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| ntroduction générale

Le terme de «programmation linéaire » a été introduit en méme temps que la
méthode du simplexe par G.B. DANTZIG au lendemain de la seconde guerre
mondiale.

Cette methode est un outil mathématique trés riche qui constitue la technique la
plus célébre de la recherche opérationnelle, elle a motivé toute seule (40) années de
dével oppements.

En (1979), le mathématicien sovietique L.G KHACHIAN a propose un
algorithme polynomial ; ce fut un grand succes théorique, malheureusement cet
algorithme est beaucoup moins efficace que celui du simplexe malgré certaines
améliorations de detail.

En (1984) KARMAKAR propose un algorithme polynomial lui auss dont il
proclamait (sans toutefois en fournir une preuve convaincante) la grande efficacité
pratique, ce qui a provoqué quelques controverses dans la communauté de la
programmation mathématique, bien qu'il a incité plusieurs recherches dans le
domaine de la programmation linéaire.

Ceci éant, avec la méhode de KARMAKAR sont nées de nombreuses
directions et idées de recherches particulierement en optimisation. La méthode du
simplexe et donc loin d'étre périmee.

C'est une procédure itérative permettant d'effecteur une exploration dirigee de
I'ensemble des points extrémaux, c'est a dire de |'ensemble des solutions reéalisables.
L'application de la méthode nécessite la connaissance d'une base réalisable de départ
et a calculer a chaque itération une base adjacente (C'est a dire un point extréemal
VOoisin) au moins aussi bonne que la précédente.

Connaitre une base réalisable de départ est la difficulté principale de cette
méthode.

L'algorithme de KARMAKAR minimise une fonction linéaire (qui vaut zéro a
I'optimum) sur un simplexe régulier S qui est un ensemble de n-vecteurs non-négatifs

(3 0) dont la somme des composantes est égale a une constante (par exemple 1 ou n).

A chaque itération, KARMAKAR utilise une transformation projective de S

dans lui-méme qui envoie la solution réalisable courante au centre de S L'algorithme



trouve alors une direction de descente suivant laquelle on effectue un déplacement
convenable a partir du centre. Finalement, on revient aux variables d'origine en
utilisant I'inverse de la transformation projective. On répéte le processus jusqu'a la
verification du test d'optimalité.

La difficulté principale de cette méthode est de supposer, au départ, connue la
valeur optimale. Condition trés restrictive en pratique. Plusieurs techniques sont
proposées dans la littérature en vue de relaxer cette hypotheése et d'entendre ains
I'algorithme a un programme générale.

L'objet de notre travail est la présentation d'une nouvelle méthode de résolution
des problemes linéaires (ne nécessitant pas la connaissance d'une base de départ) et
la comparaison théorique et en terme d'efficacité numerique de celle-ci a celle du
simplexe.

L'approche que nous présentons est inspirée de la méthode du simplexe qui
coincide méme avec celle-ci s la base courante est réalisable.

Les trois chapitres constituent une étude allant du développement théorique a
I'implantation numérique.

Le premier chapitre est consacré aux fondements théoriques et a la
présentation de la méthode du simplexe.

Dans |le deuxieme chapitre on trouve la présentation générale de la méthode de
KARMAKAR et son algorithme de base avec sa description.

Le troisieme chapitre est consacré a la présentation de la nouvelle approche
(que nous proposons) qui élimine I'hypothese de connaitre au départ une base
réalisable.

Enfin, les expérimentations numeriques et les commentaires sont exposés a la
fin de ce dernier.

Notons que les résultats obtenus sont nettement en faveur de la nouvelle

approche simpliciale proposée, du moins pour les exemples étudiés.



Notations générales.
Soient x et y deux vecteursdu IR™
La notation <x,y>=Xly désigne le produit scalaire de x par y.

e, désigne le vecteur (1,...,1) de IR

On note par § _xi la somme des n composantes de X.

Une matrice A a m lignes et n colonnes sera considérée comme un éément de
IR™" on écrit AT IR™".

Soient Ade IR™ et Al IR"alors:

A=diag (b) signifie que A est une matrice diagonale dont les ééments
diagonaux sont les composantes du vecteur b.
A' | b' désignent respectivement la matrice transposée de A et le vecteur

transposé de b. L'inverse d'une matrice A sera noté A,



CHAPITRE -I-

Fondements théoriques et présentation

générale de la méhode du simplexe



I ntroduction

Dans ce chapitre on parlera essentiellement de la méthode du simplexe.
La premiere partie de ce chapitre constitue un bref rappel de certaines propriétés
fondamental es dans |a programmation linéaire.

La deuxieme partie est consacrée a la description de méthode.

|. 1- Notions fondamentales
|-1. 1- définition d'un problem d' optimisation mathématique.

Etant donné un domaine D de IR" et une fonction f définie de D dans IR" un
probléme mathématique consiste a optimiser (maximiser ou minimiser) la fonction f
sur le domaine D.

Autrement dit, il Sagit de trouver un point x * de D (s untel point existe) pour
lequel ona:

19 f(x)® f(x*) pour tout x1 D

Dans le cas de minimisation
29) f(x) £ f(x*) pour tout xI D

Dans le cas de maximisation
Symboliquement, ce probléme d'optimisation mathématique est présentée par la
notation suivante :
imin f(x)

(P) ix1 D

I ensemble D est appel é ensemble admissible ou réalisable.

Un point de D est appelé solution réalisable.

Une solution réalisable x* réalisant I'optimum est appel € solution optimale.

Lavaleur def en x* est appelé «valeur optimale » et est notée *=f(x*)

| .1.2- Définition d'un programme linéaire
Un programme linéaire est un probléme d'optimisation mathématique dans

lequel:



1°) Le domaine D des solutions réalisables est défini par un ensemble d'équations ou
d'inéguations linéaires ou les deux a la fois appel ées «contraintesy.
2°) Lafonction f, dite «fonction objectif» est linéaire.

Notons que les inéquations linéaires strictes sont interdites car elles sont

dépourvues de signification physique.

| .1.3 Forme CANONI QUE et forme STANDARD d' un PROGRAMME LINEAIRE

On dit gqu' un programme linéaire est écrit sous forme canonique s le domaine
des solutions réalisables est défini par un systeéme d'inéguations linéaires,

S par contre, en dehors des contraintes de non-négativité toutes les contraintes
sont des égalités, on dit que le programme lin€aire, est mis sous «forme standard».

On peut toujours mettre un programme linéaire quelconque sous
forme standard en ajoutant des variables supplémentaires appelées «variables
d'écart»

Exemple

IMaxzZ =x, +x,
(P) { x +x, £2
Lox +x,31
X,%X,30
En introduisant les variablesd'écart X, 3 Oet X, 3 O
dans la premiére et la deuxiéme contrainte on met le probleme sous la forme
equivalente :
i MaxZ = x, + X, +0x; +0x,
(P :’x1+2x2+x3:2
1 2%, +x,- x,=1
X, X5, %5, X%, 3 0
Le probleme (P') est la forme standard du probleme (P).
Notons que les problemes de minimisation et de maximisation sont en fait équivalents

puisgue :



Min f (x)=- M[?x(- f (x))

Pour cette raison, on ne traitera dans ce qui suit que des programmes linéaires sous

forme standard du type :

i MaxZ =c'x
{ Ax=b
1x30

Ou Al IR™" est la matrice des contraintes, n désigne le nombre des variables et m
désigne le nombre des contraintes,

Cl IR" est le vecteur colt

bl IR" est le second membre
Z=Cx=§ CjX|j estla «fonction objectif» avec m< n.
j=0

Remarquons gqu ‘on peut toujours supposer que rang(A)=m
En effet, s rang (A)<m, une ou plusieurs lignes de la matrice A peuvent étre
exprimeées comme combinaisons linéaires des autres.

Suivant la valeur des coefficients by , les contraintes correspondantes sont soit
redondantes, auquel cas on peut les éliminer, soit incompatibles avec les autres,

auquel cas le domaine des solutions réalisables est vide.
| .1.4- Bases, bases réalisables, solution de base

Défmitionl

Etant donné un programme linéaire sous forme standard :

N

1 MaxZ =c'x
(P){ Ax=b
1 x30



On appelle base du programme linéaire (P), toute sous matrice carrée
réguliere ( m” m) extraite de A notée B.
on poseN ={1,2,....n}, on note J={12,...m I'ensemble des indices des colonnes
deBetJ =N- J I|'ensemble desindices des colonnes hors base.

Soit B une base, alors en permutant les colonnes de A, on peut toujours mettre

la matrice A sous la forme A= (B,R) ou R est la sous matrice formée par les colonnes
de A qui ne sont pas dans la base B. De méme on peut partitionner x en (XJ ,XJ-) et
C en (C;,C;)

Toute solution de (P) vérifie Ax =b et par suiteon a BX, + Rx; =b ]

Définition 02

On appelle solution de base (associée a la base B) la solution particuliére de (1)

X, =B'b

£x,=0,j1 J

i /

Définition 03
Une base B dun programme (P) est dite realisable s la solution de base
correspondante est réalisable, c'est-a-dire s
X, =B*bh3 0
Exemple
Soit le programme linéaire:

MaxZ = 4x, + 5X,
X, + 2%, - X, =3
X, = Xg+ X, = 2

(P)

—_— o ———r —

Xg - 2X, + X, =1

3
X,, Xyy Xgy Xy X5 3 0



L'ensemble J= {1,2,5} est I'ensemble des indices des colonnes d'une base reéalisables,

ou:
1 0 0
B=1 o0 1 o
o o 1

La solution de base correspondante est:
X =3X%=2,%=1
Lesvariablesdebase: X; =X, =0

Lesvariableshors-base: X, = X, =0

Par contre la base dont J= {1,3 ,5} est une base mais non réalisable, la solution
associée est:
Lesvariablesdebase: X, =7,X,=-2£0,% =3

Lesvariables hors-base: X, = X, =0

1%, =(7,- 23)

Onécrit 1 x, =(00)

Définition 04
On dit qu'un programme linéaire est mis sous forme canonique relativement a

une base B dont |'ensemble des indices des colonnesest J S :

19 ¢, =0, cestadirec =0 pour tout ;| J
2°) B est, & une permutation prés, la matrice unite.
Remarque 01
Connaissant une base du probléme (P), on peut toujours le mettre sous forme
canonique relativement a une base. En effet, soit |e probleme suivant:
i MaxZ =c'x
(P) 1Ax=b
':A'x3 0
B une base de (P) et J I'ensemble des indices de ses colonnes, on a d'une part
Ax=Bx; +Rx; =b



D'ou
X, +B'Rx; =B'b et x, =B b- B'Rx;
ou B est Iinverse de la matrice B, posons M = (U,B'R) (U la matrice unité
dordrem)et b'=B'b etdautrepart  CX =C;X; +C5 X3
Ecrivons X; en fonction de X',- c'est a direlesvariables de base, on trouve
c'x=c,;(B'b- B'RX;) +¢;X;
=c,B'b+(c; - ¢,B'R)X;
=Z,+C'; X;
Ouonapose Z,= CJ.B'1 b qui est une constante et C, =C,B'R

Le probleme (P) est alors équivalent a (P'):

iMaxz=12z,+cC.
i J
(P)i Mx = b’

1 X 3 O

t

qui est écrit sous forme canonique.
| .1.5- Caractérisation des bases et des solutions de bases optimales

Théoréme 1 : (théoreme d' optimalise)
Soit (P) mis sous forme canonique relativement a une base réalisable.
S le vecteur co(t c est négatif ou nul alorsla solution de base est optimale.

Une telle base est dite base optimale.
Théoreme 02 :

Soit (P) écrit sous forme canonique relativement a une base réalisable.

Sil existeun élément sde Jtel que C° >0 alors:
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A*£0

(& Ou bienla colonne , au quel cas la fonction objectif est non bornée.

(b)  Ou bien le contraire, au quel cas on peut mettre en évidence une nouvelle base

B’ donnant a la «fonction objectif» une nouvelle valeur Z' 3z
L'intérét des deux théoremes ci dessus vient du fait que I'algorithme du

simplexe en découl e directement.

|.2.1- L'algorithme du simplexe

Pour pouvoir appliquer I'algorithme du simplexe il est nécessaire de connaitre
une base réalisable. On suppose donc que |'on dispose d'une telle base de départ.
A itération k, soit B la base courante, J |'ensemble des indices de B, ceux-ci sont
placés dans un vecteur ligne noté (col (1), col(2), ...,col (m)).
Les différentes étapes sont |es suivantes:

Etapel:- calculer: B* (la matrice inverse de B)
p =¢,B™* (lesmultiplicateurs du simplexe)
Etape2: Calculer

C; =C; - P R (les colts réduits)
Etape3: Déterminer sde J tel que c, = Max{c, |
J

S'il existe plusieursindices, choisir le plus petit.
S C,£0; Arrét : I'optimum est atteint.

Snon

Etaped: calculer la colonne A® par la formule

A® = B A

Etape5: Déterminer I'ensemblel: | = {i/a{S >O}
S | =f ; Arrét: optimum non borné

Snon:

Etape6: calculer b' par laformule b '=Bb.
Etape7: déerminer I'indicer tel que:

1 . ‘I bl. u
b,r :M|n”|i+'
Ars Ta g

is

11



Sils existent plusieursindices qui Vvérifient la condition choisir le plus petit.

Etape8: Mise a jour dela base:
J'=JE{s}- col(r),col(r) = s

la colonne dont | 'indice est col(r )=s est remplacée par la colonne A®,

etaped: retourner a etapel.

Géométriquement, la procédure sinterpréte comme un cheminement de point
extrémal en point extrémal voisin le long de la frontiere de I'ensemble réalisable du
probleme.

Algébriquement, elle sinterpréte comme la déermination d'une suite de bases

adjacentes.

| .2.2 Résolution d'un exemple
Considérons le programme linéaire

i Maxz=4x, + 5x,

i

T2% +X +X%, =8

(P
Xt 2%+ X, =7
P o %+x%=3

X %o, Xg5 %4, % 2 0

ecrit sous forme canonique par rapport a la base réalisable dont |les colonnes forment
I'ensemble J= {3,4,5} et on a col(l) =3, col(2)=4, col(3)=5
La solution de base est : X;=X%,=0, X3=8 , X4.=7, Xs=3.

Les conditions d'application du théoréme d'optimalité ne sont pas réunies
puisque
C1=4>0, ¢c,=5>0

On voit qu'on a intérét a augmenter X, (puisque c,=5>c;=4) pour faire croitre
z, donc s=2.

Le domaine de variation de x, est:

12



D=ix/0£ X, £Min %

8 7
12

mr%’o

I ul
i %
={x,/0£ x, £ 3}

C'est la troisieme contrainte

by _np:ib/ 0
=Mt

qui limite I'augmentation x, , la 2°™ colonne entre dans la base et la 5™ en sort.
La nouvelle base est alors formee par les colonnes 3,4 et 2 ¢ 'est a dire que
J=JE{2}- {5}={34,2} et col(3) =2

Ecrivons (P) sous forme canonique par rapport a J'

i Max z=4x, - 5%, +15
bo2x +x - x=5
) I
P X +X,- 2% =1
tox  +x%=3

X 30

Labase B' dont les colonnes sont 3,4 et 2 n'est pas optimale puisque c; =4 > O et s=1.

Cherchonsl'indiced'entréer :

Mmlil Min l QP
il Ta1 il Ta”-
VRERY
i 121
D'our=2

Par conséquent I'ensemble des indices des colonnes devient
J'=J U {1} {cal (2} ={3,1,2} et col (2)=1
Ecrivons le probleme (P) sous forme canonique par rapport a la nouvelle base dont
les colonnes sont 3,1 et 2.
iMaxz=- 4x, +3x,+19

L ox,- 2%, +3%, =3

|

P z

(P2) : X+ X, +-2% =1
f X, + %5 =3

X 30

13



La base n 'est pas optimale puisque ¢s = 3 >0. On applique le méme processus |'indice

r:

Min%iy: I\/Alinl b H:Minlg’ 3u_ !

ialh jasp 1181 a,
donc r=1 et par conséquent la 1*® colonne de la base sort (puisque r=1), et la colonne
A°=A° entre dans |a base.
L'ensemble des indices devient alors:
J" ={5, 1, 2} et col(1) =5.
La base en question est alors constituée des colonnes 5,1 et2

Ecrivons encore une fois (P) sous forme canonique par rapport a cette nouvelle base.
iMaxz = - x, - 2x, +22

()

:
:
[
|
:
:
)\
|
3
X1 Xpy X5, X, %5 2 0

On a
Z=22+0x +0X, - X3- 2X, + 0%, =- X3 - 2%, + 22
c'estadirequec, =c,=¢,=0,c;=-1¢c, =-2
Le vecteur colt est négatif ou nul par conséquent la base courante est optimale.
La solution optimale est:
*=(3,2,0,0,1) et z+=22

|.2.3- Initialisation de I'algorithme du simplexe

Comme nous I'avons indiqué auparavant, |'application de I'algorithme du
simplexe nécessite la connaissance d'une base réalisable de départ.
Or, en pratique on ne dispose pas toujours d'une telle base (par exemple lorsqu ‘il y 'a

des contraintes d'égalité).

14



Nous cherchonsici a trouver une base réalisable et écrire (P) sous forme
canonique par rapport a celle ci, si toutefois une telle base réalisable existe ou bien a
démontrer que (P) ne peut admettre de solution réalisable.

Sans perte de généralité, on peut toujours supposer que b 2 0 sinon il suffit de
multiplier par (-1) les éguations pour les quellesb; < 0.

On associe a (P) le «programme linéaire auxiliaire»

i g
iMaxy =Q V;
T i=1

(PA) | Ax+U.y=b

: X,y3 0
1

Danslequel U estla m” m matrice unité.
Lesvariablesy; sont dites «artificielles»
Soit e le n-vecteur ligne tel que g =1 pour tout i.
(PA) se met sous forme canonique par rapport a la base réalisable dont I'ensemble des
indices des colonnes est Jo={n+1, n+2, ....n+ m} et on écrit :
i Maxy =-eb+eAx
(PA) i _
1 Ax+U.y=b

AN

On montre que s x,y est une solution optimale de (PA), alors (P) admet une

solution réalisable si et seulement s y =0

Dans le probléme initial (P) il se peut qu 'une variable disons X, soit contenue
dans une seule équation, disons la r'®™ alors s a et b, sont de méme signeiil n'est pas
nécessaire d'introduire une variable artificielle correspondant a cette équation. On
peut en effet considérer que xs est la variable de base correspondant a la r™
equation.
Définition 05

L'application de I'algorithme du simplexe a (PA) sappelle phase 1 et a (P)
sappelle phase 2.

15



I1. 2.4 Description de la phase 1

On applique I'algorithme du simplexe a (PA) sans conserver trace de variables
artificielles qui quittent la base.

S le maximum de la valeur de la «fonction objectif» de (PA) est négatif
terminer le programme linéaire initiale (P) n 'a pas de solution réalisable.

S le maximum de la «fonction objectif» de (PA) est nul, le probleme linéaire
initial (P) se trouve alors écrit sous forme canonique par rapport a une base
réalisable aprés élimination des variables artificielles de la base s elle en contient.
Exemple:

1 Maxz=Xx +X,

(P){ 2%, + X, £ 4 ,
X - 2%, £-3 X1, X, 2 0

f % +x =5
Aprés introduction des variables d'écart et en multipliant 1a 2°™ équation par
(-)ona:
iMaz=x +x
:‘ 2+, +%, =4
"X+ X, =3
b x+36=5

En introduisant les variables artificielles y; et y, dans la 2°™ et 3*™ équation,

(A

3
X1 Xy, %X3,%, 2 0

on obtient le programme auxiliaire suivant:

i Maxy =5x,- X, -8
2% +X, +X, =4

(PA) i X,y3 0
-I:' X +2X% - X, Yy, =3

1 % +3%,+y,=5

gui constitue un programme linéaire présenté sous forme canonique dont les variables
de base sont la variable x; et les variables artificielles y; et y,

On peut appliquer, alors, I'algorithme du simplexe au probleme auxiliaire (PA).

16



|. 3 Dualité

Ce paragraphe traite en bref du concept de dualité en insistant sur son
importance pratique.

A tout probleme de programmation linéaire on peut associer un autre probléme
de méme nature appelé dual. Cette association est involutive, ¢ 'est a dire que le dual
du dual est le probleme de départ appelé primal.

En fait, il faut considérer que deux problemes linéaires duaux ne constituent
pas deux problemes distincts, mais deux aspects du méme probléme.

Dans ce paragraphe, les problémes en dualité seront toujours écrits sous forme

canonique.

| .3.1- Définition

Soit le programme linéaire écrit sous forme canonique

|
L AXEDb
% x30

(P)
On appelle «dual » de (P) le programme linéaire suivant :

iMinW = y'b
D) | VyAsc
iooyeo

Ou le vecteur inconnu y est un vecteur ligne de IR™.

| .3.2- L'algorithme dual du simplexe

Considérons le programme linéaire

|
|
¥ x3 0
ecrit sous forme canonique. S b 3 0 alors (P) est dit «primal réalisable» puisque la

solution de base x=0 est une solution reéalisable du primal.

17



S c £ Oalors(P) est dit «dual réalisable » .En effet, le dual de (P) sécrit:

(D)

et la solution y=0 est réalisable.

Notons qu'il est démontré qu'une base est optimale si et seulement si lorsgque le
programme linéaire est écrit sous forme canonique par rapport a cette baseil est ala
fois primal et dual réalisable.

Dans certains cas le programme linéaire et donné sous forme duale réalisable
mais non primal réalisable, il serait alors maladroit d'utiliser la phasel pour lerendre
primal réalisable puis d'appliquer la phase2. On applique plutot I'algorithme dual qui
consiste a maintenir la duale réalisabilité en tentant de le rendre primal réalisable.

C'est le principe de I'algorithme dual du simplexe qui est présenté dans ce
paragraphe.

On considere alors le programme linéaire.
i MaxZ = cx
b axs b
x30

(P)

—— ——

ecrit  sous forme canonique par rapport a une base. J désigne |'ensemble des indices
des colonnes de A associées a la base et tel que (P) soit dual réalisable, c'est a dire
qu'on a:

(1) A’ est, & une permutation prés des colonnes, la matrice unité,

(2 c£0

3¢ =o.

L'algorithme dual sénonce comme suit:

Etapel: Trouver I'indicer tel que: b, = Min {b}

S plusieursindices réalisent ce minimum, choisir le plus petit d'entre eux

Etape2: S b,<0 alors déterminer I'ensemble L tel que L = {j la) < 0}.

18



S L! Qarrét: pasde solution réalisable.

S b, 3 Oarrét: la base courante est optimale.

Etape3: Trouver le plus petit indice s tel que— = l\/|||L : Z
1

Mettre a jours le programme linéaire et itérer.
Notons que I'algorithme dual n'est autre que I'algorithme primal appliquée au
probléeme dual, mais tous les calculs sont effectués sur les données du probleme

primal.
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CHAPITRE -11-

Présentation générale de la méthode de
KARMAKAR et description de son algorithme
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I'1.0 Introduction:

Dans ce chapitre on parlera essentiellement de la méthode de KARMAKAR en
signalant, chaque fois qu'il est nécessaire de le faire, les difficultés pratiques de cet
algorithme.

Cette méthode comprend deux grandes idées innovatrices:

1-Plonger le probleme initial dans |'espace projectif (Contenant le simplexe
unitaire).

2- Utiliser une projection pour trouver la direction de deplacement.

Contrairement a la méthode du simplexe qui —géométriquement- Sinterpreéte
comme un cheminement de sommet en sommet adjacent le long de la frontiere de
I'ensemble des solutions réalisables, |la méthode de KARMAKAR est "une méthode de
point intérieur” qui produit une suite de solutions réalisables (dans I'intérieur relatif

de larégion admissible) convergeant vers une solution optimale du probléme traite.

|1.1-Préléminaires:
I1.1.1- Minimisation d'une fonction linéaire sur un ellipsoide:

Considérons le probléme suivant:

(O)‘!minc'x
ix1 E

ou x,ci IR"et E un ellipsoide défini par son centre a° , par r et la matrice
symétrique définie positive A.
Algébriquement: E :{xT IR": (x- a%) A(x- a°)£r2}
Lemme 1: La solution du probleme (0) est donnée par:
< =gl Aler
Preuve:
En posant y=x-a°, le probléme revient & résoudre:
i At
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En écrivant les conditions d'optimalité en programmation convexe, y est solution de
(0') s et seulement si, il existeunréel 173 0 tel que
jc+l Ay =0
15y Ay - 19)=0
Onen déduit: 1 >0, y =(-1/1")A'c, y'Ay =r? et donc
1

c'Alc=r?
|x2

Y =- Aler b Y =al- Aler ca.fd
ta-1 t A-1 LR
Jc'A'c c'A'c

Cas particulier du lemme 1:
S I'éllipsoide E est réduit a une sphere (A=1) alorsla solution de (0) est

X =a’- —r

C
|c]

Autrement dit, il suffit de se déplacer (figurel) a partir du centre a° dans la
direction opposée du vecteur codt (i.e. -c)d'une distance égale au rayon (r) de la

sphére.

Figurel.1
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11.1.2- L'idée générale de I'algorithme:
Soit Aun élément de iR™" , bl IR™ et ¢l IR" et posons par définition
w={x1 IR": Ax=b}
P={xI IR": Ax=b,x? O} =W IR", ol IR"- désigneorthant positif
Considérons alors le programme linéaire genérale:
iminc'x

L.ai .
(p g)}xl b

S I'on remplace IR". par une sphere (ou ellipsoide) E, 1 IR"., on obtient le
probleme:
iminc'x
Qi -
ix1T WI E
Or, I'intersection d'une sphere et d'un espace affine est une sphere de dimension plus

petite dans cet espace affine, donc (W1 E, = E,).Le probléme devient:

(2)} T;n ;t X, C' désigne la projection orthogonale de ¢ sur W

| 2

D'apres ce qui précede, le probléme (2) est trivial: 1l suffit de se déplacer a
partir du centre de E, dansla direction (-c' ) d'une distance égale au rayon de E,.

Finalement, tout revient a remplacer P par un ellipsoide (ou une sphére) E de
centrea’ (a°1 P:a% >0,i =1...,n) et minimiser ¢'x sur E au lieu de P.
I'1.1.3- Latransformation projective de KARMAKAR

Soit a=(ay, a, ..., @,)' un point intérieur a P (i.e. tel que al Weta, >0)et
posons D=diag{a} .

Définissons alors le simplexe S.. 1 de dimension n contenue dans IR™*;
S, ={X1 IR™,x3 O et 0 =1}

La transformation projective (notée T) est une fonction:

IR~ - -.-. » IR™. définie par:
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N

X 1 &

VI T T I
i 1+g x/a
} i=1

y =T(x) avec ! et
1 Ynn =1- a Yi
.I. i=1
"

Il est facile de voir que: vy, :gyn+1 i=1...,n

ou encore: Y, = (D*X)y,,, ,ouy,désigne les n premieres composantes de y. Ceci
montre que T est bijective: En effet,
T (y) = x= A0

n+l

Evidement:
T(IR)=S,, 1 IR™

T(@=a’=@/n+1e,, (centredeS.,,)

Quelques Propriétésde T:

1-L'image d'un espace affine Wpar T est un espace affinew', donc puisque a
W, sonimage a° 1T W.

2- L'image dune face (x =0)de IR"est la face correspondante

y, =0,i =1,..n)du simplexeS_,,. Quant a la facey,,,=0deS,.,, , ele est I'image des

n+l *
points a l'infini.
Il est facile de voir que la plus grande sphére inscrite dans S, ., et la plus petite

sphére contenant S, ,, centrées en a® sont respectivement:

n+1
B(ao,r):{xT IR™ e‘n+1x:L||x- a’ £ r}

B(a’,R)={xi IR™:e' ,x=1|x- a’|E R}

Ou r=1Uvn(n+1) et R= vn/(n+1) dol (Rir)=n

La situation est donc la suivantee B(a°r)i S, 1 B(a’,R),ce qui entraine

B(a,,r) T WI S

n+1

I Wi B(a,,R) I'W.

Or, S

n+1l

IW=P'=T(P=WIIR":).De plus l'intersection d'une sphere B avec
un espace affine West une sphere B' de dimension plus petite et de méme rayon que B

s W contient le centre de B, c'est le casici puisque
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a®1T W.AiInsi:
B@°r)i PI B'(a’R), ou B'(@’r)=B@@%r)IW. e B'(a’,R) =B’ R) I W
Ceci prouve que la minimisation sur la sphere inscrite dans la région admissible
réduit la valeur de I'objective d'au moins (1-1/n).
I1.2-Description de la méthode:
I1.2.1-Le probleme traité par KARMAKAR et |es hypothéses de travail:
On se place désormais dans IR™: LeimplexeS, :{xT IR":e 'x=1x3 0}] IR" est
donc de dimension (n-1).
La méthode projective de KARMAKAR résoud directement le programme
linéaire suivant:
iminc'x
(p.|.r)_{ Ax=0
IxT s,
En supposant que:
1-La valeur optimale est nulle, i.e: si X est une solution optimale de (p..r)
alors C'X'=Z'=0
2- Lepoint a° = (1/n)e, (centredu simplexe S,) est une solution réalisable de

(p.l.r).

3-La matrice A est de plein rang: rg(A)=m.

Ces trois hypotheses seront appelées les conditions de KARMAKAR.

On suppose également que c'a®0, puisque si c'a’=0on sarréte immédiatement
avec a° optimal. Ceci implique que c'x n'est pas constant sur la région admissible et
par conséquent il est strictement positif pour tout x réalisable.

Remarques:

a- S la valeur optimale est connue a priori mais non nulle I'égalité e, x=1

permet de se ramener a un objectif nul. En effet, soit x une solution optimale du
probléme et ¢ la valeur optimale de |'objectif.

Alors c¢'x=2 =Ze'"wxP (c- Ze)'x=(c')'x=0.0n minimise alors |'objectif

(c)xaulieudecx,ou c,=c - z,i=1.n.
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b- S le systéme de contraintes est de la forme Ax=b,b? 0,onseraméne facilement a
un systéme homogéne, il suffit d'écrire; Ax=be 'x b (A- be ')x=0
Autrement dit on obtient un systeme de la forme: A'x=0ou les éléments de A'
sont: &, =(a - b),{i =1...m,j =1...,n}.

c-Le probleme (p.l.r) ainsi défini peut ére vu comme un probleme de faisabilité

En effet, puisgu'on suppose la valeur optimale (Z*) nulle ou connue a priori, il sagit

alors:
ic'x=z*
:
detrouver x3 Otel que: | Ax=
ietx=1

|1.2.2-L' Algorithme de base:

Nous présentons dans ce paragraphe |'algorithme de base de KARMAKAR pour
résoudre un programme linéaire du type (p.l.r) pour cela on se donne une précision e
(par exemple e = 290U q est un entier, g3 1).

Partant de la solution initialex® = a°, I'algorithme produit une suite de points
intérieurs qui converge vers une solution optimale du probleme en un temps
polynomial.

Dans le but de ramener I'objectif c'x & zéro on le minimise localement sur une
sphére inscrite dans la région admissible. A chaque itération (k) I'itéré (X >0) est

ramene au centre de §, par la transformation projective Ty définie par:

Te: xT'S, . » T.(X)=yl S, avec

D;*x Dy .
T (X)=—2"—= T N(Y) ===~ ; D, =diag{x"
W=gpn=Y WO =g, i Do=dagl]

et ainsi de suite jusgqu'a ce que letest d'optimalité (C'x* £ e) soit Vérifié.
Début algorithme
Initialisation xX’=a’ = (U/n)e, k=0

Tant que C'x* >e Faire

26



1D, =dage’}
PasOj = _¢éA U A = AD,
lk é u
I €% U

Pas1 p, ={I - B.(B,B!) B, JD,c={I- A(AA) A - —ee }D,c

Pas2 d, =
LY k||
1

Pas3 y“=a’-ard, ,r=———— ,0<a<l

Jyn(n-1)

k+1 Dkyk S1pok
= =T , k=k+1
e;Dkyk k (y )

fin tant que

Pas4 x

fin algorithme

Danslepas0, on nefait que construire la matrice des contraintes (i.e By)
Le pas 1 consiste a projeter ¢, =Dyc sur le noyau de By (C'est |I'opération la plus
colteuse de l'algorithme). La formule donnant p, est obtenue par un calcul
élémentaire en utilisant le fait que A,e,=0.
Au pas 2 on calcule le vecteur normé dy correspondant a py.
Au pas 3 on choisit y* & une distance a de a° dans la direction -d, KARMAKAR
choisita =1/4
Et enfin au pas 4 on effectue la transformation inverse T, ‘pour calculer le nouvel
itéré X1
[1.2.3-Dérivation et analyse de I'algorithme:

Le but de ce paragraphe est de montrer en quelque sorte comment est obtenu
I'algorithme précédent.

On a vu que la transformation T, applique le simplexe S, dans lui-méme, en
méme temps I'itéré x>0 (dont les composantes forment la matrice diagonale Dy) est
envoye au centre de S,. Cependant le transforme du programme linéaire (p.l.r) est le

programme suivant:
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Maisonapour tout yi S,: €D,y=Q xy, 3 {xik i =L----,n}

i-1

Lesegahtes Dy _ =0 e ADky
enDky n ky

c'D,y=0 e AD,y=0

=0 sont donc satisfaites s et seulement Si:

(p.n.l) est alors équivalent au programme linéaire:

Iminc'D,y

|
(p)) i AD,y=0

fey=1,y30

qui est de la forme (p.l.r) et vérifie les conditions de KARMAKAR.

|1.3- Extension de I'algorithme de KARMAKAR:

| 1.3.0-Introduction:
La mise en cawvre de l'algorithme de KARMAKAR, son implémentation
effective necessite |'étude de ces deux probleémes:
(1)- La transformation du probleme (p.l.g) (ci-dessous) a la forme réduite:
iminc'x=z*
(pl.g)f Ax=b
Ix20
(2)- La modification de I'algorithme décrit dans le paragraphe2 en vue de son

extension au cas ou la valeur optimale z* n'est pas connue.
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| 1.3.1- Résolution du probléme de faisabilité (phase 1)
Un point réalisable de (p.l.g) est une solution du probléeme:

i
%x3 0

Or, d'apres KARMAKAR (P1) est équivalent au probléme de minimisation:

.i.minl
(P2) | Ax+1 (b- AX°) =b
{x3 0,130

Ou x*>0 est choisi arbitrairement dans I'orthant positif et | une variable
artificielle.

Notons que (P2) est toujoursréalisable, il suffit de prendre: x=x° et | =1.

Soit |, la valeur minimale de I'objectif. Alors, | , =0 correspond a une
solution réalisable de (P1), cependant on peut se contenter d'une solution presgue
nulle. Plus précisement KARMAKAR démontre |e théoréme suivant:

Théoreme:
$e, >0 tel que: les deux propositions suivantes sont équivalentes:

1- (P1) est réalisable.

2- (P2) admet une solution (x,1 ) telleque | £e,

La réesolution de (P1l) se raméne donc a celle de (P2), probleme auquel on
appliquera L'algorithme de base; puisque connaissant la valeur optimale et une
solution réalisable de ce dernier il est facile de le mettre sous la forme (p.l.r).
Remarque

Le probleme de faisabilité (P1) peut étre résolu par une quelconque méthode a
condition que la solution trouvée soit dans I'intérieur relatif du domaine de faisabilite
{x 30, Ax= b}. Par exemple la méthode du simplexe ne convient pas puisqu'elle donne

une solution sur la frontiere.
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|'1.3.1.2- Probléme de minimisation (Phase 2)

Soit a(a, >0, i =1,.......,n) une solution réalisable de (p.l.g) obtenue (par exemple
par la méthode préceédente). En appliquant la transformation T le systeme Ax=b
devient Ay=00u A’ est une m” (n+1) matrice définie par:

A=[AD,- b] , D, = diag{a).
Quant a |'objectif il est transformeé en une fonction non linéaire:
c'Dyyln]
Yne
Ou y[n] est un vecteur de IR" formé des n premiéres composantes de
y=T(x)T IR™,

On seretrouve alors avec le probléme:

i t
! rin © a1l
| yn+1
(p.I.f).i.A'y:O
':'ert1+1y:1
fys0
Or s la valeur optimale z* est connue, on peut écrire
‘D ic,=ca ,i=1..n
C#ym]:z*bc‘Day[n]-z*yml:c"y:O ,ou%, a1* .
Yinu 1Chi=-12

On obtient le programme linéaire réduit:

iminc'y

|

{Ay=0
(pl.r) [

.|. en+1 =

ty=o0
Il est clair que toute solution réalisable de (p.l.g) est transformée par T en une
solution réalisable de (p.l.r) et réciproguement, toute solution réalisable y de (p.l.r)

avec (y.,, > 0) est transformée par T en une solution réalisable x de (p.|.qg).

Notons en fin que si la valeur optimale est inconnue, le probléme (p.l.f) ne peut
pas étre mis sous la forme (p.l.r). Il faudra avoir recours a d'autres techniques que

nous verrons dans le paragraphe suivant.
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| 1.3.2- Modifications de I'algorithme de base:
On sintéresse toujours a la résolution du probleme linéaire générale
iminc'x = z*
(pl.g)f Ax=b
Ix20
en supposant cette fois la valeur optimale z* inconnue KARMAKAR propose deux
variantes:

a- La méethode "primale- duale" qui n'est autre que I'application de la phase 2
de I'algorithme de base a un probléme de faisabilité obtenu par la combinaison de
(p.l.g) avec son dual.

b- La "dliding objective function method" qui consiste a localiser la valeur
optimale dans un intervalle suffisamment petit.
|'1.3.2.1- Méthode primale-duale

Considérons le dual de (p.l.g):

imaxb'y
(D)}: AyEc
} y quelconque dans IR™

En combinant les deux problémes et en utilisant le théoreme de dualité de la

programmation linéaire, le probléme revient tout simplement a chercher une solution

réalisable du programme "primal-dual":

_i_Ax:b , X3 0
%A‘yE Cc, Yy quelconque
letx-bly=0

En écrivant y sous forme d'une différence de deux vecteurs non negatifs et en
gjoutant quelques variables d'écart, le systéme précédent prend la forme:
(1) SX=b, ,X30 avec

0 0O O

éA u éu
é a & U
S= A=A Iy, b=y
%:t _ bt bt OH @é
S’I‘ I R(m+n+1)' (2m+2n+1) ’ bs’l‘ I R(m+n+1) ’ X ’I‘ I R(2m+2n+1)
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Evidement (1) est réalisable "s et seulement” (p.l.g) admet une solution
optimale finie. De plus, d'apres les résultats précédents le probleme (1) est équivalent
au probléme d'optimisation:

i
[
I min |

(2) 1 SX+(b, - o)l =h,
[
.I.gé(23 0
fgl 2}

X, >0est choisi arbitrairement, par exemple X, = (L,.....J) T R@™2"
Le point a=(X,1)a est une solution réalisable évidente de (2). La

transformation projective T, nous permet de ramener (2) a la forme convenable (p.l.r)
et appliquer alors I'algorithme de KARMAKAR pour trouver une solution (X, A) telle

gue | £e,e étant une précision donnée. X sera alors la solution du probleme (1) qui

comprend les solutions primales et duales du probléme de départ.

Remarques:

Cette méthode est la plus simple a mettre en cavre, on n'a besoin ni de
résoudre le probleme de faisabilité ni de connaitre a priori la valeur optimale exacte,
cependant on optimise un probleme de 2(nt+n+1) variables et (m+n+1) contraintes,
ou m et n sont respectivement le nombre de contraintes et le nombre de variables du
probléme de départ.

Exemple[1.3.2.1

Iminc'x
(pl.g) i Ax=b
1 x20

ou

11000 €80
_é U, _8&u _ t
A_glz 0101, b—§7@ et c=(-4,- 50,0,0)

€01001y &3¢
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En considéerant le teste d'arréte (c‘xk £10'5)) , hous avons obtenu au bout de

(k=22) itérations les solutions suivantes:

Solution primale: (2.999981; 1.999995; 0.000012; 0.000006; 0.999997)t
Solution duale:  (-0.999993; -1.999998; -0.000005)t
Les solutions exactes étant: X = (3,2,0,0,1)", y = (-1, -2, 0)'

I'1.3.2.2 Sliding objective function method:

Cette méthode est une variante de |'algorithme de base, elle sapplique dans le
cas ou la valeur optimale de I'objectif n'est pas connue d'avance et consiste a localiser
cette valeur dans un intervalle qu'on améliore au cours des itérations.

On sarrétera une fois I'intervalle obtenu est aussi petit que I'on veut: la borne
supérieure du dernier intervalle obtenu sera la valeur optimale approcheée et le point

réalisable correspondant a cette borne sera la solution optimale approchée.

Description de la méthode:

Soit [I, u] un intervalle contenant la valeur optimale z (supposée inconnue),
I'algorithme n'étant applicable qu'a la connaissance de |la valeur optimale de |'objectif
I'idée mise en cauvreici est de supposer cette valeur.

Au départ on prend u=c'a, ol a est la solution réalisable initiale de (p.l.r) et =1, .

S (u-l)Eeterminer le point a est une solution optimale et u une valeur
optimale approcheée.

Snon (u-1>e) on teste la validité des bornes:

I'=l+(u-1) /3
u=I+2(u-l) / 3= u-(u-l)/ 3.

En prétendant qu'a I'optimum I'objectif vaut I' et en appliquant une ilération de
I'algorithme de KARMAKAR avec I'objectif ¢'x= c'x-I' ou ¢'=c — I'g,, on obtient le
point:

x=T;X(y) :% ou D, =diag{a} et y=a’- ard,

a
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a’ = (e,/ n) éant le centre du simplexe S, et d, la projection de ¢ ,= D.C' sur le noyau
de la matrice B, ou
éAD, U
B.=e .
e&

Notons queca = ca- I' = u-I'= 2(u-1) / 3> 0.

Exemple numérique:
Reprenons I'exemple 11.3.2.1 avec le teste d'arréte (u-1 £10°°).

Les résultats sont donnés dans le tableau (11.3.2.1).

Itération Borneinférieure Borne supérieure
0 - 35.0000 - 16.7125
5 -23.1732 - 21.8396
10 - 22.1031 - 21.9933
15 - 22.0077 - 21.9933
20 - 22.0008 - 21.9999
Tableau 11.2.1

Siding objective function method avec a = 0.99
Solution trouvée (au bout de 20 itérations)
X?°= (2.999992; 1.999994; 0.000018; 0.000017; 0.000005).

|'1.4 Calcul dela projection:
Dans les algorithmes de point intérieur du type KARMAKAR proposés, le colt
d'uneitération est dominé par le calcul de la direction de déplacement —dy ou

d, =R.D,c- c'x*/n, avec A =AD,, D, =diag{x‘}, Al IR™ e B ={I- A AA))AJDC

On peut calculer Py, de plusieurs fagons, en particulier en résolvant le
probléme de moindre carré suivant:

(M.C) Min{/[Dic- Adu [, ut IR™}
dont la solution satisfait les éguations normales:
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(1) AcAlu= ADZA'lu= AD/Ac.
P, est alorslerésidu de (M.C): P,=Dyc - D,' u
Le succes de I'implémentation de I'algorithme de KARMAKAR dépend donc de
|'efficacité du procédé de résolution du systeme linéaire (1).
Les méthodes proposées jusgu'a présent sont de deux types:
(1)- Les méthodes directes dans lesquelles on utilise la factorisation de la matrice du
systéme (par exemple la méthode d'éimination de GAUSS).
(2)- Les méthodes itératives qui, produisent une suite de solutions approchées du
systéme et n'utilisent en générale que des multiplications du type matrice vecteur telles
gue la méthode de JACOBY, GAUSS SEIDEL et la méthode du gradient conjugué.
Ceci étant, le systeme (1) possede deux caracteristiques
(1)- AA est symétrique définie positive: 11 suffit de voir que pour
< AA X x> = <AX AN = [ Al XA
La meéthode fréguemment utilisee dans ce cas est la factorisation de
CHOLESKY qui est un cas particulier de la méthode d'élimination de GAUSS,
(2)- Au cours de I'exécution de I'algorithme seuls les ééments de la matrice Dy

peuvent changer d'uneitération a l'autre.

Factorisation de CHOLESKY:
On appelle factorisation (ou décomposition) de CHOLESKY, la représentation
d'une matrice symétrique définie positive M | IR™" sous la forme M = LL' ou L est

une matrice triangulaire inférieure de IR™™

Exemple:
M _§2 -2y ona L g2 od
—_ A e :é lj
Por 782 o §VZ B

Le calcul de la matrice L peut se faire par identification des coefficients dans
I'équation:
M= LL'

I.e par les formules suivantes: M. ; :é L.k pour i3 |
k=1

compte tenu de la forme triangulaire de L qui entraine L, = O pour k> j.
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Il existe plusieurs fagons de programmer cette factorisation qui ne différent que
par I'ordre dans lequel on effectue les opérations, sachant que dans tous les cas ce
sont les mémes opérations qui sont effectuées.

On peut par exemple choisir I'ordre ligne par ligne, ou colonne par colonne.
L'efficacité des différents programmes dépend du mode de rangement des coefficients

de la matrice dans la mémoire de |'ordinateur.

L'algorithme (version colonne):
Ayant calculé les (j - 1) premiéres colonnes, on calculelaj°™ en écrivant:

bt L
L, =(M;;-aL.L/L,; pour i3 j+1
k=1

Cet algorithme nécessite 0(n*6) opérations éémentaires (aditions,
multiplications, etc...)
Ecrivons le programmes traduisant les formules ci-dessus en rangeant L;; a la

place de M; ;.

PROGRAMME CHOLESKY:
POUR j=1amFAIRE
POURi=j am FAIRE
POURk=14a(j-1) FAIRE
Mi, j]=m[i, i]- M[i,k]*M[j.K]
FIN de boucle k
S (i=j) ALORSMI[i,i]=SQRT(MIi,i])
SNON  Mi, j]=M]i, jJ/mj, j]
FINS
FIN de bouclei
FIN de boucle |

Résolution de systemes linéairestriangulaires.
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1- Systémetriangulaire inférieur:

Considérons le systéme linéaire Ly=b , ou L est une matrice triangulaire inférieure
de IR™™ et b un éément de IR™.

Ce systéme sécrit encore (compte tenu de L ;= O pour j>i)

i-1

a L,y +yL, =b,i=lamp

j=1
ot s
yy=(b-a Li,jyj)/Li,i I=lam
j=1
Puisque b; ne sert plus apres le calcule de y;, on peut ranger y; a la place de b;. On
obtient le programme suivant:

PROGRAMME 1:
POUR i=1amFAIRE
POUR j=14a(i-1) FAIRE
ofi]=bli]- L[i, i]*bl]
FIN de boucle |
bfi] =b[i]/ Li.i]
FIN de bouclei.

2- Systéme linéaire supérieur:
On peut donner un algorithme analogue pour un systéme linéaire triangulaire
supérieur:

Ux=y

PROGRAMME 2:
POURIi=ma 1l FAIRE
POURj=(i+1) Am FAIRE
il = Xi]- Ui, j]* o]
FIN de boucle |
Ai] = Xi]7uli, ]
FIN de bouclei
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Application au systeme (1):
On factorise la matrice du systéme (programme CHOLESKY):

AA =RR'
oll Rcest une matricetriangulaire inférieure de IR™"

En utilisant (2) on a: (RRHU=ADc (3)

En posont y=R'u , u peut étre déterminé en résolvant d'abord le systéme linéaire
triangulaire inférieur (algorithmel):

Ry=AD’c  (4)
Puis le systeme linéaire triangulaire supérieur  (algorithme2):

Ru=y  (5)
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CHAPITRE -111-

Présentation générale de la nouvelle approche
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[11.1. Introduction

Comme nous |'avons signalé auparavant, pour pouvoir appliquer I'algorithme
du simplexe, il est nécessaire que le programme linéaire soit écrit sous forme
canonique relativement a une base réalisable. S ce n'est pas le cas, on applique
I'algorithme au probleme auxiliaire associé afin de déterminer une base réalisable ou
aboutir a la vacuité de I'ensemble des solutions réalisables.

Or, en pratique on ne dispose pas toujours d'une telle base et bien souvent le
programme linéaire est présenté sous forme canonique relativement a une base mais
non réalisable ce qui m'a incité a présenter une approche simplicaile n‘exigeant pas la
réalisabilité de base, si on en connait une, et puis |'adapter aux problémes linéaires
présentés sous forme standard sans toutefois passer aux problemes auxiliaires
associés.

Nous commencons par résoudre un exemple simple par les deux méthodes.

A fin d'avoir une représentation plane, on prend |'exemple suivant, tiré de:
LINEAR PROGRAMMINGAND NET WORK FLOWS, dont les auteurs sont M.S
BAZARAA, J.J JARVIS H.D SHERAL.

[11- Résolution d'un exemple:

Exemple

MaxZ = - x, +2X,
X +X,3 2

- X t+X, 31
X, £3

(P) X,%,3 0

—_— ] ——r— —

il sagit de trouver le point de I'ensemble des points réalisables D qui donne a
la fonctionnelle Z =- x, +2x, sa plus grande valeur.

On trace dans | e place (x;, ;) le domaine D:
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X2 a

v

C'est le polygone convexeab cd
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[ 11-1.1. par I'algorithme du simplexe

Apreés transformation des inéquations en équations par addition de variables d'écart

X3, X4, X5, 1€ programme linéaire précédent sécrit :

iMaxZ = - x, +2x,

I
+X, - X, =2
(P) : T x 3 0
i -X1+X2-X4:1 [
T X, + X5 =3
Phase 1

On associe a (P) le programme linéaire auxiliaire (PA) apres addition de deux
variables artificiellesy; et y, ala premiére et la deuxiéme équation respectivement on
obtient

iMaxy =2X,- X3- X, - 3

|
I X+ X - Xty =2
|
|

(PA) 20y°0

-X X - X, Ty, =1
1 X, + X, =3
Ou Y est le «fonction objectif» du probléme auxiliaire (PA) qui est donc présenté sous
forme canonique relativement a la base réalisable dont les variables sont y,, Y, €t Xs.
La solution associée est

iIX =% =%=X,=0

1%¢ itération
La variable x, entre en base et |a variable artificielle y, en sort définitivement.

Ecrivons (PA) sous forme canonique par rapport a la base des variables y;,X;,Xs.
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Maxy =2% - X +X%,-1

2X - X, - X, +y, =1
(PA) 1 3 4 yl X3 O,y13 O

- X +tX,- X, =1
X X, +X =2

—_— " ——— —

La solution de base correspondante est:

iX=%=X%,=0
I

1X2:1
: X5:2
T y, =1

2™ jtération
Lavariable x; entre en base et la variable artificielle y, sort en écrivant le
programmaire linéaire auxiliaire (PA) sous forme canonique relativement a la base

des variables x;,x,, €t X5 on obtient.

i Maxy =0
reot oW 1
:Xl 2 3 2 41 2
(PA) i1 1 3 x30
TXZ-EX‘?'-EX‘I_E
:I:lx +1X + X —§
128 M7y

Cette solution est optimale car |e vecteur colt de la fonctionnelle

y est nul, elle correspond au point de coordonnées (x;,X,) = ge—; ,g% qui est

un point extrémal (sommet) du polygone admissible du programme.
On a déterminé une base réalisable du programme linéaire initial (P), on peut donc

passer a la deuxieme phase.

Phase 2
On reprend le probleme initial mis sous forme canonique par rapport a la base

trouvée, il sécrit :



]
: 2
Z|Z X - x3+ x4:% .
") : X -lx -lx -3 0
.I. 2 2 3 2 4 2
1 1 1 _3
PP IeR
1% itération :

La variable x4 entre dans|a base et x; en sort et (P) devient :

iMaxZ =-3x, +2x,+4

: 1

T 2% - X +=X%X, =1
(P)% X=X o
TOX X - X =2
oo XXt x =1

Avec comme solution de base

1X=%=0
%X2=2
{)(4:)(5:1

La solution n ‘est pas optimale puisque le coefficient de x; est strictement positif.

2°M€ itération

la variable x; entre dans la base et xs en sort et (P) s'écrit:

i

IMaxZ = - x, - 2x, +6
(PA) i X X, X =2
i X, + %X =3
% - X tX X =1

Le vecteur colt ¢ de Z est négatif par conséquent la base courante dont les variables

sont o, X3 €t X4 est une base optimale et la solution de base est :



iX=%=0
I

|,X2:3
|

.I.X3:1
fx, =2

qui correspond au sommet de coordonnees (X;,%2)=(0,3) du polygone admissible.
Résumons | es différentes étapes de la procédure

1) En appliquant I'algorithme du simplexe au programme auxiliaire (PA)

avec comme point de départ I'origine on passe au point (0,1) qui n'est pasréalisable;
en |'appliquant une deuxiéme fois on passe au

point réalisable g‘%gg

2) On reprend le programme linéaire initial (P); en appliquant |'algorithme a celui-ci

avec comme point de départ le sommet du polygone trouve précédemment de

coordonnees %gg on passe au point (0,2), puis en I'appliguant une autre fois on

aboutit a la solution optimale qui est le sommet du polygone de coordonnées (0,3).

Le nombre des itérations est donc (4).

[11. 1.2 Par la nouvelle approche
Aprés addition des variables d'écart x3, X, €t X5 et en multipliant les deux
premieres égquations par -1, le programme linéaire sécrit :
1 MaxZ = - x, +2x,

| X - Xt X =-2
X - X +X,=-1

: x 30
i
t X+ %5 =3

(P)

Il est clair que le programme linéaire (P) est mis sous forme canonique par
rapport a la base des variables x3, X4 €t xs. Cependant cette base est non réalisable

puisque la solution de base est:

45



iX=X,=0

'i'x3:-2
: X4:-1
TX5:3

Mais on peut la prendre comme base de départ pour un processus cherchant a
déterminer I'optimum du programme linéaire (P).
1%¢ jtération:

Comme le seul coefficient (colt réduit) strictement positif de la fonction objectif
est celui de la variable x,, celle-ci entre dans la base, et on choisit x5 comme variable
de sortie (nous aurons a justifier ce choix par la suite).

La nouvelle base des variables x,, X3, X4, QUi est optimale, est la méme que celle

trouvée auparavant par |'algorithme du simplexe.

Conclusion :

On est arrivé a résoudre le programme linéaire donné en une seule itération
contre quatre avec |'algorithme du simplexe.

Nous allons alors étendre au cas général les principes de la procédure

précedente.

['11. 2. Description de la méthode

Pour son utilité on rappelle le lemme de Minkowski Farkas, connu également sous le

nom de theéréme des alternatives.

[11 2.1 Lemme de Minkowski Farkas
L'un et seulement |'un des systemes de contraintes suivants a une solution :
i Ax=b iYAE£O

(1)%X3 0 (2)%yb>0
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[11.2.2 Théoréme
Soit le programme linéaire:
1 MaxZ = cx
(P) [ Ax=b
b x30
ecrit sous forme canonique relativement a une base quelconque B c 'est a dire

réalisable ou non, J désigne | 'ensemble des indices de ses colonnes. S'il existe un

indicesT J=N-J;N={12...n} tel quela colonne A°< 0 et le colit réduit c;>0 alors
le programme linéaire (P) n 'a pas de solution optimale et on a :
1) ou bien le systeme des contraintes est incompatible .
2) Ou bien | 'optimum de la fonction objectif est non borné.
Preuve:
Puisque la base B est (a une permutation prés) la matrice unite U,

en permutant les colonnes de A, on suppose pour simplifier la notation que

A = (U,R) avec U=B=A’ et Aet A’ =R est la sous matrice formée par les colonnes
de A qui ne sont pas dans la base B.

Notons que toute solution du programme linéaire (P) vérifie Ax=b par suiteon a
X; +Rx; =b et donc x; =b- Rx.

Considérons le point x défini par :

=q , qTIR

X; = =0 T {} { }'J

JbRxb qus

i
o |
!
On distingue troiscas:
Casa:

La colonne, A°< 0, c'est adireque as< 0 pour tout i T {1,2,...,n}

Danscecaslepoint x défini par larelation (1) est réalisable si et seulement s
g3 0eth-gA®3 0.

Cestadirequeq? Oetb - ga, 3 O, pour tout i, comme a,<Oona:,
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Posonsq,, = Max} EZ alorsle point x est réalisable pour tout
SN

a3 Sup(0,q,)
On a défini ainsi un ensemble de points réalisables sur lequel la «fonction objectif»
Z (Z = csq) augmente indéfiniment avec g et par conséquent le programme linéaire
(P) n‘admet pas de solution finie.
Casb:
La colonne, A°= 0, c'est adirea;s = O pour tout i de{1,2,... .n}.
Ce cas se subdivise lui-méme en deux cas :
Casb,

L'ensemble des solutions reéalisables est vide auquel cas le programme
linéaire (P) n'a pas de solution.
Cashb,

L'ensemble réalisable n'est pas vide autrement dit, il existe une base B' qui
soit réalisable.

Désignons par J' I'ensemble des indices de colonnes de B'. Comme A° = 0_
alors, sl J.

Montons a présent qu'en ecrivant le programme linéaire (P) sous forme
canonique par rapport a la nouvelle base B ', e colt réduit c et la colonne A° restent
inchangeés.

Puisque A°=0 on alors

A°=(B)'A*=0et c ,=c,-c,(B) A" =c,

ix;, =(B)*b30

La solution associée a la base B' est e
X, =0,j1J

—_ —

Considérons x defini par

I %=0,930
tx, =0,j1 JE{s
1% =(B)"b? 0
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x est réalisable car d'unepartonax 3 0 et d'autre part
Ax=B'x, +gA° = B'x, = b
La valeur de la «fonction objectif» en x est
Z =C;X; =CuX; +€g =¢C;.(B') *b+cyg
qui tend vers|'infini avec q et par conséquent |'optimum est non borné.
Casc:
Lacolonne A°t Oet$i(LEi£m):a, =0 .

Posons | = {i ra, = 0} et supposons pour simplifier la notation que A est sous la forme
A:gAfE ou T={12..m-I
A

Onaalors A" =0¢et A’ <O.

06
Rappelons que la base B est sous |a forme B:SO1 U g
2

Ou U, et U, sont les matrices unités de rang respectivement card (1) et card (1)
leurs ensembles d'indices de colonnes sont respectivement J; et J,.
Et le systéme de contraintes sécrit :
TAX=Db;

|
ax=,
1x30

Ce cas se subdivise lui-méme en deux cas.
CasC;:

. 1AX=Db
Le systeme
¥ %x30

N'admet pas de solution.

Dans ce cas on sait d'aprés le lemme de Minkowski qu'il existe un card (1) -

vecteur ligne verifiant yA 2 Oet yb, <O0.

Définissons alors le n-vecteur par

R
Jyill
— 71!

Z | A
0T

Onadunepart ZA=yA +0A =yA <0 etdautre part zb=yb <0
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Donc le systéme |

n a pas de solution
1x20

Et par conséguent le programme linéaire (P) n'a pas de solution (vacuité de
I'ensemble réalisable).

Casc;:

Lewsteme ! A‘ 3 0 g admet une solution.

Dans ce cas, il existe une sous matrice carrée By de rang = card(l). Désignons
par J, I'ensemble d'indices de colonnes de A qui constituent By, on a alors
x,, = By'b, 2 0.

Notons que :

(1) sl J, car a_,=0 pourtoutil I

(2) Aucun élément de J; ne peut appartenir a J, car a; =0, pour tout
iTlejiJ,

: MG .
Par conséquent la sous matrice B':géé)1 Bg dont I'ensemble des indices de
N

colonnes J'=J, E J, est unebase du programme linéaire (P). Montons qu'en écrivant
(P) relativement a la base B ' la colonne A® et |e co(it réduit ¢ restent inchangés.
En effet:

c'=c- c,(B")"*A cequi donne

‘ - MB; anA 0
C =G - CJ'(BI)-lAs =G - (CJI’CJO)Q —C
e0 B;* ranra

>0
:Cs - (O’CJ )éﬂ +:Cs
“e0g

=Ea=g T M N
B peOg

La solution de base est

o) Bo@owo
=(B)tb=¢ !
% =(B)YPEey L 2Sh 5 Sh 5
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Ouonaposé b'; =b, - MB;'h,

Considérons le point x défini par :
1% =g
.}xj:O,{f32{§“T:{L2qu}-J'
i @b 6 o
X, =(B)'b- (B)*AX_= e =
: »=(B) (&) * SB(;lblra €00
i _a - gAT0
; éB,;' b g

Puisque B;'b, 2 0 alorsle point x est réalisable si et seulement s

q®0
bi-qa

i is

.S
, pour toutil |
30

Comme as < O alors x est réalisable pour g2 Sup(0,q,),d, = Maxi 21—'2
| s
la valeur de la fonction objectif Z=c,x, +cxx =c,B;'b+cgq augmente
indéfiniment avec ¢ et par conseguent |'optimum est non borne.
L'intérét du théoreme précedent vient du fait que |'approche proposée en

découle directement.

[11.2.31"algorithme

On suppose que I'on dispose d'une base quelconque B, désignons par J
I'ensemble d'indices de colonnes de A qui constitue la base B a l'itération k, ceux Ci
sont rangés dans un m-vecteur ligne noté col i.e J={col(l),...,col(n)} les différentes
etapes de I'algorithmes sont les suivants :
Etapel: Calculer I'inverse de la matrice B :B*

Etape2: Calculer p =c,B™*
Etape3: Calculer le nouveau vecteur réduit hors base par c; =c; - pR

Etape4: Déterminer le plus petit indice sl J, tel que:

C = M@({CJ}

jrJ
Etape5: Calculer b' par laformule b'=B'b
S c>0 passer al'étape (10) sinon (C'est adire c, £0)

51



Etape6: Déterminer le plus petit indicer tel que:
b = Min{b‘i} s b3 0; arrét: labase courante est optimale.

Snon (C'est-a-dire b', <0)

Etape7: Calculer laligne A, par a', =8 by'a,, j1 J
k=1
EtapeS: Déterminer L:L=1{j1 J/ay <0} s L=f ;Arrét : I'ensemble réalisable
est vide.
Snon (C'estadireL? f)
Etape9: Déterminer le plus petit indice s vérifiant

¥ CI» .
S =Min I—‘ g et passer a l'étape (13)

Etapel0: Calculer la colonne A par laformelle A °=B*A°

Etapell: Déterminer | :I{i/ a'is>0}
S | =f; Arrét : le programme n 'a pas de solution (optimum infini ou vacuité
de I'ensemble réalisable) sinon (C'est-a-dire 1 1 f )

Etapel2: Déterminer le plus petit indice

Etapel3: Miseajour delabase: J'= JE{s}- col(r),col(r) = s
Etapel4: retourner al'étape(l)

[11. 3 Initialisation del'algorithme

Dans ce paragraphe on décrit la démarche a suivre pour résoudre un
programme linéaire (P) si I'on ne dispose pas de base (quelconque) de départ.

On commence par introduire la notion de base partielle et donner deux

corollaires du theoréme du paragraphe précedent.
[11.3.1 Corollaire 1

Considérons le programme linéaire (P) écrit sous forme standard
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i MaxZ =cx
(P) i Ax=b
1 Xx30

Sil existe un indice s tel que ¢0 e A=0 alors le probleme (P)
n'admet pas de solution.

Ou bien l'optimum est non borné ou bien le systeme des contrantes est

incompatible.

Démonstration
En remplacant Ax=b par (Ax£ Oet - AXE-b )

le programme linéaire (P) prend la forme::
ZIZ

P

|

qui peut étre, donc considéré mis sous forme canonigue relativement a la base
dont I'ensemble des indices de ses colonnes est
J={n+1,...,n+2m} avec cs>0 et A°=0, les conditions d'application du théoréme sont

réunies et le corollaire est démontré.

[11. 3.2 Définition d'une base incompléte

Etant donné un programme linéaire sous forme standard

tel gque rang(A)=m, on appelle base incompléte (ou partielle) du programme
linéaire (P) toute sous-matrice carrée réguliere extraite de A de rang strictement
inférieure a m.

S B est alors une base incompléte de (P), il existent un ensemble d'indices de

lignes 11 {1,2,...,m} et un ensemble d'indices de colonnes J i {12,...m} de la matrice
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A tels que B=(A’)=(a;),il I,jT J et I'nypothese suivant laquelle le programme
linéaire (P) est écrit sous la forme canonique par rapport a B sexprime par :

B=A’ est, aune permutation pres des colonnes, la matrice unité.

CJ=0

A =0,0u i ={1,2,...,m}- I.

['11.3.3 Corollaire 2
Soit le programme linéaire

].MaxZ:cx
|

(P) 1A
1 x30

écrit sous forme canonique par rapport a la base incompléte B=A’  sil existe un
indicesi J={12,..n}- J tel que:

Q) C*>0

(2 a £0,il 1

3  a,=0ili={12..n-1

Alorsle programme linéaire (P) n'admet pas de solution.

Démonstration :

En décomposant la matrice A, le probleme (P) peut sécrire sous la forme:
| MaxZ = cx
1 Ax=b,

: A,X:bl,
fx20

(P)



Soit encore

IMwa:cx
:i: AX=b,
(P) 1 AXEb;

Lo AXE-Dy

fx20
donc il est écrit sous forme canonique par rapport a la base dont I'ensemble des
indices des colonnes est

\T:JE{n+Ln+2qu+2aﬂdUﬁ
avec les conditions Cs>0 et A° £0 et par conséquent le corollaire et démontré d'apres

le théoréme du paragraphe précedent.

[11. 3.4 initialisation de I'algorithme (phase 1)

Supposons que le programme linéaire est écrit sous forme standard et que I'on
ne dispose d'aucune base.
Sans perte de généralité on suppose que le probléeme se présente sous la forme
i MaxZ = cx
L Ax=b
i Arx=by

1 x30

(P)

Ou (A’) est une base incompléte sans toutefois exclurelecasou | =f .
Le programme linéaire (P) est équivalent alors au probleme:
| MaxZ = cx
i:AXZQ
(P i AXE by
: - AXE-Db;
f x20

On peut appliquer I'algorithme de |'approche ssimpliciale a (P').

Remarquons que la taille de la matrice des contraintes ne change pas.
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[l . 4. Simulation numérique
[11. 4.1.Introduction

Sachant, d'apres les travaux munis par plusieurs chercheurs, que la
comparaison entre |'algorithmes de KAR MAKAR et celui du simplexe est en faveur de
ce dernier ( les performances de I'algorithmes de KAR MARKAR seraient a apprecier
dans les programmes a grande dimension), nous nous intéressons uniquement a la
comparaison entre la méhode du simplexe et la nouvelle approche simpliciale
proposee.

L'objet de ce bref ce chapitre est la comparaison en aspect théorique et
surtout en terme d'efficacité numerique de I'algorithme du simplexe et celui que nous
proposons. || est consacré essentiellement aux tests numeriques.

Notre étude comparative est organisée de la maniere suivante: sachant que les
deux algorithmes coincident lorsque la base de départ du probleme en question est
réalisable on ne sintéressera alors qu'aux:

Q) Programmes linéaires dont on dispose d'une base de départ mais celle-ci
est non réalisable.
2 Programmes linéaires sous forme standard sans connaitre toutefois de
base.
[11.4.2. résolution de quelques exemples
Exemplel : (P.tolla)
Probléme sous fourme standard sans base de départ.
MaxZ =- 3X, + X, - X,
12X +X,- X, =0
: Xg+ X5 - X =0
Ix # %, + %X + %, + X +X; =1

x, 3 0,i=12,.6
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Exemple2

MaxZ = 6x, +5X, +4X,
iX +X +X, £7

: 33X, +%°6

[4x, +3x, 3 12

: X +2%, 3 2

2% + X, +2x, £ 24
X3 0i=123

Exemple3

MaxZ = 2x, - X,
i-X+x£E1
[%+%33
¥x2:3

x 2 0,1=212

Exemple4 (BAZARAA)

MaxZ = - X, + 2X,
iX +X,32
{-x1+x231
}&EB
[RTRCRY

Les tableaux ci-dessous représentent les résultats obtenus par les deux méthodes

Exemplel
Méthode Phase 1 Phase 2
Simplexe 3 itérations 2itérations
Approche 1 2
: : 1 _ 1_06 : N 1
Le point optimum x* = gf),E ,0,5 ,0,05 et la fonction objectif vaut Z* = 5
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Exemple2

Meéthode Phase 1 Phase 2
Simplexe 3itérations 2itérations
Approche 0 3
Avec x*=(2,4,1,0,1,7,2,0,0)
Z*=36
Exemple 3:
Meéthode Phase 1 Phase 2
Simplexe 3itérations 0
Approche 0 0
Le programme linéaire n'admet pas de solution finie.
Exemple 4:
Meéthode Phasel Phase2
Simplexe 2 itérations 2 itérations
Approche 0 1

avec comme optimum x*=(0,3)
et =6

I11.4.3 Conclusion finale:

Sgnalons que le temps nécessaire pour |'exécution d'une itération est le méme

pour les deux algorithmes.

En ce qui concerne la comparaison du point de vue théorique nous pouvons
dire que la différence principale est que pour la méthode du simplexe on est oblige de

passer par le probleme auxiliaire dont la fonction objectif est totalement différente de
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celle du programme initiale dans le but de déterminer une base réalisable a qui
demande par fois un nombre important d'itérations. Par contre pour la méthode que
NOUS proposons on évite ce passage ce qui permet de réduire le nombre d'itérations et
par conséquent e temps d'exécution.
En terme d'efficacité numérique, les expérimentations réalisées montrent bien
gue la méthode proposée est de 2 a 4 fois plus rapide que la méthode du simplexe.
Cette nouvelle approche simpliciale va, probablement, enrichir le domaine de

la programmation linéaire aussi bien sur le plan théorique que sur le plan pratique.
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Résumé:
L'objet de ce travail est la présentation d'une nouvelle approche simpliciale

pour la résolution d'un probléme de programmation linéaire qui éimine |'hypothese
de connaitre a priori une base réalisable et la comparaison théorique et surtout en

terme d'efficacité numérique entre celle-ci et la fameuse méthode du simplexe.
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