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Introduction générale 
 

Le terme de «programmation linéaire » a été introduit en même temps que la 

méthode du simplexe par G.B. DANTZIG au lendemain de la seconde guerre 

mondiale. 

Cette méthode est un outil mathématique très riche qui constitue la technique la 

plus célèbre de la recherche opérationnelle, elle a motivé toute seule (40) années de 

développements. 

En (1979), le mathématicien soviétique L.G KHACHIAN a proposé un 

algorithme polynomial ; ce fut un grand succès théorique, malheureusement cet 

algorithme est beaucoup moins efficace que celui du simplexe malgré certaines 

améliorations de détail. 

En (1984) KARMAKAR propose un algorithme polynomial lui aussi dont il 

proclamait (sans toutefois en fournir une preuve convaincante) la grande efficacité 

pratique, ce qui a provoqué quelques controverses dans la communauté de la 

programmation mathématique, bien qu'il a incité plusieurs recherches dans le 

domaine de la programmation linéaire. 

Ceci étant, avec la méthode de KARMAKAR sont nées de nombreuses 

directions et idées de recherches particulièrement en optimisation. La méthode du 

simplexe et donc loin d'être périmée. 

C'est une procédure itérative permettant d'effecteur une exploration dirigée de 

l'ensemble des points extrémaux, c'est à dire de l'ensemble des solutions réalisables. 

L'application de la méthode nécessite la connaissance d'une base réalisable de départ 

et à calculer à chaque itération une base adjacente (c'est à dire un point extrémal 

voisin) au moins aussi bonne que la précédente. 

Connaître une base réalisable de départ est la difficulté principale de cette 

méthode. 

 L'algorithme de KARMAKAR minimise une fonction linéaire (qui vaut zéro à 

l'optimum) sur un simplexe régulier S qui est un ensemble de n-vecteurs non-négatifs 

)0(≥   dont la somme des composantes est égale à une constante (par exemple 1 ou n).  

 A chaque itération, KARMAKAR utilise une transformation projective de S 

dans lui-même qui envoie la solution réalisable courante au centre de S. L'algorithme 
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trouve alors une direction de descente suivant laquelle on effectue un déplacement 

convenable à partir du centre. Finalement, on revient aux variables d'origine en 

utilisant l'inverse de la transformation projective. On répète le processus jusqu'à la 

vérification du test d'optimalité.  

 La difficulté principale de cette méthode est de supposer, au départ, connue la 

valeur optimale. Condition très restrictive en pratique. Plusieurs techniques sont 

proposées dans la littérature en vue de relaxer cette hypothèse et d'entendre ainsi 

l'algorithme à un programme générale. 

 L'objet de notre travail est la présentation d'une nouvelle méthode de résolution 

des problèmes linéaires (ne nécessitant pas la connaissance d'une base de départ) et 

la comparaison théorique et en terme d'efficacité numérique de celle-ci à celle du 

simplexe.  

 L'approche que nous présentons est inspirée de la méthode du simplexe qui 

coïncide même avec celle-ci si la base courante est réalisable.  

 Les trois  chapitres constituent une étude allant du développement théorique à 

l'implantation numérique.  

 Le premier chapitre est consacré aux fondements théoriques et à la 

présentation de la méthode du simplexe.  

 Dans le deuxième chapitre on trouve la présentation générale de la méthode de 

KARMAKAR et son algorithme de base avec sa description.  

 Le troisième chapitre est consacré à la présentation de la nouvelle approche 

(que nous proposons) qui élimine l'hypothèse de connaître au départ une base 

réalisable.  

 Enfin, les expérimentations numériques et les commentaires sont exposés à la 

fin de ce dernier.  

 Notons que les résultats obtenus sont nettement en faveur de la nouvelle 

approche simpliciale proposée, du moins pour les exemples étudiés.  
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Notations générales: 

 Soient x et y deux vecteurs du  IRn:  

La notation <x,y>=xty désigne le produit scalaire de x par y.  

 en désigne le vecteur (1,…,1) de  IRn.  

 On note par ∑n
xi  la somme des n composantes de x.  

 Une matrice A à m lignes et n colonnes sera considérée comme un élément de 
nmIR ×  On  écrit nmIRA ×∈ .  

 Soient A de  mxnIR   et  nIRA∈ alors: 

 A=diag (b) signifie que A est une matrice diagonale dont les éléments 

diagonaux sont les composantes du vecteur b. 

 At , bt désignent respectivement la matrice transposée de A et le vecteur 

transposé de b. L'inverse d'une matrice A sera noté A-1.            
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CHAPITRE -I- 
Fondements théoriques et présentation  

générale de la méthode du simplexe  
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Introduction 

Dans ce chapitre on parlera essentiellement de la méthode du simplexe. 

La premiere partie de ce chapitre constitue un bref rappel de certaines propriétés 

fondamentales dans la programmation linéaire. 

La deuxième partie est consacrée a la description de méthode. 

I. 1- Notions fondamentales 

I-1. 1-  définition d'un problem d' optimisation mathématique. 

Etant donné un domaine D de IR" et une fonction f  définie de D dans IR" un 

problème  mathématique consiste a optimiser (maximiser ou minimiser) la fonction f 

sur le domaine D. 

Autrement dit, il  s'agit de trouver un point x * de D (si un tel point existe) pour 

le quel on a : 

1°) Dxtoutpourxfxf ∈≥ *)()(  

Dans le cas de minimisation 

2°) Dxtoutpourxfxf ∈≤ *)()(  

Dans le cas de maximisation 

Symboliquement, ce problème d'optimisation mathématique est présentée par la 

notation suivante : 

    




∈ Dx
xf

P
)(min

)(  

 I' ensemble D est appelé ensemble admissible ou réalisable. 

Un point de D est appelé solution réalisable. 

Une solution réalisable x* réalisant l'optimum est appelé solution optimale. 

La valeur de f en x* est appelé «valeur optimale » et est notée  f*=f(x*) 

 

I.1.2- Définition d'un programme linéaire 

 Un programme linéaire est un problème d'optimisation mathématique dans 

lequel: 
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1°) Le domaine D des solutions réalisables est défini par un ensemble d'équations ou 

d'inéquations linéaires ou les deux à la fois appelées «contraintes». 

2°) La fonction f, dite «fonction objectif» est linéaire. 

Notons que les inéquations linéaires strictes sont interdites car elles sont 

dépourvues de signification physique.  

 

I.1.3 Forme CANONIQUE et forme STANDARD d'un PROGRAMME LINEAIRE 

On dit qu' un programme linéaire est écrit sous forme canonique si le domaine 

des solutions réalisables est défini par un système d'inéquations linéaires, 

Si par contre, en dehors des contraintes de non-négativité toutes les contraintes 

sont des égalités, on dit que le programme linéaire, est mis sous «forme standard».  

On   peut   toujours   mettre    un   programme   linéaire quelconque   sous  

forme standard en ajoutant des variables supplémentaires appelées «variables 

d'écart» 

 Exemple 

 

  







≥+
≤+

+=

12
2)(

21

21

21

xx
xx

xxMaxZ
P  

       0, 21 ≥xx  

En introduisant les variables d'écart 00 43 ≥≥ xetx   

dans la première et la deuxième contrainte on met le problème sous la forme 

équivalente : 

   








=−+
=++

+++=

12
22

00
)'(

422

321

4321

xxx
xxx

xxxxMaxZ
P  

    0,,, 4321 ≥xxxx   

Le problème (P') est la forme standard du problème (P). 

  Notons que les problèmes de minimisation et de maximisation sont en fait équivalents 

puisque : 
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( ))()( xfMaxxfMin
DD

−−=  

Pour cette raison, on ne traitera dans ce qui suit que des programmes linéaires sous 

forme standard du type : 

          








≥
=

=

0x
bAx

xcMaxZ t

 

Où nmIRA ×∈  est la matrice des contraintes, n désigne le nombre des variables et m 

désigne le nombre des contraintes, 

 nIRC∈  est le vecteur coût 
nIRb∈ est le second membre 

∑
=

==
n

j

jXjCxCZ
0

.    est la «fonction objectif» avec m< n. 

Remarquons qu 'on peut toujours supposer que rang(A)=m 

En effet, si rang (A)<m, une ou plusieurs lignes de la matrice A peuvent être 

exprimées comme combinaisons linéaires des autres. 

Suivant la valeur des coefficients bi , les contraintes correspondantes sont soit 

redondantes, auquel cas on peut les éliminer, soit incompatibles avec les autres, 

auquel cas  le domaine des solutions réalisables est vide. 

 

I.1.4- Bases, bases réalisables, solution de base 

 

Défmition1 

Etant donné un programme linéaire sous forme standard : 

 

 

 

 

 








≥
=

=

0
)(

x
bAx

xcMaxZ
P

t
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On appelle base du programme linéaire (P), toute sous matrice carrée 

régulière ( mm× ) extraite de A notée B. 

On pose { }nN ,...,2,1= , on note { }mJ ,,...2,1=  l'ensemble des indices des colonnes 

JNJetBde −=   l'ensemble des indices des colonnes hors base. 

Soit B une base, alors en permutant les colonnes de A, on peut toujours mettre 

la matrice A sous la forme A= (B,R) où R  est la sous matrice formée par les colonnes 

de A qui ne sont pas  dans la base B. De même on peut partitionner x en  ),( JJ xx et 

C  en ),( JJ cc  

Toute solution de (P) vérifie Ax =b et par suite on a )1(bRxBx JJ =+  

Définition 02 

On appelle solution de base (associée à la base B) la solution particulière de (1)  

    





∈=

=
−

−

Jjx

bBx

j

J

,0

.1

 

Définition 03  

Une base B d'un programme (P) est dite réalisable si la solution de base 

correspondante est réalisable, c'est-à-dire si 

0.1 ≥= − bBxJ  

Exemple  

 Soit le programme linéaire: 

0,,,
12

2
32

54

)(

54321

543

432

431

21

1

≥










=+−
=+−
=−+

+=

xxxxx
xxx

xxx
xxx

xxMaxZ

P      
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L'ensemble J= {1,2,5} est l'ensemble des indices des colonnes d'une base réalisables, 

où : 

 

B =  

 

La solution de base correspondante  est:  

1,2,3 521 === xxx  

Les variables de base: 043 == xx   

Les variables hors-base : 043 == xx  

Par contre la base dont J= {1,3 ,5} est une base mais non réalisable, la solution 

associée est: 

Les variables de base: 3,02,7 531 =≤−== xxx  

Les variables hors-base: 042 == xx  

On écrit        



=
−=

− )0,0(
)3,2,7(

J

J

x
x

 

Définition 04 

On dit qu'un programme linéaire est mis sous forme canonique relativement à 

une base B dont l'ensemble des indices des colonnes est J si :  

1 °) 0=Jc , c'est à dire 0=jc  pour tout Jj ∈   

2°) B est, à une permutation prés, la matrice unité.  

Remarque 01 

Connaissant une base du problème (P), on peut toujours le mettre sous forme 

canonique relativement à une base. En effet, soit le problème suivant: 

                   








≥
=

=

0
)(

x
bAx

xcMaxZ
P

t

        

B une base de (P) et J l'ensemble des indices de ses colonnes, on a d'une part 

bRxBxAx JJ =+=  

1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
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D'où 

JJJJ RxBbBxetbBRxBx 1111 −−−− −==+  

Où 1−B  est l'inverse de la matrice B, posons ),( 1RBUM −= (U la matrice unité 

d'ordre m) et   bBb 1' −=   et d'autre part       JJJJ xcxccx +=  

Ecrivons jx en fonction de −
j

x   c'est à dire les variables de base, on trouve 

JJ

JJJJ

JJJJ
t

xcZ
xRBccbBc

xcRxBbBcxc

'
)(

)(

0

11

11

+=

−+=

+−=
−−

−−

 

Où on a posé    bBcz J .. 1
0

−=       qui est une constante et      RBCC JJ
1−=  

Le problème (P) est alors équivalent à (P'): 

    

 

   

 

 

 

qui est écrit sous forme canonique. 

 

I.1.5- Caractérisation des bases et des solutions de bases optimales 

 

Théorème 1 : (théorème d'optimalisé) 

 Soit (P) mis sous forme canonique relativement à une base réalisable. 

Si le vecteur coût c est négatif ou nul alors la solution de base est optimale. 

Une telle base est dite base optimale. 

 

Théorème 02 : 

Soit (P) écrit sous forme canonique relativement à une base réalisable. 

S'il existe un élément s de J tel que  Cs  > 0  alors: 










≥
=

+= −

0
')(

0

x
bMx

J
czzMax

P  
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(a)     Ou bien la colonne 0≤sA   , au quel cas la fonction objectif est non bornée. 

(b)     Ou bien le contraire, au quel cas on peut mettre en évidence une nouvelle base   

B' donnant à la «fonction objectif» une nouvelle valeur Z' ≥  Z . 

L'intérêt des deux théorèmes ci dessus vient du fait que l'algorithme du 

simplexe en découle directement. 

 

I.2.1- L'algorithme du simplexe 

 Pour pouvoir appliquer l'algorithme du simplexe il est nécessaire de connaître 

une base réalisable. On suppose donc que l'on dispose d'une telle base de départ. 

A itération k, soit B la base courante, J l'ensemble des indices de B, ceux-ci sont 

placés dans un vecteur ligne noté (col (1), col(2), …,col (m) ). 

Les différentes étapes sont les suivantes: 

Etape1:- calculer: B-1 (la matrice inverse de B) 
1−= BcJπ  (les multiplicateurs du simplexe) 

Etape2: Calculer 

Rcc JJ π−=  (les coûts réduits) 

Etape3: Déterminer s de J
−

 tel que   { }jJjs cMaxc
∈

=                

S 'il existe plusieurs indices, choisir le plus petit. 

Si 0' ≤sC ; Arrêt : l'optimum est atteint. 

Sinon 

Etape4: calculer la colonne A's par la formule 
ss ABA 1' −=  

Etape5: Déterminer l'ensemble I: { }0/ ' >= isaiI  

Si φ=I ; Arrêt : optimum non borné  

Sinon : 

Etape6: calculer b'  par la formule b '=B-1b. 

Etape7: déterminer l'indice r tel que : 









= ∈
is

i
Ii

rs

r

a
b

Min
a
b

'
''

'
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S'ils existent plusieurs indices qui vérifient la condition choisir le plus petit.  

Etape8: Mise à jour de la base : 

{ } srcolrcolsJJ =−∪= )(,)('  

la colonne dont l 'indice est col(r )=s est remplacée par la colonne As. 

 

 

etape9: retourner à etape1. 

Géométriquement, la procédure s'interprète comme un cheminement de point 

extrémal en point extrémal voisin le long de la frontière de l'ensemble réalisable du 

problème. 

Algébriquement, elle s'interprète comme la détermination d'une suite de bases 

adjacentes. 

 

I.2.2 Résolution d'un exemple 

Considérons le programme linéaire 

   (P) 










=+
=++
=++

+=

3
72
82

54

52

421

321

21

xx
xxx
xxx

xxMaxz

 

   0,,,, 54321 ≥xxxxx  

 

écrit sous forme canonique par rapport à la base réalisable dont les colonnes forment 

l'ensemble J= {3,4,5} et on a col(l) =3 , col(2)=4, col(3)=5  

La solution de base est : x1=x2=0, x3=8 , x4=7, x5=3. 

 Les conditions d'application du théorème d'optimalité ne sont pas réunies 

puisque  

C1=4>0, c2=5>0 

On voit qu'on a intérêt à augmenter x2 (puisque c2=5>c1=4) pour faire croître 

z, donc s=2.  

Le domaine de variation de x2 est: 
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{ }30/

1
3

,
2
7

,
1
8

0/

22

22

≤≤=












≤≤=

xxD

MinxxD
 

C'est la troisième contrainte 

  




=

∈ 2321

3

i

i

Ii
a

b
a
b Min  

qui limite l'augmentation x2 , la 2ème colonne entre dans la base et la 5ème en sort. 

La nouvelle base est alors formée par les colonnes 3,4 et 2 c 'est à dire que 

{ } { } { }2,4,352' =−∪= JJ  et  col(3) =2 

Ecrivons (P) sous forme canonique par rapport à J' 

  

       











=+
=−+

=−+
+−=

3
12

52
1554

)(

52

541

531

51

1

xx
xxx

xxx
xxzMax

P  0≥ix                

 

La base B'  dont les colonnes sont 3,4 et 2 n'est pas optimale puisque c1 =4 > 0 et s=1. 

 Cherchons l'indice d'entrée r : 







=













=












∈

∈∈

1
1

,
2
5

1

Ii

i

i

Ii
si

i

Ii

Min

a
b

Min
a
b

Min
 

D'où r=2 

Par conséquent l'ensemble des indices des colonnes devient 

   J" = J'  U  {1} -{col (2} ={3,1,2} et col (2)=1 

 Ecrivons le problème (P) sous forme canonique par rapport à la nouvelle base dont 

les colonnes sont 3,1 et 2. 

             (P2) 0

3
12
332

1934

52

541

513

54

≥










=+
=−++
=+−

++−=

ix

xx
xxx
xxx

xxzMax
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La base n 'est pas optimale puisque c5 =  3 >0. On applique le même processus l'indice 

r: 

15

1

5 1
3

,
3
3

a
b

Min
a
b

Min
a
b

Min
Ii

i

i

Ii
si

i

Ii
=







=













=












∈∈∈
 

donc r=1 et par conséquent la lere colonne de la base sort (puisque r=1), et la colonne 

As =A5  entre dans la base. 

 L'ensemble des indices devient alors: 

    J"' ={5, 1, 2} et col(1) =5. 

La base en question est alors constituée des colonnes 5,1 et2 

Ecrivons encore une fois (P) sous forme canonique par rapport à cette nouvelle base. 

 















=+−

=−+

=+−

+−−=

2
3
2

3
1

3
3
1

3
2

1
3
2

3
1

222

)(

432

431

543

43

3

xxx

xxx

xxx

xxMaxz

P  

 0,,,, 54321 ≥xxxxx   

 

On a 

 2,1,0'
222020022

43521

4354321

−=−====
+−−=+−−++=

cccccquedireàestc
xxxxxxxZ

 

Le vecteur coût est négatif ou nul par conséquent la base courante est optimale.  

La solution optimale est: 

X* =(3,2,0,0,1) et z*=22  

 

I.2.3- Initialisation de l'algorithme du simplexe 

Comme nous l'avons indiqué auparavant, l'application de l'algorithme du 

simplexe nécessite la connaissance d'une base réalisable de départ. 

Or, en pratique on ne dispose pas toujours d'une telle base (par exemple lorsqu 'il y 'a 

des contraintes d'égalité). 
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Nous cherchons ici à trouver une base réalisable et écrire (P) sous forme 

canonique par rapport à celle ci, si toutefois une telle base réalisable existe ou bien à 

démontrer que (P) ne peut admettre de solution réalisable. 

Sans perte de généralité, on peut toujours supposer que b ≥  0 sinon il suffit de 

multiplier par (-1) les équations pour les quelles bi <  0. 

On associe à (P) le «programme linéaire auxiliaire» 

 

(PA) 













≥
=+

= ∑
=

0,
..

1

yx
byUxA

yMax
m

i
iψ

  

 

Dans lequel U est la mm ×  matrice unité.  

Les variables yi sont dites «artificielles» 

Soit e le n-vecteur ligne  tel que ei =1 pour tout i.  

(PA) se met sous forme canonique par rapport à la base réalisable dont l'ensemble des 

indices des colonnes est J0={n+1 , n+2 , ...,n+ m} et on écrit : 

(PA) 




=+
+−=

byUxA
eAxebMax

..
ψ

 

On montre que si 
^^

, yx  est une solution optimale de (PA), alors   (P)   admet  une  

solution réalisable si et seulement si 0
^

=y  

Dans le problème initial (P) il se peut qu 'une variable disons xs soit contenue 

dans une seule équation, disons la r ieme alors si ars et br sont de même signe il n'est pas 

nécessaire d'introduire une variable artificielle correspondant à cette équation. On 

peut en effet considérer que xs est la variable de base correspondant à la reme   

équation. 

Définition 05 

 L'application de l'algorithme du simplexe à (PA) s'appelle phase 1 et à (P) 

s'appelle phase 2. 
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II. 2.4 Description de la phase 1 

On applique l'algorithme du simplexe à (PA) sans conserver trace de variables 

artificielles qui quittent la base. 

Si le maximum de la valeur de la «fonction objectif» de (PA) est négatif 

terminer le programme linéaire initiale (P) n 'a pas de solution réalisable. 

Si le maximum de la «fonction objectif» de (PA) est nul, le problème linéaire 

initial (P) se trouve alors écrit sous forme canonique par rapport à une base 

réalisable après élimination des variables artificielles de la base si elle en contient.  

Exemple:  

  










=+
−≤−

≤+
+=

5
32

42
)(

21

21

21

21

xx
xx
xx

xxzMax

P  

Après introduction des variables d'écart et en multipliant la 2ème  équation par  

(-1) on a: 

  











=+
=−+−

=++
+=

53
32

42
)(

21

421

321

21

xx
xxx

xxx
xxzMax

P 0,,, 4321 ≥xxxx  

 En introduisant les variables artificielles y1 et y2 dans la 2ème et 3ème équation, 

on obtient le programme auxiliaire suivant: 

  













=++
=+−+−

≥
=++

−−=

53
32

0,
42

85

)(

221

1421

321

42

yxx
yxxx

yx
xxx

xxMax

PA

ψ

 

 

qui constitue un programme linéaire présenté sous forme canonique dont les variables 

de base sont la variable x3 et les variables artificielles y1 et y2 

On peut appliquer, alors, l'algorithme du simplexe au problème auxiliaire (PA). 

 

 

0, 21 ≥xx  
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I. 3 Dualité 

Ce paragraphe traite en bref du concept de dualité en insistant sur son 

importance pratique. 

A tout problème de programmation linéaire on peut associer un autre problème 

de même nature appelé dual. Cette association est involutive, c 'est à dire que le dual 

du dual est le problème de départ appelé primal. 

En fait, il faut considérer que deux problèmes linéaires duaux ne constituent 

pas deux problèmes distincts, mais deux aspects du même problème. 

Dans ce paragraphe, les problèmes en dualité seront toujours écrits sous forme 

canonique. 

 

I.3.1- Définition 

Soit le programme linéaire écrit sous forme canonique 

 

  








≥
≤
=

0
)(

x
bAx

xcMaxZ
P

t

 

On appelle «dual» de (P) le programme linéaire suivant : 

 

  








≥
≥
=

0
)(

y
cyA

byMinW
D

t

 

Où le vecteur inconnu y est un vecteur ligne de IRm. 

 

I.3.2- L'algorithme dual du simplexe 

Considérons le programme linéaire 

  







≥
≤
=

0
)(

x
bAx
cxMaxZ

P  

écrit sous forme canonique. Si b ≥ 0 alors (P) est dit «primal réalisable» puisque la 

solution de base x=0 est une solution réalisable du primal. 
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Si c ≤  0 alors (P) est dit «dual réalisable » .En effet, le dual de (P) s'écrit: 

 

  







≥
≥
=

0
)(

x
cyA
ybMinW

D  

 

et la solution y=0 est réalisable. 

Notons qu'il est démontré qu'une base est optimale si et seulement si lorsque le 

programme linéaire est écrit sous forme canonique par rapport à cette base il est à la 

fois primal et dual réalisable. 

Dans certains cas le programme linéaire et donné sous forme duale réalisable 

mais non primal réalisable, il serait alors maladroit d'utiliser la phase1 pour le rendre 

primal réalisable puis d'appliquer la phase2. On applique plutôt l'algorithme dual qui 

consiste à maintenir la duale réalisabilité en tentant de le rendre primal réalisable.  

C'est le principe de l'algorithme dual du simplexe qui est présenté dans ce 

paragraphe.  

On considère alors le programme linéaire. 

  







≥
≥
=

0
)(

x
bAx
cxMaxZ

P  

écrit   sous forme canonique par rapport à une base. J désigne l'ensemble des indices 

des colonnes de A associées à la base et tel que (P) soit dual réalisable, c'est à dire 

qu'on a:  

(1)  AJ est, à une permutation près des colonnes, la matrice unité. 

(2   c ≤  0 

(3  cJ  = 0. 

 

L'algorithme dual s'énonce comme suit:  

Etape1: Trouver l'indice r tel que : br =  
i

Min  {bi} 

Si plusieurs indices réalisent ce minimum, choisir le plus petit d'entre eux  

Etape2: Si br<0 alors déterminer l'ensemble L tel que { }.0/ <= j
rajL   
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Si  ≠L Ø arrêt : pas de solution réalisable. 

Si br ≥  0 arrêt : la base courante est optimale. 

Etape3: Trouver le plus petit indice s tel que








=
∈ j

s

j

Ljs
i

s

A
cMin

A
c   

Mettre à jours le programme linéaire et itérer. 

Notons que l'algorithme dual n'est autre que l'algorithme primal  appliqué au 

problème dual, mais tous les calculs sont effectués sur les données du problème 

primal. 
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CHAPITRE -II- 
Présentation générale de la méthode de  

KARMAKAR et description de son algorithme  
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II.0 Introduction:  

 Dans ce chapitre on parlera essentiellement de la méthode de KARMAKAR en 

signalant, chaque fois qu'il est nécessaire de le faire, les difficultés pratiques de cet 

algorithme.  

 Cette méthode comprend deux grandes idées innovatrices:  

 1-Plonger le problème initial dans l'espace projectif (Contenant le simplexe 

unitaire).  

 2- Utiliser une projection pour trouver la direction de déplacement.  

 Contrairement à la méthode du simplexe qui –géométriquement- s'interprète 

comme un cheminement de sommet en sommet adjacent le long de la frontière de 

l'ensemble des solutions réalisables, la méthode de KARMAKAR est "une méthode de 

point intérieur" qui produit une suite de solutions réalisables (dans l'intérieur relatif 

de la région admissible) convergeant vers une solution optimale du problème traité.  

 

II.1-Préléminaires: 

II.1.1- Minimisation d'une fonction linéaire sur un ellipsoïde:  

 Considérons le problème suivant:  

  




∈Ex
xc'min

)0(      

 nIRcxOù ∈, et E un ellipsoïde défini par son centre a0 , par r et la matrice 

symétrique définie positive A.  

 Algébriquement: { }200 )()(: raxAaxIRxE n ≤−−∈=    

Lemme 1: La solution du problème (0) est donnée par:  

 
><

−=
−

−

cAc
crAax

1

1
0*

,
 

Preuve:  

 En posant y=x-a0, le problème revient à résoudre:  

 






≤ 2

min
)'0(

rAyy
yc

t

t  
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En écrivant les conditions d'optimalité en programmation convexe, y* est solution de 

(0') si et seulement si, il existe un réel 0* ≥λ
  

tel que 

 






=−

=+

0)(

0
2***

**

rAyy

Ayc
t

λ

λ  

 On en  déduit: doncetrAyycAy t 2**1*** ,)/1(,0 =−=> −λλ  
21

2

1 rcAc t
x =−

λ
 

 dfqc
cAc

crAax
cAc

crAy
tt

...
1

1
0*

1

1
*

−

−

−

−

−=⇒−=  

Cas particulier du lemme 1: 

 Si l'ellipsoïde E est réduit à une sphère (A=I) alors la solution de (0) est 

  r
c
cax −= 0*     

 Autrement dit, il suffit de se déplacer (figure1) à partir du centre a0 dans la 

direction opposée du vecteur coût (i.e. -c)d'une distance égale au rayon (r) de la 

sphère.  

    

 

 

 
 

Figure 1.1 
 

 

 

a0 

x*  

c  
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II.1.2- L'idée générale de l'algorithme:  

 Soit A un élément de nmnm IRcetIRbiR ∈∈× ,  et posons par définition 

 
{ }
{ } positiforthantldésigneIRoùIRxbAxIRxP

bAxIRx
nnn

n

',0,:
:

++Ω=≥=∈=

=∈=Ω

I
  

Considérons alors le programme linéaire générale:  

 




∈Px
xc

glp
tmin

)..(   
 Si l'on remplace  +

nIR  par une sphère (ou ellipsoïde) +⊂ nIRE1 , on obtient le 

problème:  

 




Ω∈ 1

min
)1(

Ex
xc t

I
  

Or, l'intersection d'une sphère et d'un espace affine est une sphère de dimension plus 

petite dans cet espace affine, donc ).( 21 EE =Ω I Le problème devient:  

 (2)




∈ 2

'min
Ex

xc t

, c' désigne la projection orthogonale de c sur Ω  
 D'après ce qui précède, le problème (2) est trivial: Il suffit de se déplacer à 

partir du centre de E2 dans la direction (-c' ) d'une distance égale au rayon de E2. 

 Finalement, tout revient à remplacer P par un ellipsoïde (ou une sphère) E de 

centre a0 ),...,1,0:( 0 niaPa i
o =>∈  et minimiser ctx sur E au lieu de P.  

II.1.3- La transformation projective de KARMAKAR 

 Soit a=(a1, a2, …, an)t un point intérieur à P (i.e. tel que )01 >Ω∈ aeta et 

posons D=diag { }a . 

Définissons alors le simplexe Sn+1 de dimension n contenue dans IRn+1:  

{ }10, 1
1

1 =≥∈= +
+

+ n
tn

n eetxIRxS   

 La transformation projective (notée T) est une fonction:  

+
nIR                +

+1nIR  définie par:  
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














−=

=
+

=

=

∑

∑

=
+

=

n

i
in

n

i
ii

ii
i

yy

et

ni
ax

ax
y

avecxTy

1
1

1

1

,...,1,
/1

/

)(  

Il est facile de voir que: niy
a
x

y n
i

i
i ,....,1,1 == +  

ou encore: [ ] [ ]nnn yoùyxDy ,)( 1
1

+
−= désigne les n premières composantes de y. Ceci 

montre que T est bijective: En effet,  

1

1 ][)(
+

− ==
ny

nDyxyT  

Evidement:      

             
)()1/1()(

)(

11
0

1
1

++

+
++

+==

⊂=

nn

n
n

n

SdecentreenaaT

IRSIRT
 

    
Quelques Propriétés de T:  

  1-L'image d'un espace affine Ω par T est un espace affine 'Ω , donc puisque a 

Ω∈ , son image '.0 Ω∈a  

 2- L'image d'une face ( )0=ix de +
nIR est la face correspondante 

),...1,0 niyi == du simplexe 1+nS . Quant à la face 11 0 ++ = nn Sdey , elle est l'image des 

points à l'infini.  

Il est facile de voir que la plus grande sphère inscrite dans 1+nS et la plus petite 

sphère contenant 1+nS  centrées en a0 sont respectivement:   

}{ raxxeIRxraB n
tn ≤−=∈= +

+ 0
1

10 ,1),(  

{ }RaxxeIRxRaB n
tn ≤−=∈= +

+ 010 ,1:),( 1  

Où   r=1/√n(n+1)    et    R= √n/(n+1)   d'où  (R/r)=n  

La situation est donc la suivante: ),,(),( 0
1

0 RaBSraB n ⊂⊂ + ce qui entraîne 

'.),(''),( 010 Ω⊂Ω⊂Ω + III RaBSraB n  

 Or, ).(''1 ++ Ω===Ω n
n IRPTPS II De plus l'intersection d'une sphère B avec 

un espace affine Ω est une sphère B' de dimension plus petite et de même rayon que B 

si Ω  contient le centre de B, c'est le cas ici puisque 
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'.0 Ω∈a Ainsi:

Ω=Ω=⊂⊂ II ),(),(''.),(),('),,(''),( 000000 RaBRaBetraBraBouRaBPraB   

Ceci prouve que la minimisation sur la sphère inscrite dans la région admissible 

réduit la valeur de l'objective d'au moins (1-1/n).  

II.2-Description de la méthode:  

II.2.1-Le problème traité par KARMAKAR et les hypothèses de travail:  

 On se place désormais dans IRn: Le implexe { } nt
n

n
n IRxxeIRxS ⊂≥=∈= 0,1: est 

donc de dimension (n-1). 

 La méthode projective de KARMAKAR résoud directement le programme 

linéaire suivant:  

           








∈
=

nSx
Ax

xc
rlp 0

'min
)..(   

En supposant que:  

 1-La valeur optimale est nulle, i.e: si x* est une solution optimale de (p.l.r)  

alors   CtX*=Z*=0  

 2- Le point nena )/1(0 =  (centre du simplexe Sn) est une solution réalisable de  

(p.l.r).  

 3-La matrice A est de plein rang: rg(A)=m. 

 Ces trois hypothèses seront appelées les conditions de KARMAKAR.  

 On suppose également que cta0>0, puisque si cta0=0on s'arrête immédiatement 

avec a0 optimal. Ceci implique que ctx n'est pas constant sur la région admissible et 

par conséquent il est strictement positif pour tout x réalisable.  

Remarques: 

 a- Si la valeur optimale est connue à priori mais non nulle l'égalité 11 =xen  

permet de se ramener à un objectif nul. En effet, soit x une solution optimale du 

problème et c* la valeur optimale de l'objectif.  

 Alors .0)'()( *1** ==−⇒== xcxezcxezzxc tt
nn

t On minimise alors l'objectif 

(c')tx au lieu de ctx, où ....1*,' nizcc ii =−=  
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  b- Si le système de contraintes est de la forme  facilementraméneseonbbAx ,0, ≠= à 

un système homogène, il suffit d'écrire: xbeAx t
n= 0)( =−⇒ xbeA t

n  

Autrement dit on obtient un système de la forme: ouxA 0' = les éléments de A' 

sont : a' }{ .,......,1,.....1),( njmiba iijij ==−=  

  c-Le problème (p.l.r)  ainsi défini peut être vu comme un problème de  faisabilité  

En effet, puisqu'on suppose la valeur optimale (Z*) nulle ou connue à priori, il s'agit 

alors:     

de trouver 0≥x tel que: 








=

=
=

1
0

*

1 xe
Ax

zxc

n

t

  

II.2.2-L'Algorithme de base:  

 Nous présentons dans ce paragraphe l'algorithme de base de KARMAKAR pour 

résoudre un programme linéaire du type (p.l.r) pour cela on se donne une précision ε  

(par exemple q−= 2ε où q est un entier, ).1≥q  

 Partant de la solution initiale 00 ax = , l'algorithme produit une suite de points 

intérieurs qui converge vers une solution optimale du problème en un temps  

polynomial. 

 Dans le but de ramener l'objectif ctx à zéro on le minimise localement sur une 

sphère inscrite dans la région admissible. A chaque itération (k) l'itéré (xk >0) est 

ramené au centre de Sn  par la transformation projective Tk définie par:  

 Tk : nSx ∈                            nk SyxT ∈=)(  avec  

 { }k
k

k
t
n

k
k

k
t
n

k
k xdiagD

yDe
yD

yTy
xDe

xD
xT ==== −

−

−

;)(;)( 1
1

1

  

et ainsi de suite jusqu'à ce que le test  d'optimalité )( ε≤kt xC  soit vérifié. 

Début algorithme  

Initialisation x0=a0 =  (1/n)en      ,k=0 

Tant que ε>kt xC Faire  
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Pas 0
{ }

Kk
t
n

k
k

k
k

ADA
e
A

B

xdiagD
=

















=

=
      

Pas 1 }{ { } cDee
n

AAAAIcDBBBBIp k
t
nnk

t
kk

t
kkk

t
kk

t
kk

1)()( 11 −−=−= −−  

Pas 2 
k

k
k P

P
d =  

Pas3 10,
)1(

1,0 <<
−

=−= αα
nn

rrday k
k  

Pas 4 1,)(11 +=== −+ kkyT
yDe

yD
x k

kk
k

t
n

k
kk  

fin tant que 

fin algorithme 

Dans le pas 0,  on ne fait que construire la matrice des contraintes (i.e Bk) 

Le pas 1 consiste à projeter ck =Dkc sur le noyau de Bk (c'est l'opération la plus 

coûteuse de l'algorithme). La formule donnant pk est obtenue par un calcul 

élémentaire en utilisant le fait que Aken=0.  

Au pas 2 on calcule le vecteur normé dk correspondant à pk.  

Au pas 3 on choisit yk à une distance 0adeα  dans la direction -dk KARMAKAR 

choisit 4/1=α     

Et enfin au pas 4 on effectue la transformation inverse 1−
kT pour calculer le nouvel 

itéré xk+1.  

II.2.3-Dérivation et analyse de l'algorithme:  

 Le but de ce paragraphe est de montrer en quelque sorte comment est obtenu 

l'algorithme précédent.  

 On a vu que la transformation Tk applique le simplexe Sn dans lui-même, en 

même temps l'itéré xk>0 (dont les composantes forment la matrice diagonale Dk) est 

envoyé au centre de Sn. Cependant le transformé du programme linéaire (p.l.r) est le 

programme suivant:  
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














≥=

=

0,1

0

min

)..(

yye
yDe
yAD

yDe
yDc

lnp

t
n

k
t
n

k

k
t
n

k
t

   

 Mais on a pour tout { }∑
−

=≥=∈
n

i

k
ii

k
ik

t
nn nixyxyDeSy

1
,....,1::  

 Les égalités 00 ==
yDe
yAD

et
yDe
yDc

k
t
n

k

k
t
n

k
t

   sont donc satisfaites si et seulement si:  

 00 == yADetyDc kk
t  

 (p.n.l) est alors équivalent au programme linéaire:  

 

 








≥=

=

0,1
0

min
).(

yye
yAD

yDc
lp

t
n

k

k
t

 

qui est de la forme (p.l.r) et vérifie les conditions de KARMAKAR. 

 

II.3- Extension de l'algorithme de KARMAKAR: 

II.3.0-Introduction: 

 La mise en œuvre de l'algorithme  de KARMAKAR, son implémentation 

effective nécessite l'étude de ces deux problèmes:  

(1)- La transformation du problème (p.l.g) (ci-dessous) à la forme réduite:  









≥
=

=

0

*min
)..(

x
bAx

zxc
glp

t

 

(2)- La modification de l'algorithme décrit dans le paragraphe2 en vue de son 

extension au cas où la valeur optimale z* n'est pas connue.  

 

 

 

 



 29

II.3.1- Résolution du problème de faisabilité (phase 1) 

 Un point réalisable de (p.l.g) est une solution du problème:  

 




≥
=
0

)1(
x

bAx
P  

 Or, d'après KARMAKAR (P1) est équivalent au problème de minimisation:  

 








≥≥
=−+

0,0
)(

min
)2( 0

λ
λ

λ

x
bAxbAxP  

 Où x0>0 est choisi arbitrairement dans l'orthant positif et λ  une variable 

artificielle.  

 Notons que (P2) est toujours réalisable, il suffit de prendre: .10 == λetxx  

 Soit mλ  la valeur minimale de l'objectif. Alors, 0=mλ  correspond à une 

solution réalisable de (P1), cependant on peut se contenter d'une solution presque 

nulle. Plus précisément KARMAKAR démontre le théorème suivant:  

Théorème:   

     00 >∃ε  tel que: les deux propositions suivantes sont équivalentes:  

1- (P1) est réalisable.  

2- (P2) admet une solution (x, λ ) telle que 0ελ ≤   

La résolution de (P1) se ramène donc à celle de (P2), problème auquel on 

appliquera L'algorithme de base; puisque connaissant la valeur optimale et une 

solution réalisable de ce dernier il est facile de le mettre sous la forme (p.l.r). 

Remarque 

 Le problème de faisabilité (P1) peut être résolu par une quelconque méthode à 

condition que la solution trouvée soit dans l'intérieur relatif du domaine de faisabilité 

{ }.,0 bAxx =≥  Par exemple la méthode du simplexe ne convient pas puisqu'elle donne 

une solution sur la frontière.  
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II.3.1.2- Problème de minimisation (Phase 2) 

Soit ),.......,1,0( niaa i =>  une solution réalisable de (p.l.g) obtenue (par exemple 

par la méthode précédente). En appliquant la transformation T le système Ax=b 

devient A'y=0 où A' est une )1( +× nm  matrice définie par:  

[ ] { }.,' adiagDbADA aa =−=  

Quant à l'objectif il est transformé en une fonction non linéaire:  

 [ ]
1

1

+n

a

y
nyDc  

 Où y[n] est un vecteur de IRn formé des n premières composantes de 
1)( +∈= nIRxTy .  

 On se retrouve alors avec le problème:  

 














≥
=

=

+

+

0
1

0'

][
min

)..(

1

1

y
ye

yA
y

nyDc

flp
t
n

n

a
t

 

Or si la valeur optimale z* est connue, on peut écrire 

   




−=
==

==−⇒=
+

+
+ *'

,...,1,'
,0'*][*

][

1
1

1 zc
niacc

oùycyznyDcz
y

nyDc

n

iiit
na

t

n

a
t

  

On obtient le programme linéaire réduit:  

   











≥

=

=

+

0
1
0'

'min

)..(
1

y
e

yA
yc

rlp
t
n

t

 

Il est clair que toute solution réalisable de (p.l.g) est transformée par T en une 

solution réalisable de (p.l.r) et réciproquement, toute solution réalisable y de (p.l.r) 

avec )0( 1 >+ny est transformée par T -1en une solution réalisable x de (p.l.g).  

Notons en fin que si la valeur optimale est inconnue, le problème (p.l.f) ne peut 

pas être mis sous la forme (p.l.r). Il faudra avoir recours à d'autres techniques que 

nous verrons dans le paragraphe suivant.  
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II.3.2- Modifications de l'algorithme de base:  

 On s'intéresse toujours à la résolution du problème linéaire générale  

 








≥
=

=

0

*min
)..(

x
bAx

zxc
glp

t

 

en supposant cette fois la valeur optimale  z*  inconnue  KARMAKAR propose deux 

variantes:  

 a- La méthode "primale- duale" qui n'est autre que l'application de la phase 2 

de l'algorithme de base à un problème de faisabilité obtenu par la combinaison de 

(p.l.g) avec son dual.  

 b- La "sliding objective function method" qui consiste à localiser la valeur 

optimale dans un intervalle suffisamment petit.  

II.3.2.1- Méthode primale-duale 

 Considérons le dual de (p.l.g):  

 








≤
m

t

t

IRdansquelconquey
cyA
yb

D
max

)(   

 En combinant les deux problèmes et en utilisant le théorème de dualité de la 

programmation linéaire, le problème revient tout simplement à chercher une solution 

réalisable du programme "primal-dual":  
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0
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 En écrivant y sous forme d'une différence de deux vecteurs non négatifs et en 

ajoutant quelques variables d'écart, le système précédent prend la forme:  

 (1) avecXbSX s 0, ≥=  
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 Evidement (1) est réalisable "si et seulement" (p.l.g) admet une solution 

optimale finie. De plus, d'après les résultats précédents le problème (1) est équivalent 

au problème d'optimisation: 

 














≥







=−+

0

)(
min

)2( 0

λ

λ
λ

X
bSXbSX ss  

00 >X est choisi arbitrairement, par exemple )122(
0 )1,....,1,1( ++∈= nmRX  

 Le point ( )tXa 1,0= a est une solution réalisable évidente de (2). La 

transformation projective Ta nous permet de ramener (2) à la forme convenable (p.l.r) 

et appliquer alors l'algorithme de KARMAKAR pour trouver une solution (X, λ) telle 

que  εελ ,≤  étant une précision donnée. X  sera alors la solution du problème (1) qui 

comprend les solutions primales et duales du problème de départ.  

 

Remarques:  

 Cette méthode est la plus simple à mettre en œuvre, on n'a besoin ni de 

résoudre le problème de faisabilité ni de connaître à priori la valeur optimale exacte, 

cependant on optimise un problème de 2(m+n+1) variables et (m+n+1) contraintes, 

ou m et n sont respectivement le nombre de contraintes et le nombre de variables du 

problème de départ.  

Exemple II.3.2.1  
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      ou 
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 33

 En considérant le teste d'arrête ( ))10 5−≤kt xc  , nous avons obtenu au bout de 

(k=22) itérations les solutions suivantes:  

  

 Solution primale: (2.999981; 1.999995; 0.000012; 0.000006; 0.999997)t  

 Solution duale:     (-0.999993; -1.999998; -0.000005)t  

Les solutions exactes étant: x* =  (3,2,0,0,1)t , y*= (-1, -2, 0)t 

 

II.3.2.2 Sliding objective function method:  

 Cette méthode est une variante de l'algorithme de base, elle s'applique dans le 

cas ou la valeur optimale de l'objectif n'est pas connue d'avance et consiste à localiser 

cette valeur dans un intervalle qu'on améliore au cours des itérations.  

 On s'arrêtera une fois l'intervalle obtenu est aussi petit que l'on veut: la borne 

supérieure du dernier intervalle obtenu sera la valeur optimale approchée et le point 

réalisable correspondant à cette borne sera la solution optimale approchée.  

 

Description de la méthode:  

 Soit [l, u ] un intervalle contenant la valeur optimale z* (supposée inconnue), 

l'algorithme n'étant applicable qu'à la connaissance de la valeur optimale de l'objectif 

l'idée mise en œuvre ici est de supposer cette valeur.  

      Au départ on prend u=cta, où a est la solution réalisable initiale de (p.l.r) et l=l0 .  

 Si ε≤− )( lu terminer le point a est une solution optimale et u une valeur 

optimale approchée.  

 Sinon (u-l> ε ) on teste la validité des bornes:  

              l'=l+(u-l) / 3 

   u'=l+2(u-l) / 3= u-(u-l)/ 3.  

 En prétendant qu'à l'optimum l'objectif vaut l' et en appliquant une ilération de 

l'algorithme de KARMAKAR avec l'objectif c'tx=  ctx-l' ou c'=c – l'en, on obtient le 

point:  

               { } aa
a

t
n

a
a rdayetadiagDou

yDe
yDyTx α−==== − 01 )(      
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a0 =  (en / n) étant le centre du simplexe Sn et da la projection de c'
a= Dac' sur le noyau 

de la matrice Ba ou  

              







= t

n

a
a e

AD
B       

    Notons que cta = cta- l' =  u-l'=  2(u-l) / 3 > 0.  

 

Exemple numérique:  

 Reprenons l'exemple II.3.2.1 avec le teste d'arrête (u-l 510−≤ ).  

 Les résultats sont donnés dans le tableau (II.3.2.1).  

 

Itération  Borne inférieure  Borne supérieure  

0 - 35.0000 - 16.7125  

5 - 23.1732 - 21.8396  

10 - 22.1031 - 21.9933 

15 - 22.0077 - 21.9933  

20 - 22.0008 - 21.9999 

 

Tableau II.2.1  

Sliding objective function method avec 99.0=α    

Solution trouvée (au bout de 20 itérations)  

 X20= (2.999992; 1.999994; 0.000018; 0.000017; 0.000005).  

 

II.4 Calcul de la projection:  

 Dans les algorithmes de point intérieur du type KARMAKAR proposés, le coût 

d'une itération est dominé par le calcul de la direction de déplacement –dk ou  

{ } { } cDAAAAIPetIRAxdiagDADAavecnxccDPd kk
t

kk
t

kk
mxnk

kkk
kt

kkk ))(,,,/ 1−−=∈==−=
 

 On peut calculer Pk  de plusieurs façons, en particulier en résolvant le 

problème de moindre carré suivant:  

          (M.C)    Min {║Dkc- Ak
tu ║,  u ∈IRmxn }  

dont la solution satisfait les équations normales:  
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(1) Ak Ak
t u = ADk

2 At u = ADk
2 c.  

Pk est alors le résidu de (M.C): Pk=Dkc - Dk
t u  

 Le succès de l'implémentation de l'algorithme de KARMAKAR dépend donc de 

l'efficacité du procédé de résolution du système linéaire (1).  

Les méthodes proposées jusqu'à présent sont de deux types:  

(1)- Les méthodes directes dans lesquelles on utilise la factorisation de la matrice du 

système (par exemple la méthode d'élimination de GAUSS).  

(2)- Les méthodes itératives qui, produisent une suite de solutions approchées du 

système et n'utilisent en générale que des multiplications du type matrice vecteur telles 

que la méthode de JACOBY, GAUSS-SEIDEL et la méthode du gradient conjugué.  

Ceci étant, le système (1) possède deux caractéristiques  

  (1)- AkAk
t est symétrique définie positive: Il suffit de voir que pour   

<  AkAk
t x, x> = <Ak

tx, Ak
t x> = ║ Ak

t x║2.  

 La méthode fréquemment utilisée dans ce cas est la factorisation de 

CHOLESKY qui est un cas particulier de la méthode d'élimination de GAUSS. 

  (2)- Au cours de l'exécution de l'algorithme seuls les éléments de la matrice Dk 

peuvent changer d'une itération à l'autre.  

 

Factorisation de CHOLESKY:  

 On appelle factorisation (ou décomposition) de CHOLESKY, la représentation 

d'une matrice symétrique définie positive M ∈IRmxn sous la forme M = LLt  ou L est 

une matrice triangulaire inférieure de IRmxm  

Exemple:  

Pour   








−
=








−

−
=

32
02

52
22

LaonM    

   Le calcul de la matrice L peut se faire par identification des coefficients dans 

l'équation:  

M= LLt  

i.e  par les formules suivantes:         ∑
=

≥=
j

k
kjkiji jipourLLM

1
.,, .  

compte tenu de la forme triangulaire de L qui entraîne Lj,k =  0 pour k > j.  
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 Il existe plusieurs façons de programmer cette factorisation qui ne différent que 

par l'ordre dans lequel on effectue les opérations, sachant que dans tous les cas ce 

sont les mêmes opérations qui sont effectuées.  

On peut par exemple choisir l'ordre ligne par ligne, ou colonne par colonne. 

L'efficacité des différents programmes dépend du mode de rangement des coefficients 

de la matrice dans la mémoire de l'ordinateur.  

 

L'algorithme (version colonne):  

 Ayant calculé les (j - 1) premières colonnes, on calcule la jème  en écrivant:  

 ∑
−

=

−=
1

1
,

2
,.

j

k
kjjjjj LML   

  ∑
−

=

+≥−=
1

1
.,,,, 1/).(

j

k
jjkjkijiji jipourLLLML  

 Cet algorithme nécessite 0(n3/6) opérations élémentaires (aditions, 

multiplications, etc…) 

 Ecrivons le programmes traduisant les formules ci-dessus en rangeant Li,j à la 

place de Mi,j. 

  

PROGRAMME CHOLESKY:  

POUR  j=1 à m FAIRE  

 POUR i=j à m  FAIRE  

  POUR k=1 à (j-1)  FAIRE  

   [ ] [ ] [ ] [ ]kjMkiMjiMjiM ,*,,, −=  

  FIN de boucle k  

     
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]jjMjiMjiMSINON

iiMSQRTiiMALORSjiSI
,/,,
),(,)(

=
==

 

      FIN SI  

          FIN de boucle i  

       FIN de boucle j  

 

 

Résolution de systèmes linéaires triangulaires:  
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1- Système triangulaire inférieur:  

 Considérons le système linéaire  Ly=b , ou L est une matrice triangulaire inférieure 

de IRmxm et b un élément de IRm.  

 Ce système s'écrit encore (compte tenu de Li,j= 0 pour j> i)  

 ⇒==+∑
−

=

màibLyyL iiiij

i

j
ji 1,,

1

1
,  

 ∑
−

=

=−=
1

1
,, 1/)(

i

j
iijjiii màiLyLby  

Puisque bi ne sert plus après le calcule de yi, on peut ranger yi à la place de bi. On 

obtient le programme suivant:  

 

PROGRAMME 1:  

POUR  i=1 à m FAIRE  

 POUR  j=1 à (i-1)  FAIRE  

  [ ] [ ] [ ] [ ]jbjiLibib *,−=  

 FIN de boucle j  

 [ ] [ ] [ ]iiLibib ,/=  

 FIN de boucle i.  

 

2- Système linéaire supérieur:  

 On peut donner un algorithme analogue pour un système linéaire triangulaire 

supérieur:  

 Ux=y  

 

PROGRAMME 2: 

POUR i=m à 1 FAIRE  

 POUR j=(i+1) à m  FAIRE  

  [ ] [ ] [ ] [ ]jxjiUixix *,−=  

 FIN de boucle j   

 [ ] [ ] [ ]jiUixix ,/=  

       FIN de boucle i  

 

 



 38

Application au système (1):  

 On  factorise la matrice du système (programme CHOLESKY):  
t

kk
t

kk RRAA =       (2)  

où Rk est une  matrice triangulaire inférieure de IRmxm  

    En  utilisant (2) on a:        (RkRk
t)u=ADk

2c         (3)  

   En posont y=Rk
tu    , u peut être déterminé en résolvant d'abord le système linéaire 

triangulaire inférieur (algorithme1):  

    Rky = ADk
2c     (4)  

Puis le système linéaire triangulaire supérieur   (algorithme2):    

   Rk
tu=y      (5)  
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CHAPITRE -III- 
Présentation générale de la nouvelle approche  
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III.1. Introduction 

Comme nous l'avons signalé auparavant, pour pouvoir appliquer l'algorithme 

du simplexe, il est nécessaire que le programme linéaire soit écrit sous forme 

canonique relativement à une base réalisable. Si ce n'est pas le cas, on applique 

l'algorithme au problème auxiliaire associé afin de déterminer une base réalisable ou 

aboutir à la vacuité de l'ensemble des solutions réalisables. 

Or, en pratique on ne dispose pas toujours d'une telle base et bien souvent le 

programme linéaire est présenté sous forme canonique relativement à une base mais 

non réalisable ce qui m'a incité à présenter une approche simplicaile n'exigeant pas la 

réalisabilité de base, si on en connaît une, et puis l'adapter aux problèmes linéaires 

présentés sous forme standard sans toutefois passer aux problèmes auxiliaires 

associés. 

Nous commençons par résoudre un exemple simple par les deux méthodes. 

A fin d'avoir une représentation plane, on prend l'exemple suivant, tiré de:  

LINEAR PROGRAMMINGAND NET WORK FLOWS, dont les auteurs sont M.S 

BAZARAA, J.J JARVIS, H.D SHERAL. 

III- Résolution d'un exemple:  

Exemple 

 










≤
≥+−
≥+
+−=

3
1
2
2

)(

2

21

21

21

x
xx
xx

xxMaxZ

P       0, 21 ≥xx  

 

il s'agit de trouver le point de l'ensemble des points réalisables D qui donne à 

la fonctionnelle   21 2xxZ +−=  sa plus grande valeur. 

On trace dans le place (x1, x2) le domaine D:  
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                 
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C'est le polygone convexe a b c d  
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2 3 
X1 0 
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III-1.1. par l'algorithme du simplexe 

Après transformation des inéquations en équations par addition de variables d'écart  

,,, 543 xxx  le programme linéaire précédent s'écrit : 

 

    










=+
=−+−

=−+
+−=

3
1

2
2

)(

52

421

321

21

xx
xxx

xxx
xxMaxZ

P       0≥ix  

 

Phase 1 

On associe à (P) le programme linéaire auxiliaire (PA) après addition de deux 

variables artificielles y1 et y2 à la première et la deuxième équation respectivement on 

obtient 

 










=+
=+−+−
=+−+
−−−=

3
1
2
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)(

52

2421
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xxxMax

PA

ψ

         0,0 ≥≥ ii yx  

Où Ψ est le «fonction objectif» du problème auxiliaire (PA) qui est donc présenté sous 

forme canonique relativement à la base réalisable dont les variables sont y1, y2 et x5. 

La solution associée est 

   










=
=
=

====

1
2
3

0

2
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5

4321

y
y
x
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1ère itération 

La variable x2 entre en base et la variable artificielle y2 en sort définitivement. 

Ecrivons (PA) sous forme canonique par rapport à la base des variables  y1,x2,x5.   
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


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xxx
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xxxMax
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ψ

  0,0 1 ≥≥ yx  

La solution de base correspondante est: 
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2ème itération 

La variable x1 entre en base et la variable artificielle y1 sort en écrivant le 

programmaire linéaire auxiliaire (PA) sous forme canonique relativement à la base 

des variables x1,x2, et x5 on obtient. 
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

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ψ

      0≥x  

Cette solution est optimale car le vecteur coût de la fonctionnelle 

ψ  est nul, elle correspond au point de coordonnées 



=

2
3,

2
1),( 21 xx    qui est 

un point extrémal (sommet) du polygone admissible du programme. 

On a déterminé une base réalisable du programme linéaire initial (P), on peut donc 

passer à la deuxième phase. 

 

Phase 2 

On reprend le problème initial mis sous forme canonique par rapport à la base 

trouvée, il s'écrit : 
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
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xxMaxZ

P   0≥x  

 

1ère  itération : 

La variable x4 entre dans la base et x1  en sort et (P) devient : 
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Avec comme solution de base 
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La solution n 'est pas optimale puisque le coefficient de x3 est strictement positif. 

 

2ème itération 

la variable x3 entre dans la base et xs en sort et (P) s 'écrit: 
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Le vecteur coût c de Z est négatif par conséquent la base courante dont les variables  

sont x2, x3 et x4 est une base optimale et la solution de base est : 
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


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qui correspond au sommet de coordonnées (x1,x2)=(0,3) du polygone admissible. 

Résumons les différentes étapes de la procédure 

1) En appliquant l'algorithme du simplexe au programme auxiliaire (PA) 

avec comme point de départ l'origine on passe au point (0,1) qui n 'est pas réalisable; 

en l'appliquant une deuxième fois on passe au 

point réalisable .
2
3

,
2
1





   

2) On reprend le programme linéaire initial (P); en appliquant l'algorithme à celui-ci 

avec comme point de départ le sommet du polygone trouvé précédemment de 

coordonnées 





2
3

,
2
1  on passe au point (0,2), puis en l'appliquant une autre fois on 

aboutit à la solution optimale qui est le sommet du polygone de coordonnées (0,3).  

Le nombre des itérations est donc (4). 

 

III. 1.2 Par la nouvelle approche 

Après addition des variables d'écart x3,x4 et x5 et en multipliant les deux 

premières équations par -1, le programme linéaire s'écrit : 










=+
−=+−
−=+−−

+−=

3
1
2

2

)(

52

421

521

21

xx
xxx
xxx

xxMaxZ

P  0≥ix  

 

Il est clair que le programme linéaire (P) est mis sous forme canonique par 

rapport à la base des variables x3, x4 et x5. Cependant cette base est non réalisable 

puisque la solution de base est: 
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


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Mais on peut la prendre comme base de départ pour un processus cherchant à 

déterminer l'optimum du programme linéaire (P). 

 

 1ère itération: 

Comme le seul coefficient (coût réduit) strictement positif de la fonction objectif 

est celui de la variable x2, celle-ci entre dans la base, et on choisit x5 comme variable 

de sortie (nous aurons à justifier ce choix par la suite). 

La nouvelle base des variables x2, x3, x4, qui est optimale, est la même que celle 

trouvée auparavant par l'algorithme du simplexe. 

 

Conclusion : 

On est arrivé à résoudre le programme linéaire donné en une seule itération 

contre quatre avec l'algorithme du simplexe. 

Nous allons alors étendre au cas général les principes de la procédure 

précédente. 

 

III. 2. Description de la méthode 

Pour   son utilité on rappelle le lemme de Minkowski Farkas, connu également sous le 

nom de thèrème des alternatives. 

 

III 2.1 Lemme de Minkowski Farkas 

L'un et seulement l'un des systèmes de contraintes suivants a une solution : 

 




≥
=
0

)1(
x

bAx
  





>
≤

0
0

)2(
yb
yA
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III.2.2 Théorème 

Soit le programme linéaire: 

 







≥
=
=

0
)(

x
bAx
cxMaxZ

P  

 

écrit sous forme canonique relativement à une base quelconque B c 'est à dire 

réalisable ou non,   J désigne l 'ensemble des indices de ses colonnes. S 'il existe un 

indice { }nNJNJs ,...,2,1; =−=∈
−

 tel que la   colonne As < 0 et le coût réduit cs>0 alors 

le programme linéaire (P) n 'a pas de solution optimale et on a :  

l) ou bien le système des contraintes est incompatible .  

2) Ou bien l 'optimum de la fonction objectif est non borné.  

Preuve : 

Puisque la base B est (à une permutation prés) la matrice unité U,  

en permutant les colonnes de A, on suppose pour simplifier la  notation que  

A = (U,R) avec U=B=AJ et 
−
JA et RAJ =

−

 est la sous matrice formée par les colonnes 

de A qui ne sont pas dans la base B. 

         Notons que toute solution du programme linéaire (P) vérifie Ax=b par suite on a  

−−==+
J

RxbxdoncetbRxx JJj  

 Considérons le point x défini par : 

 { } { }









−=−=−=
−=−∈=

∈=

−

−−

s
s

s

J
J

j

s

AbxAbRxbx
JnJsJjx

IRx

θ

θθ

,...,2,1,,0

,

)1(  

On distingue trois cas :  

Cas a : 

La colonne, As <  0, c'est à dire que   a is < 0 pour tout { }ni ,...,2,1∈  

Dans ce cas le point  x  défini par la relation (1) est réalisable si et seulement si    

 .00 ≥−≥ sAbet θθ  

C'est à dire que :0,,00 aonacommeitoutpourabet isisi <≥−≥ θθ ,  



 48













∀≥

≥
⇔

∀≥−
≥

i
a
b

ab
is

i

iisi
θ

θ

θ
θ 0

,0
0

 

Posons








=
is

i

i a
b

Max0θ , alors le point x est réalisable pour tout 

),0( 0θθ Sup≥  

On a défini  ainsi un ensemble de points réalisables sur lequel la «fonction objectif» 

Z (Z = csθ ) augmente indéfiniment avec θ  et par conséquent le programme linéaire 

(P) n'admet pas de solution finie. 

 Cas b : 

La colonne, As =  0, c'est à dire a is =  0 pour tout i de {1,2,... .n}. 

Ce cas se subdivise lui-même en deux cas : 

 Cas b1 

L'ensemble    des  solutions  réalisables  est  vide   auquel  cas  le programme 

linéaire (P) n'a pas de solution. 

 Cas b2 

L'ensemble réalisable n'est pas vide autrement dit, il existe une base       B ' qui 

soit réalisable. 

Désignons par J' l'ensemble des indices de colonnes de B'. Comme As =  0_ 

alors, s∉ J'. 

Montons à présent qu'en écrivant le programme linéaire (P) sous forme   

canonique par rapport à la nouvelle base B ', le coût réduit cs et la colonne As restent 

inchangés. 

 Puisque As=0 on alors 

 .
1

'
'1 )'(0)'(' s

s
Jss

ss cABcccetABA =−=== −−  

La solution associée à la base B' est    




∉=
≥= −

',0
0)'( 1

'

Jjx
bBx

j

J  

 Considérons x défini par 

   { }








≥=
∪∈=

≥=

− 0)'(
',0

0,

1
' bBx

sJjx
x

J

j

s θθ
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x est réalisable car d'une part on a x ≥  0 et d'autre part 

  bxBAxBAx J
s

J ==+= '' '' θ  

La valeur de la «fonction objectif» en x est 

θθ sJsJJJJ cbBccxcxcZ +=+== −1
''' )'(  

qui tend vers l'infini avec θ   et par conséquent l'optimum est non borné. 

Cas c : 

La colonne 0:)1(0 =≤≤∃≠ is
s amiietA  .   

Posons { }0: == isaiI  et supposons pour simplifier la notation que A est sous la forme 

  { } ImIou
A
A

A
I

I −=







= ,...,2,1  

On a alors .00 <= s
I

s
I AetA  

Rappelons que la base B est sous la forme 







=
2

1

0
0

U
U

B  

Où U1 et U2 sont les matrices unités de rang respectivement card )(I  et card (I) 

leurs ensembles d'indices de colonnes sont respectivement J1 et J2 .  

Et le système de contraintes s'écrit : 

     







≥
=
=

0
1

x
bxA
bxA

I

II

 

Ce cas se subdivise lui-même en deux cas. 

 Cas C1 : 

Le système 




≥
=
0x

bxA II  

N'admet pas de solution. 

Dans ce cas on sait d'après le lemme de Minkowski qu'il existe un card (I) -

vecteur ligne vérifiant .00 <≥ II ybetyA  

Définissons alors le n-vecteur par 

   




∈
∈

=
Ii
Iiy

z i
i ,0

,
 

On a d'une part 00 <=+= III yAAyAZA   et d'autre   part 0<= Iybzb  
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Donc le système  




≥
=
0x

bAx
  n a pas de solution 

Et par conséquent le programme linéaire (P) n'a pas de solution (vacuité de 

l'ensemble réalisable).  

 

Cas c2 : 

Le système 




≥
=
0x

bxA II    admet une solution.  

Dans ce cas, il existe une sous matrice carrée B0 de rang = card(I). Désignons 

par J0 l'ensemble d'indices de colonnes de A qui constituent B0, on a alors 

.01
00

≥= −
IJ bBx  

Notons que : 

(1) 00 =∉ isacarJs    pour tout Ii ∈  

(2) Aucun élément de J1 ne peut appartenir à J0 car ,0=ija  pour tout 

1JjetIi ∈∈  

Par conséquent la sous matrice 







=
0

1

0
'

B
MU

B   dont l'ensemble des indices de 

colonnes 01' JJJ ∪=   est une base du programme linéaire (P). Montons qu'en écrivant 

(P) relativement à la base B ' la colonne As et le coût réduit cs restent inchangés.  

En effet: 

ABccc J
1

' )'(' −−=  ce qui donne 

   

s
s
Iss

s

s
I

Js

s
I

JJs
s

Jss

A
A

B
MBU

ABA

c
A

cc

A
B

MBU
cccABccc

=














 −
==

=







−=
















 −
−=−=

−

−
−

−

−
−

00
)'(

.
0

),0(

00
),()'(

1
0

1
011'

1
0

1
011

'
'

0

01

 

La solution de base est 

   







=














 −
==

−

−
−

11
1

0

1
011

'

'
0

)'(
b
b

b
b

B
UBU

bBx II
J  
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Où on a posé III bMBbb 1
0' −−=   

Considérons le point x défini par : 

  

{ } { }






















 −
=









−








=−=

−=−∈=
=

−

−
−−

I

s
II

s
I

I

I
s

s
J

j

s

bB
Ab

A
bB

b
xABbBx

JnJsJjx
x

1
0

1
0

11
'

'
0

'
)'()'(

',...,2,1,',0

θ

θ

θ

 

Puisque 01
0 ≥−

IbB  alors le point x est réalisable si et seulement si 

  Iitoutpour
ab isi

s
∈

≥−
≥

,
0'

0
θ

θ
 

Comme a is < 0 alors x est réalisable pour ,
'

),,0( 00








=≥
is

i

a
b

MaxSup θθθ  

la valeur de la fonction objectif θsJssJJ cbBcxcxcZ +=+= −
1

1
0000

 augmente     

indéfiniment avec θ  et par conséquent l'optimum est non borné. 

L'intérêt  du   théorème  précèdent  vient  du fait que l'approche proposée en 

découle directement. 

 

III.2.3 l'algorithme 

 On suppose que l'on dispose d'une base quelconque B, désignons par J 

l'ensemble d'indices de colonnes de A qui constitue la base B à l'itération k, ceux ci 

sont rangés dans un m-vecteur ligne noté col i.e J={col(l),...,col(n)}  les différentes 

étapes de l'algorithmes sont les suivants : 

Etape1: Calculer l'inverse de la matrice B :B-1  

Etape2: Calculer 1−= Bc jπ   

Etape3: Calculer le nouveau vecteur réduit hors base par Rcc jj π−=  

Etape4: Déterminer le plus petit indice  Js ∈ , tel que : 

   { }jJjs cMaxc
∈

=  

Etape5: Calculer b ' par la formule  bBb 1' −=  

 Si cs>0  passer à l'étape (10) sinon (C 'est à dire  0≤sc ) 
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Etape6: Déterminer le plus petit indice r tel que : 

 { } 0''' ≥= iiir bsibMinb ;  arrêt : la base courante est optimale. 

Sinon (c'est-à-dire 0' <rb ) 

Etape7: Calculer la ligne ∑
=

− ∈=
n

k
kjrkrjr JjabaparA

1

1 ,''   

Etape8: Déterminer { } φ=<∈= LsiaJjLL rj 0/: '  ;Arrêt : l'ensemble réalisable       

est vide. 

 Sinon (c'est à dire φ≠L ) 

Etape9: Déterminer le plus petit indice s vérifiant 

 










=
∈

rj

j

Lj
rs

s

a
c

Min
a
c

'
'

'
'  et passer à l'étape (13)  

Etape10: Calculer la colonne sA'  par la formelle  A' s=B-1 As 

Etape11: Déterminer { }0'/: >isaiII  

 Si φ=I ; Arrêt : le programme n 'a pas de solution (optimum infini ou vacuité 

de l'ensemble réalisable) sinon (c'est-à-dire φ≠I ) 

Etape12: Déterminer le plus petit indice 

  








=
∈

is

i

Ii
rs

r

a
b

Min
a
b

r
'

'
'

:  

Etape13:  Mise à jour de la base : { } srcolrcolsJJ =−∪= )(),('  

Etape14: retourner à l'étape(1) 

 

III. 3 Initialisation de l'algorithme 

Dans ce paragraphe on décrit la démarche à suivre pour résoudre un 

programme linéaire (P) si l'on ne dispose pas de base (quelconque) de départ. 

On commence par introduire la notion de base partielle et donner deux 

corollaires du théorème du paragraphe précédent. 

III. 3.1 Corollaire 1 

 Considérons le programme linéaire (P) écrit sous forme standard 
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







≥
=
=

0
)(

X
bAx
cxMaxZ

P  

S'il existe un indice s tel que cs>0  et  As=0  alors le problème (P)             

n'admet pas de solution. 

Ou bien l'optimum  est non borné ou bien le système des contrantes est 

incompatible.  

 

Démonstration 

 En remplaçant Ax=b par ( bAxetAx −≤−≤ 0  )  

le programme linéaire (P) prend la forme : 

   










≥
−≤−

≤
=

0

)(

x
bAx

xAx
cxMaxZ

P  

qui peut être, donc considéré mis sous forme canonique relativement à la base 

dont l'ensemble des indices de ses colonnes est       

J'={n+1,…,n+2m} avec cs>0 et As=0, les conditions d'application du théorème sont 

réunies et le corollaire est démontré. 

 

III. 3.2 Définition d'une base incomplète 

Etant donné un programme linéaire sous forme standard 

   








≥
=
=

0
)(

x
bAx
czMaxZ

P  

tel que rang(A)=m, on appelle base incomplète (ou partielle) du   programme 

linéaire  (P) toute sous-matrice carrée régulière extraite de A de rang strictement 

inférieure à m. 

Si B est alors une base incomplète de (P), il existent un ensemble d'indices de 

lignes { }mI ,...,2,1⊂  et un ensemble d'indices de colonnes { }mJ ,...,2,1⊂  de la matrice 
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A tels que JjIiaAB ij
J
I ∈∈== ,),()(  et l'hypothèse suivant laquelle le programme 

linéaire (P) est écrit sous la forme canonique par rapport à B s'exprime par : 

 J
IAB =   est, à une permutation près des colonnes, la  matrice unité. 

 0=JC  

 ,0=J
IA ou { } .,...,2,1 ImI −=  

 

III. 3.3 Corollaire 2 

Soit le programme linéaire 

  








≥

=

0
)(

x
Ax

cxMaxZ
P   

 écrit sous forme canonique par rapport à la base incomplète J
IAB =     s'il existe un 

indice { } JnJs −=∈ ,...,2,1    tel que : 

(1)   0>sC  

(2)    Iia is ∈≤ ,0  

(3)    { } InIia is −=∈= ,...,2,1,0  

 Alors le programme linéaire (P) n'admet pas de solution. 

 

Démonstration : 

En décomposant la matrice A,   le problème (P) peut s'écrire sous la forme:

 










≥
=
=

=

0

)(

x
bxA
bxA

cxMaxZ

P
II

II  
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Soit encore 

  














≥
−≤−

≤
=

=

0

)(

x
bxA

bxA
bxA

cxMaxZ

P

II

II

II

 

donc il est écrit sous forme canonique par rapport à la base dont l'ensemble des 

indices des colonnes est 

   { })(2,...,2,1' IcardnnnJJ +++∪=  

avec les conditions Cs>0 et As ≤ 0 et par conséquent le corollaire et démontré d'après 

le théorème du paragraphe précédent. 

 

III. 3.4 initialisation de l'algorithme (phase 1) 

Supposons que le programme linéaire est écrit sous forme standard et que l'on 

ne dispose d'aucune base. 

Sans perte de généralité on suppose que le problème se présente sous la forme  











≥
=
=

=

0

)(

x
bxA
bxA

cxMaxZ

P
II

II : 

Ou ( J
IA )  est une base incomplète sans toutefois exclure le cas ou φ=I . 

Le programme linéaire (P) est équivalent alors au problème:  

  














≥
−≤−

≤
=

=

0

)'(

x
bxA

bxA
bxA

cxMaxZ

P

II

II

II

 

 

On peut appliquer l'algorithme de l'approche simpliciale à (P').  

Remarquons que la taille de la matrice des contraintes ne change pas. 
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III .  4. Simulation numérique    

III. 4.1.Introduction  

 Sachant, d'après les travaux munis par plusieurs chercheurs, que la 

comparaison entre l'algorithmes de KAR MAKAR et celui du simplexe est en faveur de 

ce dernier ( les performances de l'algorithmes de KAR MARKAR seraient à apprécier 

dans les programmes à grande dimension), nous nous intéressons uniquement à la 

comparaison entre la méthode du simplexe et la nouvelle approche simpliciale 

proposée. 

 L'objet de ce bref ce chapitre est la comparaison en aspect théorique  et 

surtout en terme d'efficacité numérique de l'algorithme du simplexe et celui que nous 

proposons. Il est consacré essentiellement aux tests numériques. 

 Notre étude comparative est organisée de la manière  suivante: sachant que  les 

deux algorithmes coïncident lorsque la base de départ du problème en question est 

réalisable on ne s'intéressera alors qu'aux:  

(1) Programmes linéaires dont on dispose  d'une base de départ mais celle-ci 

est non réalisable. 

(2) Programmes linéaires sous forme standard sans connaître toutefois de 

base. 

III.4.2. résolution de quelques exemples  

Exemple1 : (P.tolla)  

Problème sous fourme standard sans base de départ. 









=+++++
=−+
=−+

−+−=

1
0
02

3

654321

653

421

321

xxxxxx
xxx
xxx

xxxMaxZ

       

6,..,2,1,01 =≥ ix  
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Exemple2  
















=≥
≤++

≥+
≥+

≥+
≤++

++=

3,2,1,0
2422

22
1234

63
7

456

321

31

32

31

321

321

ix
xxx

xx
xx

xx
xxx

xxxMaxZ

i

 

 
Exemple3 
 









=
≥+

≤+−

−=

3
3

1
2

2

21

21

21

x
xx

xx
xxMaxZ

 

2,1,0 =≥ ixi  
 
Exemple4 (BAZARAA) 
  











≥
≤

≥+−
≥+

+−=

0,
3

1
2

2

21

2

21

21

21

xx
x

xx
xx

xxMaxZ

 

 
 
Les tableaux ci-dessous représentent les résultats obtenus par les deux méthodes  
 
Exemple1 
 

Méthode Phase 1 Phase 2 
Simplexe 3 itérations 2itérations 
Approche 1 2 

 

Le point optimum 



= 0,0,

2
1

,0,
2
1

,0*x et la fonction objectif vaut 
2
1* =Z   
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Exemple2 
 

Méthode Phase 1 Phase 2 

Simplexe 3 itérations 2itérations 

Approche 0 3 

 
Avec x*=(2 ,4,1,0,1,7,2,0,0) 

Z*=36 

 

 Exemple 3:  

 
Méthode Phase 1 Phase 2 

Simplexe 3 itérations 0 

Approche 0 0 

 
 Le programme linéaire n'admet pas de solution finie.  

Exemple 4:  

   

Méthode Phase1 Phase2 

Simplexe 2 itérations 2 itérations 

Approche 0 1 

 

avec comme optimum x*=(0,3)  

et Z*=6 

 

III.4.3 Conclusion finale:  

 Signalons que le temps nécessaire pour l'exécution d'une itération est le même 

pour les deux  algorithmes.  

 En ce qui concerne la comparaison du point de vue théorique nous pouvons 

dire que la différence principale est que pour la méthode du simplexe on est obligé de 

passer par le problème auxiliaire dont la fonction objectif est totalement différente de 
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celle du programme initiale dans le but de déterminer une base réalisable à qui 

demande par fois un nombre important d'itérations. Par contre pour la méthode que 

nous proposons on évite ce passage ce qui permet de réduire le nombre d'itérations et 

par conséquent le temps d'exécution.  

 En terme d'efficacité numérique, les expérimentations réalisées montrent bien 

que la méthode proposée est de 2 à 4 fois plus rapide que la méthode du simplexe.  

 Cette nouvelle approche simpliciale va, probablement, enrichir le domaine de 

la programmation linéaire aussi bien sur le plan théorique que sur le plan pratique.     
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  : مختصـر

          جديـدة لحـل     (Simpliciale)إن الهدف من هذا العمل هو عرض صيغة بسيطية              

. مسبقا عند البدايـة   ) أساس(فة قاعدة   و معالجة مشاكل البرمجة الخطية دون اشتراط معر       

ثم المقارنة نظريا و خاصة من حيث الفعالية بين الصيغة المقترحة و الطريقـة الـشهيرة      

  . Méthode du simplexe:  بـةالمعروف

  

  

  

    

 
Résumé:  
 L'objet de ce travail est la présentation d'une nouvelle approche simpliciale 

pour la résolution d'un problème de programmation linéaire qui élimine l'hypothèse 

de connaître à priori une  base réalisable et la comparaison théorique et surtout en 

terme d'efficacité numérique entre celle-ci et la fameuse méthode du simplexe.        

 

 
 
 

 
  
 


