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0.1 INTRODUCTION

La densité spectrale étant la transformée de Fourier de la fonction de covariance, il a été
tout naturel de vouloir I'estimer par la transformée de Fourier de la fonction de covariance
empirique.

L’estimateur ainsi obtenu, appelé périodogramme, s’avére non satisfaisant puisqu’il n’est pas
consistant en moyenne quadratique (cf Anderson 1971). Il est possible d’obtenir la consistance
en le lissant par un noyau aussi bien dans le cas d’un processus & temps discret (cf Anderson
1971) que dans le cas d’un processus a temps continu (cf Parzen 1961).

L’inconvénient dans ce dernier cas est que I’estimateur s’obtient sous la forme d’une intégrale
et qu’il faut la calculer par des méthodes numériques. De plus, dans la pratique, il n’est pas
toujours possible d’observer un processus contintiment mais qu’on peut n’avoir & sa disposition
qu’un nombre fini d’observations. D’ou I'idée d’échantillonner & un temps discret un processus a
temps continu. Mais ceci fait apparaitre une autre difficulté qui est « laliasing » (une certaine
ambiguité) qui est introduite par I’échantillonnage périodique.

En 1960 Shapiro et Silverman ont exhibé une classe d’échantillonnages, comprenant 1’échan-
tillonnage poissonnien, supprimant « l’aliasing ». Partant de cette idée Jones (1970) propose un
estimateur de la densité spectrale, basé sur ’échantillonnage poissonnien, mais il n’a pas donné
ses propriétés. Utilisant toujours I’échantillonnage poissonnien Brillinger (1972) introduit un
estimateur consistant et asymptotiquement normal, pour une taille aléatoire de 1’échantillon.
Tandis que Masry et lui (1976) et Masry (1978) proposent des estimateurs consistants de la
densité spectrale, pour une taille fixe de I’échantillon. Ces derniers nécessitent la connaissance
des instants d’échantillonnage, ce qui les rend inutilisables quand ils sont inconnus. Cette diffi-
culté est levée par Masry (1980) en introduisant une estimation par séries orthogonales utilisant
toujours 1’échantillonnage poissonnien. Ce dernier estimateur a été tronqué par Messaci (1986,
1988 et 1989), ce qui a permis de 'améliorer aussi bien du point de vue de ’étude théorique
que du temps de calcul.

En 1994 Keh Shin et Masry proposent un estimateur basé sur un échantillonnage aléatoire
généralisant 1’échantillonnage poissonnien. Ils montrent que ’estimation peut étre améliorée
(dans le sens ou on obtient une plus petite variance) par le choix d’un échantillonnage non

poissonnien.



Ce mémoire se propose de détailler ce travail. Le chapitre 1 rassemble les outils utilisés
dans la suite du mémoire (la stationnarité, la transformée de Fourier, le phénoméne d’alias-
ing, les cumulants etc.). Au chapitre 2 sont détaillés aussi bien le principe sur lequel se base
I’estimation que les propriétés de 'estimateur, qui est asymptotiquement sans biais, consistant
en moyenne quadratique et asymptotiquement normal. Au chapitre 3, nous nous intéressons,
au cas non traité par Keh Shin et Masry, ol la moyenne du processus est inconnue. Le fait
qu’il faille d’abord estimer la moyenne conduit & des calculs inextricables. C’est pourquoi nous
nous sommes contentés de montrer que l’estimateur ainsi obtenu est asymptotiquement sans
biais tout en ayant acquis la certitude que toutes les autres propriétés restent valables. Enfin
au chapitre 4, nous avons complété I’étude théorique par un travail de simulation montrant
la pertinence de 'introduction de l'estimateur de Keh Shin et Masry et les bonnes propriétés

d’estimateurs plus anciennement introduits.



Chapitre 1
Notions préliminaires

1.1 Le processus stationnaire au second ordre ( ou faiblement

stationnaire)

I désigne N, Z, R ou une de leurs parties.

Un processus X = (X (t)4e [) est stationnaire au second ordre si
i) pour tout ¢, E [X?] est finie.

i1) pour tout ¢, E [X;] = m.

i11) pour tout t et pour tout h
C (h) = cov (Xp, Xpyn) = E[(X —m) (X, — m)]

est indépendante de ¢.

La fonction C' est appelée la fonction de covariance du processus X.

On peut noter que C' est une fonction paire, et que la variance de X; vaut C (0).

De plus C est une fonction semi-définie positive.

Si C est continue I = R, le théoréme de Bochner assure 'existence d’une mesure bornée
sur R telle que

1 too
VteR, C(t) = / e Adu ()

=5 .

1 est la mesure spectrale du processus X.



si p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, sa densité ® est la densité

spectrale du processus, on a dans ce cas

+o0 .
C(t) ! / e "D (u) du.

:% .

La fonction de covariance n’est alors que la transformée de Fourier de la densité spectrale.

1.2 Le processus stationnaire

Un processus aléatoire { X;,t > 0} est stationnaire si pour tout s > 0 et pour tout tq, ta, ..., ty

les vecteurs aléatoires
! !
(thatha "'ath) et (Xt1+S7Xt2+S7“‘7th+S)

ont méme loi de probabilité.

1.3 Rappels sur la transformée de Fourier

1.3.1 définition

La transformée de Fourier d’une fonction intégrable f est la fonction définie par

PO 1/*maﬂvawu

:% .

Si f est intégrable et si sa transformée de Fourier F'[f] est intégrable alors on a

F= [ eFiA@H D

o0

c’est a dire que f s’obtient comme la transformée de Fourier inverse de sa transformée de

Fourier.



1.3.2 Exemple

Soit f (t) = e % a > 0 alors sa transformée de Fourier est

F[f]@\)zm

1.3.3 Propriétés de la transformée de Fourier

F[f] est uniformément continue, bornée et |}im F[f](t) =0.
t|—o0

Linéarité

Dérivation

Décalage temporel

Flft+T)](N) = FIf(V)
F[fE-TNM = e™MF[f](N)

Convolution
Si

h(z)=(fxg)(x)= +OO f(x—vy)g(y)dy (le produit de convolution de f et g)

alors

i.e. la transformée de Fourier du produit de convolution est le produit des transformées de

Fourier.



1.4 Transformation de Laplace

Si f est une fonction définie pour tout ¢ > 0, la transformation de Laplace de f est notée
L [f] est définie par
+o0
L) = [ e @
0

On a
L{fxgl=L[f]L[g]

1.5 La fonction caractéristique

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité.
1) Si X est une variable aléatoire définie sur (2, A, P), de loi de probabilité Px, on appelle

fonction caracéristique de X, et on note I’application
Px

vy : R—C

t = ox(t)=E (") = [Re_mdPX (x)

ce n’est autre que la transformée de Fourier, a un facteur prés, de la mesure Px.
2) Si X est un vecteur aléatoire sur (§2, A, P) et valeurs dans R", de loi Px, on appelle

fonction caractéristique de X et on note ¢y I'application

R — C

t — ox(t)=FE (eiXt/> = / e XY 4Py (1, ey ) -

La fonction caractéristique est uniformément continue en tout point et vaut 1 & Porigine, elle
est donc non nulle dans un voisinage de l'origine, sur le quel on pourra définir son logarithme
népérien

U (v) = log[px (v)]

cette fonction est appelée la seconde fonction caractéristique.



1.6 Moments et cumulants

Notons fiy () les moments d’ordre r de X, lorsqu'il existent p1y () = E [X"], les fonctions
caractéristiques décrivent complétement la variable aléatoire a laquelle elles sont associées, en
développant €’** dans 1’expression

vx (v) =FE [ei”] au voisinage de l’origine et identifiant avec le développement de Taylor
de la premiére fonction caractéristique, on obtient les moments

. ~r d"ox (Vv
pxe = BX] = (iy 20

Les dérivées de la seconde fonction caractéristique, prise a l'origine définissent les cumulants

r d"Vx (U)

KX(r) = cum (Xa X, 7X) = (_2) dum ’UZO

qui sont les coefficients du développement en série de Taylor de la seconde fonction carac-
téristique.

Les cumulants d’ordre r peuvent étre calculés a partir des moments d’ordre inférieur ou
égales a r.

Lorsque la variable aléatoire X est Gaussienne sa seconde fonction caractéristique est

) 1
Ux (v) =ipxa)v — 5 [Fx@) ~ :Ug((l)] v?

donc la seconde fonction carctéristique d’une variable Gaussienne est un polynéme d’ordre
2, ce qui implique la nullité de ses cumulants d’ordre supérieur a 3.
si X a n composants on définit

L0y (v) .

cum (Xq,..., X;) = (—i) dv1...00 loy=...=v,= (—1)" W

log £ [ei“TX]

oul<r<n.



1.6.1 Propriétés
1) Soient les réels ay, ..., a,, et les complexes by, ..., by,, pour tout entier n > 2 et tout vecteur
aléatoire (X7, ..., X,) on a
cum (a1 X1+ b1, ...,anXp + by) = a1...ancum (X1, ..., Xp) .

2) On peut vérifier que

cum(X) = E(X)
cum (X, X) = Var(X)

cum (X,Y) = cov(X,Y).

3) La formule de Leonov et Shiryayev :
A partir de la définition de la seconde fonction caractéristique, il est possible d’écrire les
relations générales liant moments et cumulants de maniére compacte par la formule de Leonov

et shiryayev

cum (X1, ..., X,) = Z(—l)k_l (k—1)E [H Xi] ~E | ] X

1€EVL kevy

ot la sommation s’étend sur tous les ensembles {v1, ..., v, : 1 < p < r} formant une partition
de {1,...,7}, dans cette formule, k est le nombre d’éléments composant la partition.

Cette formule peut étre inversée pour donner les moments en fonction des cumulants
E[X1,.. X,] = cum[X;,i € v1] ...cum[Xy, k € v)]

ou cum Xy, k € v, représente le cumulant des variables X}, k variant dans I’ensemble v,

d’une partition.
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1.7 Estimation

1.7.1 Estimation de la fonction de covariance

Considérons un ensemble d’observations X7, ..., X7, la moyenne empirique est donnée par

_ 1 &
XT:?;Xt.

La fonction d’autocovariance empirique est donnée par

T—h
Cr () = = 37 (X, — Xr) (Xon — X))

i
N

si cet estimateur est biaisé ( a distance finie) il est malgré tout asymptotiquement sans biais.

1.7.2 Estimation de la densité spectrale
Le périodogramme

Il est défini comme le module au carré de la transformée de Fourier discréte des observations

c’est la transformée de Fourier de I'estimateur de C', c’est donc un estimateur naturel de la
densité spectrale.

le plus souvent on estime le périodogramme aux fréquences de Fourier z; = % pour
k=1,.,T.

Sous des hypotheéses de régularité de la densité spectrale le périodogramme est un estimateur
asymptotiquement sans biais de la densité spectrale mais il n’est pas consistant. On ne peut

estimer que les T premiers C (h) intervenant dans la définition du périodogramme & partir de

T observations.

11



1.7.3 Phénoméne d’aliasing

Pour estimer la densité spectrale d’un processus X stationnaire, continu, du second ordre,
de fonction de covariance C' et de densité spectrale ® de carré intégrable, on a d’abord pensé a

effectuer un échantillonnage périodique donné par
tn,=nh / n€Z,h>0,

le processus stationnaire discret X (¢,,) qui en résulte a pour fonction de covariance p;, et
pour densité spectrale fp,.

Nous déduisons simultanément

pﬂm::cmm:[wQM%@mA

+o0 (2k+1)mr
= / NP (N dA
(

ke —oo ¥ (2k—1)mr
o +oo
= / etAnh Z O (X +27kr) dA
—TTr k=—00
T \ +oo 1
/_7r re kzoo (Ar + 27kr) dX ou r .
et
+oo
N =r Z O (A\r + 27kr)
k=—o00

Shapiro et Silverman ont montré que I'application & — f; n’est pas injective, plusieurs
fonctions ® peuvent conduire & la méme densité spectrale observée fr, ce qui constitue le
phénomeéne d’aliasing.

Par contre I’échantillonnage poissonnien supprime ce phénomene (cf. Messaci 1986).

1.8 Processus ponctuel

(Tn) est un processus ponctuel si c’est une suite croissante de variables positives, pouvant

correspondre aux instants d’occurence d’un phénoméne.

12



(Tn) est un processus ponctuel ordonné si

P(w; Tn # Tm pour tout 7, (n # m)) =1

1.9 Processus de comptage

Un processus {N (t),t > 0} est un processus de comptage si N (¢) représente le nombre
total d’événements intervenus aléatoirement dans [0, ¢].

L’intensité moyenne (5 est le nombre moyen d’événements par unité de temps, i.e :
B=EN(0,1).

1.9.1 Propriétés

1.9.2 Processus de comptage associé au processus ponctuel

Soit (T},) une suite croissante de variables aléatoires & valeurs dans R +telle que lim T, =
n—oo

400 presque stirement,

pour tout n < m, T, < Ty, (sur T), # +00), on pose

1 _ nsit€[Tn, Tny1]
§ : {Tx<t} — {+oo sinon

k>1

N (t) est le processus de comptage associé a la suite (7},).

1.10 Les symboles o et O

Soient f, g deux fonctions numériques définies sur un méme intervalle de R.

13



S’il existe un nombre k > 0 et un intervalle I tels que

Vo e 1,|f (z)] < klg ()]

on note

Si Ve > 0,31 intervalle tel que

Ve e L |f ()] <elg (@)l

on note
f=o(9)

f=o0(1) veut dire que lim f(z) =0 ou zp € 1.

Tr—xQ
1.10.1 Propriétés

1)

o(f)o(g) = o(fg)
lo(H)I” = o(f*),s>0
o(f)+o(g) = o(max(f,g))

O(f)O(g) = O(fg)
O(HI° = O(f%),s>0
O(f)+0(g9) = O(max(f,g))

14
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Chapitre 2

Estimation de la densité spectrale

d’un processus de moyenne connue

Dans ce chapitre nous étudions 'estimateur de la densité spectrale d’un processus en temps
continu, échantillonné & des instants aléatoires. Il a été introduit par KEH-SHIN LII et ELTAS
MASRY en 1994.

2.1 Préliminaires

Soit {X (), —0o < t < 400} un processus réel, stationnaire de moyenne nulle, de moments
du second ordre finis, de fonction de covariance Ry continue et intégrable et de densité spectrale
Dy .

Le processus ponctuel {7x}_ oo €St stationnaire, ordonné, indépendant de X de mo-
ments du second ordre finis.

Soit NV (.) le processus de comptage associé au processus {74} et § = E [N((0,1])] intensité

moyenne du processus {7y}, alors (voir Daley et Vere Jones)
E[N((t,t+ dt])] = Bdt (2.1)

et

16



cov {N((t,t + dt]), N((t + u,t + v+ du])} = Cn (du) dt (2.2)

ou Cy est la mesure de covariance réduite qui est o-finie sur ’ensemble des boréliens B (R)
avec un atome a l'origine Cy ({0}) = . Nous supposons que Cy est absolument continue, en

dehors de 'origine, de fonction de densité cy, c’est a dire
Ci (B) = 360 (B) + / ex (u)du, B € B(R) (2.3)
B

avec 6o (B) = {§ & 8;% est la mesure de Dirac en 0.
Avec la notation différentielle dN(t) = N((0,t + dt]) — N((0,t]), nous pouvons écrire
cov{dN(t1),dN(t2)} = cn (t2 — t1) dt1dta pour des t; distincts.
Signalons, au passage, que EN (A) est une mesure sur B (R), inverviante par translation
( puisque (7%) est stationnaire ). Sachant que la mesure de lebesgue ( notée dt ) est la seule

mesure, inveriante par translation, qui vaut 1 sur ]0, 1], la formule (2.1) s’en déduit.

Remarquons que le processus {7} est alias-free si 32 + cy (u) > 0 .

2.2 Meéthode d’estimation

Nous définissons le processus échantillonné par

Z(B)= > X(r:), B€B(R), (2.4)
ou en forme différentielle dZ(t) = X (£)dN (t).
Z a les moments de second ordre finis et en particulier E [dZ(t)] = 0.
En effet
E[dZ(t)] = E[X(t)dN(t)] = E[X(t)] E[dN(t)] = 0 car X est de moyenne nulle et il est
indépendant de N.
De plus
piy (du) dt = E [dZ(t)dZ(t +u)] = E [ X (#)dN(t) X (t + w)dN (t + u)]
= E[X ()X (t 4 u)] E[dN(t)dN(t + u)]
= {cov (X (t), X (t +u)) + E[X ()] E [X (¢t + u)]}

17



X {cov (dN(t),dN(t +u)) + E[dN(t)] E [dN(t +u)]}
= Ry (u) [Cn(du)dt + B*dtdu)

= Rx (u) [Cn(du) + B%du] dt.

Donc

jiz (du) dt = R (u) [Cn (du) + B2du] dt = dCS (u) dt. (2.5)

Si nous définissons la mesure pp, qui est o-finie, par
iy (B) = / [82%du + Cy(du)] , B € B(R)
B
alors

i (B) = [ R () (du) = BRx(000(B) + [ R[5 + e ()] du

est une mesure o-finie sur B(R).

Nous définisssons la densité spectrale ®; du processus d’accroissement Z par

1 oo —iuA 1 oo —iu\ (2)
oy (N) = o e "y (du) = o e "“dCy (u)
= ﬁR (0) + L e "Ry (u) (8% + en(u)] du
o N 27 ) oo X N ’

Nous allons mettre en évidence une relation entre ®; et ®x, qui va servir de principe de

base a ’estimation de ®x.

2 +oo 400
Dy (N = £ / e "Ry (u) du + %RX(O) + iﬂ / e " Ry (u) en (u) du.

2T — 00 —00

Mais nous savons que

D’ou

e "Ry (u) ey (u) du. (2.6)



ou

1 oo
U\ = %/ e~ "ren (u) du, ey € IL. (2.7)

— 00
Notons que @7 est bornée, uniformément continue, mais elle n’est pas intégrable en général.

Définissons

en (u)
u) = —5——>—. 2.8
v = 29
Sous la supposition que
1 too
yeEILietT'(\) = o / e~y (u) du € TLy (2.9)

et grace a la relation (2.6) nous obtenons

1 oo

B ()= {@Z(A) —%RX (0) —/_OO

T(\—u) [@Z (u) — %RX (0)} du} . (2.10)

En effet nous avons

2 B 1 oo —tuA
37 ()\) =[Py ()\)—F%RX (0)4-%/_ e Rx (u)cN (u) du
d’ou
+oo
BBy () = By (A) — %RX (0) - % /_ ¢ R (w)en (1) du.
+o0 )
By (\) = % {cpz () - %RX 0) — % /_ R () cN(u)du}
par utilisation de (2.8), nous obtenons
1 1 [t
Bx ()= 5 {cpz ) - %Rx 0)~ 5 /_ e R{u)a() [67 + en(w)] du}.
Mais
L[ e "Ry (u) [B* + en(u)] du =Dz () — E (0)
2m X Nl au =%z o XV

—0o0
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ce qui donne par la formule (2.9)

ox ()= {@Z )= R0~ [ :o (A - ) [@Zw - %Rx@} du} .

2.3 Estimation

Etant donné les observations {X (75), 7k} <p<nr) 00 T > 0 et N(T) est le nombre de
points dans [0,7], nous estimons ®y comme suit.

Premiérement soit I7 le périodogramme donné par

2

1 T
Ir(\) = 5= | [ e™dz
") =527 || ez
= Ly VP = (N () (2.11)
T zT T zT zT ’

ou

dzr () = /0 ' eTAX(t)AN(t).

Le périodogramme est un estimateur asymptotiquement sans biais de la densité spectrale
du processus Z, mais il n’est pas consistant ; en le lissant par la fenétre spectrale Wy nous
obtenons 'estimateur

A +oo
CI)Z ()\) = WT()\ — u)IT(u)du (2.12)
— 00

avec

WT ()\) = biW <bi> et limbT =0
T T T—4o00

br est le paramétre de lissage.

W est une fonction réelle, paire, c’est une fonction de poids, qui satisfait

“+oo
WelL NILy et W\ dx = 1. (2.13)

— 00
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En utilisant (2.10) nous estimons ®x par

+oo
By (V) = ﬁi {$Z N~ L hy (0 - [ te-u B () du-+ 2 (0) Ry <o>} (2.14)
Ry (0) = % /O "X (2.15)

et d’aprés (2.9)

A
Nous allons réécrire ® xdune maniére qui fait apparaitre explicitement sa dépendance des
observations et le rend clairement utilisable pour des calculs pratiques.

Soit la fonction

+oo
w (t) :/ W (A) dA (2.16)
D’aprés (2.11) on a
| V@ N
— —i(Tj—TE)A
Ir(A) =5+ e T X (75) X (13
Jj=1 k=1
On a aussi v
A 1
Rx (0) = — )(2 T
Montrons que
A N(T) N(T)
Px (A 5 > > ey by (15 — )] [L =y (15 — T X (75) X (73)  (2.17)
27TB T ol
J#k
En effet

Par la substitution de (2.11), (2.12), (2.15), (2.16) dans (2.14), le fait que
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Wr (A) = AW (&) en effectuant des changements de variables, nous trouvons
br br

Oy (\) = BZ{QWT/ / [br (t — )] e 79X (¢) X (s) AN () dN (s)
__RX

27T / / U 6”(“)du}w[bT (t—s)] X (t) X (s)dN (t) dN (s)

B
+57(0) Fox (0)}.
Par un changement de variable v = A — u et par l'utilisation de (2.9) nous trouvons

+o0 A A +oo . .
/ T ()\ _ u) ezu(s—t)du _ e—z)\(t—s) / F(,U)ew(t—s)d,v _ e—z)\(t—s),y(t _ S)

—0o0

D’ou
Iy (V) — i ﬁ / / w br(t — 5) e—iW—S)X(t)X(s)dN(t)dN(s)—%JA%X(O)
%T / / (t = 8)w [br (¢ — )] e X (8) X () dN (£) AN (s)
0 R 0))
Mais
A 1 T )
Ry (0) =57 [ X 0an ).
D’ou

By () = %{ﬁ / / wbr (t— 5)] e =9 X (£) X () dN (£) dN (s)

X2 (t)dN(t
C2nT /

_[ﬁ /0 /0 y(t—s)wlbr (t—s)] e X (t) X (s) AN (t)dN(s)

T
570 [ X @an ()
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1 N(T) N(T)
=5 | 2o 2 ¢ T wler (g = ol =y (7 = ) X () X (7)
j=1 k=1
k#j

2.4 Propriétés de ’estimateur

2.4.1 La consistance en moyenne quadratique

Posons

Kr()) = / "I O w) W () du (2.18)

— 00

Notons que par le théoréme de Fubini nous avons

/joo [Kp (V)] d) < /joo \r(u)ydu/_+°° W ()] du < oo (2.19)
et
+oo +o0
Kr(\) dA = / T (w) du =~ (0) (2.20)
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A
En utilisant (2.12) et (2.14) lestimateur ®x s’écrit sous la forme plus compacte suivante

Dy (\) = %{/+WWT(A—U)IT(u)du—/+OOF()\—u)[ T W (4 — ) Ir (o) doldu

—00 —00

1—~(0)4

= % {/;OOIT(U)WT(A—u)du—/J:O/J:OI‘()\—u)WT(u—U)IT(U)dvdu}
_1_2775(0)?3)( ).
Mais

/_:O/_:OF(A—u)WT(u—v)IT(v)dvdu = /+OO [/JFOOF()\—u)WT(u_U)du}[T(U)du

— 00 —00

+o0o
= Kp(A—=w)Ir (v)dv
D’ou
> _ L u —u) — —u u—l_V(O)A
Ox (A) = 7 /_OO I (u) [Wr (A = u) = Kr (A —u)]d onp 1x (0) (2.21)

Etude du biais

A
Premiérement, nous démontrons que FE [CI) X ()\)} ne dépend pas asymptotiquement du
processus {7} .
Pour cela utilisons le résultat suivant (cf [2], théoréme 4.1).
Si
+0o0 2)
/ 1+ \u\)d‘C(Z (u)‘ < 0 (2.22)

—00

Alors
cum {dZ,T ()\) adZ,T (u)} =2 Dp ()\ + u) o, ()\) + 0 (1)
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ol
1 efi)\T

T _
Dr(\) = / et = ———— si A #£0. (2.23)
0 Z)\

Et le terme O(1) est uniforme en .

Nous déduisons que

Ellr (M) = ﬁcum {dzr (N\),dzr (=N} =27 (\) +0 <%) _

Par ailleurs

A 1 T
E [RX (0)] - /0 Ry (0) Bdt = R (0).
Rappelons que K7 € IL; oun Krp(\) = fjfj I'(A—u) Wr (u) du.

Mais
By (A) = — /+OOIT(u) [Wr (A —w) — Kp (A — )] du — 1905 0).

N . 278

Alors par I'application de théoréme de Fubini

E[%X(A)] _ i/+°o{q>z(u)+o<%>}[WT(A—u)—KT(A—u)]du

JC
1—~v(0)
B 213 Ex (0)
1 [t
- 2 /_OO Oz (u) [Wr (A —u) — Kr (A — u)] du (2.24)
1—~v(0) 1
_ 5 Rx (0) + 0 <T’>

Posons

Nous rappelons que
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Par le théoréme de Fubini il vient

1 “+o00 +oo ivu (2)
J o= o e [Wr (A —w) = K (A = w)]dCy” (v) du
+ +00

- +m -
_ [ / W (A — ) du — / e~ Ko (A — w) du| dC2.

27 —o0o —0o0

Par des calculs élémentaires, nous montrons que
too 4
/ e MW (A — u) du = e (vby) .
—0o0

Et
too .
/ e K p (X —u) du = ey (v) w (bro) .

—00

En rappelant que ( voir(2.5) )
dCY (v) = Rx (v) {B2%dv + C (dv)} .

Et d’aprés (2.8)

62
1—v(u) =
) en (u) + 52
Nous arrivons en sachant que w (0) =1 a
Elay o] = L [ e my () w(bpudu+ 0 (X
X = o . e X (W) w(oru)au T
400 1
= WT(A—u)CI)X(u)du—FO(?).
Ce qui montre par le théoréme de la convergence dominée que
A
E [CI)X (A)] — ®&x () quand T — oo. (2.25)

Nous avons obtenu le résultat suivant.
Théoréme 2.1 (Lii et Masry 1994)
Soit X un processus o temps continu, stationnaire, de moyenne nulle, de fonction de co-

variance Rx € ILq, et de densité spectrale ®x. Soit {11} un processus ponctuel stationnaire,
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indépendant de X, d’intensité moyenne [ de densité de covariance cy € 1Ly et tel que (2.9) soit
vérifiée. Si W satisfait (2.13) alors Uestimateur de la densité spectrale <[I\> x est asymptotiquement
sans biais.

Nous avons besoin du corollaire suivant qui donne le biais, dont la preuve est donnée dans
I’appendice.

Corollaire 2.1

Si en plus on a, pour un entier n, n > 0
(i) u"Rx (u) € IL;.
(ii) w est différentiable jusqu’a Uordre n avec w™ bornée et continue.

Alors

1

- M@E@ (A) +o(bp) +0 <f>

E[c%x (A)] =dx A+ i

En particulier si n = 2 en notant que w® (0) =0 et que w est paire, nous trouvons

biais [%X (A)] = _Mj%g? (A\) +o0 (%) +0 <%> (2.26)

qui est indépendant du processus d’échantillonnage.

Etude de la covariance

A
Avant d’établir la covariance de ® x nous supposons :

Hypothése 2.1
pour l'entier K > 2
a)
/ (1 + |uyl) cg];) (Ug,...up—q)|dug...dup_1 < oo, pour 1 <j<k—1let2<k<K, (2.27)
RE—-1
ol cg];) est le cumulant d’ordre k du processus X, (cg?) (u) = Rx (u)) .

b) ¢ (0,u,u) € ILy NI L.
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c)
/ (1 + Ju ) cg\lﬁ) (U1, ey ug—1)| dug...dug—1 < oo, pour 1 <j<k—1let2<k<K, (2.28)
Rk—1

(®)

ol cy’ est défini par

cum{dN(t1),...,dN (ty)} = cg\lﬁ) (ta —t1,..,tx —t1) dty...dty, pour des t; différents.

Notons que c%) (u) = cn (u) et que Phypothése (2.1) exige que E|X (£)|F < oo, et que

E|dN (t)|* < o0, pour l'existence des cumulants cg];), cgl\;) pour2 < k < K.

Nous définissons les cumulants C(Zk) (uq,...,up_1) du processus d’accroissement Z par
cum {dZ (tr) ,..,dZ (tx)} = dC) (tg — t1, ooos ty — 1) dty...dty, (2.29)

k R . , .
et C'(Z) est a variation bornée sur les cubes finis.

Alors sous a) et ¢) de 'hypothése (2.1), (cf [2] ) on a
/ 1+ Jui|) d |CF) (uy, ...,uk_l)( <oo,pour l<j<k—let2<k<K (2.30)
RE—-1

Le k™€ cumulant du spectre CI)(Zk) (A1, .oy A1) est défini par

1

k
CI)(Z) ()\1, ceny Ak‘—l) = W

k—1
/Rk—l exp —iZuj)\j dC(Zk) (Upy ooy Ug—1) (2.31)
j=1

est bornée, uniformément continue mais elle n’est pas intégrable en général

Notons que CI)(Zk)

et que

o2 (A =, (V).

Sous (2.30) on a (cf[2], théoreme 4.1)

k
cum{dzr (M), dzr W)} = @0 Dr [ SN ] @5 (M, demr) +0(1), (2:32)
j=1

2

IN

kE<K.
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ou dzr = fOT e " X (t)dN (t) et Dy est donnée par (2.23) et le terme O(1) est uniforme

en \.
Nous avons besoin d’hypothéses sur W.
Hypothése 2.2

W est une fonction réelle, paire, uniformément continue sur R et telle que

+o0
W eIL NILy, W (A d\=1.

—00

A
Maintenant évaluons la covariance de ®x.

Théoréme 2.2 (Lii et Masry 1994)

Si les hypothéses (2.1) avec K = 4 et (2.2) sont satisfaites et si by — 0 avec Thbp — 00,alors

pour chaque X\ et p

+oo

cov <<I)AX (A, %X (M)) = %@% (A) [0xp + 0x—p] 3 W2 () da

()~ (7)

1osid=p oot o symbole delta de Kronecker.

0 sinon

ol (5)\# = {
Preuve. Posons

Qr(A) =Wr(A\) —Kr(A),

d’aprés (2.21) on a

A o L o o B O]
b= { [ rwero-wa- Lk 0.

Notons que par (2.13), (2.18), (2.19), (2.20) on a

/+OO‘QT(>\)\d)\§const<oo et +OOQT()\)d)\:1_7(O).

—0o0
D’ou

A A
cov <<I>x (A),Px (u)) =L+ 1+ I3+ Iy,
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ou

L = é R2cov(IT(ul),IT(UZ))QT(A—UI)QT(M_u2)du1du2’

=y (P A
Ig = (2776)2 VAR |:RX (0):| )
_ +o0
I = UT;:SO)] /oo cov (IT (m)JA%X (0)) Qr (A —u1) duy,
. +o00 A
I, = UT;:SO)] /_OO cov (IT (u2), Rx (0)) Qr (1 — u2) dus.

Montrons que
i)

of3).

= 82 (A) [Gap + Or ] +Oow2()cz+ LYio(k
= TbT/84 VA A pb A—p . U o TbT T .

i71) Par I'inégalité de Cauchy-Shwartz et le fait que Qr € IL; on a

i)

I

I3+ 14 =0

(7))

en effet,

A A A
VAR [RX (0)] = cov <RX (0),Rx (0)) = cum (X2 (t)dN (t),X?(s)dN (s))

= G / / 0, —5) 4+ R% (0) +2R% (t — s)}
x {cum dN( dN(s)) + Bthds} R% (0) B%dtds]
< T52/ ‘ 0,7,7) + 2R% (1 )}{B +cN(T)}+R§((O)cN(T)‘dT

BT{ ¢ (0,0,0) + 3R% (0 )}
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D’aprés les hypothéses précédentes
Ry € ILiNILy et cy € ILy donc R% € ILy et Ricny € ILy.

Par b) de I'hypothese (2.1) cg?) (0,u,u) € IL1 N 1Ly, donc cg?) (0,u,u) ey (u) € ITLy.

Nous arrivons a

VAR [JA%X (0)] —0 (%) Cest-a-dire I, = O <%) (2.38)

i1) Afin d’évaluer I, rappelons que

I ) = o b (0 = g () T (0) = 5o () dir (), o
1
cov (Ip (u1), It (u2)) = Wcum {dzr (w1)dzr (—u1),dz 1 (u2)dzr (—u2)}
1
= W[wm {dzr (u1),dzr (—u1),dzr (u2),dzr (—u2)}

+cum {dZ,T (ul) 7dZ,T (UQ)} cum {dZ,T (—ul) 7dZ,T (—UQ)}

+cum {dZ,T (ul) 7dZ,T (—UQ)} cum {dzg‘ (—ul) 7dZ,T (UQ)}]

En utilisant (2.32), nous avons

cov (I (u1), Ir (uz)) = 2r)® T®Y (ur, —ug, uz) + O(1)

(27 T)2
+ 27 Dr (ug + uz) 7 (u1) + O(1)]
X [2m Dy (—uy — ug) @z (—u1) + O (1)]
+ 27Dy (u1 — ug) @7 (u1) + O(1)]
(—u1 +u2) @z (—u1) +O(1)]}

X [27TDT
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2
= ?<I>(Z4) (ug, —uq, ug) (2.39)

+%‘I>ZZ (u1) [Ar (u1 +u2) + Ar (u1 —u2)]

0 (%) (7 (u1) [Dr (w1 + uz) + Dy (ur — )

+@7 (—u1) [Dr (—u1 —ug) + Dp (—u1 + ug)]}

o)

ou
1
Ar(A) = 7 [Dr WP (2.40)
est le noyau de Fejer.
Par la substitution dans I;, nous obtenons
_ 2r (4)

L = — Q7 (ur, —ur, u2) Qr (A —u1) Qr (1 — u2) durdus

8" Jr2

1
+T—54 /2 ®% (u1) [Ar (w1 + uz) + Ar (u1 — u2)] Qr (A — u1) Qr (b — uz) durdus
R

+%0 <%> [R2{<I>Z (u1) [Dr (uy +ug) + Dr (u1 — uz))

+®7 (—u1) [Dr (—uy — ug) + D (—ug + u2)]}Qr (A — u1) Qr (1 — ug) duidug

+%O <%> [{@ QT ()\ - ul) QT (/L — u2)du1du2.

Posons

L=+ Jo+J3+ Jy4 (2.41)

CI)(Z4) est bornée et Qr € I L, impliquent
1 .
Ji=0 <?> uniformément en A et p. (2.42)
&, est bornée, |Dp (A\)| < T et Qr € IL; d’on

1
J3 =0 <?> uniformément en A\ et p. (2.43)

32



Qr € IL; donc
Ji=0 (%) . (2.44)

Pour évaluer J2 nous avons besoin du lemme suivant dont la preuve est donnée dans 1'ap-
pendice m

Lemme2.1 (Lii et Masry 1994).

Sous Uhypothese (2.2),T € IL; et by — 0 avec Tby — 0o quand T — oo on a

_;oo Qr (A —u) A7 (u) du = 27Qr (A\) + 0 <$> 7

ot le terme o (é) est uniforme en A.

Par utilisation du lemme précédent,

g 27 +OO<I>2 ) J
2 = T—BL;/_OO 7 (u1) Qr (A —u1) [Q7 (1 +u1) + Qr (1 — u1)] duy

+o00
+o <TLI)T> / @22 (ul)QT ()\—ul)dul.

— 00

Posons

J2 = Ja1 + Jao (2.45)

®, est bornée, Qr € IL1, d’ou

1
Jog = 0| =— | uniformément en X et p. (2.46)
Tby
Il reste a évaluer Jog.
1r +o0 )
Jo = 75 D7 (u1) Qr (A — ur) Qr (1 + uy) duy
T +o00 )
+T—54 D7 (u1) Qr (A — u1) Qr (p — u1) duy.
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D’apreés (2.18) et (2.34) on a

Qr(A—w)Qr(ptu) = WrA—u) Wr (u+ur)

+oo

—Wr ()\—ul)/ T (£ up — o) Wy (v2) dug
+o00

—WT (uiul)/ I‘()\—ul —Ul) WT (Ul)dvl

+oo +o00
—I—/ / FTA—up —v) T (ptug —v9)

xWr (v1) Wr (ve) dvidus,
=F +Fy,+ F3 + Fy. (2.47)
Ainsi, Jo1 a quatre termes
Jo1 = Jyy + Jay + Ty + Ty (2.48)
Joy = ;—;/_;OO@%(A—bTU)W(v) [W <”;;A —v) +W <“b_TA —H)ﬂ dv.

Notons que par (2.13) W € IL1 N 1L et par I'hypothése (2.2) W est uniformément continue
et paire d’ou

W (u) — 0, quand |u| — oc.

Ainsi le terme sous le signe intégrale tend vers
®% (A\) W2 () [6x—, + 6x,), quand T — oo

et borné par une constante.Par le théoréme de la convergence dominée, il vient

’ 21 +oo
TbrJy — F(DZZ (N) [0+ 62— 4] W2 (v) dv. (2.49)

—00

®, est bornée, alors

" const [T° too
| < [ wr@ldn [T @)

— 00 — 00
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donc

Jyy =0 (%) uniformément en A et p. (2.50)

De la méme maniére nous montrons

Jyy = O (%) uniformément en A\ et p. (2.51)
Finalement
| < [ e laen [ 1w s [0 @l
d’ou

"

1
Jyy =0 <7“> uniformément en \ et p. (2.52)

Alors d’aprés (2.48), (2.49), (2.50), (2.51), (2.52)

2r o oo 1
Et d’aprés (2.45), (2.46) on a
hoe 28 (N oant ] [ W@ a0 (L) 4o (2.54)
2 — TbT/84 7 )\711, >‘7_N‘ o v v T 0] TbT . .
Enfin, d’aprés (2.41), (2.42), (2.43), (2.54) on a
L= =2 &2 (\) By + Or ] +OOW2()CZ o (L) 4o (2.55)
1 — TbT/B4 z A A, —u . v v T o TbT . .

Nous avons prouvé ii) et la preuve du théoréme est achevée.

2.4.2 La normalité asymptotique

Théoréme 2.3 ( Lii et Masry 1994)
Si Uhypothése (2.1) pour K > 2, et Uhypothése (2.2) sont vérifiées et si by = O (T~%) pour

0<a<l, alors
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le vecteur aléatoire standardisé

{(TbT)1/2 {(%X (\) - E [(%X ()\z‘)} }” }

i=1
suit asymptotiquement la loi normale de moyenne 0 et de matrice de covariance donnée par

(2.53).

Pour la preuve se reporter a Lii et Masry 1994.

2.5 Cas particulier : échantillonnage poissonnien

Définition 2.1 Posons par convention, Ty = 0, Soit B un réel strictement positif.

Le processus (Tn)n21est un processus de poisson de paramétre 5 si les variables aléatoires
(T, — Tn_l)n21 sont indépendantes et de méme loi exponentielle de paramétre (3.

Proposition 2.1(cf C. COCOZZA-THIVENT) Considérons un processus ponctuel sur R,
de fonction de comptage N, c’est un processus de poisson de paramétre 3 si et seulement si les
conditions suivantes sont vérifiées.

1) N (0) = 0 presque-sirement.

2) Le processus N est a accroissements indépendants, c’est-a-dire pour tout n

et 0<t <..<t, les variables aléatoires N (t1),N(t2) — N(t1),..., N (t,) — N (tn—1)

sont indépendantes .

3) pour 0 < s < t, la variable aléatoire N (t) — N (s) est de loi de Poisson de paramétre
Bt—s).

Soit NV (.) le processus de comptage associé au processus ponctuel poissonnien {7}, alors

d’aprés la proposition précédente on a

EN©O,D] = 6

Cov (dN (tl) ,dN (tz)) = CN (tg — tl) =0

donc ¢y (u) = 0 et d’aprés (2.8) et (2.9) on a v (u) =0et I' (u) = 0.
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Vu les simplifications obtenues dans ce cas, nous avons

1
Px (A) = 7 {@Z (\) — %Rx (0)}
d’ou
A 1 B A
Px (N) = 7 {@Z (V) = 5-Rx (0)}
A A
ou &z et Rx sont définis dans (2.12) et (2.15).
Ainsi
A N(T) N(T)
2x (4 QWTBQ Z 2 expl=i (7 — ol wlbr (7 = m] X () X (ra),
J#k
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Chapitre 3

Estimation de la densité spectrale

d’un processus de moyenne inconnue

Dans la pratique la moyenne d’un processus est généralement inconnue, ¢’est pourquoi nous
allons nous intéresser & ce cas dont les calculs n’ont pas été menés par Lii et Masry.
Soit X = {X(t), —0o < t < +00} un processus stationnaire de moyenne inconnue m estimée

par
N(T)

oy = BLT/O X ()dN (t) = 5_1T S X (7)) (3.1)

J=0

A
donc Emr =m
les mémes conditions imposées sur le processus X dans le chapitre 2 restent valables pour
le processus X de moyenne m dans ce chapitre .

Posons

alors
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nous utilisons (2.17) pour obtenir I'estimateur de la densité spectrale du procesus X par

N(T) N(T)

Dy () 2m6’2T Z Ze =m0y by (r — )] [1 =y (75 = 7))

écrivons @ x en fonction de 'estimateur ®y de Py et un autre terme, en effet

N(T) N(T)

Px () = w?TZ; > e e (=l = (7 =)
J#k

(X(Tj)—m—i—m—?%T) (X(Tk)—m—km—T/}LT)

mais on a Y (t) = X(t) —m, donc

by () = By (A)
N(T) N(T)
27TB2T jzl ; e~ HTi=Tr)A (Tj — Tk)] [1 -~ (Tj _ Tk;)]
x (X (75) —m) (m - nA”LT)
N(T)
_27T;QT Z (1=~ (0)] (X (75) —m) (m _ TZ}LT)
N(T N(T)
27TB2T jzl ; e~ HTi=Tr)A br (15— k)| [1 — v (75 — T%)]
X (X(7x) = m) (m - nA”LT)
N(T)
_ﬁ Z =7 (O (X (75) =m) (m - #LT)
N(T N(T)

g 2 2 T b (=) (L= g = )] (m—

j=1 k=1
1 YD

5 2 =10 (m—ihr)
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QWBZT// T by (s — )] [1 =y (s — )]

(X (5) =m) (m —mr) dN (£) dN (s)

_27T;’2T /OT [1—~(0)] (m—f)\w) (X (s) —m)dN (s)

vorgr [ [ el =0l = (-0

(X (8) = m) (m — i) dN (£) AN (s)

ot [ 1= O () O ) - m)a 9
Tong? T/ / TP w b (s = O L=y (s — 1))

(m— i) dN (8)dV (5

_ﬁ /OT 1=~ ()] (m- #LT)?dN ()

posons
“ A
Px (N =@y (N)+C1+Co+C3+Cy+C5+Cs

3.1 Propriétés de ’estimateur

3.1.1 Etude du biais

D’aprés (3.7), nous avons

E [5)( (A)] —F [c%y (A)} + ZE C]
1) d’aprés le théoréme (2.1) on a

E |:(/I\)y ()\)] — Py (A\)=Px (\) quand T — oo
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2) On a

Al = gz [ [ e - 0= (-
B|(X () = m) (m — inr ) dN (£)dN (s)]

mais on a

avec

alors

CICA 2WﬁgTz/// b s — )] 1~ (5~ 1)
Ry(—3)E N (W)

on a

E[dN (£)dN (s)dN (v)] = [ (s —t,0 —t) + {B (v — 5) + %60 (v — 5)}
HBe (v —t) + 5200 (v — 1)}
+{BD (s — 1) + 8250 (5 — t)} + B3 dtdsdv

ol cg\lf) est le cumulant d’ordre k de N ( voir 'hypothése 2.1 ),

41



alors

E[Cl] =K1+ Ko+ K3+ K4+ Ks. (310)

nous obtenons

Ki = [ (1= D) e ) =7 () R (2 =)

CEV) (T1,72) dT1dT2

| K| < BT /_i /_TT ‘w [br (T1)] [1 — v (71)] Rx (T2 — 7-1)053) (7-1,7-2)‘ dridrs
il st [ [ foler o)1= 0] Rx (= ) o (i) drad

on a Rx,w,ybornées et d’aprés ’hypothése 2.1.c, on trouve

Ki=0 G) (3.11)

De la méme maniére on a

ol <t [ [ folbr (ral 1= 5 () R (72) 62 () + 560 (72

72T

< ﬁ{ [ wbr i = ) R (r2) 9 (70

+o00
g R O [ fwlbrmg 0= (rolldry

(2)

D’une part Rx et v sont bornées et d’autre part w et ¢y’ sont intégrables
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D’ou

1
Ky = — 12
=0 (7 (312
de la méme fagon on trouve que
K; = O 1 (3.13)
5T Tbr ‘
K+ K; = O<%) (3.14)
alors
1
E 1
©1-0(7) (3.15)

3) Maintenant nous évaluons F [Cs], nous avons

L—~ () [T
E[C2] = _W/o E[(X (8) —m) (m mT) dN( )]
N 27TB3T2 / / —t) + % + B (s — t)]dtds
donc

E[C)] = 7[12;23(;” /_ TT <1 - ‘%‘) R (7) [e2 (7) + 8% + 360 (7)) dr

et

[1-40)
Blea) < |

— 00

R () [ () + 5+ o ()

Rx € IL1 NILy et &Y € ILy d'ont

E[Cy] =0 <%> (3.16)
4) commume dans 2) et 3) on a

E[Cs] =0 <%> (3.17)
! E[Cd =0 <%) (3.18)
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5) On a

/ ' / " D b (5 — ] [1—y (5 — )] (m- 717\1T)2 AN (£)dN (s)
0

Cr —
° T orB?T o

2
Par le développement de (m — 7/7\1T) on trouve que

11

E [05] 05 + 05 + 05
ou

/

:Lz ' Te_i(s_t)Aw 7 (s — —v(s— s
=y [ ] br (s~ )1~ (s~ 6] B {dN (1) ()},

G =-—m /0 /0 /0 e (b (s — £)] [1 = v (s — )] B {dN (£) dN (s) dN (v))

et

& = s [ [ [ e w000

[Rx (u—v) +m?] E{dN (t)dN (s) dN (v)dN (u)}

Evaluons Cj,

2 T T
R A A AR LR TER)
[05\27) (s—t)+ %+ B0 (t — s)} dtds

2 2

- 2:%2 /_77: <1_ET‘> e w [br] [1 -7 (7)) { " )( )-i—BQ] d7+ﬁ[1_7(0)]

on utilise (2.8) pour trouver que

62

[1—7(7)]:m
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donc par la substitution dans 'expression de Cé on a

o = (N ey e - 0
o= 5 [ (=R e ulrldr+ g5 - 0)

= K + K,
Evaluons C’g

o = o [ [ [ e -l -a -
[ (s —t,0 —t) + {8y (v — 5) + 5% (v — )}

H{BD (v —t) + 25 (v — 1)} + {BD (s — t) + 8% + B (s — t)}]dtdsdu

D’ou

Cs =K, + Ky + Ky + K,

1"
pour K, on a

K= e [ [ e -l -
[cg\?;) (s —t,v— t)} dtdsdv

alors

. 92 2 T T )
K, = —%ﬂ / / <1 — ‘%‘) e 1Ay [br71] [1 — v (71)] cS\:;) (11, 7T2) dT1dT2

—TJ-T
donc
~ B 3)
‘Kl‘ < WﬁgT/ / ‘w brTi] [1 —v(71)] ey (7‘1,7'2)‘d7'1d7'2
+oo +oo
< / / |w [br71]| [1+ |7 (71)]] ‘ (7'1,7'2)‘ dryidrs

7753T

w et v sont bornées et d’aprés I'hypothése (2.1.c), alors

" 1
i =0(z)

45

(3.19)



1"
pour K, on a

K = e [ [ e b ol (s

g [0(2) (v—138)+B6(v— s)] dtdsdv

m@T?/// TP o (s = O] [L =y (s — 1))

[05\2,) (v—138)+B6(v— s)] dtds

posons T1 =8 —1

To =v —s, alors

i =2 [ (=) e = a1 () + 85 s

cy € ILy,w € 1L et v bornée, alors

" 1

. "
maintenant pour K3 on a

K = s [ e -0
Ié] [05\2,) (v—1t)+ B (v— t)] dtdsdv

alors

e L[ (- T e tbrmd = () o)+ 88

cy € 1Ly, est bornée, w € 1L, donc
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1"
pour K, on a

. m2 T T
K = G [ [ [ e b -0y - )

X3 [05\2,) (s —t)+ %+ 36 (s — t)] dtdsdv

posons T = s —t,

2 T
K = 25 [ () e @0 [ 0+ 6 4 80 0)] ar
2 T A
2
— =018
mais
62
1 J—
REIEe
donc
p 2 T ) 1— 0
K4_ ’n; _T<1_‘_;‘> —iTA [b T]dT—m [WB’Y()]
d’ou
Cé/ _ K:/l/ + Ké/ + Ké/ + K:L/
"o m2 T ‘T‘ —iTA m2 [1 — 7 (O)] 1
05 = —7/_T<1—?>6 w[bTT]dT_—ﬂ'B —|—O<T—bT>

<« 1
Il reste a évaluer C

& = s [ [ [ el

[Rx (u—v)+m?] E{dN (t)dN (s) dN (v) dN (u)}
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ou

E{dN (t)dN (s)dN (v)dN (v)} = {0 (

donc

d’ou

+ﬁcg\?

+ﬁc§3)
(s =)+ B2+ 83 (s = 1) | (u—v) + 83 (u—0)]

+

+32

+3? |c
o

[ (v—t)+55(v—t)] [«
_(2 t) + B6 y—t]—FBQ{cN +B5(u—8)]

s—t,v—t,u—t)
)(v—s,u—s)—l—ﬁcg\?)(v—t,u—t)

(s—t,u—t )—l—ﬁcg\?,’)(s—t v—t)

o (s =)+ B2+ 33 (s — )]
u—S)—FB(S(u—s)]

—i—_cN)(v—s + 36 v—s] [c (u—t)+ B u—t)]

+682 [ (v—s) + B0 (v =)

+32 Cn

@ (4~ t) + 85 (u—1t) ] Ydtdsduvdu.

2W54T3//// e 1= [y (s — )] [1 — 7 (s — t)]

Rx (u—v) E{dN (t

W/ //

E{dN (t)

Kl +K23

s)dN (v)dN (u)}
/ e~y [y (5 — D] [1 — (5 — B)]

27Tﬁle?,//// e~ =DMy by (s — )] [1 — v (s — t)]

RX (u—v) E{dN (t)

EKW)

N (v)dN (u)}
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Pour Kl(l)on a

Ky = s [ [ ] el — ol

RX(u—v)cN (s —t,v—t,u—t)dtdsdvdu

d’ou

Ky = s [ ) [ (- ) e - )

RX (7‘3 —TQ)CEV) (7‘1,7‘2,7’3)d7’1d7’2d7’3
w est continue, 7 et Rx sont bornées, et d’aprés I’hypotheése (2.1.c) on a
n 1
i =0(72)

pour K;/(/z) on a

Ko = 50 [ / [ et - o1 -6 o)

Rx (u —v) cN (v — s,u — s)dtdsdvdu

d’ou

K = s [ ] () emurr -

Rx( Q—Tl)cgv)(Tl,TQ)dTldTQdTg

donc

Kol < i [ [ [ by
33T

‘RX 2—7‘1)65\[) (7’1,7’2)‘d7’1d7’2d7’3
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w € IL1, v et Rx sont bornées, et d’aprés 'hypotheése (2.1.c) alors on trouve que

" 1
K1(2) =0 <T2bT>

A "
de méme pour K1(3) on a

Ky = 5o | / [ et - o1 (s o)

Rx (u —v) cN (v —t,u—t)dtdsdvdu

d’ou
K/// o O 1
16) = 7\ 120y
pour K1(4) on a
" _ —i(s— t))\ - - -
Ky = 5 [ / [ et = 01— s —o)
Rx (u —v) cN (s —t,u —t) dtdsdvdu

donc

Kiy = 27r53T2/ / /< ’le> ST [y (71)]

[1— v (1) Rx (73) &2 (71, 72) dr1dradrs

w est continue, 7 est bornée, Ry € ILjet d’aprés I'hypothése (2.1.c) on a

" 1
o =0(7)
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pour K;,E5) on a

Ky = s | / [ [ et -1 -

Rx (u— v) (s —t,v —t) dtdsdvdu

d’ou

Ko = s [ ) (- ) e e o )

RX (7'3) CEV) (7'1,7'2) dTldedTg

comme dans K f(/ g Oon a
" 1
i =0(7)

pour K . ona

1(6)

Koy = g [, [ ] e el =0l = =0l =
x [ (s = 1) + 824 B3 (s — )] [ (w—v) + 86 (u— v)] dtdsav

d’ou

Kl = 5o [ [ (-2 (1 ) e - ) e
x [ (1) + 82+ 86 ()| [ (72) + B8 (3) | dridry

ol



ona [1—v(r)] [d® (11) + %] = %, don

Ki = 2m6’2T/ / ( |Tl|> <1 - |T—13|> e "Mw [bpT1) Rx (T2)

XCN) (7'2) dTldTg

Rx ) [T (1 Irl\ oo
+27T6T /T 1 T e w[bTTl]dTl

[1—~(0)] (7T |72 @)
v [ (1) e (i,

[1_ ()]RX()

+
2m°T

weIlL,Rx € ILOO,CE\ZI) € 1Ly, donc

" 1
Ky =0 <T—bT>

pour K1(7) on a

» 1 T T T T
Ko = s L [ [ [ e Mooy -0 @)
x[cg\zf)(s—t)—i-ﬁz—i-ﬁé(s—t)] dtdsdvdu

et par un changement de variable on trouve

K = oo o[ (22D (- e - ) )

X [05\2,) (1) + 52 + B6 (11)| dridra

)
- L / / <1_\ﬁ\><1_‘?) ¢~ [byr] R (ra) dridrs

RX dTQ

27T/8T -T <1 B

w € IL1,Rx € ILq, alors
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pour K;’ES) on a

Ko = s [ [ [ ] e w0126 -0l Ry -
[(2( t) + B0 v—t)}[()(u—s)—l—ﬁé(u—s)]dtdsdvdu

d’ou

" 1 T T T )
Ky = g [ [ [ (1) bl R s
[ (r2) + 86 (ra)| [ (r3) + 85 (73)] o

T T
B 27T514T2 -T /—T /_T <1 B ‘T—fli‘> e [brT1][1 =~ (71)] Rx (T3 + 71 — T2)

Cg\z{) (72) c%) (13) dT1dTodTs

27rﬁ3T2 / / < hﬂ) ™ w brr] [L = (11)] Ry (11 = 72)

Cg\r) (72) dridrs

27TB3T2 / / <1 — @) =T, [bTTl] [1 - (7’1)] Rx (7-3 + 7-1)
c( ) (13)dridrdTs

/_i <1 - @> e~ i1 [brT1] [1 — 7 (11)] Rx (1) dry

+
2132712 T

w € ILy,7v est bornée Rx € IL1 N 1Ly, cy (2) € ILq, donc

" 1
Kl(S) =0 <T2bT>

pour Kl(g) on a

K;/E9) - 275 21 32T3 / / / / e My [br (s = )] [1 =~ (s = )] Rx (u—v)
[CSV) (v—1t)+ B (v— t)} dtdsdvdu.
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d’ou

Ko = s [ [ [ (- ) e -y ) )

Cgv) (7'2) dTldngTg,
T .
+27T/3T2 /T/T (1 - |—1}|> e~ w brmi] [1 = (71)] Rx (75) dT1drs

w € IL1,v est bornée Rx € IL1 N ILOO,CS\%) € IL;, dou

" 1
Ko =0 <—T2bT>

n
pour Kl(lO) on a

. 1 T T T T
Ko = g [ [ [ e ulbr =010 -6l Ry -0
[05\2,) (u—s)—i—ﬁé(u—s)} dtdsdvdu

donc

Ko = s [ [ [ (-2 e w2l R

CEV) (72) dridradrs

+2775T2 /—T /—T <1 - Ljﬂ) e w [br71] [1 — v (71)] Rx (73) dT1d7s

et comme dans Kf(/g)

on a
" o 1
Kl(lO) =0 TQbT

pour K" | ona

1(11)

K = sy | [ [ [ e uler =0l = (- ) Ry (a v
X [05\27) (v—3s)+p0(v— s)} [cg\?) (u—1t)+ 86 (u— t)] dtdsdvdu
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alors on trouve que

Ky = 2w54T2/ / / ( |Tl|> e TP w [bp7y] [1 =y (71)] Rx (73 — 71 — T2)

><cN (TQ)CN)

27T53T2/ / ( |ﬁ|> e M wlbrm] [L = (1)) Rx (2 = 71)

XC%)(TZ)dTldTZ

27r63T2 / / ( |Tl|> e T w [brri] [1 =7 (r1)] Rx (13 = 71)

XCEV) (13)dr1dT3

T
+277512T2 /_T <1 — ‘%‘) e My [br71][1 — v (71)] Rx (—71) dT1

73 d71d72d73

w € Ly, est bornée Rx € [ L1 N ILOO,CE\Z,) € ILq, alors

n 1
Ky =0 <T2—bT>

"

pour K1(12) on a

. 1 T T T T
Ky = g [ [ [ el =010 -6 -0l Rx -
X [05\2,) (v—s)+ 86 (v— s)} dtdsdvdu

donc

Ko = 5o [ [ [ () w2l R )

XCN) (T2) dr1dT2dT3

+27TBT2 /_T /_T <1 N ‘T—{;‘> e T w [brmi] [L — v (71)] Rx (73) dr1dTs

w € L, Rx € 1Ly, est bornée, alors

" 1
Kt =0 (72
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m
enfin pour K1(13) on a

Ko = 5opm [ [ [ e ulbr -0t -n - )Ry (-
X [cg\,) (u—1t)+ 56 (u— t)} dtdsdvdu

donc

Ko = 5o [ [ [ (=) el R o)

XCN) (12) dr1dTodTs

27TBT2 / / < ‘Tl‘> e ™ w [brri] [1 — v (m1)] Rx (73) dridrs

w € L, Rx € 1Ly, est bornée, d’ol

mais "
Ky =) Ky,
=1
d’otu
" 1
K'=0(— 321
" =0(z;) (3.21)

. "
Evaluons maintenant K,

" _ T e —i(s—t)A 7 (s — _ S —
K, 2W54T3 / / /0 ) wlbr (s = )] [1 =~ (s — )]
xE{dN N (s)dN (v)dN (v)}

St

Kiyy = WW [ et - ol o)

(s—t v —t,u—t)dtdsdvdu
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il vient

Kify = WW [ (=B emwemin =

CN (7'1,7'2,7'3) dTldngTg,

w est continue, 7 est bornée, et d’aprés I'hypotheése (2.1.c) on a

" 1
K =0(72)

Kiy = Wng [ et - o - -0

N (v — s,u — s)dtdsdvdu

d’ou

Ko < % [T [T -

‘ Tl,Tz‘dTldTQdTg

w € I L1, 7 es bornée, et d’aprés 'hypothese (2.1.c) on trouve que

" 1
K2(2) =0 <T2bT>

Koy = Wng / / / / N for (s = O] [L =7 (s — )]

(v —t,u — t) dtdsdvdu

d’ou

" 1
Hoy =0 <T2bT>



pour K;,E4) on a

Ky = Wng [ [ [ et s-nn-ae-o

(s —t,u —t) dtdsdvdu

d’ou

Ky = s [ (1= e

1= (r0)] e (r1,72) dradrs

w est continue, 7 est bornée, et d’aprés I’hypothése (2.1.c) on a

" 1
K2(4) =0 <f>

Kie = Wng [ et - o - -0

(s —t,v —t) dtdsdvdu

d’ou

Ky = ooz [ [ (=) e b = )

CEV) (T1,72) dT1dT2dT3

n
comme pour Kz( g On a
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Ko = s [ [ [ et — o= -

X [05\2,) (s —t)+ B2+ 36 (s — t)] [cg\,) (u—v)+ B0 (u— U)] dtdsdv

d’ou

o = g2 [ (5 () e

X [cg\,) (11) + B% + Bdo (7'1)} {05\2,) (T2) + Bdo (7‘2)] dridT

ona [1—(11)] [0(2) (1) + 52] = (2, alors

" . ’7_1’ ’T2’ —iT1IA
S (e

XCN) (12)dr1dT2

m? r ‘Tl‘ —iT1A
+27TBT / <1 — T) e w [bpT1]dT1

2%63Tm/ < M) W (r2)dr:

[1—~(0)]m
2m 32T

w E ILl,cg\zf) € 1L, dou

" 1
Kye =0 <T—bT>

- A A A A O [T )

X [cg\?) (s —t) + B>+ Bdo (s — t)] dtdsdvdu

2 T T
= oo [ el =)= =)
X [05\2,) (s —t)+ 3%+ oo (s — t)] dtds
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et par le changement de variable 7 = s — t on trouve

Ky = oz [ (=) e - )
x | (r) + 82+ 5 ()| dr

2 T T ir 2 1— 0
= 2:'162 /T (1 — |—T|> e~ My [bpr] BPdT + w2 =70 [27r;( )

car [1 =7 (7)] [ (7) + 67| = B2, dron

Ky = g [ ] e ubn6-l1-6-0)

[05\2,) (v—1t)+ B (v — t)} {cg\,) (u—s) 4 Bdo (u — S)] dtdsdvdu

d’oll

K/// . m2 T T T 1 ’T1’ —iT1A b 1
28) = Sepirz f o) o)\ T T )€ w [br7i] [ =7 (71)]

[05\2,) (T2) + Bdo (72)} [0(2) (T3) + Bdo (7‘3)] dridrodrs

B 27TB4T2/ / / <1_@> bl =y (m)

&2 (Tz)cgv) (13) dr1dT2dT3

Y (R T—

CEV) (19)dr1dT2

i [ [ (=) i

cg\?) (13)dridrdTs

(1D g d
o |\ )¢ w [br71] [1 = (71)] dr
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w € ILq,~ est bornée ,05\2,) € ILq, donc

" 1
Hay =0 <T2bT>

Ky m2 /T/T/T/T =0 by (5 — )] [1 = (s — 1)]
= — e VT by (s —t —v(s—t
20 218273 Jo Jo Jo Jo

[0(2) (v—1t)+ Bdg (v — t)} dtdsdvdu

B 27752T / / < hﬂ) e [br7a] [1 = (71)] cg\?) (12) dr1dTo
+27TBT /—T <1 ‘TTl‘) e wbrm][L = (r1)] dry

w € ILq,~ est bornée ’65\2[) € 1Ly, dou

" 1
Ky =0 <T—bT>

Ky = s [ [ [ e e -l -a -0

[ @) (4 — 5) + B (u— s)] dtdsdvdu

Cn

- s [ )i

CSV (19) dr1dT2

2 T _
+27TBT /_T <1 — ‘%‘) e Ay [br7T1] [1 — 7 (71)] dT1

et comme pour K2(9) on a

" 1
i =0 (73;)
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Ky = s [ ][ e ulbr -0l = -0

X [05\2,) (v—15)+ Bdg (v — s)] [cﬁ) (u—1t)+ B (u — t)] dtdsdvdu

B 27TB4T2/ / / (1_@> et )

XCN (7'2 CN) 7'3 dTldedTg

2WB3T2/ / < w) ™ w [brri] [L -y (71)]

X CEV) (72) drdTo

27r63T2 / / <1 - @) T [brri] (1= (1))

X CEV) (13) dr1dT3

+ m? /T 1— @ eIy [br71] [1 — 7 (71)]dT1
23212 J_p T

w € ILq,~ est bornée, = 11,1, d’ou

N
n 1
K2(11) =0 TQ—bT

Ky = s [ [ [ e el -a -0

X [05\2]) (v—1s)+ By (v— S)] dtdsdvdu

d’ou

Ko = gz [ (=) e mwbem = )

XCN) (7'2) dTldTg
m?> [T |71 iT1 A
4 —1T1 o
s /T (1 £ )e wlbrri] [1 - 7 (r1)] dry
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w € ILy,,~ est bornée, donc
" 1
e

enfin pour K2(13) on a

Ky = s [ [ [ [ e e -ni-n -0

X [05\2,) (u—1t)+ Bdo (u — t)] dtdsdvdu

N 27752T / / < hﬂ) e w brri][1 =7 (r1)] € (r2) dridrs
+%ﬂT/;<1 Zﬂ)aﬂﬂ brmi] [1 = (r1)] dry

w € ILq,,7 est bornée, d’ou

" 1
Kynsy =0 <T—bT>

mais
Ké// _ Z KIII
donc
" m2 T ‘7" [1 — 7 (O)] 1
K, —— 112 —iT1A -
2 27 J_rp < T) brma]dr + 273 M <TbT>
or
C’é// _ K:/l” K;”
m?® [T 7| A *[1=~(0)] 1
_ 1 1 —1T1 _
o | o < T ) e [brTi]dT + 5B +0 <TbT>
et

E[Cs) = Cs + Cs +

111 1
Nt
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d’ou

E[Cs] = 0 <TLbT) (3.25)
6)
T 2
E[Cs = —ﬁ /O [1—7(0)]E[<m—7§\w) dN(t)} (3.26)
= Cy+Cq +Cg
Cy = —5opr [ 1= O1BEN (1)
=~ [ =)
= 55 1=
d’ou
Cs =551 (0) (3.27)

= // -~ s)dN (s) dN (1)

27763T2
- o[ / S —
2 2 )

_ #[l_v (0)] /0 /0 en ( s—t)+65o(s—t)]dtds+w
posons T =t — s

7 2 T ) 1 - O
ey € 1Ly dou

_m =y (1
@ ™ o <T> (3.28)
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. , 1
maintenant évaluons C’6

& = s [ [ OB 6 X N (v @ av o)
_ 2wﬁ4T3/ // 1=~ (0)] [Rx (v — s) + m2|E[dN (s) dN (v) dN (£)]

- 2w64T3/// (L= (O Fx (0 = 5) +m

X[cg\,) (s—t,v—1t)
+B{EY) (v — 5) + B0 (v — 8)} + B{c) (v —t) + Bdg (v — 1)}
+B{cD (s — ) + B2 + B (s — t)}]dtdsdu

" "

— Ay A
ou
ZAI( ZA
€ - L[ [
+8{c (v — 5) + 880 (v — )} + B{c (v — 1) + Bdo (v — 1)}
81 (s — ) + B2 + B (s — t)}]dtdsdv
™
B 2WB4T2 / / < ‘Tl\> Rx (12 —71) 053) (71, 72) dridrs
d’ou
" too oo
‘Al(l Wﬁ4T2 / / ‘RX To — 7'1 7'17 7_3) dridrs

Rx € IL, et d’aprés ’hypothese (2.1.c) on a

" 1
i =0(7)
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1(2 - 2W63T3 / / / (v—s {CN v —8) + B0 (v — ) }dtdsdv

L L0
_ [12; g3(19)] / 7; (1 _

Ry € Lo, € ILy, d'ot
" 1

Ay = - %ﬁng / / / (0 — ) {1 (0 — t) + 860 (v — 1) dtdsdv

7]

) Ry (7) {2 (7) + B0 (7)}dr

) R (7) 2 (r) dr - %Rx )

S5~

|

d’oll

_ T T
Ay = 5[ [ (1= ) Ry o i) () + 80 (rparars

/
= _[12;52;02)] /_TT /_T <1 - ‘%’) Rx (7'2)053') (11) dT1dT2
R

[L—~ )] [*
s /_ Ry (72) drs

Ry € ILy, ¢ € ILy, d'on

1 1— 0 T T T ) ,
Ay = _[277573;3)]/0 /0 /0 Rx(v—s){cg\,)(s—t)—kﬁ + B8 (s — t)}Y]dtdsdv
e () B o) 1D (s . b
T 2nBRT /0 /0 /0 Rx (v—s){cy (s —1) + Bdo (s — t)}]dtdsd




Rx € ILy NILy, &Y € ILy, dott

" ]_
A1(4) =0 <f)

e

donc

. "
Evaluons maintenant A,

Ay = - 27TB4T3 /// (s —t,v—1)

+8{c? (v — 5) + B0 (v — )} + B{SY (v — 1) + Bo (v — 1)}
+8{cD (s —t) + B2 + B (s — t)}]dtdsdu

"

pour A2(1) on a

Az(l) =— 27TB4T3 / / / (s —t,v —t)dtdsdv

T 27754T2 / / < hﬂ) Rx (r2 —11) CS\:;) (T1,72) dT1dT2

d’ou
" +oo +OO
‘A2(1 ‘ aS 7764T2 / / (11,73 ‘dﬁde
d’aprés I'hypothese (2.1.c) on a
" 1
A2(2) = = 27_‘_53713 / / / {CN + 5(50 ('U - S)}dtdsdv
m? [

= — 27753T2 / / {c (v—s)+ Bdo (v —s)}dsdv

Hﬂ

= - 271'63T /T< _?> {e (r) + B0 (7) hdr

2) m?[1 —(0)]
> (1)dr — om BT Rx (0)
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) e ILy, don

pour A, .. on a

2(3)

Ay 3y

c%) € ILq,dou

pour Ag@) on a

"

Ag)

2 e ILy, don

n 1
A2(2) =0 <T)

_ 27753T3 / / / (D (v ) + B8 (v — t)}dtdsdv

2

_ _W/ /{CN (0 — 1) + B (v — t) }dtdv

) ) () + B8 () }dr

_m2 [1—
27752T
1
40 =0(z)
- 27r53T3 / / / e )+ B% + Bdo (s — t)}]dtdsdv
2wﬁ@r2 j/ j/ { t) + Bdo (s — t)}|dtds
m? [1 =~ (0)]
23

- ) e

m? [1 —(0)]
23



Donc

5 2
. s m [1 -7 (0)] 1
AZ - i:E - Al(l) - —4271_5 + O T

Il vient
271 _
et
12 1" 1 1
E[Cs)=Cs+Cs +C5 =0 <f) : (3:30)

Finalement, nous concluons que

E [5)( (A)] — By (\) + iE (C)) = Dx (A)+ O <TLbT> (3.31)

Théoréme 3.1

Soit X un processus a temps continu, stationnaire, de moyenne inconnue m, de fonction de

covariance Rx € IL4, et de densité spectrale ®x et soit {1} un processus ponctuel stationnaire,

indépendant de X, d’intensité moyenne [ de densité de covariance c € 1Ly et tel que (2.9) soit

vérifiée. Si W satisfait (2.13) alors Uestimateur de la densité spectrale ® x est asymptotiquement

sans biais.

Sous les conditions du corollaire 2.1 on a

biais [5)( (A)] - —w o (V) +o(b7) +0 <TLbT>
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Chapitre 4

Simulation

4.1 Discussion et exemples

Notons premiérement que les théorémes (2.1) et (2.2) impliquent que lestimateur de la
A
densité spectrale ®x converge en moyenne quadratique vers ®x quand T — oc.
Pour obtenir le taux de convergence, nous supposons que le corollaire (2.1) est vérifié pour

n = 2, dans ce cas le terme dominant du biais est

SUAAUPLIN (4.

et par (2.33) le terme dominant de la variance est

7@22 ()\) [1 + 6 ] w2 (u) du (4 2)
(Tb7 )54 0 —00 .
ou, rappelons le
o (A) = [°® (>\) + _2 R (0) + —2 / e AR (u) c (u) du (4 3)
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E [‘%X (A) — @x (A)r = Var [(%X (A) — @x ()\)} + {E [‘II\)X (A) — @x ()\)} }2
~ Var {%X (A)} n {bz’az’s [%X (A)} }2

est minimum si chacun des termes est minimum, en posant by = T~% on doit minimiser

1
b%"‘i‘ ﬁ — T74a _'_TCKfl’
T

log4 1

logT 7 5

en dérivant, en obtient o = % +

le taux asymptotique optimal de la convergence en moyenne quadratique est T7—%/% obtenue

par by «~ T—1/5
alors
2
o [A > [P W] 9 ‘oo
T*°E |®Px (A) —®x (N)| — 1 +E<I>Z (A) [1 4 dg 2] W* (u) du. (4.4)

Nous comparons en premier la performance de la moyenne quadratique de ’estimateur
A A
®x a temps discret avec 'estimateur classique de Parzen ®x ¢ & temps continu, basé sur les
A
observations {X (¢),0 < ¢ < T}, ce dernier a le méme biais que ®x et sa variance est

2T oo
D% (A) [1+ o] W? (u) du, (4.5)

A
Var [CDX,C ()\):| = T—bT .

(cf Parzen 1967)

Vu que les deux variances comportent des termes communs, il suffit de comparer

+o0 . 2
V(N =% ()) = [cpx (\) + R;; (50) + 27352 /_ e ™ Ry (u) ey (u) du (4.6)

et
Vo (A) = [@x (\)? (4.7)
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Notons que

Rx (0) 1 oo —iu 1 oo —iu
o7t | L R e @i [ e R () a0 (1) 2 0

car dC est la mesure de covariance et nous concluons que V (A) > Vi (A), VA donc il n’y
a aucun processus ponctuel alias-free qui fournit une variance de <[I\> x (A) plus petite que celle
de </I\> x,c (N).

Parmi les processus ponctuels alias-free, le processus ponctuel de poisson est le plus simple et
fournit Pestimateur le plus simple pour ®x. Dans ce cas ¢y (u) =0 d’ou y(u) =0et I'(u) =0

A
donc lestimateur ®x (u) de (2.14) devient plus simple et nous avons par (4.6)

Rx (0)7?
216

V(N = [@x () + (4.8)

Soit g la densité de la loi Gamma, on a
- w k=1,=kBuq E>1
Considérons le processus de renouvellement, (7),) généré par la densité
g(u)=(1-a)g (u) +ags(u) ot 0<a<l.
Ceci veut dire que

Tn = In-1 +£n (TO = O)

ou &, sont des variables identiquement indépendantes et distribués de densité qg.
Notons que le processus de Poisson de parameétre S est un processus de renouvellement

généré par la densité

56_5u1[0,+oo[ (u).

En calculant V' (\) , donnée par la formule (4.6) , dans le cas ou le processus d’échantillonnage
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est (Ty,), Masry et Lii ont montré que
V(A) <V, (N, VA

A
Ensuite ils ont évalué le facteur d’amélioration pour la variance asymptotique de ®x (\) en

utilisant le processus d’échantillonnage (7},), généré par g, relativement au processus d’échan-

tillonnage Poissonnien.

Ce facteur est donné par

RGOy

les calculs ont été meénes pour Ry (t) = o2e " p>0 et pour & = 0.9 et ont donné

P+ 28w (p+a)’+ A2 (p+az) + A2

R RGCEER
Vp (A\) = [a {(p2+)\2)+27fﬁ}]

V(A):[gQ{((p/W) i 1 +1[(Bl(,0+a1) n Bs (p+ a2) }H

ou

ap = §[4+a+\2/04(8+04)]
a = §[4+a—2a(8+a)]
N T 702
b = a[2+ Yo (8+ )
N T . 702
By _a[2+2a(8—|—a)

La figure 4.1 a été tracée pour p =7, |A| <20 et 0 < S < 10 et donne le facteur d’amélio-

ration en fonction de A et . Il est clair que f (A, ) > 0 et que pour les grandes valeurs de [3,

le facteur d’amélioration atteint 50% pour les grandes fréquences .
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Pour avoir plus de détails la figure 4.2 donne f (X, ), en tant que fonction de A, pour les
valeurs 5 =0.4,1,2 et 3.

Nous pouvons y voir que pour A dans l'intervalle [—73, 7] le facteur d’amélioration est
substantiel.

Ainsi dans cet intervalle :

pour § = 0.4, f(\ ) atteint 23%

pour 8 =1, f () 3) atteint 28%

pour 5 =3, f (A, ) atteint 40% pour 3 < |A| < 16 et pour les grandes valeurs de 3, f (), )

approche 50% quand on s’¢loigne de l'origine (voir la figure 4.1).
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le facteur amélioration fllamda, betajen fanction de lamda et beta

FiG. 4-1 -

(6]



le facteur
0.7 4

0.6 -

HHaS

0.4 -

0.3 H

0.2 —

0.1

arnélioration en fanction de lamda pour des valeurs choisies de beta

......................................................................

20 15 10 5 o -4 S0 =15 20

larnda

Fig. 4-2 -
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4.2 Calcul d’estimateurs

4.2.1 Processus de Gauss Markov

Soit X = (X (t)),cp+ un processus réel, Gaussien, stationnaire et centré de fonction de co-

variance C et de densité spectrale ¢ données par

C(t) = exp(—[t)
1
7r(1+)\2)

la méthode de simulation de ce processus est comme suit

pour tout couple (¢,¢') (t >t >0), ona
X () = X (t)exp (= (t — ') + Ziy (1 +exp (=2 (£ —1)))"/?

(cf Messaci (1986)).
ou Z;p est une variable gaussienne standard et ot pour toute suite croissante ¢1,%s,....,t,

les variables alétoires

Zt2 sty ) Ztg,tga """ ) Ztnﬂfn_l

sont indépendantes.

4.2.2 Estimateur par séries orthogonales tronqué

Cet estimateur a été introduit par F.Messaci (1986).
Pour estimer la densité spectrale d’un processus & temps continu échantillonné par un pro-
cessus poissonnien.

Son calcul ne nécessite pas la connaissance des instants d’échantillonnage (¢, )

By () = 3 Y (V) &y (V) G ()

ou



et

N—n
1
Pu(N) = = D0 (X () —m) (X (ti) —m), si 1 Sn< N
k=1
A .
pn (N) = 0, sinon

2\ /2 o
On ke = (E) (—2)F okl

G (V) = (1) m(fi—)lﬁf)”? cos [(2” ~ Ut <%>}

Yn(N):h(exp(na)/Nb>, avecoz>ln3etO<b<21?13

h étant une fonction réelle, numérique, satisfaisant

i) |h(u)] < h(0)=1; Vu

i) 1—h(u) < kolu|; Vu€eR; (ky € RT)

M, = b In N + 1| la partie entiére de b InN+1
2a 2a

Cet estimateur est uniformément consistant en moyenne quadratique et consistant en moyenne
quadratique intégrée. Des vitesses de convergence de ’ordre de puissances de é ont été données.
Remarquons que ces vitesses peuvent étre améliorées pour devenir de 'ordre d’une puissance

de % ( sous des conditions supplémentaires, cf Messaci 1986 ).

Choix des paramétres

A
La fonction h utilisée pour le calcul de Wy est

1—6t2+6|3, si |t| <3
ht)=9 21—, sid <[ <1
0,si 1< |t
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[ a été pris successivement égal a %, % etl
a=0,5et b=0.3
Les instants d’échantillonnage

Les instants d’échantillonnage {(tn) neN} sont obtenus grace & un processus ponctuel de Pois-

son sur [0, 400[ et sont indépendants du processus X.

to = 0

th = tp1+ap, neN
ol (@);cn- sont des variables aléatoires indépendantes, de méme distribution Fy donnée par
Foy (N :1—6_5’\;(5>0)

4.2.3 Estimateur de Masry et Lui

En 1976 Masry et Lui ont proposé un estimateur tronqué de la densité spectrale d’un pro-
cessus en temps discrétisé par un processus de poisson de parameétre 5, dont le calcul nécessite

la connaissance des instants d’échantillonnage. Cet estimateur s’écrit

avec

ou

M
MNHooetTNHOquandNHoo

Cet estimateur est uniformément consistant en moyenne quadratique, avec une vitesse de

My

convergence de l'ordre de “3.

4.2.4 Estimateur de Masry et Lii 1994
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Dans cette section nous avons calculé I'estimateur de Masry et Lii 1994 avec un échantillon-
nage poissonnien et le calcul de cet estimateur nécessite la connaissance des instants d’échan-
tillonnage.

Nous choisissons la densité de la loi normale comme la fonction de poids

1
W(A)Z—\/%e X2

et choisissons aussi le parameétre de lissage

1
bT = T1/5

L’estimateur est donné par (2.17).

4.2.5 Programmes

Calcul de l’estimateur par séries orthogonales tronqué

sprintf(’estimateur par series orthogonales de la densité spectrale ’)
sprintf(’le processus de gauss-markov de moyenne connue 0’)

% %% %% %% % générer les instants %% % % % %% %% % %% %% % %%
B=input('B=");

N=input('N=");

M=input("M=");

% %% %% %% % %% %% générer la loi exponensielle % %% %% %% % %%
alfa=exprnd(1/B,1,N);

t(1)=0;

for k=2 :N;

t(k)=t(k-1)+alfa(k);

end

%% %% %% %% générer la loi normale %% % %% %% %% % %% %% %%
z=randn(1,N);
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%% %% %% %% calculer le processus x %% %% %% % %% % %% %% %%
x(1)=0;

for k=1 :N-1;
x(k+1)=(exp(-(t(k+1)-t(k))))*x(k)+sqrt(1+exp(-2*(t (k+1)-t(k))) ) *z(k+1) ;
end

%% %% %% %% calculer rho % %% % %% % % %% % % %% % % %% % %%

for n=1 :M;

rho(n)=x(n+1)*x(1);

for k=2 :(N-n);

rho(n)=x(k+n)*x(k)+rho(n);

end

rho(n)=rho(n)/N;

end

%% %% %% calculer a %% %% % % %% %% % % % % % %% %% % % % % %

for k=1 :M;

o(k)=(sqrt(2/B))*((-2) "~ (k-1))*factorial(M-1)*(factorial (k-1)*factorial(M-k)) ~-1;
end

a(1)=o(1)*rho(1);

for k=2 :M;

a(k)=a(k-1)+o(k)*rho(k) ;

end

%% %% %% %% % calculer G %% %% %% %% % %% % %% % % %% % % %
m=1:10;

for n=1 :M;

G(n,m)=((-1)."(n-1)).*(1/pi). *sqrt(2*B./(m."2+B"2)).*cos((2.*n-1)*atan(m. /B)) ;
end

%% %% %% % %% %% %% calculer la fonction h %% % %% %% %% % %% %% %%
for n=1 :M;

t=exp(n*0.5)/(N"0.3);

if abs(t)<0.5
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y(n)=1-6*%(t"2)+6*(abs(t) ~3);
else

if 1/2<abs(t)<1
y(n)=2%((1-abs(t)))"3;

else

y(n)=0;

end

end

end

% %% %% %% %% calculer 1’estimateur par séries orthogonales tronqué % %% %% %
phizy(1)*a(1)*G(1,m)

for n=2 :M;

phi=phi +y(n)*a(n) *G(n,m):
end

phi;

%% %% %% comparaison % %% %% %% %
k=1 :10;
u=1./(pi.*(1.+k."2));
plot(phi)

hold on

plot(k,u,’r")

xlabel(’estimateur par series orthogonales’)

Calcul de l’estimateur de Masry et Lui

cle

sprintf(’estimateur de Masry et Lui 1976")

sprintf(’le processus de gauss-markov de moyenne connue 0’)

%% %% %% %% générer les instants %% %% %% %% % %% % % % %% % %% % % %o
B=input('B=’);

N=input('N=");
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M=input('M=");

%% %% % %% % %% %% générer la loi exponensielle % % %% % %% % % %% % %%
alfa=exprnd(1/B,1,N);

t(1)=0;

for k=2 :N;

t(k)=t(k-1)+alfa(k);

end

%% %% %% %% générer la loi normale %% % % % % % %% % %% % % % %% % % % %
z=randn(1,N);

%% %% % %%% calculer le processus x %% %% %% % %% % % %% % % %% % %%
x(1)=0;

for k=1 :N-1;
x(k+1)=(exp(-(t(k+1)-t(k))))*x(k)+sqrt(1+exp(-2*(t (k+1)-t(k))) ) *z(k+1) ;
end

%% %% % %% %calculer Vestimateur de Masry et lui 1976 % %% % % %% % %% % %
m=1:10;

phi=0;

for n=1 :M;

for k=1 :N-n;

phi=x(k)*x(k+n)*cos(m*(t(k+n)-t(k)))+phi;

end

end

phi=phi/N*pi*B ;

%% %% % %% % %% %% la fonction spectrale phi %% % % %% % % %% % %% % %% %%
%% %% %% comparaison %%%% % %% %

k=1:10;

u=1./(pi.*(1.+k.”2));

plot(phi( :, 1))

hold on

plot(k,u,’r")
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xlabel(’estimateur de Masry et Lui 1976’)

Calcul de l’estimateur de Masry et Lii 1994 ( échantillonnage poissonnien )

sprintf(’spectral estimation of continuous-time stationary processes from random sampling
KEH-MASRY?)
sprintf(’ pour un echantillonnage poissonnien’)

sprintf(’le processus de gauss-markov de moyenne connue 0’)

9% %% % % %% générer les instants %% %% %% % % %% %0 % %0 % %% %0 % 7o %0 %070 %0 %o 70 %0 %00 %0 Yo %o 7070 V0 Yo

B=input('B=");
T=input('T=");
N=input('N=") ;
beta=B;
b=1/T"0.2;

%% %% % % %% %% %% générer la loi exponensielle % %% % % % %% % %% % % %% % % %% % %
u=exprnd(1/B,1,N);

t(1)=0;

for k=2 :N ;

t(k)=t(k-1)+u(k);

end

%% %%% %% % % % %% % % %% processus de comptage %% %% % %% % % %% % %%

R=0;

for i=1 :N;

if t(i)<T

R=R+1;

end

end

R;

%%%%%%%% générer la loi normale %% % % % % % % %% % %0 % %0 o o %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %% %0 %0 %0 %0 %0 %o %o
z=randn(1,N);

%% % % %% %% calculer le processus x %% %% % %% % % % %% %% % % % % % % % %% % % % % % % %6 % %
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x(1)=0;

for k=1 :N-1;

x(k+1)=(exp(-(t(k+1)-t(k))))*x(k)+sqrt(1+exp(-2*(t (k+1)-t (k))) ) *z(k+1) ;

end

%% % %% %% % %% %% %% % %% %0 %0 %o %o %o o %o % Yo %o Yo Yo Yo o % %o %o %o %o %o %o %% % % % % % % % % %0 %o Yo
% %% %% % %% lestimateur de la densité spectrale %% %% %% %% % %% %% %% % %%
%%% % % % %%% la fonction de poids %% % %% %% % % %% %%

%% %% % %% W(x)=1/2*pi*exp(-x~2/2) :la densité de la loi normal %%% % % % %% % % %
for j=1 :R;

for k=1 :R;

c(jk)=t()-t(k);

w(j.k)=feval(QFAT,b*c(j.k)) ;

end

end

%%%%%%%%%%%%%%%% la densité spectrale estimée % % % % % %% % % % % % % %% %%
for j=1 :R;

for k=1 :R;

y (3 k)=x(j)*x(k) ;

end

end

for m=1 :10;

for j=1 :R;

for k=1 :R;

o(j,k,m)=feval(QFAN,m*c(j,k)) ;

end

end

end

for m=1 :10;
for j=1 :R;
for k=1 :R;
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Qj k) =w(i, e j )y (1.)
end

end

end
phi=sum(sum(Q))-x*x’;

phi=phi/(2*pi*T*B"2);

phi=real(phi) ;

%%% %% % %% %% % % % %0 % %% % %% %% % % tracer phi estimée %% % %% %% %% % % % %% % % % %% %
for m=1 :1:10;

L(m)=phi( :, :;m);

end

%% %% % %% % % % %% % %% % % % comparaison des graphes %% % % %% % % %% % % %% % % %% % % %%
k=1:10;

S=1./(pi.*(1.+k.”2));

subplot(1,1,1) ;plot(L)

hold on

subplot(1,1,1) ;plot(k,S,’r”)

hold on

xlabel("lamda’)

title("estimateur de Masry et Lii 1994 pour un échantillonnage poissonnien’)

Calcul de P’estimateur de Masry et Lii 1994 ( échantillonnage alias free non pois-

sonnien )

sprintf(’spectral estimation of continuous-time stationary processes from random sampling
KEH-MASRY”)

sprintf(” pour un echantillonnage alias free’)

sprintf(’le processus de gauss-markov de moyenne connue 0’)

%% %% %% %% générer les instants %% % % %% % % %% % % %% % % %% % % % % % %0 % % % %% % % % % % %

format long

B=input('B=’);
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T=input('T=");

N=input('N=");

alfa=input(’alfa=");

b=1/T~0.2;

%% %% % %% % %% %% échantillonnage alias free %% %% % % %% % %% % % %% % % %% % %
u=(1-alfa)*gamrnd(1,B,1,N)+2*alfa*gamrnd(2,B,1,N) ;

t(1)=0;

for k=2 :N ;

t(k)=t(k-1)+u(k);

end

%% %% % %% % % %% PROCESSUS DE COMPTAGE %% % % %% % %%%% %%

R=0;

for i=1 :N:

if t(i)<T

R=R+1;

end

end

R;

%% % % %% %% générer la loi normale %%% %% % % % %% %% % % % % %0 % %0 %% % % % %0 % %0 %0 %0 % % %0 %o
z=randn(1,N);

%% %% %% %% calculer le processus x %% %% % %% % % % %% %% % % % % % % % %0 %% % %0 % % % %0 %0 %
x(1)=0;

for k=1 :N-1;

x(k+1)=exp(-u(k+1))*x(k)+sqrt(1+exp(-2*u(k+1)))*z(k+1) ;

end

%% % % %% %% %% % %0 %0 %0 % %% % % %o %0 %0 %0 %% %0 %0 Yo Yo %o %0 %0 %0 %0 %0 %6 Yo %o %0 %0 %0 %0 %0 %0 Yo %o %o %o %0 %0 %o
%% %% %% %% Vestimateur de la densité spectrale %% % % %% % % %% % %% % % %% %

%% % % %0 %% % %% % %0 %0 %0 % %% %0 % %o %0 %0 %0 %% %0 %0 Yo Yo %o %0 %0 %0 %0 %0 %0 Yo %o Y0 %0 %0 %0 %0 %0 Yo Yo %o %o %0 %0 %o
%%%% calculer le noyau %%% %

for j=1 :R;
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for k=1 :R;

c(j,k)=t()-t(k) ;

w(j,k)=feval(QFAT,b*c(j,k)) ;

end

end

%9%0%%%%%% %% %% % %% %% %o %o %o %o %o Yo %o %6 Yo Yo Yo Yo Yo % %0 %o
for j=1 :R;

for k=1 :R;

y (3 k)=x(j)*x(k) ;

end

end

for m=1 :10;

for j=1 :R;

for k=1 :R;

e(j,k,m)=feval(@QFAN,m*c(j,k)) ;

end

end

end

%%% calculer [1- gamma] %% %

%% %% la fonction petit gamma g(u)= c(u)/(B~2+c(u)) %%% %%
%% %% c(u) la densité de covariance %% %% % %% %% %%
A1=(B/2)*(4+alfa+sqrt(alfa®(8+alfa))) ;
A2=(B/2)*(4+alfa-sqrt(alfa®(8-+alfa))) ;
Bl=-alfa*(0.5+(1+0.5*alfa) /sqrt(alfa*8+alfa~2)) ;
B2=alfa*(0.5+(14+0.5%alfa) /sqrt(alfa*8+alfa”2)) ;

for j=1 :R;

for k=1 :R;
h(j,k)=B*(1+Bl*exp(-Al*abs(c(j,k)))+B2*exp(-A2*abs(c(j,k)))) ;
end

end
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for j=1 :R;

for k=1 :R;

8. K)=B/h(ik):

end

end

%9%%%%%%%%% %% % %0 %0 %% %o %o %o %o %o %o %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %0 %% % % % % % % %0 %o Yo
for m=1 :10;

for j=1 :R;

for k=1 :R;
Qikm)=w(iik) e Gdem) (5.6 g,k
end

end

end

phi=sum(sum(Q))-x*x’;

phi=phi/(2*pi*T*B"2) ;

phi=real(phi) ;

%% % %% % % % %% % % % % % %% % % % %% % % tracer phi estimée %% %% % %% %% % % % % % % % % % % %
for m=1 :1 :10;

L(m)=phi( :, :;m);

end

% %% %% % % % %% % % % %% %% % comparaison des graphes %% % %% %% % %% %% % % % % % % % % % %
k=1 :10;

S=1./(pi.*(1.4k."2));

subplot(1,1,1) ;plot(L)

hold on

subplot(1,1,1) ;plot(k,S,r")

hold on

xlabel('lamda’)

title("estimateur de Masry et Lii 1994 pour un échantillonnage alias free non poissonnien’)
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Le facteur d’amélioration en fonction de A et 3

Le

cle

RO=pi;

alfa=0.9;

segma=1;

beta=0.1 :0.3 :10;

lamda=-20 :0.9 :20;

[beta,Jlamda]=meshgrid (beta,lamda) ;
Al=(beta/2)*(4+alfa+sqrt(alfa®(8+alfa))) ;
A2=(beta/2)*(4+alfa-sqrt(alfa™(8+alfa))) ;
Bl=-alfa*(0.5+(1+alfa/2) /sqrt(alfa®(8-+alfa
B2=alfa*(-0.5+(1+alfa/2) /sqrt(alfa®(8-+alfa
V=(segma.~4)*((RO/pi)./(RO."2+lamda."2)+1./(2*pi*beta)+(1./pi)*(B1*(RO+A1)
./((RO+A1).”2+lamda.~2)+B2*(RO+A2)./((RO+A2).”2+lamda.”2)))."2;
P=(segma.”4)*((RO./pi)./(RO."2+lamda.”2)+1./(2*pi*beta)).”2;

Z=(P-V)./P;

9

9

)
)

peaks(beta,lamda) ;
meshc(beta,lamda,Z) ;
axis([0 10 -20 20 0 0.5)) ;
xlabel("beta’) ;
ylabel(’lamda’) ;

xlabel(’le facteur amélioration f(lamda,beta) en fonction de lamda et beta’)

facteur d’amélioration en fonction de A pour des valeurs choisies de

cle
RO=pi;
alfa=0.9
segma=1;

beta=[0.4,1,2,3];
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lamda=-20 :1 :20;

[beta,Jlamda]=meshgrid (beta,lamda) ;
Al=(beta/2)*(4+alfa+sqrt(alfa™(8+alfa)));
A2=(beta/2)*(4+alfa-sqrt(alfa*(8+alfa))) ;
Bl=-alfa*(0.5+(1+alfa/2) /sqrt(alfa*(8-+alfa))
B2=alfa*(-0.5+(1+alfa/2) /sqrt(alfa*(8-+alfa))
V=(segma.~4)*((RO/pi)./(RO."2+lamda.~2)+1./(2*pi*beta)+(1./pi)*(B1*(RO+A1)
./((RO+A1).”2+lamda.~2)+B2*(RO+A2)./((RO+A2)."2+]lamda.”2))).” 2;
P=(segma.~4)*((RO./pi)./(RO."2+lamda."2)+1./(2*pi*beta)).”2;

Z=(P-V)./P;

plot3(beta,lamda,Z)

Y

)
E

axis square ; grid on

xlabel(’beta’) ;

ylabel(’lamda’) ;

xlabel(’le facteur amélioration en fonction de lamda et beta pour des valeurs choisies de

beta’)

4.2.6 Discussion

Les résultats de simulation de I'estimateur <IX/ ~ (A) données a les pages 95, 96 et 97 semblent
étre plus performants que ne le laissent prévoir les théorémes de convergence. Il nous semble que
la raison est & chercher dans le fait que ce cas, la condition est remplie pour avoir des vitesses
de convergence de 'ordre %

Les résultats de simulation de l'estimateur é ~ (A) sont aussi trés satisfaisants pour des
vitesses de convergence théoriques de I'ordre d’une puissance de MNM

Quand & l'estimateur % ~N (A) les résultats de simulation sont comparables aux précédents.
De plus ils confortent le résultat théorique selon le quel 'estimation est meilleure pour 1’échan-
tillonnage généré par le processus de renouvellement non poissonnien que pour 1’échantillonnage
poissonnien.

A
Signalons aussi que les temps de calcul sont bien plus courts pour les estimateurs ¥y (A) et

Py V).
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Enfin la normalité asymptotique n’a été obtenue pour aucun autre estimateurs que celui de
A
Masry 1994 (®p (A)), ce qui présente un avantage de cet estimateur.

Tout ceci est résumé dans le tableau suivant :

A A A
L’estimateur Uy (A) on (N) Dy ()
. 1 1 1
La vitesse de convergence ~ N N
Le temps de calcul trés petit trés petit trés long

La normalité asymptotique n’a pas été obtenue n’a pas été obtenue a été obtenue

Les instants d’échantillonnage sont inconnus sont connus sont connus

Dans la pratique le choix de I’estimateur a utiliser doit tenir compte de cette discussion et

du probléme posé.
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Appendice
Preuve du corollaire (2.1)

le développement en série de taylor de w nous donne

n

w@ j n 1
w(t):Z ’ Fo)t]+ t )!/0 " tw™ (1 — )] dx

| —
= 7 (n—1

On utilise (2.26) pour trouver que

A
E[CDX ()\)]
L[ o = wWbd b
- = —iu n—1,.,(n) (1 —
= 0/ e LZO I +(n—1)!/0 2" w ™ [(1 — x) brul dx | Rx (u) du
1
0 <:7>
alors
A 1 & w(j)(())bjf too
— Il S e UM, J
E[@X(A)] 27szo i /_OO "M Ry (u) du +
i b% ool —iuA np () n—1 (”)[(1— )b ]dd +0 l
277(”—1)!—0006 u"Rx (u)z"  w x) bru| dzdu T
posons
e __ b [ 1e_i“>‘u”R (w) 2" w™ [(1 — ) byu] dzdu
T oarn—-1") o Jo X T

102



alors

A 1 bij',w(j) (0) [T .\ 1
- —iuM, j -
E[@X ()\)] 271'; 7 /oo e """ Rx (u)du—l—eT—l—O<T> (A.1)
1o 1 - bew(j)(()) too
- = —iu _ v \Y —iuX,,j
o | e RX(u)du—i—Qﬂjz:; i /OO e "/ Rx (u) du
+er + O <l>
r T
"~ (ibr)’ wi) (0) . (5) 1
- 0 o -
X(A)"‘; by YA +er+0 T
car
. +o0o 1 +o00 ) )
oY (\) = — / (i)’ e R (u) du = o (i)' / e~ Ry (u) du
—00 ™ —00
d’ou A
1 400 J . .
= e\ Ry (u) du = < 1,) o () = (@) oY) ()
T J oo —1
Maintenant pour er on a limby = 0 alors
T—o0
e "M Ry (w) 2" tw™ [(1 — ) bpu] — e ™M Ry (u) 2" ™ (0) quand T — oo

cette limite est bornée par : const|u|” | Rx (u)| 2"~ ! est intégrable par les hypotheses (i), (ii)

du corollaire (2.1) et par le théoréme de la convergence dominée on a

d’ou

donc

1
T

R | T

— 00

e
=3O Gy () + 0 0)
er = o (b7)
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alors

1

" (ibr ) w@) .

E[(%X(A)] = <I>X(>\)+Z i
= Oy (A)+iw<b§? ()\)+o(b%)+0<l)

= 7! T

en particulier si n = 2

A ibrw™ (0 2w (0 1
E [cpx (A)] =By (\) + ”ﬂi,”@gp () — T#()cpg? (A) + 0(62) + O <:F)
mais on a
+oo
wM (0)=0 car w(t) = / "W (u) du
donc
+00 A oo
w (t) = / wue™W (u)du et w® (0) = 2/ uW (u) du

la fonction W est paire donc uWW (u) est impaire, alors

w =0,
d’ou
A b2.w2 (0 1
E [cpx (A)] — By (\) — T“’#“q)g? (A) +o0 (b2) + 0 <?>
A A
biais [CI)X ()\):| =F |:(I)X ()\):| — (I)X ()\)
A 2.0(2) 1
vais [ ()] = 8 () +003) 40 (1)
Lemme A.1
SiWellLinNILy et € ILq, alors
+oo
/ |Dr (u) Qr (A — u)| du = O <IO§T> uniformément en A
— 00 T
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Preuve
Rappelons que
L'(A)
w

Kr(X)

Qr(A)
DT (u)

AT (u)

alors

+oo

— 00

+o0 .
/ ey (u) du

+o0o
IL; N 1L, W) d =1 et Wr () = Ly (2
oo br br

“+o0o
/ T (A — ) Wi (u) du

—0o0

Wr (X)) — Kr (N

T —iAT
e~ Mdt = lze ™
0 i

1
7 1Dr @l

+o0

Qr (W) Dr (A —w)du = / (Wi (u) — Kp ()] Dy (A — ) du

—0o0

_ /m [WT(u)—/+mF(u—v)WT(v)dv Dr (A —u) du

+oo
= Wr (u) Dy (A —u) du

_AQF(u_U)WT(U)DT(A—u)dvdu

= h+1D

pour A > 0, A est fixé on a

L = / WT(u)DT()\—u)du+/ Wr (u) Dr (A — u) du
A—ul<A F<A—u[<A

T

+ /|/\_u|>A Wr (u) Dy (A —u) du

= Ji++J3
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alors

J1

mais on a

- ( ) 1 — e~ iA=u)T J

= u) | —————| du

/£M<% U i)

_ / Wi () -1—cos(A—g)T+isin(A—u)T g
A—ul<A i (A —u)

_ [1—cos(\—u)T)|
o /|/\—u|§% Wr () = =)

T

sin(A—u)T = 2sin()\—u)gcos()\—u)§
T
l—cos(A—u)T = 2sin2()\—u)§

par la substitution dans J; on trouve

sin (A —u)T/2

J = /|,\_u|§% Wr (u) 2W [cos (A —u) T/2 —isin (A —u)T/2]du

P
_ / W (u) 25 AZ O T2 —itvuyr/ag,
Al

alors

donc

4 (A=)
2Sln(>\—u)T/2 —iA=u)T/2
Wr (u e~ iA=wT/2 g,
/Mg% W0t

Jl_T/u-mg% Wr (u) (A=) d

sin (A —u) T/2

TO—w /2 | ™

] ST/ W ()]
A—u|<Z

A — ul S? implique T|A—u| <A
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nous choisissons A tel que

[sin (A —uw) T/2| < |T (A —u) /2|

donc
AR T/ W (u)) du
A—u|<Z
< L W(£> du§0<1>/ du car W est bornée
br Jp—uiz4 I \br b1 ) Jir-u<4
TN\ (M7 T\.A 1
< — —0(—)2=2=0(—
< 0(a) [y w0 ()7 o5
alors J1:O<%)

évaluons Jo

J2 :/ WT (u)
%<|)\—u|§A
alors
du
] < / Wr ()]
A<A—ul<A A —ul
_ 1 A_o(L
= 05 ) toekald =0 (55)
donc

pour Js3 on a

J3 = / WT (u)
[A—ul>A

on a

A—ul <A

2si — .
sin T’ ()‘ u) /2€—zu()\—u)T/2du
(A —w)

1 du
oL /
<bT> Acpn—u<a [A— 1l

T

2sinT (A —u) /2
(A —u)

o—iO=WT/2 g,

<L
A

implique ]
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donc

2 [T>®
Mﬂgz/) H%%@Mug—/) Wr@)|du=0(1) car WelL
A [A—u|>A A —00

alors
J3=0(1)
d’ou
L = Ji+J2+J3
1 1
— o) +o() Lon
br br
1 logT
= — ==t
O<max <bT7 by ))
donc

1
I -0 < og T)
br
Maintenant pour I on a
I, = —/ I'(u—A) Wy (v) Dp (A — u) dvdu
R2
posons x = u — v on obtient
+o00 +o00
12:—/ I'(z)dz Wr (v) Dp (A —x —v)dv

I" € IL1, donc et de la méme fagon comme dans I; on trouve que
logT
br

QT(U)DT (A—u) du=1+1 =0 <10gT>

alors
—+o0

br

— 00

lemme (2.1)
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Sous I'hypothése (2.2), ' € IL; et by — 0 avec Tby — oo quand T'— oo on a

“+o00

Qr (A —u) Ar (u) du = 27Qr (A) + 0 <$)

—0o0

ou le terme o (é) est uniforme en A

preuve
+00 +oo
[ @r - wAr () du= /_ (Wi O\ — ) — Kz (A — )] Ag () du (A2)

maintenant on a

+00 +o00 00
KT(A—u)AT(u)du:/_ /_+ T —u—2) Wr () Ar (u) duds

— 00

posons v = A —u — x pour obtenir

+oo +o00 +o00
Kr (=) Ag () du = / /_ T (0) Wi (A — 1 — v) Ar (u) dudy
+oo +o0

_ / Dydo [ Wi —u—) A (u) du (A.3)
montrons que
+o0 1
Wr ()\ — u) Ar (u) du = 27 W ()\) +o0 <b_> (A4)

—00 T

posons

+o0
JT = WT ()\ — u) AT (u) du — 27TWT ()\)
on a )
D
r )= 220

et nous avons déja vu dans la preuve précédente que

_ 2sin (uT'/2) ——

DT (u) w
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Dy (u)[? = Dy (u) Dy (—u) = [M}

U
alors
|Dr ()* _ ., [sin (Tu/2)]?
T Tu/2
donc )
o [sin(Tu/2)
AT (u) =T [7Tu/2 :|
on a aussi

+mAT(u)du:/+mT[%72/2)rdu

—00 —00

par le changement de variable v = T'u/2 on trouve

+o00 400 [ 2
Ar (u) duz?/ [va} dv

oo oo v

et d’aprés le théoréme des résidues

+o0 finy]?
/ [ ] dv=m (voir P. TAUVEL, exercices d’analyse complexes)

oo v

alors
+oo
Ar (u)du =27
donc
+oo +oo
Jr = Wi (A — ) Ar (u) du — Wi (\) / Ar (u) du

+oo
_ / W (A = u) — Wi (\)] Ar (u) du

—0o0

_ /:" [%W <Ab‘T“> hw (%)} Ar (u) du
- = _:O [W <% - %) W @)} Ar () du
= Lol () A )
- /:O [W (% —u> -W <%)} Ar (bru) du




posons ' = bpTu, alors on obtient

1 [t A o A N o

ou
sin (u//2)1?
A(u') = [T/Q} , Ae ILl
alors
brJr < +OO Il A (u) du (A.5)
>~ - w TbT

Wy est le module de continuité de W, W est uniformément continue donc

lim W, ’— =0
T—o0 v <TbT>
et par le théoréme de la convergence dominée on a

“+o00
brdr < w M A (u)du — 0 quand T' — oo
oo Thy

d’ou
1
Jr=o0 <b_> et la preunve de (A.4)
T

retournons maintenant a (A.3)

+00 +oo

3 Qr (A —u)Ar (u)du = 3 Wr (A —u) Ar (u) du
+o0 400
—/_ F(v)dv/_ Wr (A —v—u)Ar (u)du
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par un changement de variable u = A — v et le fait que I' € IL; et d’aprés (2.18) on a

“+00

Qr (A —u) Aq (u) du = 21 [Wr (3) — K (V)] + 0 <é)

— 00
et d’aprés (2.34) nous en déduison le résultat

“+o00

Qr (A —u)Ar (u)du =27Qr (A\) + o <i)

br

—0o0
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Résumé

Dans ce mémoire nous reprenons I’étude de 'estimateur de la densité spectrale d’un proces-
sus & temps continu, échantillonné & des instants aléatoires. Il a été introduit par Lii et Masry
en 1994.

Ensuite nous étudions le cas ol la moyenne du processus est inconnue et nous montrons que
I’estimateur ainsi obtenu reste asymptotiquement sans biais.

Finalement un travail de simulation permet de compléter 1’étude théorique.

Mots clés :
Estimation spectrale d’un processus & temps continu, processus ponctuel, biais asympto-

tique, convergence en moyenne quadratique, simulation, normalité.
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Abstract

In this thesis we study the estimator of the spectral density of a continuous-time processes,
with random sampling, wich be proposed by Lii and Masry in 1994.

Next we consider the case of an unknown mean process, we show that the bias of the
estimator is asymptotically null.

Finally a simulation work permits us to complete the theoretical study.

Key words
Spectral estimation of continuous-time processes ; point processes ; asymptotic bias; mean-

squares consistency ; simulation ; normality.
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