REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE

SCIENTIFIQUE

Université Mentouri Constantine
Faculté des Sciences Exactes

Département de Mathématiques

MEMOIRE

Présenté pour obtenir le diplome de

Magistére en Mathématiques

option: Mathématiques appliquées

Par:

M : Abdelaziz SABA

METHODE DE DECOMPOSITION ET CONTROLABILITE

D'UN SYSTEME NON LINEAIRE

Devant le Jury :

DENCHE. M Prof Université Mentouri Constantine Président

AYADI. A Prof C.U Larbi Ben M’hidi O E B Rapporteur

DJEZZAR. S M.C Université Mentouri Constantine Examinateur

AISSAOUI. M.Z M.C Université de Guelma
Examinateur

DJEBARNI. M M.C C.U Bordj Bouariridj Examinateur



TABLE DES MATIERES

Introduction ...............cccoi i

CHAPITRE 1: RaPPeIS......oooe e
1.1 Rappels d’optimisation CONVEXE........covvvviiiiiieiiiiieiennene,

1.1.1 Quelques définitions

1.1.2 Caractérisation de l'optimum.................cceeveenn.n.

1.2 Semi groupes d'opérateurs...
1.2.1 Définition...............

1.2.2 Exemples...............

1.2.3 Geénérateur infinitésimal de semi groupe..................
1.2.4 Théoréme de Hille-Yosida..............coooviviiininnnnn.

1.2.5 Semi groupe adjoint.

1.3 Problemes d’évolution paraboliques..................ccooiiinn.

1.3.1 probleme considére.

1.3.2 Formulation abstraite du probleme........................

1.3.3 Résolution du probleme.............cccoveiiinninn.n.

1.3.4 Exemples d’applications.............cccovviiiininnenen.
CHAPITRE 2: Contrélabilité et observabilité............................

Partie |: Cas linéaire..................
2.1 Controlabilité.................

2.1.1 Exacte et faible cotabilité...............covviviiii...

2.1.2 Caractérisations....
2.2 Observabilité.................

2.2.1 Exacte et faible obaéilité.............ccovviiiiiiii....

2.2.2 Caractérisations....

Partie I Cas NON INGAITE.......ovvie e e e e e e e

2.3 Controlabilité non linéaire

2.4 Observabilité non linéaire

10
11
12
13
14
14
15
17
17
19
19
20
20
21
22
23
23
28
28
30



CHAPITRE 3: Méthode de décomposition.................cccceeeeerenn

INtroducCtion.......oovvve e

3.1 Probleme considéré et gramiiipes de la méthode........

3.2 Quelques méthodes de calcpladgndmes d’Adomian......

3.3 Résultat de convergence........

3.4 Application de la méthode adsolution d’'un

Probléme poeeque non linéaire..................

3.4.1 Probleme conSideré...........cooeveiiiieineininn..

3.4.2 Exemple NUMEIIQUE. .. .coueevniiieinieneanns

3.5 Application de la méthode éeamposition

a la résolutaba problémes de contrdle optimal......

3.5.1 Formulation du peabk...
3.5.2 Meéthode Alienor..........

3.5.3 Méthode combinée vhm / Alienor..................
3.6 Application a un modeéle du.M/ISIDA........................

CHAPITRE 4:  Théorie des sentinelles.....

Introduction.........ccooveii i

4.1 Probleme a considérer ettimta

4.2 Construction de sentinelles...

4.3 Estimation des termes pollsan
BIBLIOGRAPHIE

32
32
32
34
37

38
38
39

41
42
42
44
45
48
48
48
49
51
52



Introduction

Beaucoup de phénomenes sont modéliséslggasystemes non linéaires
spatio-temporels de dimension infinie .la théoriee dontrélabilité et
d’observabilité est un outil mathématique essentpgdur analyser ce type de
phénomeénes en passant par la méthode de décompositi

La méthode de décomposition est une niétheathématique introduite par
GEORGE ADOMIAN au début des années 1980 pour résoudre des éwuatio
fonctionnelles linéaires et non linéaires de ddfds types (algébriques,
différentielles, aux dérivées partielles , intégsalintégrodifferentielles, ...etc.) et
aussi les systemes de ces types d’équations.

Beaucoup de phénomenes physiques, lnpleg, de I'environnement
....etc, sont modélisés par des systemes de dimenBiva ou infini
dimensionnels. Pour résoudre ces systemes beaudmip méthodes
mathématiques ont été introduites dans la littéeatmais la majorité de ces
méthodes exigeaient soit une analyse ennuyeuseuseiassez grande place
mémoire d’ordinateurs de plus dans le cas noniladéay a en quelque sorte un
manque d’une théorie unifiée. La méthode décompaositlle d’Adomian est une
technique puissante venue pour résoudre diffétypes de problemes et entre
autre les problemes modélisés par les équationsdatixées partielles non
linéaires.

Rappelons quelques propriétés fondamesitatle cette méthode :
considérons I'’égquation fonctionnelle :

Z-N(@2 =g
Ou N est un opérateur non linéaire (differentigliégral, différentiel
partiel,.....etc.), g une fonction connue et z rgbteme inconnu.
La méthode Adomian consiste a trouver la solutibn(si elle existe) sous la

forme d'une série:
z =)z
i=0
Et de décomposer I'opérateur non linéaire N saderime :
-] -



N (Z) = ZI;G'AE

Ou les A sont les polyndmes d’Adomian

En remplacant dans I'équation initiale on aura
i‘, Z - ::ﬂ‘q =9
i=0
Et par identification on peut calculer tous lesntes z si les polyndmes

d’Adomian 4, sont connus ou calculés.

Cette méthode de décomposition s’appligussi combinée a la méthode
réductrice Aliénor pour la résolution de problande contrdle optimal
La méthode décompositionnelle, permet alors d’exerila solution du systeme
sous forme de série convergente dépendant explierte des parametres du
systeme de contr6le alors que la méthode Aliénsé lsar I'approximation de"R

par des courbesc — denses réduit le probléeme de minimisation d’wretion a

plusieurs variables en un probleme de minimisatiame fonction a une seule
variable en utilisant des transformations réduetric
Cette approche permet de transformerdbleme de contrdle optimal en
un probleme classique d’optimisation.
Cette méthode combinée a été appliquée a lautésoldu probleme de la
recherche de la chimiothérapie optimale du modéle V.I.H (virus
immunodeéficitaire humain)
Le systeme dynamique du virus immunicdafre est représenté par le
modele suivant proposé paNOWAK et BANGHAM (1996)
4 =A-dz -7z,
z,=Bzz,-az,-pzz,

z,=kz,-vz
z,=cz2,-bz

Ou 2 7, 7, 1z, représentent respectivement, le nombre de cekaiees, le
nombre de cellules infectées, la charge virald)aetigéne cytotoxique CTL.

C’est un systeme d’équations ordinaires non lim&air
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les parameétres du system& d,a,f,p,€,c,v, £  sont les taux,
respectivement de production de cellules sainematéalité de cellules saines, de
mortalité naturelle de cellules infectées, d'infieatde cellules saines par le virus,
de mortalité de cellules infectées , de déclin rehtdu CTL et de production du
CTL

Le critere a minimiser est le suivant :
J = 2%(T) + B [ u()dt

T est le temps final de la thérapie fixé par Iipi@en
La démarche a suivre pour résoudre ce problenia ssivante :
On reporte le contréla:(t) donné ici par :
u(t) = re ™ 0=ult) <1
B(t) = B(1—u(t))

Dans le systeme.

On résoud le systeme par la méthode Adoméasolution fonction de r &t
est reporté dans le critere qui est minimisé pardghode Aliénor.
Aprés simulation numeérique on a constaté que lsslte#ds donnés par cette
méthode étaient comparables a ceux obtenues paelb®des classiques

(Voir travaux dé&/-CHERRUAULT, S- MANSEUR, K—-ATTALAH )
Je reviens a la notion de contrélabilité et ac#on duale d’observabilité d’ont
je parlais au débuit.
Ce sont des notions importantes dans I'analyse &tritrole des systemes.
Pour les systemes dynamiques non linéaires la ithéte controlabilité et
d’observabilité n’est pas uniforme comme dans felicgtaire

La plupart des résultats et des critéres ar@abilité n'ont qu’'un caractere
local ou alors ils concernent uniqguement une clhsstte de problemes.
Dans I'étude de la contrélabilité des systemes ahygaes non linéaires on utilise
différentes méthodes suivant le type du problénte gfpe de la contrélabilité.
parmi les méthodes utilisées je citerais les nthpdu principe du maximum

des théorémes du point fixe et des théoremes detidas implicites , la méthode
-3-



de perturbation ou la contrélabilité d’un systémom linéaire perturbé se fait par
I'étude de la contrdlabilité d’'un systeme linéapproprié sans perturbation.......
etc.

Le choix de la méthode est basé sur le type doigmmae non linéaire.

La contrélabilité stochastique destaayms dynamiques non linéaires a
été traitée paBUNAHARA, AIKARA et KISHINO (1975)

Probablement la méthode qui donne les meilleurdlteds est celle basée sur les
théoremes du point fixe dont le théoréme du pdkd le SCHAUDER ou le
théoréme du point fixe de DARBOUX.

Il faut signaler que la théorie de colatbilité et d’observabilité des
systemes dynamiques non linéaires se développeesaudout avec les notions
récentes de contrdlabilité et d’'observabilité régies.

Enfin jajouterais quelgques mots surth@&orie des sentinelles pour les
systemes distribués, théorie introduite p@L. LIONS).

Les sentinelles sont des étres math@ues aussi proches que possible
d’'une moyenne pondérée et qui sont peu sensibdssavariations de termes
imprévisibles ou hors d’atteinte dans les condgiamtiales , les conditions aux
limites ....etc.

Dans beaucoup de phénomenes, comme ceux lies aolobtés,
I'immunologie,...etc.

Les conditions initiales, les conditions aux lirsite.etc. ne sont pas connues ou
uniguement partiellement connues.

La théorie des sentinelles permet par exemple dmafoune estimation des
termes polluants indépendamment des termes matsquan

La construction de sentinelles repose sur laluten de problémes du type
contrélabilité.

Dans ce travail on s’intéresse a la méthode dendgosition d’Adomian et a son
utilisation a la résolution de problemes non lingsi

Apres avoir exposeé les grands principes de la ndéthan montre ici comment on

peut l'appliquer pour résoudre un probleme pargoelinon linéaire, puis on
-4 -



prouve sur un exemple numérique l'efficacité ddec@uissante technique qui
donne la solution sous forme de séries rapidenmntergentes.

On propose deux méthodes simples pour le caleaupdiynémes d’Adomian

On montre aussi comment cette méthode combiné@em&ihode Alienor permet
de résoudre des problemes de contréle optimal.

On s’intéresse enfin a la construction de sengseajui nous permettent d’estimer
les termes polluants indépendamment des termesuaatsjet ceci dans le cas
des systemes a données incompletes

Ce travail est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre on donne quelques rappeld’optimisation, sur la
théorie des semi groupes et sur les systemes digoparaboliques.

Dans le deuxieme chapitre on s’'intéresse a la iéde controlabilité et
d’observabilité.

Le troisieme chapitre est consacré a la méthoakdemposition d’Adomian et a
guelgues unes de ses applications.

Enfin un quatrieme chapitre est consacre a la ibél@s sentinelles



Chapitre 1



Chapitre 1

QuelquesRappels

1.1. Rappels d’'optimisation convexe :

1.1.1Quelgues définitions
Donnons d’abord les définitiode fonction convexe et de

fonction semi- continue inférieurement
Définition 1  (Fonction convexe)
Soit : J:KuoX — R , Xétantun espace vectoriel

J est dite convexe, si K est convexe et si :
Ox, yuK, oOtuofoa]: J(tx+ (1-t)yk tIX) + (1-t) I(y)
Elle est dite strictement convexe si K estvexe et si :
Ox,yoKet xzy, 0Otuo]o,1[:
JA+(A-Dy) <tIEN1-1)I(Y)
SiJ est convexe alorsmOR , {J<A} estconvexe.

Définition 2  (Fonction semi continue inférieurement)
Soit X un espace topologique et d: - |-, +x]
J est dite semi continue inférieurem@nt.i) si :
OxuX etde >0, CV, voisinage de x tel que :
oyuVv, J(X)-e<J(y)

Ona: (dci)aupointa - J(a) = liminf J(x)
X a

On a I'équivalence entre :

- J est(s.c.)

- oA00 ,{J< A} estfermé

- Epigd = {(X,y)O X xR, J(XkA} estfermé
Si % . x alors J(xk liminf J (X))
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Désormais, X sera un espace de Hilbert gf X
En théorie du contrdle est I'espace des contréles admissibles
J étant une fonctionnelle sur X on considere Iblgme :

Trouver, X0 Xa/ J(X)= a =MinJ(X) , X Xag
Théoreme 1.1.1

Soit X O X, fermé, convexe

Si J est (s.c.i), convexe, ccercive (i.e Jif®) =+w)

S
Alors: CX 0O Xaa/ J(X)=a ”=X”Min J(X)
XX ad
Si J est strictement convexe alorsest unique
Preuve :
Existence:

Soit (3 une suite minimisante de,X(i.e)

J(0) - Inf J(X)
X U Xag

Comme J est coercive,,)est bornée, donc on peut extraire dg (x
Une sous suite xtelleque: x _  faiblement
Xaq est faiblement fermé, car convexe, fermé, dgnc Xaq
J est faiblement s.c.i car elle est convexzi, donc :
Liminf J(x) =2 J(«)

Douinf J(x¢ J(«)
m(xad
dou:J @) = inf J(X)
X ag

Unicité :
Soit yune autre solution
tx (1-t)y U Xag , OtU]0,1]
J(Er(-)y) < tI®+T-9I ()
< Jly
C’est absurde, donc=xy’

_7-



1.1.2 Caractérisation de X

Théoreme
On suppose que les hypothéses pratEdsont vérifiees et que
de plus J est différentiable alors I'unique élémerdst caractérisé par :
J™X-X) =20 , OxUXgg
Preuve :
Ona: J(tx+(1-t)x = J(X) (par définition)

I+ t(x=x) =308
t >0 ,

Donc :

0t0o jox

Si: t 0" onconclutque: J{X(x-X) = 0
Réciproquement:

Puisque J est convexe onlx;y, 060]0,1]
JB)Yy+6x) < (1-6)J(y)+6I(X) etdonc:

%[J((l—e)ywx)—J(y)] < IM-IW

Dou  J'(y) (X-yx J(x)-J(y)
Si: y=7X
&I X-x*) < J(X)-J (X
D'ou J(X*k J(X) OxOXaqg
Théoreme
Sous les hypotheses précédenteaydatérisation
J(X*) px*) = 0 DOxOXgg
est équivalente a :
JX){x*) = 0 Ox O0Xag
Preuve :
JX)X-x* 0= JIX)(X-x*) =0
On vérifiée que l'opérateur : J: x X' est monotone
(X)) -J(y) x-yx O
En effet on a montré que :

J(X)-J (B J(y) (x-y) OxyOXaq
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En permutantxety: J(y)-J(¥) J(X) (y-X)
Dot J(x)-J'(y) (x-ye O
D’autre part:  J'(X) (X - x*) = J(x*) (xx*) + (J'(X)-J'(x*))- (X - x*)
Dou J(X)(x-x*)= 0
L’implication inverse :
JX)(X-x 0 = JIX)(X-x*) =0
On prend : Xx=(16)y + 6x* , yO Xy, 60]0,1]

On déduit que :
Qo) ((1-6)y+6ex).(y—x*) =0
Donc: J(LH)y+6xH).(y—x*) =0
Quandd -1 ona:
JX)(y-x)=z 0 0Oyl Xy

1.2. Semi- groupes d’opérateurs :

1.2.1Définition

Soit (G (t)):=oune famille d’opérateurs linéaires continus défoasis
un espace de Banach X de norifje

(G (1)) =0 sera dit semi groupe fortement continu ou de cl@Sse:
1- GO)=1 , bL®X
2- G((st)=G(s)G(t) Os,t =0
3- lim |G(t)x-X = 0 Ox O X

t- 0

Si (2) est vérifiee pour s, t dans R, on djug G (t) est un groupe de

classe €



1.2.2 Exemples:

(1) x étant de dimension finieAet L(x)

dx _
La solution de :  at AX=0

x(0) =0
est: x()="xo=G(t) %

G (t) est un semi -groupe et méme@roupe de classé C

2)  soit X £, = { CONED

X [<re |

L’espace des suites de carré sommable est dasiiomeinfinie muni de

la norme : H X H = ( Z::|xn|2)1’2

Et soit G (t) défini par :

G(t)x{:e_”txn} 0¢, Ot=0

N
G (t) est un semi groupe qui n’est pas pradatde en un groupe car
G(t)x Fe'x } O¢,, OxO¢,, Ot#0
Remarques :
- CM=z1,CeO0 tel que: |Gt) <M e
La borne inférieur des tel que :
|G®) | < M, e, t=0
est appelée type du semi- groupe.
- OnaixOX: t - G (t) x estcontinue
Preuve .
Soitt> 0 fixé,sis>0etIX ona:
|G+ x-G ) x| < | GM)[|G(s)x-x| - O
D’ou la continuité a droite
Si: 0 <s<t ona:
|Gt-9)x-Gt)x| < [Gt-9)[|G(s)x-x]| = M G(s) x-x|

D’ou la continuité a gauche.
-10 -



Quelgues catéqgories de semi- groupes
- Un semi- groupe (G (), est de contraction siG(t)| <1

- Il est dit analytique dans le secteur z

A:{z, ¢1<argz<¢2, ¢1<0<¢2}

Si G:z- G (z) est prolongeable en un semi groupe holonsrph
dansh
- il est dit compacte si I'opérateur G (t) est contpact > 0
- il est dit différentiable si: 0t>0, Ox O X

t - G(t)x estdifférentiable
1.2.3Générateurinfinitésimal de semi- groupe
Soit (G (3 un semi groupe de classé C

On pose : D ={ x0X: limEMWX "X gicte }
h- 0
et soit A I'opérateur de domaibetel que :
Ax = lim Sx=x
h-0

L'opérateur A (en général non borng) &ppelégénérateur
infinitésimal du semi groupe (G(1))

Exemple :
Dans I'exemple précédent :

G (1) x{—-e—ntxn} . X=y
nCON*
. e_nh_l 2y ~-6.0%h
OnON* On a: . Xp= -n’x.e """, 0<8 <1

D'od ; D&O/% {nx}o /7

Domaine de 'opérateur nomigoA ={-nx,}

On vérifie facilement que :

-11 -



A est linéaire et D est un soysaee non vide qui est dense dans X
Ox0OD, Ot=0, G(t)xOD etona: AG({)x=G () Ax

t - G (t)x estdérivablegxOD etona:
%Gmx:AGmx:GmAx

Ici on pourra montrer qu’elle est dérivabléraite et a gauche et
que les dérivées sont égales.
Maintenant un opérateur A (non borné) étannécexiste-t-il un semi-
groupe dont A est le GI.
Par exemple :

Q étant un ouvert de"R on considére I'opérateur :
5 0 0
Z G_(a’j a_xj)
auL- (@, I, j=1,..n, verifiant:

—_ n 2
(H) . Za”(x)fjg > ay) ‘5.‘ ., a>0 ppsurQ
i,j=1 i i=1
Onprend: D(A)3 uOHYQ)/ AuOL’Q) }
(i.e) condition de Dirichlet au bord de alors (-A) est générateur
infinitésimal d’un semi- groupe de contraction tiesse €dans £(Q)
Un théoreme qui caractérise les GISGeest

Théoréme délille-Yoshida

1.2.4Théoreme

X étant un espace de Banach soit uratgdr fermé de domaine

D (A) dense dans X, A est GISG de clas$siCCa OOtel que :

---Rek) > @

04 =
* -Au + ku = f aune solution unlque
OudD(A)

* si u = R(k)f estcette solution alors

T o) ab



Dans I'exemple précédent:
Si k=A+iy wODMA), fOLYQ
Il faut résoudre: Auku = f

i.e { trouver udH/(Q)/ a(u,Vv)+k(uv) = (f,v) OvOH(Q)

ou (u,v) fu(/dx, a (u, v) —Zj g ou vy
5 = ox. ax

D’aprés (H)
Re (a (u,v) + k(u,v}) inf (a,2) |v|wiq (>0)
Donc le probleme admet une solution uejgar ailleurs
Re a(uuu|’ce = Re(f,u)

Puisque Re a (un)

1

A ” u ”2 LZ(Q): ” u ||L2(Q) S;” f ||L2(Q)

L2(Q) S” f ||L2(Q)|| U”

Remarque : pour plus de détails les ouvrages spécialisés

1.2.5emi groupe Adjoint :

X étant un espace de HilberA ein opérateur fermé de
domaine D(A) dense dans X, si A* est I'Adjoint dg X étant
réflexif, A* est fermé et D(A*) dense dans X.

Si A est GISG alors A* est GISG

Si (G (t)), est le semi groupe engendré par A, alors
(G*(t)) ., estle semi groupe engendré par A*, appelé sgmipe
adjoint, ou G*(t) est I'adjoint de G (t)

Lorsque A est générateur infinitésimal d’'un senougre  G(t)
fortement continu (i.e) satisfasse les conditiamshetoréme de

Hille-Yoshida, la théorie des semi -groupes permet de traiter



beaucoup de problemes d’évolution, la solution du

%+Au=f
dt

probleme suivant: _
u(o) = u,

u,, f, donnés

S’écrit alors:

u(t) = j' G(t-9) f(s)ds +G (t) u,

1.3. problemes d’évolution paraboliques :

1.3.1 Probleme considéré

Soid un ouvert da, de frontierer et soi Q =Q x] 0,T |
et ==rx]0,T[ safrontiére latérale, ] 0,T [ est l'intalle de temps

On considere le probleme d’évolution suivant :

%+Au: f
dt
u(o) = u,

Ou A est un opérateur différentiel linéaire dljpe de la forme :

L0 0
A= -)> —(a (Xt)—
i;laxi(.,( o)

(P) est alors un probleme parabolique dar@e

L’équation type est celle de la chaleur qui stécr

ou
— — Au = f dansQ........
™ Q *
u@ = u, dansQ
u=0~0 surz
. & dhu }
Oou au = > " est leLaplacien
i=1 Xi

Multiplions I'équation (*) pame fonction test v et intégrons sQr

on obtient :



J. %vdx— jszdx: j fvdx
Q Q

Q

D’apres la formule de Green :

—jAuvdx = a_uﬂ dx - Ia—uv dr
oV

o 50X 0X

Si on suppose qua M (Q)

On déduit :
ou 4 ou ov
| jEVdX + .2—1: j&&dx = vadx
Soit ; e ) aQ al ' @
n u ov
a(u,v) = ——dx
(1) ; iaxi 0x,

Donc le probleme revient a trouveru: 10T[ - Hi(Q) telle que

du _
VO HA(Q) (V) * 2y = (fv)  dansQ
u (0) =y, dansQ

C’est un probléme amuchy-Dirichlet

1.3.2 Formulation abstraite du probléme :

Formulons de facon abstraite et dans un cadre gidegrobleme (P)
On se donne:
(1)- deux espaces de Hilbert V et H teis

V - H (i.e VU H avec injection continue)

V dense dans H
On identifie H a son dual H’ de telledagque si V’ est le dual de V on a.

V - H-V
(2) une famille de formes bilinéaires continues\su

(u,v) - a(tuyv) , 0OtO]0,T[
(On a supposé le cas général aestalépendant de t)

Telles que :



Ju,vOV t - a(t,u,v) mesurablesur J0,T[ et [a(t,u,v)|<c|u| |v]|
i) a est V - coereipar rapport a H (i.e)
Ca >0, CAOO /
Ot0d]0,T[ , OvOV
a (t,uv)Mv |2 >a|v ||2
NB : on peut se ramener autad sans perte de généralité
On pose : y ='e

Le probleme est équivalent a :
3_t2+ (A +Al)z=e"f

Ona:
ota T,  a(tu,v) = (A)u,v)
ol AL (L%(0, t; V), L2(0,t; V"))
l.e A (t) u : est la fonction
t - AQuit)o Vv’
Le probleme (P) est le suivanty, OH, fOL*(0,T;V")
Trouver u dans un espace convenable tel que

du
—+A)u =f
ot (t)

u@©) =u,

Ce qui revient a trouver u telle que :

(%,V)+a(t,u,v):(f,v) OvOVv
u ©0) =u,
1> (0, T; V) représente I'espace des (classes) detitors f de]0,T[ &

valeurs dans V telles que :

2

T
=[O dt<+o
0 \

” f ” L2 (0TV)

C’est un Hilbert pdarmproduit scalaire :

< f’g >LZ(O,T,V) :,[ <f(t)’g(t)> dt

0
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1.3.3Résolution du probleme (P)

Théoréme
Si les conditions (i) et (ii) sont vérifiées aldfsexiste une
solution unique u au probleme (P) telle queduw (0, T; V; V') et
dépendant continlment des données
ou W(QO,T;V;V)={ uOl?@T.v) et vOL*QT,V") }
On notera pour abréger :
W@, T, VM =W (0,T)

Il est muni de la norme :

T 2
” u” = (” u ”iZ(O,T,V) +|| u l”iz(o,T,V'))l/2 = (J- ” U(t) ” +|| ul(t) ”\2/ dt)llz
0 v

Remarque :
W(O,T)u C°([0,T] ,H) ou C ([0,T] ,H) est I'espace des fonctions
continues de [O0,TL H

1.3.4 Exemples d’application :

Exemple 1:
Soit g0 L~ (Q) telles que
> a,(x0)é&E 2z alélf a>0 (pp dans Q

ou ov

n . t =la (xt)——
On pose a(,u,vZj ia"(x’)ax x dx

Le théoréme précédent s’appliquerablpme suivant:

%+A(t)u =f dans Q

0 ou

Au=-3 (g (xt)—

ou Au 2oy (& (x )axj)
prenons V = H'(Q)

Par le méme raisonnement que pefngtent :
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On utilise la formule d&reen:

jAu vdx = —j ou vdo + a(t,u,v)
Q Ja A
ou
ou a, —cos@ %)
GUA ,Z,: b ox

Cos (n,¥ : i° = cosinus directeur de la normal extérieor a
Le probleme (P) s’écrit :
j—vdx + jAuvdx = jf v dx
Q Q

ou
—v dx —v d V) = |fvd
J' % lavv o + a(uv) ivx

A
Il S’interprete par :
ou

—+Au=f dans

ot Q
Ju

—=0 sur

ou, z
u(.,0) =u, dans Q

C'estle probléme dauchy-Neumann

Exemple 2:
Sion choisit: Vv ={ vOHYQ)/ vIT,=0 }

De telle sorte que :aau =0 sur I, x]0T][

UA
Our,=r\r,

Il S’interpréte par:

ou
—+Au =f dans
ot Q
u=0 sur I, x]0,T[
ou

= sur I, x10,T
o0, < 10,T[

u(.,0) = u, dans Q
C’est un probléme avec conditions auxtiisimélées

(Dirichlet- Neumann.)
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Chapitre 2

Contrblabilité et observabilité

Partie I: Controlabilité et observabilité linéaires

Systemes considérés :

On considere les systéemes décrits par ['équatibfférentielle

opérationnelle:

{z‘(t):Az(t)+Bu(t) 0<t<T (2-1)
2(0) = 2,
Augmentés de I'équation de sortie:

Y=Cz (2-2)

On suppose que les hypotheses suivantes soneeérifi
- Ew,0 sont des espaces de Hilbert séparables qui repeése
respectivement les espaces, d’état, de contra@l®eleservation
. BOL(v,E),COL(E,0) et uOL*(0,T;v)
- A auto adjoint a résolvante compacte et engendresemi groupe

(G ()0 de classe Gsur E. Avec ces hypothéses le systéme (2.1)
admet une solution faible unique $ur] donnée par:

z(t) = G(t) z, +_t[G(t —-s)Bu(s) ds

On suppose momentanément gige= 0
Notons par H, I'opérateur linéaire borné défini par

H: L*O0,T;v) - E

H(u) = J'OTG(T ~9) Bu(s) ds



2.1. Contrb6labilité linéaire

2.1.1Exacte et faible controlabilité

Définition 1
Le systeme (2-1) est dit exaeehtontrélable SU[IO,T] Si:
Oz, 0E, DudL*(0,T;v) telque Z(t) = z,

Remarque : 1

La définition ci- dessus egtigalente a:
ImH =E
Définition 2
Soit F U E un sous-espace de E le systemel)(2est dit
exactement controlable dans F si:
Oz, 0F, DOuOL*@OT;v) telque 2z(T)=z2

Remarque : 2

La définition précédente estieglente a :
FOImH
Les éléments de E ne sont pas tous atteignehlggnéral, On est conduit
a définir une autre notion de contrélabilité.
Définition 3 Contrélabilité faible

Le systéme (2-1) est dit faibent contrélable sUo,T] si pour tout

z,dans E:
Oe>0,0udL?(0T;v) telque :||z(T) -z < €

2.1.2 Caractérisations:

a) Contrélabilité exacte:

Le systéme (2-1) est exactementrélable sufo, T| ssi:

Oy >0 telque: HZHE < y”B*G*(.)z* pourtoutz OE

L2
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Cette caractérisation rameéene donc le lpnod d'exacte contrblabilité a

celui d'expliciter une inégalité plus facile

Proposition
SoitH, I'opérateur 1*(0,T;v) — E défini par:

H,(u) = jG(t -9)Bu(s) ds

Si pour tout %0, H, est compact alors le systéme (2-1) n'est pas

exactement controlable
Conséquences:
1- Si G(t) est compact pour tout t >0 alors le gyste(2-1) n'est pas

exactement contrélable
2- Si B est compact alors le systeme (2-1) nastgxactement controlable
b) Contrélabilité faible :

On a I'équivalence entre:

[ —
1

le systéme (2-1) est faiblement contrdlable[sm
ImH =E

Ker (H")=Ker (H" H) ={0}

{z.G(s)Bu)=0 , OsO[0,T]etOubu}=z=0

@ H W

Si le semi group€G(t)),., est analytique alors on a:

U!I.(A"G(s)B) =E, OsO[0,T]

nON
Preuve :
l- 2Et1l< 3 immédiat
3= 4

Ker(H')=0 @{(B*G*(S)Z’“)ZO }:Z:O

OsO[0,T]etOuOw

(z,G(s)Bu) =0
=2z=0
Osd[0,T|etOubwv

-21 -
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4—=5
Si non,

Cz#0,CsO]0,T[ tels que
<z,A"G(s)Bu>=0 OnON et Oulvu

n

mais <z, A"G(s)Bu>= <z,G(s)Bu>,0n0ON

d<"
De l'analyticité on déduit que:
<z,G(s)Bu>=0,0ulv et OtO[0,T]
Et 4) n'est pas vérifiée
5=4
Si non,Lz#0 tel que
<z,G(s)Bu>=0, 0sO[0,T] et DuOw

n

= <z,G(s)Bu>=<z,A"G(s)Bu>=0

Et donc U A'G(S)BU  pest pas partout dense dans E

2.2 Observabilité linéaire

Souvent l'état d'un systéme distribué peeit pas étre directement
mesureé, la question qui se pose est celle de poreannstruire un tel état a partir
des mesures effectuées, c'est le probleme de Na@lsiEé mais, connaissant la
dynamique du systéme et la commande il suffit denstruire I'état initial z (0).

Il est nécessaire de connaitre liéial pour démarrer tout algorithme
de contrdle sur le systeme, habituellement onddissysteme en évolution libre

pendant un certain intervalle de temjost,] pendant lequel ou effectue des

mesures par l'intermédiaire de capteurs.
Ensuite on utilise ces mesures pour la reconstmucte z (0) si les informations

sur le systeme sont fournies alors on a:
Y(t) =CG(t) z(0) = K(t)z(0)
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Donc le probleme de l'observabilité est cetul'existence d'un opérateur P

P: L>(0T;0) -~ E telque
PY = 2(0)

L'opérateur:

K{t): E - L*@T,;0)
Est linéaire borné.

K': L*(0T,;0) - E
Et défini par:

Tm
K'z= jG*c* z(t)dt
0

Comme ['état initial n'est pas toujours obskleat qu'on peut observer des
états aussi proche deque I'on veut. On est amener a définir une obsditéab

plus faible que I'exacte observabilité.

2.2.1 Exacte et faible observabilité

Définition 1 (Observabilité exacte)

Le systeme (2-1) augmenté de ['équati@r?)( est dit exactement
observable su[O,Tm] Si:
E OIm(K)
Définition 2 (Observabilité faible)
Le systeme (2-1) augmenté de I'équatied) @st dit faiblement observable
sur[o,T,] si: Ker(K) ={0}

2.2.2 Caractérisation

Caractérisation de I'exacte observabilité

Le systeme (2-1) augmenté de I'équation (2-R)eractement observable sur

[0T,] si:

Oy > Otelque: |z,|_ < y|Kz om0 POUrtoutz OE
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Caractérisation de I'observabilité faible

On a I'équivalence entre:
1) (2-1), (2-2) faiblement observable

2) Im(K*) = Im(K*K) = E’
3) UmGt)Cc =F
O<t<T
Preuve:

(1) = (2) immédiat car:

Im(K*) =Ker(K) "

1) = @)
Ker(K) ={zOE/CG(t)z=0, 0<t<T }=0
Mais :
CG(t) z=0= Pour toutz OFE
<7, CG(t)z>=<G*(t)C*z*,z>=0
0to[o,T,], G'(t)C'Z O Ker(K)"
Donc

G@{t)CZOE
On considere 'opérateur auto adjoint:
N=K'K: E-E

*

Alors on a la propriété suivante:

Reconstruction de I'état initial:

Le systeme (2-1) augmenté de I'equation (2€9t exactement

(respectivement faiblement) observable $oyT,| si l'opérateur N est défini

positif (resp. positif)
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Preuve:
SoitN = K'K défini positif alors:

Ok >0 telque:(Nz2) = K| z||2 pour tout zde E

- (e wec e zd,z)zkzf

(CG(t)z,CG(t)2) dt> k 22

=4

o1

2

Tm
= JIK®z]d=]Kz]
0 0

2

L2(0T,,,0) 2k ” z ”2

et le systeme est exactement observable d'Eppespriété de caractérisation
- Dans le cas ou N est positif
(Nz,2=20, OzOE et (Nzz2=0=2z=0

Si K z(0) alors:

T 2 T,
j [k(t) z(Q)| dt = j (CG(t) z(0), CG(t) (0)) dt =0
0 0
Soit : (N z(0), z(0)) =0 et donc z(0) =0
C'est-a-dire le systeme est faiblement oladsev d'aprés la propriété de

caractérisation
Dans les deux cas l'opérateut existe et on peut alors déterminer I'état z(0) :

z(0) =(K'K) 'K’y

Soit encore:
20)= ([ (1C'CG) dy™ [G' 1) CY() ot

Et donc l'opérateur de reconstruction n'est autee q
P=(K'K)'K"=K"*

Ou K* est appelé pseudo inverse de K
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Proposition:

Si le systeme (2-1) augmenté de (2-2) est exacteoieservable sur
[oT,] alors:

P:L>(0T,0O) - E
Y - z(0)
Est continue.

Preuve:
(2-1), (2-2) exactement observable

- [k>0telque:(K'K z, 2) =2k ||z||2 pourtout zO E
On sait que T est inversible et d'inverse cansinet seulement si
Om>Otelque:m|Z|< [T 7
Or |K'K 2|4 =(K'Kz 2)=k|4
D’ou: |K'K 7=k
La proposition précédente montre que pour un syst@xactement
observable la détermination de z (0) a partir deriaule:
z(0) = (K'K)*KY

Est satisfaisante puisque z (0) dépend continGmhemitmesures effectuées. Une

mesure affectée d'une faible erreur ne conduitpasétat initial erroné.

PARTIE Il :
CONTROLABILITE ET OBSERVABILITE NON LINEAIRE S

Introduction

Dans les problemes réels, souvent les modélesnsmntinéaires.
L'étude des notions de Contrblabilité et d'obsah@bde tels systemes est
beaucoup plus délicate s'il faut tenir compte dietsede la non linéarité.
Ces deux notions n'ont plus qu'un caractere lotde econtrble qui permet

d'atteindre un état désiré n'est plus explicite
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L'idée ici pour analyser c®stemes et d'essayer de joindre les
résultats de la théorie linéaire a certains théesdu point fixe

Considérons donc un modele de base de la forme:

dx

o f(x,u,t)

x(0) =%, (1)
y = h(x,u,t)

L'approche est la suivante:

On choisit dans les deux cas un contrdke un état initiak, pour résoudre le

systeme et obtenir les solutiongt y

Posons:
Xo:X_o + Z,
X =X +2
u=u +20
_ O
y =y +ty

En linéarisant autour ¢e ,u ,y) on a:

%(t):A(t) z(t) + B(t)a() + N (z(t),a(t).t)

2(0)= 7,
JO=C zt) + DMOE) + M(2(),a(t))

(2)

Ou A, B, C et D sont des opérateurs linéairesuppose pour simplifier que A
et B sont indépendants de t et qu'on a les hypesh&svantes:
(H)):E,v,0 Sont des espaces de Hilbert séparables désidespade d’état, de

contrble et d'observation
(H,): uOL*(O,T;E), BOL(v,E), COL(E,O)

(H:) A, engendre un semi groupe fortement continu){G&ur E
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2.3 CONTROLABILITE NON LINEAIRE

Il faut rappeler que le but €anakner I'état du systéme ge ax,
Dans ce cas, est supposé égalxjet u est une premiére tentative de controle
pour amener le systémexa
Supposons donc que les hypotheges,(H,),(H,) sont vérifiées et que, =0 et

on s'intéresse a déterminer (O tel que:
zZ(t) = 7, (T) =x(T) = X4 = 24

La premiére équation dans (2) est considérée aufadre c'est-a-dire (3) :
2(t) = je(t -7) B0 (7) dr+je(t —7) N (2(7),0(7),7)dr
si z(T)=2z, alors:
T T
z, = J'G(T -7) Ba(r)dr + jG(T —7) N(2(7),0(7),7)dr

On consideréde nouveau '‘opérateurH definit par:
H:L* (O,T,IR?) - E

a - Ha ]-G(T—T) Ba(r)dr
Et son pseudo inverse* ’
Si z, —]'G(T—r) N (z(7),G(r),r) dr O Im(H)
On peut définir implicitement un contralepar:
u =H"(z -}G(T -7) N ((7),u'(7), 7)d7)
o
Et I'équation (3) devient (4):
Z(t) :Jt'G(t —r)Bu*(r)dr+Jt'G(t -7) N(z(7),u (7),7)dr
Si le couple(z,u’) existe alorg(T)=z,. Le probléme de la contrblabilité est

donc ramené a celui de la détermination d'un doiatpour (3) et (4) il faut tenir

compte de certaines considérations techniquesdiéesprobleme:

-28 -



- Il faut choisir I'espace auquel appartignt), on le prendra égal a :
C(OT;E)xL*(0,T;v)

- Il faut définir une topologie sum(H) pour laquelle cet espace est de Banach
gu'on notera E alors: H*OL (E", L*(0,T;v))

On supposera aussi que:
;
z, - jG(T ~7) N (2(7),u’(7),r) dT O E"

- En dimension infinie, la non linéarité N peutpas appliquer
C(OT;E)xL2(0,T;v) x[0,T] dans C(OT;E)
Alors on supposera que N est a valeurs dans:

L" OT;E) avec r=2let EOE

On supposera aussi que le semi- groiﬁf@)tzo vérifie :

t
jG(t -1) Z(r)drOC(O,T;E) pourtout ZdansL' (O,T;E)

- B n'est pas nécessairement borné .Avec ces pmgisio peut appliquer
certains théoremes du point fixe.
THEOREME:

Supposons qu'il existe des constantess, y telles que:

(a)- IG(t —7) Bu(r)dr| = a'”u”LZ (0T:0)
0 COT;E)

(b)- IG(T -nz(r)dr| < :B”Z”U (OT:E")

(c)- IG(t -7) Z(1)dr = y”Z”L' OT.E)
0 COT:E)

(d)- L'application:

COT;E)x2(0T;0)x[0T] - L' OT;E)

(z(),u()..) - N(z(),u(),.)
Est une contraction au voisinage de l'origirersall existe un réel d tel
que pour tout zy ¢ |z <d

(3) et (4) admettent un point fixe.
Pour la preuve du théoreme, il faut utilisethéoreme du point fixe de Banach.
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2.4. OBSERVABILITE NON LINEAIRE

L'observabilité consiste a déiaenl'étatx(t) du systeme a partir des
entrées — sorties, l'approche est la suivante:

Dans ce cas et avec les mémedions précedentes On poseu
c'est-a-diret =0 et on se fixe,, alors x sera en fait une premiére estimation de

I'état x a déterminer.

On suppose que les hypotheges, (H,), (H,) sont vérifiées, On s'intéresse

a la construction de I'étatt) :

2= [G-1) Ba@dr + [GE-7)N (20,00 )dr + G2
Si E:o alors le systérone (2) devient

Lo=Anz) + N

20)= 2

YO =CO 2 + MDY

Sa solution vérifie :
z(t) = G(t)z, + Jt'G(t -7) N (z(t),r)dr

On va supposer que la partie linéaire (A, C) esicedment observable ce qui

revient a dire (d'aprés la théorie linéaire) que> 0 tel que pour touk,dans E:

| Kxo [, 2 | % [
[(Kx) (©) = CG(t)x,]

(*)
Si la condition est trop forte on peut agrandisg@ce d'observatiofly 0 y) I'état

peut alors étre mis sous la forme suivante:

z(t)=G@t) K*| ¥y ()-M(z(.),.) —CjG(.— )N (z(r),r)dr} + j'G(t -7) N (z(7),r)dr o)
K"=(K'K)'K"

Désigne le pseudo- inverse de K nous avons ldta¢suivant:
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THEOREME :
Supposons qu'il existe g, y telles que :
(@) la relation (*) précédente estifié (i.e) la partie linéaire est

exactement observable

< flz

0 |c[e-1) 2(1)dr

L (0T;E")

<yz

p 0
(©) j G(.-7) z(r)dr
0 COT;E) L' OT:E)

(d)- Les applications:

COT;E)x[0T] - L'(OT;E)
(z(.),.) - N(z(),.)
et
COT;E)x[0T] - Y
(z(),.) - M (z(),.)

Sont contractantes au voisinage de l'origine adloggiste un réel d tel que pour

(5) admet un point fixe unique solution de (2)

tout y vérifiant: < d

Y
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Chapitre 3

METHODE DE DECOMPOSITION

Introduction

Ces quelque dernieres années, la méthode de désihimpo
d'Adomian (M, D, A) a été appliquée a des classeslarges de problemes dans

de nombreux domaines, comme les mathématiqueshyaique la biologie,

Cette méthode permet de résoudre les iégadbnctionnelles de différents
types et vient s'ajouter aux autres méthodes exesta L'avantage de cette
méthode est qu'elle permet de résoudre par un schiiract le probleme
considéré, la solution est obtenue sons forme dessé@pidement convergentes.
Beau coup d'auteurs ont donné un grand intérétpalication de la méthode de
décomposition a la résolution de problemes ausen hiéterministes que
stochastiques.

Dans ce chapitre, je vais exposer lesdgamincipes de cette méthode sur
un probleme non linéaire, je proposerais ensuitex daeéthodes pratiques de
calcul de polyndbmes d'Adomian apres je parleraisladeonvergence de la
méthode et enfin je montrerais concretement l'affitt et la précision de la
méthode en considérant un probleme parabolique ling@aire avec exemple

numerique.

3.1. Probléme considéré et grands principes de la méiHe:

Considérons le probléme suivant:
F(2) =g
Ou F représente un opérateur différentiel non ine@acluant des termes
linéaires et des termes non linéaires. La pantigaire est décomposée en L+R
ou L est I'opérateur différentiel d'ordre le pliesvé et R la partie restante

On suppose donc que le probleme non linéaire s&murs la forme:
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LZ+RZ+NZ=0g ., (1)
Oou L : estinversible
R : Un opérateur différentiel lingair
N : représente les termes non lim&air
g: leterme source.
L'éguation (1) peut s'écrire:
Lz=g—-Rz-Nz
Comme L est inversible on a aussi:
L*Lz=L'9- L'RZ-L*NzZ .o, (2)
Par exemple si L est un opérateur différentieidiio 1 alors:
Lz=z-a
L'équation (2) s'écrit alors:
z=a+l'g-L"Rz-L*"Nz ... ... (3)

On va chercher z sous la forme de séries:

Oou z,=a+L"g et (z,,n>0) est a déterminer. On décompose le terme non

linéaire, N sous forme de séries de polyndmes apgcappelés polyndmes

d'Adomian :
N(2) = i‘;ph ......... (5)
Ces polynébmes Asont obtenus en introduisant un parametet en écrivant:
=Kz e, (6)
k=0
N(z(1)) = gzm ............ 7)

De (6) et (7) en déduit:

_afa
A= n{ o (N(z(A»)}

A=0
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Remargue:
Les polynbmes d'Adomian peuvent étre calculésgptarmule:

1|d"
A=H{ Nmuﬂ

ol v.i) =M Az
d/1n n();z

A=0

Cette formule est valable pour tous les types de lm@arité. On substitue les
équations (4) et (5) dans (3) on obtient:

27 =2-L"RY z,-L"Y A
n=0 K=0 n=0
Pour déterminer les, 2n peut utiliser le procédé itératif suivant:

z, = a+l’g
z =-L"'Rz,-L"A

z.,=-L"Rz, -L"A

Il faut remarquer qu'en pratique la sé@A converge rapidement, donc la

1=0

n-1
somme partiel des n premiers term)es, peut servir de solution.

i=0

3.2. Quelgues méthodes de calcul des polyndmes divinian

Une étape importante dans lehook de décomposition est le calcul
des polynédmes d'Adomian je propose ci- dessousggesl méthodes pratiques

pour la détermination de ces polyndmes avec das@rs

Méthode 1:

on a: N(z() = 3 AA

n

6 an n
D'autre part : N(z(A = N A
p T (( ))} o~ gp (ZO‘, ZK)LO
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Pour obtenir les Aon dérive a l'ordre n les deux membres de la gnemi

égalité on obtient

"N < 0"
Az)= AA),-
o A= A

Si n=0 on détermine A

Si n=1 ondétermine ;. A....... etc.

Exemple:
N(2) = zz
ZA)=z,+Az+ Xz, +....)
DAA = (2 A7+ ) (2o + ATy + A2 1)
Si A1=0: A =12z,

derivéepremiere

%(A) + A)} :%(zo +42)(7, +4 le)}

A=0 =0
A =127z, +77,
derivéeSeconde
62 2 02 2 2
W(Ab"'/m&"'/] A) ZW(ZO-'_AZl-'-A z,) (2, + A2, + A°Z,,)
4=0 =0

2A, =2(22 *+ 22, + 2,7,)

Méthode 2 :
Pour calculer les polynémes d'Adomian, olsetles formules:

2,=Y 20 , N(D) =Y AL

n=0

On développeN,(z2) sous forme de puissancesidepar comparaisonp, est

donné par le coefficient de.

Exemple :
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N(2) = zz

[

On pose: z, = izn)l“, Zy =Dz, A"
0

0

Apreés substitution dans N (z) on a :
N,(2)=(z + Az, +....... )@, t Az, t.....)

On rassemble tous les termes du méme degné@debtient:

N, (2) = 202, + (2204 + 22,04 + (22 + 22, + 22, ) + .
Les polynbmes d'’Adomian sont donnés par :

A = 27,
A =27, +2,2,
A, = 2,2, + 22, + 2,2,

Les autres Ase calculent de la méme facon

Remargue:
Si on a par exemple le systéme suivant:

Lz +R(z,...2) + N(z,...2)) = f;
Lz, +R(Z,..2) + Ny(7,..2,) = T,

L.z, +R(z,-...2) + N (7,..2,) = |,
L'opérateur non linéaire est de la formez,,...z)

Dans ce cas les polyndmes d'Adomian sont donnés par

1| d"
A :ﬁ{d)ln Ni(zlu),...,znu»}

A=0
Avec zi(/1)=Zn:/1j z, ,i=l....n
0

Les calculs peuvent étre longs et compliqués CGesaauteurs ont proposé des

algorithmes permettant de simplifier les calcules 4,

Voir par exemple les travaux de Huifeng Gu et Zhi-hi (universités de la

République de Chine).
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3.3 Résultat de convergence:

Considérons le probleme sousimé:
z + N2 =9
On sait que la méthode d'Adomian est équivalent&t@miner la suit¢s)) telle

que :

Par le schéma suivant:;

Et I'équation :

S=N(z +9)
Cette équation peut étre résolue a l'aide d'urréindé® du point fixe, On détermine
alors des conditions sur I'opérateur N suffisaptas la convergence

Ordre de convergence

On suppose que la su(®)converge vers S
Définition :

S'il existe deux constantes réelles positives telle que:

i S..-S
m I, -9y

Alors l'ordre de convergence @&)et égale a k

Théoréme :
On suppose que

NOC*, si N™(z+9)=0
n=212...k-let N¥(z,+s) 20

Alors la suiteg(s,) et d'ordre k.
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Preuve:

On écritN(z+S,) sous la forme:

N(z, +S,) = N(z, +S)---+W(Sn “9) bt =22, =9

On déduit que:
] N(n) S n
S —S=N'(z+S)(S, = S) +rrrrren. + %(&—S) .
On utilisant I'nypothése du théoreme.

(k) (k+1)
Su-s=t Bt (g g (82D (k(f;)!* (s, -5) +

§2=S _Nz+9) N"Uz+9) o o,
(S,-9) X (k+1)!

En passant a la limite on a le résultat

3.4 Application

Dans cette section on va applida méthode de décomposition a la

résolution d'une équation parabolique non linéaiex condition initiale.

3.4.1 Probléme considéré :

Concéderons donc le probléme suivant:

0z _0°z
E_W-F N(2) + f(Xt)........... ®
Z(X,0) = G(X)eeeeeeeiniiiieee e @

(x,t)O[a,b] x[0,T]
Ou veut trouver la solution vérifiant (1) (&), la méthode de décomposition

consiste a écrire la solution sous forme de sérfases:
Z(%,) = Z,(X,)crrreccs ©))
n=0
Et de décomposer N sous la forme

N =3 A (202 2 )
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Ou lesA sont les polynémes d'’Adomian donnés par:

1 K
A = LV'“ (2/1 zk)L0 .......... (5)
L'éguation (1) peut s'écrire:
Lz=L, z+N(2)+ f(Xt)eereen... ©)
., _0 _0*
ou L =5 et LXX—aX2

t
L'inverse de 'opérateur, est L = [(.)dt
0

De I'équation (6) on déduit :
2(x,t) = 2(x0) + L, (L) + L' (N(2) + L' (f (x.))
En utilisant les équations (3) et (4) on aura
> 2,061) = 2x0) + (1 (x0) + (22,00 + V(2 A)
Par suite on détermine lespar le processus itératif suivant:

Z(x,t) = 2(x,0) + L (f (x1))
Z,,(%t) =L (Zw+A), Nn=01..

En pratique on ne peut pas calculer toustdesies de la sérézn(x,t),

n=0

mais on peut approcher la solution par la sérquée :

Zy (%) = 2 7,(x1)

avec limM - oo, 7, (X,1) = z(X,t)

3.4.2 Exemple numérique

Dans cette partie On va appliquer la méthdel décomposition a I'équation
(1) avec la condition initiale (2) sur un exemplengrique :

Considérons le probléme suivant ou le terme sacestaon linéaire:

0z i +e’+e?
ot ox? (x,t) O[oa]x[oa]

Z(x,0) = In(x+2)
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Dans cet exemple:

f(x,t)=0, g(x)=In(x+2), N(z2)=e *+e?%
Les polynémes d'Adomian sont donnés par:

A =e ™ +g?

A =z(-e™ -2e7")

A= (-2, + 2210 + (<22, +277)e

Les autres polyndmes se calculent de la ménmmfac
En utilisant les formules (9) on a:

Z,=In(x+2)

B (_1)n+1tn
o n(x+2)"

De I'équation (3) on déduit :

2 _1\n+1len
2xt) =inx+2)+———— L4 DL,
X+2 2(x+2) n(x + 2)

t
X+2

=In(x+2) +In( +1)

=In(x+t +2)

On peut vérifier la précision de la méthode en waltt les M premiers

termes de la solution et par comparaison avec ll#i®@o exacte on a reporté
I'erreur absolue dans un tableau.

L'erreur absolue est donnée par:
‘ Z(X;,t) = zy (X, ty) ‘
M
Ou z est la solution exacte @}, =Y z,(xt).
0
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M=5
X/t 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,2 | 8.7288E-8 | 5.2430E{6.5632E-5| 2.9414E-4] 0.0011
0.4 | 5.2100E-8 | 3.1268E!6.3532E-5| 1.7801E-4| 6.436E-4
0.6 | 302396E-8| 1.9530E!@.1027E-5| 1.1202E-4| 4.0630E-4
0.8 | 2.0859E-8 | 1.2624E!@A.3640E-5| 7.2890E-5| 2.6512E-4
1 1.3842E-8 | 8.4059E{P.1099E-6| 4.8819E-5| 1.7801E-4

M=10

X/t 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2| 2.9388E-13 | 5.5942E-10 4.5169EB0028E-6| 1.0989E-5
0.4| 1.1369E-13 | 2.1740E-10 1.7638E®B9I323E-7| 4.3255E-6
0.6| 4.6851E-14 | 9.1057E-1fl 7.4176ER6601E-7| 1.8321E-6
0.8| 2.1094E-14 | 4.0656E-11 3.3245E7R4639E-8 8.2616E-7
1 | 9.9920E-15 | 1.9182E-11 1.5736E-®5433E-8| 3.9323E-7

On remarque que pour M=5, M=10, c'est-a-direcaculant (5), (10) termes

de la série, On a obtenu une bonne approximatida si@ution.

3.5 Application de la méthode de décomposition a théorie

Si on veut augmenter la précision on calcal@lus grand nombre de termes.

du controle

Dans cette section on va développer une approcheetie pour le

contrble de systémes en combinant deux méthodes:

La méthode de décomposition et la méthode Alienor.
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L'idée consiste a transformer le prot@ede contrdle optimal en un
probleme classique d'optimisation en utilisantméthode d'Adomian puis de

résoudre ce probleme par la méthode Alienor.

3.5.1 Formulation du probléme:

On considere le phénomeéne d'évolution déaitle systeme non linéaire

suivant:

dz(t)
— = f t) ]
a G2 O
z0)=a
Ou zt)OR" est le vecteur d'état
u(t) ORP est le vecteur contrble

a : Un vecteur donné.

On supposera que le contraig) est admissible
On suppose que pour contréler ce systeme on aienis@n le critére suivant:
= d 2
=], otz dt @
Ou z et u vérifient I'équation (1)
g est continue gb,T] est l'intervalle d'observation. La résolution delgpemes de

controle se fait avec les méthodes classiques copanexemple le principe du
maximum de Pontryagin, ou la programmation dynamiaais I'implémentation

de ces méthodes est souvent difficile

3.5.2 Méthode Alienor:

Cette méthode a été inventée par y. Cherruauttébut des années 1980
Elle consiste a ramener une fonction multi varialda une fonction d'une seule
variable a l'aide d'une transformation réductrice.
Cette transformation est basée sur l'approximatierr” par des courbew -

denses.

- 42 -



Définition
Une courbe définie par:
h: [O’M] - Ell[xiayi]

Est ditea - dense dansﬁ1 [x.v,] si:

O WD]j[xi,yi], D@D[O,M] tel que:
I_d(w, h(d)) < a
Ou d: estladistance euclidienne dars
M eta : Des constantes positives
a Est appelé parametre de densification
Définition
Un sous-espacg deR" est dita - dense dan®" si:
OMOR", OM'OX:dM,M) < a
Exemple (simple)
La spirale d'Archimeder =a#) estra - densedansR?

., |x=r cosf . .
Soit _ encoordonnés polaires
y=rsiné

On obtient: {X =agcosf=h, (9)

y=afsind=nh, (0)
Tout point derR? est approché par un point de la coutigg) = (h(8),h, (6))
Soit J une fonction continue sef vérifiant la condition de convexité globale:

lim J(z,....2)) = ©

|2~
Et soit a résoudre le probleme d'optimisation sutiva
Min J(z,...,.z,) ©)

On construit une courbe paramétit&a) = (h8,),..h(8,)) ,a—-dense
z=h(@ , i=1l..n

Le probléme précédent devient:
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Min J° (6) = Min J (h, (6),...h, (6)) 4)
Ou #0lo,6,,] 6,..est la plus grande valeur que peut prendre

Y. Cherruault a montré que toute solution leguation (3) peut étre
approchée par une solution correspondante de tiéquéd)
J'(8), est définie continue sur un compact, donc ellespde au moins un
minimum et donc les minima de J pourront étre agpée par les minima de
J°(9)
Ces derniers peuvent étre calculés en utilisantopérateur qui préserve
I'optimisation (O. P .O).

3.5.3Nouvelle approche utilisant la méthode Adomian \ Aénor

Soit le probléme de contrble optimal donné par:
. T
Min jo G (zu,t) dt

Avec les contraintes:

z(t) = f (zuY) ©)
z0)=a

Et [0, = <

max

Le systeme (5) peut alors étre résolu par la méthividomian aprés passage a la

forme canonique

La solution obtenue s'écrit sous forme de séries:

q

z=> v, (U,..u,), i=1.n (6)
=1

ol v', dependexplicitementde u,,...u

J P

On prend alors, (t) sous la forme suivante:

LO=Y caw, = 1.p

r=1
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Ou les g (t)sont des fonctions connues du type (polyndmestidras; fonctions

splines, exponentielles, etc....) les solutionps de l'équation (6) dépendent

explicitement dq;ir de facon précise:
q i
z®=2V (.
=1

Utilisons les expressions deet u, dans le critére on obtient une fonction qui

dépend explicitement des parametres.
T q q )
Min [9Q vV 2 v tu,) dt =Min 3(C)
c o = i= C
C'est un probléme d'optimisation classique .Ce Iprob est ensuite résolu
directement en utilisant la méthode Alienor.
Une transformation réductrice peut étre utilisée.
Soit une transformatian-dense: (h') i=1..p, r=1....n
Onpose: C'=h'(d pourtout r,i,etlafonctionnelle J deviefdrs :
3@ = 3(h'(9)
Fonction d'une unique variabl@ sur laquelle on applique les techniques

d’optimisations dans R

Application:

Il est clair que cette nouvelle approche peut étilesée efficacement pour
résoudre différents problemes de contréle dansdoegude domaines en Biologie
par exemple on pourra traiter les problémes liésraitement optimal du VIH/

SIDA, du cancer, du paludisme, etc....

3.6. Application a un modeéle du V.I.H \ SIDA :

Ce modele a été proposé par Novak et Bandh896).1l est constitué d'un
systeme de quatre équations différentielles no@alnes décrivant I'interaction

entre le systeme immunitaire et le (V.I.H):
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2= A-dz -f 7z
z,= Bzz,-az,-pz,z,
z,= kz,-vz,

w

z,= Ccz,z,-bz,

Les variables : 2(1):21),%).2). représentent respectivement :
-Le nombre de cellules saines
-Le nombre de cellules infectées
-La charge virale
-L’antigene cytotoxique CTL

Les paramétres du systenfe ;4 & B p. b ¢ V. K gont respectivement :
-Le taux de production de cellules saines
-Le taux de mortalité de cellules saines
-Le taux de mortalité naturelle de cellutdsctées
-Le taux de mortalité de cellules sainesl@airus
-Le taux de mortalité de cellules infectées
-Le taux de déclin naturel de CTL
-Le taux de production de CTL
-Le taux de déclin naturel du virus
-Le taux de production du virus

Dans la premiere équation du systeme le taux dduptmn de cellules saines

diminue de 7”7 du fait de l'interaction du virus avec les cefisisaines.
On prendra donc ;A =4 A-u(t) avec O<u(t)<1

On notera que u(t) = 1 représente la théramaimale et que u(t) = 0
représente I'absence de traitement

La fonctionnelle a minimiser est :

J= 22 + BJ'OT U3(t) dt
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Qui exprime gu’on veut faire diminuer les effete@adaires du traitement ainsi
gue la charge virale. B représente un parametre d@pend d’autres
considérations, T est le temps final de la thérapie
Résultats numériques :
Pour la simulation numérique on choisit :
z(0)=10, z(0)=02 z(0)=08 z/(0)=003
a=08 b=00] c=01 d=10
v=00, p=005 A=10 B=10
Le controle est choisit de la forme : U =pe™, 0s<u(t)<1
On reporte le contréle dans le systemesidéné qu’il faut résoudre par la
méthode de décomposition d’Adomian, la solution esportée dans la
fonctionnelle objective et minimisée par la méthodeenor en utilisant une
transformation réductrice adéquate.
La simulation a donné des résultats comparablesua obtenus par d’autres

méthodes classiques.
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Chapitre 4

LES SENTINELLES

Introduction :

La modélisation de beaucoup de phénom@umduit & des systemes
spatiotemporels a données incomplétes. C'est le paasexemple dans les
problemes environnementaux.

J'entends par données incomplétes, ¢ewlitions initiales, le second
membre et éventuellement les conditions aux limites

L'un des objectifs dans |'étude de pesblemes est d'obtenir des
informations sur les termes polluants présents tlégeation d'état du systeme
indépendamment des termes manquants.

Il y a pour cela une méthode que je wdr®duire dans ce chapitre, c'est la
méthode des sentinelles développée par J. L. LIONS

L'idée est d'observer la solution peereple dans une région du domaine
spatial pendant un intervalle de temps puis ensaftit une moyenne de ces
observations, on construit des fonctionnelles cquusnpermettent d'obtenir des
informations sur les termes polluants indépendamohemtermes manguants.

Ces fonctionnelles s'appellent sent@selDonc la théorie des sentinelles

est trés importante pour les applications.

4.1. Probleme a considérer et notations :

On va utiliser les notations haélles suivantes:

- Q désignera un ouvert d& ,n>1 , borné, régulier de frontiepeQ

[0,T] ,T>0 unintervalle de temps

Q=lo,T[xQ , X=]o,T[xa0
- A désigne un opérateur différdrdlptique du second ordre.
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- A désignera l'opérateur adjoint de A.

Le systeme a Considérer est décritgmétuations d'état suivantes :

% + Az + F (Z) = f (X't) dans Q
z(0) = 2° dans Q @
z(xt) = 0 sur X

z (t,x) Est notéez pour simplifier I'écriture, on supposera que

F: O-0 estdeclasse C*

4.2. Construction de sentinelles:

Dans cette section on va supposer dpec le systeme s'écrit sous la

forme:
% (t,x;A, 7))+ Az(t,x,A,7) +F (z(t,x,A,7)) = f (xt)+A f (x,t) dansQ
2 (0,%,1,7)=2°(X) + T z (X) dansQ 2)
z(t,x,A,7) =0 sur .

f etz Sont des fonctions connues
fetz Sontinconnues
Aetr Des petits parametres inconnust<<1, r<<l1
A f etr z Sont appelés respectivement terme polluant eetenanguant.

On suppose que ce systeme posséde une solutiareurotge par :

z(A1) = z(t,x,A,7)  Dans un espace convenable
Soit 00 Q l'observatoire et I'observation faite sur O

La question suivante se pose:

Comment estimer le termef indépendamment du terme
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Une solution consiste a utiliser la méthods thoindres carrés: on considere
les inconnus A f et rz comme deux variables de contr6le et on cherche a
amener I'étatz (t,x,A,r) vers un état proche de.
Cela revient donc a un probléme de contréle optimal
Il existe une autre méthode dite des sentineless ta suivante:

Les Sentinelles :

Soit hOL2 ((0T)x0)
On définit la fonctionnelle suivante:

S(A,r)=”
olgOL? ((0T)xO0)

(O,T)xo(ho +¢)z(t,xA1)dxdt
Définition:
La fonctionnelles (1,r) est dite sentinelle définie p&g si les conditions
suivantes sont vérifiées:
1- il existe:
udL? ((0,T)x0O) tel que
0S

F (00) = Ouooveeeee e e, (3)

O zOL2(Q) dont le sup port estdans O

2- |u ||LZ((O]T)xO) = min | ¢ ||LZ((O]T)xO) ¢: verifiant 1'equation (1)

Construction de la sentinelle:

Voyons maintenant la constructienalsentinelle:

Soit : 2 (t,x,A,7) (notée 2 pour simplifier )la solution du systeme :

% (t,x,A, 1)+ Az (t,x,A,7) + F(z (t,x,A,7)) = f(x,1) dansQ

z(0,x,A,1) = 2° dansQ @
z(t,x,A,7) =0 sur .

La dérivée du systeme (4) par rapport au paramiegst donné par:
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6?+A2A+F'(zo)zﬂ = f dans Q

z, (0) =0 dansQ 5
z, (x,t,A,7)= 0 sury,

Et la dérivée du systeme (4) par rapport au parameest donné par :

aaZtT +Az, +F'(z)z, =0 dans Q

z.(0) =0 dans Q (6)
z, (t,x,A,7) =0 sur .

Les systemes (5) et (6) sont résolubles, le systajmnt associé a (6) est défini

par:
-9 RqrF @)a = (h+H) X, dans Q

q) =0 dans Q (7)
qt,x) = 0 sur Y

Le probleme (7) est résoluble, la solution g dépeiaidy .
En multipliant la premiere équation de (7) paret en intégrant par partie sur Q
on obtient:
jQ(h0 +@) z,(t,x,A,7) dxdt = jQq(O)de
D’autre part la condition (3) est équivalente a :
j(h0+¢) z dxdt = 0 )
donc ) ® < q@O =0

(i .e) un probleme de controlabilité.

4.3. Estimation des termes polluants :

Si z, est |'état du systeme mesuré sur Il'observatoirpe@dant

m

lintervalle de temp$0,T[ alors la sentinelle mesurée est :

S(A1) = jj(owo(ho +¢) z (t,xA,7) dxdt
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Théoréeme :

Si le contrélegy est connu alors on a I'estimation suivante duagsolluant :

A ﬂ(omxoq? dxdt = .”(o,T)xo(hO +0) (z, (xt) = Z(xt)) dxdt

Preuve :
On sait que:
S(A,1) = S(O,O)+/10—S (O,O)+ra—S (00)
BY, or
0S

donc A I 0,0 = S(A,7) - S(00)

. ) _

o SN0 = J[ 1 (o +9) 2, dxt
et S(00) = j j(o,nxo(ho + @) 7 (t,x) dx dt

d'ou )IZ—j(0,0) = [(h + ) (2, - 2) dxat
Q

mais 22 00) = _[ q f dxdt
o !

d'oll /]”‘(O’T)xoq?dxdt = Hm)xo(h0 + @) (z,, - 2) dxdt.
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Résumeé

Dans ce fravail on s'intéresse a la méthode de décomposition
d’Adomian et a son utilisation a la résolution de problemes non

linéaires.

Apres avoir exposé les grands principes de la méthode, on
montre ici comment on peut I'appliquer pour résoudre un
probleme paraboligue non linéaire et on illustre par un exemple
numérique |'efficacité de cette puissante technique qui donne la

solution sous forme de séries rapidement convergentes.

On a proposé deux méthodes simples pour le calcul des

polyndmes d' Adomian

On montre aussi comment cette méthode combinée a la
méthode Aliénor pérmet de résoudre des problemes de control

optimal.

On s'intéresse enfin a la construction de sentinelles qui nous
permettent d'estimer les termes polluants indépendamment des

termes manquants et ceci dans les systemes d donnés incompletes

Mots clefs : probleme parabolique non linéaire, controlabilité,
méthode de décomposition, polynomes d’Adomian,théorie des

sentinelles



ABSTRACT

This work deals with a study of Adomian decomposition

method and its applications to solve nonlinear problemes.

Here we expose principles of the method and we show how to
use it to solve a nonlinear parabolic problem, also we see with
example the efficiency of this power full method witch give the

solution into series rapidly convergent.

We propose two simple methods to calculate Adomian
polynomials and we show how we can use Adomian method with

Alienor method to solve optimal control problems.

We also inferested to the construction of sentinels witch allow

estimation of pollution terms independently of the missing ones
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decomposition method, Adomian polynomial ,sentinels method
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