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Résumé

Le but de notre travail est de revoir deux méthodes d’estimation, la pre-
miére est relative a I'estimation des fiabilités d’un systéme et de ses compo-
sants a partir des résultats d’essais sur ceux-ci, la deuxiéme étant relative a
I’estimation des parametres des lois exponentielles dans le cas de données cen-
surées, en supposant que les durées de vie des composants du systéme suivent
ces derniéres et pour conforter notre résultat on a réaliser des simulations.

Mots Clés : Fiabilité, Estimation, Vraisemblance, Loi exponentielle, mé-
thode du gradient
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Abstract

The purpose of our work is to present two methods of estimation, the
first one is relative to the estimation of the reliabilities of a system and
its components from the test results on these, the second is relative to the
estimation of the parameters of the exponential distribution in the case of
censored data, supposing that the lifetimes of the components of the system
follow the exponential laws and to consolidate our result we use simulations.

Keywords : Reliability, Estimation, Exponential law, Method of the
gradient.
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Introduction

La connaissance des caractéristiques de la fiabilité d’un systéme simple
ou complexe est essentielle, elle conditionne la maintenance. L’usure et le
renouvellement des équipements engendrent des cotits qu’on espére gérer de
maniére optimale. C’est pour ces raisons qu’'un nouveau champ d’investiga-
tion s’est dévelloppé afin de réduire le cotit. Celui-ci est basé principalement
sur la modélisation stochastique des apparitions des défaillances au cours du
temps et sur 'estimation statistique des parameétres des modéles & partir des
résultats des essai.

Les premiers travaux ont consisté a étudier les essais réalisés en conditions
normales d’utilisation du produit (systéme), provoquant des temps d’essai
importants, et avec des tailles d’échantillon élevées. Plus tard, et afin de
réduire le cotit des essais, les tailles des échantillons et le temps imparti a la
réalisation de ces essais ont été revu a la baisse. Ces deux aspects a savoir la
réduction de la taille de I’échantillon et du temps d’essai ont suscité beaucoup
d’intérét généré par le volume de publication et travaux de recherche qui ont
été élaboré dans ce sens. pour la réduction de la taille on cite [27] ,[19], [29].
Pour la réduction du temps, il y a les travaux de [30], [5], et [9]. Le but
de notre travail est de revoir deux méthodes d’estimation, la premiere est
relative a 'estimation des fiabilités du systéme et de ses composants & partir
des résultats des essais sur ceux-ci, la deuxiéme etant relative a ’estimation
des parameétres des lois exponentielles, en supposant que les durées de vie de
composants du systéme suivent ces derniéres.

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres. Dans le premier chapitre nous
nous limitons & un rappel bref sur des notions et définitions de base de la
théorie de la fiabilité que nous voyons utiles pour la suite de notre exposeé.
Nous commencons par définir les différents types des systémes, la fonction de
structure, la fonction de structure cohérent, les coupes et les liens. Ensuite
nous introduisons la fonction de fiabilité dans le temps discret et le temps



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

continu et enfin nous donnons ses propriétés (I'importance en fiabilité et
I'importance en structure)

Dans le deuxiéme chapitre nous nous intéressons essentiellement & l'es-
timation de la fonction de fiabilité a partir d’essais sur le systéme et ses
composants, nous commencons par un rappel sur I’estimation. Ensuite nous
nous intéressons a ’estimation de la fonction de fiabilité par la méthode de
maximum de vraisemblance et trouvons 'estimateur de maximum de vrai-
semblance par la méthode du gradient et la méthode de bissection, Enfin
nous donnons trois théorémes trés importants.

Dans le troisiéme chapitre et aprés avoir donné un apercu sur la censure
et le calcul de la vraisemblance dans le cas celle-ci, on a estimé les parameétres
de la loi exponentielle pour des données censurées. En effet, on a calculé la
fonction de vraisemblance pour trois structures différentes, qui sont systéme
en série, systéme en paralléle, et systeme 2-sur-3, dans le cas ot les durées de
vie des composants des systémes sont des variables aléatoires indépendantes
de lois exponentielles

le quatriéeme chapitre est consacré a ’application des méthodes numé-
riques d’approximation (la méthode de gradient) pour l'obtention du maxi-
mum des vraisemblances obtenues dans le chapitre trois. Enfin, on termine
par une conclusion.

vi



Chapitre 1

Introduction a la théorie de la
fiabilité

L’objectif de la théorie de la fiabilité est 'analyse de probabilité de panne
d’un systéme. Le terme est & prendre au sens large, il peut étre une structure
composée de plusieurs éléments comme il peut étre un seul élément.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions que nous utiliserons
dans ce mémoire.

1.1 Rappel

Systéme en série

Un systeme est dit en série si son fonctionnement est assujetti au fonc-
tionnement simultané de tous ses composants. Si un seul de ses composants
est en panne, alors le systéme sera en panne.

Systéme en paralléle

Le fonctionnement de ce systéme est assuré si au moins un de ses com-
posants est en bon état, le systéme sera en panne si et seulement si tous ses
composants sont en panne simultanément.
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Systéme k-sur-n

Un systéme de n composants qui fonctionne si et seulement si au moins
k composants parmi n fonctionnent s’appelle k — sur —n : G.
Un systéme de n composants qui tombe en panne si et seulement si au moins
k composants parmi n tombent en panne s’appelle &k — sur —n : F.

Cela nous permet de dire que le systéme k — sur — n : G est équivalent
an—k+1)—sur—n:F

Les systémes en série et en parallele sont des cas particuliers d’un systéme
k — sur —n.

Un systéme en série est équivalent a un systeme n — sur —n : G et
1—sur—mn:F.

Un systéme en paralléle est équivalent & un systeme n — sur —n : F' et
1—sur—mn:G.

Systéme en série-paralléle

Il est formé de r blocs montés en parallele, et chaque bloc i constitue
un systéme en série de 7; composants j = 1,...r, ce systéme fonctionne si au
moins un bloc fonctionne et chaque bloc fonctionne si tous ses composants
fonctionnent.

Systéme en paralléle-série

Il est formé de r blocs montés en série, et chaque bloc i constitue un
systéme en paralléle de i; composants j=1,....r, ce systéme fonctionne si tous
les blocs fonctionnent et chaque bloc fonctionne si au moins un composant
fonctionne.

Systéme réparable

le composant, mis en service a 'instant ¢ = 0, fonctionne pendant un
certain temps Xj(aléatoire) au bout duquel il tombe en panne. il y reste
pendant un temps Y; (aléatoire) durant son remplacement (ou réparation)
et, au bout de ce temps, le composant est remis & nouveau en fonctionnement,
et ainsi de suite. dans ce cas nous disons que le systéme est réparable, Dans
le cas contraire, c’est a dire lorsque le composant tombe en panne et Y reste
définitivement, le systéme est appelé non réparable.



1.2. FONCTION DE STRUCTURE

1.2 Fonction de structure

Définition 1.2.1 La fonction de structure traduit les relations fonctionnelles
entre les composants du systéme et son état de panne / fonctionnement.

Considérons un systéme binaire & n composants : ¢ = {1,..n}, pour
chaque composant i, on désigne une variable X; a valeur dans {0,1}, avec la
convention suivante :

Y. — 1 si le composant i est en bon état.
* 1 0sile composant i est en panne.

Définition 1.2.2 Soit X = (X1, Xs,...., X,,) € {0,1}" le vecteur décrivant
conjointement les états des composants. On définit une fonction ®(X) décri-
vant l’état du systéme a valeurs dans {0, 1}, avec la convention suivante :

1 si le systéeme est en bon état.
0 si le systéeme est en panne.

B(X) = {

exemple 1.2.1 La fonction de structure d’un systéme en série est donnée
par :

O(X) = min(z1 xp, ooy Tp) = 1_[:1:z
i=1

La fonction de structure d’un systéme en paralléle est donnée par :

n

®(X) = max(zy,.0,) =1 — H(l — ;)

i=1

Notation :
<]-i7X) = (Xh ”'7Xi—17 ]-7Xi+17 7X
(0, X) = (X1, o0, Xi1,0, Xii1, oo, Xi)
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1.3 Fonction de structure cohérente

Définition 1.3.1 Le composant X; est dit utile s’il existe un vecteur X tel
que ®(1;, X) # ®(0;, X) , dans le cas contraire le composant X; sera dite non
utile.

Définition 1.3.2 Soient X et Y deux vecteurs, on dira que Y est supérieur
ou égale a Xce que l'on notera Y > X si et seulement st y; > x; Vj =
1,....netY > X si et seulement st Y > X et 3j tel que y; > x;, Vj =
1,....,n

Définition 1.3.3 la fonction de structure ® est non décroissante ssi ;'Y >
X = oY) > P(X)

Définition 1.3.4 Fonction de structure cohérente : Si la fonction ®
est non décroissante et en plus toutes ses variables (composants) sont utiles,
alors ® sera dite cohérente

Théoréme 1.3.1 Si ® représente un systéme cohérent, alors ®(1) =1

Preuve. Soient ®(1;, X) et ®(0;, X') notées les fonctions de structure d'un
systéme de n composants ou x;=1 ou x;=0 respectivement (c-a-d le i™®
composant est utile) et comme ® est une fonction non décroissante , si
®(1;, X) = 0 alors ®(1;, X) = 1 pour tout X > X donc ®(1;,1) =1 m

Théoréme 1.3.2 Si ® représente un systéme cohérent, alors ®(0) =0
Preuve. le méme principe que le théoréme 1.5.1 m

1.4 Les coupes et les liens

Définition 1.4.1 Un lien est tout vecteur X; pour lequel ®(X;) =1
Définition 1.4.2 une coupe est tout vecteur X. pour lequel ®(X.) =0

Un lien est donc un ensemble de composants dont le bon fonctionnement
assure le bon fonctionnement du systéme. De facon duale, un ensemble suffi-
sant de composants, qui, lorsqu’ils sont en panne mettent en panne le systéme
est une coupe.

Dans les coupes et les liens, seuls sont intéressants les composants qui,
en changeant d’état modifie I’'état du systéme. Cela conduit a la notion de
coupe et lien minimal.
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Définition 1.4.3 Si ®(Y) =1 et pour chaque vecteur X <Y , ®(X) =0,
alors le vecteur Y est un lien minimal de ®.

Définition 1.4.4 Si ®(Z) = 0 et pour chaque vecteur X > 7 , ®(X) =1,
alors Z est une coupe minimale de P.

Définition 1.4.5 Fonction duale :FEtant donnée la fonction ®, on définit
sa fonction duale, notée ®(X), comme suit : ®P(X) =1 - ®(1 — X)

exemple 1.4.1 Le dual d’un systéme en série est un systéme en paralléle.

exemple 1.4.2 Le dual d’un systéme en paralléle est un systéme en série

1.5 Fonction de fiabilité

Le terme "fiabilité" est un néologisme introduit dans les années soixante
pour traduire le terme anglo-saxon "Reliability". La Commission Electro-
nique Internationale donne & la fiabilité la définition suivante : "Aptitude
d’un dispositif a accomplir une fonction requise dans des conditions données,
pendant une durée donnée.”

Nous donnons dans cette section quelques définitions et propriétés qui
nous seront utiles dans la suite.

1.6 Fonction de fiabilité en temps continu

Définition 1.6.1 Soit X une variable aléatoire désignant la durée de vie d’un
systéme, sa fonction de répartition F(t) = Pr(X <t)

Si F' est absolument continue, la variable aléatoire X posséde une fonction
de densité de probabilité f alors :

d . Prt<ax<t+ At)
dt At—0 At

Définition 1.6.2 La fonction complémentaire de F , notée F , est appelée
fonction de survie ou fiabilité du systéme notée R(t), soit :

R(t)=F(t) =1— F(t) = Pr(X > t) = / Flu)du

5
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ainsi nous avons R(0) =1, R(+o0) = 0.

Remarque 1.6.1 La fonction de fiabilité d’un systéme de n composants in-
dépendants en série est donnée par :

Ryys(t) = Ri(t) x Ra(t) x ....... x R, (t)

La fonction de fiabilité d’un systéme de n composants indépendants en
paralléle est donnée par :

Ryys(t) =1 — (1= Ri(t)) x (1 = Ry(t)) X covvvn x (1 — Ry(1))

1.6.1 Taux de panne

Définition 1.6.3 La fonction de panne (défaillance) d’un dispositif est la
fonction, notée F, qui, a tout instant t (t > tg), associe la probabilité que la
premiére panne apparaisse avant (ou a) linstant t

F:t—-Fit)=Pr(IT'<t)=Pr(T' <)

F(to) =0et lim F(t) =1

t——+o00

F est la fonction de répartition de la variable aléatoire T et on a pour
tout t > ty

t
F(t)=1—-R(t) = /f(m)d:c
to
ou f est la densité de probabilité de T

F'(t) = =R'(t) = f(1)

Définition 1.6.4 Le tauz de panne (le nombre de pannes par unité de temps)
est définit comme suit :

) -R()
R(t) R




1.6. FONCTION DE FIABILITE EN TEMPS CONTINU

Remarque 1.6.2 Le taux de panne d’un systéme en série :

Le taux de panne d’un systéme en paralléle :

ifk [[a-r)
A ="k

n

S § (D)

i=1

Tel que :H le produit de termes sauf k, f, : la densité du composant
k

numéro k.

1.6.2 Quelques lois des probabilités usuelles en fiabilité
des systémes :

Loi Exponentielle :

La loi exponentielle est de loin la plus utilisée en fiabilité des systémes Un
systeme dont le comportement stochastique est modélisé par une loi expo-
nentielle est un systéme sans mémoire ou markovien, c’est a dire pour ¢t > 0,
r>0,onaPr(X>t+z\X>t)=Pr(X >uz)

Pour la loi exponentielle, nous avons, pour x > 0 :

f(t) = e
R(t) = e
A(t) =\

Cette loi modélise bien les composants électroniques, néanmoins, son uti-
lisation dans d’autres domaines, par exemple pour modéliser les composants
mécaniques ou les temps de répartition, n’est pas toujours justifiés.

Loi de Weibull :

Grace aux formes trés variées qu’elle peut prendre suivant les valeurs
de ses parameétres, elle est utilisée dans plusieurs domaines en fiabilité des
composants mécaniques.

s (t—1)°
— 2 (+ )81 N7
ft) = 7 (t—~)"""exp( .

)
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R{t) = exp {_M}

5 n
AE) = ﬁ(tn—B’Y)

Ou S, est le paramétre de forme, 7 le parametre d’échelle et v le paramétre
de localisation, pour 5 = 1 et v = 0 nous obtenons la loi exponentielle.

1.7 Fonction de fiabilité en temps discret

Il est intéressant de pouvoir calculer la fiabilité d'un systéme dans le
temps discret car les calculs sont beaucoup plus simple & faire. Dans ce qui
suit, nous allons donner d’abord la définition de la fiabilité dans le cas ou le
temps discret, et en suite les lois de quelques variables aléatoires discrétes.

Définition 1.7.1 Rappelons que :

B(X) = { 1 si le systéme fonctionne

0 sinon.

Soit ® une structure cohérente d’ordre n et

X 1 si le '™ composant fonctionne
‘ 0 sinon.

ot p; est la fiabilité du ™ composant c’est a dire : la probabilité de bon
fonctionnement du ™ composant

h(p) = Pr[®(X) = 1] = Prlla structure fonctionne] = E[®(X)]
donc pour ¢ fixé R(t)

p

1.7.1 Lois discrétes
Loi de Bernoulli

C’est la loi de la variable aléatoire X a valeurs {0, 1} donnée par la relation
suivante :
Pr(z) =p*(1 —p)=* , x=0,.,1
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Loi de Binomiale

C’est la loi de la variable aléatoire a valeur A = {0, 1, ....... ,n} donnée par
la relation suivante :
Pr(z) =Cip*(1 —p)»* ,z€A

1.8 Propriétés pratiques concernant la fonc-
tion de fiabilité

1.8.1 L’importance en fiabilité

Définition 1.8.1 L’importance en fiabilité du composant i notée I(i) est
donnée par

. Oh
I(i) = o, ot h = h(p1,pa, -y Pn)

On remarque que l'importance en fiabilité du composant i mesure I'in-
fluence que provoquerait une variation de la fiabilité de ce dernier sur la
fiabilité globale du systéme.

On voit alors qu'un composant est d’autant plus important dans le sys-
téme que son importance [ est grande c’est & dire qu’on retrouve bien la
notion intuitive de départ.

A noter également que I, I'importance en fiabilité est une notion sto-
chastique, prenant pleinement son sens lorsque ’on observe le systéme et sa
fiabilité dans le temps.

Propriétés
. Oh
b- h(p) = p:I(i) — h(0;, p)
c- hipi +A,p) = AI(i) + h(p)

Preuve. (a) on utilise la décomposition pivotal h(pi, ....,p,) = pih(1;,p) +
(1 = pi)h(0;, p)
h(p) = E(®(X)) =Pr(®(X)=1)=Pr(®(X)=1,X;, =1) + Pr(®(X) =
)

LX; =0) = Pr(®(X) = 1/X; = 1)Pr(X; = 1) 4+ Pr(®(X) = 1/X; =
1) Pr(X; =0) = Pr(®(1;, X) = 1)p; + Pr(®(0;, X) = 1)(1 — p;)
donc I(i) = g;b = h(1;,p) — h(0;,p)
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(b) : devient évident en utilisant (a)

(c) : d’apres (b) : h(p; + A, p) = (pi+ A)1(i) — h(0i,p) = AL(i) +h(p) =

1.8.2 L’importance de structure

Comme son nom 'indique cette derniére, et contrairement & 'importance
en fiabilité sera une notion purement déterministe ne faisant intervenir que
la structure du systéme (taille, disposition des éléments et type de fonction-
nement)

Nous verrons toutefois que dans un cadre trés particulier les notions d’im-
portance en structure et d’importance en fiabilité vont coincider.

Définition 1.8.2 L’importance en structure d’un composant i notée I (i)
est donnée par :

) = oy 3 (LX)~ B0, X)) = ()
{X,zi=1}

271 ¢tant bien sur le nombre total de toutes les situations possibles pour
n — 1 composants restants d’étre soit a I’état 0 soit a I’état 1.

Notons alors que 74(7) comptabilise le nombre de situation ot le compo-
sant i est déterminant pour le fonctionnement du systéme .

Caractérisation :

I3 (i) est la proportion qui mesure le nombre de fois ot la panne (respec-
tivement le fonctionnement) du systéme est due exclusivement & la panne
(respectivement le fonctionnement) du composant i.

10



Chapitre 2

Estimation

2.1 Rappel

Introduction :

La procédure d’utilisation des informations obtenues a partir de I’échan-
tillon qui permet de déduire des résultats concernant I’ensemble de la popula-
tion est appelée estimation, ’échantillonnage est le passage de la population
a I’échantillon, et I'estimation est le passage inverse de 1’échantillon a la po-
pulation, le graphique suivant montre, ainsi, cette relation

/~ Echantillonnage \
Population Echantillon
. Estimation v

La valeur inconnue d’une population, & estimer a partir d'un échantillon
est appelée un parameétre qui peut étre une moyenne, un total, un pourcen-
tage, un écart-type ou une variance.

Définition 2.1.1 Estimer un paramétre, c¢’est chercher une valeur approcher
en se basent sur les résultats obtenus d’un échantillon.

2.1.1 Estimation ponctuelle et par intervalle de confiance

L’estimation d’un parameétre quelconque ¢ est ponctuelle si 'on asso-
cie une seule valeur a l'estimateur 6 & partir des données observables sur
un échantillon aléatoire. L’estimation par intervalle associe & un échantillon
aléatoire, un intervalle [¢, 02] qui recouvre § avec une certaine probabilité.

11



CHAPITRE 2. ESTIMATION

Estimation ponctuelle

Si la distribution de la variable aléatoire Xest connue, on utilise la mé-
thode du maximum de vraisemblance pour estimer les paramétres de la loi
de probabilité. En revanche si la distribution n’est pas connue, on utilise la
méthode des moindres carrés.

La méthode des moindres carrés Le principe de cette méthode consiste
a minimiser la somme des carrés des écarts entre les valeurs observées et les es-
timations obtenus de I'estimateur, appliquons cette méthode pour construire
un estimateur de p, la moyenne de la population.

A partir d’un échantillon aléatoire de taille n prélevé d’une population de
moyenne /4, inconnue, on veut construire a ’aide de la méthode des moindres
carrés un estimateur pour j, notons l'estimation de p par fi.

L’écart entre chaque observation z; et I’estimation [ est

Ecart =x; — 1

Le carré des écarts est (x; — 1) et pour 'ensemble des observations la
somme des carrés des écarts que nous notons )

Q=> (- p)
i=1

Nous cherchons la valeur de [i qui permet de minimiser cette expression,
on veut donc minimiser () par rapport a ji. Les critéres pour minimiser cette

dQ d*Q

~ = 07 ~2
dp o

La dérivée de () par rapport & ji donne

T =23 (- )

fonction sont : >0

dju
Egalant — 4 0, on obtient Y x;—> i = >_x; —nji = 0 puis i = =1 _
S d“ =1 i=1 i=1 n
X

La dérivée seconde,

dQQ B d n o n B B
Fr @[—22(% — )] = —2;1( —1)=-2(-n) =
2n >0

Ce qui nous assure que i1 = X minimise (). L’estimateur X est ’estima-
teur des moindres carrés de p.

12



2.1. RAPPEL

La méthode du maximum de vraisemblance Estimer un parameétre
par la méthode du maximum de vraisemblance, c¢’est proposer comme va-
leur de ce parameétre celle qui rend maximale la vraisemblance, & savoir la
probabilité d’observer les données comme réalisation d’un échantillon de la
loi.

Soit une population munie d’une distribution de probabilité quelconque
Pr(z,0), qui dépend d’un parameétre, le vrai parameétre 6 est inconnu

On tire un échantillon Xi, X, ....... , X, 1id de X, une observation de
cet échantillon est notée xq, xo, ...... , T

La question qui se pose est comment estimer le vrai parameétre 6 7

L’idée générale de I'estimateur du maximum de vraisemblance consiste a
choisir le paramétre qui maximise la vraisemblance de I’échantillon observé.

Qu’appelle-t-on une vraisemblance ?

La fonction vraisemblance notée L(x1, za, ...... , T, 0) est la distribution de
probabilité d'une population de parameétre 6 qui génére ’échantillon observé.

L(xy, 29, ...... T, 0) = Pr(zy, z9, ...... )

Puisque les X7, Xs, ....... , Xp sont iid, Pr(zy,xg,...... ,x,/0) est égale au
produit de toutes les probabilités Pr(X; = x;) = Pr(z;,0) que X; prend la
valeur x;

L(zy, 29, ey @, 0) = Pr(zy, 29, ..., 2, /0) = Pr(zy, 0) Pr(zy,0)........ Pr(z,,0)

L’estimateur du maximum de vraisemblance noté EMV est la valeur du
parameétre qui maximise cette fonction de vraisemblance.

EMVO =0y = 9(x1,$2, ...... , T,) maximise L(zq,Zg, ...... )

L(zy,xa, ...... y Ty éMV) = maxgL(x1,T9, ...... )

L(xy, 29, ooy T, 0) = maxg Pr(xq,0) Pr(zs, 0)........ Pr(z,,0)

L'EMYV est donc la valeur du parameétre inconnu, dont il est le plus
vraisemblable qu’il génére ’échantillon effectivement observé.

Remarque 2.1.1 Si X est une variable aléatoire continue, la fonction de
vraisemblance est déterminer a partir de la densité de probabilité f(x,0) =
Pr(z, )

Soit



CHAPITRE 2. ESTIMATION

On notera que la valeur 6 obtenue dépend de I’échantillon elle en constitue
une estimation particuliére

Une condition nécessaire pour obtenue le maximum de L(xy, 2o, ...... , T, 0)
est :
dL(xq,x9, ...... ny 0 d*L(z1, 79, ...... T, 0
(21, 72, » L )207 (z1, 29 . T )<O
do de
ou
d log L(x1, T2, ..o, Ty, 0) d*log L(xy,Ta, ..y 1y, 0)
=0, 5 <0
do de
log L(xq, g, ...... , T, 0) est une fonction croissante et aura sa valeur maxi-

mum pour la méme valeur de  qu’aurait la fonction vraisemblance.

Propriété des estimateurs du maximum de vraisemblance Soit
X1, Xo, . , X, un échantillon aléatoire d’une distribution f(x,0), 6§ € R soit
6 un estimateur du MV de 6, possede les propriétés suivantes :

-0 est un estimateur convergent

-0 est un estimateur M. A . N (Meilleur estimateur asymptotiquement
Normal) c’est a dire : f converge en loi vers une distribution normal

vl —0) = N(0,c?) ouc?=1

T

- est un estimateur efficace pour @ c’est & dire 6 un autre estimateur
N
de 6 alors : var(f) > var(f)
-0 est fonction statistiques suffisante

-0 est un estimateur invariant.

Estimation par intervalle de confiance

Contrairement a I’estimation ponctuelle, cette méthode consiste a construire
un intervalle de confiance autour de lestimateur 6 du parameétre 6, qui
seuvent s’interpréte comme une marge d’erreur.

Pour construire cet intervalle de confiance, nous procédons, en terme gé-
néral, de la maniére suivante :

A partir de la loi de distribution de l’estimateur é, nous déterminons
un intervalle calculé sur la base de I’échantillon tel que la probabilité soit
importante qu’il englobe la vraie valeur du parameétre recherché.

14



2.2. ESTIMATION DE LA FONCTION DE FIABILITE A
PARTIR DES RESULTATS DES ESSAIS

Soit [9 —1, 0+ l] cet intrvalle et (1 — «) la probabilité d’appartenance.
Cette marge d’erreur [ est donc liée au niveau « par la probabilité suivante :
Pr|f-1<0<b+1]=1-a

(1 — «) est appelé niveau de confiance ou degré de confiance.

2.2 Estimation de la fonction de fiabilité a
partir des résultats des essais

Ce chapitre fournit des différentes techniques mathématiques qui per-
mettent de déterminer la valeur de la fiabilité du systéme et des ces com-
posant. Pour ¢ fixé les M composants suivent la loi binomiale de parameétre

R(t)=p

2.2.1 La fonction de vraisemblance et ’estimateur du
maximum de vraisemblance

Le but des essais est de trouver des estimations raisonnables de la fiabilité
d’un systéme et de ces composants parce que dans la plus part des situations
pratiques la vraie fiabilité n’est pas connue.

La fonction de vraisemblance

La fonction de vraisemblance est fondamentale pour déterminer la pro-
babilité qu'un systéme fonctionne

On se donne les notations suivantes :

ns : le nombre totale d’essai de systéme

Zs : le nombre des cas de fonctionnement de systéme.

ng — s : le nombre des cas de défaillance.

h(p) : la fonction de fiabilité de la structure donnée, ot h(p) est calculée
a un point fixe dans le temps, donc La fonction de vraisemblance pour un
systéme est donnée par :

s

Lsys(p) = (

- La fonction de vraisemblance pour & composants est :

) B[ - b

T

15
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Leml) = [T20) 0 240) = (™) (1=

- La fonction de vraisemblance totale est :

L(p) = (Lsys(P))(Leomp(p))

- (%) wrn - h(p)]"'*_x'“ﬁ (%) o1 =

xs K3

exemple 2.2.1 supposant un systéme de 5 composants, un composant en
série avec les deux autres en paralléle

La fonction de fiabilité correspondante est :

h(p) = pi[1 — (1 —P2)2]

On fait des essais individuels pour les composants et le systéme

-Composant 1 : on fait 100 essais et on obtient 95 cas de fonctionnement

-Composant 2,3 : on fait 20 essais et on obtient 19 cas de fonctionnement

Finalement sur le systéme on fait 50 essais et on obtient 45 cas de fonc-
tionnement.

Les fonctions de vraisemblance sont :

Li(p1) = (g5) (1) (1 = p1)°

Lys(pa) = (o) (1 = (1 = p2)») (1 = (1 = (1 = p2)*))"

Lsys(p) = (ig) (pr(1—(1- p2)2))45(1 — (p(1— p2)2))5

La fonction de vraisemblance totale est :

L(p) = (Loys (p))(Lcomp (P))

= (g5) (F9) (G2) () (1=p1)*(1=(1=p2)*)** (1= (1= (1=p2)*)) " (p1 (1-

(1—p2)*))(1 (Pl(l —p2)?))°

Estimateur du maximum de vraisemblance

Une méthode d’estimer les parameétres, est la méthode du maximum de
vraisemblance, 'EMV est le vecteur p* = (p*, p*........ p*), ce vecteur maximise
les valeurs de L(p)

exemple 2.2.2 Considérons un systéme d’un seul composant, et on fait 5
essais, on obtient 3 cas de fonctionnement donc :

16
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L(p) = )r*(1 —p)* = (3) (0° — 2p" +1°)

0 L(p

5y (3) (5p* — 8p® + 3p?)
d L(p) -~

3 =0=p=0,6

Pour (p =0et p=1) L(p) = 0 donc p = 0,6 maximise L(p) alors 'TEMV
est p=20,6

Remarque 2.2.1 Si on a un systéme de k composants en série ou bien en
paralléle donc on a k équations de k inconnus, pour trouver UEMV on utilise
la méthode du gradient.

La méthode de gradient Si L(p) est une fonction différentiable, alors
pour chaque p = p il existe un gradient de L(p) noté VL(p). Le vecteur
V L(p) a pour composantes les dérivées partielles de L(py, pa, -....pn ), calculées
au point p = p

_[oL oL oL
S B

Pour obtenir TEMV par la méthode du gradient on utilise les étapes
suivantes :

Sélectionner un point initial arbitraire p° = (p1, p2, .....pn)

Trouver VL(p) en ce point et exprimer chaque p; en fonction de t par la
formule p;(t) = p°; +tVL(p°;) j=1.n

Trouver t = t* qui maximise L(p,) pour t > 0

Mettre p = p° + VL(p°)

Retour a I’étape 2 et réitérer cette procédure

VL(p)

exemple 2.2.3 Supposant un systéme de 2 composants en série
On fait 10 essais sur chaque composants, on obtient 8 cas de fonctione-
ment pour le composant 2

L(p) = (180) (170)10?(1 - p1)2 p;<1 - p2)3
log L(p) = log (y) +1og () +81og p1+2log(1—p1)+71og pa+3log(1—p2)
dlogL(p) 8 2

d m _17_1_1—]?1
dlogL(p) = 7 3
0 po p2 1—po

17
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Maintenant on applique la procédure de ’étape 6 :

1-Le point arbitraire est (0.5,0.5)

2-VL(0.5,0.5) = (12,8) et p1(t) = 0.5+ 12t .  po(t) = 0.5+ 8¢

3-Trouver la valeur du ¢t = t* tel que L(p) est maximale en substituant
p1(t) et po(t) dans la fonction de vraisemblance

donc log L(p) = log () + log () + 8log(0.5 + 12¢t) + 2log(1 — (0.5 +
12t)) + 7log(0.5 + 8t) + 3log(1 — (0.5 + 8t))

0 LnL(t) 8 x 12 2 x 12 7x8 3x8

ot (05+120)  (05—120) (05480 (0.5 —80)
96 54 56 24

(05+12)  (05—120) (05480 (05 —81)
donc t = {0.025,0.053}

Substituant cette valeur dans la fonction de vraisemblance originale

t =0.025 = py(t) et po(t) a intérieure de [0, 1]

t*=t=0.025 = p(t*) = 0.8

p2(t) = 0.7
= L(p1(t"), p2(t*)) = 0.0805

Les points de frontiére sont (1,0.7),(0,0.7),(0.8,1),(0,0), (0,1),(1,0) et
(1, 1) substituant ces valeurs dans la vraisemblance tous les points de frontiére
donnent une valeur de vraisemblance 0

Donc 'EMV est p = (0.8,0.7)

La méthode de bissection La méthode de bissection est une autre ma-
niére commune de déterminer 'EMYV.

Quelle est la méthode de bissection et elle basée sur quoi

Une des premieres méthodes numériques pour trouver la racine de 1’équa-
tion non linéaire f(z) = 0 est la méthode de bissection, la méthode est basée
sur le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 Une équation f(x) = 0 ou f(x) est une fonction réelle
continue , elle a au moins une racine entre x; et x, si f(x;).f(x,) <0
-si f(x)).f(zy) <0, donc il peut avoir plus qu’une racine entre x;et x,,
-si f(x;).f(xy) >0 , donc il ne peut avoir aucune racine entre xet x,,
D’aprés que la racine est mise entre deux points x; et x,, , on peut trouver
le point médiane, ., entre x; et x, cela nous donne deux nouveaus intervalles
1- x; et z,,

18
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2- x,, et x,

Donc
Pour trouver la racine de I’équation f(x) = 0 par la méthode de bissection
on utilise les étapes suivantes :

1-Choisir zjet x,, comme estimation de la racine tel que f(z;).f(z,) <0

. . . T+
2-Estimer la racine, z,, de I'équation f(x) = 0 tel que : z,, = ! 5 v e

point médiane entre z; et x,
3-Maintenant vérifions :
a- si f(xz;).f(x,) < 0, alors la racine est entre z; et x,, donc x; = z; et

Ty = Ty
c- si f(x;).f(2,,,) =0 alors la racine est z,, et on arréte ici
. . . T+
4- Trouvez la nouvelle estimation de la racine z,, = ———

Trouvez 'approximation relative absolue de ’erreur

nouveay __ ,.GNCien

Lm m_ | % 100 ol

nouveau
wm

nouveau
m
ancien

o : Pestimation de la racine pour 'itération passé

x : Pestimation de la racine pour l'itération présente

exemple 2.2.4 Reprenons [’exemlpe 2.2.3 :

p1(t) = 0,5+ 12t

po(t) = 0,5+ 8t

On détermine la plus grande valeur de t pour laquelle p; et py € [0, 1]

On prend t; = 0 et ¢, = 57 c’est la valeur de ¢ qui rend p; (£) et po(t) entre
0,1]

t=1/24 = p; =1€[0,1] et p, = 0,83 € [0, 1]

Onaf(t)zalnL(t): % 24 56 2

ot (0,5+12t) (0,5—12¢t) (0,5+8t) (0,5 — 8t)
f(0) =208 et f(1/24) = —00 => f(0) x f(1/24) <0 = T t,,, € [0, 5]
tel que ¢, = 55
f(55) = 44 = on prend Dintervalle |
dure

ﬁ, 2—14] et on réitére la méme procé-
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itération | intervalle ft) | f(tw) | tm f(tm) | L

1 [0,1/24] 208 | —oo | 1/48 44 1/24

2 1/48,1/24] 44 —o0 | 1/32 —104 | 1/48

3 [1/48,1/32] 44 —104 | 5/192 —13 | 1/96

4 [1/48,5/192] 44 —13 | 3/128 18 1/192

5 [3/128,5/192] 18 —13 [ 19/768 |3 1/384

6 [19/768,5/192] 3 —13 | 13/512 | —5 1/768

7 [19/768,13/512] |3 -5 77/3072 | —1 1/1536

8 [19/768,77/3072] | 3 —1 51/2048 | 1 1/3072
Tableau 1 : méthode de bissection résultat et itération

ou L : le longueur de I'intervalle
L’itération finale nous donne un intervalle de longueur 1/6144 et t* €
[0.02490, 0.02507]

2.3 Relation entre les essais du systéme et de
ses composants

On a 3 théorémes qui sont forts et applicables parce qu’ ils donnent un
encadrement exacte de TEMV.

Supposant que notre systéme est formé de k composants en série, si les
essais sont réalisés sur le systéme et sur tous les composants individuellement,
donc la fonction de vraisemblance est :

k
s s ne—s L ;i ni— x;
1) = () e = pre =TT () 0070 = ()
i=1 7%
Théoréme 2.3.1 Si la fonction de vraisemblance est sous la forme de (a)
alors :

T, T
I'EM ; est ent et =
Viys = Hp est entre zﬂlnz e .

Ts .., URTI \
— si ’essai réalisé sur le systéme
ur

| | — ¢i les essais sont réalisés sur les k composants
X n;
=1
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SES COMPOSANTS

Preuve. On a deux cas : H— < et H
nz

S

1" cas H& Ls
—1 T nS
k k
A T L. T T .
supposons que Hpi est a 'extérieure de [—, | | — ] donc on a aussi deux
, Nng 4 nz
i=1 =1

cas :
x L i
2T <TT
Ng - n; .
=1 =1
r x L
o Tl <2 <12
; N — Ty
i=1 =1
x L r
1iercasa:—s<H—z<H]§i:
Tt -

i=1 "

T A oA T; Ts i
Alors i tel que : — < p; et s0it Pinowvean = max{—, — X P }

n; Mi Ms =
1 1»
i=1
k f) k ﬁ
o2 < [ = £ ¢ < [ 2
S i=1 S N =1 ~
I )
i=1 =1
T ﬁ A A A
— X A <p donc DPinouveau = Pi
Ng T ﬁ

=1

L R
Donc— < pinouveau < Di
Uz
D’aprés les suppositions, on remarque que :

1 — Vi # j les p; restent les mémes

2— — < Preeeennn. Dinowvean < Pleveeee- Dr
3— Ltot = Lcomp~Lsys ou
k
Leomp = H(Z?)(pj)ri(l — p;)™~ % est concave en p; est atteint son
J
i=1

. . T
maximuin en p; = =
J
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k

Loys = ( ) Hpj ] [1— H ;] est concave en Hp] est atteint son
= i=1
.
; H. — s
maximum en Hp] =0
i=1
T . . . A N
etona - < Pinowveau < Pi donc la valeur de Ley,, au D1, ..., Dinouveaus -5 Pk
1
est plus grande que sa valeur au pl, ey Diy oees Pl
k
et comme TL_ < pznouveaquj < Hp] donc Lsys en pznouveaqu] est p].U.S
s i#j i=1 i#j

k
grande que Ly, en Hp]

1=J
Ces faits contredisent le fait que Liot = Lecomp-Lsys atteint son maximum

A& P1y sy, Diy onnnny P donce Hp] < H
=1
Le méme principe pour le 1'cas b et le 2°cas =

Théoréme 2.3.2 Si on fait les essais sur un systéme de k composants (en
paralléle) et sur ses composants ot les essais suivent des distribution bino-
miales

alors :

1-?:(1—ﬁ1)x ........ X(l_f)k)

k
doit étre entre H(l — ﬁ) et (1— E)

n; n
i=1 7 s

Preuve. la fonction du vraisemblance générale pour un systéme en paralléle
d’ordre k est :

2 = () o - h(p)]“s%f[ (") py=

- (") [1—ﬁ<1—p1>]xs[1 <1ﬁ<211pz>>]"s%ﬁ(”z) (1 -p=
= (") TTa - poe T - =TT () o o

i=1 i=1 =1

S
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L(p) = (_) 1 qu [l H(_ ) (1= g)7 (g

i=1 i= 1
n,—T;  Mg—T
D’ thé 2.3.1: t ent L et —
apres théoréme qu est entre H . e o
ny — T ne — T Ng — Ty
supposant X e X <L X X <
n Ny Mg
Maintenant on substituant 1 — §; par p; pour tous
MT ) BE TR () X x (L= ) < 2T
n1 Ty N
x x
(1= ) X oo X (1= 25) < (1= 1) X oo X (1= ) < (1 — 22)
ny Nk s
etsionprendnl_mx ....... xnk_xk>(jl ..... (jk>ns_xs
n nm N
€T Xz T
on obtient (1—=2) X ... X (1= =) > (1—=p) X oo X (1= ) > (1—=2)
n1 N N
k
alors (1 —p1) X ..... X (1 — pg) est entre H(l —)et(l— &) m
i=1

Corollaire 2.3.1 Dans une structure de k composants en paralléle , le EMV
de la fiabilité de ce systéme

hip) =1—(1—=p1) X ..... X (1 —pg)

T k
est entre — et 1 — [](1— )]

s =1

Preuve. La fonction du fiabilité d’une structure en paralléle est : h(p) =
k

1— H(l — i)

=1
On a d’aprés theoreme 2.3.2:

T
1 —p;) et ent (I——)et(1—- —
E( pi) et en H et (1- 2
Supposant
x ~ ~ T
a—#w ....... u——)(1pg ..... x(1=pr) < (1-2) (1)
En multiplie (I) par (- 1) on obtient :
1 T, . . Ts
—(1—-—) x....... 1——)>—-(1—-p1) x..... 1— —(1—-—
(1= 24 X e X (L= 25) > (1= ) X o X (L= ) > —(1= )
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On ajoute 1 a chaque terme :

T T . . Ts
1—(1——) X ..oon. 1——)>1—(1—p1) X..... 1-—- >1—-(1——
(=2 e (1= 22 5 1 () (1) > 1= (1= 2)
k
x; x
sl1-||la-=2)>hnp) > =
[I0 -7 >0 >
et si on prend
T Tk . . Ts
1——) x ... Xx(1—-—)>(1- X e x (1— >(1——
1-2) (1= 2 > (1= ) X o X (L= ) > (1= )
onok;ctient:
x; x
-1 -=2) <hp) <=
[[0-3<no <
k -
donc h(p) =1—(1—p1) X ... x (1 —py) est entre == et 1 — H(l - =)
S nZ
i=1

Lemme 2.3.1 Si la fonction de vraisemblance est sous la forme suivante
2

0°InL
Liot(p) = (Lsys(p))(Leomp(p)) alors an2 < 0 pour tout i .
p,

2

n
Lemme 2.3.2 Si L = HLj ot chaque L; représente une fonction de vrai-
j=1

9%*In L,
semblance (Leomp 5 Lsys) ou nz ’

< 0Vjy et siPrest fixé pourr # 1 , alors

K3
le p; qui mazimise L se trouve dans la rangée de p; qui maximise le L;

Théoréme 2.3.3 Si on fait ’essai sur un systéme cohérent et sur ses com-
posants tel que :

ns Ts Ns—Ts
L) = (L) Laomyp)) = () 1= W1 = 1= = T[40
s i=1
Alors : h(p) se trouve entre Ls ot h(x/ny, .oy 2 /1)
N
Preuve. On a deux cas > < h(ﬂ, s ﬁ) et 22 > h(ﬂ, s ﬁ)
N nq Nk Mg ny Ny

Pour démontrer que h se trouve entre ces deux termes on procéde par
contradiction
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2.3. RELATION ENTRE LES ESSAIS DU SYSTEME ET DE
SES COMPOSANTS

Cas1: 22 < h(Z, .25 < h(pry s i)
Ng ny N

x .
Comme que h est une fonction cohérente, 3j tell que ~— < Dj
T
Soit p, * = p, pour r # j
Rappelons que Lyot = (Leomp) (Lsys)
Rappelez que les p} qui maximise Ly, fait possible tel que h(P*) prés de
T
N
Cas 1-1: .
Supposant qu’il existe une valeur de p; que h(P*) = ==, alors par sup-
s
x .
position que == < h(p1,...., ), il suit que h(P*) < h(py,....,Pr), ce qui
n
implique p; = ﬁsj, mais lemme 2.3.2 est une contradiction avec le choix de 7,
:E‘ .
ou —L < pj, d’ott la contradiction.

j

Cas 1-2: .

Maintenant supposant h(P*) = > aucune solution pour p; entre 0 et
n

1 ( c’est a dire si la solution existe , il est sur la limite ). Par supposition,
Ts A ~ o oAk A T % oy
— < h(p1,...,Dr) , et si pf = pj, alors — < h(P*), par supposition, ces

e o o o T
deux ne seront jamais égal, on peut inférer par la continuité de h, que — <
S
A :E .
h(P*) pour tout p;, et d’aprés lemme 2.3.2 les p; sont entre 0 et ~donc
1y
contradiction avec le choix de j, d’ici nous atteignons une contradiction basée

sur ces suppositions aussi. m
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Chapitre 3

Estimation des parameétres de
la loi exponentielle

Traitons dans ce chapitre ’estimation des paramétres de la loi exponen-
tielle dans le cas des données censurées.

3.1 Rappel

3.1.1 La censure

On trouve principalement deux phénomeénes dont les effets se traduisent
par des données incomplétes ou observées partiellement dans les applications
en fiabilité et en durée de vie. Elle correspondent effectivement a deux si-
tuations distinctes : la censure et la troncature. Afin d’expliquer bri¢vement
ces notions reprenons l'exemple cité dans [3], en page 152. Soient des don-
nées représentant la durée de survie parmi un groupe constitué d’insulino-
dépendants au Danemark. On peut y trouver, distingués par tranche. d’ages
et par sexe, les effectifs des personnes diabétiques et vivantes au 1¢ juillet
1973, ainsi que les effectifs des déceés durant la période juillet 1973 et décembre
1981. Supposons que 'on souhaite étudier la mortalité comme fonction de
la durée de l'insulino- dépendance. Il est alors impossible de savoir, pour
un patient donné, la date exacte du début de la maladie. L’unique informa-
tion apportée est son antériorité au début de ’étude. Les distributions qu’il
est judicieux d’étudier ici sont données par la loi de X conditionnellement &
X>V, ou V représente le temps écoulé entre ’apparition de la maladie et le
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3.1. RAPPEL

début du traitement, et X représente la durée de vie du patient. En effet, il se
peut qu’il y ait des patients diabétiques non considérés dans I’étude puisque
décédés a son début, mais pour lesquels le début de la maladie est postérieur
A certaines personnes incluses dans I'étude. Le traitement des données sans
tenir compte de ce fait sera biaisé puisqu’il favorise ici les temps de maladie
longs. Ces données sont tronquées a gauche car les temps de maladie infé-
rieurs & V ne sont pas observables. Pour la distinguer de la censure, prenons
I'exemple d’une étude des babouins au Kenya issu de [5], page 24. Ces ani-
maux présentent la particularité de dormir dans les arbres et mettent pied &
terre dans la journée ( fait répertorié uniquement si au moins la moitié des
membres du groupe est descendue), évenement duquel on souhaite réperto-
rier la durée ainsi que les dates. Il se peut que l'observateur en charge de
la mission arrive une fois que la communauté est déja descendue, il ne peut
alors qu’affirmer que la descente a eu lieu avant une certaine date. Il s’agit
d’une censure a gauche.

Censure a droite

Supposons que 1’on souhaite observer l'effet d’un traitement donnée sur
une population donnée d’individus. Il se peut que certains abondonnent
I’étude. Radier ces individus des données serait biaiser le traitement sta-
tistique, la censure dite & droite permet de modéliser 'information exacte
apportée. Il s’agit d’attribuer une valeur c a la durée jusqu’a I’abandonce de
I’étude par I'individu considéré, qui sera modélisée par la réalisation de la
variable aléatoire C, dite de censure. La valeur alors observée par I'individu
démissionnaire nous est simplement donnée par x = ¢ A t, ou t représente
la réalisation de la durée de vie. De surcoit, x n’est pas la seule information
apportée. En effet, il est en général possible de savoir s’il y a eu censure ou
non par la connaissance de la valeur de = 1g,<.. Il existe cependant des
études ou 'information sur 4 peut manquer.

Modéle statistique

Soit un n- échantillon d’individus soumis a une censure a droite. Les
observations sont alors constituées de variables aléatoires (X;,0;);;.,,, Ol 0;
est la fonction indicatrice de I’observatiion réelle de I’évenement d’intérét,T;
et C; sont respectivement les variables aléatoires de durée de vie et de censure,
X; = C; NT; est la durée effectivement observée.

Dans ce cas les observations sont (X;,d;),..,, , et I'on sait que
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CHAPITRE 3. ESTIMATION DES PARAMETRES DE LA LOI

EXPONENTIELLE

X;<T;, sid; =0

Il est impossible d’effectuer un traitement statistique sans hypotheése sur
la censure. Prenons alors pour acquis le fait que pour tout instant t, 'expé-
rience des données de survie n’est en aucun cas affectée par la censure, ou
méme les expériences passées.

Vraisemblance

Supposons que T et C sont deux variables aléatoires indépendantes et
continues de fonction de survie R (t) et G (t) respectivement. Supposons en
plus que G (t) ne dépend pas des parameétres de R ().

Dans ce cas on a X = min (C,T), alors pour 6 =0, Pr(X =¢,0=0) =
Pr(C=t,T>t)=g(t)R(t)

Pour 6 =1,Pr( X =¢t,0=1)=Pr(T=t,T<C)=f(t)G (1)

Pr(t,6) = (f (1) G (1) (R()g ()"

Pour un échantillon (7;,9;),_,, ,, la fonction de vraisemblance s’écrit
comme s%it : o

L=[TPr(0) =]/t G(#)" (R(t:) g (1)

=
—_

= [T @) (R on v = TG )" (o ()

3.2 Le cas exponentiel

ona f(t)= neXTIL) (—nt)
done L(6) = W [T (Aexp (=2t))" (exp (=)~

3.2.1 Systéme série

On prend un systéme de M composants en série

F(t)=1— R(t)
f(t) = %F(t) = %(1 — R(t)) avec R(t) = HRj(t)
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3.2. LE CAS EXPONENTIEL

CAOTAOR: MORSSSE MOEAORS MOES WHO) | LHO

La fonct1on de vraisemblance :

\I/H 1 5;
N N M M
Ona L(0) = W [1£(t:)) RI(tx)] = = W [0 filte) ] [ R (@) (] [ R)(t)]
k=1 k=1 =1 j=1 j=1
i#]
N M o M
log L(0) = log ¥ + >_ {[0x log(2_ filte) T R;(tx))] + (1= dx) 2 log R;(te)}
k=1 i=1 = j=1
i#j
Si on suppose que les durées de vie suivent la loi exponentielle de para-

metre 6 = (17, 7.eeenee.ne. Mar)
o L0) _ 5 5, (DD [ g 200000 HR w0}/ 0+

o, 7k:1 I =2 o i= _
4
0R;
(1= 807 )
dlog L(A) XN dfa(tr) 8R2 (k) & 2
o ;51«{ o Jl_[lRJ te)+ s ;fz(t) jlj[l Rj(tr)}/ f(tr)+
2 I
(1= 0072 )
élog L(@) an tk)
Ony k:l k aTIM ]l—IlR tk
SCELTIUR, S HR WY/ (k) + (1 — 5 T gy
oy i3 Oy

#J
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CHAPITRE 3. ESTIMATION DES PARAMETRES DE LA LOI

EXPONENTIELLE
Et comme R(t) = HRj(t) — exp(— énjtk)
)= SAOTIR 0 = Loy exo(- Lt
o

o L) & %

B = L0 =t exp(= )

771 k=1 7j=1

=t 1) exp(= St} (1) + (1= 82)(—beexpl )/ R(8)
“05”“ 010 - o

772 k=1 j=1
=t ) exp(= L} () + (1= 5~ expl=nst)/R(t)
2l =k§1[<5k{<1— it exp(= Lyt +
(103 1) exp(= 110}/ (1)) + (1= 80) (i exp(ute) /(1)
St & y

B S 0u(1 = St expl=n )} £t
(1 = 0k)(—tx eXp<_771tk)/R(tk)]
Jlog L(0)

B S (1= o) espl= St 00+

(1 = 0k)(—tx exp(—natx) / R(t1)]

PBLO) _ S5 (5401 - Sy exp(- St} 1)+

(1 = 0r)(—tk exp(—npte) / R(tx)]
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3.2. LE CAS EXPONENTIEL

3.2.2 Systéme en paralléle

M

R(t)=1-— H(l — R;(t)).
F(t) = 1— R().
s = 240 (.ft(H(l ~ R,(1)

:%((1—31( t))(1— Ra(t))(1 — Rs(t))....(1 — Rur(t)))

(
= [O)(1 = Ra(t))...(1 = R () + fa(£) (1 = Ry () (1 — Rs(t))...(1 —
Ry (£)).+ far(8)(1 = Ra(t))(1 = Ra(t))...(1 = Rara (1))

_ g:lfx IR0

7]
L(0) = wﬁ ) [R()
- \Ifﬁ%[f (t) ﬁ (1= By ())%[1 - ﬁ (1= B (G
i#]
log L (0) = log ¥ +I§1{5k log[gzlf,- (tr) 11\_4[1 (1= R;(tx))] + (1 — &) log(1 —
o i#]
[T0- & wn

Si on suppose que les durées de vie suivent la loi exponentielle de para-
métre 6 = (1, Ngeeeveene. Mar)

QL) _ 515, 2T 1y 1) -

on
1 is2

ORy (tr) X >, (tk) s (1 — R (t)]}/ f (te)]+

anl =2




CHAPITRE 3. ESTIMATION DES PARAMETRES DE LA LOI

EXPONENTIELLE
0lo§nL2 ) _ é(sk[{a];zgk)n (1—R;(tx)) —
o
a}?n(gtk) []if (t’“) H (1 - RJ (tkm}/f (tk)}vL
72 z;é]:;

,ﬁl[“ %) a]?n(f’“) (L= s (o)) R (1)
oy

dlogL(0) X Ofus (tk)Mfl

onn kz::lék[{ I 54 (1= R;(t))

apéﬂfbf’“) [Mélfz () | T G- B @y/f e+
%

=0 8}%@( [T (1 B (t))/R (t0)

Systéme 1-sur-2

R(t) =1 — (1= Ra(1))(1 = Ra(t))
f(te) = =R'(te) = fu(te)(1 = Ra(tr)) + fa(ti) (1 — Ra(tr))

L) = W] [ [F )] [R(t)]

log L () = logW¥ + é{% log [f1(tx)(1 — Ra(tx)) + fa(te)(1 — Ru(tr))] +

(1= 65)log (1 — (1 — R (t))(1 — Ro(t)))}
Si on suppose que les dureés de vie suivent la loi exponentielle de para-
metre 0 = (1, 1,)
dlogL(f) X[, [0fi ()
oV 5
8n1 z F anl

k=1

ORy (tx)
anl

(1— By (1) - )} 1)) +
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3.2. LE CAS EXPONENTIEL

kil [(1 — k) a%n(f’“) (1—=Ry(tr) /R (tk)]
5[0 22 @, (1 Ry () /R (1)
Alors
aloagnLl( ) gjl[ k(1= myte) exp(=nyt) (1 — exp(—nyty))—
(—teexp(—=nytr))/ f (te)]+
kﬁ [(1 = k) (—tx exp(=mtx)) (1 — exp(=nstx) /R (tx)]
moagn[; (0) kNl[(Sk((l — Mat) exp(—natx) (1 — exp(—nytx))—
(—trexp(—nyti))/ f (tr)]+
kf;l [(1 = 6x) (—t exp(—nyte)) (1 — exp(—n )/ R (t)]

f(tr) = (g exp(—=nytr) + ny exp(—natr) — 2(ny + 10) exp(—(1y + 72)tk))
R(ty) = exp(—ntx) + exp(—nytx) — exp(—(ny + n2)tx))

3.2.3 Systéme 2-sur-3

R(t) = Ri(t) x Ra(t) + Ry (t) x R3(t)+ Ra(t) x R3(t) — 2Ry (t) x Ra(t) X R3(t)
f(t) = —R(t) = fi(t)(Ra(t) + Ra(t) — 2Ra(t) x Ra(t)) + f2(t)(Ra(t) +
R3(t) — 2Ri(t) x R3(t)) + f3(t)(Ru(t) + Ra(t) — 2R1(t) x Ra(t))

N

£4O) = ¥ Ll Rl

log L(6) = log ¥+ 3= {[5ulog(2- (1) H By ()] + (1 50) 5 log By 1)

i#j
Si on suppose que les dureé de vie suivent la loi exponentielle de paramétre
0 = (11,7m2,M3)
Olog L(0 N af t OR(t
D = S 15200 ) + (1= 6 250 o)
o k=1 om
dlog L N 8 t
20— 5 o 1( U8 (Raft) + ) = 200) % Ra(t)+
1 k=1
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CHAPITRE 3. ESTIMATION DES PARAMETRES DE LA LOI

EXPONENTIELLE

P fa(t) + faltn) ~ 24alt)Ra(t) — 26a(t) Bt} )+
(1= () () + Ralt) — 2Ra(0) x R}/ (1)

Jlog L(0)

3

N

an kZ (024 (1 — mytk) exp(—n,tr) (exp(—nqtr) + exp(—nsts)—
1 —1

26XP(‘<772 N3 )tk)) + (‘tk eXP(_nltk>)(772 eXP(_nztk)+
N3 exp(—13te) — 20375 exp —(ny +n3)tk) }/ f (k)
+(1 = 0 ){ (—tx exp(—nyty) (exp(—nyts) + exp(—nstr)—
QG?XP(L—gh + Ws)tk))}/R<tk)
LD — S 0u{(1 = mat) expl-mat)expl—ute) + expl—nite) -
2exp(—(n; + 773)tk>) (—tr exp(—natr)) (01 exp(—nqtx)+
N3 exp(—nstr) — 21,13 exp — (13 + 13)te) }/ f (tr)
+(1 = 0p){ (—tr exp(—natr) (exp(—mytx) + exp(—nzti)—
%ixp(L—((gm + ng)tk>)}/R(tk)
) S 50l ) expl gt exp(-mte) + exp(—nte) -
2exp —((m + nz)tk)) + (—tx exp(—nstx)) (ny exp(—ntr)+
N exp(—1tr) — 20179 exp —(ny + No)tk) }/ f(tr)
+(1 = ) { (—tx exp(—nsti) (exp(—nytr) + exp(—nsty)—
2exp(—(ny +n2)te))}/ R(t)
R(ty) = exp(—(ny + m2)ts) + exp(—(my + n3)tr) + exp(—(ny + 13)ts) —
2exp(—(ny + 1y +n3)tx)
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3.2. LE CAS EXPONENTIEL

f(tr) = ny exp(—nyty) (exp(—nqty) + exp(—mstr) — 2exp(—(ny + n3)tr))+
1o exp(—natk) (exp(—nytr) + exp(—nsty) — 2exp(—(ny + n3)tr))+
UES eXP(_UStk)(eXp(_mtk) + exp(—thk) — 2exp _((771 + 772>tk
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Chapitre 4

Simulation

Dans ce chapitre, on estime les paramétres de la loi exponentielle par la
méthode du gradient

Rappel :

On a L(0) est une fonction différentiable , donc pour tout 0 il existe un
gradient de L(0) notée VL(0)
OL(6) 0L(0) OL(6)

VL) = ( , ey ——)
ony  Ony M . _
Pour trouwver les EMV par cette méthode on utilise étapes suivantes :
0
1-On prend un point initial arbitraire 0 = (7%1, %2, ey %M)

2-Trouwvons VL(0) a ces points et exprime chaque n; en fonction de t par

la formule n;(t) = %j + tVL(%j) Jj= 1,M
3-Trouvons t = t* qui maximise L(t)
, 0 0 0 oL o 0 L o
4-Méttre § = 0+ VL(0) = (n, + %(nl), ........ v+ 57— )
1
5-Retour a ’étape 2 et réitérer cette procédure .
On applique cette méthode pour les systéme suivants :

4.1 Systéme 2-sur-3

1- On prend une valeur initial 0° = (1°1,7°3,7°3), donc

dlog L(6°) N
O%TU = > [06{ (1 — n°1tk) exp(—n°1ty) (exp(—n°2ti) + exp(—n°sty)
1 k=1

—2exp(—(n°2 +1°)tk)) + (—tr exp(—n°1tx)) (n°2 exp(—n 2ty )+
n°s exp(—n°sti) — 2n°31°2 exp —(1°2 + 1°3)te) }/ f(tr)+
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4.1. SYSTEME 2-SUR-3

(1— 5k)({(—tk exp(—n°1ty) (exp(—n°aty) + exp(—n°sty) —

2exp(— (1 +1°)t))}/ R (tx)
alogéw ) B Z (05 (1 = n°2ty) exp(—n°aty) (exp(—n°1tr) + exp(—n°st)

—2exp(—(n°1 + 77 °3)tk)) + (—tx exp(—n°atx)) (n°1 exp(—n°1tx)+

n°zexp(—n°sty) — 20°1n°3 exp —(n°s + 1n°3)t) }/ f(tr)+

(L = 0x){(—tr exp(—=n°atx)(exp(—n°1tx) + exp(—1n°sty)—

2eXp(—(7z°1 + 7]7;3)%))}/3(%)

PRBE) S 50l (1 = 1Pat) expl 73t (expl—14s) + exp(—1ats)

—2exp —((1°1 + n°2)tk)) + (—twexp(—n°3t)) (n°1 exp(—n°1tx)+

N2 exp(—n°aty) — 20°1n°2 exp —(n°1 + 1n°2)tk) }/ f (k) +

(1 — 0){(—tx exp(—n°stk) (exp(—n°1tx) + exp(—n2ly)—

2exp(—(n°1 +n°2)t)) }/ R(tr)

ou

R(tk) = exp(—(n°1+n°2)tk) +exp(—(n°1+ 1)) +exp(—(n°2+7°3)tk) —
2exp(—(n°1 +1°2 +1°3)tk)

f(tr) = ny exp(=n°1ty) (exp(—n°aty) +exp(—n°sti) —2 exp(—(1n°2+1°3)tk))

+1% exp(—n°atx) (exp(—n°1tx) + exp(—n°sty) — 2exp(—(1n°1 + n°3)tx))+

1°s exp(—n°str) (exp(—n°1tk) + exp(—naty) — 2exp —((n°1 + 1n°2)t

2-On exprime chaque 7; par une fonction de ¢ par la formule suivante
Uj(t) = %j + tVL(%j) J=12,3

m(t) = n°1 + tVL(n°1)

(t) = n°2 +tVL(n°2)
n3(t) = n°s + tVL(1°s)
En substituant ces valeurs en L(6) et Trouvons ¢ = t* qui maximise L(t)

log L(f) = log ¥ + i{m log(f(t))] + (1 — 8, log R(te)}

P = 2 gy ont ) + (01— ) g i)

f(te) = n1(t) exp(—n, (£)tr) (exp(—ny(t)tr)+exp(—ns(t)tr) —2 exp(—(ny(t)+
N3(t))tk))+12(t) exp(—=na(t)tr) (exp(—mn1 ()tr) +exp(—ns(t)tx) —2 exp(—(n (¢)+
E;;tkgg“‘ 13(t) exp(—ng(t)tx) (exp(—ny (¢)tx)+exp(—ny(t)tr) =2 exp —((n; (t)+
log f(t) = logny(t) — ny(t)tx + log(exp(—ny(t)tr) + exp(—nz(t)tr)—

2 exp(=(n2(t) + n3(8))tk)) + log s (1) — 15 (1)t + log(exp(—=n, (£)tx)+
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CHAPITRE 4. SIMULATION

exp(—n3(t)tx) — 2exp(—(n(t) +n3(t))tx)) + logns(t) — ns(t)tr+

log(exp(—n; (t)tx) + exp(—na(t)tr) — 2exp —((n,(t) + n2(t))tx))

R<tk) = exp(—(nl(t) + 17 (t»tk) +exp(—(n, (t> +773<t))tk) + exp(—(n2 (t)+
n3(t))te) — 2exp(—(n, () +ny(t) + n3(t))tr)

log R(tx) = —log 2 — ((n1(t) + no(t) + n3(t))tx)

Donc

PRB L) 5% G {log (1) (Ote-Hogexp (01, (0)1)
2 exp(— (1 (1) +115(1)) 1) +108 15 (1) =5 (1) i log(exp( =y (1)t +exp(—ng 1))~
2 exp(—( (11+15(8)) ) +10g 15(1) =15 (0)a-+Hog(exp(— (1)) +exp( (1))~
2exp — (1 (8) + ma(0)t))} + (1= 6 {=(((8) + ma(t) + my(t))t)} = 0

Olog L(t)

. N Ul(t)
o ;(&c{m — () tet

(exp(=nu(t)tx) + exp( ns(t)tk) — 2exp(=(m2(t) + n3(t)) k)’

ot & m T

(exp(=ny(t)ty) + exp(—nz(t)tr) — 2exp(—(na(t) + n5(t))tr))’
(exp(=no(t)tr) + exp(—n3(t)tr) — 2exp(—(n2(t) + n3(t))tx
+772(t)/+

772(t)
(exp(=ny(H)tr) + exp(—nz()tr) — 2exp(=(n:(t) +n5(t))tr))’
(exp(=mn (t)tx) + exp(—n5(t)tr) — 2exp(—(n1(t) + n5(t))tx))
+773(t),_|_

773(t
(exp(=ny (t)tr) + exp(=ny(t)tr) — 2exp(—(n,(t) + Uz(t))tk)),)}

)
exp(—ny (t)tr) + exp(—na(t)tr) — 2exp(—(n1(t) + na(t))tx))
L)+ na(t 4 n3(t) )tr) = 0



4.1. SYSTEME 2-SUR-3

dlog L(t) X ;x
5 i?ﬂmt)nz@)ng(tl)

(exp(—n, (1)) + eXp(—ng(t)t/i) —2exp(—(na(1) + 15 (D)1x))

(exp(=n, (£)t) + exp(—ng(t)txi) —2exp(— (i (1) + ms (D))

=11 (£)tk) + exp(—=ny(t)tr) — 2exp(—(1;(t) + ny(t))tx))

— )i (t)" + ((exp(—na(t)tr) + exp(—n3(t)tx) — 2exp(—(ny(t)
" (L=t)no(t) + (exp(—ny (t)tx) +exp(—n3(t)tx) — 2 exp(— (1 (t)
/ﬁ(l ti)ns (1) + (exp(—ny (t)tx) +exp(—na(£)tr) — 2 exp(—(n (1)
() 02 () 05 (8) V(01 ()12 ()13 (1)) (exp(—n2 (1)) +exp(—ns(t)tr)
—(nz(t) n3(t))tx)) (exp(—ny (t)tx) + exp(—n;(t)tx) — 2exp(—(n,(t)
13(t))tx)) (exp(—=ny (t)tr) 4 exp(—=ny(t)tr) — 2exp(—(n,(t) + 15(t))te))] = 0

1 si le systéme en panne
O = : R .
o si le systéme fonctionne
dlog L(t) X 1
ot = m(t)%(t)ns(tl)

++ +

T2
UE!

+ |

X

(exp{=ra(0)0) + exp(=(01g) = 2exp(=1a(0) + 10 ir) .

(exp(— 11, (£)t) + exp(—113(E)te) — 2exp(— (1) + 13 (D))

—_

(exp(—1,(0)tr) + exp(— 1, (D)) — 2exp(— (1, (8) + (1)) |
—(m () +772(t) + n3(8) )tk (1 ()2 (£)ns(1)) (exp(—ny(t)te)+
exp(—n3(t)tk) — 2exp(—(na(t) + ns(t))tx))(exp(—n ( )tk)+
exp(—n3(t)tr) — 2exp(—(ny(t) + ns(t))tr)) (exp(—ny (£)t)+
exp(—17 (t)t?/f) — 2exp(— (3 m1(t) + m2(8))tx))] = 0
k;[ ;V (n;° )thm(t)(eXp(—nz( )ti) + exp(—ns(t)tx)—

2exp(—(n(t) + n3(t))tk ))( xp(—ny (E)tr) + exp(—n3(t)tr)—
2exp(—(ny(t) +n3(t))tr)) (exp(—ny (t)tr) + exp(—ny(t)tx) —
2exp(—(ny(t) + no(t))tr)) =0

exemple 4.1.1 Si on prend N =2 (t1,t2) = (1,2) 6°=(0.5,0.25)
abg;(e ) 1037788252
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CHAPITRE 4. SIMULATION

Jlog L(6°)

o1 o 9

Olog L(0°) _ 4 s 47866687
87]3

t = 0.049060651

R(t1) = 0.979995966

R(ts) = 0.696863542

L(6) = 0.68292346

= —3.936362864

4.2 Systéme 1-sur-2

1-On prend un point initial arbitraire 0° = (1,°,17,°)

dlog L (0° N

BLT) 57 5,01 — 172ta) expl—st0) (1 — exp(—n°ate)) -
ony k=1

(—twexp(=n°1tr))/ f (te)]+

N

> [(1 = 0k)(—tr exp(=n°1tx) ) (1 — exp(=n°ati) /R (1))

k=1
Jlog L (0°) X

9y = ];[51@((1 — 1°2tk) exp(—n°2ti) (1 — exp(—n°1t))

—(=trexp(=n2tr))/ f (tr)]+
% [(1 = 6k) (—tr exp(=n2ti)) (1 — exp(=n°1ty) /R (tr)]
2:On exprime chaque 7, par une fonction de ¢ par la formule suivante
() =1, +1VL(,) j=1,2
m(t) = n°1 + tVL(n°y)

772( ) =12 +1VL(n°)
On substituant ces valeurs en L(#) et Trouvons ¢ = t* qui maximise L(t)

log L(1) = log ¥ + f:{[ék log(f(t))] + (1 — &) log R(t)}

Jlog L(t)
ot
On a
f(tr) = (1) exp(=n1 (D) tx) + n2(t) exp(—na(O)tx) — 2(n1 (1) +
No(t)) exp(—(ny (t) +na(t))tr))
log f(tx) = logny (t) — 1 ()t +log my(t) — na(t)te +log(—2) + log(ny () +
Na(t)) — (M1 (t) + na(t))tk)

kg{[é;ﬁ log((1))] + (1 — 8) 5 log R(1,)} = 0
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4.2. SYSTEME 1-SUR-2

Olog f(tr) _ Om(t) _om(D), | Ons(t) Ony(t)

o ot /M) at;k 25 (1) — T2t
0g J Tk 1°1 i 1 )
a 15 +tVL(n°1)_WL(" 1)+n02 HVL(%)—WL@ o)+

VL(n°1) + VL(n°2)
(770%2‘ n°2) + t(VL(n°1) + VL(n°2))
R(tr) = exp(—ny(t)tk) + exp(=na(0)tr) — exp(—(n1(t) + 12(t))tr))
log R(tr) = —ny (t)te — na(t)tr — (01(t) + no(t))tr

—t(VL(n°1) + VL(n°2))

m%]:(tk) = —VL(n°1)ty = VL(n°2)ty — ty(VL(n°1) + VL(n°2))
alog@f(tw = —2tx(VL(n°1) + VL(n°s))
Donc
dlog L(t) X VL(n°1) VL(n®) °
ot B ,;1[5’“{7701 HIVL(P1) | nPe +tVL(ps) 2 {VLAT) +
. VL(n°1)+ VL(n°) Y o
VET D) e ) + (V) + VG T VR
VL(ﬁozj)V)}] =0 . )
o S — VL(n°1) VL(n°2)

k=1 1 + tVL(U01> 7702 + tVL(n°2>

VLGR) + VL) B
O 72+ 20V + VG V) V)

<~
N

1
lg[(ﬁ(ﬁ +tVL(1°1))(1n°2 + tV L(1°2))((n°1 + n°2) +t(VL(n°1) + VL(1°2))) .
Sk{VL(n°1) (2 + tVL(n°2)) ((1°1 + 1°2)+
t(VL(n°1)+VL(n°)))+VL(1n°)(n°1+tVL(n°1))((n°1+n°2)+t(VL(n°)+
VL(1%))) + (VL(n°1) + VL(1°2))((n°1 + tVL(n°1))(n°2 + tVL(1°)) }—
(2t1(VL(1°1) + VL(11°2))) (10°1 + tVL(1°1)) (1% + tV L(0°2)) ((n°1 +1°%) +
t(VL(n°1)+

VL(n°))] =0
et comme

1 si le systéme en panne
O = o si le systéme fonctionne
Alors
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e - S [-@(VLOP) + V0P + (VL) 02+

tVL(n°2))((n°1 +n°2) + t(VL(n°1) + VL(n°2)))] =0

exemple 4.2.1 Si on prend N =2 (t1,t2) = (1,2) 6° = (0.5,0.25)

O1og L) _ ) 539904754
Don o

0log L(0°) _ _ | a5630682

6)772

¢ — 0.397119228

R(t1) = 1.083878751
R(ts) = 1.342550647
L(6) = 1.455162118

4.3 Systéme en série

0
1-On prend un point initial arbitraire § = (7%, 1702, ...... , 77?\/[)

B — 10410~ Ehmexn(- S} )

k=1

(1= 04) (—th exp(=yti)/ Fa 1)
DB L) SSi(6ef( = Syt expl— ) 00+

(1 — 63)(—t exp(—ty)/ Ra(th)]

P — 101101~ Ehmexn(- Lhu) )

(1= 81} (—t exp(—Thast)/ R (t0)]

2- On exprime chaque 7,en fonction de j
0 0

m(t) = 7%1 + tVL(Zﬂ

no(t) = 7?)2 + tVL(7z)2)

nj(t) =1n;+ tVL(Uj)
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4.3. SYSTEME EN SERIE

0 0
N (t) =y +tVL(0y)

Et comme 1(t) — ém () = F(tx) = n(t) exp(—n(t)ts)

M=

I {0) exp(— L, (et A(t) = exp(—L, (1)

7j=1
N M

log L(6) = log.e+ 3 5 log(3_ >>+<1—6k>£ log R(ty)

3-ona log L(t) = log ¢ + g{[ék log(f(tx))] + (1 — 05) log R(tx)}

P8 5 {155 w1 1) + (1~ 6005 o 1)

- ﬁmaﬁ log(n(t) exp(—n(t)1) + (1~ ) 0 log(exp(—n(0)t]

ot =1

& SIS VL) — (VL)) (S, + 55 VL) = 0

k=1 =1 j=1 j=1 j=1
aprés les calculs on trouve

43



CHAPITRE 4. SIMULATION

N N M 0
Z‘Sk - ZZ%tk
. k=1 k=1j=1
= t* =

N M 0
Dotk VL(%‘)
k=1 j=1

avec

S0 = 1 si le systeme en panne
"7\ osile systéme fonctionne

* *

on subtitue cette valeur danns les 7; et on trouve § = (77*1, Moy eeees Nas)
ou

* 0 * 0

m =1y +tVL(n)

* 0 * 0

M =N + tVL(ny)

0
N=2M=20=(11

ty (2,9)

VL(6°) | (—390.1326, —55.67213)

t 2.691762 x 1073

0 (—3.00144 x 10~1,3.001439 x 10~
n(6) —8.940697 x 10°°

R(ty) (1.000000179, 1.000000805)

L(6) | 1.000000984

VL(0°) | (—14.24361, —13.7546)

t 1.366866 x 1072

0 (—6.199302 x 1072, —6.199306 x 10~2)

n(t) 3.352761 x 10~%

R(t,) | (0.999999731,0.999999966)

L(6) | 0.999999939

th (6,5)

VL(6°) | (—14.24361, —12.42013)

t 2.812809 x 102

0 (9.935451 x 102, —9.93548 x 102

n(®) 2.235174 x 10°°

) (0.999999865, 0.999999888)

(te
L(0) | 0.999999753
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4.3. SYSTEME EN SERIE

Uk (47 2)
VL(6°) | (—9.436563, —7,297442)
t 4,481892 x x10~2
0 (7.706343 x 1072, —7.706343 x 10~%)
n(t) —5.960464 x 10~8
R(ty) (1.000000238, 1.000000119)
L() | 1.0000000357
N=3M=3,6=(313%)
t (8,3,1)
VL(0°) | (—77.66293, —24.22563, —16.003610)
t 7,422036 x 103
0 (—7.641709 x 10~2,7.019650 x 10~2,6.220611 x 10~?)
n(t) 2.468005 x 1078
R(ty) (0.999999802, 0.999999926, 0.999999975)
L(0) 0.999999703
t (3,9,2)
VL(6°) | (—135.4875, —33.95427, —20.14875)
t 4.615209 x 107
0 (—1.253032 x 1071,9.329393 x 1072, 3.20093 x 10~2)
n(t) 7.450581 x 1078
R(ty) (0.999999776, 0.999999329, 0.999999851)
L(0) 0.999998956
th (1,2,5)
VL(6°) | (—21.35243, —11.95228, —9.558704)
t 2.041368 x 1072
0 (6.41828 x 1072,6.009983 x 1073, —7.012831 x 1072)
n(t) —5.215406 x 108
R(ty) (1.000000052, 1.000000104, 1.000000261)
L(0) 1.000000417
t (6,3,1)
VL(6°) | (—31.6275, —15.84134, —12.23322)
t 1.465609 x 1072
0 (3.646343 x 1072,1.782778 x 102, —5.429125 x 10~?)
n(t) —4.097819 x 108
R(ty) (1.000000246, 1.000000123, 1.000000041)
L() | 1.00000041

45




CHAPITRE 4. SIMULATION

N =4, M=36=(11

t (7,3,2,1)

VL(6°) | (—=73.61769, —26.61722, —17.79966)

t 7.413083 x 1073

0 (—4.573407 x 1072, 5.268433 x 102, —6.95033 x 10~2)
n(t) —6.752089 x 1075

R(t) | (1.000000473,1.000000203, 1.000000135, 1.000000068)
L(A) | 1.000000879

th (9,5,2,1)

VL(6°) | (—166.7743, —41.48967, —24.75964)

t 3.754984 x 1073

0 (—1.262349 x 101, 9.420695 x 10~2,3.202796 x 10~2)
n(t) —1.117587 x 10°°

R(t) | (1.000000101, 1.000000056, 1.000000022, 1.000000011)
L(A) | 1.00000019

t (5,3,4,2)

VL(6°) | (—20.71311, —19.31627, —16.29465)

t 1.3603 x 102

0 (1.094155 x 101, —1.275923 x 102, —9.665623 x 10 2)

n(®) 3.72529 x 10°°

R(tr) | (0.999999813,0.999999888, 0.999999851, 0.999999925)
L(6) | 0.999999477

t (5,3,1,1)

VL(6°) | (—27.93296, —15.38273, —12.14952)

¢ 1.577565 x 102

0 (5.933927 x 102, 7.327419 x 103, —6.6666661 x 10~2)

n(®) 7.450581 x 10°°

) (0.999999627,0.999999776, 0.999999925, 0.999999925)

(te
L) | 0.999999253

0
N =2 M =2,0=(0.75,0.45)
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4.3. SYSTEME EN SERIE

23 (27 9)

VL(6°) | (—390.1326, —55.67213)

t 2.691762 x 1073

0 (—3.00144 x 107*,3.001439 x 1071)
n(t) —8.940697 x 10°8

R(ty) (1.000000179, 1.000000805)

k
L(A) | 1.000000984

t (8,1)

VL(6°) | (—198.5663, —31.33606)

t 5.219609 x 1073

0 (—2.864381 x 1077, 2.864380 x 10~ ")
() —8.940697 x 108

R(ty) (1.000000715, 1.000000089)

k
L(A) | 1.000000804

i (6,5)

VL(6°) | (=16.585, —13.84156)

t 3.943923 x 102

0 (9.590037 x 10-2, —9.590046 x 102
n(t) —8.940697 x 10~°

R(ty) (1.000000536, 1.000000447)

k
L(6) | 1.000000983

th (4,2)

VL(6°) | (—12.96338, —8.919207)

t 5.483813 x 102

0 (3.911256 x 102, —3.911261 x 102
n(t) —4.470348 x 1078

R(t,) | (1.000000179, 1.00000089)

L(6) | 1.000001069

N =3,M = 3,0° = (0.75,0.45, 0.25)

t (8,3,1)

VL(6°) | (—326.1295, —59.79926, —24.225630)

t 3.535255 x 10 °

0 (—4.029508 x 1071, 2.385944 x 10", 1.643562 x 10 1)
n(t) —1.639128 x 10°°

R(tg) (1.000000131, 1.000000049, 1.000000016)

k
L(A) | 1.000000196
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t (3,9,2)

VL(6°) | (—660.184, —100.3113, —33.95427)

t 1.825163 x 1073

0 (—4.549434 x 101, 2.669155 x 10~1, 1.880279 x 10~7)

n(®) 2.980232 x 10°°

R(tr) | (0.99999991,0.999999731, 0.99999994)

L(6) [ 0.999999581

t (1,2,5)

VL(6°) | (—44.061, —18.7645, —11.95228)

t 1.939079 x 102

0 (1.043775 x 1071, 8.614159 x 10~2,1.82588 x 102
n(t) —5.401671 x 1078

R(t) | (1.000000054, 1.000000108, 1.00000027)

L(A) | 1.000000918

t (6,3,1)

VL(6°) | (—76.98428, —27.06001, —15.841340)

t 1.209486 x 102

0 (—1.811142 x 101, 1.227129 x 101, 5.840116 x 10~2)
n(t) —1.415610 x 107

R(ty) (1.000000849, 1.000000425, 1.000000142)

L(6) | 1.000001416

N =4, M = 3,0° = (0.75,0.45, 0.25)

i (7,3,2,1)

VL(6°) | (—242.3159, —59.00414, —26.61722)

t 4421578 x 1073

0 (—3.214186 x 101, 1.891086 x 101, 1.323099 x 10~1)
n(t) —7.450581 x 10°°

R(t,) | (1.000000522, 1.000000224, 1.000000149, 1.000000075)
L(A) | 1.00000097

i (9,5,2,1)

VL(6°) | (—893.989, —122.5186, —41.48967)

t 1.370514 x 102

0 (—4.752244 x 101, 2.820866 x 10 1, 1.931378 x 10 ?)
n(t) —2.980232 x 109

) (1.000000268, 1.000000149, 1.00000006, 1.00000003)

(te
L(®) | 1.000000507
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(5,3,4,2)

(—45.88854, —26.36691, —19.31627)

1.583458 x 1072

(2.337405 x 1072, 3.249093 x 1072, —5.586504 x 10~2)

—5.960464 x 107®

(1.000000298, 1.000000179, 1.000000238, 1.0000000119)

1.000000834

(5,3,1,1)

(—58.61613, —24.4781, —15.38273)

1.472426 x 1072

(—1.130789 x 1071,8.957814 x 107%,2.35008 x 10~2%)

—5.587935 x 107

(1.000000028, 1.000000017, 1.000000006, 1.000000006)

1.000000057
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Chapitre 5

Conclusion

Le travail que nous avons présenté dans ce mémoire est une contribu-
tion & l'estimation des fiabilités d’un systéme cohérent et de ses composants.
Nous avons exposé deux méthodes 'une basée sur les résultats d’essais sur
le systéme et ses composants et 'autre, en supposant que les durées de vies
de ces derniers sont des variables aléatoires de lois exponentielles. Dans les
deux cas, on a utilisé la méthode du maximum de vraisemblance. Pour déter-
miner nos estimateurs, on a utilisé des méthodes numériques d’optimisation,
comme la méthode du gradient. Par des exemples numériques, on a illustré
que les méthodes d’optimisation que nous avons utilisé, ont donné de treés
bons résultats. Il nous parait que dans le cas de la loi de Weibull qui est une
généralisation de la loi exponentielle, les résultats publiés sont trés limités,
surtout dans le cas des systémes de structure complexe, comme les systémes
k-sur-n, k-consécutifs-sur-n, etc. . .

Enfin, vu l'essor et le développement de la statistique ces derniéres dé-
cennies, beaucoup de travail reste a faire dans ce domaine. Par ailleurs, la
statistique trouve en la fiabilité un terrain de prédilection, surtout a I’ére du
vingt et uniéme sieécle ou la technologie de pointe a atteint son paroxysme,
avec le développement des systémes électroniques dans les produits qu’on
utilise tous les jours & commencer par la télévision, la voiture, les ordina-
teurs, etc. Tout cela, oblige les concepteurs & produire des systémes de plus
en plus fiables pour une population de plus en plus exigeante, et c’est la sta-
tistique (estimation, test,...) qui peut étre un outil important pour satisfaire
I’exigence de ce monde.
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