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Introduction

Le sujet traité dans ce mémoire concerne le problème de programmation dit d�optimi-

sation sous contraintes semi-dé�nie, encore appelé problème SDP. Cette appellation est

une conséquence de la terminologie anglaise SemiDe�nite Programming. Ce problème est

une extension naturelle de la programmation linéaire dans le sens où les variables sont des

matrices symétriques semi-dé�nies positives au lieu d�être des vecteurs. Ce qui explique

d�ailleurs le transport du savoir faire de la programmation linéaire à la programmation

semi-dé�nie. L�étude de ce problème a commencé dès le début des années 60 en tant que

problème mathématique non linéaire, il existe alors très peu de résultats publiés et ils

sont principalement d�ordre théorique.

Depuis les années 90, grâce notamment aux travaux fondateurs de ALIZADEH, NE-

MIROVSKI, NESTEROV [94] entre autres, les méthodes de points intérieurs ont pu être

étendues à la résolution de problèmes SDP tout en gardant la plupart des bonnes pro-

priétés qui avaient été observées pour les programmes linéaires. En fait, de nombreux

résultats sur les programmes linéaires, notamment en termes de dualité et d�optimalité,

ont été étendus aux problèmes SDP.

Il a résulté de tout cela un grand nombre de domaines dans lesquels les problèmes

SDP ont trouvé des applications. On cite : Optimisation combinatoire, Optimisation non

linéaire, Théorie des graphes, commande robuste, etc,...

Actuellement, le problème (SDP) constitue l�un des sujets de recherche le plus convoité

dans le domaine de l�optimisation numérique. Le but étant de développer une méthodolo-

gie adéquate. A ce propos, il est impératif de traiter des questions ouvertes, déjà étudiées
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au niveau de la programmation linéaire : Initialisation, pas de déplacement, coût excessif

de l�itération, qui sont ici plus complexes en raison de la structure complexe du problème.

Nous proposons dans ce mémoire une approche, barrière logarithmique dans laquelle,

on introduit une procédure originale pour le calcul du pas de déplacement basée sur les

fonctions majorantes : On obtient une approximation explicite entrainant une décrois-

sance signi�ante de l�objectif, de plus elle est économique et robuste, contrairement aux

méthodes classiques de recherche linéaire.

Présentation du mémoire :

Ce mémoire est réparti en trois chapitres, le premier chapitre présente un rappel

des notions fondamentales d�usage fréquent pour la suite, à savoir : L�analyse convexe,

et quelques résultats d�existence et d�unicité d�un programme linéaire. Le chapitre 2,

est consacré à la programmation semi-dé�nie, on commence par un bref aperçu histo-

rique résumant les principaux résultats durant la dernière décennie, suivi par l�exposé de

l�approche barrière logarithmique. En�n, nous terminons le troisième chapitre par l�intro-

duction des fonctions majorantes qui constituent l�originalité de notre étude, ce chapitre

est étayé par des expérimentations numériques et des dessins des graphes de fonctions

majorantes concluantes. Notre travail ouvre des perspectives pour d�autres classes de

problèmes avec autres types de méthodes.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Analyse convexe

1.1.1 Ensembles et Applications A¢ nes

Dé�nition 1 Un sous-ensemble F de <n est dit a¢ ne si :

8x; y 2 F;8� 2 <; (1� �)x+ �y 2 F:

Autrement dit, un sous-ensemble a¢ ne contient toujours la �droite�passant par deux

de ses points x et y.

Dé�nition 2 On appelle hyperplan de <n toute partie a¢ ne de dimension (n� 1)

Dé�nition 3 Une application

T : <n ! <

x 7�! Tx

est dite a¢ ne si :

T [(1� �)x+ �y] = (1� �)Tx+ �Ty; 8x; y 2 <n;8� 2 <:
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1.1.2 Ensembles convexes

Les sous-ensembles convexes

Dé�nition 4 Un sous-ensemble C de <n est dit convexe si :

8x; y 2 C;8� 2 [0; 1] ; (1� �)x+ �y 2 C:

Autrement dit, un ensemble convexe contient toujours le �segment�joignant deux de ses

points x et y.

Sachant que :

[x; y] = f(1� �)x+ �y = 0 � � � 1g :

Remarque 1 Tout ensemble a¢ ne est convexe. La réciproque est fausse.

Cônes convexes

Dé�nition 5 Un sous-ensemble K de <n est un cône ssi 8x 2 K; 8� � 0; �x 2 K.

Un cône est donc une union de demi-droites fermées positives issues de l�origine, ce

dernier peut (ou ne peut pas) appartenir à K.

Dé�nition 6 Un cône est dit pointé ou saillant ssi K \ (�K) = f0g:

Propriété 1 1. Tout ensemble de la forme : K = fx 2 <n = btix � 0; i 2 I � N; bi 2 <ng

est un cône convexe.

2. De même l�ensemble des solutions du système d�inégalités homogènes :

fx 2 <n=Ax � 0; A est une m� n�matriceg

est un cône convexe.
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Cône de récession

Soit C un convexe non vide de <n et a 2 C; on pose

C1(a) = fd 2 <n = a+ �d 2 C;8� > 0g:

Alors C1(a) est un cône convexe non vide. En général, C1(a) dépend de a:

Dé�nition 7 On appelle cône de récession (ou asymptote) de C l�ensemble

C1 =
\
a2C

C1(a):

Un élément d 2 C1; est appelée direction de récession.

Théorème 1 Si C 6= ;;convexe fermé ) C1(a) = C1(b) 8a; b 2 C; (c-à-d. : C1(a) est

indépendant de a. De plus C1 est fermé.

Proposition 2 Soit C un convexe fermé non vide de <n, alors

C est borné ssi C1 = f0g:

Remarque 2 Le cône de récession est introduit en 1913 par Steinitz pour C non vide

non nécessairement convexe. C�est le cône fermé dé�ni par

C1 = fd 2 <n = 9xn 2 C; tn �! +1 :
xn
tn
�! dg:

La raison principale de son importance est la caractérisation des ensembles compacts

de <n traduite par la proposition précédente pour C fermé de <n:
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Ensembles strictement / fortement convexes

Dé�nition 8 Un sous-ensemble C � <n est dit strictement convexe s�il véri�e :

8x; y 2 C; (x 6= y); ]x; y[ = f(1� t)x+ ty = t 2 ]0; 1[g � int(C):

Dé�nition 9 Une partie C � <n est dite fortement convexe si :

8x; y 2 C; (x 6= y);8t 2 ]0; 1[9
 > 0 tel que : B [(1� t)x+ ty; 
] � C:

Remarque 3 Nous avons les implications suivantes : C fortement convexe ) C stric-

tement convexe ) C convexe.

1.1.3 Fonctions convexes

Pour introduire les fonctions convexes, il est plus commode de considérer des

fonctions dé�nies sur <n tout entier, susceptibles de prendre des valeurs in�nies, i.e : des

fonctionnelles avec la convention suivante :

1+ � = �+1 = +1 ��1 = �1+ � = �1; 8� 2 <

1+1 = +1 1�1 = (�1) +1 = +1

Cela nous dispense d�avoir à préciser chaque fois le domaine de dé�nition. Si

toutefois f est une fonction dé�nie sur un sous-ensemble C � <n et C 6= ;, on la

remplace par l�extension suivante :

ef(x) =
8<: f(x); six 2 C

+1; sinon.
:
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Soit alors

f : <n ! [�1;+1] = < = < [ f�1g :

Remarque 4 f : C � <n ! < est convexe sur C ssi son extension ef (dé�nie précé-
demment) est convexe sur <n:

Proposition 3 f : <n ! ]�1;+1] est convexe si l�une des deux propriétés équivalentes

suivantes est véri�ée :

1. f [(1� �)x+ �y] � (1� �)f(x) + �f(y); 8� 2 [0; 1] ; 8x; y 2 <n:

2. f(
mP
i=1

�ixi ) �
mP
i=1

�if(xi); 8m 2 N;8 �i � 0 =
mP
i=1

�i = 1;8xi 2 <n:

Si l�inégalité (1) est stricte pour x 6= y et � 2 ]0; 1[ ; f est dite strictement

convexe.

L�inégalité (2) est appelée inégalité de Jensen.

Lemme 1 Soit f : <n ! < alors, f est convexe sur <n ssi 8x; d 2 <n la fonction à une

variable réelle 'x;d(t) = f(x+ td) est convexe sur <:

Semi-continuité (inférieure)

Dé�nition 10 Une fonction f : <n ! < est dite semi-continue inférieurement

(s.c.i) en x0 2 <n si :

8" > 0;9� > 0=f(x) � f(x0)� " ; dès que


x� x0

 � �:

f est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) en x0 si �f est (s.c.i) en x0:

Evidemment, f est continue en x0 ssi elle est à la fois (s.c.i.) et (s.c.s.) en x0:En�n,

on dit que f est (s.c.i.), si elle est (s.c.i.) en tout point x 2 <n :

Remarque 5 1- On peut remplacer <n dans la dé�nition précédente par un sous-ensemble

quelconque C � <n :
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2- La semi-continuité inférieure de f en x0 peut être exprimée par : f(x0) � lim
k!1

f(xk);

pour chaque suite fxkg convergeant vers x0 et telle que : lim
k!1

f(xk) 2 < . Autrement dit :

f est (s:c:i:) en x0 ssi f(x0) = lim
x!x0

inf f(xk) :
d�ef
= lim

�#0
( inf
kx�x0k!�

f(x)):

3- On peut également exprimer la (s.c.i.) en termes de voisinages comme c�est le cas

pour la continuité. A ce propos, on dit que :

f est (s.c.i.) en x0 si 8� 2 < véri�ant � < f(x0),9V (voisinage de x) tel que 8x 2 V

on ait � < f(x).

1.1.4 Rappel sur les dérivées

Dé�nition 11 Le gradient d�une fonction f : <n ! <ncontinuement di¤érentiable. éva-

lué au point x 2 <n s�écrit :

rf(x) =
�

@f(x)
@x1

@f(x)
@x2

@f(x)
@x3

:::::: @f(x)
@xn

�t
:

et le coe�cient de la ie ligne et la je colonne de la matrice Hessienne s�écrit :

�
r2f(x)

�
i j
=
@2f(x)

@xi@xj
:

1.2 Programmation linéaire (PL)

1.2.1 Fondements théoriques

Dé�nition d�un programme linéaire

La programmation linéaire est une technique d�optimisation utilisée aujourd�hui dans

beaucoup de domaines et diverses applications, notamment dans l�industrie pétrolière,

l�énergie, le transport, les réseaux....

En termes d�optimisation, un programme linéaire (PL) consiste à minimiser (ou maxi-

miser) une forme linéaire ou fonction coût (appelée objectif ou économique) soumise à

10



des contraintes linéaires (ou plutôt a¢ nes).

Formes usuelles d�un programme linéaire

Un (PL) peut être écrit sous l�une des trois formulations suivantes :

a) Forme canonique : 8>>><>>>:
min ctx;

Ax � b;

x � 0;

: (a)

où A est une m� n�matrice; b 2 <m(constant), 0 6= c 2 <n (vecteur constant) et x

est un vecteur inconnu de <n (à chercher):

De nombreux modèles d�application se ramèment de manière naturelle à cette forme

qui se prète mieux à l�analyse théorique.

b) Forme standard : 8>>><>>>:
min ctx

Ax = b

x � 0

: (b)

C�est la forme à laquelle on se ramène le plus souvent à cause de sa convenance pour

l�analyse théorique et le traitement numérique.

c) Forme canonique :8>>><>>>:
min ctx

Ax � b

Bx � b0 ; B p� n�matrice; b0 2 <n
: (c)

Cette forme qui généralise les formes (a) et (b), est parfois commode pour le trai-

tement des programmes linéaires à variables non astreintes en signe. On parle alors de

programmation linéaire généralisée.

Remarque 6 Les trois formes précédentes sont équivalentes au sens suivant :
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1. On peut convertir un (PL) d�une forme à l�autre moyennant des transformations

algébriques élémentaires :

Une inégalité se transforme en égalité en ajoutant (ou retranchant), selon le sens de

l�inégalité, une variable supplémentaire non négative appelée variable d�écart :

atix � bi ! atix+ yi = bi; yi � 0;

atjx � bj ! atjx� yj = bi; yj � 0:

De même, une égalité est équivalente à deux inégalités :

atkx = bk ()

8>>><>>>:
atkx � bk
et

�atkx � �bk

:

Une variable x non astreinte en signe, peut être soit éliminée à partir d�une contrainte

d�égalité (s�il en a une), soit remplacée par deux variables astreintes :

x = x+ � x� et x� � 0; x+ � 0;

où rappelons le :

8i; x+i = max(0; xi); x�i = max(0;�xi):

2. Toute méthode de résolution valable pour une forme, permet également de résoudre

les autres , en ce sens que si l�on connait la solution de l�un on peut en déduire celle

de l�autre.Cependant, sur le plan numérique, on préfère souvent la forme standard.

3. Le vecteur c est appelé vecteur coût , et A est une m�n�matrice de plein rang.

Dé�nition 12 Un ensemble convexe de la forme : P = fx 2 <n= Ax = b; x � 0g est

appelé polyèdre convexe.

Dé�nition 13 Un polyèdre convexe borné est appelé polytope convexe.

12



Dé�nition 14 Soit C un convexe non vide de <n. Un point x 2 C est dit extrémal (

ou sommet de C ) si l�on a :

y; z 2 C et x = (1� �)y + �z ) x = y = z; où 0 < � < 1:

Dé�nition 15 Tout polytope est l�enveloppe convexe de ses points extrémaux.

Dé�nition 16 Un polytope convexe de <n possédant (n+1) sommets est appelé : n�simplexe.

Par exemple dans <2 le triangle T = fe1; e2; 0g avec e1 = (1; 0); e2 = (0; 1) est un

2�simplexe.

Dé�nition 17 Ainsi l�ensemble des solutions de (PL) est le polyèdre convexe

P = fx 2 <n=Ax = b; x � 0g

(éventuellement vide, éventuellement non borné).

A ce propos, il est important de signaler qu�un programme linéaire peut ne pas avoir

de solution : par exemple s�il n�y a aucun point réalisable, on dit que le problème est non

réalisable, ou encore si f(x) �! �1 pour x réalisable (le problème est non borné), il

n�y a cependant aucune di¢ culté pour détecter ces situations.

C�est pourquoi nous ne considérons que le cas où le problème possède une solution

(non nécessairement unique).

1.2.2 Dualité en Programmation Linéaire

La notion de dualité est un concept fondamental en programmation linéaire qui

conduit à un résultat de portée théorique en pratique : le théorème de dualité.

Aussi, étant donné un programme linéaire (désigné comme primal) on peut toujours

lui associer un autre programme linéaire appelé problème dual.
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Les deux sont construits à partir des mêmes contraintes, à la di¤érence que si l�un est

un problème de minimisation, l�autre est un problème de maximisation.

Deux problèmes duaux ne constituent donc pas deux problèmes di¤érents, mais deux

aspects du même problème.

Dé�nition formelle d�un programme linéaire dual

Soit le programme linéaire écrit sous forme standard :8>>><>>>:
min ctx

Ax = b

x � 0

: (P )

On appelle dual de (P ), le programme linéaire :8>>><>>>:
max bty

Aty � c

y 2 <m
: (D)

Qui est équivalent au problème suivant :8>>>>>><>>>>>>:

max bty

Aty + s = c

s � 0

y 2 <m

: (D)

On note que les variables du dual sont en bijection avec les contraintes du primal,

tandis que les contraintes du dual sont en bijection avec les variables du primal.
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Exemple 1 Soit le programme linéaire primal8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

min (2x1 � 3x2)

x1 � x2 � 1

2x1 + 3x2 � 4

x1 + x2 = 3

x1 � 0; x2 2 <:

(P )

Le dual de ce programme s�écrira :8>>>>>><>>>>>>:

max (y1 + 4y2 + 3y3)

y1 + 2y2 + y3 � 2

�y1 + 3y2 + y3 = �3

y1 � 0; y2 � 0; y3 2 <

(D)

Remarque 7 Exemple 2 Remarque 8 1. Le dual du dual est le primal.

2. Il est utile d�écrire directement le dual d�un programme linéaire mais sous forme

standard ( le transformer en forme canonique). Cette dé�nition de dualité s�étend donc

à travers ces transformations à tout programme linéaire primal écrit ou non sous forme

canonique.

Résultats fondamentaux

Théorème 2 Si x et y sont réalisables pour (P ) et (D) respectivement, alors : ctx � bty

corollaire 1 Si x� et y� sont respectivement réalisables pour (P ) et (D) et si :

ctx� = bty�

alors x� et y� sont optimales pour leurs problèmes respectifs .
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Remarque 9 Il est évident que si x� et y� sont optimales pour (P ) et (D) respectivement

alors : ctx� = bty�:

Théorème de dualité

i . Si l�un ou l�autre des problèmes (P ) et (D) admet une solution optimale �nie, il est

de même pour l�autre, et les valeurs correspondantes des objectifs sont égales.

ii . Si l�objectif d�un problème n�est pas borné, l�autre problème n�admet pas de solution

réalisable.

Application de la dualité

En plus de l�éclairage qu�apporte la dualité sur certains points d�ordre théorique per-

mettant de mieux caractériser les propriétés du problème donné, les résultats précédents

montrent qu�en résolvant un programme linéaire (P ), on résoud en même temps son dual.

1.2.3 Résolution d�un programme linéaire

La solution d�un programme linéaire est toujours atteinte en un sommet (point ex-

trémal) de la région admissible, c-à-d : un point réalisable satisfaisant exactement (m)

contraintes linéairement indépendantes.

Le nombre de sommets associés à un problème pouvant être exponentiellement crois-

sant en fonction de la taille du problème (n est le nombre de variable et m est celui des

contraintes), il est de l�ordre C(n;m) =
n!

m!(n�m)! : Une méthode pratique ne devrait

donc pas examiner autant de points pour arriver à l�optimum.

La méthode du simplexe

Cette méthode est une procédure qui examine les points extrémaux (réalisables) d�une

façon convenable, le passage d�un sommet à un autre entraine souvent une diminution

de l�objectif si le problème est un problème de minimisation.
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La résolution d�un programme linéaire par cette méthode est traditionnellement di-

visée en deux phases :

� La phase 1 : Est l�étape d�initialisation, elle consiste à chercher un premier sommet

réalisable, et peut être posée (de plusieurs manières) sous forme d�un programme

linéaire possédant une solution initiale triviale.

� La phase 2 : Construit une suite de sommets adjacents réalisables diminuant la

valeur de l�objectif d�une itération à l�autre. Le nombre de sommets étant �ni, la

convergence de la méthode du simplexe vers l�optimum est garantie en un nombre

�ni d�opérations à condition que le problème ne soit pas dégénéré i.e : aucune

composante de la solution réalisable de base n�est nulle.

Méthodes de points intérieurs

Les méthode de points intérieurs comme leur nom l�indique éviteront soigneusement

la frontière de l�ensemble admissible et ne sou¤riront donc pas de l�aspect combinatoire

inhérent à la méthode du simplexe. Khachiyan (1979) fut le premier à proposer un al-

gorithme dit polynomial, c�est-à-dire dont le nombre d�itérations grandit d�une manière

polynomiale avec la taille du problème. Malheureusement, cet algorithme s�est avéré inef-

�cace en pratique, il a fallu donc attendre les travaux de Karmarkar (1984) pour susciter

un engouement pour les méthodes de points intérieurs.

Actuellement, l�importance de ces méthodes a dépassé le cadre de l�optimisation li-

néaire et elles sont beaucoup plus utilisées dans le cadre de l�optimisation convexe, grâce

notamment aux travaux de Nestrov et Nemirovesky (1994).

Actuellement, les méthodes de points intérieurs sont devenues compétitives à la mé-

thode du simplexe surtout pour les problèmes de grande taille (> 1000 variables ou

contraintes).

Il y a, principalement, quatre grandes catégories des méthodes de points intérieurs :

- Les méthodes a¢ nes.

- Les méthodes projectives.
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- Les méthodes de réduction du potentielle.

- Les méthodes de trajectoire centrale.

Les méthodes de points intérieurs utilisent les fonctions dites fonctions barrières a�n

d�obliger les itérés à rester dans l�ensemble réalisable:

Dé�nition 18 " Fonction barrière"

Soit C � <n: On appelle fonction barrière associée à C toute fonction B dé�nie sur

int(C) telle que : 8>>><>>>:
B est continue

B(x) � 0;8x 2 int(C)

limB(x) = +1; quand x! x� 2 Fr(C):

Exemple 3 Pour C = fx 2 <n= gi(x) � 0; i = 1 : mg

avec gi 2 C1(<n)

et int(C) = fx 2 <n=gi(x) < 0; i = 1 : mg;

on peut prendre B1(x) = �
mX
i=1

1

gi(x)
ou encore B2(x) = �

mX
i=1

log(�gi(x));

le problème pénalisé correspondant est alors :8><>:
min

x2int(C)
(f(x) + 1

�
B(x));

� > 0
; (P)

avec � > 0 paramètre de pénalisation.

1.2.4 Recherche linéaire mono-dimensionnelle

Le problème et ses motivations

La résolution d�un programme mathématique avec ou sans contraintes8<: min f(x)

x 2 F � <n
; (D)
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se fait généralement par des méthodes de descente, dans lesquelles, on passe à chaque

itération, par la résolution du sous-problème :8<: min '(�) = f(x+ �dk)

� 2 I = <+(ou [a; b] ; a > 0)
; (R� L)

pour déterminer le pas de déplacement �k:

(R-L) est appelé problème de recherche linéaire, et ' la fonction de recherche linéaire.

Hypothèses de travail

� '0(�) < 0, condition de descente, équivalente à :

'(�k) = f(x
k + �kdk) < f(x

k) = '(0):

� L�optimum �� de (R-L) existe. Dans le cas contraire, nous avons l�une des deux

alternatives suivantes :

1. inf
I
'(�) = �1) (c) non borné : inf

F
f(x) = �1:

2. inf
I
'(�) �ni mais non atteint : on se limite à �� tel que '(��) �= inf

I
'(�):

Si l�on détermine la valeur exacte ��, la R-L est dite exacte (R-L-E), chose impossible

en pratique pour (au moins) les raisons suivantes :

1. Opération très coûteuse : nombre d�évaluations excessif.

2. �� risque de ne pas exister.

Attention !

En sacri�ant la précision, on risque d�a¤ecter la convergence des algorithmes de des-

cente.

Il faut donc adopter une R-L qui garantie un degré de précision convenable ou une

descente su¢ sante de f(x), susceptible d�induire les algorithmes en question à converger.

Une telle R-L est dite inexacte (R-L-I).

Remarque 10 1. Les méthodes classiques : Newton, Dichotomie, interpolation sont
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considérées comme des méthodes de R-L-E : on cherche une solution plus ou moins

précise (on minimise vraiment '(�) ).

2. Les méthodes de R-L-I que nous allons envisager sont économiques au sens que

l�on cherche une solution approchée de R-L avec un nombre d�évaluations mi-

nime. . .

Méthodes de R-L économiques

Orientation

On utilise principalement la propriété de descente :

'(�k) = f(x
k + �kdk) < f(x

k) = '(0) où '0(0) < 0:

Avantages

� C�est simple et souvent plus e¢ cace.

� On réduit f(x) d�une itération à l�autre.

Inconvénients

� La convergence globale de la suite des itérés
�
xk
	
vers un point stationnaire n�est pas

garantie à cause du phénomène d�e¤ort négligeable. En e¤et, si ��k > 0 est le

plut petit � > 0 tel que : f(xk + �kdk) = f(xk), (c-à-d : '(�) = '(0)),

alors : les décroissances négligeables se présentent si :

�k # 0 (trop petit) ou si �k " 0 (trop grand):

Remède

Il faut développer des conditions (règles de sélection) pour terminer la R-L avec un

pas convenable (c-à-d : loin des extrémités de [0; ��k] ) et qui donne une réduction

signi�ante à f(x) forçant des algorithmes de descente à converger globalement.
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Schéma algorithmique général de R-L

Etant donné � > 0 et une information convenable sur ', un algorithme de R-L doit

posséder trois réponses possibles :

(O) � est convenable , on arrête la R-L.

(G) � est non convenable (car trop petit).

(D) � est non convenable (car trop grand).

Ainsi, n�importe quel � satisfaisant (G) (resp. (D)) peut servir comme une borne

inférieure(resp. supérieure) de l�intervalle d�incertitude de �, d�où l�algorithme général

suivant :

Algorithme général de R-L

On choisit � > 0 initial (conformément aux informations fournies par (c).

On pose �g = 0 et �d = +1 (machine au besoin).

(1) Si (O) stop on passe à xk+1

(2) Si (G) on prend �g = � , si (D) on prend �d = � et aller en (3)

(3) Choisir un nouveau � 2 [�g; �d] et revenir en (1).

L�idée principale des algorithmes de R-L consiste ainsi à réduire l�intervalle d�incerti-

tude [�g; �d] jusqu�à ce que j�d � �gj � � (su¢ samment petit).

L�objectif étant bien évidemment de trouver un pas � ni trop petit ni trop grand

véri�ant '(�) < '(0) , a�n de rendre le déplacement de xk à xk+1 raisonnable.

Questions importantes

Avant de dé�nir les règles de sélection, il convient d�avoir des explications rigoureuses

concernant les points suivants :

[Q1] �Pourquoi � non trop grand et non trop petit ?

[Q2] �Comment assurer ça (critères) ?

[Q3] �De tels � existent-ils ?

[Q4] �Comment calculer e¤ectivement un � convenable (algorithmes précis) ?
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Réponses et explications

Pour [Q1] :

On peut donner les explications suivantes :

� Un pas non trop grand est nécessaire pour assurer (forcer) la décroissance '(�) < '(0),

car avec un pas trop grand, on risque de quitter le voisinage de xk et perdre ainsi

la propriété de descente qui n�est que locale. . .

� Un pas non trop grand est nécessaire pour éviter à la suite
�
xk
	
le phénomène d�os-

cillations :
xk � � � � � xk+1

xk+2 � � � � � xk+3
:

� De même, le pas ne doit pas être trop petit pour éviter les progrès négligeables de xk

vers x� (solution de (c)) (qui risque d�être loin si x0 est une initialisation grossière).

Pour [Q2] :

� Il existe un consensus général pour dé�nir le terme trop grand : on dit que � > 0

n�est pas trop grand si :

'(�) � '(0) +m�'0(0): (1.1)

où m est un coe¢ cient choisi dans ]0; 1[, sa valeur précise n�est pas cruciale, m =

0:1 est une valeur raisonnable (en pratique).

� � > 0 ne satisfaisant pas (1.1) est considéré trop grand.

Géométriquement, cela correspond au cas où f(x) est non bornée inférieurement.

Algébriquement :

Si � véri�ant (1.1) est trop grand (� �! +1) alors :

lim
��!+1

'(�) = '(0) +m'0(0); lim
��!+1

� = �1 (du fait que '0(0) < 0):

donc ' n�est pas bornée inférieurement et identiquement pour f(x).
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Conclusion : S�il n�y a pas de � > 0 véri�ant (1.1), c�est que f(x) n�est pas bornée

inférieurement, auquel cas, le problème (c) n�admet pas de solution.

Remarque 11 La condition (1.1) garantie automatiquement la descente '(�) < '(0)

puisque '0(0) < 0.

En revanche, un pas non trop grand peut être trop petit, d�ailleurs la propriété (1.1)

est vraie pour tout � > 0 su¢ samment proche de zéro, puisque dans ce cas on a :

'(�) �= '(0) + �'0(0) � '(0) +m�'0(0); (m < 1):

Il faut donc empêcher ça en introduisant un critère complémentaire à (1.1). Or, d�après ce

qui précède, il su¢ t de considérer l�inégalité dans l�autre sens avec un coe¢ cient m0 > m.

C�est justement le critère de Goldstein (1965) :

'(�) � '(0) +m0�'0(0); avec 0 < m < m0 < 1: (1.2)

Remarque 12 La règle de Goldstein s�applique lorsque le gradient de la fonction ne

peut être évalué (ou est trop coûteux à obtenir).

On peut véri�er que pour � > 0 su¢ samment proche de zéro le critère (1.2) n�est pas

véri�é (continuité de ' + la condition '0(0) < 0).

En e¤et, soit � � 0 véri�ant (1.2) alors :

lim
��!0

'(�)� '(0)
�

= '0(0) � m0'0(0);

d�où m0 � 1 ce qui est absurde.

Si f(x) est C1 et si le calcul de '0(�) ne pose pas de problèmes (numériquement), un

autre critère (dû à Wolfe (1968) et Powell (1976)) peut être envisagé pour exclure les

pas trop petits :

'0(�) � m00'0(0); 0 < m < m00 < 1: (1.3)

Remarque 13 Le critère deWolfe nécessite l�évaluation du gradient à chaque fois que
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la fonction est calculée.

Dans la règle deWolfe aussi, c�est la relation (1.1) qui permet d�assurer que � n�est

pas choisi trop grand. Mais comme on suppose que le calcul du gradient de la fonction ne

nécessite pas beaucoup plus de calcul que l�évaluation de la fonction elle-même, on utilise

la relation (1.3) au lieu de la relation (1.2). Et donc à chaque point �, '0(�) peut être

calculée par :

'0(�) = dtrf(x+ �d):

On a dit que le critère deWolfe est envisagé pour exclure les pas trop petits.

Remarque 14 En e¤et, � > 0 proche de zéro ne véri�e pas (1.3) car si oui on aura :

lim
��!0

'0(�) = '0(0) � m00'0(0)) m00 � 1(on utiliselacontinuit�ede'0):

Remarque 15 "Sur le choix de m;m0 et m00"

Dé�nition 19 Il convient de choisir le coe¢ cient de descente m <
1

2
et m0 >

1

2
dans la

règle de Goldstein.

Le choix de m et m00 dans la règle de Wolfe-Powel, n�est pas très critique. Des

valeurs courantes sont : m = 0:1 et m00 = 0:7:

Pour [Q3] :

On démontre (de manières assez di¤érentes) le résultat suivant :

Lemme 2 Supposons f(x) bornée inférieurement, 0 < m <
1

2
, m < m0 < 1 et '0(0) < 0,

alors : Il existe un intervalle [�1; �2] (0 < �1 < �2 ) tel que pour tout � 2 [�1; �2] véri�e

les critères de sélection (1.1) et (1.2) ou (1.3).

Le résultat est également valable pour d�autres critères (Armijo . . . ).

Remarque 16 Si m0 < m Fletcher et El Baali construisent une fonction f de classe C1

pour laquelle il n�existe pas de � convenable.
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Pour [Q4] :

Il su¢ t d�écrire correctement les algorithmes de R-L correspondant aux descriptions

précédentes, en ajoutant les précisions qu�il faut pour l�aspect numérique.

Pour la convergence, on démontre en général que la suite
�
xk
	
pour laquelle on

sélectionne f�kg par les règles précédentes, converge vers un point d�accumulation x� qui

véri�e les conditions nécessaires d�optimalité.

La vitesse de convergence devra en principe être meilleure qu�avec une R-L exacte,

c�est d�ailleurs la motivation principale de ces méthodes. . .

Procédure type de Goldstein (G) , Wolfe (W)

(1) On dispose de �g = 0; �d =une valeur (maximale) quelconquem = 0:1; m0 = 0:7

'0(0) = rf(xk)tdk; � = �0 (valeur initiale choisie)

(2) '(�) = f(xk + �dk)

si '(�) � '(0) +m�'0(0) aller en (3)

sinon prendre �d = � et aller en (5)

(3) (G) si '(�) � '(0) +m0�'0(0) stop

sinon aller en (4)

(W) calculer '0(�) = rf(xk + �dk)tdk ;

si '0(�) � m0'0(0) stop

sinon aller en (4)

(4) �g = �

(5) Rechercher un nouveau � 2 ]�g; �d[ (par dichotomie) et retourner en (2).

N.B :

- Il faut toujours commencer par la condition de descente (1.1):
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- Le choix de �0 est très important pour l�e¢ cacité des algorithmes, il faut, à chaque

fois qu�il est possible, utiliser les informations fournies par l�algorithme d�optimi-

sation dans lequel est insérée la procédure de R-L. Cela a pour e¤et de réduire

considérablement le nombre d�évaluations de ' (ou '0).

Procédure d�Armijo

On se donne � 2 ]0; 1[ et � > 1 ; valeurs typiques � = 0:2; � = 2

� est acceptable s�il véri�e à la fois :

'(�) � '(0) + ��'0(0) (non trop grand); (1.4)

'(��) > '(0) + ��'0(0) (non trop petit). (1.5)

On choisit � = �� > 0 véri�ant (1.4), si (1.5) est également véri�ée stop sinon on

agrandit � (le doubler) jusqu�à trouver un entier t > 0 tel que � = 2t�� véri�e (1.5).

Si �� véri�e (1.5), alors il est divisé par 2 jusqu�à trouver le plus petit entier t > 0

tel que ��= 2t véri�e (1.4).

Performances des algorithmes de R-L (Retour à l�exactitude)

Il ne su¢ t pas de considérer la performance des algorithmes de R-L seulement en

terme de nombre d�évaluations par itération (de ' ou '0), mais aussi en terme de la

réduction de f(x) obtenue à chaque itération. Ce point important est parfois négligé en

théorie (convergence).

Signalons à ce propos, l�existence de procédures de R-L avec lesquelles une seule

évaluation par itération su¢ t pour trouver �k convenable, alors que n�importe quelle

méthode de descente incorporant ce type de R-L s�avère extrêmement ine¢ cace.

Le meilleur pas que l�on puisse trouver est donc celui qui entraîne une réduction maxi-

male pour f(x), ce qui suggère que �k doit être une bonne approximation du minimiseur

de '(�) c-à-d voir la R-L comme un problème de minimisation mono-dimensionnelle. De
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tels �k produisent sans doute une importante décroissance au niveau de f(x) et jouent

un rôle considérable dans les résultats de convergence. . .

Les critères pratiques (et c�est là toute la di¤érence avec la R-L-E) correspondant à

cette idée nécessitent éventuellement que la quantité j'0(�k)j soit su¢ samment réduite,

par exemple :

j'0(�k)j � ��'0(0); (1.6)

où le coe¢ cient � 2 ]0; 1[, indique la précision avec laquelle � approxime le point station-

naire de '.

La condition (1.6) assure que �k n�est pas trop petit et peut donc être associée à

la condition de descente (1.1). De plus, elle présente l�avantage que son interprétation

en terme de minimum local suggère des méthodes très e¢ caces pour calculer �k ; par

exemple, la méthode d�interpolation avec sauvegarde converge très rapidement.
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Chapitre 2

Programmation semi-dé�nie linéaire

2.1 Préliminaires matriciels

2.1.1 Matrices semi-dé�nies positives

Notation 4 Soit :

Mn(<) =Mn l�ensemble des matrices carrées de taille n à coé¢ cients dans <:

Sn(<) = Sn l�ensemble des matrices symétriques réelles de taille n c-à-d : les matrices

A 2Mn véri�ant A = At:

Produit scalaire, normes

Le produit scalaire de deux matrices A et B de Mn noté : A � B ( ou hA;Bi ) est

dé�ni par :

A �B = hA;Bi = Tr(AtB) =
nX
i=1

nX
j=1

aijbij = B � A

Où Tr(A) = Trace(A) =
Pn

i=1 aii (la somme des éléments diagonaux de A):

On a la propriété suivante :

Tr(AB) = Tr(BA);
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à ce produit scalaire, on associe une norme, dite de Frobénius

k A kF=
p
hA;Ai =

p
Tr(AtA);

on utilise également la norme spectrale

k A k2=
p
j�max(AAt)j:

Remarque 17 Si A 2 Sn, on a les résultats suivants :

k A kF=
 

nX
i

�2i (A)

! 1
2

= (
nX
i;j

a2ij)
1
2 ;

k A k2= max
i
j�i(A)j = '(A) = le rayon spectral de A;

où les �i , i = 1::n désignent les valeurs propres de A (qui sont toutes réelles).

Matrices semi-dé�nies positives

Dé�nition 20 Soit A 2 Sn
�A est dite semi-dé�nie positive ou A � 0 si 8x 2 <n;xtAx � 0:

�A est dite dé�nie positive ou A � 0 si 8x 2 <n; x 6= 0 et xtAx > 0:

Notation 5 S+n (<) = S+n = fA 2 Sn = A � 0g :

S++n (<) = S++n = fA 2 Sn = A � 0g :

Proposition 6 Soit B 2Mn inversible, alors :

A 2 S+n , BtAB 2 S+n
et

A 2 S++n , BtAB 2 S++n

Le cône Sn

Nous étudions quelques propriétés spéci�ques à Sn et sa structure conique.
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Proposition 7 1. S+n est un cône fermé pointé dans Sn:

(car S+n \ (�S+n ) = f0ng ; 0n est la matrice nulle).

2. S++n n�est pas un cône (car 0n =2 S++n ):

3. S++n est l�interieur de S+n ( c�est l�interieur relatif );

(à rappeler que : C � <n ; C 6= ;; l�interieur relatif de C est :

ri(C) = faff(C)=9" > 0; (x+ "B) \ aff(C) � Cg ;

et tel que :

aff(C) =

(
x =

nX
i

�ixi; xi 2 C;
nX
i

�i = 1

)
;

B est la boule unité euclidienne de <n;

B = fx 2 <n= kxk � 1g :

et si

aff(C) = <n ) ri(C) = int(C) = int(C) = fx 2 C = 9" > 0;x+ "B � Cg ;

et C un convexe de <n.

4. La structure du cône de S+n induit un ordre partiel sur Sn dit : �Ordre de L�owner�:

A � B , A�B 2 S+n (<);

A � B , A�B 2 S++n (<):

( �;� : relation d�ordre partiel ).

Proposition 8 Soient A;B 2 S+n , alors :

1. A+B � B
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2. A
1
2BA

1
2 � 0;

(à noter que que si A 2 Sn alors il existe une unique matrice M 2 S+n telle que

A = M2 de plus M commute avec A et veri�e rg(A) = rg(M) et on note souvent

M = A
1
2 ).

3. Tr(AB) � Tr(A)Tr(B):

4. Les valeurs propres de la matrice AB sont positives.

Remarque 18 Le produit de deux matrices semi-dé�nies positives n�est pas nécessaire-

ment une matrice semi-dé�nie positive.

E¤ectivement : soient les matrices A et B suivantes :

A =

0@ 2 1

3 4

1A et B =

0@ 5 4

7 6

1A ;
on a : A � 0 et B � 0 mais AB � 0:

2.2 Formulation du problème

Un programme semi-dé�ni linéaire de forme standard est dé�ni par :8>>><>>>:
minC �X = Tr(CtX)

Ai �X = bi; i = 1::m

X 2 S+n (<)

; (SDP )

où : C; Ai 2Mn; b = (b1; b2; :::::::bm)
t 2 <m:

Remarque 19 1. On peut supposer ( sans perte de généralité) que les matrices C et

Ai sont symétriques.

Dans le cas ; où C n�est pas symétrique, on la symétrise en remplaçant C par
1
2
(C + Ct) de même pour les Ai où on prend 1

2
(Ai + A

t
i) à la place de Ai.
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2. On peut supposer également (et sans perte de généralité) que les matries Ai ; i =

1::m; sont linéairement indépendantes pour des besoins théoriques.

3. La programmation semi-dé�nie est un cas particulier de la programmation cônique,

et une généralité de la programmation linéaire, ici on manipule des matrices au lieu

des vecteurs.

E¤ectivement on peut ramener un problème de programmation linéaire en un pro-

blème de programmation semi-dé�nie. Pour ce fait, soit le programme linéaire sui-

vant : 8>>><>>>:
min ctx

Ax = b

x � 0; x 2 <n
; (PL)

posons

C =

0BBB@
c1 0::::: 0

0 c2:::: 0

0 0:::::0 cn

1CCCA ; X =

0BBB@
x1 0::::: 0

0 x2:::: 0

0 0:::::0 xn

1CCCA ;

Ai =

0BBB@
ai1 0::::: 0

0 ai2:::: 0

0 0:::::: ain

1CCCA et bi = bi;

on a donc : 8>>><>>>:
ctx = hC;Xi = Tr(CtX);

Ax = b, Ai �X = bi; i = 1::m;

x � 0 () xi � 0;8i) X � 0;

;

d�où :

(PL) ,

8>>><>>>:
min ctx

Ax = b

x � 0; x 2 <n
)

8>>><>>>:
min hC;Xi

Ai �X = bi; i = 1::m;

X � 0

, (SDP ):
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De plus l�ensemble des contraintes véri�ant X � 0 est in�ni contrairement à la

programmation linéaire où il est �ni (x � 0).

Dé�nition 21 Une matrice X 2 Sn est dite réalisable (resp. strictement réalisable) pour

SDP si :

hAi; Xi = bi; i = 1::m et X 2 S+n ;

(resp. hAi; Xi = bi; i = 1::m et X 2 S++n ).

On note Y ( resp. bY ) l�ensemble des solutions réalisables (resp. l�ensemble des solutions
strictement réalisables) pour SDP:

Dé�nition 22 La valeur optimale (primale) de SDP est dé�nie par :

p� = inffhC;Xi ; hAi; Xi = bi; i = 1::m;X 2 S+n g;

X� 2 Y et hC;X�i = p�:

2.2.1 Dualité en Programmation Semi-Dé�nie

La dualité en SDP est très similaire à la dualité classique en Programmation Linéaire

à quelques di¤érences près.

Soit le problème SDP linéaire primal sous la forme standard :

(SDP ) mp = min
x

�
hC;Xi ; hAi; Xi = bi; i = 1::m;X 2 S+n

�
:

Pour obtenir le problème dual de SDP, on considère la fonction Lagrangienne :

q(y) = min
x2S+n

"
hC;Xi +

mX
i=1

(bi � hAi; Xi)yi; y 2 <m
#
;

d�où

max
y2<m

q(y) = max
y2<m

min
x2S+n

"* 
C �

mX
i=1

yiAi

!
; X

+
+

mX
i=1

biyi

#
;
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donc

max
y2<m

q(y) =

8><>:
maxy2<m

mP
i=1

biyi si C �
mP
i=1

yiAi 2 S+n

�1 ailleurs
:

D�où par convention le dual du problème SDP est un problème SDP dé�ni par :

md =

8>>>><>>>>:
max bty

C �
mP
i=1

yiAi 2 S+n

y 2 <m

;

,

8>>>><>>>>:
max bty

C �
mP
i=1

yiAi = S

y 2 <m; S 2 S+n

(DSDP ):

Dé�nition 23 Une solution réalisable de DSDP est le couple (y; S) 2 <m�S+n tel que :

C �
mX
i=1

yiAi = S:

De même le couple (y; S) est dit strictement réalisable pour DSDP si :

C �
mX
i=1

yiAi 2 S++n :

On note F ( bF ) l�ensemble des solutions réalisables pour DSDP ( resp. l�ensemble des
solutions strictement réalisables pour DSDP).

Dé�nition 24 La valeur optimale de DSDP est dé�nie par

d� = md = sup

(
bty : C �

mX
i=1

yiAi 2 S+n ; y 2 <m
)
;

avec

(y�; S�) 2 F et b�y� = d�;
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et

S� = C �
mX
i=1

y�iAi:

Proposition 9 "Dualité faible"

Soit X 2 Y et (y; S) 2 F alors

C �X � bty = X � S � 0:

Remarque 20 X � S est appelé l�écart ou �Saut de dualité�.

Remarque 21 Certains résultats de la Programmation Linéaire ne sont pas valables en

SDP.

Exemple 4 E = S3 l�espace des matrice symétriques 3� 3;m = 2

mp = minx
�
C �X ;X 2 S+3 ; h Ai; Xi = bi; i = 1::m

�
; (SDP )

où :

C =

0BBB@
0 1

2
0

1
2
0 0

0 0 0

1CCCA ; A1 =
0BBB@
1 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA ; A2 =
0BBB@
0 1

2
0

1
2
0 0

0 0 �1

1CCCA ;

X =

0BBB@
x11 x12 0

x12 x22 0

0 0 x33

1CCCA et b = (0;�1)t:

Ce problème s�écrit aussi sous la forme suivante :

mp = min
x

26664x12; X =

0BBB@
0 x12 0

x12 x22 0

0 0 1 + x12

1CCCA � 0

37775 : (SDP )
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L�ensemble des solutions réalisables correspond à l�ensemble

Y =
�
(x12; x22) 2 <2 : x12 = 0; x22 � 0

	
:

En outre l�ensemble des solutions optimales est

X� =

8>>><>>>:
0BBB@

0 x12 0

x12 x22 0

0 0 1 + x12

1CCCA ;x22 � 0
9>>>=>>>; :

Il s�ensuit que

mp = 0:

Ecrivons le problème dual

md = max
y2<2

"
bty : C �

2X
i=1

yiAi 2 S+3

#
; (DSDP )

qui correspond à la forme

md = max
y2<2

26664�y :
0BBB@
�y1 1�y2

2
0

1�y2
2

0 0

0 0 y2

1CCCA 2 S+3

37775 ; (DSDP )

l�ensemble des solutions réalisables correspond à l�ensemble

�
(y1; y2) 2 <2 : y1 � 0; y1 = 1

	
:

En outre l�ensemble des solutions optimales est
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Y � = f(y1; 1) ; y1 � 0g :

Il s�ensuit que

md = �1 6= 0 = mp:

Les problèmes (SDP) et (DSDP) sont tous deux réalisables, X� et Y � sont tous deux non

vides mais

�1 < md < mp < +1:

Ainsi la rélisabilité des deux problèmes ne su¢ t pas pour avoir les mêmes valeurs opti-

males.

Pour conserver le résultat de la dualité forte en SDP ; une condition plus forte est

indispensable ; il s�agit de la stricte-réalisabilité comme le montre le théorème suivant :

Théorème 3 1. Si le problème (SDP) primal est strictement réalisable, c-à-d :

9X 2 S++n (<) : hAi; Xi = bi; i = 1::m;

alors

md = mp:

2. Si en outre mp est �ni, alors l�ensemble des solutions optimales du problème dual

(DSDP) est compact non vide. Si le problème (DSDP) est strictement réalisable,

c-à-d :

9y 2 <m : C �
mX
i=1

yiAi 2 S++n ;

alors

md = mp:
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3. Si en outre md est �ni, alors l�ensemble des solutions optimales du problème primal

(SDP) est compact non vide.

Remarque 22 Le problème de la recherche d�une solution optimale de (SDP) est équi-

valent à trouver : X 2 S+n (<); S 2 S+n (<); y 2 <m tel que8>>>>><>>>>>:
h Ai; Xi = bi ; i = 1::m

mX
i=1

yiAi + S = C

X � S = 0

; (PCL)

(PCL) est appelé "Problème de Complémentarité Linéaire Semi-Dé�ni" qui fait

l�objet de plusieurs recherches récentes basées essentiellement sur les approches newto-

niennes par résolution numérique.

2.2.2 Exemples de problèmes convertibles en SDP

Exemple 5 "Le problème Max-cut"

Nous disposons d�un grapheG(X;U) orienté et nous noterons n le nombre de sommets

de ce graphe. De plus, nous le supposerons valué, c-à-d qu�à chaque arc G ( du noeud i

au noeud j ) est associé un poids Pij:

Le problème que nous souhaitons résoudre est de trouver une coupe de capacité maxi-

mum, c-à-d trouver comment séparer les sommets en deux ensembles S et S, de manière

à ce que la capacité de cette coupe soit maximale.

A rappeler que la capacité d�une coupe étant dé�nie comme la somme des capacités

des arcs interconnectant S et S:

Mathématiquement, le problème peut être formulé de la manière suivante :

Soit A la matrice n� n adjacente du graphe.

On dé�nie la matrice :
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8<: L = diag(Ae)� A;

e = (1; 1; ::::::::; 1)t 2 <n

La matrice L est dite la matrice laplacienne associée au graphe.

On représente la coupe S par le vecteur x tel qu�à chacun des sommets i du graphe,

nous associons une valeur xi de la manière suivante :

xi = 1 si le sommet i est dans S

xi = �1 si le sommet i est dans S .

On aura donc la formulation suivante du problème :8<: max 1
4
xtLx

x = f�1; 1gn
: (MC)

On posant : X = 1
4
xxt, on a l�équivalence suivante :

8>>>>>><>>>>>>:

max TrLX

diag (X) = 1
4
e

rg(X) = 1

X � 0

:

En négligeant la condition ou la contrainte du rang (rg(X) = 1), on obtient un

problème de la forme SDP suivant :

md = max

�
� L;X �: X 2 S+n (<);� Ai; X �= 1

4
; i = 1::n

�
;

où :

Ai [j; k] =

8<: 1; si i = j = k = 1::n

0 ailleurs
:

Exemple 6 "Le problème min-max des valeurs prores"
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Ce problème a été étudié vers les années 1950 en Algèbre linéaire comme suit :

Chercher une valeur optimale

�� = min
y2<n

�max(C + A(y)); (V P )

où C 2Mn;

Aop�erateur : <n �!Mn

y 7�! A(y) =
nP
i=1

yiAi ; Ai 2Mn

En fait, trouver la plus grande valeur propre d�une matrice symétrique A correspond au

problème suivant :

maxx
�
xtAx : kxk = 1

�
;

où x 2 <n � f0g est un vecteur propre de la matrice A:

Soit encore en considérant sur les matrices symétriques le produit scalaire :hA;Bi =

Tr(AB);

maxx
�

A; xxt

�
:


I; xxt

�
= 1
�
: (P1)

Ou encore, X étant symétrique :

maxX [hA;Xi : hI;Xi = 1; X � 0 de rang1] : (P2)

Si on Considère le problème semi-dé�ni linéaire suivant :

maxX [hA;Xi : hI;Xi = 1; X � 0] : (P2)

Ce problème admet des solutions optimales car l�ensemble des solutions réalisables est

compact. La fonction objective étant linéaire et l�ensemble des solutions réalisables étant

convexe, l�optimum est atteint au moins en un point extrémal, donc en un X matrice de

rang 1. X est aussi solution optimale du problème (P1). Bien sur, toute solution optimale
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de (P1) est solution optimale de (P2).

Le problème (V P ) s�écrit sous forme d�un problème SDP comme suit :

�
�� = min

y2<n
�max(C + A(y))

�
()

8>>><>>>:
min �

�I � C + A(y)

y 2 <n
;

()

8>>><>>>:
min �

�I � C � A(y) � 0

y 2 <n
:

Le dual de ce problème est un problème SDP formulé par :8>>>>>><>>>>>>:

max hC;Xi

At(X) = 0

X � 0

Tr(X) = 1

:

2.2.3 Résolution de SDP

Nous avons déjà dit que l�ensemble S+n est un cône non-polyédrique, et la notion de

sommet n�est plus valable pour les problèmes SDP ce qui favorise d�avantage l�extension

des méthodes de points intérieurs en programmation linéaire pour SDP.

Plusieurs travaux ont été réalisés depuis les années 90 et le grand nombre d�articles

parus dans des revues internationales en témoigne, tout particulièrement les travaux de

Shapiro, Fletcher-Craven (1996) qui s�intéressent aux conditions d�optimalité du pro-

blème SDP, les travaux de Ramana et Wolkowic (1997) qui ont étudié la dualité forte

pour ces problèmes. Du point de vue algorithmique, on rencontre les méthodes de points

intérieurs qui sont relativement nouvelles et qui s�apparentent à la méthode projective de

Karmarkar pour la programmation linéaire. Ces dernières années, plusieurs chercheurs

ont proposé des méthodes pour résoudre les problèmes SDP qui sont généralement des
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extensions des méthodes de points intérieurs pour la programmation linéaire. En e¤et,

en 1994 Farid ALIZADEH est le 1er chercheur qui a fait une étude profonde pour SDP

et a proposé un algorithme primal-dual de points intérieurs du type projectif appelé "Al-

gorithme de réduction du potentiel". Depuis, plusieurs algorithmes sont proposés dans

la littérature, on cite par exemple :

� F. Alizadeh (1995) propose une méthode projective primale-duale.

� Vanderbeghe et Boyd (1996) ont proposé un algorithme primal-dual.

� Monteiro (1997) propose une méthode de type trajactoire centrale.

� Todd & All (1998) ont proposé des variantes newtoniennes pour résoudre le pro-

blème de complémentarité linéaire.

� J. Ji & All (1999) ont étudié la convergence de la méthode de prédicteur-correcteur.

� M. Halicka et autres (2002) ont étudié la convergence de la méthode de trajectoire

centrale.

� Dj. Benterki, J.P. Crouzeix et B. Merikhi (2004) ont proposé une étude théorique

et numérique de certains algorithmes projectifs de Alizadeh.

Toutes ces méthodes de di¤érents types à savoir les méthodes de trajectoire centrale

réalisable et non-réalisable, primale, duale et primale-duale ont un problème majeur

commun celui de l�initialisation. En 2007 Dj. Benterki, J.P. Crouzeix et B. Merikhi ont

proposé une méthode de point intérieur réalisable pour résoudre SDP.

L�avantage principal de cette méthode est le calcul d�une solution réalisable initiale pour

SDP.
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Chapitre 3

Les fonctions majorantes

3.1 Introduction

On propose dans cette partie une approche barrière pour résoudre SDP. La méthode

est basée sur une fonction de pénalisation logarithmique donnant lieu à un algorithme

de type Newton dont l�e¢ cacité est mise en valeur à travers des expérimentations numé-

riques encourageantes. La di¢ culté est au niveau de la recherche linéaire : la présence du

déterminant dans la dé�nition de la fonction barrière logarithmique entraine un coût très

élevé dans les procédures classiques de la recherche linéaire : Exactes ou approchées. Dans

notre approche, au lieu de la minimiser, le long de la direction de descente en un point

courant y, on propose des fonctions majorantes G pour lesquelles la solution optimale du

pas de déplacement t est obtenue explicitement.

On s�intéresse au problème suivant :

mD = inf
y
[bty :

mX
i=1

yiAi � C 2 S+n ; y 2 <m]; (D)

où S+n désigne le cône des matrices n�n symétriques semi-dé�nies positives et les matrices

C, Ai, i = 1; : : : ;m, sont des matrices symétriques données.
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Le problème (D) est le dual du problème suivant :

mP = sup
X
[hC;Xi : X 2 S+n ; hAi; Xi = bi; 8 i = 1; : : : ;m]: (P )

A priori, un des avantages du problème (D) par rapport au problème (P ) est que l�ar-

gument de la fonction que l�on minimise est un vecteur, alors qu�il est une matrice dans

(P ). D�autre part sous des hypothèses convenables, la résolution de (D) est équivalente

à celle de (P ) au sens que la solution optimale de l�un des deux problèmes se déduit

directement de l�autre via le théorème des écarts complémentaires.

Dans toute la suite, on représentera les ensembles des solutions réalisables par :

Y = fy 2 <m :
mX
i=1

yiAi � C 2 S+n g; bY = fy 2 <m : mX
i=1

yiAi � C 2 S++n g;

F = fX 2 S+n : hAi; Xi = bi; 8 i = 1; : : : ;m g; bF = fX 2 F : X 2 S++n g:

Tous ces ensembles sont convexes.

Le problème (D) est approximé par le problème (Dr)

(Dr) m(r) = inf [ fr(y) : y 2 <m];

avec r > 0 paramètre de pénalisation, et fr : <m ! ]�1;+1] la fonction barrière dé�nie

par :

fr(y) =

8><>:
bty + nr ln r � r ln[det(

mP
i=1

yiAi � C] si y 2 bY ;
+1 sinon.

:

Pour résoudre (Dr), on utilise une méthode de descente classique de type Newton.

On va minimiser une fonction G telle que :

1

r
[fr(y + td)� fr(y)] = �(t) � G(t) 8 t > 0; �(0) = G(0); �0(0) = G0(0) < 0;
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et la bonne qualité des approximations de � est assurée par la condition �00(0) = G00(0).

3.2 Problème (Dr) : Aspects théoriques

Rappelons que (Dr), r > 0 est le problème

(Dr) m(r) = inf [ fr(y) : y 2 <m];

où fr : <m ! ]�1;+1] est dé�nie par :

fr(y) =

8><>:
bty + nr ln r � r ln[det(

mP
i=1

yiAi � C)] si y 2 bY ;
+1 sinon.

:

Les hypothèses suivantes sont nécessaires :

� H1) Le système d�équations hAi; Xi = bi, i = 1; : : : ;m est de rang m.

� H2) Les ensembles bY et bF sont non vides.

On sait alors que :

� a) �1 < mP = mD < +1;

� b) les ensembles de solutions optimales de (P ) et (D) sont convexes compacts non

vides ;

� c) si �X est solution optimale de (P ), alors �y est solution optimale de (D) si et

seulement si

�y 2 Y et (
mX
i=1

�yiAi � C) �X = 0 ;

� d) si �y est solution optimale de (D), alors �X est solution optimale de (P ) si et

seulement si

�X 2 F et (
mX
i=1

�yiAi � C) �X = 0:

Dans ces conditions, la résolution du problème (D) permet d�obtenir celle de (P ) et

vice versa.
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3.2.1 Propriétés fondamentales de fr

Pour y 2 bY , on introduit la matrice B(y) symétrique dé�nie positive de taille m, et
la matrice L(y) triangulaire inférieure telles que :

B(y) =
mX
i=1

yiAi � C = L(y)Lt(y):

Et pour, i; j = 1; 2; : : : ;m, on dé�nit :

bAi(y) = [L(y)]�1Ai[Lt(y)]�1;

bi(y) = Tr( bAi(y)) = Tr(AiB�1(y));
�ij(y) = Tr(B

�1(y)AiB
�1(y)Aj) = Tr( bAi(y) bAj(y)):

Ainsi, b(y) est un vecteur de <m et �(y) une matrice symétrique de taille m.

Théorème 4 [8] La fonction fr est deux fois continûment di¤érentiable sur bY . Plus
précisément, pour tout y 2 bY on a :

a) rfr(y) = b� rb(r);

b) r2fr(y) = r�(y);

c) La matrice r2fr(y) est dé�nie positive.

3.2.2 Le problème Dr possède une solution unique

Puisque la fonction fr prend la valeur +1 sur la frontière du domaine réalisable et

di¤érentiable à l�intérieur, alors elle est semi-continue inférieurement.

Pour prouver que Dr possède une solution, il su¢ t de prouver que le cône de récession

est réduit à l�origine, avant cela on montre le résultat suivant :

Proposition 10 [8] d = 0 quand [btd � 0 et
Pm

i=1 diAi 2 K]:

Théorème 5 [8] d = 0 si (fr)1 � 0:
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3.3 Comportement de la solution lorsque r ! 0

Dans ce qui suit, on s�intéresse au comportement de la valeur optimale m(r) et la

solution optimale y(r) du problème (Dr). Pour cela, on introduit la fonction

h : <m �< ! ]�1;+1] ;

dé�nie par :

h(y; t) =

8><>:
bty � ln det [

mP
i=1

yiAi � tC] si
mP
i=1

yiAi � tC 2 int(S+n );

+1 sinon.
:

Il est facile de véri�er que la fonction h est convexe et semi-continue inférieurement sur

<m �<. On considère ensuite la fonction � : <m �<�< ! ]�1;+1] dé�nie par :

�(y; t; r) =

8>>><>>>:
rh(r�1y; r�1t) si r > 0;

h1(y; t) si r = 0;

+1 si r < 0:

: (1)

Alors, � est également convexe et semi-continue inférieurement sur <m � < � <, voir à

ce propos Rockafellar([23], page 35).

On dé�nit ensuite f : <m �< ! ]�1;+1] par :

f(y; r) = �(y; 1; r):

f est alors convexe et semi-continue inférieurement. Par construction

f(y; r) =

8>>><>>>:
fr(y) si r > 0;

bty si r = 0; y 2 Y;

+1 sinon.

(2)
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On dé�nit la fonction m : < ! ]�1;+1] par :

m(r) = inf
y
[f(y; r) : y 2 <m]:

Cette fonction est convexe. En outre on a m(0) = mD et m(r) est la valeur optimale de

(Dr) pour r > 0:

Il est clair que pour r > 0 on a :

m(r) = fr(y(r)) = f(y(r); r)

et

0 = rfr(y(r)) = ryf(y(r); r) = b� rb(yr):

On s�intéresse maintenant à la di¤érentiabilité des fonctions m(r) et y(r) sur (0;+1):

Théorème 6 [8]Les fonctions m et y sont continûment di¤érentiables sur ]0;+1[ : On

a pour tout r > 0,

r�(yr)y
0(r)� b(yr) = 0;

m0(r) = n+ n ln(r)� ln det(B(yr)):

En outre,

mD = m(0) � bty(r) � mD + nr: (3)

Désignons par SD l�ensemble des solutions optimales de (D); on sait que cet ensemble

est un convexe compact non vide. La distance du point y à SD est dé�nie par :

d(y; SD) = inf
z
[ ky � zk : z 2 SD]:

Le résultat suivant concerne le comportement de yr et m(r) lorsque r ! 0.

Théorème 7 [8]Lorsque r ! 0, d(y; SD)! 0 et m(r)! mD:

48



3.4 Direction de descente de Newton et recherche

linéaire

De par la présence de la fonction barrière, le problème (Dr) peut être considéré comme

sans contraintes. On peut donc le résoudre par une méthode de descente classique. Comme

fr prend la valeur+1 sur la frontière de Y , alors les itérés y sont dans bY . Ainsi la méthode
que nous proposons est une méthode de points intérieurs.

Soit y 2 bY l�itéré en cours. Comme direction de descente en y, prennons la direction
de Newton d solution du système linéaire :

[r2fr(y)]d = �rfr(y): (4)

En vertu du théorème 4, le système linéaire est équivalent au système

�(y)d = b(y)� 1
r
b; (3.1)

b(y) et �(y) sont dé�nies en 3.2.1.

La matrice �(y) étant symétrique, dé�nie positive, le système linéaire ( 3.1) peut

être e¢ cacement résolu via la décomposition de Cholesky. Bien évidemment, on admet

que rf(y) 6= 0 (sinon l�optimun est atteint). Il s�ensuit que d 6= 0. La direction d étant

calculée, on cherche �t > 0 donnant une décroissance signi�cative à fr sur la demi-droite

y + td; t > 0, tout en conservant la dé�nie positivité de la matrice B(y + �td).

Pour se faire, on considère la fonction

�(t) =
1

r
[fr(y + td)� fr(y)]; y + td 2 bY ;

�(t) =
1

r
btd� ln det(B(y + td)) + ln det(B(y)):
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Puisque r2fr(y)]d = �rfr(y; ) on a :

dtr2fr(y)d = �dtrfr(y) = dtb(y)� rdtb:

Pour simpli�er les notations, on prend :

B = B(y) =

mX
i=1

yiAi � C et H =

mX
i=1

diAi:

B étant symétrique dé�nie positive, il existe une matrice triangulaire inférieure L telle

que B = LLt:

Par la suite, on pose

E = L�1H(L�1)t:

Puisque d 6= 0, l�hypothèse (H1) implique que H 6= 0 et par suite E 6= 0.

En prenant compte de cette notation, pour tout t > 0, tel que I + tE est dé�nie

positive, on a :

�(t) = t[Tr(E)� Tr(E2)]� ln det(I + tE): (3.2)

Désignons par �i les valeurs propres de la matrice symétrique E, alors :

�(t) =
nX
i=1

[t(�i � �2i ]� ln(1 + t�i)]; t 2
�
0;bt� : (3.3)

avec bt = sup[ t : 1 + t�i > 0pour tout i ] = sup[ t : y + td 2 bY ]: (3.4)

Observons que bt = +1 si E est semi-dé�nie positive, et 0 < bt <1 sinon. Il est clair que

� est convexe sur
�
0;bt� ; �(0) = 0 et

0 <
X
i

�2i = �
00(0) = ��0(0):

En outre, �(t) ! +1 lorsque t ! bt: Il s�ensuit, qu�il existe un point unique topt tel que
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�0(topt) = 0, � atteint son minimum en ce point.

Malheureusement, il n�existe pas de formule explicite donnant topt, et la résolution de

l�équation �0(topt) = 0 par des méthodes itératives nécessite à chaque itération le calcul

de � et �0. Ces calculs sont trop coûteux du fait que l�expression de � en (2) contient

le déterminant qui n�est pas facile à calculer et (3) nécessite la connaîssance des valeurs

propres de E, c�est un problème numérique de taille. Ces di¢ cultés nous ont conduit à

chercher d�autres alternatives. À partir de la donnée de la matrice E, il est facile d�obtenir

les quantités suivantes

trace(E) =
X
i

eii =
X
i

�i et trace(E2) =
X
i;j

e2ij =
X
i

�2i :

Dans la section 3.2, on pro�tera de ces données pour proposer des bornes inférieures pourbt et des majorantes pour la fonction �. Avant cela, on introduit quelques inégalités utiles
concernant un ensemble de nombres réels positifs dont on connaît la somme et la somme

des carrés.

3.5 Quelques inégalités utiles

On suppose connaître la moyenne �x et l�écart type �x d�une série statistique fx1; x2; :::; xng

de n nombres réels et, on cherche certaines infomations sur les xi à partir de ces données.

On rappelle que :

�x =
1

n

nX
i=1

xi et �2x =
1

n

nX
i=1

x2i � �x2 =
1

n

nX
i=1

(xi � �x)2:

Le résultat suivant qui concerne le maximum et le minimum des xi est dû à H. Wol-

kowicz et G.P.H. Styan dans [27], voir aussi J.-P. Crouzeix et Alberto Seeger dans [?]

pour des résultats complémentaires.
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Proposition 11

�x� �x
p
n� 1 � min

i
xi � �x�

�xp
n� 1

;

�x+
�xp
n� 1

� max
i
xi � �x+ �x

p
n� 1;

En particulier, dans le cas où tous les xi sont positifs, on déduit que :

n ln(�x� �x
p
n� 1) �

nX
i=1

ln(xi) � n ln(�x+ �x
p
n� 1);

où par convention, ln(t) = �1 si t � 0.

Théorème 8 [8] On suppose que xi > 0 pour tout i = 1; :::; n: Alors

n ln(�x� �x
p
n� 1) � A �

nX
i=1

ln(xi) � B � n ln(�x);

avec

A = (n� 1) ln(�x+ �xp
n� 1

) + ln(�x� �x
p
n� 1);

et

B = ln(�x+ �x
p
n� 1) + (n� 1) ln(�x� �xp

n� 1
):

3.6 Calcul des fonctions majorantes

Revenons aux équations (3.3) et (3.4), notons par �� et �� la moyenne et l�écart type

(resp.) des �i et par k�k la norme euclédienne du vecteur �. Alors :

k�k2 = n(��2 + �2�) = �00(0) = ��0(0);

et

�(t) = nt��� tk�k2 �
nX
i=1

ln(1 + t�i): (3.5)
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Notre problème consiste à chercher �t 2
�
0;bt � donnant une décroissance signi�cative à

la fonction convexe �: Nous avons souligné que le choix le plus naturel, �t = topt où

�0(topt) = 0, présente des complications numériques. On peut en revanche trouver ap-

proximativement �t, mais cette procédure nécessite également plusieurs évaluations de �

et �0. Toutefois, si on utilise une recherche linéaire, il convient de connaître la borne su-

périeure bt du domaine de �, qui est numériquement di¢ cile à obtenir. On prendra une
borne inférieure de bt fournie par la proposition 11

bt1 = sup [ t : 1 + t�1 > 0 ] avec �1 = ��� ��
p
n� 1:

Une autre borne inférieure bt2 est dûe au fait que j�ij � k�k pour tout i.
bt2 = sup [ t : 1 + t�2 > 0 ] avec �2 = �k�k:

Alors, 0 < bt2 � bt1 � bt � +1. L�inégalité bt � bt1 est une conséquence de la proposition
11.

Pour montrer que bt1 � bt2 , il su¢ t de prouver que k�k2 � �21. Cette inégalité est

équivalente à

0 � (n� 1)��2 + �2� + 2����
p
n� 1 = (��

p
n� 1 + ��)2:

3.6.1 La première fonction majorante

Cette stratégie, consiste à minimiser des approximations majorantes G de � sur
�
0;bt�.

Pour être e¢ cace, cette approximation doit être simple et su¢ samment proche de �. Dans

notre cas on exige

0 = G(0); k�k2 = G00(0) = �G0(0):
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Alors pour tout xi = 1 + t�i, on a

�x = 1 + t�� et �x = t��

En appliquant le théorème 8 on obtient

�
nX
i=1

ln(1 + t�i) � �(n� 1) ln(1 + �0t)� ln(1 + �0t);

avec

�0 = ��+
��p
n� 1

et �0 = ��� ��
p
n� 1:

Les logarithmes sont bien dé�nis dès que t � bt0 avec
bt0 =

8><>:
� 1

�0
si �0 < 0

+1 sinon.

En remplaçant dans (3.5) on en déduit la majoration suivante pour tout t 2
�
0; bt0�

�(t) � G0(t);

tel que

G0(t) = 
0t� (n� 1) ln(1 + �0t)� ln(1 + �0t):

Rappelons que l�on a


0 = n��� k�k2:

On a alors les relations suivantes


0 + (n� 1)�0 + �0 = (n� 1)�20 + �20 =
nX
i=1

�2i ;
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d�où


0 = (n� 1)
�
�0 � �20

�
+
�
�0 � �20

�
:

D�autre part pour tout t 2 [0;bt0[
G

0

0(t) = 
0 �
(n� 1)�0
1 + �0t

� �0
1 + �0t

;

et

G
00

0(t) =
(n� 1)�20
(1 + �0t)

2 +
�20

(1 + �0t)
2 :

On sait alors que :

�0(0) = G
0

0(t) = �n(��
2
+ �2�) = �

nX
i=1

�2i ;

�00(0) = G
00

0(t) = n(
��
2
+ �2�) =

nX
i=1

�2i = trace(E
2):

G0 est strictement convexe sur ]0;+1[ et G
0
0(t) < 0: Si t tend vers 1 et puisque G0

majore � qui est inf-compacte, G0 admet un minimum sur [0;bt0[:
Si bt0 < 1 alors G0 (t) tend vers 1 si t tend vers bt0 ; Donc G0 admet un minimum

unique sur [0;bt0[: Ce minimum est obtenu en topt telle que G
0
0(topt) = 0:

On est donc ramené à résoudre l�équation du second degré

�0�0
0t
2 + ((�0 + �0)
0 � n�0�0)t+ (
0 � (n� 1)�0 � �0) = 0;

les racines de cette équation sont du type

t =
�1

2�0�0
0

h
�0
0 + �0
0 � n�0�0 �

p
[(�0 � �0)
0 � n�0�0)2 + 4�0�0
0 (�0 � �0)]

i
:

On prend une seule des deux racines qui appartient à [0;bt0[:
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3.6.2 La deuxième fonction majorante

Puisque la fonction

�(t) =
1

r
[fr(y + td)� fr(y)]; y + td 2 bY ;

et que la fonction fr est inf-compacte et strictement convexe, � est aussi inf-compacte et

strictement convexe sur son domaine de dé�nition, � atteint son minimum en un point

unique, en outre on a (3.5)

alors :

�0(t) = n��� k�k2 �
nX
i=1

�i
1 + t�i

;

et donc :

�0(0) = �k�k2;

�00(t) =
nX
i=1

�2i
(1 + t�i)

2 ;

d�où :

�00(0) = k�k2 � 0:

L�idée consiste à utiliser l�inégalité suivante :

�
nX
i=1

ln(1 + t�i) 6 (�k�k �
nX
i=1

�i)t� ln(1� tk�k)):

En remplaçant dans (3.5) on obtient :

�(t) � �k�k(1 + k�k)t� ln(1� tk�k);

d�où

G2(t) = �k�k(1 + k�k)t� ln(1� tk�k);
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dé�nie sur
�
0; bt2� avec bt2 = 1

k�k

Proposition 12 Pour tout t 2
�
0; bt2� on a :

a) G2(0) = �(0) = 0 et G
0
2(0) = �

0(0) = �k�k2 < 0;

b) G00
2(0) = �

00
(0) = k�k2 > 0:

c) �(t) � G2(t):

Preuve 13 a) A partir de la dé�nition on a : G2(0) = �(0) = 0 et

G
0

2(t) =
k�k

1� tk�k � k�k(1 + k�k);

ce qui donne G
0
2(0) = �k�k2 < 0; d�où �0(0) = G

0
2(0) < 0:

b) D�autre part

G
00

2(t) =
k�k2

(1� tk�k)2
> 0;

d�où G
00
2(0) = �

00(0) = k�k2 > 0:

c) On considère la fonction

h(t) = G2(t)� �(t)

= (�k�k �
nX
i=1

�i)t� ln(1� tk�k)) +
nX
i=1

ln(1 + t�i):

On a par dé�nition h(0) = 0 et pour étudier le signe de la fonction h on distingue deux

cas :

1. s�il existe i tel que k�k = ��i alors h(t) = 0 pour tout t 2
�
0;bt� ;

2. dans le cas contraire, on sait que �k�k � �i � k�k:

En outre

h0(t) = t
nX
i=1

�2i
�
(1� tk�k)�1 � (1 + t�i)�1

�
:

Puisque 1 � tk�k < 1 + t�i; pour tout i, alors h0(t) > 0 pour tout t 2
�
0;bt� ; d�où

la fonction h(t) est trictement croissante et comme h(0) = 0; alors h(t) � 0 pour
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tout t 2
�
0;bt� ; ce qui donne

�(t) � G2(t) pour tout t 2
�
0;bt� :

Théorème 9 La fonction G2 est strictement convexe. Elle atteint son minimum sur�
0;bt2� au point _t = (1 + k�k)�1 et on a :

G2( _t) = ln(1 + k�k)� k�k:

Preuve 14 On note que l�on a :

G02(t) =
k�k

1� tk�k � k�k(1 + k�k);

G
00

2(t) =
k�k2

(1� tk�k)2
> 0:

D�où G2 est strictement convexe et alors, G2 atteint son minimum sur
�
0; bt2� au point _t

si et seulement si G02( _t) = 0; ce qui donne _t = (1 + k�k)
�1 et

G2( _t) = ln(1 + k�k)� k�k:

3.6.3 La troisième fonction majorante

On peut aussi penser à d�autres fonctions plus simples que G0, qui font intervenir un

seul logarithme et qui nous permettent de trouver une relation entre G0 et G2.

On considère les fonctions suivantes :

G1(t) = e
t� e� ln(1 + e�t); t 2 �0;et� ; et = sup [ t : 1 + te� > 0 ];
tels que

~� = �0 = �1 =
��� ��

p
n� 1;
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et

k�k2 = ~�~�2 = ~�~� � ~
; (3.6)

alors

~� =
k�k2

~�
2 ;

et

~
 = ~�~� � k�k2 :

En outre l�introduction des fonctions de type

G(t) = e
t� e� ln(1 + e�t); t 2 �0;et� ;
permettent d�avoir une comparaison entre G0; G1 et G2 en admettant (3.6) qui se

traduit dans la proposition suivante où l�on voit clairement l�e¢ cacité et l�intérêt majeur

apporté par l�introduction de telles fonctions.

Proposition 15 Gi; i = 0; 1; 2, est strictement convexe sur ,Gi(t)! +1 lorsque t! bti
.En outre,�(t) � G0(t) � G1(t) � G2(t) � +1 pour tout t > 0.

Preuve 16 La première inégalité est immédiate. L�inégalité �(t) � G0(t) est une consé-

quence directe du théorème 8. Posons �(t) = G1�G0. Puisque �0 = �1 et �0 � �0, on a

pour t > 0

� 00(t) =
�1�

2
1 � �20

(1 + �0t)
2
� (n� 1)�20
(1 + �0t)2

=
(n� 1)�20
(1 + �0t)

2
� (n� 1)�20
(1 + �0t)2

� 0;

comme �(0) = � 0(0) = 0, il vient �(t) � 0 pour t > 0.

Puis, on pose �(t) = G2 �G1. Alors, �(0) = �0(0) = 0 et

�002[
1

(1 + �2t)
2
� 1

(1 + �1t)
2
] � 0:
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D�où �(t) � 0 pour tout t > 0. �

En on déduit que la fonction Gi atteint son minimum en un point unique �ti qui est la

racine de G0i(t) = 0. Pour i = 1; 2; on a

�ti =
�i

i
� 1

�i
et Gi(�ti) =

k�k2
�i

+
k�k2

�2i
ln(1� �):

En particulier

�t2 =
1

1 + k�k et G2(�t2) = �k�k+ ln(1 + k�k):

La solution de l�équation G0(t) = 0 nous ramène à résoudre l�équation du deuxième degré

t2 � 2bt+ ct = 0, où

b =
1

2
(
n


0
� 1

�0
� 1

�0
) et c = � k�k2

�0�0
0
;

dont les racines sont données par t = b�
p
b2 � c. Pour �t0 on prend la racine qui appartient

à l�intervalle (0;bt0).
Ainsi, les trois racines �t0, �t1 et �t2 sont explicitement calculées. Il est clair que

�(�t2) � G2(�t2); �(�t1) � G1(�t1) � G1(�t2) � G2(�t2)

et

�(�t0) � G0(�t0) � G0(�t1) � G1(�t1) � G2(�t2):

3.7 Description de l�algorithme

Initialisation : On décide pour la stratégie du pas de déplacement et on �xe les para-

mètres " > 0; r > 0; � > 0; � 2 ]0; 1[. On démarre avec y 2 bY .
Itération :

(a) Calculer B = B(y) et L tq LLt = B.
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(b) Calculer g = b� rb(y) et H = r�(y).

(c) Résoudre le système linéaire Hd = �g. Calculer E, trace(E) et trace(E2).

(d) Calculer �� et ���.

(e) Obtenir �t en utilisant la stratégie des majorantes ou la RL.

Prendre �y = y + �td.

(f) Si jbty � bt�yj > �nr, alors y = �y et aller en (a).

si nr > ", alors y = �y; r = �r et aller en (a).

(h) Stop : �y est une solution approximative de (D).

On sait de ce qui précède, que la solution optimale de (Dr) est une approximation de

la solution de (D), plus r est proche de zéro plus l�approximation est bonne. Malheure-

sement quand r s�approche de zéro, le problème (Dr) devient mal conditionné. C�est la

raison pour laquelle on utilisera au début de l�itération des valeurs de r pas très proches

de zéro, véri�ant le test nr < �. On peut expliquer la mise à jour de r comme suit : si

y(r) est une solution exacte de (Dr), alors bty(r) 2 [mD;mD + nr], il est donc inutile

de continuer le calcul des itérés quand jbty � bt�yj � �nr: Pour �, on peut considérer les

valeurs 1; 2, � = 0:125:

Le pas de déplacement �t sera déterminé par l�une des quatre stratégies suivantes :

� Ls : une recherche linéaire classique de type Armijo-Goldstein.

� Stratégies Si; i = 0; 1; 2 : �t = �ti avec �ti minimisant la majorante Gi.

3.8 Tests numériques

La programmation est réalisée sur une station D810 en language Delphi 5.
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3.8.1 Exemple 1 "Exemple cube"

n = 2m, C est la matrice identité n � n , b = (2; :::; 2)t 2 <m et les éléments de la

matrice Ak; k = 1; : : :m; sont données par :

Ak[i; j] =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

1 si i = j = k ou i = j = k +m;

a2 si i = j = k + 1 ou i = j = k +m+ 1;

�a si i = k; j = k + 1 ou i = k +m; j = k +m+ 1;

�a si i = k + 1; j = k ou i = k +m+ 1; j = k +m;

0 dans les autres cas.

a 2 < est une constante donnée.
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Test 1 : (m;n) = (50; 100) et a = 1; C = �In; b = (2; :::::::; 2)t. y0 = (3; :::::; 3;
3

2
)t

est un point réalisable. on prend � = 1, � = 0:125, r = 0:3, " = 0:1.

Le tableau suivant résume les résultats obtenus.

Stratégies Temps Nbre d�itération

S0 376 s 24

S1 380 s 24

S2 820 s 32

Ls dvg dvg

dvg : l�algoritme diverge.

Calcul de la fonction � et des trois fonctions majorantes G0; G1; G2

�(t) = �415: 98t� ln(1� 2: 493 0t)� ln(1� 8: 655 5t)� ln(1� 12: 090t)� ln(1� 12:

372t)

G0(t) = �415: 97t� 3 ln(1� 6: 605 0t)� ln(1� 15: 795t)

G1(t) = �404: 44t� 1: 524 6 ln(1� 15: 795t)

G2(t) = �399: 87t� ln(1� 19: 503t)
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Dessin des 4 fonctions pour (m;n) = (2; 4) à l�initialisation :

:/swp55/temp/graphics/swp00001:pdf

Le noir pour �

Le rouge pour G0

Le vert pour G1

Le violet pour G2

64



Test 2 : (m;n) = (50; 100) et a = 2; C = �In; b = (2; ::::::; 2)t. y0 = (
3

2
; ::::::;

3

2
)t est

un point réalisable. on prend � = 1, � = 0:125, r = 0:3, " = 0:1.

Le tableau suivant résume les résultats obtenus.

Stratégies Temps Nbre d�itération

S0 289 s 19

S1 292 s 19

S2 572 s 36

Ls dvg dvg

dvg : l�algoritme diverge.

Calcul de la fonction � et des trois fonctions majorantes G0; G1; G2

�(t) = �165: 27t� ln(1� 0:122 86t)� ln(1� 4: 775 2t)� ln(1� 5: 845 8t)� ln(1� 9:

388 8t)

G0(t) = �165: 27t� 3 ln(1� 3: 122 7t)� ln(1� 10: 765t)

G1(t) = �158: 62t� 1: 252 4 ln(1� 10: 765t)

G2(t) = �157: 18t� ln(1� 12: 641 9t)
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Dessin des 4 fonctions pour (m;n) = (2; 4) à l�initialisation :

:/swp55/temp/graphics/swp00002:pdf

Le noir pour �

Le rouge pour G0

Le vert pour G1

Le violet pour G2
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Test 3 : (m;n) = (50; 100) et a = 5; C = �2In; b = (2; :::::; 2)t. y0 = (0; ::::; 0)t est

un point réalisable. on prend � = 1, � = 0:125, r = 0:3, " = 0:1.

Le tableau suivant résume les résultats obtenus.

Stratégies Temps Nbre d�itération

S0 120 s 9

S1 130 s 9

S2 288 s 14

Ls dvg dvg

dvg : l�algoritme diverge.

Calcul de la fonction � et des trois fonctions majorantes G0; G1; G2

�(t) = 0:596 99t � ln(1 + 0:795 01t) � ln(1 + 0:726 4t) � ln(1 + 0:378 69t) � ln(1 + 1:

020 7� 10�7t)

G0(t) = 0:597 02t� 3 ln(1 + 0:657 71t)� ln(1� 7: 302 6� 10�2t)

G1(t) = �19: 148t� 244: 36 ln(1� 7: 302 6� 10�2t)

G2(t) = �2: 444 5t� ln(1� 1: 141 5t)
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Dessin des 4 fonctions pour (m;n) = (2; 4) à l�initialisation :

Le noir pour �

Le rouge pour G0

Le vert pour G1

Le violet pour G2
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Test 4 : (m;n) = (50; 100) et a = 2; C = �2In; b = (2; :::::; 2)t. y0 = (0; :::::; 0)t est

un point réalisable. on prend � = 1, � = 0:125, r = 0:3, " = 0:1.

Le tableau suivant résume les résultats obtenus.

Stratégies Temps Nbre d�itération

S0 220 s 15

S1 240 s 15

S2 326 s 19

Ls dvg dvg

dvg : l�algoritme diverge.

Calcul de la fonction � et des trois fonctions majorantes G0; G1; G2

�(t) = �3: 752 5t�ln(1+5: 047 1�10�3t)�ln(1+5: 778�10�5t)�ln(1�0:277 97t)�3:

402 3t� ln(1� 1: 411 1t)

G0(t) = �3: 752 5t� 3 ln(1� 8: 441 1� 10�2t)� ln(1� 1: 430 8t)

G1(t) = �3: 514 2t� 1: 010 4 ln(1� 1: 430 8t)

G2(t) = �3: 506 6t� ln(1� 1: 438 2t)
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Dessin des 4 fonctions pour (m;n) = (2; 4) à l�initialisation :

Le noir pour �

Le rouge pour G0

Le vert pour G1

Le violet pour G2
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Test 5 : (m;n) = (50; 100) et a = 0; C = In; b = (2; ::::; 2)t. y0 = (
3

2
; ::::;

3

2
)t est un

point réalisable. on prend � = 1, � = 0:125, r = 0:3, " = 0:1.

Le tableau suivant résume les résultats obtenus.

Stratégies Temps Nbre d�itération

S0 38 s 3

S1 38 s 4

S2 60 s dvg

Ls dvg dvg

dvg : l�algoritme diverge.

Calcul de la fonction � et des trois fonctions majorantes G0; G1; G2

�(t) = �4:4444t� 4 ln(1� 0:666 65t)

G0(t) = �4: 444 3t� 3 ln(1� 0:665 69t)� ln(1� 0:669 54t)

G1(t) = �4: 432 8t� 3: 965 6 ln(1� 0:669 54t)

G2(t) = �3: 111 0t� ln(1� 1: 333 3t)
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Dessin des 4 fonctions pour (m;n) = (2; 4) à l�initialisation :

Le noir pour �

Le rouge pour G0

Le vert pour G1

Le violet pour G2
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3.8.2 Exemple 2 "Exemple arti�ciel"

Soit le problème suivant pour m = n :

8>>><>>>:
max traceCX

xii + xi+1;i+1 � xi;i+1 � xi+1;i = 2

X 2 S+n (<)

::::::::::::::::::::::(P )

Le dual de ce problème s�écrira :

inf
y
[bty :

mX
i=1

yiAi � C 2 S+n ; y 2 <m]::::::::::::::::::(D)

avec :

Ak[i; j] =

8>>>>>><>>>>>>:

1 si i = j = k ou i = j = k + 1;

�1 si i = k; j = k + 1 ou i = k + 1; j = k;

0 dans les autres cas.

pour k = 1::n� 1

Ak est la matrice identité pour k = n

y0[i] =

8<: n+ 1 si i = n

0 dans les autres cas.
;

C[i; j] = 1 pour i = 1::n et j = 1::n;

b[i] = 2 pour i = 1::n

Pour n = 3; y0 = (0; 0; 4)t; C =

0BBB@
1 1 1

1 1 1

1 1 1

1CCCA ; b = (2; 2; 2)t
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A1 =

0BBB@
1 �1 0

�1 1 0

0 0 0

1CCCA ; A2 =
0BBB@
0 0 0

0 1 �1

0 �1 1

1CCCA ; A3 =
0BBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCA :
Le tableau suivant résume les résultats obtenus.

Stratégies Temps Nbre d�itération

S0 1 s 5

S1 1 s 5

S2 1 s 5

Ls dvg dvg

dvg : l�algoritme diverge.

Calcul de la fonction � et des trois fonctions majorantes G0; G1; G2

�(t) = �1133: 4t � ln(1 + 4: 211t) � ln(1 � 1: 844 9t) � ln(1 � 9: 667 8t) � ln(1 � 19:

565t)� ln(1� 24: 185t)

G0(t) = �1133: 4t� 4 ln(1� 4: 913 5t)� ln(1� 31: 396t)

G1(t) = �1116: 8t� 1: 098 0 ln(1� 31: 396t)

G2(t) = �1115: 2t� ln(1� 32: 898t)
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Dessin des 4 fonctions pour (m;n) = (2; 4) à l�initialisation :

Le noir pour �

Le rouge pour G0

Le vert pour G1

Le violet pour G2
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Conclusion

Dans notre étude, nous avons abordé des questions ouvertes concerant la program-

mation semi-dé�nie (SDP ) linéaire.

Les réponses que nous avons apporté sont d�une valeur algorithmique et numérique très

intéressante et ouvrent plusieurs perspectives.

L�approche barrière logarithmique pour (SDP ), est un véritable exploit, sur l�aspect

théorique et algorithmique. L�aspect numérique pourra être poussé à un niveau de per-

formance très appréciable pour la pratique.

La technique de fonctions majorantes pour déterminer le pas du déplacement suivant

la direction de descente, est une alternative très �able qui devra se con�rmer comme

la technique de choix aussi bien pour (SDP ) que pour d�autres classes de problèmes

d�optimisation.
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Exemple cube : 

Test 1 : Dessin des 4 fonctions  ,G₀, G₁ et G₂ à l'initialisation  pour (m,n)=(2,4): 

 

  

 

0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065 0.070 0.075 0.080
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-24

-22

-20
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-16
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0
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x
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    -------  pour θ 

    -------  pour G₀ 

    -------  pour G₁ 

    ------- pour G₂ 

 

 

 

 

 

 



Test 2 : Dessin des 4 fonctions  ,G₀, G₁ et G₂ à l'initialisation  pour (m,n)=(2,4): 
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    -------  pour θ 

    -------  pour G₀ 

    -------  pour G₁ 

    ------- pour G₂ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Test 3 : Dessin des 4 fonctions  ,G₀, G₁ et G₂ à l'initialisation  pour (m,n)=(2,4): 

 

 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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    -------  pour θ 

    -------  pour G₀ 

    -------  pour G₁ 

    ------- pour G₂ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



Test 4 : Dessin des 4 fonctions  ,G₀, G₁ et G₂ à l'initialisation  pour (m,n)=(2,4): 

 
 
 
 

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70
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    -------  pour θ 

    -------  pour G₀ 

    -------  pour G₁ 

    ------- pour G₂ 

 
 
 
 
 
 

 



Test 5 : Dessin des 4 fonctions  ,G₀, G₁ et G₂ à l'initialisation  pour (m,n)=(2,4): 

 
 
 
 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
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    -------  pour θ 

    -------  pour G₀ 

    -------  pour G₁ 

    ------- pour G₂ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Exemple artificiel :  

Dessin des 4 fonctions  ,G₀, G₁ et G₂ à l'initialisation  pour (m,n)=(2,4): 
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   -------  pour θ 

    -------  pour G₀ 

    -------  pour G₁ 

    ------- pour G₂ 
 



UNE RECHERCHE LINEAIRE AVEC DES FONCTIONS MAJORANTES DANS CERTAINS 

PROBLEMES D’OPTIMISATION 

: ملخص

كما ذشمل مسائل رٌاضٍح , ذرزجم العذٌذ مه المسائل الرطثٍقٍح, الثزمجح الزٌاضٍح وصف المعزفح ًٌ ذعمٍم للثزمجح الخطٍح

 .ٌامح معزَفح تثعض الصعُتاخ عىذ المعالجح

 

مىطلقٍا الىظزٌح الأساسٍح للثزمجح الخطٍح َكذلك العىاصز الرجذٌذٌح , ذطُر ٌذا المٍذان خلال العشزٌح الأخٍزج تُذٍزج مذٌلح

. الٍائلح الرً أذد تٍا طزق الثزمجح الخطٍح، الثحث الخطً َ الىقاط الذاخلٍح

 

  ذرىاَل ٌذي المذكزج دراسح مسألح الثزمجح  وصف المعزفح الخطٍح َ ذحذٌذا طزٌقح الحاجش اللُغارٌرمً 

َ كان لإدراج الذَال الحذٌح لحساب الخطُاخ ورائج فعالح فً ذقلٍل كلفح . حٍث ذطزقىا تالثحث إلى الجاوة الىظزي َ الخُارسمً

. العملٍاخ الحساتٍح مقاروح تطزق الثحث الرقلٍذٌح

 

. الرجارب العذدٌح المزفقح تٍاذً المساٌمح كاود مشجعح َ وقرزح مجالاخ تحث َاسعح

 

 . الثزمجح الخطٍح، الثزمجح  وصف المعزفح، الثحث الخطً، طزٌقح الحاجش اللُغارٌرمً، الذَال الحذٌح:كلمات مفتاحية

 
Abstract: 

The semidefinite programming is an extension of the linear programming which has many applications 

and covers important problems of optimization which present some difficulties in finding the solution. 

 

Based on the fundamental theory of linear programming and the great success of the algorithmic interior 

point methods, this methodology has developed very rapidly in the last decade. 

 

In this memory we deal with the linear semidefinite programming problems in particularly the logarithm 

barrier method for semidefinite programming and some theoretical and algorithmic contribution of this method by 

introducing in this case a new approach based on upper-approximaty functions which reduce the computational 

cost of the algorithm compared with classical methods. 

  

Several associated experimentations encourage and propose large domains of research. 

 

Key words: Linear Programming, Semidefinite Programming, Linear Research, Logarithm Barrier Method, 

Boundary functions. 

 

Résumé :  

 La programmation semi-définie est une extension de la programmation linéaire qui traduit plusieurs 

problèmes d'applications, mais aussi couvre des problèmes d'optimisation importants, qui présentent des 

difficultés de résolution. 

  

Sa méthodologie, évolue depuis une décennie avec un rythme impressionnant en prenant pour base la 

théorie fondamentale de la programmation linéaire, la recherche linéaire et les développements algorithmiques 

grandioses des méthodes de points intérieurs. 

 

 On traite dans ce mémoire les problèmes de programmation semi-définie linéaire et en particulier les 

méthodes barrières logarithmiques sur le plan théorique et algorithmique. L’introduction de la nouvelle approche 

des fonctions majorantes a contribué efficacement à la réduction du coût calculatoire de l’algorithme 

comparativement aux méthodes de recherche linéaire classique. 

 

Les expérimentations numériques présentées dans ce mémoire sont encourageantes et ouvrent de 

nouvelles perspectives dans ce domaine de recherche. 

  

Mots clés : Programmation Linéaire, Programmation Semi-Définie, Recherche Linéaire, Méthode Barrière 

Logarithmique, Fonctions barrières. 


