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INTRODUCTION

Ce travail est une généralisation de la notion de linéarité aux

applications multivoques, il consiste en trois parties:

La première partie regroupe des résultats fondamentaux, il s'agit de

définir, de caractériser et de construire des morphismes m- linéaires et d'

explorer les structures associées a ces morphismes. On y étudie aussi les

applications linéaires multivoques injectives .Les démonstrations données

sont élémentaires et n'utilisent que la définition d'une application linéaire

multivoque.

La deuxième partie expose la construction de la catégorie m-DLS ainsi

que la correspondance entre la catégorie rn-V ectK et cette dernière.

En fin la dernière partie contient un certain nombre de résultats

concernant la œcherche des solutions des équations à morphismes

rn-linéaires.
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Chapter 1

Catégorie rrt-Vect K
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On considère X et Y deux espaces vectorie~sur un corps commu-

tatif K.

Definition 1 Une application multivoque F : X ---T Y est dîte
linéaire si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

1. F(x)+F(x') ç F(x+x'), pour tout couplede vecteurs (x, i) E
XxX,..

2. a. F(x) ç F(a. x), pour tout couple (a, x) E K x X.

Proposition Une application multivoque F : X ---T Y où X et Y
sont deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K est linéaire
multivfque si et seulement si son graphe

fF = {(x, y) E X x Y 1

y E F(x)}

est un sous espace vectoriel du K -espace vectoriel produit X x JI:

Preuve:

.. Soit F : X ---T Y lUleapplicationlinéairemultivoque et f F son
graphe. Si (x, y) et (x', y') sont deux élémentsde f F alors y E F( x)
et,

y' E F(x') doncy+y' E F(x)+F(x') ç F(x + x') ainsi (x,y)+
(x', y') = (x + x', y + y') E fF.

D'autre part, si y E F(x) et a E K alorsa.y E a.F(x) ç F(a.x)
donc a. (x ,y) = (a. x,a' y) E fF.

On conclut ainsi que si F est linéaire multivoque son graphe f F
est un sous espace vectoriel de X x JI:

«IIISuppœons maintenant que F : X ---T Y estune application
multivoque dont le graphe s'avère être un sous espace vectoriel de
l'espace vectoriel produit X x JI: Considérons x et x' deux vecteurs
de X. et y E F(x) +F(x') alors il existe (a,b) E F(x) x F(x') avec
y = a + b. Or, (x,a) et (x',b) sont deux éléments du sous espace

vectorielfFdonc (x+x',a+b) = (x,a)+(x',b) E fFcequiexprime
le fait que y = a + b E F(x + x'). "

D'autre part, si z E a . F(x) d6B.c il existe y E F(x) tel que
z = a.y. Ainsi, il exite (x, y) E fF tel que z = a.y. Du fait que fF
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est ml sous espace vectoriel de X x Y on déduit que a . (x, y) E r F
donc a. y E F(a . x) autrement dit z E F(a . x).
.

BiF : X -t Y est une application linéaire multivoque
alors fJ E F( fJ), où fJ est le vecteur nul.

Preuve:

En effet, pour tout vecteur x E X et 0 le neutre de la loi additif
du corps K on ~fJ) O. F(x) C F(O. x) = F(fJ). Autrement dit
{fJ}ÇF(fJ).

.

.
Proposition 4 Une application linéaire multivoque est linéaire uni-
voque si et seulement si {fJ} = F(fJ).

Preuve:

. TI est évident que si F : X -t Y est une application linéâiié
univoque alors F(fJ) = {F(fJ)} = {fJ}.

. Inversementsupposonsque F(fJ) = {B} et soit y et y' deux
vecteurs de F(x) où x est un vecteur de l'esp ::e vectoriel source
X. Alors l'opposé du vecteur y' est un élément def-F(x) = (-1).
F(x) ç F«-l) .x) = F(-x). Ainsi,le vecteury_y' = y+(_y') E
F(x) + F«-l). x) ç F(x + (-1) . x) = F(fJ), d'où l'on déduit
que y = y'. Donc F (x) est réduit à ml singleton donc ffit une
application univoque linéâiie.
.
Proposition5 Si f : X -t Y est une application linéaire univoque
alors l'application multivoque f-l : y -t X est une application
multivoque linéaire.

Preuve:

En effet, si y et y' sont deux vecteurs de Y et x ml vecteur de
f-l(y) + f-l(y'), alors ils existe (Xl' X2) E X2 avec x = Xl + x2

où f(Xl) = y et f(X2) = y'. Ainsi, !(Xl) + !(X2) = y + y' donc
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f(Xl + X2) = Y + y' et par conséquent, Xl + X2 E f-l(y + y'), ainsi,
xE f-l(y + y').

D'autre part, si a est un scaJaire de K et X E a. f-l(y) pour
un certain vecteur y E Y; alors il existe x' E f-l (y) avec x = a .x'.
Or, f(x') = y donc a. f(X') = a. y et puisque f est une application

linéaire univoque on déduit que f (a . x') = a .y donc x = a . x' E
f-l(a . y).

Conclusion, si f : X -7 Y est une application linéaire uni-
voque f-l(X) + f-l(X') ç; f-l(X+ x'), pour tout couple de vecteurs

(x, x)' E XxX, et a.f-l(x) ç; f-l(a.x), pour tout couple (a, x) E
K x X que f-l : y -7 X est une application linéaire.multivoque.
.
Proposition 6 Si F : X -7 Y est une application linéaire multi-
voque alors l'application (tF)-1 : X -7 rF donnée par

(tF)-1 (x) = ((x, y) E X x Y
1

y E F(x)}

est une application linéaire multivoque.

Preuve:

Notons que le graphe de F est un sous espace vectoriel de,
X x Y car F est linéaire multivoque donc ntude de la linéarité de
l'application multivoqùe tj/ a un sens. Considèrons l'application
t F : r F -7 X donnée par t F(x, y) = x pour tout couples de vecteurs
(x, y) E rF. fi est alors simple de vérifier que tF est ~e applica-
tion linéaire univoque. En effet, pour s'en convaincre on1es égalités
tF«X, y) +(X', y'» = tF(X+X', y+y') = X+X' = tF(X, y)+tF(X'; y')
et tF(a. (x, y» = tF(a.x,a.y) = a.x = a.tF(x,y), égalités vraies
pour tout (x, y), (x', y') E r F et a E K. On conclut alors que
(tF )-1 : X -7 rF est linéaire multivoque.
.
Proposition 7 La composition d'applications linéaires multivoques
est une application linéaire multivoque.

Preuve:
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En effet, soient G : X ~ Y et F : Y ~ Z deux applications
linéairffl mulitivoques où X, Y et Z sont trois espaces vectoriels sur
un corps commutatif K.

Considérons x et x' deux vecteurs de X alors G(x) + G(x') ç
G(x+x'). donc F(G(x)+G(x')) = U F(y) ç u F(y) =

yt::G(x)+G(x') yEG(X+X')

F(G(x + x') = F 0 G(x + x').
Si a est un scalire de K et x un vecteur de X alors a. G(x) ç

G(a. x) par conséquent si z E a. F(G(x») = a. U F(y) il existe
YEG(x)

donc y E G(x) avec z E a. F(y) ç F(a. y). Or, a. y E a. G(x) ç
G(a. x). Donc z E F(G(a. x)) = U F(y').

Y'EG(a.x)

.
Proposition 8 Si X et Y sont deux espaces vectoriels sur un m€me
corps commutatif K alors les applicationldx : X ~ X donnée par
ldx(x) = {x} pour tout x E X, et ldy : Y ~ Y où Idy(Y) = {y}
pour tout y E Y sont des applications linéaires multivoques qui véri-
fient les propriétés suivantes:

1. l dy 0 F = F pour toute application linér..ire multivoque F :
X~Y,

2. G 0 l dy = G pour toute application linéaire multivoque G :
Y~X.

Preuve:

Ils est simple de constater que Id x et l dy sont linéaires. De
plus si x est un vecteur de X on a

ldy 0 F(x) = Idy(F(x) = U ldy(y) = U {y} = F(x).
yEF(x) YEF(x)

D'autre aprt, si y est un vecteur de l'espace vectoriel Y on a Go
ldy(y) = G(ldy(y» = G({y}) = G(y).
.
Proposition 9 La composition d'applications linéaires multivoques
est associative.
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Preuve:

Si T : X ~ 1'; G : Y ~ Z et F : Z ~ L sont trois applications
linéaires multivoques alors F a (G a T) ainsi que (F a G) a T sont
des applications linœires multivoques. De plus, pour si x est un
vecteur de l'espace vectoriel X on a les égalités suivantes:

(FoG)oT(x) = (FoG)(T(x)) = U (FoG)(y) = U F(G(y)) =
YET(x) YET(x)

U ( U F(Z) ) = U F(G(y)) = F( U G(y)) = F(G(T(x))) =
yET(x) ZEG(y) yET(x) YET(x)

F ((G a T)(x)) = Fa (G a T)(x).
.
Proposition 10 La collection des espaces vectoriels définis SUTun
mtme corps comMutatif K et la collection des applications linéaires
multivoques corItituent une catégorie notée rn-VectK où la compo-
sition est la composition des applications multivoques.

Preuve:

Cette proposition est une conséquence immédiate des proposi-
tion antérieures.
.
Definition Il Un morphisme linéaire multivoque est un morphisme
de la catégorie rn-VectK on les appelle rn-linéaire. morphisme ou
plus simplement rn-linéaire.

Proposition 12 Tout morphisme rn-linéaire est la composée d'une
application linéaire univoque et d'un autre rn.Jinéaire morphisme.

Preuve:

En effet, si F : X ~ Y est un morphisme m-linéaire alors
F = TF a (tF )

-}
où TF : r F ~ Y est l'application linéaire univoque

donnée par TF(X,y) = y pour tout (x, y) E rF.
.
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Chapter 2

Sur quelques morphismes m~
linéaires
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2.1 L'endomorphisme m linéaire de pro-
jection canonique

Definition 13 Un endomorphisme m linéaire est un morphisme
m linéaire F qui admet pour source et pour but le même K espace
vectoriel:

F:X-+X

Soit X un K espace vectorile et XI un sous espace vectoriel de
X.

Proposition 14 La correspondanceF : X -+ X donnéepar F(x) =
x + XI pour tout vecteur x E X est un morphisme m linéaire.

Preuve:

En effet, soient a et b duex vecteurs de X alors F(a) + F(b) =
(a + XI) + (b + X') = (a + b) + X' = F(a + b).
D'autre part, si k est un scalaire et x un vecteur de X on a F(k.x) =
k. x + XI = k. (x + XI) = k. F(x)..
Proposition 15 Si XI est un sous espacevectoriel d'un K espace
vectoriel X alors la surjection canoniques : X -+ X/XI où s(x) =
x pour tout vecteur x E X est une application linéaire univoque.

Preuve:

. En effet, pour x E X, on a s(x) = x = x + XI = F(x).
.

2.2 Inverses de morphismes m linéaires
Si F : X -+ Y est un m-linéaire morphisme on peut définir pour
deux applications multivoques que l'on peut appeler les inverse de
F. En effet, on peut considérer:

F~ : Y -+ X
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où F~(y) = {x EX 1 F(x) = {y}} pour tout y E 1";

et

F~ :Y~X

où F~(y) = {x E X 1 y E F(x)} pour tout y E Y

Notons que l'application multivoque F~ peut être trivial autrement
dit F~(y) = 0 pour tout y E Y

En général ~ n'est pas un morplrisme m-]jnéaire néanmoins

on a le résultat suivant:

Proposition 16 Si F : X ~ Y est un m-linéaire morphisme alors
l'application multivoque F~ : Y ~ X, où

F~(y) = {x E X
1

y E F(x)}

pour tout y E 1"; et un morphisme m-linéaire.

Preuve:

Si x E F~ (yI) + F~ (yll) où y et yI sont deuxvecteUl'S de Y

Alors, TI existe (x', x") E F~ (y') x F~ (y'/) tel que x = (Xl + XII) .

Aillsi, Y E F(XI) et yll E F(:1'/) donc (y + y") E F(X') + F(x") ç
F(X' + x'), d'où l'on déduit que x = (x' + XII) E F~(y' + y').

D'autre part, si x E a . F~(y) alors il existe x' E F~(y) avec
x = a. x'. Or, Y E F(x') donc a. y E a. F(x') ç F(a. x') = F(x)
ce qui justifie que x E F~(a. y).
.

Remarque: Si F est une application univoque F~ = F~ on,
Ilote alors F-1 = F~ = F~ est donc si F est univoque linéaire
F-1 est un rn-linéaire morplrisme. Ce qui justifie encore une fois la

proposition

2.3 Opérations algébriques sur les mor-
phismes m linéaires

Morm--VedK(X, Y)
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la collection des m-linéaires morphismes de source X et de but Y
deux espaces vectoriel sur un corps commutatif K.

Si F, GE Morm-VectK(X, Y) et 0: E K alors on peut définir:

1. La somme de F et G où

(F + G)(x) = F(x) + G(x)

pour tout veckar x EX,

2. Le produit

(0: . F)(x) = 0: . F(x)

pour tout vecteur x E X.

Proposition 17 La somme de deux morphismes m-linéaire est un
morphisme m-linéaire, le produit par un scalaire d'un morphisme
m-linéa,ire est m-linéaire.

Preuve:

En effet, si x et x' sont deux vecteurs de l'esapce vectoriel X
alors (F+G)(x)+(F+G)(x') = (F(x)+G(x»+(F(xl)+G(X'» =
(F(x) + F(X')) + (G(x) + G(X')) ç F(x + x') + G(x + x') = (F +
G)(x + x'). D'autre part, 0: . (F + G}(x) = 0: . (F(x) + G(x)) =

0:' F(x) + 0:' G(x) ç F(o:. x) + G(o:. x) = (F + G)(o:. x).

De la même façon on a (o:. F) (x) + (0:. F) (x') = 0:' F(x) + 0:'

F(X') ç F(o:. x) + F(o:. x') = F(o:. x + 0:' x') = F(o:- (x + x'» =
(o:. F) (X+X') et À'(O:' F)(x) = À.(o:.F}(x))= À.(o:.F(x» = (À.
o:)-F(x)) = (a-À)-F(x)) = O:-(À-F(x» ç o:.F(À-x) = (o:.F}(À'x).
.
Proposition 18 Soient F : X ~ Y un morphisme m linéaire et
0: un scalaire alors CalfvaF: X ~ Y donnée par

ConvaF(x) = {(l - 0:) . Y + 0:' y' 1 (y, y') E F(x) x F(x)}

est un morphisme m linéaire.
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Preuve:

Soient z E ConvaF(x) + ConvaF(x') donc z = a + b où a =
(1 - a) . Ya + a. ~ et b = (1 - a) . Yb + a. rh avec Ya, Y~ E F(x)
et Yb, Y~ E F(X') ainsi, z = (1 - a) . (Ya + Yb) + et . (y~ + yD.
Or, (Ya + Yb),(y~ + Y~) E F(x) + F(X') ç F(x + X') donc z E
ConvaF(x + x').

D'autre part, siz E À.ConvaF(x) donc z = À.«1 - a). Y + a. y')
où (y, y') E F(x)xF(x) par conséquent, z = (1-a)'(À.y)+a'(À' y')
où À. Y E À. F(x) ç F(À. x) et À. yi E À. F(x') ç F(À' x') donc
z E ConvaF(À. x).
.

2.4 Opérations ensemblistes sur les mor-
phismes m linéaires

Morm-VectK(X, Y)

la collection des m-linéaires morphismes de source X et de but Y
deux espaces vectoriel sur un corps commutatif K.

Si
F,G E Morm-VectK(X, Y)

on peut définir:

1. La réunion de F et G où

(F U G)(x) = F(x) U G(x)

pour tout vecteur x EX,

2. L'intersection de F et G où

(F n G)(x) = F(x) n G(x)

pour tout vecteur x EX,
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3. la différence de F et G où

(~G)(x) = F(x)"'-G(x)

pour tout vecteur x EX,

4. la différence symétrique de F et G où

(F 6 G)(x) = F(x) 6 G(x)

pour tout vecteur x E X

5. le produit cartésien de F et G où

(F X G)(x) = F(x) X G(x)

pour tout vecteur x E X

Proposition 19 L'intersection de morphismes m linéaires est un
morphisme m linéaire.

Preuve:

En effet le graphe de F n G est fFnc = {(x, y) E X X Y 1

y E

(F n G)(x)} = {(x, y) E X X Y
1

y E (F n G)(x)} = ((x, y) E

X X Y
1

y E F(x) n G(x)} =
((x,y) E X X Y

1

y E F(x) et y E G(x)} = {(x, y) E X X Y
1

(x, y) E fF et (x, y) E fc} = fF n fc qui est un sous espace
vectoriel si f F

.
Par contre le graphe de la réunion fFuc = fF U fa qui n'est

pas en général un sous espace vectoriel même si r F et raie sont.
TIen est de même pour la diffémece et la différence symétrique

oû fF".<? = fF",-ra et fFl~a = rF 6 fa.

Proposition 20 Le produit cartésien de deux morphismes m linéairE-
est un morphisme m linéaire.
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Preuve:

Soit y E (F x G)(x) + (F x G)(x') donc y E (F(x) x G(x» +
, (F(x') x G(x'» ainsi il exist(f (J,j') E F(x) X F(x') et (g,g') E

G(x) X G(x') avec y = (J,g) + (Jr,g') = (J + 1',g + g'), où
(J + 1') E (F(x) + F(x'» et (g + g') E (G(x) X G(x'» par

conséquent (J + 1') E F(x + x') et (g + g') E G(x + x') et ainsi
y E F(x + x') x G(x + x') = (F x G) (x + x').

D'autre part, si a E K aloISa.(F x G) (x) = a'(F(x)xG(x» =
a. F(x) x a. G(x) ç F(a. x) X G(a. x) = (F X G)(a. x).
.
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Chapter 3

Structures associés aux
morphismesm -linéaires
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Proposition 21 L'image de tout sous espace vectoriel par un mor-
phisme m linéaire est un sous espace vectoriel.

Preuve:

Soit F : X ~ Y un morphisme m linéaire et X' un sous espace
vectoriel de X alors F(X') = U F(X') contient F(O) qui est non

x'EX'
vide. Ainsi, 0 E F(X'). Soient y et yi deux éléments de F(X') donc

il existe x et x' deux éléments de X' avec y E F(x) et
yI E F(XI)

par conséquent y+y' E F(x)+F(XI) ç F(X+XI) où x+x' E X', qui
eSt un sous espace vectoriel de X. Autrement dit, y + yI E F(Xl

Si a E K est un scalaire et y E F(XI) alors a . y E a. F(x) pour
un certain élément x E XI. Donc a. y E F(a. x) ç F(X').
.
Proposition 22 Si F : X -7 Y est um morphisme m linéaire alors

l(F(A» ç F(l(A»

pour toute partie non vide A de X et où l : P(X) ~ P(X) est
l'opérateur enveloppe linéaire.

Preuve:

En effet, soit A une partie de X alors A ç l(A) donc F(A) ç
F(l(A». En vertu de la proposition 21, F(l(A» est un sous espace
vectoriel de Y celui ci contient F(A) donc l(F(A» ç F(l(A».
.
Definition 23 On appelle image d'une application multivoque F :
A ~ B le sous ensembe de B noté

ImF = U F(x).
xEA

Proposition 24 L'image de tout morphisme m linéaire est un sous
espace vectoriel de l'espace vectoriel but.

Preuve:

Ceci est une conséquence de la proposition 21.
.
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Soit F : X --t Y un morphisme m linéaire, et B une partie de
y on peut alors définir deux pré image de B :

F~(B) = {x E X 1 F(x) ç B}

qu'on appellie la pré image inférieure de B,

F~(B) = {x E XI F(x) nB =f: 0}

qu'on appelle pré image supérieure de B.
La pré image inférieure ou supérieure d'une partie B donnée

peuvent être vide.

Proposition 25 La pré image supérieure de tout sous espace vec-
toriel est un sous espace vectoriel.

Preuve:

Notons préalablement, que si Y' est un sous espace vectoriel
de l'espace vectoriel but Y d'un morphisme m linéaire F : X --t Y
alors évidement le vecteur nul B de Y lui apprtient et donc F (0)n Y'
est non vde car contient au moins O. AIDsi, F~ (Y') est non vide si
Y' est un sous espace vectoriel de Y
D'autre part, si x et x' sont deux éléments de F~ (Y') donc F(x)ny'
ainsi que F(x')nY' sont non vide et donc leur somme (F(x)ny')+
(F(x') n Y') est non vide. Puisque Y' est un sous espace vectoriel
de Y alors (F(x) n Y') + (F(x') n Y') ç (F(x) + F(x')) n Y' et
donc F(x' + x) n Y' est non vide, exprimant ainsi l'appartenance
de x + x' à F~(Y').
Pour a un scalaire d9nné du corps commutatif K qui agit sur l'epace
vectoriel Y et x E F~ (Y') on a donc F(x) n Y' =f: 0 donc a. F(x) n
Y' =f: 0. En effet, si F(x) n Y' =f: 0 alors si y E F(x) n Y' le vecteur
a. y E a. F(x) n Y' ç F(a. x) n Y' donc F(a. x) n Y' =f: 0 ainsi

donc a . x E F~ (Y')..
SoitF : X --t Y un morphisme m linéaire, alors pour B le

vecteur nul de l'espace vectoriel Y on peut définir comme cela a
été déjà évoqué deux pré image: F~ (B) et F!"{ B) ce qui conduit à
considérer la définition suivante
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Definition 26 On appelle noyau inférieur d'un morphisme m linéaire
le sous ensemble noté ker+ F = F!(O) on appelle noyau supérieur
le sous ensemble noté keL F = F~(O).

Ainsi:
ker+F = {x E X 1 F(x) = {O}}

alors que
keL F = {x E X 10 E F( x)}

il est évident que ker + F ç ker - F.

Notons aussi, que si F est linéaire univoque ker+ F = keL F =
ker F. d'autre part, ker+ F peut être vide alors que keL F n'est
jamais vide car 0 E keL F. De plus ker+ F n'est pas forcément un
sous espace vectoriel de X. Cependant:

Proposition 27 Le noyau supérieur d'un morphisme m linéaire
est un sous espace vectoriel de l'espace source X.

Preuve:

Soient x et Xl deux éléments de keL F alors 0 E F (x) et 0 E
F(X') donc 0 E F(x) + F(X') ç F(x + x') donc la somme est stable
dans ker - F.
Pour a E K et x E keL F on a également 0 = a . 0 E a . F( x) ç
F( a . x) donc la loi externe est égalemnet stable dans ker -

F.
Notons également que ce résultat peut être intérprété comme

une conséquence de la proposition 25.
.

Pour cela on donne la définition suivante:

Definition 28 On appelle noyau d'un morphisme m linéaire le
sous espacevectoriel ker- F qu'on notera simplement ker F.

Notons que si F est univoque on retrouve la définition du noyau
d'une application linéaire en vertu de l'équivalence F(O) = {O} si
et seulement si F est univoque.

Remarquons que la composition d'une application univoque et
multivoque linéaire est une application linéaire multivoque. Cepen-
dant:
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Proposition 29 Si F : X --+ Y, f : y --+ Z représentent une
application linéaire multivoque et univoque respectivement alors f 0

F : X --+ Z est univoque si et seulement si F(9) ç ker f.

Preuve:

.. Supposons que f 0 F soit univoque donc f 0 F( B) = {B}donc
f(F(9» = {O} donc f(x) = 0 pour tout x E F(B) donc x E ker f
pour tout xE F(9) par conséquent F(O) ç ker f.. Si f(F(B» = {O} donc f 0 F(B) = {B}, et en vertu de la
proposition ??, on déduit que f 0 F est linéaire univoque.
.
Proposition 30 Si : f : X --+ Y, F : Y --+ Z représentent une
application linéaire univQque et multivoque respectivement alors F 0

f : X --+ Z est univoque si et seulement si f(B) E ker+ F.

Preuve:

..Si F 0 f est linœire multivoque alors F 0 f(B) = {B} donc
F(J(B» = {O} donc f(O) E F~(B) = ker+ F.

.. Si f(B) E ker+ F donc f(O) E F~(B) donc F(J(B» ç {O}
ou encore F(J(O» = {O}, grâce à la proposition ??, on déduit que
F 0 f est univoque linœire.
.
Definition 31 Une application multivoque F : A --+ B est dîte
injective si tout couple (x, x') E A2 tel que x =1 x' on a alors F(x) n
F(X') - 0

Proposition 32 Une application multivoque F : A --+ B est injec-
tive si et seulement si tout couple (x, x') E A2 tel que x =1 x' on a
alors B tf:-F(x) - F(X').

Preuve:

Ceci est une conséquence de l'équivalence F(x) n F(x') =1 0 si
et seulement si 0 E F(x) - F(x'). 1
.

~

19



Proposition 33 Un morphisme m linéaire F : X -t Y est injectif
si et seulement si ker F = {O}.

Preuve:

~ considérons un morpmsme m linéaire injectif F : X -t Y
et soit x E ker F, alors 0 E F( x) or 0 E F( 0) et ainsi donc
0 E F(x) n F(O) ce qui exprime le fait que F(x) n F(O) -j. 0 donc

x = ().

D'autre part si on suppose que le noyau d'un morphisme m
linéaire F : X -t Y est réduit au vecteur nul alors si x et x' sont
d~ux vecteurs différents de X on a x - x' -j. 0 par conséquent 0 f/:

F(x-x') donc forcément 0 f/: F(x)-F(x') donc F(x)nF(x') = 0..
Proposition 34 Un morphisme m linéaireF : X -t Y est injectif
si et seulement si 0 f/:F(x) pour tout x -j. ().

Preuve:

~ Soit x -j. 0 donc F(x) n F(O) = 0 donc 0 f/: F(x)
Soit x E ker F donc 0 E F(x) donc x = ().

.
Proposition 35 Un morphisme m linéaireF : X -t Y est injectif
si et seulement si (Xi)iE[I,n]est un système libre de vecteurs de X
alors tout système (Yi)iE[I,njde vecteurt: -le Y où Yi E F(Xi), i E
[1,n]

Preuve:

~Supposons que F : X -t Y soit un morpmsme m linêaire
injectf et considèrons Xl, x2, ..., Xn un système de n vecteurs libres de

X et soient YI, Y2, ..., Yn un système de n vecteurs de Y où Yi E F(Xi)
pour tout i E [1, n]. Soient alors (ai)iE[I,n] une famille de scalaire

telle que al .YI + a2' Y2 + ... + an' Yn = 0 donc 0 E al' F(XI) + a2'

F(X2) +... + a3 . F(xn) ç F(al . Xl + a2' X2 + .,. + an, xn)' Ainsi

donc, al' Xl + a2' X2 + ... + an, xn E ker F. Or, celui ci est réduit au

vecteur nul de X car supposé être un morphisme m linéaire injectif
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donc al' Xl + a2' X2 +... + an, Xn = 0 et puisque X}, X2, .,', Xn est un

système de n vecteurs libres de X on déduit que tous les scalaires
sont nuls concluant ainsi que le système y}, Y2, ..., Yn de n vecteurs
de Y où Yi E F(Xi) pour tout i E [1, n] est libre.

Soit X un élément de ker F et supposons qu'il n'est pas nuLdonc
c'est un vecteur libre de X. Grâce aux hypotèseJtout vecteur Y E
F( x) est donc un vecteur libre de Y donc non nul. Par conséquent,
0 1:.F (x) et donc X 1:.ker F. On conclut alors que si X E ker F alors
x = 0 ou encore que ker F = {O}. Ce qui exprime le fait que F est
un morpJrisme m linéaire injectif.
.
Proposition 36 Si F : X -t Y est un morphisme m linéaire in-
jectif alors l'image de tout système libre de vecteurs ~ de X
constitue une famille disjointe de parties de JI:

Preuve:

En effet, soient XI, X2, ..., Xn un système de n vecteurs libres de
X et soit F(Xl)' F(X2), F(xn) la famille de parties de Y associées
à X}, X2, ,.., Xn. si on supp.J6e qu'ils existent i, j E [1, n] ,i i=- j (i < j)

tels que F(Xi)nF(xj) i=- 0. alors la famille y}, Y2, "Yi-b y, Yi+b ,." Yj-b y, Yi+b .." Yn
où Yi E F( Xi) pour tout i E [1, n]"" {j} et Yi = Yj = Y E F( Xi) n
F(Xj), est une famille liée ce qui est impossible.
.
Proposition 37 SoitF : X -t Y un morphisme m linéaire inject'tJ
.wdim X = dim Y = n. Alors si el, e2, ..., en est une base de X tout
système de vecteurs h, 12, ..., fn de Y où!ï E F(ei), i E [1,n] e!~t
une base de JI:

Preuve:

En effet, puisque F est linéaire multivoque injectf et el, e2, .." en
est une base de X donc un système de vecteurs libres de X en
vertu de la proposition 35, on déduit que si h'/2, ..., f n de Y est un
système de vecteurs où Ii E F (ei), i E [1,n] est un système libre de
y or dim Y = n donc Il, 12, ...,f n constitue une base de JI:
.
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Definition 38 Une application multivoque F : A -+ B est dîte
surjective si F(A) = U F(a) = B.

aEA

Proposition 39 Une application multivoque F : A -+ B est dîte
surjective si et seulement si F~(b) i= 0, pour tout b E B.

Preuve:

~En effet, soit b E F(A) = U F(a)donc il existe a E A tel que
aEA

b E F(a) donc G.E F~(b) autrement dit F~(b) i= 0.
~ Considérons b E B alors par hypothffie il existe a E A avec

a E F~(b) et par conséquent, b E F(a) ç F(A) donc B ç F(A) ç
B.
.
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Chapter 4

Catégorie m-DLS
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4.1 Spectres directes de K espaces vec-
toriels

Definition 40 On appelle spectre direct ou système inductif de K
espaces vectoriels indicés sur un sur Â, toute famille du type

(Xa, 7ra/3,Â)as/3

indicée sur un ensemble dirigé à droite (Â,::S;) où:

1. Xa sont des espaces vectoriels définis sur le corps commutatif
K,

2.
7ra/3: Xa --t XfJ,

est une famille d'applications linéaires univoques définis pour
tout a ::s;{3, où a,{3 E Â,

3.
7raa : Xa --t Xa,

est l'autonwrphisme identité de Xa, pour tout a E Â,

4.
7r/3'Y0 7rafJ = 7rQ"{ : Xa --t XfJ --t X'Y'

pout tout a, {3,"1 éléments de Â

Si (Xa, 1Ta/3,Â)asfJ est un système inductif de K espaces vec-
toriels indicés sur un sur Â, les K espaces vectoriels Xa, a E K
s'appellent les éléments du spectre qirect et les applications linéaires

1TafJ,a{3 E Â, a ~ {3, s'appellent les projecteurs du sys-

tème inductif.

Proposition 41 Dans la réunion disjointe (la somme directe) X =
L Xa de la famille d'ensembles (Xa)a E Â la relation binaire

aE~
notée" ","et donnée par: Xa '" x/3 si et seulement si il existe un
indice "1 -E Â tel que "1 ~ a et "1 ~ {3avec 1Tœy(Xa)= 1T/3'Y(X/3),est
une relation d'équivalence.
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Preuve:

En effet, si Xa est un élément X alors 'IrœyXa= 'IrœyXa pour

tout Î 2:: a qui exprime que Xa rv Xa. TI est évident que rv est une

relation symétrique.
Soient Xa, x{3 et x"{ trois éléments de X te1s que Xa rv x{3 et

x{3 rv x"{ ainsi, il existe donc À1 E 6., À1 2:: Œ, À1 2:: {3 et À2 E À

À22:: {3, Î2 2:: Î avec 'Ira).1(Xa} = 'Ir{3).1(X{3} et 'Ir{3).2(X{3} = 'Ir,,{).2(X,,{},

Considérons À E À où À 2:: À1 et À > À2, alors 'Ir).).l 0 'Ira).1 (xa) =
'Ir).).1 O'Ir{3).1 (X{3) et 'Ir)'>'2 O'Ir{3.\2(X{3} = 'Ir.\).2O'Ir"{.\2(X"{},d'où l'on déduit

que 'Ira>.(Xa} = 'Ir{3.\(X{3} = 'Ir"{.\(x"{} qui confirme que Xa rv X"{..
Proposition42 L'ensemblequotientX/ rv noté ~Xa = :&

aEÂ

muni des de'U.'l;opérations:

1.

+ : limXa x limXu -7 limXa---7 ---7 ---7
aEÂ aEÂ aEÂ

oùxa+x{3 = 'Ira"{(xa) + 'Ir{3"{(x{3),pour tout (xQJx{3) E ~Xax
aEÂ

~Xa, a,{3,Î E À, et où Î 2 Œ,Î 2 {3,

aEÂ

2.
. : K X limXa -7 limXa

---7 ---7
aEÂ aEÂ

où k . Xa = k . Xa pour tout Xa E ~XQJ k E K,
aEÂ

est un espace vectoriel sur K on l'appelle la limite inductive du
spectre direct (Xa, 'Iro:{3,À),on le note Xoo.

limXa = X = Xoo.---7 -7
aEÂ

Preuve:
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Prouvons préalablement que les relations:

+ : limXa X limXa -+ limXa---t ---t ---t
aEÂ aEÂ aEÂ

et
. : K X limXa -+ limXa

---t ---t
aEÂ aEÂ

sont des applications.

En effet, considérons (xa, xp) E ~Xa x ~Xa,soient
"

E ~,
aEÂ aEÂ

"
~ a,,' > {3,et ," E ~, et où ," ~ a,," ~ (3, alors, E ~,

, ~ ,', , > ,If on a 7r-Y'-y(7rœy(xa)+ 7rp-y(xp» '" 7ra-y(Xa) + 7rp-y(xp)

et 7r-yI1-y(7ra-y(xa)+ 7rp-y(xp» '" 7ra-y(xa) + 7rp-y(xp) donc 7ra-y,(xa) +
7rp-y'(xp) '" 7ra-yl1(xa) + 7rfl'YI1(xp),d'où l'on déduit que la classe
7ra-y(xa) + 7rp-y(xp) est indépendante de l'élément, E ~ tel que, ~
a, , ~ {3.D'autre part, si xp. E Xa et x>. E Xp autremant dit xp. '" Xa

et x>. '" x p, alors puisque ~ est dirigé à droite, il existe, E ~,
, ~ a, , ~ p, , ~ À,, ~ (3avec 7ra-y(xa) = 7rWY(xp.) et 7rp-y(xp) =
7r>.-y(x,x)par conséquent 7ra-y(xa) + 7rfl'Y(xp) = 7rp.-y(xp.) + 7r>.1'(x>,),

justifiant ainsi l'indépendance de la classe 7ra-y(xa) + 7rp-y(xp) par
rapport aux représentants des classes Xa et xp.

Soit k un scalaire du corps commutatif K et Xa E Xoo alors si
xp '" Xa il existe, E ~, , ~ a, , ~ (3 avec 7ra-y(xa)= 7rp1'(xp)et
donc k . 7ra-y(xa) = k. 7rp-y(xp) et par linéarité on a 7ra-y(k . xa) =
7rp1'(k. xp) qui traduit que k . Xa '" k . Xp, d'où l'indépendance de

la classe k. Xa par rapport au représentant de la classe Xa E Xoo.
On conclut que l'opération somme confère à Xoo une structure

de magma alors que le produit par un scalaire est une loi de com-
position externe du corps commutaif K sur Xoo.

La commutativité et l'associativité dans Xoo sont une conséquence
imnédiate de la commutativité et de l'associativité des sommes dans
les éléments du spectre.

L'élément neutre qu'on notera 000 ou 0 est égal à la classe d'un
-t

des vecteurs nuls des éléments du système inductif (Xa, 7rap, ~)a:C::;P'
Notons que tous les vecteurs nuls sont équivalent, car si 0a E Xa et
Op E Xp alors pout tout, E ~, À ~ a, , ~ (3, on a 7ra-y(Oa)= O-y=
7rp-y(Op).Ainsi si xp. E Xoo on a xp. + 000 = xl' + Op.= xl' + 01' = xl'
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-
Enfin, si xI' E X<XJ alors (-xl') est le symétrique de Xw dans

X<XJ' Notons que si xI' '" Xo alors évidement (-xl') '" (-xo)..
Proposition 43 L'élément neutrequ'onnotera()

<XJ ou ..! = L ker 'Ir0/3.

o~/3

Preuve:

Soit Xo E L ker'lro/3 donc Xo E ker'lro/3 où a:::; 13alors 'lro/3(xo) =
o~/3

(}/3et puisque Xo
'" 'lro/3(xo) on déduit que Xo '" (}/3' Ce qui exprime

le fait,xo E (}<XJou encore que L ker'lro/3 ç (}oo = (}o'

o~/3

De plus, si Xo E (}<XJalors Xo E (}o donc il existe 13 E Do, (3 ~ 0:

avec 'lro/3(xa) = 'lro/3((}o) = (}/3 autrement dit, Xa E ker'lra/3 ,où 0: :::; (3

et par conséquent, (}ooç L ker'lra/3'
a~/3

.
Proposition 44 Pour tout (0:,(3) E Do, 0: :::; (3 les vecteurs nuls
()

0 E Xo et
()

/3 E X /3 sont équivalents.

Preuve:

Soient (a, 13) E Do,a :::;13et les vecteurs nuls (}a E Xa et (}/3E X/3
alors 'lra/3(}a = (}/3= 'Ir/3/3(}/3donc (}a

'" (}/3'

.
Proposition 45 Le vecteur nul de la limite inductive directe limXa~

aE~

sera noté..! il est la réunion disjointes des noyaux des projecteurs

autrement dit: ..! est la réunion disjointe, de la famille {ker'lr a/3,a, (3 E

Do, a :::;(3}.

Preuve:

En effet, soit (}a le vecteur nul de Xa alors (}a = (), car si
-7

x/3 E (}o donc x/3 '"
(}o donc il existe "f E Do, "f ~ a et "f ~ (3 avec

'Ir/3,x/3 = 'lra'"«(}o = (),. Autrement dit, X/3 E ker'lri3'Y ç ..!. D'autre
part, si Xa E ..! il existe a, 13 E Do, 0: :::; (3 avec Xa E ker 'Ira/3 donc

'Ira/3xa- ()
/3 donc Xa '" 'Ira/3xa '"

()
/3 ce qui exprime le fait que

Xa = (}/3'

.
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Proposition 46 Si (Xa, 1fath ~)a'S,B est un système inductif de K
espaces vectoriels indicés sur un sur ~ où tous les projecteurs sont
des monomorphismes alors l'élément neutre de la limite inductive

Xoo coïncide avec l'ensemble {Ba, a E ~}.

Preuve:

En effet, si tous les projecteurs sont de monomorphismes alors
ker1fa,B = {Ba} pour tout (a,j3) E ~, a ::; (3 ainsi L ker1fa,B=

a'S,B
{Ba, a E ~}.
.

4.2 Morphismes m linéaires de spectre
directs

Definition 47 On appelle application canonique du spectre direct
les applications lméaires notées Sa : Xa t Xoo qui rep'résentc les
restri"ctions tip la surjection canonique s : X ---7Xoo à Xa, a E ~.

On appelle morphisme m linéaire de spectre direct
de K espaces vectoriels la donnée d'une famille de morphismes m
linéaires F = {Fa}a: (Xa,1fa,B'~)a'S,B ---7 (Ya,wa,B'~)a'S,B où

1.
Fa : Xa ---7Ya

pour tout a E~,

2. les digrammes du types:

7r",{3
Xa ---7 X,B

Fa l l F,B

Ya ---7 Y,B
W",{3

sont commutatifs pour tout a, j3 E ~, a ::; (3,
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Proposition 49 Si F = {Fa}a : (Xa, 1ra,B,L\)a~,B ~ (Ya, wa,B, L\)a~,B

est un morphisme m linéaire de spectres direts de K espaces
vectoriels alors il exite un unique morphisme m linéaire noté
F ou Foo:

~

F : limXa ~ limYa
~ --t --t

aELl aELl

donnée par:
L(xa) = U {Ya}

YaEFa(xa)

pour tout élément Xa E limXa-
--t
aELl

Celui ci est l'unique morphisme m linéaire vérifiant la com-
mutativité des diagrammes suivants, pour tout. a E L\ :

x
Xa ~ limXa--t

aEl!.
Fa l l Foc

Ya ~ lim Ya
sy --t

a aEl!.

où s: et s~ sont les applications canoniques des spectres direct
respectifs. On l'appelle la limite de F = {Fa}aEl!.'

Preuve:

Soit x,B E Xa alors il existe 1 E L\, 1 ~ a, 1 ~ f3 avec
1rœy(xa) = 1r,B.y(X,B) par conséquent F-y(1rœy(xa» = F-y(1r,B-y(X,B» ou

encore F-y 0 1ra-y(xa) = F-y 0 1r,B-y(X,B).De la commutativité deS dia-

grammes suivants:

X 'Ir",,)' Xa ~ -y

Fa l l F-y

Ya ~ Yy
Wa"!

pour 1 ~ a,
et

'Ir(Yy
X,B ~ X-y

F,B l l F-y

Y,B ~ Yy
W(Yy
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pour Î 2: ;3,
on déduit l'égalité "-'œy(Fa(xa» = "-'p"((FJ3(xJ3»qui exprime que
U {Ya} = U {YJ3}autrement dit Foo(xa) e>t indépen-

y",E F", (x",) Yf3EFf3(xf3)

dant du chois du représentant dans ]a classe d'équivalence Xa E Xoo.

Soient Xa et xJ3 deux éléments de la limite inductive directe Xoo

alors Foo(xa) +Foo(x/i) = U {Ya}+ U {YJ3}= U {Ya}+
y",EFa(xa) Yf3EFf3(xf3) YaEF",(x",)

Yf3EFf3(xf3)

{YJ3} = U {Ya+YJ3} = U {"-'a"((Ya) + "-'J3"((YJ3)}=
y",EF",(Xa) "'œy(y",)E"'œyoF",(xa)

Yf3 EFf3 (xf3) "'f3"f (Yf3 )E"'f3"foFf3(xf3)

= U {z"(} ç U {y"(} ç U {y"(} =
z"f E"'œyoF a(x",)+",f3"f oF,8(xf3) z"fEF"fo'lr ""'f(Xa)+ F"fo'lr f3"f (xf3) Z"f EF"f ('Ir a"f(Xa)+'1T f3"f (xf3»

Foo(1fa"((xa) + 1fJ3"((xJ3) = Foo(xa + xJ3)= .Foo(xa + xJ3).
Enfin, si k est un scalaire de K et Xa un éléments de ]a lim-

ite inductive directe Xoo, alors k . Foo(xa) = k . U {Ya} =YaEF",(xa)
U k . {Ya} = U {k . Ya} C U {k . Ya} ç

Ya EF", (Xa) k-YaEk.Fa(x",) k'YaEF",(k-Xa)

U {za} = Foo(k. xaJ = Foo(k. xa)
zaEF",(k-x",)

Soient ,s;; et s~ le> applications canoniques de> spectre> direct
respectifs. alors F 00 0 s;; = s~ 0 Fa, pour tout a E ~. en effet,

Foo 0 s;; (xa) = Foo(xa) = U {Ya} = U {Sa(Ya)} =
y",EFa(x",) y",EFa(x",)

sa(Fa(xa) = Sa 0 Fa(xa).

L'unicité du F 00 provient de la commutativité de> diagramme>

où le> applications canonique> sont de> épimorphismes: F 00
0 s;;=

8~ 0 Fa = G 0 s;; , si G e>t un autre morphisme linéaire vérifaint la
commutativité, pour tout a E~. on déduit alors que G = Foo, car

s;; sont des épimorphismes.
.
Proposition 50 Soient

F = (Fa)aE~ : (Xa, 1faJ3,~)a:SJ3 ---7-(Ya, "-'aJ3,~)a:SJ3

et
G = (Ga)aE~ : (Ya, "-'aJ3,~)a:SJ3 ---7-(Za, T aJ3,~)a:SJ3
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deux morphismes m linéaires de spectres directs de K espaces vec-
toriels alors

GoF = (Ga)aELlO(Fa)aELl= (GaoFa)aELl: (Xa,1Ta,B'~)a::;,B t (Za,Ta,B'~)a::;,B

est un morphisme m linéaire de plus

(G ° F)oo = Goo 0 Foo

D'autre part,

Idx = (Idx,JaELl: (Xa,1("a,B,~)a::;,B t (Xa,1To,B,~)o::;,B

oùldxa(xo) = {xo} est un morphsime m linéaire appelé morphisme
m linéaire identité du spectre direct (Xo, 1Ta,B,~)a::;,Bet on a

Idx = Idx.
---t 4

Preuve:

Considérons les diagrammes swvants:

X
7ra/3

X0 t ,B

Fa l l F/3
,(.T WafJ y;.I 0

t ,B

Ga l l G/3

Zo t Z/3
'Ta/3

pour Ci, (3 E ~ et Ci::; (3.
De la commutativités des quadrans des diagrammes on dédwt

la commuativité des diagrammes:

X
7ra/3

Xa t ,B

Ga 0 Fa l l G/3 0 F,B

Z a t Z/3
'Ta/3

pour Ci, (3 E ~ et Ci ::; (3.

On conclut que Go F = (GO)OELl
°

(FO)OELl = (Go 0 FO)OELl :

(Xa, 1("o"B,~)a::;,B t (Zet) Ta,8, ~)o::;,B, est un morphisme m linéaire.
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D'autre aprt, pour Xa E Xoo on a (C 0 F)oo (xa) = U {za} =
z",EG",oF",(x",)

U ( U {za}) = U Coo (Ya) = Coo( U {Ya}) =
y",EF",(x",) z",EG",(y",) y",EF",(x",) y",EF",(x",)

Coo 0 Foo(xa).

Enfin, (Idx)oo (xa) = U {Ya} = {xa} ==Idx=(xa)'
y",Eldx", (x",).

Proposition 51 Les spectres directs de K espaces vectoriels in-
dicés sur un ensemble dirigé à droite et des morphismes m linéaires
de spectres directs de K espaces vectoriels indicés sur un ensem-
ble dirigé à droite constituent une catégorie appelée catégorie des
spectres directs de k espaces vectoriels indicé sur un même ensem-
ble dirigé et des morphismes m linéaires de spectres directs de K
espaces vectoriels indicés sur un ensemble dirigé à droite. On notera
cette catégorie m-DLS.

Proposition 52 La relation qui associe à un spectre àirect de K
espaces vectoriels indicé8 sur un même ensemble dirigé sa lim-
ite inductive et qui fait correspondre à tout morphisme m linéaire
F = (Fa)aEb. : X = (Xa, 'Tra/3,D.)a~/3 -t y = (Ym wa{3,D.)a~/3 de
spectres directs de K espaces vectoriels indicés sur un même en-
semble dirigé sa limite Foo : Xoo -t Yooest un foncteur co variant
de la catégorie m-DLS dans la catégorie m-VectK des K espaces
vectoriels définis sur un même corps commutatif K et des applica-
tions linéaires multivoques.

Obj(m-DLS) ~ Obj(m-VectK)
(X""'Ir",,9,b.),,,.:;,9 x=

et
c=-~

Mor(m-DLS) ((Xa, 'Tra/3,Li)a~/3' (Ya,waP, D.)a~/3) ~ Mor(m-VectK)(Xoo, Yoo)
~~~~

~

Soient e; le vecteur nul de l'élément Xa du spectre (Xa, 'TraP,D.)a~P
et O~ le vecteur nul de l'élément Ya du spectre (Ya, wa/3,D.)a~/3' où
(Xa, 'TraP'D.)a~/3 et (Ya, wap, D.)a~P sont deux objet de la catégorie
m-VectK.des K espaces vectoriels définis sur un même corps com-
mutatif K et des applications linéaires multivoques.
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Proposition 53 Soit Foo : Xoo -+ Yoo l'image par le foncteur co
variant 00: m-DLS -+ m-VectK où

F = (FoJ:tEI1 E Mar(m-DLS) ((Xa, 7rafJ,b.)a5J3, (Ya, wa,B,b.)as,B)

alors le morphisme m linéaire F00 est un monomorphisme si et
seulement si si pour tout a E b. et tout vecteur Xa E Xa tel que

O~ E Foo(xa) on alors Xa '" O~-

Preuve:

~ Soit a E b. et Xa E Xa et supposons que O~ E Foo(xa) alors

Xa E ker Foo- Or, Foo : Xoo -+ Yoo est supposé être un monomor-
phisme donc ker Foo = {O()(,} on déduit alors Xa '" O~.

-
Soit Xa E Xoo tel que Foo(xa) = 000' par conséquent, O~ E

Foo(xa) et donc selon les hypothèses on déduit que Xa '" O~ ou
encore que Xa = 000'

.

4.3 Sur une limite particulière d'un mor-
phisme m linéaire de spectres di-
rectes

Considèrons (Xa,7ra,B,b.)as,B et (Ya,Wa,B,b.)as,B deux objet de la
catégorie m-DSL et

F = (Fa)aEI1 : (Xa, 7ra,B,b.)as,B -+ Ya, wa,B,b.)as,B

un morphisme m linéaire alors

Foo = limFa : Xoo -+ Yoo---t

est un morphisme linéaire univoque de K espaces vectoriels.
Ainsi

(Foo)::: : Yoo -+ Xoo

est morphisme de la catégorie m- Vect K.
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Le morphisme

F~ = (FoJ=aE.1. : (~, "-'a,8,~)a~,8 ~ (Xm 1Ta,8,~)a~,8

est un morphisme m linéaire de spectres directs de K espaces vec-
toriels. On a alors

(F~)oo = ~(Fa)= : Yoo ~ Xoo

qui est un morphisme m linéaire de K espaces vectoriel.

Proposition 54 Si F = (Fa)aE.1. : (Xa, 1Ta,8,~)a~,8 ~ Ya, "-'12,8,~)a~,8

un morphisme m linéaire de spectres directs de K espaces vectoriels
alors on a l'égalité suivante:

(Foor: = (F~)oo : YOO--7XOO

Preuve:

Soit Ya E Yoo alors (~(Fa)=) (Ya) = U {x,d = {x>. E
X).E (F).)

=
(y).)

y).Ey",

Xoo
1 Y>. E (F>.)(xÂ) , YÂ E Va} = (Foor: (Yo,).

.

...
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Chapter 5

Equations à morphismes m
linéaires
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Considérons F E M orm-VectK(X, Y) un morphisme de la catégorie
m- V ed K dffi K espaces vectoriel et dffi morphismes m linéaires.

Proposition 55 L'espace quotient4 X/ker F est un objet de la
catégorie m- VedK des K espaces vectoriel et des morphismes m
linéaires ce~ objet est isomorphe à l'objet lm F.

Preuve:

~

Considérons l'application multivoque F : X / ker F --7 lm F où
F(x) = F(x) = U_F(X') pour tout vecteur xE X/ker F.

X'EX

Soient, x et a deux vecteurs de X/ker F alors, F(x) + F(a) =
U F(X') + U F(a') = U. F(X') + F(a') ç U F(x' +

x'EX a'Ea (x',a')Exxa x'+a'Ex+a

a') ç ~F(z) = F(x + a) = F(x + a).
zEx+a

Si k est un scalaire k. F(x) = k. F(x) = k. ( U_F(XI) ) =
X'EX

~- (k. F(x')) ç ~ - (F(k. x')) ç LLF(z) = F(k . x) = F(k. x) =
x Ex k.x Ek.x z' Ek.x~ -
F(k. x). Ceci finit par justifié'que F : X/ker F --7 lmF est un
morphisme m linéaire. ~

Soit x E X / ker F et supposons que x E ker F ce qui signifie
que () E F(x), où () est le vecteur nul de l'ffipace vectoriel Y Donc,

il existe un élément x' E x tel que () E F(X') ce qui induit que

x' E ker F, ce <J1Ë.conduit aux égalités suivantes ker F = x' = X par
conséquent ker F = {ker F}.

Soit Y un vecteur de l'Cb--pacebut lm F donc il existe x E X tel
que y E F(x) donc y E F(x) = F(x) ç F(X/ker F).
.
Definition56 On appelle co-noyau d'un morphisme F E M orm- VectK (X, Y)
de la catégorie m-VedK des K espaces vectoriel et des morphismes
m linéaires l'espace vectoriel quotient Y/ lm F qu'on note coker F.

Definition 57 Un morphisme F E Morm-VectK(X,Y) de la caté-
gorie m- V ed K des K espaces vectoriel ~et des morphismes m est

dit km Fredholm si le noyau ker F et le co noyau co ker F sont de
dimensiorrfinis.
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Definition 58 On appelle indice d'unm PredholmF E MormVectK(X, Y)
l'entier relatif ~

indF = dimker F - dimcoker F

Proposition 59 Si F : X -+ Y est un m Fredholm d'indice nul
alors

dimker F = dim Y - dimlmF

Considérons F : X -+ Y un morphisme m linffiire et soit
l'équation suivante:

Yo E F(x) (1)

où Yo est un vecteur donné de y:

Proposition 60 Si l'équation Yo E F(x) admet une solution Xo
dans X alors ?a classe de Xo modulo ker F est l'ensemble d.~s solu-
tion de cette équation.

Preuve:

Soit Xo E X tel que Yo E F(xo) alors si xE Xoil existe x' E ker F
avec x = xo+x',onaalorsyo E F(xo) ç F(xo)+F(x') C F(xo+x')
ainsi, x est une solution de l'équation.[1] ce qui exprime le fait que

Xo ç S où S est l'ensemble des solutions.
D'autre part, si x est une solution de l'équation [1], alors Yo E

F(x) et Yo E F(xo) donc BE F(x - xo) et par conséquent x - Xo E
ker F donc x E Xo.
.
Proposition 61 Si F : X -+ Y est un monomorphisme m linéaire
alors si l'équation Yo E F(x) admet une solution elle est unique.

Preuve:

En effet, si Xo E X est une solution de l'équation alors l'ensemble
des solutions est S = Xo + ker F' = {xo}.
.
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Proposition 62 Si F est un m Frdholm d'indice nul alors on a
les alternatives suivantes:

1. Si F est un monomorphisme alors l'équation y E F(x), admet
une solution unique pour tout vecteur y E Y;

2. Si F , n'œt pas un monomorphisme l'équation y E F(x)
n'admet'îoujours de solution~cependant s'it?OOmet ~
cette solution n'est pas unique, l'ensemble des solution est
Xo+ ker F.

Preuve:

Si indF = 0 donc dim ker F = dim Y - dim lm F de plus si F

est un monomorphisme alors dim Y = dim F et donc F œt surjectif
par conséquent l'équation y E F( x) admet des solution mpour tout
vecteur y E Y et cette solution est unique car F œr supposé être
injectif.

Si ind(F) = 0 et si dimker F =f 0 alors dim Y/lm F =/:-0 ce qui
exprime que lm F œt un sous espace vectoriel propre de Y donc
F n'est pas une surjection par conséquent l'équation y E F(x)
n'admet pas des solution pour tout vectem- y E Y. Cependant si
DOur un vecteur Yodonné de Y il existe une solutuion Xo E X alors

en existent plusieurs elles représentenet l'ensemble Xo + ker F.

Considèrons

F = (FoJ1<E~ : (Xa, '][a,8,~)a~,8 ~ Ya, wa,8, ~)a~,8

un morphisme m linéaire de la catégorie m- D S L et

Foo = limFa : Xoo ~ Yoo
~

sa limite inductive.

Proposition 63 Les assertions suivantes sont équivalentes:

1. Y>.E Foo(xa),

2. 1 E ~, y-y E Y>., x-y E Xa tels que Y-y E F-y(x-y).

f
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Preuve:

1. . Supposons que YJ..E F00(xoJ, donc il existe J-LE ~ tel que
xp. rv xa, Yp. E Fp.(xp.) et Yp. r-J Y>.. TI existe alors / E ~, 1 ~ a
, 1 2 J-Lavec:

2. x/L rv 7fWY(xp.) = 7fa,(xa) rv Xm

3. Yp. rv Wp.,(Yp.) = wJ..,(YJ..) rv Y>.,

4. Wp.,(Yp.) E wp.,(Fp.(xJL)).

Considéronsy, = wJL,(Yp.)et x, = 7fa,(xa) alors y, E Y>.,
x, E Xaet y, E wp.,(Fp.(xp.))= F,(7fp.,(Xp.))= F,(7fa,(xa)) =
F, (x,).
. Suppososns quils existent 1 E ~, y, E YJ..,x, E Xa tels
que y, E F,(x,), alors évidement y, E Foo(xa) on conclut en
remarquant que 11= Y>..

Proposition64 L'équationy>.E Foo(xa) admet une solution dans

Xoo si et seulement si il existe 1 E ~, y, E y>. tel que l'équation
y, E F, (x,) admette une soultion x, E Xa.

Preuve:

. Supposons que ~ E Xoo soit une solution de l'équation alors

YJ..E Foo(x~) par conséquent ils existent 1 E ~, x~ E x~, et y, E
YJ..telsque y, E F,(x~), exprimanr ainsi que l'équation y, E F,(x,)
admette une soultion x~ E x~.

. S ils existent 1 E ~, y, E YJ..tel que l'équation y, E F,(x,)
admette une soultion x~ E Xa alors y, E Foo(x~).
.
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CONCLUSION

Mise à part l'étude des morphismes m- linéaires dans le cas des

'systèmes projectifs, ce travail ouvre la voie à une étude systématique de la

continuité des applications linéaires multivoques.

Il pourra également éclairer d'avantage les recherches liées aux

questions d'existence et d'unicité dans la résolution des équations

différentielles à opérateurs multivoques.
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Résumé:

Ce travail consiste en trois parties .Dans la première partie on s'intéressera a la

notion d'applications multivoques ainsi qu'aux propriétés principales de telles

applications ,la deuxième partie est consacrée a l'étude des applications multiv<;>ques

linéaires ,et dans la troisième partie on abordera la résolution des, équations

multivoques linéaires par ce qu'on appelle l'alternative de Fredholm.

Mots clé: applications multivoques linéaires, équations multivoques linéaires,

alternative de Fredholm

$

'"

.
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Abstract:

ln this work we have defined the notion of multivalued maps, linear

multivalued maps and their main properties. We have also shown how to solve

~
.

multivalued linear equations by Fredholm's alternative.

Key words: multivalued linear maps, multivalued linear equations, Fredholm's

alternative.
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