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Chapitre 1

Introduction

Pour un ensemble d’observations données nous allons associer un modéle
approprié, en p articulier, choisir un modele ARMA(p, q) pour adapter une
série de données donnée, et nous devons toujours non seulement découvrir les
modeéles cachés dans les données mais produire également les prévisions. Le
terme modele linéaire est parfois employé dans un sens plus général que ce
que nous considérons ici, n’importe quel modeéle qui relie des variables par un
rapport linéaire est un modéle linéaire. Cette description adapte le modéle
généralisé mentionné ici (c’est-a-dire : le modele ARMA(p, q)).

Pourquoi le modéle linéaire 7

En raison de sa simplicité, il est mieux compris et plus facile & interpréter
que la plupart des autres modéles, et les méthodes d’analyse et d’inférence
sont mieux développés de plus il peut étre employé au moins dans un premier
temps car la formulation "modele linéaire" est utile méme pour les modéles
non-linéaire qui peuvent étre réduits a la forme linéaire au moyen de trans-
formations.

Pour plus d’informations sur les modeéles, nous allons étudier leurs com-
portements et leurs propriétés principales. Le chapitre 1 comporte alors en
premier des rappels théoriques nécessaires sur les modéles, par exemple : sta-
tionnarité, inversibilité, expression des autocovariances, forme de la densité
spectrale...etc.

Le modele général autorégressif-moyenne mobile d’ordre (p, ¢) ou ARMA
(p, q) (AutoRegressive Moving Average) présenté par Box et Jenkins (1970)
inclut deux classes de processus : processus ARMA stationnaires dont les
racines du polynome autorégressif se trouvent dans le disque unité et le
comportement non-stationnaire si le polynome autorégressif admet de zé-
ros & l'intérieur du cercle unité. La seconde classe des processus ainsi dé-
finie comprend deux cas particuliers importants : le modéle ARMA non-
stationnaire et non-homogeéne qui représente le comportement explosif ou



évolutionnaire, comme exemple nous avons "la croissance bactérienne" et le
modéle ARMA non-stationnaire mais homogene, dont le polynéme autoré-
gressif admet un zéro d’ordre d sur le cercle unité, qui peut étre obtenu dans
I ntégrant le processus ARMA(p, q) stationnaire d fois, ce que nous appe-
lons : processus autorégressif-moyenne mobile intégré noté ARIMA(p,d, q)
(AutoRegressive Integrated Moving Average). La méthodologie I’ARIMA
développée par Box et Jenkins (1976) (voir [12]) a gagné I’énorme popularité
dans beaucoup de secteurs et la pratique en matiére de recherche confirme
sa puissance. Mais dans ce travail nous sommes intéressés par le modéle
FARIMA(p, d, q) ou ARFIMA(p, d, q) (AutoRegressive Fractionally Integ-
rated Moving Average); qui constituent une généralisation des processus
ARIMA de Box et Jenkins dans lequel I'exposant de différenciation d était
un entier positif. Dans le cas des processus FARIMA, d peut prendre des va-
leurs réelles, et non plus seulement des valeurs entiéres. Plus précisement
nous sommes intéressés par le modele FARIMA(p,d, q) stationnaire dont
d €]0,1/2].

Ce que nous allons étudier de facon plus détaillée; une classe des mo-
deles paramétriques de série chronologique ot on peut inclure les modeéle
ARIMA et FARIMA : les processus a longue mémoire généralisés. Ces pro-
cessus peuvent tenir compte simultanément en modélisant, une dépendance
de longue gamme aussi bien qu'un comportement cyclique périodique persis-
tant. Ce genre de phénomeéne est souvent rencontré dans la pratique.

Dans le chapitre 2, nous allons commencer par définir un prédicteur de
référence pour lequel 'erreur quadratique de prédiction est minimum. Plus
précisément nous allons calculer le meilleur prédicteur linéaire X, (h) a ho-
rizon h au sens L? connaissant le passé infini {X;1_;,7 < 1} que nous
appellerons prédicteur de Wiener-Kolmogorov, c’est & dire que ’on va proje-
ter Xy, sur le complété du sous-espace engendré par la famille de variables
aléatoires {Xj_;,7 < 0} dans l'espace L? des variables aléatoires réelles de
carré intégrables. Mais en p ratique pour faire de la prévision, on ne dis-
pose jamais d’un nombre infini d’observations. On ne peut pas donc utiliser
pour prévoir le prédicteur de Wiener-Kolmogorov, on a alors deux possibili-
tés : soit recourir au prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué soit utiliser
le prédicteur projeté. Ensuite nous donnerons la vitesse de convergence des
erreurs quadratiques des prédicteurs projeté et tronqué vers le prédicteur de
Wiener-Kolmogorov lorsque k, le nombre d’observations, tend vers l'infini
pour des processus a longue mémoire.

Dans le chapitre 3, nous allons restreindre notre étude au prédicteur tron-
qué et étudier 'erreur quadratique commise lorsqu’on ne connait pas la struc-
ture stochastique du processus et qu’il faut donc estimer les coefficients du
prédicteur. On suppose que 'on veut prédire les processus (X, ),ecz en dis-
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posant d’une réalisation de longueur k. Pour I'estimation de la fonction de
prédiction, on observe une série indépendante (Y},),cz de longueur T' sui-
vant la méme loi que (X,,)necz. On suppose de plus que le processus (X, )nez
appartient & une famille paramétrique et plus précisément que sa densité
spectrale f(.,6p) appartient a la famille Fy = {f(.,0),0 € © compact}. Pour
estimer le parameétre 0, on utilise 'estimateur de Whittle (voir Fox et Taqqu
(1986) [16]). Puis nous nous intéresserons a l'erreur quadratique de prévision
commise lorsque les coefficients du prédicteur sont estimés & 1’aide de l'esti-
mateur de Whittle. Nous donnerons un encadrement de cette erreur dans F
aisant tendre T puis k£ vers l'infini.

Puisque la vitesse de convergence des coefficients du prédicteur est plus
faible en longue mémoire qu’en courte mémoire I'impact de I’estimation des
coefficients du prédicteur sur la vitesse de convergence globale vers le pré-
dicteur de Wiener-Kolmogorov sera donc plus fort dans notre cas. Dans le
chapitre 4, nous donnerons une majoration de 'erreur quadratique supplé-
mentaire due a l'estimation des coefficients du prédicteur projeté lorsque
le processus est a longue mémoire. La résolution pratique des équations de
Yule-Walker a donné lieu & de nombreux algorithmes comme celui de Durbin-
Levinson ou 'algorithme d’innovation quant & lui permet de calculer récur-
sivement le prédicteur projeté (voir Brockwell (1991) [14]).

Dans les chapitres 3 et 4, I'estimation des coefficients du prédicteur est
faite sur une réalisation indépendante de celle que 1’on souhaite prévoir. Or
en pratique on dispose rarement de deux réalisations indépendantes du méme
processus. Ing et Wei (2003) (voir [24]) se sont affranchis de cette hypothese
contraignante pour le prédicteur projeté d’un processus & courte mémoire.
Godet (2008) (voir [21]) généralise leurs résultats pour des processus a longue
mémoire. Nous intéresserons a cette généralisation, donc nous allons commen-
cer par démontrer des inégalités sur les moments des estimées des matrices
d’autocovariance des processus a longue mémoire. En effet les coefficients du
prédicteur projeté sont calculés en utilisant les équations de Yule-Walker.
La vitesse de convergence des coefficients estimés dépend donc de la vitesse
de convergence de l'inverse de la matrice des autocovariances estimée. On
bornera ainsi les moments de la matrice de covariance empirique de taille
k x k et sa vitesse de convergence vers la matrice de covariance du processus
(Xn)neZ .

Ensuite nous passerons a ’étude de 'erreur quadratique du prédicteur pro-
jeté. Elle se décompose en trois termes : 1’erreur minimale de prédiction (la
variance du bruit blanc ¢2), Perreur due & la projection plus un terme sup-
plémentaire di & l'estimation des coefficients du prédicteur. Si on note n
la longueur du passée utilisée pour prévoir et K, la longueur du passé uti-
lisé pour estimer les coefficients, I’erreur supplémentaire a comme équivalent
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asymptotique £2 §’il existe § > 0 tel que K} = o(n'247%). Il est a remarquer

que pour minimiser 'erreur quadratique totale de prévision, il faudra faire
un compromis entre I’erreur due a la projection et celle due & ’estimation
des coefficients car la premiére décroit avec K,, alors que 'autre croit. En
effet plus on projette sur un nombre important de données k, plus il y a de
coefficients a estimer et plus les erreurs dues a leurs estimations se cumulent.
Enfin on déduit de cette expression de I'erreur quadratique un théoréme cen-
trale limite de notre prédicteur vers le prédicteur de Wiener-Kolmogorov.

A la fin dans le chapitre 6 nous allons comparer les prédicteurs étudiés
aux chapitres précédents sur des séries réelles et simulées.

1.1 Quelques notions et définitions

1.1.1 Rappels

— Définition 1
Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires (X;)
définie sur un espace de probabilité (©2,A,P).

— Définition 2

Une série chronologique est une série d’observations relevées dans le temps.
Fonction d’autocovariance

Si (X})iez est un processus tel que :VarX; < oo,Vt € T C Z,

alors la fonction d’autocovaritance 7y de (X;)icz est définie par :

7X(T7 S) = COU(XT7XS) = E<Xr - E(Xr))(Xs - E(Xs)) TS € T.

Stationnarité

La propriété de stationnarité suppose que le processus stochastique fluc-
tue autour d’'une valeur moyenne constante.

1. Stationnarité du second ordre :
La série temporelle (X;);c est dite stationnaire du second ordre si :

DE| X > < oo, VtEZ
i) E(X:) = m, Vt € Z (la moyenne ne dépend pas du temps t)
i)y (r,s) =vx(s+t,r+1), YVt € Z.



Il serait alors convenable de redéfinir une fonction d’autocovariance
d’un processus stationnaire du second ordre comme une fonction d’une
seule variable :

Yx(h) =vx(h,0) = Cov(Xyyn, Xy), Vt,h € Z.

2. Stationnarité au sens stricte :
La série temporelle (X;)icz est dite strictement stationnaire si les dis-

tributions de ( Xy, X4y, ..., Xy, ) et (Xyyon, Xiginy ooy Xg,+n) sont les
mémes pour tout entier h pour tout tq,to,...,t, € Z

Inversibilité

Un processus ARMA(p, q) est dit inversible s’il existe une suite de coeffi-
cients (;) tels que Y72 |m;] < oo et :

+o0o
e=>» mX,; t=0.+1, ..
7=0

Densité spectrale

La densité spectrale d’un processus stationnaire est définie par :

L S
f()\):%kz_ ey —m <A<, (1.1)

ol v est la fonction d’autocovariance qui doit étre absolument sommable.

1.1.2 Les modéles linéaires généraux

Une question importante & laquelle on essaye de répondre par les modeéles
statistiques est la suivante : comment peut une quantité y étre expliqué par
un certain nombre des autres quantités xq,xs, ..., z, 7. Peut étre le modéle
le plus simple qui est employé pour répondre a cette question est le modeéle
linéaire :

y =By + P11+ Boxa + ... + B, + €,

ou By, B4, ..., 3, sont des constantes et ¢ est un terme d’erreur qui explique
les incertitudes.
On définit deux formes équivalentes de processus linéaires :



1. On décrit un modéle stochastique linéaire général qui suppose une série
chronologique pour étre produit par une agrégation linéaire des chocs
aléatoires :

X, =¢e,+ 061 +gepo+ ...

“+o0o
Xt = &t + ije’ft,j, (12)
j=1

ol Xt = X; — p la déviation du processus X; de sa moyenne et ¢
est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o2. Dans la re-
présentation (1.2) de X, , pour un processus stationnaire valide, il est
nécessaire que les coefficients 1); soient absolument sommables c’est-a-

. . —+o00
dire :p ;- W]‘ < 00

2. L’expression de X; est une régression multiple de sa valeur courante
sur ses valeurs passées X;_1, Xy o, Xy _3,.... :

Xt = 7T1Xt,1 + 7T2Xt,2 + 7T3Xt,3 + ... (13)

La relation entre les coefficients 1) et 7 est obtenue en utilisant ’opérateur
retard B défini par :

BX;,=X,, e BX,=X,;
Par exemple : nous considérons le modele
Xt =&t — 9€t,1 = (1 — HB)S,:,

avec 1 = —0,v, = 0 pour j > 1.
Si on décrit £; en terme de X; on obtient

(1 — 93)71)275 = &
et pour |f| < 1,on aura
(1+0B+0*B>+0°B*+ .)X, = ¢

d’ou 3 3 } 3
Xt = —QXt_l — 92Xt_2 — 93Xt_3 + &t

alors pour ce modeéle 7; = —6”.
En général, la représentation (1.2) sera écrite comme suit :

10



+o00
Xp= (14> ¢;B)e = U(B)z,

=1

ou

+oo
U(B)=1+> ;B
j=1
Similairement, la représentation (1.3) sera :
+00 o N
(1= mB)X, =1(B)X, ==,
j=1

ou

+oo
I(B)=1-Y mB.
j=1

Apres avoir multiplié les deux membres de (1.5) par ¥(B) on obtient :

Fonction d’autocovariance d’un processus linéaire

(1.4)

(1.5)

La fonction d’autocovariance du processus linéaire représentée par (1.2)

est donnée par :

+oo
2
T = Oe Z#’ﬁbﬂk
j=o

Pour £ = 0 on aura sa variance :

“+o0
_ 2 2
Yo = O¢ § @bj-
j=o

(1.6)

(1.7)

La condition de stationnarité dont les coefficients 1), sont absolument som-

mables implique que le processus a une variance finie.

Une autre facon pour obtenir les autocovariances d’un processus linéaire est

la fonction génératrice d’autocovariance :

11



G =3 vt (18)

k=—0o0
dans laquelle la variance ~y, du processus est le coefficient de 2° =1 | et v,
sont les coefficients de z et 27 (car v, =v_, ).

Conditions de stationnarité pour un processus linéaire

La convergence de la série (1.7) assure que le processus a une variance
finie. Pour le processus linéaire (1.2) les conditions de stationnarités peuvent
étre garanties par la condition :

—+00
> Iyl < oo,
§=0

Conditions d’inversibilité pour un processus linéaire

L’inversibilité est indépendante de la stationnarité et elle est aussi appli-
cable pour les modéles linéaires non-stationnaires.
En général, le processus linéaire (1.2) est inversible §'il existe une suite de
constantes (7;);>o, telles que :

+oo
D Imyl < o0
=0

et

&t = E 7T]'Xt_j.

Jj=0

Spectre d’un processus linéaire

Si on remplace z dans la fonction génératrice d’autocovariance par e~#2™
on obtient le spectre d'un processus linéaire :
f()\) — 2052\11(6_i27r)\>\11<6i27r>\)
, 1
f(\) =20 2|T(e™®™))2  0< A< 3 (1.9)

ou

+oo
U(z) =1+ Z@bjzj.
j=1

12



1.1.3 Les modéles autorégressifs et moyennes mobiles

Les représentations (1.2) et (1.3) du processus linéaire général ne sont pas
treés applicables dans la pratique car elles contiennent un nombre infini de
parametres.

Une classe importante de modeéles stochastiques utilisées pour décrire les
séries chronologiques est la classe des modeéles ARMA (p, q).

Les modéles autorégressifs d’ordre p ou AR(p)

On considere le cas particulier de la représentation (1.3), dans laquelle les
p premiers coefficients seulement sont non nuls :

X, = ¢1Xt71 + ¢2Xt72 + ...+ %thp + &
(1—¢,B— ¢zB2 e T %Bp)Xt =&t
d(B)X, = &, (1.10)

avec

O(z)=1- Zp:gbjzj.
j=1

— Stationnarité des processus AR(p)
L’ensemble des parametres ¢, ¢s, ..., ¢, d’'un processus AR(p) doit sa-
tisfaire certaines conditions pour que le processus soit stationnaire :

CI)(B)Xt = &¢

donc )
X, = 7 (B)e,.

On obtient
®(B)=(1-GB)(1 -G2B)...(1 - G,B),

ot Gi 7, Gyt G, sont les racines de ®(z) = 0.

- Ld K.
X, =0 (B =) ——
t ( )= izll_GiB&,
avec
p
o(B) = [J(1-G:B).
=1



Si U(B) = ®(B) est une série convergente c’est-a-dire : les coeffi-
cients ¢, = > | K;G;/ sont absolument sommables alors AR(p) re-
présente un processus stationnaire donc on doit avoir |G;| < 1, pour
1 =1,2,...,p. On peut alors exprimer la condition de stationnarité que :
®(z) n’ait pas de zéros dans le disque unité.

— Pour l'inversibilité aucune condition car le processus AR(p) est toujours
inversible.

Les modéles moyennes mobiles d’ordre ¢ ou MA(q)

On considére de (1.2) ot nous avons une infinité de parameétres que les g
premiers coefficients seulement sont non nuls :

Xt =& — 915,5_1 — 92575_2 — . qut—q

ou encore

X, = O(B)gy, (1.11)

avec .
O(z)=1- Zﬁjzj.
j=1

— Inversibilité des processus MA(q) : Les coefficients 64,65, ...,6,
doivent satisfaire certaines conditions pour que le processus MA(q) soit

inversible :
X, = O(B)s
donc .
0 YB)X, = ¢
Si

o(B) = [[(1 - HB).

i=1

o Hy ', Hy ', ..., H, ! sont les racines de I’équation ©(z) = 0.

On obtient :
I(B)=0"'B)=) ———.
B)=0"(B) =
La série TI(B) converge si les coefficients m; = —>"9_ M;H;’ sont ab-

solument sommables donc le processus MA(q) est inversible si |H;| < 1
pour i = 1,2, ..., q c’est-a-dire : ©(z) n’ait pas de zéros dans le disque
uniteé.

— Pour la stationnarité aucune condition car le processus MA(q) est tou-
jours stationnaire.
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Les modéles mixtes autorégressifs moyennes mobiles d’ordre (p,q)
ou ARMA(p, q)

Pour permettre une meilleure flexibilité dans ’ajustement des séries chro-
nologiques, il est souvent utile de combiner les formes autorégressives et
moyennes mobiles. Ceci nous améne a définir les modeéles mixtes autoré-
gressifs moyennes mobiles d’ordre (p, ¢), notés ARMA(p, q), vérifiant

Xt - ¢1Xt_1 + ¢2Xt_2 + ...+ ¢pXt—p +& — ngt—l — 92515—2 — . qut—q‘

On peut écrire encore :

®(B)X, = O(B)s,, (1.12)

avec

D(z)=1- Xp: ¢,7’
j=1

q
O(z)=1- Zszj.
j=1

Notons que X; = X;—p ot u = E(X,) alors le processus ARMA (p, q) général
peut étre défini par :
@(B)Xt = 90 + @(B)Et,

ot flg=(1— ¢y — Py — ... — ¢p)ﬂ'

— Conditions de stationnarité et d’inversibilité des processus
ARMA Les conditions de stationnarité et d’inversibilité du modele
mixte ARMA se déduisent de celles des AR(p) et MA(q) ot on a :
Processus ARMA(p, q) stationnaire : si ®(z) n’ait pas de zéros dans le
disque unité.

Processus ARMA (p, ¢) inversible : si ©(z) n’ait pas de zéros dans le
disque unité.
avec ®(z) et ©(z) n’aient pas de zéros communs.

— Spectre des processus ARMA(p, q) : La densité spectrale d’un pro-

cessus ARMA (p, q) est définie par :

o |O(e 2

fA) =20."——=
( ) |(I)(e—7,27r)\)|2

0< A< (1.13)

| —

1.1.4 Les modéles ARMA intégrés ou ARIMA(p,d,q)

Certaines séries chronologiques rencontrées dans la pratique, surtout dans
les domaines d’industrie et d’économie, présentent des comportements non
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stationnaires. Généralement ces séries n’admettent pas de moyenne fixe.
Néanmoins, elles se caractérisent par un comportement homogene. En d’autres
termes, bien que le niveau moyen autour duquel la série fluctue change d’une
période a ’autre, la série chronologique garde la méme allure générale moyen-
nant de temps et d’échelle. Ce genre de comportement peut étre représenté
par un opérateur généralisé ®*(B) qui, considéré comme polynéme dans B ,
admet une ou plusieurs racines sur le cercle unité. Ce type d’oéprateur peut
s’écrire sous la forme :

®*(B) = ®(B)(1 - B)",

ou ®(B) est un opérateur autorgéréssif stationnaire et d un entier positif.

1.1.5 Les modéles FARIMA (p, d, q)

Le modeéle général pour représenter des séries chronologiques stationnaires
ou non stationnaires & comportement homogene peut étre présenté sous la
forme suivante :

d*(B)X, = ®(B)(1 — B)’X, = ©(B)e,. (1.14)

Ce modeéle est alors appelé modele autoregréssif moyenne mobile fraction-
naire intégré (AutoRegressive Fractionally Integrated Moving Average)
ou modele FARIMA (p, d, ). Un modeéle fractionnaire intégré a pour caracté-
ristique une dépendance entre des observations éloignées.

— Remarque

L’expression (1.14) peut s’écrire sous la forme suivante :

®(B)Y; = ©(B)ey, (1.15)
ou 3
}/t - VdXt.
Ainsi dans l'expression (1.15), ®(B) est un opérateur autoregréssif station-
naire, donc le processus Y; est un processus stationnaire.

Stationnarité des modéles FARIMA (p, d, q)

11 s’agit d’obtenir les conditions sur d pour qu’un processus FARIMA (p, d, q)
soit stationnaire, et pour cela il suffit d’étudier le comportement d’un pro-
cessus FARIMA d’ordre (0, d, 0) qui s’appelle "bruit fractionnaire intégré" et
qui satisfait la relation :

(1-B)¥X, =¢,. (1.16)
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L’expression (1.16) est équivalente a :

X, = (1—B) %%, (1.17)

Le développement dans S érie de (1 — B)~? est donné par :

R (=d)(=d—1)..(~d—j+1)

(1-B)™= > - (—BY
(1-B) = io: (d)(d + 1>-;!(d+j U py
Notons i
% =(d)(d+1)..(d+j—1),

avec I'(n) = (n — 1)\
L’expression (1.17) peut étre représentée sous la forme :

Xi =) b (1.18)

et i
- D(d+))
T (@G +1)

Le comportement asymptotique des coefficients (a;) se déduit directement
de la formule de Sheppard :

P(.] + (l) -a—b

m ~ ] S1 Jj — 00
alors
‘d—1 . '
bj ~ T(d) si j — 00
d’ou
, g2 . .
bj” ~ W 51 Jj — o0.

La suite des b; est de carré sommable si et seulement si :
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1
2d—2<—1<:>d<§.

Donc on déduit qu'un processus FARIMA (p, d, q) est stationnaire si et seule-
mentsi0<d<%.

1.1.6 Les modéles a longue mémoire

Les processus ARMA s’appellent souvent les processus a courte mémoire
parce que leurs covariances décroient rapidement. D’autre part, un proces-
sus & longue mémoire est caractérisé par la propriété suivante : la fonction
d’autocovariance décroit plus lentement c’est-a-dire : n’est pas absolument
sommable

+oo

S )] = oo

k=—o0

Ils sont appelés ainsi dans R aison de la corrélation forte entre les observa-
tions largement séparées dans le temps. Ils permettent donc d’identifier les
phénomeénes de persistance. Les modeles de séries chronologiques a longue
mémoire ont attirés beaucoup d’attention récemment car ces processus mo-
délisent une grande variété de phénomeénes et il y a maintenant une réalisation
croissante que les caractéristiques de possession de longue mémoire de séries
chronologiques surgissent dans des domaines aussi divers que des sciences
économiques, géophysique ... etc.
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Chapitre 2
Prévision

2.1 Introduction

Pour prévoir les valeurs futures d’une série d’observations donnée, on
doit choisir un modele approprié pour ’adapter. Pour que ce procédé soit
significatif il doit étre au moins plausible que les données soient dans F ait
une réalisation d’un processus ARMA stationnaire, alors il est parfois néces-
saire de faire une transformation afin de produire une nouvelle série qui est
plus compatible avec la stationnarité d’un processus, on a par exemple, la
transformation logarithmique qui est utilisée pour les séries dont I’écart type
augmente linéairement avec la moyenne. Aprés avoir transformé les données,
il devient nécessaire également d’identifier des valeurs appropriées pour les
parametres p et . Il pourrait étre évident a premiére vue que plus les valeurs
de p et ¢ choisis sont élevées plus le modéle adapté sera meilleur, mais pour
obtenir le modéle ARMA le plus satisfaisant on doit minimiser certaines va-
leurs, par exemple, pour un processus autorégressif pur le modeéle choisi est
celui qui réduit au minimum la valeur FPE ( final prediction error)
ou
a2+ p

n—p
avec 62 est Pestimateur de maximum de vraisemblance de o2. On a encore
d’autres valeurs ou critéres comme le BIC,I’AIC et ’AICC.
Une partie essentielle du procédé doit examiner les résidus, si le modeéle est
satisfaisant, ont ’aspect d’une réalisation d’un bruit blanc.

FPE =0

Dans ce chapitre nous étudions des méthodes de prévision pour les processus
a longue mémoire. Ils sont supposés stationnaires du second ordre, linéaires et
inversibles. Nous supposons tout d’abord que 1’on connait la loi du processus
mais que l’on ne dispose que d’un nombre fini d’observations pour prédire.
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Nous présentons deux méthodes de prédiction linéaire des séries chronolo-
giques a longue mémoire. La premiére méthode consiste a tronquer le pré-
dicteur de Wienner-Kolmogorov en limitant les observations, c’est-a-dire que
nous n’utilisons que les k dérniéres observations, qui sont les seules valeurs
disponible dans la pratique. Dans la seconde méthode, nous proposons le
prédicteur construit par projection sur le passé fini observé.

Soit (X}, )nez un processus stationnaire (faiblement) a temps discret de moyenne
nulle et v sa fonction d’autocovariance. Nous supposons que le processus
(Xn)nez est un processus a longue mémoire c’est-a-dire :

Y (k) = co.

k=—o00

Le processus (X, ),cz admet une représentation moyenne mobile infinie comme
suit :

+oco
Xn = ijgnij (21)
7=0

ol (&,)nez est un processus de bruit blanc composé des variables aléatoires
non-corrélées, chacune de moyenne zéro et de variance o2 et (b;);en est une
suite de coefficients qui sont de carrés sommables. Nous supposerons plus
loin que (X,,)nez admet une représentation autorégressive infinie :

“+oo
En = Z ann,j, (22)
7=0

ot les (a;)jen sont absolument sommables. Nous supposons également que
(a;)jen et (bj)jen, donnés respectivement par (2.2) et (2.1), satisfont les
conditions suivantes Vo > 0 :

lay] < Cyji1 (2.3)
[bj] < Coj® ™+, (2.4)
ot C; et Cy sont des constantes et d un parameétre vérifiant d €]0,1/2].
Par exemple, le processus FARIMA (X,,),ecz, les processus & longue mémoire

les plus étudiées, est la solution stationnaire de I’équation :

®(B)(1 - B)*X, = O(B)e, (2.5)
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ol (£,)nez est un processus de bruit blanc de moyenne zéro. Les coefficients
vérifient

|a;| ~ Cyj~"! (2.6)
[bj] ~ Coj*™! (2.7)

et ainsi pris de (2.3) et (2.4). Plus généralement, les conditions (2.3) et (2.4)
sont vérifiées quand les coefficients sont de la forme :

ja | ~ L(j); =" (2.8)

;] ~ L' ()57, (2.9)
ou L et L' sont des fonctions & variation lente. Une fonction positive L est
une fonction a variation lente dans le sens de Zygmund (1986) (voir [39]) si,
pour § > 0,z — 272 L(z) croit et & — 2°L(z) décroit.

La condition (2.4) implique que la fonction d’autocovariance v du processus
(Xpn)nez vérifie :

V8 > 0,305 € R, |7(j)| < Caj? 1+, (2.10)

En effet,
pour 0 < 1—2d :

+oo
v(k) = Z bjbj 4k
j=0

+oo
[y (k)| < Z |0;;4| + [bobg|

j=1
+oo
S C;Zjd—l—HS/Q(k +j>d—1+5/2 + ’b()bk|
j=1
+o0
< 022k2d—1+5/ jd—1+6/2(1 +j)d—1+5/2dj +02]{?d_1+5/2
1

(2.8) et (2.9) définissent encore une classe de processus a longue mémoire.
En effet, Inoue (1997) (voir [25]) a montré que (2.9) implique que :

V() ~ L ()AL - 2d, d),
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ou [ est la fonction béta. Noter que I'inverse n’est pas vrai, plus de conditions
sur la série (b;)jen sont nécessaires afin d’obtenir un équivalent asymptotique
pour (7;)jez (voir Inoue (2000) [26]).

2.2 Prévision de Wiener-Kolmogorov

2.2.1 Prédiction d’un pas

Le but de la présente partie est de calculer la meilleur prédiction linéaire
en une étape (avec la distance minimum de moyenne quadratique avec la vraie
variable aléatoire) sachant tout le passé {Xji1_;,j < 1}. Notre prédicteur
est donc une combinaison linéaire infinie du passé

+o0
Xi(1) = > A Xey,
=0
ot (A(j))jen sont choisis de telle sorte que 'erreur moyenne quadratique de
prévision :

E[(Xi(1) = Xp1)’]

soit minimum. dans R aison de la représentation moyenne mobile de (X,,)nen,
nous pouvons récrire notre prédicteur Xy (1) comme suit :

+oo
Xi(1) =Y o()er,
j=0
ot (¢(j))jen sont fonction des (A(j))jen et des (a;);en définis en (2.2).

Erreur moyenne quadratique

De la représentation moyenne mobile infinie de (X,,),cny donnée en (2.1),
nous pouvons réécrire l’erreur moyenne quadratique de la prédiction comme
suit :

E[(Xy(1) = Xp1)?] = E (Z (j)en—s — Zb(j)5k+l—j)

. 2
= FE <5k+1 - Z(¢(]) —b(j +1))ek—;

J=0
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= (1 + Z(bj+1 - ¢(]))2) Ugv

puisque les variables aléatoires (e,,),cz sont non-corrélées et de variance o2.
La plus petite erreur moyenne quadratique de la prédiction est obtenue dans
R emplagant les ¢(j) par b;+; pour tout j > 0.

La plus petite erreur de prévision de (X,,),ez est 02 dans la classe des pré-
dicteurs linéaires. En outre, si

—+o00
A(z) = Z a;2,
=0
représente le polynome caractéristique de (a(j));en €t
+oo
B(z) = Z bz,
=0

celui de (b(j));en, alors de l'identité, A(z) = B(z)"!,|z| < 1, nous pouvons
écrire :

“+oo
Xi(1) = =) a;Xpp1j (2.11)
j=1

2.2.2 Prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué

Dans la pratique, nous connaissons seulement un sous-ensemble fini du
passé, celui que nous avons observé. Ainsi le prédicteur devrait seulement
dépendre des observations. Supposons que nous connaissons seulement 1’en-
semble {X7, Xs,..., X}} et que nous remplagons les valeurs inconnues par
zéro, alors nous avons le nouveau prédicteur suivant :

k
Xi(1) = =) a;Xpp1g (2.12)
j=1

Il est équivalent a dire que nous avons tronqué la série infinie (2.11) aux li-
mites de k. La proposition suivante nous fournit les propriétés asymptotiques
de 'erreur moyenne quadratique de prévision dans F onction de k.
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Erreur moynne quadratique quand le prédicteur est tronqué

Proposition 1 Soit (X,,)nez un processus linéaire stationnaire défini
par (2.1), (2.2) et vérifiant les conditions (2.3) et (2.4). Nous pouvons
approcher I erreur moyenne quadratique de prévision de X (1) par :

V8 > 0, E[(Xjpi1 — X}(1))%] = 02 + O(k~1F).
Notons que l'erreur de prévision est la somme de o2, 'erreur du modéle
de Wiener-Kolmogorov et l erreur due & la troncature & k termes qui est

de l'ordre O(k=%) pour tout 6§ > 0.

Preuve. On a

Xt — X4(1)
= X — K1) + Xu(1) - Xp()

+oo +o0 +o0 k
= E bicki1—j — E b1 — E ;X1 + E a;j Xki1-j
=0 =0 =1 =1
“+o0

= Ek+1 — Z ank+l—j- (213)

j=k+1

Les deux parties de la somme (2.13) sont orthogonales pour le produit scalaire
lié¢ & la norme de moyenne quadratique. Donc

+o0o 400
E[(Xps1 — lec(l))Q] = 0? + Z Z ajan(l —J)-
j=k+11=k+1

Si on note 4; = E[(Xj41 — X,fc(l))ﬂ on aura :

+o0 “+o0o
r—ol= Y > aar(-j) (2.14)
j=k+11=k+1

Pour le second membre nous avons :

“+o0o +oo
> D aan(l—J)
Jj=k+11=k+1
+o0o +o0 +0oo
= 23 4 > anl—j)+ Y aly(0)
j=k+1 I=j+1 I=k+1
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“+o00

+o00 —+o00 —+o00
<2 > asllagallyM+ D av(0) +2 Y fal D fallv( =)l

j=k+1 I=k+1 Jj=k+1 l=j+2

Pour tout ¢ > 0 des inégalités (2.3) et (2.10), il s’ensuit que :

+oo 400
Y gan(-j)
j=k+11=k+1
+o0 +oo
< CiCs (2 STy Y (j—d—1+5)2> (2.15)
Jj=k+1 Jj=k+1
+oo +oo
+201203 Z j_d_l‘HS Z l—d—1+6|l _j|2d—1+5 (216)
j=k+1 l=j+2

Supposons maintenant que 6 < 1/2 — d pour le terme (2.15), puisque j —
GTIH9(5 4+ 1)79 19 est une fonction positive et décroissante sur R+, nous

avons les approximations suivantes

+oo “+oo
201203 Z j—d—1+5(j+1)—d—1+5 ~ 201203/ j—d—1+5(j+1)—d—1+5dj
Jj=k+1 k
201203 —2d—1+426

1+2d—26
Puisque la fonction j —— (j~971*9)2 est aussi positive et décroissante, nous

pouvons établir d’'une maniére semblable que

o0

01203 Z (j—d—1+6)2 ~ 01203/ (j—d—1+5)2dj
j=k+1 k
CiCs —2d—1+25
1+2d—26

Pour la double série infinie (2.16), nous pouvons comparer la série avec une
intégrale.

Dans le prochain Lemme, nous établissons le résultat nécessaire pour cette
comparaison

Lemme 1 Soient g la fonction (1,j) s j7971H0[~d=140|] _ 5]2d=140 of 4y
et n deux entiers positifs. Supposons que d < 1 — 2d et m > 6‘5;2%__11 pour
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t(;ut J €]0, 6%:;212[. On pose Appm = [n,n+1] X [mym+1]. Sin >m+1
alors :

/ g(l,7)djdl > g(n +1,m).
An,m

Preuve. (voir Godet (2007b) [20]). o

Supposons maintenant que ¢ < 1 — 2d. Grace au Lemme précédent et les
équivalents asymptotiques de (2.15), il existe K € N tel que si k > K , on a

+oo  +oo +oo +o0
Z Z aja/l’}/(l . j) < C j—d—1+5 |:/ l—d—1+5(l . j)Zd—1+§dl dj
j=k+11=k+1 k+1 J

+O(k_2d_1_26).

En utilisant la substitution jI’ = [ dans I'intégrale, on obtient :

too  +oo 400 400
S wan(i— )| < C’/ j2+35/ [ ()21 g g
=kt 1 1=k+1 k+1 !

+O(l{3_2d_1).
Puisque si 6 < (1 —d)/2,
+o0
/ l*d*lJr(S(l . 1)2d71+6dl < 00,
1

il s’ensuit que

S O(k71+36)_‘_0<k72d71)

) aqan(i-))

j=k+11=k+1

< O(k~1+%). (2.17)

Noter que si I’égalité est vraie avec les conditions § > 0,0 < 1 — 2d et
d < (1—d)/2, elle est également vraie pour n’importe quel § > 0. Ceci conclut
la preuve. °

Nous allons maintenant montrer qu’il existe des processus a longue mé-
moire dont I'erreur de prédiction est asymptotiquement de I'ordre O(k™1).
Lorsque nous précisions la forme des coefficients autorégressifs et la fonction
d’autocovariance, on obtient un équivalent de I’erreur moyenne quadratique
de prédiction.
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Propositon 2 Soit (X, )nez un processus linéaire stationnaire définie
par (2.1), (2.2) et vérifiant (2.8). Supposons que les coef ficients (a;)jen~
sont de signe constant. Nous supposons également que la fonction d autoc-
ovariance 7y du processus (X, )nez vérifie :

)~ L)

avec L' une fonction variant lentement et que la fonction ~y est d un signe
constant. Puis O(k™') est optimal c'est-a-dire : nous avons I équivalence
asymptotique suivante :

. 2
E ([Xkﬂ — X,’C(l)] > =02+ L"(k)k™' +o(k™") quand k — +oo  (2.18)
ot L" une fonction variant lentement.

Preuve. Dans ce cas particulier, on peut estimer I’erreur de prédiction plus
précisément pour grand k :

+oo 400
Z Z ajary(l — j)
j=k+11=k+1
—+o00 —+o0 “+o00
= 2> a| > lally(t =) Y a3y (0)
j=k+1 I=k+1 j=k+1
—+o0 —+o00 k:deflLZ(k,)
= A / =D = D2 = Pdld + ——2
L) [ e+ S
+0 (k24°1)
e e L(lj) L'l -1))
2720 NT/( —d—1 2d—1 .
~ ijL]/ l SASCAAY | 2 dldj
/k+1 L) 1/j+1 L(])( ) L'(5)
L2(k)L'(k)T(1 — d)['(2d)
~ k7! . 2.1
T(1+d) (2.19)

Exemple 1 Supposons maintenant que (X,,)ncz est un bruit fractionnaire
intégré, qui est la solution stationnaire de

X, =(1-DB)"%, (2.20)
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avec B lopérateur retard, (g,,)ncz est un processus de bruit blanc et d €
10,1/2[ (voir par exemple Brockwell et Davis (1991) [14]). On peut calculer
les coefficients pour obtenir

L' —d
LG+ DI (=d)

V) >0, a; = <0

et
d—1
I'(—d)

Nous pouvons également calculer la fonction d’autocovariance :

a; ~ quand j — 400.

. o (—1)T(1 — 2d) 2
Vi>0, v(Jj) = T(j—d+ 1)F(1—j—d)0€ =Y
et
2d—1
) J F(l - 2d) 2 1
W)~ Fgra = - wand J = toe.

Dans ce cas particulier, on peut estimer ’erreur de prévision plus précisement
et donner I'expression explicite de L” défini en (2.18) :

“+o00 +oo
. ['(1 - 2d)T'(2d)o? .
> D wan(l—j)~ 5 Oe - (2.21)
j=k+11=k+1 D(=d)?T(d)T'(1 + d)
Puisque dans ce cas les fonctions L et L' sont constantes et égales respecti-
vement a F(_ y et ((1 ?ff) 3

Dans le cas spécifique du bruit fractionnaire intégré, nous pouvons écrire
I’erreur de prédiction comme suit

. 2
E <[Xk+1 . X,;(1)] ) = 0%+ C(d)k™! + o(k™Y)
et nous pouvons exprimer C'(d) dans F onction de d :
['(1—2d)T'(2d)o?
L(=d)2T(d)T'(1+d)

Il est facile de démontrer que C(d) — +o0o quand d — 1/2 et nous pouvons
écrire I’équivalent asymptotique de C(d) quand d — 1/2 :

O(d) = (2.22)

2
O¢

(1—2d)0(—1/2)°0(1/2)0(3/2)

C(d) ~ (2.23)
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Quand d — 0, C(d) — 0 et nous avons 1’équivalence suivante quand d — 0 :

C(d) ~ od*.

Apres ces résultats sur le prédicteur tronqué de Wiener-Kolmogorov, nous
proposons un autre prédicteur. Au lieu de la troncature de la série qui définit
le prédicteur de Wiener-Kolmogorov a k termes, il est plus efficace de proje-
ter directement sur les observations afin de réduire au minimum ’erreur de
prédiction. Nous étudions cette méthode dans la section suivante.

2.3 Meéthode de projection

Dans cette section, nous étudions les propriétés asymptotiques de ’erreur
moyenne quadratique de prédiction quand nous projetons la variable aléatoire
Xju1 sur Pespace fermé engendré par le sous-ensemble { X7, ..., X;}. Adapter
un processus autorégressif d’ordre k est équivalent a la projection sur le sous
espace fermé engendré par { X7, ..., X;}.

2.3.1 Définition du prédicteur

Considérons le processus (X, )ncz & longue mémoire vérifiant les hypo-
theses (2.1),(2.2),(2.3) et (2.4). On définit le prédicteur comme étant la
projection tracant sur le sous espace fermé de ’espace de Hilbert engen-
dré par {Xi,...,X;} de lespace de L*(2, F, P) muni du produit scalaire
< X,Y >= E(XY). Alors le prédicteur peut étre écrit comme suit

~
~

Xk(l) == —alkak — ... ak7kX1.

Les coefficients (—a; ;)1<i<x de la projection vérifient les équations, qui s’ap-
pellent les équations de Yule-Walker d’ordre & :

k
Vi=TFk Y a(i—j) =70 (2.24)
=1

L’erreur moyenne quadratique de prédiction est :

- 00 k 2
E[(Xpp — Xx(1)))) =02+ E <— > X+ @j,kaHj)
i=1 j=1

(2.25)
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2.3.2 Evaluation de ’erreur moyenne de prédiction

Dans le prochain théoréme nous dérivons une expression asymptotique
pour I'erreur de prévision en p rojetant sur le passé fini :

Théoréme 1 Soit (X,,),ez un processus stationnaire linéaire dé fini par
(2.1), (2.2) et vérifiant les conditions (2.3) et (2.4). Alors I erreur moyenne

quadratique de prédiction de X k(1) est donnée par

E[(Xi — Xp(1)2] =02 =0k k — +o0. (2.26)

1l existe des processus a longue mémoire tels que :

Bl(Xp1 — Xp(1)) = 02~ Ck™0 k= +o0,

ou C est une constante.

preuve. On pose 72 = E[(Xj11 — Xx(1))?]. Puisque la projection donne la
plus petite erreur de prédiction en utilisant £ observations , 'erreur utilisant
la troncature est plus grande et puisque la méthode de troncature implique
une erreur liée par O(k~'), nous obtenons (2.26). En conséquence nous devons
seulement montrer que O(k™!) est atteint. C’est le cas pour les processus
fractionnaires intégrés. Nous voulons exprimer l'erreur due a la projection en
termes d’erreur de troncature de Wiener-Kolmogorov. Par conséquent dans
le cas d'un processus fractionnaire intégré nous avons besoin de montrer
seulement que :

i —ot~ Ok

Maintenant, remplacons a;j, par 0 si j > k et développons (2.25)

i — 0
400 400

= Z Z a]k al — ahk)v(l — j) (2.27)
7=0 [=0
“+o00 “+o00

= Z(aj — ajk) Z ay(l—7) Zal k Z —ajr)y(l —7)(2.28)
j=0 1=0

Nous étudions d’abord le premier terme de la somme (2.28). Pour tout j > 0,
nous avons Y ;% ary(l —j) =0 :
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+oo
En = § a'an—l
=0

+o0
anjgn: E aanlenfj
=0

—+00

E(Xojen) = S an(l - )

=0

comme ¢, est orthogonal a X,,_; pour j > 0. Nous pouvons réécrire ainsi le
premier terme de (2.28) :

“+oo “+o00 +o0
Y a—ain) Y ay(l—j) = (a0 —aox) > a(l)
=0 1=0 1=0

car ap = ag = 1 selon la définition. Apres nous étudions le second terme de
la somme dans (2.28). Nous avons :

k +o00 k k
Z aik Z(Gj —a;p)y(l—J) = Z(al,k — ) Z(aj —a; )Yl — )
=0 j=0 =1 P
k +o00
+> gk —a) Y ay(l—j) (2:29)
=1 j=k+1
k k
+> Y (a5 —az)y(l—j)  (2.30)
=0  j=1
k +o0
+Zal Z a;y(l =)
=0 j=kt1

De méme, nous réécrivons le terme (2.29) en employant les équations de

Yule-Walker :

k +oo k k
S Nak—a) > apy(l—j4) == (ak —a) D apy(l—j).
=1 j=k+1 =1 =0

Nous remarquons alors que (2.29) est égal a 1'opposé de (2.30). Par consé-
quent il s’ensuit que :
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k

k +oo k
S ak Y (a5 —ap)v(l =) =Y (ak —a) Y (a; — aje)y(l - j)
1=0 Jj=0 J=1

1=1
+oo
+2 Z(al,k —a) Y any(l—j)
= j=k+1
+Zal Z a;y(l —7) (2.31)

=0 j=k+1

D’une maniére semblable, nous pouvons réécrire le troisiéme terme de la
somme (2.31), en utilisant le Théoréme de Fubini et puis les équations de
Yule-Walker :

k

Za Za]”}/l—j Z Zajaml—j

=0 j=k+1 l=k+1 j=k+1

Ce dernier terme est donc égal a 'erreur de prédiction due a la troncature
(2.14). Afin de comparer lerreur de prédiction en tronquant le prédicteur
de Wiener-Kolmogorov et en p rojetant sur le passé fini pour un processus
fractionnaire intégré, nous avons besoin du signe de tous les composants de la
somme dans (2.31). Pour le bruit fractionnaire intégré, nous savons la formule
explicite pour a; et v(j)

. _ TG -=4d
Vi >0, aj_F(j+1)F(—d)<0
. 1)IT(1 —2d
Vi 20, 4() = = STUZ2D) oy

Tj—d+1)I(1—j—d) °

Afin d’obtenir le signe de (a;; — a;) nous utilisons la formule explicite donnée
dans Brockwell et Davis (1988) [13] et nous obtenons facilement que (a;x—a;)
est négatif pour tout [ = 1, k.

( ) T(k+ )1 — d)T(k —d — 1+ 1)
(+1 T(k— 1+ DI+ DI (—d)T(k —d + 1)
_ ( k+1Fw—d—l+U>

ar—arr =

k— 1+ Ok —d+1)

AJ;;;+D 1)>0, (2.32)
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puisque Vj € N*, a; < 0. Pour donner un équivalent asymptotique de ’erreur
de prédiction, nous utilisons la somme donnée en (2.31). Nous avons le signe
des trois termes : le premier est négatif, le second est positif et le dernier
est négatif. D’ailleurs, le troisieme terme est égal a 'erreur de prédiction
par troncature et nous avons montré que cette équivalence asymptotique
de 'ordre O(k™!). L’erreur de prédiction quand la projection converge plus
rapidement vers zéro que l'erreur par troncature seulement si le deuxiéme
terme est équivalent & Ck~!, avec C' une constante. Donc, nous recherchons
une borne pour (a; — a;) donnée par la formule explicite en (2.32) :

-1 m
o= e[ (52))

m=0 Tk

l

En utilisant 'inégalité suivante ;

Ve e R, 1+ x < exp(x),

-1 d
a—ay < —q <exp ( #) — 1)
m=0" &k

-1 1
: —“Ze”’P(d m)

D’aprés I'inégalité précédente, on a

on a

VAN
|
S
VR
o
&S
=

Z(Gz — ayx) Z (—a;)v( —J)
= X_:(az — k) Z (=a;)y(l = Jj) + (ax — ak, k) Z (—aj)v(k =)
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k—1 -1 1 —+00
< (—a)exp (dz m) Z (—a;)y(l = j)
-1 =0 j=k+1
k— 1 400
+(—ay)exp (d A m) > (=ap(k — ).
m=0 j=k+1

A mesure que la fonction x —— kﬁ;fm croit, nous pouvons borner les séries

par les intégrales.

Ainsi
Z( - al,wji(—am(z - )
. ’:_1<_al>e@~p (4 [ —5—im) ji(‘%”” )
Hagern (a [ i) ji(_%w - )

Cherchons maintenant une borne pour exp <d fok ﬁdm). Nous avons :

k 1
3

pour k assez grand. Par conséquent, il existe K tels que pour tout le &k > K :

k 400

Z(al - al,k) Z (‘%’)7(1 —J)
=1 j=k+1
k—1 kE—d 400

< (—ap)exp (dlin | ——— (—a;)y(l = j)
Yo (000 (1255)) 32 ot
—a BY (—a;) (0
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k—1 +o0
< C(l{? _ d)le_d_l(k? —d— l)_d Z j_d_l(j _ l)2d_1
=1 j=k+1
+Ck I g
< C 5 /1 l—d—l(l . l)fd /Jroojdl(j o 1)2d71dl dj
(k - d) 1/(k—d) 1

L Ok 291
< C'(k—d)y7 4 ok

Ainsi le terme positif a un ordre asymptotique plus petit que I'erreur de pré-
vision faite par troncature. C’est pourquoi nous avons prouvé que, dans le cas
particulier de processus fractionnaire intégrée, les deux erreurs de prédiction
sont équivalentes & Ck~! avec C' une constante. °

Les deux approches de prédiction & I’horizon 1, par troncature aux k
termes ou par la projection sur les £ dernieres observations ont par conséquent
une erreur de prédiction avec le méme ordre de convergence k~1. Ainsi il est
intéressant d’étudier comment la deuxiéme approche améliore la prédiction
et si 'amélioration est négligeable en ce qui concerne 'erreur de prédiction
due a la troncature. Ainsi, nous définissons la quantité suivante :

22 2\ (x2 _ 2
(k) = afg) (Z’“ %) (2.33)
Y — 02

qui est le rapport de la différence entre les deux erreurs de prévision (I’erreur
de prévision due a la troncature (2.14) et Perreur de prédiction due a la
projection (2.27)). Par (2.31), nous obtenons :

S (ae — ag) Yoy (a — )y (G — 1)+ 235 (a0 — a5) X, ary(G — 1)

Joh @ 32 e (G — 1)

r(k) =

Nous évaluons ce rapport dans le cas particulier d’un bruit fractionnaire
intégrée. La figure (2.1) montre que la prédiction par troncature subit une
perte plus grande de performance lorsque d — 1/2. L amélioration atteint 50
pour cent lorsque d > 0.3 et k > 20.

2.4 Prédiction a ’horizon h

Dans cette section, nous généralisons les deux méthodes de prévision a
I’horizon h et nous allons assayer d’obtenir leur comportement asymptotique
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Fi1G. 2.1 — Le rapport (k) défini en (2.33) , d €]0,1/2].

quand k£ — +00, mais aussi quand h — 4oc.

2.4.1 Prédicteur de Wiener-Kolmogorov

Puisque nous supposons que le processus (X,,),cz a une représentation
autorégressive (2.2) et une représentation moyenne mobile (2.1), le prédicteur
linéaire des moindres carrés, X k+h, de X, basé sur le passé infini (X, j < k)
est donné par :

+o0
Xi(h) = bieksn—
j=h

ou encore
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+oo
Xi(h) ==Y a;Xp(h—j) =Y a;Xpnj (2.34)
j=h

L’erreur moyenne quadratique correspondante & la prédiction est :

B(Xelh) — X)) = 02 37

(voir théoréeme 5.5.1 de Brockwell et Davis (1991) [14]). Quand ’horizon h
de prédiction tend vers l'infini, 'erreur moyenne quadratique de prédiction
converge vers o> E;’io b? qui est la variance du processus (X,,)ncz. Remar-
quons que l’erreur moyenne quadratique augmente plus lentement jusqu’a
7(0) plus précisément, si nous supposons que :

bj ~ jd_lL,(j),

ou L est une fonction qui varie lentement, nous pouvons exprimer le compor-
tement asymptotique de erreur de prédiction. Car j — L?(j) est également
une fonction qui varie lentement selon la définition de Zygmund (1986) (voir
[39]), alors b? ~ j2*"2L2(j) décroit. Le reste de la série et l'intégrale sont
alors équivalent et nous pouvons écrire :

7(0) = E[(Xx(h) = Xi4n)?] = 02 Z b; (2.35)
~ ZjdeZLQ(j)

+o00
~ / j?d—QLIQ (])d]
h
1

~ mh?dillza(h). (236)

2.4.2 Prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué

Dans la pratique, nous observons seulement un nombre fini d’échantillons.
Nous supposons maintenant que nous disposons seulement de & observations
(X1, ..., Xi). Nous définissons alors le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tron-
qué a I'horizon h d’ordre k par :
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h—1 k

Xp(h) == a;X{(h=3) = > an-14;Xes1-. (2.37)

j=1 j=1

Erreur moyenne quadratique

Nous décrivons maintenant le comportement asymptotique de l'erreur
moyenne quadratique du prédicteur défini en (2.37).
D’abord nous écrivons la différence entre la variable aléatoire de prédiction
et son prédicteur :

h—1 k
Xi(h) = Xpyn = — Z a; X (h —j) — Z Ah—14j Xk+1-j — Ek+h
=1 =
—+o00
+ > a;Xkin
=1
h—1
= —€pyn + Z aj(Xppn—j — Xp(h = J))
=1
+o00 k
+ Z aj Xpyn—j — Z ap—14j Xpt1-j
i=h =1
h—1 A
= —Ek+h T Z aj(Xpsn—j — Xi(h = 7))
=1
+o00 k
+ a1 Xps—j — > ano1e Xk
=1 =1
h—1 A
= —Ek+h T Z aj(Xpsn—j — Xi(h = 7))
=1
“+00
+ Z Ah—145 X k+1—j-
Jj=k+1

Nous utilisons le processus de I'induction sur h pour montrer que :

h—1
Xp(h) = Xpan == ( ) (—1)6“”({”””&0})%1%---ajh,) Ehh1

=0 \ji+je+..+jn=l
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—+o00
+ Z < Z (_1)Card({il7il¢07l>1})@]+11azz )Xk—f—l —j

j=k‘+1 i1+’i2+..,+ih=h71

pour h = 2, nous avons par exemple

+oo
X/(2) = Xpso = —(a0ks2 — mge1) + Y (=105 + aj1) Xy
j=k+1

Soit A(z) et B(z) tels que A(z) =1+ Z lajzl et B(z) =1+ Z%Ob 2.
Puisque nous avons A(z) = B(z)™!, nous obtenons les conditions suivantes
sur les coefficients :

b1 = —Q1
bg = —ag + CZ%
bs = —as + 2a1a9 — ai’
Ainsi nous obtenons :
+oco h—1
X p(h) — Xipyn = Zbl5k+h 1+ Z Z jpmbn—1-mXpy1-j (2.38)
j=k+1m=0

Puisque le processus (g,,)ncz est non corrélé, alors les deux termes de la
somme (2.38) sont orthogonales, nous pouvons réécrire ’erreur moyenne qua-
dratique :

E[(X}(h) — Xisn)?]

—+00

2
bio? + E ( > (Z Ajth1-m m) X,Mj) (2.39)

j=k+1

h—

=0

La premiére partie du membre droit de lerreur (2.39) est due a la méthode
de prévision et la deuxiéme est due a la troncature. Nous rapprochons main-
tenant le second terme de 'erreur en (2.39) en utilisant (2.3) et (2.4). Nous
obtenons la borne supérieure suivante : Vo > 0,

h—1 h—1
E Ajph—1-mbm| < E |@jth—1—mbm| + |boajth—1
m=0 m=1
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IN

h
C,C, / (j+h—m) oM 0gm - Cy(j 4 h) 74!
0

IN

1 . —d—1446
C1Coh~1+% / (% +1-— m> m*dm + Cy(j + h)
0

IN

1 1 1_— —d—1+6
Clc2h—1+25j—d—l+5/ (E + ]m> md—1+5dm + Ol(] + h)_d_l
0

1
< 0102hd+5j—d—1+6/ md—l+5dm+cl(j+h)—d—l
0

hd+6
< 01027j7d71+5- (2.40)

En utilisant la proposition 1, de la prédiction a ’horizon 1, on a la pro-
position suivante.

Proposition 3 Soit (X,,)nez un processus linéaire stationnaire défini
par (2.1), (2.2) et vérifiant les conditions (2.3) et (2.4). Alors, on a

h—1
VY6 > 0, B[(X}(h) — Xpen)?] = D _ bio? + O(h*Hk=119), (2.41)
=0

2.4.3 Prédicteur linéaire des moindres carrés

Le prédicteur des moindres carrés est défini comme projection sur le passé

fini (X1, ..., X). Soit )N(k(h) le prédicteur de Xjp. Il peut étre écrit comme
suit :

N k
Xi(h) = — Z Cj e Xkt1-j5
j=1

. e . .
ot le vecteur (c;)1<;j<x minimise ’erreur moyenne quadratique :

(;N(k(h) - Xk+h) 2] .

Ainsi, les coefficients (c;x)1<;<k satisfont la relation suivante :

E

(Gah<i<k = =5 (Vno145)1<k<is (2.42)

ou X, est la matrice d’autocovariance du vecteur (X1, ..., X}.), c’est-a-dire :
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yk=1) y(k=2) ... ~(0)

Par construction de X(h), 'erreur moyenne quadratique de prédiction est
inférieure a (0) pour tout k et h. Cependant, il peut étre intéressant de
chercher une condition sur k£ et h pour déterminer I’erreur de prédiction due
a la projection négligeable par rapport a Uinformation (2.35) donné par le
prédicteur de Wiener-Kolmogorov.
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Chapitre 3

Estimation des coefficients du
prédicteur tronqué

3.1 Introduction

La théorie de prévision de Wiener-Kolmogorov est I'une des méthodes les
plus populaires pour prévoir la série chronologique stationnaire comme pré-
sentée simultanément dans les travaux de Wiener (1949) [35] et Kolmogorov
(1941) [28] et aprés décrit dans Whittle (1983) [36]. Le principe est de réduire
au minimum ’erreur moyenne quadratique de la prédiction en projetant le
futur sur le passé infini. Dans la pratique il y a deux restrictions a ce prédic-
teur : nous n’avons jamais accés au passé infini et nous ne connaissons pas
avec précision la structure stochastique du processus. On propose souvent
deux méthodes de prédiction linéaire quand nous savons seulement un passé
fini de longueur k : la troncature de la série infinie dans la définition du pré-
dicteur de Wiener-Kolmogorov et la projection sur les données disponibles.
Quand la structure stochastique du processus est inconnue, nous devons éga-
lement estimer les coefficients de prédiction. Dans ce chapitre nous étudions
seulement le prédicteur tronqué de Wiener-Kolmogorov.

Dans le cas de courte mémoire, les erreurs additionnelles liées a la tron-
cature et ’estimation ont été largement trétées. Dune part, I’erreur de pré-
diction due a la troncature est calculée en Pourahmadi (1989) [30] pour des
processus avec une densité spectrale bornée et avec une borne inférieure stric-
tement positive. L’erreur moyenne quadratique de la prédiction décroit ex-
ponentiellement avec la longueur du passé connu. D’autre part, l’estimation
du modele a été étudiée dans Akaike (1970) [2] dans le cas des processus
autorégressifs finis et dans Bhansali (1977) [5] pour des processus avec une
densité spectrale satisfaisant une condition uniforme de Lipschitz. Ils ont tra-
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vaillé dans un contexte non paramétrique et ont proposé une approximation
de l'erreur moyenne quadratique de la prédiction. Ils ont également réduit
au minimum l'erreur de prédiction sous les conditions sur la longueur de la
série utilisée pour estimer les coefficients de prédiction.

Cependant les travaux mentionnés ci-dessus n’abordent pas le cas de
longue mémoire. Godet (2008) a estimé 'erreur moyenne quadratique de
prédiction due a la troncature pour les séries chronologiques a longue mé-
moire. Elle décroit seulement hyperboliquement rapidement quand % tend
vers 'infini. Dans un contexte semi-paramétrique, Hidalgo et Yajima (2002)
(voir [23]) ont montré que l'erreur moyenne quadratique de prédiction tron-
qué avec des coefficients estimés converge vers ’erreur moyenne quadratique
du prédicteur de Wiener-Kolmogorov mais ne donne pas l'ordre de grandeur
asymptotique.

Ici nous proposons un modeéle paramétrique pour les séries chronologiques
a longue mémoire et estimons les coefficients de prévision sur une réalisation
de longueur T'. Nous considérons l'effet de ’estimation sur I’erreur de prévi-
sion du prédicteur tronqué de Wiener-Kolmogorov. Nous estimons les coef-
ficients de prévision avec 'estimateur de Whittle (voir Fox et Taqqu (1986)
[16]). Sous la condition de simplification de laquelle les séries utilisées pour
I’estimation et les séries utilisées pour la prévision sont produit de deux pro-
cessus indépendants avec la méme structure stochastique. Nous proposons
une approximation de ’erreur moyenne quadratique de prévision quand le
nombre d’observations T estime les coefficients de prévision et le nombre
d’observations k utilisées dans le prédicteur réel, lorsque 7" et k tendent vers
I’infini.

3.2 Prédicteur tronqué de Wiener-Kolmogorov

3.2.1 Meéthode de prédiction

Soit (X, )nez un processus gaussien stationnaire a temps discret dans L2
de moyenne nulle et de fonction d’autocovariance . Nous supposons que
(X,)nez est un processus a longue mémoire c’est-a-dire :

+oo
Y hk)l=ce.

k=—o0

Nous supposons que le processus (X,,),cz admet une représentation moyenne
mobile infinie comme suit
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+o0
Xn = Z bjgn—ja (31)
j=0

ol (g,)nez est une série de bruit blanc faible,de moyennne nulle et de va-
riance o2. La suite (b;);jen est de carré sommable et by = 1.

Nous supposons dans se qui suit que (X,,),cz admet une représentation au-
torégressive infinie :

400
En =Y a;Xnj, (3.2)

=0
ol (a;)jen sont absolument sommables et ag = 1.
Puisque nous avons les représentations (3.1) et (3.2), nous pouvons em-
ployer la théorie classique de Wiener-Kolmogorov. Le prédicteur de Wiener-
Kolmogorov de X}, , noté X}VX(h), est le meilleur prédicteur linéaire dans
le sens des moindres carrés avec la connaissance du passé (X, —oo < j < k).
Puisque X}VX(h) est la projection de X}y sur le passé infini, nous pouvons
écrire X}VX(h) comme

“+00

X () =Y () Xy, (3.3)

Jj=1

ou ¢;(h) = — " 4 mbn_1_m (voir Whittle (1983) [36]). Dans le cas parti-
culier d’une prévision d’un pas (h = 1) 'expression de ¢;(1) est simplifiée et
nous prenons pour tout j € N, ¢;(1) = —a;. Dans la pratique, nous observons
seulement un nombre fini d’échantillon (X7, ..., Xj). La somme infinie définie
en (3.3) est tronquée a l'ordre k et nous avons le nouveau prédicteur suivant

Xi(h) = cj(h)Xpyay. (3.4)

7j=1

Nous étudions ensuite le comportement asymptotique de I’erreur moyenne
quadratique de la prévision qui est liée a I'estimation des coefficients de pré-
diction ¢;(h). La section 3.2.2 aborde le cas particulier h = 1. Nous géné-

ralisons alors notre résultat pour la prévision a I’horizon h dans la section
3.2.3.

44



3.2.2 Estimation des coefficients et de I’erreur moyenne
quadratique associées a la prédiction d’un pas

Sous les hypothéses de la section 3.2.1, nous estimons l’erreur moyenne
quadratique entre le prédicteur X (1) définie en (3.4) et le prédicteur X (1)
définie par

K
Xpp(1) ==Y ;X1

Jj=1

ol a; sont des estimateurs des a; calculés en utilisant une réalisation (Y;)1<;<r
de longueur T qui est indépendant du processus (X, ),cz mais posséde la
méme structure stochastique. Plus précisément, dans une approche para-
métrique, nous supposons que le processus (X, ),cz a une densité spectrale
f(.,0) qui appartient a une classe des fonctions paramétrées par 6.

Soit 0y la valeur vraie du parametre. Nous estimons les coefficients autoré-
gressifs (a;(0))1<j<k avec a; = a;(f7) ou fp est Iestimateur de Whittle de
6o. Nous définissons l'estimateur de Whittle (voir Fox et Taqqu (1986) [16]) :

A 1 i

07 = arg min {— fA, 9)_1IT()\)CZ>\} , (3.5)
6o |21 J_ .

ou It est le périodogramme

2

S e~ V)

I;(\ 3.6
) e (36)
En conséquence notre prédicteur est donné par
k A
Xri(1) = = a;(0r) Xe1-, (3.7)

j=1

ol O est défini en (3.5).

Quand le processus est une série chronologique gaussienne & longue mémoire
(voir Fox et Taqqu (1986) [16]), les conditions suffisantes de norme sur la
famille paramétrique des densités spectrales assurent convergence presque
stire de Pestimateur A7 vers le parameétre vrai #y. Celles-ci sont rappelées
ci-dessous. Nous définissons la famille paramétrique de la densité spectrale
Fo = {f(.,0),0 € © compact}. Si 6 et 6 sont des éléments distincts de
©, nous supposons que l'ensemble {\ : f()\,0) # f()\ 6)} a la mesure de
Lebesgue.
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Pour tout f(.,0) € Fo il existe une fonction continue 0 < a(f) < 1 et des
constantes C'(J) et 00(5) telles que pour chaque d > 0, on a
BO. f(\,0) = |\*®L(), 0) avec L(),#) bornée, tend vers 0 et différen-

tiable en 0. Alors nous avons :

/7T llog f(A,0)]d\ < 4o0. (3.8)

Cette condition garantit que les processus avec la densité spectrale dans Fg
admettent une représentation autorégressive infinie et moyenne mobile infi-
nie. Nous notons par a;(6) les coefficients de la représentation autorégressive
et nous supposons qu’ils vérifient

ja;(0)] < C(8)j /271, (3.9)

Nous supposons également que les fonctions f(\, #) sont normalisées de sorte
que

/W log f(\,0)d\ = 0.

—T

B1. f(A,0) est continue en tout point (A, 8) € ([—m, 7[—{0}) x © et

Co(8)|A|~*@H0 < £(X,0) < C(5)|A|*O~0

B2. % (A, 0), #ﬁf)elﬂ)" 0) et % (A, 0) sont continues en tout (\, ) €
([=m,m[—{0}) x O et

VL) <p [0 f(00) < CENO,
a6,
2

1< 4,1 <p, | f(N0)] < C5)N D0

VS0 p. | 0.0 <CE
0° (©)—6

1<4.l,k< —— (N, 0)| < C>O)|A]7°.

VS G S | 000)] < Ol
B3. 55 f(A\0), 55 aaa; 4 (A 0), Waelf()‘ 0); 5xe0, 8elaek et a?xae f (A, 8) sont
contlnues en tout pomt (A, 0) € [—m,m[—{0} x © et

0.0 < ClE o,

82

< —a(0)—1-46
Sag T < COM0,

V1<j<np, '
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3
< —a(f)—1-6
S V)] < CON=,
4

IXD0,00,00),
83
92000,

vl < j,0<p,

1< M’fﬁpa‘ f(A,ﬁ)‘30(5)|A|“"(9)‘1‘5,

Vi < j<p,

f<A,e>] < OO,

Les constantes C'(§) et Cy(d) qui apparaissent dans les conditions B0-B3 sont
exigées pour étre indépendant de 6.

Nous pouvons maintenant exprimer le comportement asymptotique de
I’erreur moyenne quadratique de prédiction due a I’estimation des coefficients
de prévision.

Théoréme 2 Soit Fg une famille des densités spectrales qui vérifient
les conditions BO-B3. Soit (X,,)nez une suite gaussienne a longue mémoi-
re stationnaire de moyenne nulle et de densité spectrale f(\,0p) € Fo
avec Oy o lintérieur de ©. Soit (Y. )nez une réalisation indépendante de
(Xn)nez- O est I estimateur de 0y calculé sur (Yo )nez selon (3.5).

Alors l'erreur additionnelle due o ['estimation des coef ficients de
prédiction vérifie qu'il existe une constante C indépendante de k tel que

~ ~ 2
vk € N*, lim |:TE(XT7]€(1) _Xk(l)) ‘| < CkZa(@o),

T—+o0

ol X1x(1) est défini en (3.7).

Preuve. Pour démontrer le Théoréme 2, nous avons besoin du Lemme
suivant.

Lemme 2 Sous les conditions du théoreme 2, les coef ficients de la
représentation autorégressive infinie de a; définis en (3.2) vérifient :
— (4) a;(8) est uniformément borné c'est-a-dire : il existe C tel que ¥V

jEN, V€ O;
|a;(0)] < C.
— (13) Pour tout 6 > 0, il existe C tel que : ¥V j € N*, V1 <1 <m et V0
©;
%(9)‘ < CjHe, (3.10)
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— (4i7) La deuzieme et la troisieme dérivés de a; en ce qui concerne le
parametre 0 sont uniformément bornés cest-a-dire : il existe C' tel

queV j € N, V1 <k, l,n<m et V0 € O;
82013‘ 83aj

(9)‘ <Cet ’ (9)’ <. (3.11)

— (iv) La premiere et la deuxieme dérivés de a; en ce qui concerne le
parametre 0 sont continues.

Preuve. (voir Godet (2007b) [20]). .

Nous définissons les vecteurs :

r = (al(éT) —a1(8y), ... ap(Br) — ak(eo))'f — (X, X)),

ou v'est le vecteur transposé de v.

E(XT,k(l) - Xk(1)>2 = FE <_ Z a’j(éT)Xk—‘rl—j + Z ank+1—j>

- E {(a}c,TXff}

= trace (E(a), 7 X7)?)
= F (trace (ozk,TOé;ﬂ,TXf(Xf)/))
= trace (E (Ofk,TOé;c,TX{C(Xf)/)) :

Puisque les réalisations (X;);_77 et (Y;);_77 sont indépendantes,
. . 2
E(XTJ,C(l) — Xk(1)> = trace (E (ak;pa;ﬁT) E (Xf(Xf)'))
= trace (E(ahTa;C’TEk)) ,

ou X, est la matrice commune de covariance des processus (X, )nez €t (Y, )nez

Y= (y(i - j))1gi,j§k . (3.12)

Notre preuve est composée de deux étapes suivantes :
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Etape 1 Nous donnons une approximation a la suite de erreur moyenne
quadratique de chaque élément de F(ayra), ;) dans F onction de 7.

Etape 2 Nous récrivons la matrice F (o, ) en utilisant 'approxima-
tion obtenue dans I’étape 1, aprés nous étudions la limite quand 7" tend vers
I'infini dans F onction de k.

Etape 1 Nous allons étudier les éléments de la matrice de covariance des
coefficients estimés E(ay, ray, 7). Nous pouvons écrire les éléments (E (Oék7TOé;€7T)>

Z7J

A

comme FE(g;;60(T)) o

915 = (ai(0) — ai(6o)) (a;(0) — a;(0o)) (3.13)
Alors nous utilisons le développement dans S éries de Taylor d’ordre 2 de g; ;

et appliquons le Théoréme 5.4.3 de Fuller (1976) (voir [18]). Nous avons,
sous les conditions suivantes :

Lvl<i<m, E(|07, — 00,) = O(n(T)) ou 07, est le 1™ élément de
O(T) et n(T') tend vers 0 quand T tend vers 'infini.

2. 0(T) — 0o, P et p.s si T — ~+oc.

3. gi; est uniformément borné sur un voisinage de 6.

4. La premiére et la deuxieme dérivés de g; ; sont continues et bornées sur
un voisinage de 6.

Nous avons :
A m . a Z )
E(gm(@T)) = g1;(00) + Y _ E(br; — ) 5’075 (6o) (3.14)
=1
+lii P9, (60)E ((@ — 00))(B7n — 0 ))
2 =1 n=1 aelaen 0 T 0.t T'n 0,n
0 k=1 I=1 n=1 00,00,,00, T 0.L/\YT;n 0.n)\V Tk 0k) | s

ot 0% = tp0y+(1—t7)07 avec t € [0,1]. D’abord nous vérifions les conditions
(2)-(4). Sous les conditions sur la densité spectrale et ses dérivés, le Théo-
réme 1 de Fox et Taqqu (1986) (voir [16]) est vérifié et assure la convergence
(2). Par les propositions (i) et (ii) du Lemme 2, les conditions (3) et (4) sont
vérifiées.

Nous énoncons maintenant un Lemme qui nous permet d’appliquer le Théo-
réeme de Fuller et de prouver (1).
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Lemme 3 Sous les conditions du Théoréme 2, nous avons :
a) V1 <jl<m

E(T(éﬂj - 907]‘)(97171 - 90,1)) — 47T(W_1)j7l qucmd T — +00,

ot la matrice W est dé finie par :

W= % (T2 10000) (2 10000) PO, (3.15)
2, 27T . 891/ » V0 ae] 0 » V0 . .
b)V1I<j<m

E<|éT7]‘ — 907j|3> = O(T_3/2) quand T — +00.

Preuve. (voir Godet (2007b) [20]). o

D’aprés le Lemme 3.b., on a la condition (1) qui est vérifiée en p renant
n(T) = T-3/2. Selon le théoréme de Fuller, on peut appliquer le développe-
ment de Taylor a (3.14). L’expression (3.14) peut étre donc simplifice. En
effet, nous remarquons par la définition de la fonction g; ; dans (3.13) que :

gi.;(6g) =0
et 9
Gi.j
1<1< 0y) = 0.
V1<I<p 0, (00) =0

D’aprés le Lemme 3.a., nous avons :

E<T(9T,j — 00,) (b7, — 90,1)) — 4r(W 1Y)y quand T — +oo.

Ensuite d’aprés (i), (iii) et (iv) du Lemme 2 et (b.) du Lemme 3

Z Z Z E (80 agz é@k (0071 — 00.0) (07,0 — Oo.n) Or s, — Qo,k))

k=1 =1 n=1

< 8C*mPO(n(T)). (3.16)
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Enfin nous obtenons 'approximation suivante : pour tout 6 > 0

lim TE (gw ) (3.17)

T—+o0

= lim TE( —a;( 90))(%(9T) — aj(%)))

T—400

= TEIEOO T Z Z 8801?5 ((9T,z - 90,l)<éT,n - ‘90,11))

+ lim TO(T 2+0)
T—4o00

o 0 g“'n (o) (W, (3.18)

Etape 2 Nous remplagons maintenant Papproximation de chaque élément
de E(agray, ).

Nous étudions d’abord la limite donnée en (3.18). Puisque W1 est sy-
métrique :

(
-

NE

da;(0o) 8% 00) | 9a;(6o) Da; (o) 1

1

n

1]

|:a(lZ 00 8a] 00 (W )l’n 4 a(lj(eg) 8@1(00) (Wl)l’n1>

NERNNGE
Ms

2" 00, o0, 26, 06,
(DW 1 l
i,
ou
Oa1(0p) a1 (0o)
001 te 90,
D=| :+
Oay(0o) day,(0o)
001 te 90,

W doonée par (3.15) est définie positive ainsi que W1,

avec
A0 .0
wi=p| O N v
0 0 Am
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ot P = (pij)1<ij<m €st une matrice orthogonale et (\;)1<i<m, sont les valeurs
propres de W1, qui sont positives. Nous pouvons réécrire notre expression
comme :

DW-lp — Z \/)\_TZprlg—Zj(@o)] [\/)‘_sz”g_él(e‘))])

- 3488, (3.19)

1<i,j<k

avec (3, est le vecteur (v, >, prz‘g—;f(eo))lggk.

En utilisant (3.18) nous trouvons I'expression suivante E(ay, 1), 1), pour
tout 0 > 0 et pour tout k,T > 0

lim [T E (aralr)] =8 Z B3, (3.20)
r=1

T—+o0

Nous prenons pour tout d > 0 :

T—+oo
r=1

lim [T trace (E(ora))Se)] = 87 trace (Z 62@2;6) : (3.21)

Nous étudions la limite définie en (3.21) et recherchons une borne inférieure
et supérieure de

trace (Z 5;5T2k> = ZBTEkﬁ;. (3.22)
r=1 r=1

Nous avons

A8 <D B8 < ALY B3
r=1 r=1 r=1

ot A, est la plus petite valeur propre de ¥, et A sa plus grande valeur
propre.
Nous estimons maintenant la borne supérieure. En utilisant (3.10) du Lemme
2, nous pouvons estimer ||3,]|3.

Soit § < 1/2, ils existent C1, ..., Cy, tels que
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da.;
8= 503 S i 22 50 (00) 5 (00

j=1 l1=112=1

m . m
S )\7’ Z Z |p7'l1p7"l2 |Cl1Cl2 Z] —2428
l1=11l2=1 =
m . m
<A Z Z Priy Pris |Cl10l2 Zj—2+25

Jj=1

)

AN

ou C.,.(#p) ne dépend pas de k.

De Boettcher et Virtanen (2006) (voir [11]), la norme d’une matrice de
covariance associée & une densité spectrale de la forme A\ — A"“L(\) ou L
est borné, continue en 0, est équivalente & Ck® avec C une constante. Par
conséquent A} < Ck*@) Nous montrons alors qu’il existe une constante C
telle que

trace (Z B;ﬁT2k> < Ck0o),

r=1

Essayons maintenant de trouver une borne inférieure pour (3.22). Alors la
densité spectrale f(.,6p) est bornée loin de 0 (de la condition BO0), la valeur
propre inférieur A, a une borne inférieure uniforme (voir par exemple Gre-
nander et Szegd (1958) [22]). Il existe alors une constante positive C” telle
que pour tout k ,

Ay ZHB I3 = G218, 13-

De plus V1 < r < m,

2
m a l
18, H2 Ar Z (ZPH & )
>\ e ( )) :
(; Lo,

Ainsi il existe une constante positive C’, ne dépend pas de k, telle que
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trace ( Z ﬁ;ﬁ,ﬁ]k> > (.
r=1
Nous avons alors I'inégalité suivante pour le premier terme de (3.21)

o tmce(ZTzlﬁ;BTZk> o)
bl < . :
: - <Y cm). e

r=1

IN

Enfin nous concluons en utilisant (3.21) et la deuxiéme inégalité en (3.23)

Xo
Jim B | (a(0r) = ax(0o), - an(lr) — an(0o)) | e )
X ki1
Ceci conclut la preuve. °

3.2.3 Prédiction a ’horizon h

Plus généralement, pour la prévision & I’horizon h, les coefficients sont
données par :

h—1
Cj(h) = — Z aj+mbh—l—m- (324)
m=0

En utilisant une approche paramétrique, nous pouvons considérer c;(h) dans
F onction du parameétre 8, pour tout h et nous estimons 6 par ’estimateur de
Whittle. Sous les mémes conditions, nous pouvons prouver le méme résultat
pour la prédiction a I’horizon h quant a la prédiction d’un pas.

Théoréme 3 Supposons que les conditions Théoreme 2 sont satisfaites
et que les coef ficients de la représentation moyenne mobile sont uni form-
ément bornés cest-a-dire qu'il existe une constante C' telle que ¥(0,j) €
© x N nous avons |b;j(0)| < C.

Alors l'erreur additionnelle due a l'estimation des coef ficients de
prédiction vérifie la condition

il existe une constante C indépendante de k telle que :

N ~ 2
Vk € N*, lim {T E (Xm(h) - Xk(h)> ] < Ok,

T—400
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ol

XT,k(h) = — Z Cj(h, éT)XkJ,-h—j'

J=1

Preuve. La preuve de ce théoréme est basée sur le fait que les coefficients
cj(h) vérifient également le Lemme 2 sous les conditions du Théoreme 2 et
si les coefficients b; sont uniformément bornés.

Avec le Théoréeme 2, nous savons le comportement asymptotique de I'erreur
moyenne quadratique due a ’estimation des coefficients c’est-a-dire : O(%)
quand, le nombre d’observations pour ’estimation, 7" tend vers I'infini. °
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Chapitre 4

Estimation des coefficients du
prédicteur projeté

4.1 Introduction

Nous allons maintenant nous intéresser au prédicteur projeté sur le sous-
espace linéaire fermé engendré par { X7, ..., X3} . Ainsi la prédiction & I’hori-
zon 1 s’écrit

Xk(l) = —aLka — ... — CLkJCXl.

Comme dans le chapitre précédent, nous allons également estimer I’erreur
quadratique de prédiction supplémentaire due & I'estimation des coefficients.
On suppose ici que 'on dispose de deux familles indépendantes du méme
processus :(X;)1<;<x la version que 'on veut prédire et (Y;)1<j<r, la version
qui va nous permettre d’estimer les coefficients du prédicteur.

Pour estimer les coefficients, on remplace dans les équations de Yule-Walker

k
VI<j<k D aixy(i—j)=—0),

i=1
les covariances par les covariances empiriques calculées sur la base des don-
nées (Y;)i<j<r

(k) = = Y ViYapk. (4.1)

On utilise ensuite 'algorithme de Durbin-Levinson ou 'algorithme d’innova-
tion (voir Brockwell et Davis (1991) [14]) pour résoudre le systéme.
On note (a1, ..., ax ) les coeflicients obtenus dans R ésolvant les équations de
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Yule-Walker ot les covariances sont remplacées par les covariances empiriques
données par (4.1). Contrairement au prédicteur de Wiener-Kolmogorov tron-
qué (voir la section 3.2.2), 'estimation des coefficients est non-paramétrique.

4.2 Estimation de ’erreur quadratique due a
I’estimation des coefficients

Etudions maintenant ’erreur quadratique de prédiction due a ’estimation

des coefficients du processus AR(k) lorsque 7" tend vers linfini. On note

X 1%(1) le prédicteur dont les coefficients de Yule-Walker sont estimés

N k
Xrp(1) == ajuXps1j.

Jj=1

On s’intéresse & ’erreur quadratique de prédiction suivante :

B[(Xns(1) - f(ku)ﬂ

X
= E| (G1p— a1 Qo — Qi)
Xq
a1 — A1k
= trace | K (CALLk — Q1 k- CALk,]c — CLng) Ek s
dk,k — Qg k
avec
Xk
Yp=F (Xka'-'axl)
X1
Il nous faut donc évaluer tout d’abord
a1k — aik
E : (A1 — A1y oy Qe — Qi)
Akl — Qo

a7



Pour cela on définit le vecteur

Iy =(,..,1),
k
la matrice de taille & x k
Lpk = 1515

et on énonce le Théoréme suivant.
Pour cela,
On considere g; ; la fonction définie par

Gij Rk+1 — R (4.2)
(33'0, ) l'k) — (yl - a/i7k)<yj - ajﬁ)’
ou
-1
ZTo T Th—1
Y1 1
_ T Xo Tk—2
Th—1 Lhk—2 ... To

Et H la matrice définie comme suit ;
on pose h la fonction définie par

k
hA) =11 ape™|
r=1

et on note par h(" la dérivée de la fonction h par rapport a la variable Ay f-
L’élément de la i-eme ligne et la j-eme colonne de la matrice H est alors
donné par la formule suivante :

V1<ij<k H= / AO(N)RD(N) FA(N)dA. (4.3)

—T

Théoréme 4 Supposons que le processus (Y, )nez est gaussien tel que
sa fonction de covariance v et les coef ficients de sa représentation en
moyenne mobile infinie b; vérifient

v(5) ~ A7 avee A > 0,

bj ~ 57971 avec § > 0,
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et que le bruit blanc qui lui est associé (e,)nez dans la représentation
moyenne mobile a des moments d ordre 4 finis.

Alors

B( 95 (3(0),3(1). s 4(K) )

N[ —=

k
c(l- ;ar:k)zn‘*d_Q(Eillk,kzﬁl)u,j) + O(n®"3) i (d(
k

D(1 - 2_:1ar,k)QW(Egllk,kzgl)(i,j) +0(n~%?) sid=1/4
A~ (STHS ) ) + O(n73/2) si 0(d(3,
ou g;; est définie par 4.2, C' et D sont des constantes indépendantes de n

et k et H est définie en 4.3.

Preuve. (voir Godet (2007b) [20]). o

On revient maintenant & I’estimation du comportement de
~ ~ 2
E [(X k(1) — X k(l)) } et on énonce le Théoréme suivant qui traite le
casd>1/4

Théoréme 5 Supposons que les hypotheses du T héoréme 4 sont véri fiées
et que la densité spectrale du processus est de la forme

Vo e [=m ), f(z) = fa(z)L(2),

ou fy la densité spectrale du processus fractionnaire définie par :

Vo € [—m, 7], fi(z)=2"2""1r"(sin?(x/2)) "¢

et L est une fonction positive, intégrable sur [—m,m|, continue en 0 et
ayant une borne inférieure strictement positive.

Si d = 1/4 alors pour tout réel k,

i (e (st Fw) ) < o

et si d €]1/4,1/2[ alors pour tout réel k,

lim (TQME[(;(M(U _ )?k(l))?D < CpX,

T—+o00

ou C' est une constante indépendante de k.
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Preuve. En appliquant le Théoréme précédent, on obtient que si d = 1/4
alors

. 2
. T IS ] 2 _1
TEI—lI-lOO (@EKXT’]CU) - Xk(1)> ]) < C | trace (; aj7k> Y ik

et si d €]1/4,1/2[ alors

~

k 2
im (729 [(X00) - X)) ] ) < [+ T e
Slim T & < race | i ajk v Lik

Jj=0

R k , .
On commence par controler . a;r| que 'on décompose de la facon sui-
7=0 "7,
vante :

k k
<VEY lajr— a2+ layl.
=1 =0

On reprend alors la démonstration du Théoréme 3.3 de Inoue et Kasahara
(2006) (voir [27]) sur la convergence des coefficients de ’AR(k) vers les coef-
ficients de ’AR(00). On note qu'il existe Cy, Cy et K tels que si :

k Z K’ l{j(aij: < Cl Z |(Iu| +022|au|

u=k—j

et si on note C' une constante générique :

+o0 +oo
si k> K, k(aj, — aj) SC(Z \au\+2|au|).
—k

u J u=j

Onaalorssi k > K

2

k +o00
S —a)? < z (z w) (zw)
7j=1 u=k—j u=j
< %2(k—j+1)‘2d+j‘2d
< O(k™2h, (4.4)
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Ceci nous permet de conclure que :

k
E o
j=0

< O+ o
— 0(1). " (4.5)

Il nous reste donc a étudier le comportement de

trace(Sy g r) = (1,...,1)8, "
1

On applique alors le Théoréme 6.1 de Adenstedt (1974) (voir [1]) qui sous
les hypothéses du Théoréme 5 nous donne I'équivalence suivante

1
o k120 (—2d + 1)L(0)

1

ou I' et 3 sont respectivement les fonctions Gamma et Beta. Ceci nous permet
de conclure.e

Il reste & traiter le cas 0 < d < 1/4, dans ce cas on a le Théoréme suivant

Théoréme 6 Supposons que les hypotheses du T héoréme 4 sont véri fiées
et que la densité spectrale est bornée inférieurement par une constante
strictement positive. Si 0 < d < 1/4 alors

lim <T E[<§T7k(1) - f{k(l)ﬂ) < Ck,

T—400

ot C est une constante indépendante de k.

Preuve. Onnote (¢, = ®;;+...+ @i,ixi_l)ie ~+ les polynomes orthogonaux
associés a la densité spectrale f c’est-a-dire ®; est de degré i — 1 pour tout
1€ N* et

Ve N, [ R Bl A= 5

ou ¢ est le symbole de Kronecker. On construit la matrice T}, :
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®, 0 ... 0

T — Dy Py . 0

q)k,1 q)k’g ce q)k,lc
T}, ainsi définie vérifie les égalités suivantes

TS T = Idy.

Donc, on a

Yt =TT (4.6)

En utilisant I’égalité (4.6), on est ramené a 'étude de la limite suivante

Tlirfw <T E[(;(Tk(l) - ;(k(1)>2}> = trace(3;'H)
= trace(Ty HT}), (4.7)

ou H est la matrice définie dans le Théoréme 4. On note ~ .
Gy : A — Z?zo aj,keij)\ et limp— o (T E[<XT’k(1) B Xk(l)) }> e
réécrit alors :
trace ((/ fQ(A)Re(Gk()\)@j(eij’\))Re (Gk(—A)q)z(e*ilA))d)\) 1<'l<k>
o <Gl
B 71' 9 (A _ —3l\
_ race (( / PRGN G- N >)dA)1§jJ§k)
o+ trace ((/ fQ(A)Im(Gk(A)(bj(eijA))]m(Gk(—/\)@l(e—ilA)>d)\) 1<‘l<k)
» <Gl

car Re(ab) = Re(a)Re(b) — Im(a)Im(b). Introduisons quelques notations

A= ( 7; fQ(A)Re<Gk()\)<1>j(em))Re(Gk(—A)CI)l(e_“*))d)\)

1<j,i<k

B= ( ﬂ fQ(A)Re(Gk()\)@j(eijA)Gk(—A)(I)l(e‘i“)>d/\)

1<j,1<k
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= ([ rolaroeEtnEen)

1<j,I<k

c - ( / 1 f2(/\)]m<Gk(>\)<I>j(eijA))Im(Gk(—A)@(e‘i“)>d/\)

1<5,I<k

On a donc A = B + C. Tout d’abord nous montrerons que A, B et —C' sont
symétriques et positives ce qui implique que 0 < trace(A) < trace(B).

Commengons par la symétrie : A est symétrique car la partie réelle d’un
complexe conjugué est égale a la partie réelle du complexe, B est symétrique
car A — f2(A\)|Gr(\)]? est une fonction paire et C' est symétrique car la
partie imaginaire d'un complexe conjugué est égale a I'opposé de la partie
imaginaire du complexe.

Passons a la positivité des matrices A, B et C'. On considére un vecteur
q=(q1,..-,qxr) et on regarde le signe de

qAq" = /_7T FA(N)Re (Z Gk(/\)qu)j<eM>> Re <Z Gk(—)\)ql@z(eiA)> dA >0

=1

™ k k
4By = / PGNP D a%5(e™) Y anile)dr > 0
—T j=1 =1

qCq" = /_7r AN Im (Z Gk()‘)qu)j(eM)> I'm <Z Gk(—A)QIq)z(eiA)) dA < 0.

Les traces de ces matrices A , B et —C' sont donc égales & la somme de leurs
valeurs propres puisqu’elles sont diagonalisables car symétriques et sont po-
sitives puisque les matrices sont positives et donc toutes leurs valeurs propres
le sont aussi. On en déduit que :

0 < trace(A) < trace(B). (4.8)

On s’intéresse maintenant a 1’étude de trace(B)
k w
trace(B) = Y [ FOIGAPE ) )i
j=17/-7
= [ POIGVPEN M,
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ou K. est le noyau reproduisant défini par

k
Va,y € C, Ki(z,y) =) @;(2)®;(7).
j=1

On a supposé précédemment que la densité spectrale f est bornée inférieu-
rement par une constante strictement positive ¢, on peut donc appliquer le
Théoreme 2.2.4 de Simon (2005) (voir [34]) et on obtient que

VAE[—WﬂﬂAKAé&eM)SkEE.

c
) 2
comme on 1’a démontré en (4.5). Cette majoration est indépendante de A. Il

reste enfin a remarquer que comme 0 < d < %, f est de carré intégrable. On
a donc :

On majore ensuite |Gy(A\)|*, VA € [—m, 7,

k
GL(N)] < (Z |ajk
7=0

= 0(1),

trace(B) = O(k)
et on conclut de (4.7) et de (4.8) que :

~

hm<TEK%ﬂU—%m»1)§0h

T—400
[ J

Les résultats obtenus dans les Théorémes 5 et 6 sont moins précis que
la majoration de l'erreur quadratique due & ’estimation pour le prédicteur
de Wiener-Kolmogorov tronqué obtenue au chapitre 3. En effet, ici on fait
d’abord tendre le nombre d’observations pour estimer 7' vers l'infini puis on
regarde comment se comporte cette limite dans F onction de & alors que pour
le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué on fait tendre simultanément
k et T vers I'infini. Au chapitre 5, nous améliorons doublement les résultats
obtenus dans les Théorémes 5 et 6 non seulement nous allons faire dépendre
k de T mais en p lus nous nous affranchissons de I’hypothese selon laquelle
les coefficients du prédicteur sont estimés sur une réalisation indépendante
de celle a prédire.
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Chapitre 5

Prédiction et estimation du
modeéle sur une méme
réalisation

5.1 Introduction

Considérons (X;);cz un processus stationnaire de moyenne zéro et de
variance finie. Nous souhaitons prédire la valeur de X, & partir des ob-
servations de (X7,...,X,,) en utilisant un prédicteur linéaire c’est-a-dire :
une combinaison linéaire des données observées. D’abord nous définissons
les coefficients du prédicteur optimal dans le sens des moindres carrés dans
S upposant que la fonction de covariance est connue et nous somme ame-
nés ainsi a estimer les coefficients de la combinaison linéaire de (X7, ..., X,,).
Cette deuxiéme étape est souvent réalisée sous 1’hypothése restrictive sui-
vante : nous prévoyons d’autres séries indépendantes futures avec exactement
la méme structure probabiliste ; la série observée est seulement utilisée pour
estimer les coefficients de prédiction (voir par exemple Bhansali (1987) [6] et
Lewis et Reinsel (1985) [29] ou Godet (2007b) [20]). Cette hypothese facilite
I’analyse mathématique puisque le probleme de prédiction peut étre réduit
a un probléme d’estimation des coefficients de prédiction par le traitement
sur le processus, que nous prévoyons. Mais le praticien a rarement deux sé-
ries indépendantes : une pour estimer le modeéle et une pour prévoir. Il doit
estimer les coefficients de prédiction sur la méme réalisation. Dans la suite
nous nous concentrons sur ce cas appelé la prédiction de méme-réalisation.
L’exécution du prédicteur dépend de deux parameétres : la dimension du sous-
espace sur lequel nous projetons et le nombre de données disponibles pour
estimer les coefficients de prédiction. Pour réduire I'erreur de prédiction, il est
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raisonnable d’augmenter la dimension de I’espace sur lequel nous projetons,
puisqu’on dispose dans ce cas d'un grand nombre d’observations. Mais quand
la dimension et le nombre de coefficients estimés augmentent, I’estimation de
ces coefficients devient plus difficile et peut affecter ’erreur moyenne quadra-
tique.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans les sections 5.2 et 5.3 nous
généralisons les résultats d'Ing et Wei (2003) (voir [24]) pour trouver une
expression asymptotique de l'erreur moyenne quadratique pour une série
chronologique a longue mémoire. Dans la derniére section, nous prouvons
un théoréme central limite. Plus précisement, nous prouvons la convergence
dans la distribution de la différence normalisée entre notre prédicteur et le
prédicteur de Wiener-Kolmogorov, qui est le prédicteur des moindres carrés
sachant tout le passé.

Définition du prédicteur

Soit (Xy)iez un processus stationnaire de moyenne nulle et de variance
finie. Nous supposons que la fonction d’autocovariance du processus est
connue. Notre but est de prévoir la valeur de X, 1, en utilisant les k pré-
cédentes données observées. Le prédicteur linéaire optimal est défini comme
étant projection sur le sous-espace fermé de ’espace de Hilbert engendré par
{Xn, ..o, Xp—k+1} muni du produit scalaire < XY >= E(X'Y) ou X' est
la transposée du vecteur X. C’est le prédicteur de moindres carrés sachant
(Xpn—k+1,---,X). On note ce prédicteur par X, +1(k) et par —a;; les coethi-
cients théoriques de prédiction c¢’est-a-dire

k
Xos1(k) =Y (=a;0) Xni1j- (5.1)

j=1
Ils sont donnés par (voir Brockwell et Davis (1988) [13] Section 5.1)

ai k (1)
— sk | | (5.2)
Qg k v(k)

ou X(k) est la matrice de covariance du vecteur (X7, ..., Xi).
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Estimation des coefficients de prédiction

L’estimation est construite sur la base des n derniéres observations (X, ..., X1)
et notre prédicteur est la projection sur les k dérniéres observations (k < n).
La matrice de covariance est estimée par

B0 = g 3 XWX (b, (53)
X;(l{?) = (X] ---ij—k—l-l) (54)

et K, est la dimension maximum du sous-espace sur lequel nous projetons
c’est-a-dire : nous étudions la famille des prédicteurs (X,,11(k))1<k<k,- Kn
est une suite croissante de nombres entiers qui peut étre bornée ou peut
croitre vers l'infini.

Les coefficients de prédiction a; j sont estimés a partir de (X7, ..., X,,) par

Ak) = (—awg .., —app)

A

n—1
_ 1
= Enl(k)m > X(k) X4
" j=Kn

Le prédicteur d’un pas est :

Ko (k) = X, (R)a(k). (5.5)
Dans ce travail nous utilisons C' pour noter les constantes positives génériques
qui sont indépendantes de la dimension de 1’échantillon 7 .
Les hypothéses suivantes sur le processus (X;)icz sont essentielles pour
les résultats présentés ici.
Il existe d €]0,1/2[ tel que :
— H.1 Le processus stationnaire (X;);cz est gaussien et admet une repré-
sentation moyenne mobile infinie et une représentation autorégressive
infinie comme suit :

+o0 +o0
Et — Z (Ith_j et Xt = Z bjgt—j (56)
i=0 j=0

avec ag = by = 1, pour tout j > 1 et pour tout § > 0, |a;| < Cj=47110
et |bj| < Cj% 1% et (g4)sez est un processus de bruit blanc. Ces hypo-
theses sur les coefficients sont vérifiées pour les deux processus & longue
mémoire et & courte mémoire ;
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— H.2 La covariance (k) est équivalente a L(k)k?*¢~! quand k tend vers

I'infini, oul L est une fonction & variation lente. Dans cette hypothése
les autocovariances ne sont pas absolument sommables et le processus
est donc un processus a longue mémoire ;

— H.3 La densité spectrale du processus (X;)cz existe et a une borne
inférieure strictement positive ;

— H.4 Les coefficients (a;);en vérifient :

aj ~ L(j)j~ " j— +oo,

ou L est une fonction & variation lente.

5.2 Moment borné

Dans cette section, nous établissons des moments bornés pour la matrice
inverse de covariance d’échantillon et nous appliquons ces résultats pour ob-
tenir la vitesse de convergence de 3, (k) vers 2(k).

On note par Apin(Y) et Anae(Y) respectivement la plus petite et la plus
grande valeurs propres de la matrice Y. On munit ’ensemble des matrices
de la norme

IY[* = Anaa (YY), (5.7)

Pour une matrice symétrique, cette norme est égale au rayon spectral et
pour un vecteur (Xi,...,X,), elle est égale a /Y ", X?. Cette norme est
une norme de matrice qui vérifie pour toutes les matrices A et B :

[ABI| < [|A[l|B]]- (5.8)
Lemme 4 Soit (K,),en une suite croissante de nombres entiers positi-

fs satisfaisant K, = o(y/n). Supposons (H.1). Puis, pour tout ¢ > 0, pour
tout 0 > 0 et pour tout 1 < k < K,

Aot (Sa(k))

ol 3, (k) est dé finie en (5.3).
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Preuve. (voir Godet (2008) [21]). .

Pour n suffisamment grand le Lemme 4 garantit que i]; (k) existe presque
stirement car la valeur propre minimum de in(k) est presque stirement po-
sitive. Nous obtenons également une borne supérieure pour la moyenne de
la valeur propre maximum de XAJ; L(k). Mais cette borne supérieure n’est pas
uniforme car k — 400 et donc ne fournit pas un équivalent asymptotique de
I’erreur de prédiction. Néanmoins la borne donnée dans le Lemme 4 sert de
base au Théoréme suivant.

Théoréme 7 Supposons que le processus (Xy)ez vérifie les hypothéses
H.1-H.3
— Si d €]0,1/4] et s'il existe § > 0 tel que K2t = O(n) alors ¥ q¢ > 0
etV1<k< K, , ona

E[£, (k)] = 0(1) (5.9)
et
. 2 q/4
BIS ) - =01 < ¢ (=3 ) (5.10)

pour n suf fisamment grand,
~ Sid €]1/4,1/2[ et s'ils existent § > 0 et &' > 0 tels que K** =
O(n?>=%4=%") alors pour tout q > 0 et pour tout 1 <k < K,,, on a

E[£, (k)] = 0(1) (5.11)
et

. B K2L*(n — K, + 1)\ "*
B[N (k) =S (R)|2 < C ( n —(Kn n 1)2_4d)) (5.12)

pour n suf fisamment grand;
~ Sid=1/4 et s'ils existent § > 0 et §' > 0 tels que K>t = O(n'~%)
alors pour tout ¢ > 0 et pour tout 1 < k < K,, on a

E|E M (k)11 =0(1) (5.13)
et

~ K2L*(n — K, +1)log(n — K,, + 1) a/4
BN k) — 27 (k)% < n - L
570 - =l < o ot e )

(5.14)
pour n suf fisamment grand.
Pour démontrer le Théoréme précédent, nous avons besoin du Lemme
suivant.
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Lemme 5 Sile processus (X;)ez vérifie (H.2), si 1 <k < K, et :
— Si d €]0,1/4], alors pour tout ¢ > 0, on a

R 2 q/2
B () - S ()l < © <m_§§—+1)) ; (5.15)

— Si d €]1/4,1/2], alors pour tout ¢ > 0, on a

K2L2(n — K, + 1))‘1/2

e B

; (5.16)

— Si d=1/4, alors pour tout ¢ > 0, on a

K2L*(n — K, + 1)log(n — K, + 1))‘1/2

B3 (k) = ST (k)| < C< (n—K,+1)

(5.17)

Preuve. (voir Godet (2008) [21]). .

Preuve du Théoréme 7. Puisque .|| est une norme de matrice (voir
(5:8)),
1= (k) = S R < IS R0 (k) — SRS (k)1
En outre, par ’hypothése H.3, la densité spectrale du processus (X;)icz a
une borne inférieure strictement positive. Ainsi, de Grenander et Szegt (1958)
(voir [22]), il existe une constante C' telle que pour tout n > 0 :
IS~ (k)" < C. (5.18)

En utilisant I'inégalité de Holder avec 1/p' + 1/¢' = 1, nous obtenons :

B0 - =7 0l < ¢ (BI85 @) (BIS.w - St)e)

Par le Lemma 4, nous avons pour tout 6 > 0 et pour n grand

~ ’ 1/‘1,
(BIS ) < ceto)s

alors
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1/p'

BIIS. (k) = 57 k)7 < OOy (BIS (k) - S0)) . (5.19)

Nous appliquons maintenant le Lemme 5. Afin de traiter en méme temps les
trois situations d €]0,1/4[,d €]1/4,1/2[ et d = 1/4, nous définissons h(n)
par :

K2 e K1) i @ €10, /4]
h(n) =4 Trxonrw sidell/4,1/2]
K%LQ(W’_KH‘Fl)l (Tl—Kn—l—l) . o
(n—Kn—ic-)f) S1 d= 1/4

pour n grand, nous obtenons :

(12,0 - sw1) " < ey (5.20)

D’aprés 'inégalité (5.19) et de la borne (5.20), il existe 6§ > 0 tel que pour n
suffisamment grand :

| (k) = =7 (k)] < C(R " h(n))?2. (5.21)
Des inégalités (5.21) et (5.18), nous avons :
E|S (k)7 < C (1 + (k:4+9h(n))q/2> . (5.22)

Cette inégalité n’est pas suffisante pour obtenir (5.9) et (5.11) car, en vertu
des hypothéses du Théoréme 7, (k*+7h(n))%/? n’est pas nécessairement bor-
née. Nous devons améliorer I'inégalité intermédiaire (5.22).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et (5.18) donne :

EE k) - 2@ < o (BIST ®l7) " (BIS.0 - St))

(5.23)
Il existe C' > 0 indépendant de ¢ tel que :

EIIS, 0|72 < C (BIS 072 + BIS (6) - 7 (R)72) . (524)

Les inégalités (5.23), (5.18), (5.22) et le Lemme 5 impliquent que :
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B[S (k)72 < © (1 + (k;4+9h(n)2)‘”4) . (5.25)

En répétant (s — 1) fois cet argument (c’est-a-dire : en utilisant les inégalités
(5.24), (5.23) (5.18) (5.25) et Lemme 5, on aura pour n grand

o s ~(s+1)
EHET_Ll(k)qu <C (1 + (k4+9h(n)(1+s))Q/2 1 > ‘ (5.26)

Par hypotheése, il existe § > 0 tel que h(n)k? converge vers 0 quand n tend vers
Vinfini, donc il existe s, tel que E||2;(k)[|9/2™ est borné. Puisque ¢ de (5.26)
est arbitraire, (5.9) et (5.11) sont prouvés. Les inégalitées (5.10) et (5.12) sui-
vies de (5.23) et du Lemme 5. °

Dans la section suivante, nous établissons une expression asymptotique
de l'erreur moyenne quadratique de prédiction du prédicteur de moindres
carrés en utilisant la borne supérieure stricte pour E|3;(k)||? donnée dans
le Théoréeme 7.

5.3 L’erreur moyenne quadratique de prédic-
tion du prédicteur de moindres carrés

Dans cette section, notre but est de donner une expression asymptotique
de lerreur moyenne quadratique de prédiction du prédicteur défini en (5.5).
D’abord nous décomposons X, 11 — X,,11(k) comme suit :

X1 = Xni1(k) = en1 + f(k) + Sn(k) (5.27)

ol &,.1 est le bruit blanc d’innovation au temps n + 1, S, (k) est lerreur
due a la projection sur le sous-espace fermé engendré par (X, ..., X, r11),
et f(k) est erreur due a l'estimation des coefficients de prédiction. Plus
précisément, si nous posons a;; = 0 pour ¢ > k (pour j < k, les coefficients
aj, sont définis en (5.2)), nous avons

—+00

Sj(k) = — Z(ai — Qi) Xjr1-i (5.28)

i=1
et €414 est égal a l'erreur de prédiction de X;,; due a la projection sur
(X, ..oy Xj_kt1) Cest-a-dire :

k

Eirie = Xjr1 — Pix,_px)(Xja1) = X + Z apkXjy1-1-
=1
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Nous avons

n—1
o 1
f(k) = —X;(k)an(l@)—n “ K. +1 E Xj(k)ejrn,
n j=Kn

ou X! (k) est défini en (5.4).

Compte tenu de (5.27), on obtient la décomposition de ’erreur moyenne
quadratique de prédiction comme étant la somme de la variance o du bruit
blanc et l'erreur due a la méthode de prédiction E(f(k) + S, (k))? :

E(XMl—fmﬂmy:mﬁ+EU%%h%®D?

Théoréme 8 Supposons que les hypotheses H.1-H.3 sont vérifiées et
considérons la suite (K,)nen telle que pour tout § > 0

K = o(n'2479), (5.29)

n

alors, on a

2
E (Xn+1 - Xn-&-l(k)) - 0?
lim max 1} =0,
n—4oo 1<k<K, Ln(l{?)
ol
Ln(k) = E(S,(k))* + _k (5.30)
" " n—K,+1 ¢ )
Sp(k) étant défini en (5.28).
Preuve. D’aprés (5.27), nous avons :
~ 2
1ﬂxm—xmm)—%_l_Eqm+&wy_l
Ly (k) N L (k) ‘

Notre preuve est partagée en trois étapes :

1. Nous fournissons une approximation de E(f(k))? qui est plus facile &
estimer. Cette approximation notée E(f;(k))? sera définie en (5.31).

k 2
n—Knt1%e"

2. Nous montrons que I’équivalent asymptotique de E( f(k)? est
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3. Nous montrons que le terme E(f(k)S,(k)) est négligeable par rapport
a L, (k).

Premiére étape Nous introduisons

n—y/n—1
o _ 1
fi(k) = =X (k)X 1(7‘7)m X;j(k)ejta (5.31)
n =K
avec
\/E/Q—Kn \/E/Q_Kn

le(k): Z bjen—j, -, Z bjen—k+1-;
j=0 j=0

Lemme 6 St les hypotheses du Théoreme 8 sont vérifiées, alors on a

. 1 :
Jim | max F ( m(f(k) - f1<k))> =0. (5.32)
Preuve. (voir Godet (2008) [21]). .

Deuxiéme étape Nous prouvons que

) n—K,+1, B
Observons d’abord que
n—K,+1
E <Tc§fl2(k>>
2
n—y/n—1
n—K,+1 / 1
= —— " " FIXER)E ) ———— Xi(k)e;
k)O’g n() ()H—Kn+1 jz[; ]( )5]+1
n— Ko+l | ! 2
= T‘ZE trace X;kl (k’)z_l(kf)m Z Xj(k)€j+1
5 n j=Kn
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n—y/n—1
n—K,+1 1 1
= T‘-g trace |E | X (k?)m J; X](k)5j+1
n—y/n—1
Y Xi(RenE T (R)X X (k)
l:Kn

Puisque les vecteurs X* et Z?;}(/f_l X, (k)e;41 sont non-corrélés parce que
k<K, :

E (%ﬁ(m)

ko?
= ka;n_—K[n(:jl)Qtrace (E_l(k’)(n - K,+1-— \/ﬁ)agx(k)Z_l(k)E*(k:))

= trace (SN (k) (k)kT) (n— K+ 1 —v/n)(n— K, + 1),

ot X*(k) est la matrice de covariance du vecteur X*(k). Nous notons que :

n—K,+1—+vn)(n—K,+1)"'—=1 quand n — +oo.

Donc, nous n’avons qu’a étudier la trace de (37!(k)X*(k)k~!). Nous allons
utiliser I'inégalité suivante : pour toutes (k X k)-matrices A et B

|trace(AB)| Vitrace(AA)\/trace(BB')

<
< K[lAJIBI-

Nous obtenons

max |trace (57 (k)S*(k)k™) — 1]

I<k<Kny
= max [trace (S (R)(3" (k) = 2(k)E )]
< max ||S7HR)| S (k) - S8
< max [[RTHR)| max 12(0k) = 2R

Y(k) — ¥*(k) est symétrique parceque (k) et ¥*(k) sont deux matrices
symétriques, et leurs normes sont inférieures & toutes les autres normes ma-
tricielles. Nous utilisons la norme subordonnée définie pour toute matrice

Y = (yi,j)lgi,jgk par :

75



k
V]|, = max > " [y -
J X
=1

Pour n grand, nous obtenons

max ||S7 (k)| max [|S*(k) — S(k)]|

1<k<Kp, 1<k<Kp,
< -1 B wt
< max ISR max [15(k) - E*(R)],
+oo
1
< =70 e ko, DL b
- - T T i=vn/2—Ka+1

pour tout 6 > 0. Alors

max =71 (k)| max [|Z*(k) — S(k)| = o(1)

1<k<K, 1<k<Kn

résulte de la condition (5.29).

Troisiéme étape Nous considérons le terme E (f(k)S, (k)L (k)) et

n

montrons qu’il est négligeable. Ing et Wei (2003) ) (voir [24]) ont démon-
tré que :

| (f(R)Su(k) Ly ()| = [ ((f (k) — f2(k)Su(k) Ly ()] -
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

max | B ((f(k) = f1(k)Su(k) L, ()]

1<k<Kp
1/2
< | max E((f(k) = fi(k)* Ly (k) max B (Si(k)L;" (k)

Par (5.32), nous obtenons :

max B ((f(k) = f1(k))’L;," (k) = o(1)

1<k<Kp,

et en utilisant la définition en (5.30) de L, (k), nous avons :
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max E (S2(k)L;'(k)) = O(1).

1<k<Kn
Enfin, nous avons :

ma | E ((f(k) ~ £i(K)Sa(5) L, ()] = o().

1<k<Kn
[ ]
Dans ce Théoréme, nous avons obtenu une expression asymptotique de
Perreur moyenne quadratique de prédiction de X,,,1(k), qui est vérifée uni-
formément pour tout 1 < k < K,. Dans le cas de courte mémoire c’est-
a~dire : dans S upposant que le processus (X;);cz est gaussien, admet les
représentations autorégressive et moyenne mobile infinies définies en (5.6),
que les coefficients (a;),en vérifient ;;“1’ Vjlaj| < oo, et que les coefficients
(b;)jen sont absolument sommables, Ing et Wei (2003) ont prouvés que si
K2+ = O(n) pour tout § > 0 :

2
E (X1 = Xosa () = 02
lim max

n—+00 1<k<Kn L,(k) — =0

L, (k) étant défini en (5.30).
Le terme L, (k) a la méme expression dans le cas de courte mémoire comme
dans le cas de longue mémoire.

Dans la section suivante, nous allons utiliser la démonstration du Théo-
réme 8 pour obtenir un théoréme central limite pour notre prédicteur.

5.4 Théoréme central limite

Nous recherchons un facteur de normalisation pour obtenir une conver-
gence en distribution de la différence entre notre prédicteur X, 1(K,) et
le prédicteur Wiener-Kolmogorov X, = — ;“:1) a; Xnt1—j, ce qui est le
prédicteur linéaire de moindres carrés basé sur tout le passé.

Théoréme 9 Supposons que les hypotheses H.1-H.3 sont vérifiées et
considérons la suite (K, )necz telle que :

Ky,=0(n) et K,™" =o(n'") (5.34)
alors, on a
1 . = L
Xoi1 — Xni1(K)) = N(0,1).
] (Knir = Ko (K)) = N(0,1)



Preuve. La différence entre notre prédicteur )?ml(Kn) et le prédicteur de
Wiener-Kolmogorov X, est égale a :

Xn—i—l - Xn—i—l(Kn) = f(Kn) + Sn(Kn) (5-35)

Puisque (X;)cz est un processus gaussien de moyenne nulle,

! : o .
<Zi:l (a; — ai Kk, )Xt—i-l—i) est une variable aléatoire gaussienne de moyenne
tez

. . !
nulle pour tout entier [. Mais <Zi:1 (a; — a; K, )Xt+1—i> converge en moyenne
tez

quadratique et donc en distribution quand [ tend vers l'infini. Alors S,,(K,)
est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle.
Par conséquent, il suffit de prouver que

_
E[SH(K,)]

Etudion d’abord la limite de 1/1/E[S2(K,,)]. Pour tout entier ,

! 2 !
E (Z(ai - ai,Kn)XnH—z‘) > 27Ti2(<li —aix,)?
i=1

=1

f(KL) L0 quand n — +oc.

parceque la densité spectrale f est minorée par une constante positive f
(voir Grenander et Szegd (1958) [22]). en p renant la limite pour | — o0,
on obtient :

—+00 2 +00
E (Z(ai - ai,Kn)Xn—i-l—i) > 2f Y (4 —aixk,)?

=1

puisque a; k,, = 0 quand ¢ > K,,. Sous I’hypothese H.4,

+o00
1
iKZ+1 CL? T + QdKn_%_le(Kn) quand n — +00

(voir la Proposition 1.5.10 de Bingham et al. (1987) [10]). Alors pour tout
0 > 0, il existe C' > 0 tel que :

1
< O 24146 )
Bisa,)] = " (5:30)
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En introduisant f; défini dans la démonstration du Théoréme 8, nous décom-
posons la preuve de la convergence en moyenne quadratique en deux parties.
Nous allons d’abord démontrer que :

1

Trmaey )~ A — 0 quand n— oo (5.3)
et ensuite
1
mfl([(n) — 0 quand n — +oo. (5.38)

Plus précisément, nous allons prouver la convergence en moyenne quadra-
tique (5.37), en utilisant la décomposition de f(k) — fi(k) en quatre termes
suivante :

f(k) = fi(k)
1 n—y/n—1
— X:L (k)z_l(l{,’)m j; X] €]+1 — ]ZK X €j+1 39)
n—1
N, _ A 1
X0 (B0 =20 0) ey 3 Xk (540)
-1
(X = X)) £ — K — _Z k)ej (5.41)
. 1 n—1
+X;<k>2;1<k>m;; X;(k) (41 — j411). (5.42)
Etude de I’expression donnée en (5.39)
1 n—1
X5 (k)zfl(/f)m Z X;j(k)ejn — > Xj(k)ejsm
Jj=Kn J=Kn
1 n—1
=X, (k)Efl(/f)m — > Xi(k)ejn
" j=n—yn

L’inégalité de Holder appliquée deux fois avec (1/p) + (1/q) =1 et (1/p') +
(1/¢") =1 donne
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2

n—1
: 1
E X (k) (k) ———— > X;(k)ejs

—Kn 1
" + j=n—/n
Y
/ —1 2(] 1/(] il 2p ’
< <EHXn(l<:)Z (k) ) E n_K = > X(Men
Jj=n—n
, 2¢/'q\ /(') 1o\ 1/(0'a)
< (el )" )
op\ 1/p
1 n—1
BTk 1 Y Xi(k)ejn
j=n—vyn
Sous I’hypotheése H.3 pour tout p’ et ¢ :
_ ap'q\ 1/ (P'0) _ 2
(=) ))<= [l=7 w)|* = o) (5.43)

puisque la densité spectrale du processus (X;);cz admet une borne inférieure
positive et alors la plus grande valeur propre de ¥7!(k) est bornée. En outre,
par la convexité de la fonction x — 227 et la stationnarité du processus
(€t)iezs

| s\ /(0 Vi a2/q\ V(@)
<EHX§;(1<) ) = [ B YEx k)
VEk
1 2/q\ /(@9
= k| E|—=X"(k
\ X0 )
Vn/2—K 2¢'q\ /(@)
< k|E Z bicn_j
et par le Lemme 2 de Wei (1987) (voir [37]) :
/ 2\ /(@) Vin/2—Kn
<EHX;‘;(J<) ) < C'k Z v
< Ck
< CK, (5.44)
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parceque la suite (b )jen est absolument sommable.

Lemme 7 Supposons que les hypotheses du Théoreme 8 sont vérifiées.
St q > 1, alors pour tout 1 < k < K,,, on a

q
1
E||l——— X,i(k)e; < Ck9?
=t 2 S| <
j=Kn
avec C indépendante de n et k.
Preuve. (voir Godet (2008) [21]). o
Enfin par le Lemme précédent, nous avons :
X - 2p\ 1/p
E Kn +1 X](k)€]+1
j=n—vn
1/2 - 2p\ 1/p
< n— K + 1 1/2 Z Xj(k)ngrl
j=n—vn
; (W | -

Par les inégalités (5.43), (5.44), (5.45) et (5.36), le terme (5.39) vérifi pour
tout 6 >0 :

f
1 / 1
—_— X (K, »! K,))— n)E; X
DT ATy e Z ;
K3+2d+5

Sous I'hypothése (5.34), la moyenne (5.46) converge vers 0.
Etude de I’expression donnée en(5.40)

Montrons que :
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. 1 o st o] e o\
nETooE<\/k(n_Kn+1)X"<k) Sl (k) — 5 (k;)] jzlgnxj(k)gﬁl) = 0.
(5.47)

En appliquant deux fois I'inégalité de Holder, nous avons :

1 #! —1 — 2
b (\/kz(n — K, + 1)X” (k) [E ] Z}; X,k 5]“)

j=Kn
20\ V(@) A 2w\ V(')
H—X* (E HE‘l(k:) —$1(k) )
2p 1/p
1
E|—— Xi(k)e;

H V- K, 1 ;; (k)esn

En appliquant le Lemme 7, on obtient
n—1 2p 1/p
E L > X(k) < Ck<CK (5.48)
€ n- )
n—Kn—l—lsz J A - -

Maintenant nous montrons la convergence en moyenne-quadratique vers zéro
quand d €]0,1/2].
Pour d €]0, 1/4[, nous appliquons le Théoréme 7 et nous obtenons :
R 2p'q 1/(p'q) K2
Bz () - 2,k <c(—2 ). 5.49
(&= w -0 <o (5.49)

D’aprés (5.44), (5.48) et (5.49), on a

1 o . . n—1 2
E (\/k(n = 1)Xn (k) [2 (k) =%, (k)] j;n Xj(k)ng)

K3
< Ol —2»
- <n—Kn+1)

qui converge vers zéro si la condition (5.29) est vérifiée.
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Si d €]1/4,1/2[, nous obtenons par le Théoréme 7

o'\ 1/ (P'0) 272(0
pq) <c (KnL (n— K, + 1))  (550)

(E Hz—l(k) ~ S (k) e e

Les inégalités (5.44), (5.48) et (5.50) nous permettent de conclure que :

1 o 71 . n—1 2
. (w«n " (=7 (k) — £ (k) ZK Xj(k)fjH)

372(0,
< oK -K, 1)
= (n— K, + 1)

qui converge vers zéro sous ’hypothése (5.29).
Si d = 1/4, nous obtenons par le Théoréme 7

. 2/q\ /P9
(2w - sm]™)

o K2L*(n — K, +1)log(n — K,, + 1)
(n— K, +1)*4d '

<

(5.51)

Les inégalités (5.44), (5.48) et (5.51) nous permettent de conclure que :

1 o . . n—1 | | 2
3 (\/kf(” - K, + 1)Xn ) [Z (k) = %, (k)] = X, (k>51+1>

< K3L*(n— K, + 1)log(n — K,, + 1)
- (n — K, +1)2-4d

qui converge vers zéro sous I’hypothese (5.29).
De méme pour le terme (5.40) en utilisant (5.47) et (5.36) nous obtenons
pour tout 6 > 0 :

. . - 1 1 S . . 2
E (MX" () 571 (K) = 5, ()| mg}; X](K,L)gm)

K5+2d+6
—o(—2rn
(n— K, + 1)
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qui converge vers zéro sous I’hypothése (5.34) pour ¢ suffisamment petit.

Etude de I’expression donnée en (5.41)

Montrons que :

1m1E< 1 Xmm—oqwﬂiﬁuagfxxm@ﬂ> 0.

(5.52)
En utilisant 'inégalité de Holder deux fois, nous avons :
1 n—1 2
E Xz (k) — X0 (k)| £, (k X;(k)e;
(¢un—Ka+w[”() ]2 32 x>JH)
2¢'q 1/(q’q) - %' 1/(17/(])
/ _
Hf ol (eel™)
2p\ 1/P
n — K +1 =, €]+1

o, . . ! . ‘Lz
Par la convexité de la fonction x +— x%9 et la stationarité du processus (£¢)icz,
nous avons :

2/q\ /(@9
!/
1552}1?"( H\/_ - X, )

1/(‘1/‘1)
2q’
a9

< E Z bj€n—j—1

j=vn/2—Kn+1

et par le Lemme 2 de Wei (1987) (voir [37]), nous obtenons :

R oo
2
) el X

max H X/ (k>:| <
1<k<K, ( Vk j=/m)2— Kt
< o5t (5.53)
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Puis par le Théoréme 7

2'g\ 1/ (P'0)
( ~1(k) pq) <c (5.54)

Par les inégalités (5.48), (5.53) et (5.54), nous obtenons alors

2 ( T X0 - Xw)] 5w Z Xj<k>ejﬂ>
< C ( = )

qui converge vers zéro sous ’hypothése (5.29).
Pour le troisiéme terme (5.41), par (5.52) et (5.36) on obtient :

1 *! ’ &g 1 n—1 2

Jj=Kn
K3+2d+5
= 0
(TL - K N 1)3 2d

qui converge vers zéro sous I’hypothése (5.34).

Etude de ’expression donnée en (5.42)

On veut montrer que :

n—1 2
. 1 , A1 1
nETOOE ( E(Sn(k))zxn(k)zn (k)m Z X, (k)ejs1p — ajH]) =0.

j=Kn
(5.55)
En utilisant I'inégalité de Holder deux fois, nous avons :

n—1 2
1 - 1
E —X'kalk—EX —€;
( E(S,(k))? n(F) 20 ( )n—K +1] — €1,k 53+1]>
29'q\ 1/(d'0)
<

1
(n — K, + 1)E(S,(k))? B H mj;ﬂ Xj(k>[5j+1,k — 5j+1]

2 /(P'q) 1/
(ellwo™) ™ (o)™
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En appliquant le Lemme suivant,

Lemme 8 Sous [ hypothése H.2. Si ¢ > 1, alors pour tout 6 > 0, il existe
une constante C telle que pour tout 1 < k < K, :

n—1 q
1
E | =) X;(B)(ej1s — £j1)
vn—K,+1 =,
< C(k(n— K, + 1) B(S,(k)?) " (5.56)
ou la norme ||.|| est définie en (5.7).
Preuve. (voir Godet (2008) [21]). o

Nous obtenons pour tout § > 0 :

1 n-! 2¢/'q\ /(@)
E \/n——Tn—i—lj:ZK: Xj(k)lgj+1k — €jta]
< C (kn = K+ 1P E(S,()). (5.57)

Enfin nous choisissons p = 2 et nous avons :

(EIx,m01t) " = \E(in>

- (Z0) #2330

=1 1=1

puisque le processus (X;);cz est gaussien. En utilisant 'hypothése H.2 sur
les covariances, nous vérifions que pour tout o > 0 :

(EIX,01*) " < oVET < oV, (5.58)

si d €]0,1/4]. Par les inégalités (5.54), (5.57), (5.58) et 1 < k < K,,, nous
concluons que Vé > 0 :
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1 L el 1 n-l 2
3 ( B W 0 ey 2 Xl - w)

J=Kn

1 2d+6 2
< G m T E e (VU0
K
<

C
(n— K, +1)-24-9

qui converge vers zéro sous ’hypothese (5.29).
D’autre part, si d € [1/4,1/2[, 'inégalité (5.58) devient

1/2
Vo >0, (E ||X;(k)||4) < Ok, (5.59)

En utilisant les inégalités (5.54), (5.57) et (5.59), nous avons pour tout 6 > 0

1 L el 1 n-l 2
3 < E(Sn(k))QX"<k)E" (k)mj;;n X;(k)lejr — €j+1]>

K 142d+6
< C L
< (=hro)

qui converge vers 0 sous ’hypothése (5.29).
Enfin, lestimation du quatriéme terme (5.42) est directement donnée par
(5.55) :

1 / 1 —1 1 = :
F (\/ B R W )=y 3 KolKolesns - w)

K1+2d+6
- 0 n
(o x )

qui converge vers zéro sous ’hypothese (5.34).
Nous avons prouvé que, pour tout d €]0,1/2] :

]_ L2
—(f(K,) — fi(K,)) — 0 quand n — 4o0.
e )~ Aia)
Maintenant, nous allons prouver la convergence en moyenne-quadratique

(5.38).
D’aprés (5.33), on a
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n—K,+1 Knaz

Sous la condition (5.34), 'inégalité (5.36) implique que :
1 K,o?
E(S2(K,))n—K,+1

Alors nous avons

— 0 quand n — +o0.

. 1 y
Jim WE( 1K) =0.
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Chapitre 6

Comparaison des prédicteurs
sur des séries réelles et simulées

Nous allons sur des simulations numériques vérifier 'efficacité des deux
prédicteurs linéaires que nous avons étudiés dans ce mémoire : le prédicteur
de Wiener-Kolmogorov tronqué et le prédicteur projeté sur un passé fini.
Notre étude porte sur une série simulée et une série réelle.

6.1 Trajectoires simulées de processus frac-
tionnaires

6.1.1 Le processus fractionnaire

Le choix des processus fractionnaires s’est fait sur deux critéres : ils
forment une classe de modélisation trés courante des phénomeénes a longue
mémoire et de plus leurs coefficients caractéristiques sont explicitement cal-
culés (coefficients des développements autorégressif et moyenne mobile, au-
tocovariances voir Brockwell et Davis (1991) [14] chapitre 13.2) ce qui donne
acces a certaines méthodes de simulations et facilite le calcul des différents
prédicteurs. En effet, pour calculer les coefficients du prédicteur de Wiener-
Kolmogorov (tronqué ou non), on a besoin de connaitre les coefficients de la
représentation autorégressive infinie notés a;. Pour un processus fractionnaire
de parametre d, ils sont égaux a
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~ I'G—-4d
7 TG+ DI(—d)

m—1-4d
=

m=1

Pour le prédicteur projeté sur le passé fini [X ]lf a ’horizon 1, les coeffi-
cients a;;, peuvent étre calculés explicitement. Ils sont donnés par

—dT(k—d—j+1)

LU
Gk = O T Tt —d 1)

L m—1—d (k—j—I—m)
H (k—d—j+m)m

m=1

6.1.2 Meéthodes de simulation

Il existe de nombreuses méthodes permettant de simuler les processus
fractionnaires gaussiens. Les trajectoires simulées par ces modeéles sont ac-
ceptées par les tests effectués sur la densité spectrale ou sur ’estimation du
parameétre de longue mémoire par 'estimateur de Whittle. Ainsi ces modeéles
sont plus compatibles pour des longues trajectoires.

Nous avons étudiés trois modeles FARIMA(0,d,0) pour d = 0.1, d = 0.25
et d = 0.4. Pour calculer le prédicteur de Wiener-Kolmogorov (tronqué), il
faut connaitre la représentation autorégressive du processus. On peut calcu-
ler le développement autorégressif du processus fractonnaire intégré et donc
calculer le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué. On a tronqué le dé-
veloppement & 'ordre £ = 100, £ = 1000 et puis & 'ordre £ = 8000. On a
calculé également le prédicteur projeté sur £ = 100 , £ = 1000 et £ = 8000
observations des trois séries précédentes.

On a calculé tous les prédicteurs a I'horizon 1 sur ces séries pour tous les
points dont on connait le passé sur k observations, les résultats sont donnés
dans les figures (6.1), (3.2) et (6.3).

6.1.3 Comparaison des prédicteurs de Wiener-Kolmo-
gorov tronqué et projeté

Dans le chapitre 2, pour un processus fractionnaire, nous avons montré
que ’écart entre les erreurs commises par les deux prédicteurs croit avec le
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prévision pour k=100

5 I T T
(PP)
» (PWKT)
< 0 (PFI) ]
-5 | | | |
0 10 20 30 40 50
t
prévision pour k=1000
5 I T T
(PP)
- (PWKT)
x 0 N
(PFI)
_5 | | | |
0 10 20 30 40 50
t
prévision pour k=8000
5 T T
(PP)
- (PWKT)
x 0 N
(PFI)
_5 | | | |
0 10 20 30 40 50

F1a. 6.1 — Prévision a I’horizon 1 d’un processus FARIMA (0,0.1,0) (PFI) par
le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué (PWKT) et par le prédicteur
projeté (PP) pour k£ = 100, & = 1000 et & = 8000.
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prévison pour k=100
20 ‘ ‘

(PP)
- (PWKT)
< 0 (PFI) 1
_20 ] ] ] ]
10 20 30 40 50
t
prévison pour k=1000
20
(PP)
- (PWKT) i
< 0 (PFI)
_20 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50
t
prévison pour k=8000
50
(PP)
— (PWKT)
< 0 (PFI) I
_50 ! ! ! !
0 10 20 30 40 50

F1G. 6.2 — Prévision a ’horizon 1 d’un processus FARIMA (0,0.25,0) (PFI) par
le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué (PWKT) et par le prédicteur
projeté (PP) pour k£ = 100, & = 1000 et & = 8000.
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prévision pour k=100
5 T T

Xt
o

Xt
o

Xt
o

F1G. 6.3 — Prévision a I’horizon 1 d’un processus FARIMA(0,0.4,0) (PFI) par
le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué (PWKT) et par le prédicteur
projeté (PP) pour k£ = 100, & = 1000 et & = 8000.

93



parameétre de longue mémoire d. Il atteint par exemple 60% pour d = 0.4
(voir la figure (2.1)) et ce qui est clair dans les figures (6.1), (6.2) et (6.3) .

Si on projette ou on tronque & un ordre plus élevé plus on aura la meilleur
prédiction mais dans notre cas on observe que plus 'ordre k& augmente plus
I’écart entre les deux prédicteurs et les vraies valeurs du processus augmente.
En effet, a chaque fois qu'on projette ou on tronque a un ordre plus élevé
on aura plus de coefficient & estimer et les erreurs commises a chaque es-
timation peuvent se cumuler. nous avons montrés, aussi au chapitre 2, que
lorsqu’on connait la loi du processus, le prédicteur projeté sur les k der-
niéres observations est plus efficace que le prédicteur de Wiener-Kolmogorov
tronqué et cela par définition. Par contre lorsqu’on ne connait pas la loi du
processus et donc qu’on estime les coefficients des prédicteurs, le prédicteur
de Wiener-Kolmogorov tronqué est plus efficace que le prédicteur projeté
sauf pour k£ = 8000 . En effet, 'estimation des coefficients du prédicteur de
Wiener-Kolmogorov tronqué se fait sous une hypothése paramétrique alors
que pour le prédicteur projeté, on utilise une méthode non-paramétrique. La
convergence des estimateurs de la fonction de prédiction est plus lente dans

le cadre non-paramétriquesi le parameétre de longue mémoire d est supérieur
a 1/4 ( (voir Yajima (1993) [38]).

6.2 Etude de la riviére Nile

Nous avons une série de données concernant la riviere Nile. Cette série
montre le niveau annuel minimum de I’eau a la jauge de Roda pour les années
622-1281 (voir la figure (6.4)). Nous allons commencer par modéliser cette
série hydrologique puis prévoir les valeurs futures.
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niveau annuel minimum de I'eau & la jauge de Roda pour les années 622-1281

1500 T T T T

1400

1300

12001~

1100~

niveau d'eau minimum annuel

1000

900 | | | |
600 700 800 900 1000 1100 1200

temps

F1a. 6.4 — Niveau annuel minimum de l'eau a la jauge de Roda (la riviere
Nile) pour les années 622-128]1.

6.2.1 Modélisation

Nous allons modéliser la série que nous avons en utilisant le logiciel R par
le modeéle correspondant & la valeur minimum de I’AIC. Nous avons le modeéle
FARIMA(1,d,1) est approprié a la valeur AIC= 7571.18 qui est la plus petite
valeur. Alors nous proposons d’associé le modéle FARIMA(1,0.3,1) a la série
de données qui verifi I’équation suivante

(1—-0.9998B)(1 — B)**X, = (1 + 0.6797B)s,

ainsi le programme utilisé nous donne une variance estimée par la méthode
du maximum de vraisemblance égale & 5237, et les erreurs dues a l’estima-
tion des coefficients des polyndmes autorégressif et moyen-mobile sont égals
respectivement a 0.0003 et 0.0429.

6.2.2 Prévision par le prédicteur projeté

Nous allons utiliser le prédicteur projeté sur un passé fini de longueur k
du chapitre 5 donnée par
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k
Xri(k) = Z g XT41-4
i—1

les coefficients a;;, vérifient les équations de Yule-Walker, ils sont estimés
en utilisant T" = 633 observations dont nous avons utiliser également pour
prédire. Nous avons choisi de projeter sur les k derniéres valeurs observées
pour k£ = 98 puis pour k& = 633, par le logiciel Matlab ( version 7.1) on
a calculé les coefficients @, par la méthode de Yule-Walker puis tous les
prédicteurs a ’horizon 1 projetés sur les k derniéres observations et on a
tracé les prévision (voir la figure (6.5)). On a calculé et tracé également la
fonction d’autocovariance (voir la figure (6.6)) pour montrer la propriété de
longue mémoire pour le modele FARIMA par lequel on a modélisé la série
de données.

prévision
1350 ‘ ‘ ‘
— k=633
1300f| — k=98 ‘ -
lesdonnées

T
!

1250
1200

1150} )w

11001

‘
—

niveau d'eau

1050 4

1000 4

950

900 | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70

temps

Fic. 6.5 — Prévision a I’horizon 1 par le prédicteur projeté sur les k& dérnieres
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6.3 Exemples

6.3.1 Etude de ’erreur quadratique due a la prévision
d’un processus FARIMA (0,d,0)

Dans cette partie nous allons étudier ’erreur quadratique de prévision des
prédicteurs que nous avons étudié dans notre travail lorsque I’on n’a observé
qu’un passé fini et que la fonction de prédiction est estimée.

Le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué

Le premier prédicteur que nous avons calculé sur des séries simulées est le
prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué dont les coefficients sont estimés
grace a l'estimateur de Whittle sur une série de longueur 7' :

kp

Xrpe (1) = = a;(0r) Xip i1y,

j=1

ol A7 est Vestimateur de Whittle défini en (3.5). On estime

E {(kal - XT,kT(1)>2] :

On simule n = 10000 itérations indépendantes de la variable aléatoire Xy, 1 —
X7kp(1). Puis on estime sa variance par la variance empirique S? pour la-
quelle l'intervalle de confiance de coefficient de confiance 1 — « s’écrit :

(n—1)52 (n—1)52

[k‘((n —1),a/2) k((n—1),1 - a/Q)}
ot k(n,a) est le quantile supérieure d’ordre « de la loi du x? a n degrés de
liberté.
On fait varier la longueur k de la série utilisée pour prédire, la longueur T’
de la série utilisée pour estimer d le parameétre de longue mémoire.
On calcule deux jeux d’expériences en estimant le parameétre du modéle soit
sur une série indépendante comme au chapitre 3 (voir le tableau 6.1), ou sur
la série que 'on doit prédire (voir tableau 6.2).
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T 100 1000

d 0.1 0.25 0.4 0.1 0.25 0.4
k=150 | 1.0240.03 | 1.06+0.03 | 1.1840.03 | 1.0340.03 | 1.01+0.03 | 1.0240.03

T 10000

d 0.1 0.25 0.4
k=50 | 1.012003 | 042003 | 1.0020.05
% =100 | 1.012003 | 1012003 | 1.0020.03

Tab.6.1 - Erreurs quadratiques empiriques pour le prédicteur de Wiener-
Kolmogorov tronqué dont les coefficients sont estimés sur une série indépen-
dante par 'estimateur de Whittle et leurs intervalles de confiance avec un
coefficient de confiance a 0,95.

T 100 1000

d 0.1 0.25 0.4 0.1 0.25 0.4
k=50 | 1.03+0.03 | 1.06+0.03 | 1.15+0.03 | 1.0110.03 | 1.0610.03 | 1.0310.03
k=100 | 1.0410.03 | 1.06:40.03 | 1.1510.03 | 1.0150.03 | 1.02:0.03 | 1.0410.08

T 10000

d 0.1 0.25 0.4
k — 50 1.00:|:0.03 1.01:|:0‘03 1.01:‘:0.03
k=100 | 1.0340.03 | 0.9940.03 | 0.9840.03

Tab.6.2 - Erreurs quadratiques empiriques pour le prédicteur de Wiener-
Kolmogorov tronqué dont les coefficients sont estimés par l'estimateur de
Whittle calculé sur la méme série et leurs intervalles de confiance avec un
coefficient de confiance a 0,95.

En comparant les tableaux 6.1 et 6.2, on remarque que les résultats sont
similaires que ’on dispose d’une série indépendante pour estimer les coeffi-
cients ou non. Lorsqu’on augmente le nombre k£ d’observations utilisées pour
prédire, on peut s’attendre a deux effets comme on tronque a un ordre plus
élevé erreur de prédiction théorique doit diminuer mais comme on estime
plus de coefficients les erreurs commises sur chaque estimation peuvent se
cumuler et augmente l’erreur finale sur le prédicteur (voir le chapitre 3). Ici
pour k£ = 50 et k = 100, on ne distingue pas de différence ce qui montre
que le deuxiéme aspect est négligeable par rapport au premier. Par contre
la variance de l'erreur de prédiction est sensible au choix de T' le nombre
d’observations utilisées pour estimer la fonction de prédiction. Disposer de
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T = 1000 observations diminue par exemple beaucoup l’erreur quadratique
pour d = 0.4.

Le prédicteur projeté

Pour estimer 'erreur quadratique de prédiction pour le prédicteur projeté
a I’horizon 1 étudié au chapitre 5 :

k
Xri(k) = Z Qi g X413
i1

nous avons simulé 10000 prédicteurs indépendants d’un processus fraction-
naire et nous avons calculé la variance empirique. Nous avons de plus précisé
Iintervalle de confiance a 95% des résultats obtenus. Plus précisément nous
avons effectué deux procédures de simulations : on a tout d’abord estimé les
coefficients du prédicteur sur une série indépendante de celle que 'on doit
prédire comme on ’a supposé au chapitre 4 (voir tableau 6.4) puis on a es-
timé sur la méme série que celle utilisée pour prédire comme au chapitre 5
(voir tableau 6.5). Dans les deux cas, on a fait varier trois parameétres : le
parametre de longue mémoire d, le nombre de données utilisées pour prévoir
k et le nombre de données utilisées pour estimer 7'.

Commencons par quelques remarques communes aux deux procédures de si-
mulation dont les résultats sont résumés dans les tableaux 6.3 et 6.4. Lorsque
le parametre de longue mémoire d augmente, les coefficients estimés du pré-
dicteur convergent moins rapidement vers les vrais coefficients comme nous
l’avons rappelé au chapitre 4 (voir Yajima (1993) [38]). Cette dégradation de
I’estimation des coefficients et de la prédiction se voit bien lorsque T est égal
a 100 (voir les tableaux 6.3 et 6.4). Lorsque le nombre k de données utilisées
pour prévoir augmente & T fixé, I’erreur de prévision augmente puisque plus
le nombre de coefficients & estimer est important plus les erreurs peuvent se
cumuler. Cela s’observe notamment dans les colonnes 7" = 1000. Enfin plus
on dispose de données pour estimer les coefficients, meilleure est la prédiction.
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T 100 1000
d 0.1 0.25 0.4 0.1 0.25 0.4
k=250 | 1.4840.04 | 1.58+0.04 | 1.7540.04 | 1.0540.03 | 1.0540.03 | 1.0740.03
k? - ].00 1.08:|:1_03 ]_.]_0:|:0.03 ]_.]_1:|:0_03
T 10000
d 0.1 0.25 0.4
k=50 | 1.002003 | L.022003 | 1.0220.03
% =100 | 1.022003 | 1032003 | 1.012003

Tab.6.3 - Erreurs quadratiques empiriques pour le prédicteur projeté
dont les coefficients sont estimés & partir des covariances empiriques du pro-
cessus calculées sur une série indépendante et intervalle de confiance avec un
coefficient de confiance a 0,95.

T 100 1000
d 0.1 0.25 0.4 0.1 0.25 0.4
k=50 |1.20:003 | 1.3210.04 | 1.5440.04 | 1.0410.03 | 1.0540.03 | 1.0710.03
k =100 1.064103 | 1.094003 | 1.1040.03
T 10000
d 0.1 0.25 0.4
k? — 50 1'00:|:0.03 1.01:|:0_03 1.02:‘:0'03
k=100 | 1.024003 | 1.024003 | 1.0240.03

Tab.6.4 - Erreur quadratique empirique pour le prédicteur projeté dont
les coefficients sont estimés a partir des covariances empiriques du processus
calculées sur la méme série et intervalle de confiance avec un coefficient de
confiance a 0,95.

Si on compare les deux méthodes de simulations selon que ’on estime les
coefficients du prédicteur sur la méme série ou sur une série indépendante,
alors la comparaison est dans F aveur de ’estimation sur la méme série dans
tous les cas que nous avons testés. Dans nos résultats, rien ne laisse envisager
ce résultat empirique.

6.3.2 Etude du niveau du lac majeur
Les données

Nous allons nous intéresser a la série correspondant a la quantité d’eau
arrivée quotidiennement dans le lac Majeur (qui se trouve entre I'Italie et la

101



Suisse) entre le ler janvier 1943 et le 30 avril 1994.

Cette série hydrologique contient une partie périodique due a la saisonna-
lité des précipitations. Nous allons commencer par estimer puis soustraire la
composante périodique annuelle des données.

Prévision par le prédicteur tronqué

Montanari et al. (1997) proposent de modéliser la série par un modéle
FARIMA(1,d,1). Pour estimer les trois parametres du modele, ils utilisent
I’estimateur de Whittle comme nous ’avons fait au chapitre 3. L’estimateur
de Whittle nous donne le modéle FARIMA suivant pour le résidu :

(1—-0.11B)(1 — B)**¥X, = (14 0.23B)¢,. (6.1)

On peut alors calculer le développement autorégressif du processus solution
stationnaire de 1'équation (6.1) et donc calculer le prédicteur de Wiener-
Kolmogorov tronqué. Si on calcule tous les prédicteurs a ’horizon 1 sur cette
série pour tous les points dont on connait le passé sur 80 observations, on
obtient une variance empirique de tous ces prédicteurs égale a 3580. Les ob-
servations ne sont pas indépendantes donc on n’obtient pas une trés bonne
estimation de la variance du prédicteur mais elle nous donne tout de méme
une idée de sa qualité. On peut par exemple la comparer a la variance du
bruit blanc (g,)ncz sous-jacent qui est l'erreur quadratique de prévision du
prédicteur de Wiener-Kolmogorov c’est-a-dire I’erreur minimale pour un pré-
dicteur linéaire. On estime la variance du bruit blanc par 2 en utilisant la
formule

0% = exp ( / " log( f(A))d)\/Qw)

et dans Y remplagant la densité spectrale f par le périodogramme. On obtient
6% = 2960. L’autre valeur de référence est la moyenne du processus. Elle est
sur cette série estimée & 77500. Le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué
est donc assez proche du prédicteur de Wiener-Kolmogorov ce qui montre son
efficacité.

Prévision par le prédicteur projeté

Pour prédire la série désaisonnalisée, on va maintenant utiliser le prédic-
teur projeté sur un passé fini de longueur £ du chapitre 5 dont les coefficients
sont estimés sur la méme série. On a choisi de prédire en p rojetant sur les
k = 80 derniéres valeurs en estimant les covariances empiriques sur 1’en-
semble de la série (18748 observations). Sur le graphique (6.3), on a tracé les
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80 derniéres prévisions. Comme on dispose de beaucoup d’observations pour
estimer la fonction de prévision, on peut considérer que ’erreur principale
est due a la projection et non a ’estimation c’est-a-dire que 'on se trouve
sous la condition (5.34) du Théoréme 9. On applique alors le Théoréme 9
pour obtenir un intervalle de confiance asymptotique. On va de plus suppo-
ser que nos observations sont comme dans la partie précédente la réalisation
d’un processus FARIMA. Pour nos k derniéres observations, on a tracé en p
ointillé I'intervalle asymptotique de confiance & 95% ( voir la figure (6.7) ).
Sur I’ensemble de la série, on trouve que 90% des valeurs prises par la série
sont dans l'intervalle de confiance.

Si on calcule la variance de tous les prédicteur & I’horizon 1 que l'on peut
regarder sur cette série. Pour le prédicteur projeté, on trouve une variance
3265. La variance estimée du bruit blanc est de 2960 et celle du processus
de 77500. Le prédicteur projeté sur un passé fini semble donc efficace. Sa
variance estimée est inférieure & celle du prédicteur de Wiener-Kolmogorov
tronqué. Comme on dispose de beaucoup d’observations (7" = 18748), la
convergence des coefficients estimés du prédicteur projeté est bonne. Les ré-
sultats des prédicteurs tronqué et projeté devraient donc étre similaires si on
étudiait des séries simulées comme dans ’exemple précédent. Mais ici, nos
données ne sont pas simulées selon le modele FARIMA(1,d,1) que nous avons
ajusté et le prédicteur projeté non-paramétrique reprend alors I’avantage sur
le tronqué paramétrique.
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coefficient de confiance 0, 95.
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Résumé : Nous étudions des méthodes de prévision pour les processus
a longue mémoire. Ils sont supposés stationnaires du second ordre, linéaires,
causals et inversibles. Nous supposons tout d’abord que I'on connait la loi
du processus mais que 'on ne dispose que d’un nombre fini d’observations
pour le prédire. Nous proposons alors deux prédicteurs linéaires : celui de
Wiener-Kolmogorov tronqué et celui construit par projection sur le passé fini
observé. Nous étudions leur comportement lorsque le nombre d’observations
disponibles tend vers I'infini. Dans une seconde étape nous ne supposons plus
la loi du processus connue, il nous faut alors estimer les fonctions de prévision
obtenues dans la deuxiéme partie. Pour le prédicteur de Wiener-Kolmogorov
tronqué, nous utilisons une approche paramétrique en estimant les coeffi-
cients du prédicteur grace a 'estimateur de Whittle calculé sur une série
indépendante de la série a prédire. Pour le prédicteur obtenu par projection,
on estime les coefficients du prédicteur en remplacant dans les équations de
Yule-Walker les covariances par les covariances empiriques calculé sur une
série indépendante ou sur la série a prédire. Pour les deux prédicteurs, on es-
time les erreurs quadratiques due & I'estimation des coefficients et on prouve
leurs normalités asymptotiques.

Mots clés : Processus a longue mémoire, modéle linéaire, erreur quadra-
tique de prévision, normalité asymptotique.

Summary : We study methods for forecasting long-memory processes.
We assume that the processes are weakly stationary, linear, causal and in-
vertible, but only a finitesubset of the past observations is available. We
first present two approaches when the stochastic structure of the process is
known : one is the truncation of the Wiener-Kolmogorov predictor, and the
other is the projection of the forecast value on the observations,i.e. the least-
squares predictor. We show that both predictors converge to the Wiener-
Kolmogorov predictor. When the stochastic structure is not known, we have
to estimate the coefficients of the predictors defined in the first part. For the
truncated Wiener-Kolomogorov, we use a parametric approach and we plug
in the forecast coefficients from the Whittle estimator, which is computed
on an independent realisation of the series. For the least-squares predictor,
we plug the empirical autocovariances (computed on the same realisation or
on an independent realisation) into the Yule-Walker equations. For the two
predictors, we estimate the mean-squared error and prove the asymptotic
normality.

Key words : Long-memory process, linear model, mean-squared forecast
error,asymptotic normality.
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