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Chapitre 1

Introduction

Pour un ensemble d�observations données nous allons associer un modèle
approprié, en p articulier, choisir un modèle ARMA(p; q) pour adapter une
série de données donnée, et nous devons toujours non seulement découvrir les
modèles cachés dans les données mais produire également les prévisions. Le
terme modèle linéaire est parfois employé dans un sens plus général que ce
que nous considérons ici, n�importe quel modèle qui relie des variables par un
rapport linéaire est un modèle linéaire. Cette description adapte le modèle
généralisé mentionné ici (c�est-à-dire : le modèle ARMA(p; q)).
Pourquoi le modèle linéaire ?
En raison de sa simplicité, il est mieux compris et plus facile à interpréter

que la plupart des autres modèles, et les méthodes d�analyse et d�inférence
sont mieux développés de plus il peut être employé au moins dans un premier
temps car la formulation "modèle linéaire" est utile même pour les modèles
non-linéaire qui peuvent être réduits à la forme linéaire au moyen de trans-
formations.
Pour plus d�informations sur les modèles, nous allons étudier leurs com-

portements et leurs propriétés principales. Le chapitre 1 comporte alors en
premier des rappels théoriques nécessaires sur les modèles, par exemple : sta-
tionnarité, inversibilité, expression des autocovariances, forme de la densité
spectrale...etc.
Le modèle général autorégressif-moyenne mobile d�ordre (p; q) ou ARMA

(p; q) (AutoRegressive Moving Average) présenté par Box et Jenkins (1970)
inclut deux classes de processus : processus ARMA stationnaires dont les
racines du polynôme autorégressif se trouvent dans le disque unité et le
comportement non-stationnaire si le polynôme autorégressif admet de zé-
ros à l�intérieur du cercle unité. La seconde classe des processus ainsi dé-
�nie comprend deux cas particuliers importants : le modèle ARMA non-
stationnaire et non-homogène qui représente le comportement explosif ou
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évolutionnaire, comme exemple nous avons "la croissance bactérienne" et le
modèle ARMA non-stationnaire mais homogène, dont le polynôme autoré-
gressif admet un zéro d�ordre d sur le cercle unité, qui peut être obtenu dans
I ntégrant le processus ARMA(p; q) stationnaire d fois, ce que nous appe-
lons : processus autorégressif-moyenne mobile intégré noté ARIMA(p; d; q)
(AutoRegressive Integrated Moving Average). La méthodologie d�ARIMA
développée par Box et Jenkins (1976) (voir [12]) a gagné l�énorme popularité
dans beaucoup de secteurs et la pratique en matière de recherche con�rme
sa puissance. Mais dans ce travail nous sommes intéressés par le modèle
FARIMA(p; d; q) ou ARFIMA(p; d; q) (AutoRegressive Fractionally Integ-
rated Moving Average) ; qui constituent une généralisation des processus
ARIMA de Box et Jenkins dans lequel l�exposant de di¤érenciation d était
un entier positif. Dans le cas des processus FARIMA, d peut prendre des va-
leurs réelles, et non plus seulement des valeurs entières. Plus précisement
nous sommes intéressés par le modèle FARIMA(p; d; q) stationnaire dont
d 2]0; 1=2[.
Ce que nous allons étudier de façon plus détaillée ; une classe des mo-

dèles paramétriques de série chronologique où on peut inclure les modèle
ARIMA et FARIMA : les processus à longue mémoire généralisés. Ces pro-
cessus peuvent tenir compte simultanément en modèlisant, une dépendance
de longue gamme aussi bien qu�un comportement cyclique périodique persis-
tant. Ce genre de phénomène est souvent rencontré dans la pratique.
Dans le chapitre 2, nous allons commencer par dé�nir un prédicteur de

référence pour lequel l�erreur quadratique de prédiction est minimum. Plus
précisément nous allons calculer le meilleur prédicteur linéaire X̂k(h) à l�ho-
rizon h au sens L2 connaissant le passé in�ni fXk+1�j; j � 1g que nous
appellerons prédicteur de Wiener-Kolmogorov, c�est à dire que l�on va proje-
ter Xk+h sur le complété du sous-espace engendré par la famille de variables
aléatoires fXk�i; i � 0g dans l�espace L2 des variables aléatoires réelles de
carré intégrables. Mais en p ratique pour faire de la prévision, on ne dis-
pose jamais d�un nombre in�ni d�observations. On ne peut pas donc utiliser
pour prévoir le prédicteur de Wiener-Kolmogorov, on a alors deux possibili-
tés : soit recourir au prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué soit utiliser
le prédicteur projeté. Ensuite nous donnerons la vitesse de convergence des
erreurs quadratiques des prédicteurs projeté et tronqué vers le prédicteur de
Wiener-Kolmogorov lorsque k, le nombre d�observations, tend vers l�in�ni
pour des processus à longue mémoire.
Dans le chapitre 3, nous allons restreindre notre étude au prédicteur tron-

qué et étudier l�erreur quadratique commise lorsqu�on ne connait pas la struc-
ture stochastique du processus et qu�il faut donc estimer les coe¢ cients du
prédicteur. On suppose que l�on veut prédire les processus (Xn)n2Z en dis-
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posant d�une réalisation de longueur k. Pour l�estimation de la fonction de
prédiction, on observe une série indépendante (Yn)n2Z de longueur T sui-
vant la même loi que (Xn)n2Z . On suppose de plus que le processus (Xn)n2Z
appartient à une famille paramétrique et plus précisément que sa densité
spectrale f(:; �0) appartient à la famille F� = ff(:; �); � 2 � compactg. Pour
estimer le paramètre �0, on utilise l�estimateur de Whittle (voir Fox et Taqqu
(1986) [16]). Puis nous nous intéresserons à l�erreur quadratique de prévision
commise lorsque les coe¢ cients du prédicteur sont estimés à l�aide de l�esti-
mateur de Whittle. Nous donnerons un encadrement de cette erreur dans F
aisant tendre T puis k vers l�in�ni.
Puisque la vitesse de convergence des coe¢ cients du prédicteur est plus

faible en longue mémoire qu�en courte mémoire l�impact de l�estimation des
coe¢ cients du prédicteur sur la vitesse de convergence globale vers le pré-
dicteur de Wiener-Kolmogorov sera donc plus fort dans notre cas. Dans le
chapitre 4, nous donnerons une majoration de l�erreur quadratique supplé-
mentaire due à l�estimation des coe¢ cients du prédicteur projeté lorsque
le processus est à longue mémoire. La résolution pratique des équations de
Yule-Walker a donné lieu à de nombreux algorithmes comme celui de Durbin-
Levinson ou l�algorithme d�innovation quant à lui permet de calculer récur-
sivement le prédicteur projeté (voir Brockwell (1991) [14]).
Dans les chapitres 3 et 4, l�estimation des coe¢ cients du prédicteur est

faite sur une réalisation indépendante de celle que l�on souhaite prévoir. Or
en pratique on dispose rarement de deux réalisations indépendantes du même
processus. Ing et Wei (2003) (voir [24]) se sont a¤ranchis de cette hypothèse
contraignante pour le prédicteur projeté d�un processus à courte mémoire.
Godet (2008) (voir [21]) généralise leurs résultats pour des processus à longue
mémoire. Nous intéresserons à cette généralisation, donc nous allons commen-
cer par démontrer des inégalités sur les moments des estimées des matrices
d�autocovariance des processus à longue mémoire. En e¤et les coe¢ cients du
prédicteur projeté sont calculés en utilisant les équations de Yule-Walker.
La vitesse de convergence des coe¢ cients estimés dépend donc de la vitesse
de convergence de l�inverse de la matrice des autocovariances estimée. On
bornera ainsi les moments de la matrice de covariance empirique de taille
k� k et sa vitesse de convergence vers la matrice de covariance du processus
(Xn)n2Z .
Ensuite nous passerons à l�étude de l�erreur quadratique du prédicteur pro-
jeté. Elle se décompose en trois termes : l�erreur minimale de prédiction (la
variance du bruit blanc �2"), l�erreur due à la projection plus un terme sup-
plémentaire dû à l�estimation des coe¢ cients du prédicteur. Si on note n
la longueur du passée utilisée pour prévoir et Kn la longueur du passé uti-
lisé pour estimer les coe¢ cients, l�erreur supplémentaire a comme équivalent
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asymptotique Kn

n
s�il existe � > 0 tel que K4

n = o(n1�2d��). Il est à remarquer
que pour minimiser l�erreur quadratique totale de prévision, il faudra faire
un compromis entre l�erreur due à la projection et celle due à l�estimation
des coe¢ cients car la première décroît avec Kn alors que l�autre croît. En
e¤et plus on projette sur un nombre important de données k, plus il y a de
coe¢ cients à estimer et plus les erreurs dues à leurs estimations se cumulent.
En�n on déduit de cette expression de l�erreur quadratique un théorème cen-
trale limite de notre prédicteur vers le prédicteur de Wiener-Kolmogorov.
A la �n dans le chapitre 6 nous allons comparer les prédicteurs étudiés

aux chapitres précédents sur des séries réelles et simulées.

1.1 Quelques notions et dé�nitions

1.1.1 Rappels

� Dé�nition 1
Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires (Xt)

dé�nie sur un espace de probabilité (
,A,P).

� Dé�nition 2
Une série chronologique est une série d�observations relevées dans le temps.

Fonction d�autocovariance

Si (Xt)t2Z est un processus tel que :V arXt <1;8t 2 T � Z,
alors la fonction d�autocovaritance 
X de (Xt)t2Z est dé�nie par :


X(r; s) = Cov(Xr; Xs) = E(Xr � E(Xr))(Xs � E(Xs)) r; s 2 T:

Stationnarité

La propriété de stationnarité suppose que le processus stochastique �uc-
tue autour d�une valeur moyenne constante.

1. Stationnarité du second ordre :
La série temporelle (Xt)t2Z est dite stationnaire du second ordre si :

i)EjXtj2 <1; 8t 2 Z
ii)E(Xt) = m; 8t 2 Z (la moyenne ne d�epend pas du temps t)
iii)
X(r; s) = 
X(s+ t; r + t); 8t 2 Z:
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Il serait alors convenable de redé�nir une fonction d�autocovariance
d�un processus stationnaire du second ordre comme une fonction d�une
seule variable :


X(h) = 
X(h; 0) = Cov(Xt+h; Xt); 8t; h 2 Z:

2. Stationnarité au sens stricte :
La série temporelle (Xt)t2Z est dite strictement stationnaire si les dis-
tributions de ( Xt1 ; Xt2 ; :::; Xtn ) et (Xt1+h; Xt2+h; :::; Xtn+h) sont les
mêmes pour tout entier h pour tout t1; t2; :::; tn 2 Z

Inversibilité

Un processus ARMA(p; q) est dit inversible s�il existe une suite de coe¢ -
cients (�j) tels que

P1
j=0 j�jj <1 et :

"t =
+1X
j=0

�jXt�j t = 0;�1; ::::

Densité spectrale

La densité spectrale d�un processus stationnaire est dé�nie par :

f(�) =
1

2�

+1X
k=�1

e�ik�
k � � � � � �; (1.1)

où 
 est la fonction d�autocovariance qui doit être absolument sommable.

1.1.2 Les modèles linéaires généraux

Une question importante à laquelle on essaye de répondre par les modèles
statistiques est la suivante : comment peut une quantité y être expliqué par
un certain nombre des autres quantités x1; x2; :::; xn ?. Peut être le modèle
le plus simple qui est employé pour répondre à cette question est le modèle
linéaire :

y = �0 + �1x1 + �2x2 + :::+ �nxn + ";

où �0; �1; :::; �n sont des constantes et " est un terme d�erreur qui explique
les incertitudes.
On dé�nit deux formes équivalentes de processus linéaires :
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1. On décrit un modèle stochastique linéaire général qui suppose une série
chronologique pour être produit par une agrégation linéaire des chocs
aléatoires :

~Xt = "t +  1"t�1 +  2"t�2 + ::::

~Xt = "t +

+1X
j=1

 j"t�j; (1.2)

où ~Xt = Xt � � la déviation du processus Xt de sa moyenne et "t
est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance �2". Dans la re-
présentation (1.2) de ~Xt , pour un processus stationnaire valide, il est
nécessaire que les coe¢ cients  j soient absolument sommables c�est-à-
dire :

P+1
j=0

�� j�� <1
2. L�expression de ~Xt est une régression multiple de sa valeur courante
sur ses valeurs passées ~Xt�1; ~Xt�2; ~Xt�3; :::: :

~Xt = �1 ~Xt�1 + �2 ~Xt�2 + �3 ~Xt�3 + ::: (1.3)

La relation entre les coe¢ cients  et � est obtenue en utilisant l�opérateur
retard B dé�ni par :

BXt = Xt�1 et BjXt = Xt�j:

Par exemple : nous considérons le modèle

~Xt = "t � �"t�1 = (1� �B)"t;

avec  1 = ��;  j = 0 pour j > 1:
Si on décrit "t en terme de ~Xt on obtient

(1� �B)�1 ~Xt = "t

et pour j�j < 1,on aura

(1 + �B + �2B2 + �3B3 + :::) ~Xt = "t

d�où
~Xt = �� ~Xt�1 � �2 ~Xt�2 � �3 ~Xt�3 + "t

alors pour ce modèle �j = ��j.
En général, la représentation (1.2) sera écrite comme suit :
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~Xt = (1 +
+1X
j=1

 jB
j)"t = 	(B)"t; (1.4)

où

	(B) = 1 +
+1X
j=1

 jB
j:

Similairement, la représentation (1.3) sera :

(1�
+1X
j=1

�jB
j) ~Xt = �(B) ~Xt = "t; (1.5)

où

�(B) = 1�
+1X
j=1

�jB
j:

Après avoir multiplié les deux membres de (1.5) par 	(B) on obtient :

	(B)�(B) ~Xt = 	(B)"t = ~Xt

	(B)�(B) = 1

�(B) = 	�1(B):

Fonction d�autocovariance d�un processus linéaire

La fonction d�autocovariance du processus linéaire représentée par (1.2)
est donnée par :


k = �"
2

+1X
j=o

 j j+k (1.6)

Pour k = 0 on aura sa variance :


0 = �"
2

+1X
j=o

 j
2: (1.7)

La condition de stationnarité dont les coe¢ cients  j sont absolument som-
mables implique que le processus a une variance �nie.
Une autre façon pour obtenir les autocovariances d�un processus linéaire est
la fonction génératrice d�autocovariance :
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G(z) =

+1X
k=�1


kz
k (1.8)

dans laquelle la variance 
0 du processus est le coe¢ cient de z
0 = 1 , et 
k

sont les coe¢ cients de z et z�1 ( car 
k = 
�k ).

Conditions de stationnarité pour un processus linéaire

La convergence de la série (1.7) assure que le processus a une variance
�nie. Pour le processus linéaire (1.2) les conditions de stationnarités peuvent
être garanties par la condition :

+1X
j=0

j jj <1:

Conditions d�inversibilité pour un processus linéaire

L�inversibilité est indépendante de la stationnarité et elle est aussi appli-
cable pour les modèles linéaires non-stationnaires.
En général, le processus linéaire (1.2) est inversible s�il existe une suite de
constantes (�j)j�0, telles que :

+1X
j=0

j�jj <1

et

"t =
+1X
j=0

�jXt�j:

Spectre d�un processus linéaire

Si on remplace z dans la fonction génératrice d�autocovariance par e�i2��

on obtient le spectre d�un processus linéaire :

f(�) = 2�"
2	(e�i2��)	(ei2��)

f(�) = 2�"
2j	(e�i2��)j2 0 � � � 1

2
; (1.9)

où

	(z) = 1 +

+1X
j=1

 jz
j:
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1.1.3 Les modèles autorégressifs et moyennes mobiles

Les représentations (1.2) et (1.3) du processus linéaire général ne sont pas
très applicables dans la pratique car elles contiennent un nombre in�ni de
paramètres.
Une classe importante de modèles stochastiques utilisées pour décrire les
séries chronologiques est la classe des modèles ARMA(p; q).

Les modèles autorégressifs d�ordre p ou AR(p)

On considère le cas particulier de la représentation (1.3), dans laquelle les
p premiers coe¢ cients seulement sont non nuls :

~Xt = �1 ~Xt�1 + �2 ~Xt�2 + :::+ �p ~Xt�p + "t

(1� �1B � �2B
2 � :::� �pB

p) ~Xt = "t

�(B) ~Xt = "t; (1.10)

avec

�(z) = 1�
pX
j=1

�jz
j:

� Stationnarité des processus AR(p)
L�ensemble des paramètres �1; �2; :::; �p d�un processus AR(p) doit sa-
tisfaire certaines conditions pour que le processus soit stationnaire :

�(B) ~Xt = "t

donc
~Xt = �

�1(B)"t:

On obtient

�(B) = (1�G1B)(1�G2B):::(1�GpB);

où G1�1; G2�1; :::; Gp�1 sont les racines de �(z) = 0:

~Xt = �
�1(B)"t =

pX
i=1

Ki

1�GiB
"t;

avec

�(B) =

pY
i=1

(1�GiB):
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Si 	(B) = ��1(B) est une série convergente c�est-à-dire : les coe¢ -
cients  j =

Pp
i=1KiGi

j sont absolument sommables alors AR(p) re-
présente un processus stationnaire donc on doit avoir jGij < 1, pour
i = 1; 2; :::; p. On peut alors exprimer la condition de stationnarité que :
�(z) n�ait pas de zéros dans le disque unité.

� Pour l�inversibilité aucune condition car le processus AR(p) est toujours
inversible.

Les modèles moyennes mobiles d�ordre q ou MA(q)

On considère de (1.2) où nous avons une in�nité de paramètres que les q
premiers coe¢ cients seulement sont non nuls :

~Xt = "t � �1"t�1 � �2"t�2 � :::� �q"t�q

ou encore
~Xt = �(B)"t; (1.11)

avec

�(z) = 1�
qX
j=1

�jz
j:

� Inversibilité des processus MA(q) : Les coe¢ cients �1; �2; :::; �q
doivent satisfaire certaines conditions pour que le processus MA(q) soit
inversible :

~Xt = �(B)"t

donc
��1(B) ~Xt = "t:

Si

�(B) =

qY
i=1

(1�HiB);

où H1
�1; H2

�1; :::; Hq
�1 sont les racines de l�équation �(z) = 0.

On obtient :

�(B) = ��1(B) =

qX
i=1

Mi

1�HiB
:

La série �(B) converge si les coe¢ cients �j = �
Pq

i=1MiHi
j sont ab-

solument sommables donc le processus MA(q) est inversible si jHij < 1
pour i = 1; 2; :::; q c�est-à-dire : �(z) n�ait pas de zéros dans le disque
unité.

� Pour la stationnarité aucune condition car le processus MA(q) est tou-
jours stationnaire.
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Les modèles mixtes autorégressifs moyennes mobiles d�ordre (p; q)
ou ARMA(p; q)

Pour permettre une meilleure �exibilité dans l�ajustement des séries chro-
nologiques, il est souvent utile de combiner les formes autorégressives et
moyennes mobiles. Ceci nous amène à dé�nir les modèles mixtes autoré-
gressifs moyennes mobiles d�ordre (p; q), notés ARMA(p; q), véri�ant

~Xt = �1 ~Xt�1 + �2 ~Xt�2 + :::+ �p ~Xt�p + "t � �1"t�1 � �2"t�2 � :::� �q"t�q:

On peut écrire encore :
�(B) ~Xt = �(B)"t; (1.12)

avec

�(z) = 1�
pX
j=1

�jz
j

�(z) = 1�
qX
j=1

�jz
j:

Notons que ~Xt = Xt�� où � = E(Xt) alors le processus ARMA(p; q) général
peut être dé�ni par :

�(B)Xt = �0 +�(B)"t;

où �0 = (1� �1 � �2 � :::� �p)�:
�Conditions de stationnarité et d�inversibilité des processus
ARMA Les conditions de stationnarité et d�inversibilité du modèle
mixte ARMA se déduisent de celles des AR(p) et MA(q) où on a :
Processus ARMA(p; q) stationnaire : si �(z) n�ait pas de zéros dans le
disque unité.
Processus ARMA(p; q) inversible : si �(z) n�ait pas de zéros dans le
disque unité.
avec �(z) et �(z) n�aient pas de zéros communs.

� Spectre des processus ARMA(p; q) : La densité spectrale d�un pro-
cessus ARMA(p; q) est dé�nie par :

f(�) = 2�"
2 j�(e�i2��)j

2

j�(e�i2��)j2
0 � � � 1

2
: (1.13)

1.1.4 Les modèles ARMA intégrés ou ARIMA(p; d; q)

Certaines séries chronologiques rencontrées dans la pratique, surtout dans
les domaines d�industrie et d�économie, présentent des comportements non
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stationnaires. Généralement ces séries n�admettent pas de moyenne �xe.
Néanmoins, elles se caractérisent par un comportement homogène. En d�autres
termes, bien que le niveau moyen autour duquel la série �uctue change d�une
période à l�autre, la série chronologique garde la même allure générale moyen-
nant de temps et d�échelle. Ce genre de comportement peut être représenté
par un opérateur généralisé ��(B) qui, considéré comme polynôme dans B ,
admet une ou plusieurs racines sur le cercle unité. Ce type d�oéprateur peut
s�écrire sous la forme :

��(B) = �(B)(1�B)d;

où �(B) est un opérateur autorgéréssif stationnaire et d un entier positif.

1.1.5 Les modèles FARIMA(p; d; q)

Le modèle général pour représenter des séries chronologiques stationnaires
ou non stationnaires à comportement homogène peut être présenté sous la
forme suivante :

��(B) ~Xt = �(B)(1�B)d ~Xt = �(B)"t: (1.14)

Ce modèle est alors appelé modèle autoregréssif moyenne mobile fraction-
naire intégré (AutoRegressive Fractionally Integrated Moving Average)
ou modèle FARIMA(p; d; q). Un modèle fractionnaire intégré a pour caracté-
ristique une dépendance entre des observations éloignées.
�Remarque
L�expression (1.14) peut s�écrire sous la forme suivante :

�(B)Yt = �(B)"t; (1.15)

où
Yt = rd ~Xt:

Ainsi dans l�expression (1.15), �(B) est un opérateur autoregréssif station-
naire, donc le processus Yt est un processus stationnaire.

Stationnarité des modèles FARIMA(p; d; q)

Il s�agit d�obtenir les conditions sur d pour qu�un processus FARIMA(p; d; q)
soit stationnaire, et pour cela il su¢ t d�étudier le comportement d�un pro-
cessus FARIMA d�ordre (0; d; 0) qui s�appelle "bruit fractionnaire intégré" et
qui satisfait la relation :

(1�B)d ~Xt = "t: (1.16)
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L�expression (1.16) est équivalente à :

~Xt = (1�B)�d"t: (1.17)

Le développement dans S érie de (1�B)�d est donné par :

(1�B)�d =
+1X
j=0

(�d)(�d� 1):::(�d� j + 1)

j!
(�B)j

(1�B)�d =
+1X
j=0

(d)(d+ 1):::(d+ j � 1)
j!

(B)j:

Notons

�(d+ j)

�(d)
= (d)(d+ 1):::(d+ j � 1);

avec �(n) = (n� 1)!:
L�expression (1.17) peut être représentée sous la forme :

~Xt =
+1X
j=0

bj"t�j (1.18)

et

bj =
�(d+ j)

�(d)�(j + 1)
:

Le comportement asymptotique des coe¢ cients (aj) se déduit directement
de la formule de Sheppard :

�(j + a)

�(j + b)
� ja�b si j �!1

alors

bj �
jd�1

�(d)
si j �!1

d�où

bj
2 � j2d�2

�(d)2
si j �!1:

La suite des bj est de carré sommable si et seulement si :
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2d� 2 < �1, d <
1

2
:

Donc on déduit qu�un processus FARIMA(p; d; q) est stationnaire si et seule-
ment si 0 < d < 1

2
.

1.1.6 Les modèles à longue mémoire

Les processus ARMA s�appellent souvent les processus à courte mémoire
parce que leurs covariances décroîent rapidement. D�autre part, un proces-
sus à longue mémoire est caractérisé par la propriété suivante : la fonction
d�autocovariance décroît plus lentement c�est-à-dire : n�est pas absolument
sommable

+1X
k=�1

j
(k)j =1:

Ils sont appelés ainsi dans R aison de la corrélation forte entre les observa-
tions largement séparées dans le temps. Ils permettent donc d�identi�er les
phénomènes de persistance. Les modèles de séries chronologiques à longue
mémoire ont attirés beaucoup d�attention récemment car ces processus mo-
délisent une grande variété de phénomènes et il y a maintenant une réalisation
croissante que les caractéristiques de possession de longue mémoire de séries
chronologiques surgissent dans des domaines aussi divers que des sciences
économiques, géophysique ... etc.
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Chapitre 2

Prévision

2.1 Introduction

Pour prévoir les valeurs futures d�une série d�observations donnée, on
doit choisir un modèle approprié pour l�adapter. Pour que ce procédé soit
signi�catif il doit être au moins plausible que les données soient dans F ait
une réalisation d�un processus ARMA stationnaire, alors il est parfois néces-
saire de faire une transformation a�n de produire une nouvelle série qui est
plus compatible avec la stationnarité d�un processus, on a par exemple, la
transformation logarithmique qui est utilisée pour les séries dont l�écart type
augmente linéairement avec la moyenne. Après avoir transformé les données,
il devient nécessaire également d�identi�er des valeurs appropriées pour les
paramètres p et q. Il pourrait être évident à première vue que plus les valeurs
de p et q choisis sont élevées plus le modèle adapté sera meilleur, mais pour
obtenir le modèle ARMA le plus satisfaisant on doit minimiser certaines va-
leurs, par exemple, pour un processus autorégressif pur le modèle choisi est
celui qui réduit au minimum la valeur FPE (final prediction error)
où

FPE = �̂2
n+ p

n� p

avec �̂2 est l�estimateur de maximum de vraisemblance de �2. On a encore
d�autres valeurs ou critères comme le BIC,l�AIC et l�AICC.
Une partie essentielle du procédé doit examiner les résidus, si le modèle est
satisfaisant, ont l�aspect d�une réalisation d�un bruit blanc.

Dans ce chapitre nous étudions des méthodes de prévision pour les processus
à longue mémoire. Ils sont supposés stationnaires du second ordre, linéaires et
inversibles. Nous supposons tout d�abord que l�on connaît la loi du processus
mais que l�on ne dispose que d�un nombre �ni d�observations pour prédire.
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Nous présentons deux méthodes de prédiction linéaire des séries chronolo-
giques à longue mémoire. La première méthode consiste à tronquer le pré-
dicteur de Wienner-Kolmogorov en limitant les observations, c�est-à-dire que
nous n�utilisons que les k dérnières observations, qui sont les seules valeurs
disponible dans la pratique. Dans la seconde méthode, nous proposons le
prédicteur construit par projection sur le passé �ni observé.

Soit (Xn)n2Z un processus stationnaire (faiblement) à temps discret de moyenne
nulle et 
 sa fonction d�autocovariance. Nous supposons que le processus
(Xn)n2Z est un processus à longue mémoire c�est-à-dire :

+1X
k=�1

j
(k)j =1:

Le processus (Xn)n2Z admet une représentation moyenne mobile in�nie comme
suit :

Xn =
+1X
j=0

bj"n�j; (2.1)

où ("n)n2Z est un processus de bruit blanc composé des variables aléatoires
non-corrélées, chacune de moyenne zéro et de variance �2" et (bj)j2N est une
suite de coe¢ cients qui sont de carrés sommables. Nous supposerons plus
loin que (Xn)n2Z admet une représentation autorégressive in�nie :

"n =
+1X
j=0

ajXn�j; (2.2)

où les (aj)j2N sont absolument sommables. Nous supposons également que
(aj)j2N et (bj)j2N , donnés respectivement par (2.2) et (2.1), satisfont les
conditions suivantes 8� > 0 :

jajj � C1j
�d�1+� (2.3)

jbjj � C2j
d�1+�; (2.4)

où C1 et C2 sont des constantes et d un paramètre véri�ant d 2]0; 1=2[.
Par exemple, le processus FARIMA (Xn)n2Z , les processus à longue mémoire
les plus étudiées, est la solution stationnaire de l�équation :

�(B)(1�B)dXn = �(B)"n (2.5)
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où ("n)n2Z est un processus de bruit blanc de moyenne zéro. Les coe¢ cients
véri�ent

jajj � C1j
�d�1 (2.6)

jbjj � C2j
d�1 (2.7)

et ainsi pris de (2.3) et (2.4). Plus généralement, les conditions (2.3) et (2.4)
sont véri�ées quand les coe¢ cients sont de la forme :

jajj � L(j)j�d�1 (2.8)

jbjj � L0(j)jd�1; (2.9)

où L et L0 sont des fonctions à variation lente. Une fonction positive L est
une fonction à variation lente dans le sens de Zygmund (1986) (voir [39]) si,
pour � > 0; x 7�! x��L(x) croît et x 7�! x�L(x) décroît.
La condition (2.4) implique que la fonction d�autocovariance 
 du processus
(Xn)n2Z véri�e :

8� > 0;9C3 2 R; j
(j)j � C3j
2d�1+�: (2.10)

En e¤et,
pour � < 1� 2d :


(k) =
+1X
j=0

bjbj+k

j
(k)j �
+1X
j=1

jbjbj+kj+ jb0bkj

� C22

+1X
j=1

jd�1+�=2(k + j)d�1+�=2 + jb0bkj

� C22k
2d�1+�

Z +1

1

jd�1+�=2(1 + j)d�1+�=2dj + C2k
d�1+�=2

� C3k
2d�1+�:

(2.8) et (2.9) dé�nissent encore une classe de processus à longue mémoire.
En e¤et, Inoue (1997) (voir [25]) a montré que (2.9) implique que :


(j) � j2d�1[L0(j)]2�(1� 2d; d);
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où � est la fonction bêta. Noter que l�inverse n�est pas vrai, plus de conditions
sur la série (bj)j2N sont nécessaires a�n d�obtenir un équivalent asymptotique
pour (
j)j2Z (voir Inoue (2000) [26]).

2.2 Prévision de Wiener-Kolmogorov

2.2.1 Prédiction d�un pas

Le but de la présente partie est de calculer la meilleur prédiction linéaire
en une étape (avec la distance minimum de moyenne quadratique avec la vraie
variable aléatoire) sachant tout le passé fXk+1�j; j � 1g. Notre prédicteur
est donc une combinaison linéaire in�nie du passé

X̂k(1) =
+1X
j=0

�(j)Xk�j;

où (�(j))j2N sont choisis de telle sorte que l�erreur moyenne quadratique de
prévision :

E[(X̂k(1)�Xk+1)
2]

soit minimum. dans R aison de la représentation moyenne mobile de (Xn)n2N ,
nous pouvons récrire notre prédicteur X̂k(1) comme suit :

X̂k(1) =
+1X
j=0

�(j)"k�j;

où (�(j))j2N sont fonction des (�(j))j2N et des (aj)j2N dé�nis en (2.2).

Erreur moyenne quadratique

De la représentation moyenne mobile in�nie de (Xn)n2N donnée en (2.1),
nous pouvons réécrire l�erreur moyenne quadratique de la prédiction comme
suit :

E[(X̂k(1)�Xk+1)
2] = E

24 +1X
j=0

�(j)"k�j �
+1X
j=0

b(j)"k+1�j

!235
= E

24 "k+1 � +1X
j=0

(�(j)� b(j + 1))"k�j

!235
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=

 
1 +

+1X
j=0

(bj+1 � �(j))2

!
�2";

puisque les variables aléatoires ("n)n2Z sont non-corrélées et de variance �2".
La plus petite erreur moyenne quadratique de la prédiction est obtenue dans
R emplaçant les �(j) par bj+1 pour tout j � 0.
La plus petite erreur de prévision de (Xn)n2Z est �2" dans la classe des pré-
dicteurs linéaires. En outre, si

A(z) =
+1X
j=0

ajz
j;

représente le polynôme caractéristique de (a(j))j2N et

B(z) =
+1X
j=0

bjz
j;

celui de (b(j))j2N , alors de l�identité, A(z) = B(z)�1; jzj � 1, nous pouvons
écrire :

X̂k(1) = �
+1X
j=1

ajXk+1�j: (2.11)

2.2.2 Prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué

Dans la pratique, nous connaissons seulement un sous-ensemble �ni du
passé, celui que nous avons observé. Ainsi le prédicteur devrait seulement
dépendre des observations. Supposons que nous connaissons seulement l�en-
semble fX1; X2; :::; Xkg et que nous remplaçons les valeurs inconnues par
zéro, alors nous avons le nouveau prédicteur suivant :

X̂ 0
k(1) = �

kX
j=1

ajXk+1�j: (2.12)

Il est équivalent à dire que nous avons tronqué la série in�nie (2.11) aux li-
mites de k. La proposition suivante nous fournit les propriétés asymptotiques
de l�erreur moyenne quadratique de prévision dans F onction de k.
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Erreur moynne quadratique quand le prédicteur est tronqué

Proposition 1 Soit (Xn)n2Z un processus lin�eaire stationnaire d�efini
par (2:1); (2:2) et v�erifiant les conditions (2:3) et (2:4): Nous pouvons

approcher l
0
erreur moyenne quadratique de pr�evision de X̂ 0

k(1) par :

8� > 0; E[(Xk+1 � X̂ 0
k(1))

2] = �2" +O(k�1+�):

Notons que l0erreur de pr�evision est la somme de �2"; l
0
erreur du mod�ele

de Wiener-Kolmogorov et l
0
erreur due �a la troncature �a k termes qui est

de l0ordre O(k�1+�) pour tout � > 0.

Preuve. On a

Xk+1 � X̂ 0
k(1)

= Xk+1 � X̂k(1) + X̂k(1)� X̂ 0
k(1)

=
+1X
j=0

bj"k+1�j �
+1X
j=0

bj+1"k�j �
+1X
j=1

ajXk+1�j +
kX
j=1

ajXk+1�j

= "k+1 �
+1X
j=k+1

ajXk+1�j: (2.13)

Les deux parties de la somme (2.13) sont orthogonales pour le produit scalaire
lié à la norme de moyenne quadratique. Donc

E[(Xk+1 � X̂ 0
k(1))

2] = �2" +
+1X
j=k+1

+1X
l=k+1

ajal
(l � j):

Si on note 
̂2k = E[(Xk+1 � X̂ 0
k(1))

2] on aura :


̂2k � �2" =
+1X
j=k+1

+1X
l=k+1

ajal
(l � j) (2.14)

Pour le second membre nous avons :

�����
+1X
j=k+1

+1X
l=k+1

ajal
(l � j)

�����
=

�����2
+1X
j=k+1

aj

+1X
l=j+1

al
(l � j) +

+1X
l=k+1

a2j
(0)

�����
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� 2
+1X
j=k+1

jajjjaj+1jj
(1)j+
+1X
l=k+1

a2j
(0) + 2

+1X
j=k+1

jajj
+1X
l=j+2

jaljj
(l � j)j:

Pour tout � > 0 des inégalités (2.3) et (2.10), il s�ensuit que :

�����
+1X
j=k+1

+1X
l=k+1

ajal
(l � j)

�����
� C21C3

 
2

+1X
j=k+1

j�d�1+�(j + 1)�d�1+� +

+1X
j=k+1

(j�d�1+�)2

!
(2.15)

+2C21C3

+1X
j=k+1

j�d�1+�
+1X
l=j+2

l�d�1+�jl � jj2d�1+� (2.16)

Supposons maintenant que � < 1=2� d pour le terme (2.15), puisque j 7�!
j�d�1+�(j + 1)�d�1+� est une fonction positive et décroissante sur R+, nous
avons les approximations suivantes

2C21C3

+1X
j=k+1

j�d�1+�(j + 1)�d�1+� � 2C21C3

Z +1

k

j�d�1+�(j + 1)�d�1+�dj

� 2C21C3
1 + 2d� 2�k

�2d�1+2�:

Puisque la fonction j 7�! (j�d�1+�)2 est aussi positive et décroissante, nous
pouvons établir d�une manière semblable que

C21C3

1X
j=k+1

(j�d�1+�)2 � C21C3

Z 1

k

(j�d�1+�)2dj

� C21C3
1 + 2d� 2�k

�2d�1+2�:

Pour la double série in�nie (2.16), nous pouvons comparer la série avec une
intégrale.
Dans le prochain Lemme, nous établissons le résultat nécessaire pour cette
comparaison

Lemme 1 Soient g la fonction (l; j) 7�! j�d�1+�l�d�1+�jl� jj2d�1+� et m
et n deux entiers positifs: Supposons que � < 1 � 2d et m � ��d�1

�+2d�1 pour
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tout � 2]0; ��d�1
�+2d�1 [: On pose An;m = [n; n + 1] � [m;m + 1]: Si n � m + 1

alors : Z
An;m

g(l; j)djdl � g(n+ 1;m):

Preuve. (voir Godet (2007b) [20]). �

Supposons maintenant que � < 1� 2d. Grâce au Lemme précédent et les
équivalents asymptotiques de (2.15), il existe K 2 N tel que si k > K , on a�����

+1X
j=k+1

+1X
l=k+1

ajal
(l � j)

����� � C

Z +1

k+1

j�d�1+�
�Z +1

j

l�d�1+�(l � j)2d�1+�dl

�
dj

+O(k�2d�1�2�):

En utilisant la substitution jl0 = l dans l�intégrale, on obtient :�����
+1X
j=k+1

+1X
l=k+1

ajal
(l � j)

����� � C 0
Z +1

k+1

j�2+3�
Z +1

1

l�d�1+�(l � 1)2d�1+�dldj

+O(k�2d�1):

Puisque si � < (1� d)=2;Z +1

1

l�d�1+�(l � 1)2d�1+�dl <1;

il s�ensuit que�����
1X

j=k+1

1X
l=k+1

ajal
(l � j)

����� � O(k�1+3�) +O(k�2d�1)

� O(k�1+3�): (2.17)

Noter que si l�égalité est vraie avec les conditions � > 0; � < 1 � 2d et
� < (1�d)=2, elle est également vraie pour n�importe quel � > 0. Ceci conclut
la preuve. �

Nous allons maintenant montrer qu�il existe des processus à longue mé-
moire dont l�erreur de prédiction est asymptotiquement de l�ordre O(k�1).
Lorsque nous précisions la forme des coe¢ cients autorégressifs et la fonction
d�autocovariance, on obtient un équivalent de l�erreur moyenne quadratique
de prédiction.

26



Propositon 2 Soit (Xn)n2Z un processus lin�eaire stationnaire d�efinie
par (2:1); (2:2) et v�erifiant (2:8): Supposons que les coefficients (aj)j2N�

sont de signe constant: Nous supposons �egalement que la fonction d
0
autoc-

ovariance 
 du processus (Xn)n2Z v�erifie :

j
(j)j � L0(j)j2d�1;

avec L0 une fonction variant lentement et que la fonction 
 est d
0
un signe

constant: Puis O(k�1) est optimal c0est-�a-dire : nous avons l
0
�equivalence

asymptotique suivante :

E

�h
Xk+1 � X̂ 0

k(1)
i2�

= �2" + L00(k)k�1 + o(k�1) quand k ! +1 (2.18)

o�u L00 une fonction variant lentement:

Preuve. Dans ce cas particulier, on peut estimer l�erreur de prédiction plus
précisément pour grand k :

�����
+1X
j=k+1

+1X
l=k+1

ajal
(l � j)

�����
= 2

+1X
j=k+1

jajj
+1X
l=k+1

jaljj
(l � j)j
+1X
j=k+1

a2j
(0)

=

Z +1

k+1

j�d�1L(j)

Z +1

j+1

l�d�1L(l)(l � j)2d�1L0(l � j)dldj +
k�2d�1L2(k)

1 + 2d

+O
�
k�2d�1

�
�

Z +1

k+1

j2L2(j)L0(j)

Z +1

1=j+1

l�d�1
L(lj)

L(j)
(l � 1)2d�1L

0(j(l � 1))
L0(j)

dldj

� k�1
L2(k)L0(k)�(1� d)�(2d)

�(1 + d)
: (2.19)

�

Exemple 1 Supposons maintenant que (Xn)n2Z est un bruit fractionnaire
intégré, qui est la solution stationnaire de

Xn = (1�B)�d"n (2.20)
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avec B l�opérateur retard, ("n)n2Z est un processus de bruit blanc et d 2
]0; 1=2[ (voir par exemple Brockwell et Davis (1991) [14]). On peut calculer
les coe¢ cients pour obtenir

8j > 0; aj =
�(j � d)

�(j + 1)�(�d) < 0

et

aj �
j�d�1

�(�d) quand j ! +1:

Nous pouvons également calculer la fonction d�autocovariance :

8j > 0; 
(j) = (�1)j�(1� 2d)
�(j � d+ 1)�(1� j � d)

�2" > 0

et


(j) � j2d�1�(1� 2d)
�(d)�(1� d)

�2" quand j ! +1:

Dans ce cas particulier, on peut estimer l�erreur de prévision plus précisement
et donner l�expression explicite de L00 dé�ni en (2.18) :

+1X
j=k+1

+1X
l=k+1

ajal
(l � j) � �(1� 2d)�(2d)�2"
�(�d)2�(d)�(1 + d)

k�1: (2.21)

Puisque dans ce cas les fonctions L et L0 sont constantes et égales respecti-
vement à 1

�(�d) et
�(1�2d)�2"
�(d)�(1�d) .

Dans le cas spéci�que du bruit fractionnaire intégré, nous pouvons écrire
l�erreur de prédiction comme suit

E

�h
Xk+1 � X̂ 0

k(1)
i2�

= �2" + C(d)k�1 + o(k�1)

et nous pouvons exprimer C(d) dans F onction de d :

C(d) =
�(1� 2d)�(2d)�2"
�(�d)2�(d)�(1 + d)

: (2.22)

Il est facile de démontrer que C(d)! +1 quand d! 1=2 et nous pouvons
écrire l�équivalent asymptotique de C(d) quand d! 1=2 :

C(d) � �2"
(1� 2d)�(�1=2)2�(1=2)�(3=2) : (2.23)
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Quand d! 0, C(d)! 0 et nous avons l�équivalence suivante quand d! 0 :

C(d) � �2"d
2:

Après ces résultats sur le prédicteur tronqué de Wiener-Kolmogorov, nous
proposons un autre prédicteur. Au lieu de la troncature de la série qui dé�nit
le prédicteur de Wiener-Kolmogorov à k termes, il est plus e¢ cace de proje-
ter directement sur les observations a�n de réduire au minimum l�erreur de
prédiction. Nous étudions cette méthode dans la section suivante.

2.3 Méthode de projection

Dans cette section, nous étudions les propriétés asymptotiques de l�erreur
moyenne quadratique de prédiction quand nous projetons la variable aléatoire
Xk+1 sur l�espace fermé engendré par le sous-ensemble fX1; :::; Xkg. Adapter
un processus autorégressif d�ordre k est équivalent à la projection sur le sous
espace fermé engendré par fX1; :::; Xkg.

2.3.1 Dé�nition du prédicteur

Considèrons le processus (Xn)n2Z à longue mémoire véri�ant les hypo-
thèses (2.1),(2.2),(2.3) et (2.4). On dé�nit le prédicteur comme étant la
projection traçant sur le sous espace fermé de l�espace de Hilbert engen-
dré par fX1; :::; Xkg de l�espace de L2(
; F; P ) muni du produit scalaire
< X; Y >= E(XY ). Alors le prédicteur peut être écrit comme suit

�
Xk(1) = �a1;kXk � :::� ak;kX1:

Les coe¢ cients (�ai;k)1�i�k de la projection véri�ent les équations, qui s�ap-
pellent les équations de Yule-Walker d�ordre k :

8j = 1; k;
kX
i=1

ai;k
(i� j) = �
(j): (2.24)

L�erreur moyenne quadratique de prédiction est :

E[(Xk+1 �
�
Xk(1))

2] = �2" + E

24 � 1X
j=1

ajXk+1�j +
kX
j=1

aj;kXk+1�j

!235 :
(2.25)
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2.3.2 Evaluation de l�erreur moyenne de prédiction

Dans le prochain théorème nous dérivons une expression asymptotique
pour l�erreur de prévision en p rojetant sur le passé �ni :

Théorème 1 Soit (Xn)n2Z un processus stationnaire lin�eaire d�efini par
(2:1); (2:2) et v�erifiant les conditions (2:3) et (2:4): Alors l

0
erreur moyenne

quadratique de pr�ediction de
�
Xk(1) est donn�ee par

E[(Xk+1 �
�
Xk(1))

2]� �2" = O(k�1) k ! +1: (2.26)

il existe des processus �a longue m�emoire tels que :

E[(Xk+1 �
�
Xk(1))

2]� �2" � Ck�1 k ! +1;

o�u C est une constante:

preuve. On pose ~
2k = E[(Xk+1�
�
Xk(1))

2]. Puisque la projection donne la
plus petite erreur de prédiction en utilisant k observations , l�erreur utilisant
la troncature est plus grande et puisque la méthode de troncature implique
une erreur liée parO(k�1), nous obtenons (2.26). En conséquence nous devons
seulement montrer que O(k�1) est atteint. C�est le cas pour les processus
fractionnaires intégrés. Nous voulons exprimer l�erreur due à la projection en
termes d�erreur de troncature de Wiener-Kolmogorov. Par conséquent dans
le cas d�un processus fractionnaire intégré nous avons besoin de montrer
seulement que :

~
2k � �2" � Ck�1:

Maintenant, remplaçons aj;k par 0 si j > k et développons (2.25)

~
2k � �2"

=
+1X
j=0

+1X
l=0

(aj � aj;k)(al � al;k)
(l � j) (2.27)

=

+1X
j=0

(aj � aj;k)

+1X
l=0

al
(l � j)�
kX
l=0

al;k

+1X
j=0

(aj � aj;k)
(l � j):(2.28)

Nous étudions d�abord le premier terme de la somme (2.28). Pour tout j > 0,
nous avons

P+1
l=0 al
(l � j) = 0 :
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"n =

+1X
l=0

alXn�l

Xn�j"n =
+1X
l=0

alXn�lXn�j

E(Xn�j"n) =
+1X
l=0

al
(l � j)

comme "n est orthogonal à Xn�j pour j > 0. Nous pouvons réécrire ainsi le
premier terme de (2.28) :

+1X
j=0

(aj � aj;k)
+1X
l=0

al
(l � j) = (a0 � a0;k)
+1X
l=0

al
(l)

= 0;

car a0 = a0;k = 1 selon la dé�nition. Après nous étudions le second terme de
la somme dans (2.28). Nous avons :

kX
l=0

al;k

+1X
j=0

(aj � aj;k)
(l � j) =
kX
l=1

(al;k � al)
kX
j=1

(aj � aj;k)
(l � j)

+
kX
l=1

(al;k � al)
+1X
j=k+1

aj
(l � j) (2.29)

+
kX
l=0

al

kX
j=1

(aj � aj;k)
(l � j) (2.30)

+

kX
l=0

al

+1X
j=k+1

aj
(l � j):

De même, nous réécrivons le terme (2.29) en employant les équations de
Yule-Walker :

kX
l=1

(al;k � al)

+1X
j=k+1

aj
(l � j) = �
kX
l=1

(al;k � al)

kX
j=0

aj
(l � j):

Nous remarquons alors que (2.29) est égal à l�opposé de (2.30). Par consé-
quent il s�ensuit que :
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kX
l=0

al;k

+1X
j=0

(aj � aj;k)
(l � j) =

kX
l=1

(al;k � al)
kX
j=1

(aj � aj;k)
(l � j)

+2
kX
l=1

(al;k � al)

+1X
j=k+1

aj
(l � j)

+
kX
l=0

al

+1X
j=k+1

aj
(l � j) (2.31)

D�une manière semblable, nous pouvons réécrire le troisième terme de la
somme (2.31), en utilisant le Théorème de Fubini et puis les équations de
Yule-Walker :

kX
l=0

al

+1X
j=k+1

aj
(l � j) = �
+1X
l=k+1

+1X
j=k+1

ajal
(l � j):

Ce dernier terme est donc égal à l�erreur de prédiction due à la troncature
(2.14). A�n de comparer l�erreur de prédiction en tronquant le prédicteur
de Wiener-Kolmogorov et en p rojetant sur le passé �ni pour un processus
fractionnaire intégré, nous avons besoin du signe de tous les composants de la
somme dans (2.31). Pour le bruit fractionnaire intégré, nous savons la formule
explicite pour aj et 
(j)

8j > 0; aj =
�(j � d)

�(j + 1)�(�d) < 0

et

8j � 0; 
(j) = (�1)j�(1� 2d)
�(j � d+ 1)�(1� j � d)

�2" > 0:

A�n d�obtenir le signe de (al;k�al) nous utilisons la formule explicite donnée
dans Brockwell et Davis (1988) [13] et nous obtenons facilement que (al;k�al)
est négatif pour tout l = 1; k.

al � al;k =
�(l � d)

�(l + 1)�(�d) �
�(k + 1)�(l � d)�(k � d� l + 1)

�(k � l + 1)�(l + 1)�(�d)�(k � d+ 1)

= �al
�
�1 + �(k + 1)�(k � d� l + 1)

�(k � l + 1)�(k � d+ 1)

�
= �al

�
k:::(k � l + 1)

(k � d):::(k � d� l + 1)
� 1
�
> 0; (2.32)
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puisque 8j 2 N�; aj < 0. Pour donner un équivalent asymptotique de l�erreur
de prédiction, nous utilisons la somme donnée en (2.31). Nous avons le signe
des trois termes : le premier est négatif, le second est positif et le dernier
est négatif. D�ailleurs, le troisième terme est égal à l�erreur de prédiction
par troncature et nous avons montré que cette équivalence asymptotique
de l�ordre O(k�1). L�erreur de prédiction quand la projection converge plus
rapidement vers zéro que l�erreur par troncature seulement si le deuxième
terme est équivalent à Ck�1, avec C une constante. Donc, nous recherchons
une borne pour (al � al;k) donnée par la formule explicite en (2.32) :

al � al;k = �al

 
l�1Y
m=0

 
1� m

k

1� m+d
k

!
� 1
!

= �al

 
l�1Y
m=0

 
1 +

d
k

1� d+m
k

!
� 1
!
:

En utilisant l�inégalité suivante ;

8x 2 R; 1 + x � exp(x);

on a

al � al;k � �al

 
exp

 
l�1X
m=0

d
k

1� d+m
k

!
� 1
!

� �al

 
exp

 
d
l�1X
m=0

1

k � d�m

!
� 1
!

� �alexp
 
d

l�1X
m=0

1

k � d�m

!
:

D�aprés l�inégalité précédente, on a

kX
l=1

(al � al;k)
+1X
j=k+1

(�aj)
(l � j)

=

k�1X
l=1

(al � al;k)

+1X
j=k+1

(�aj)
(l � j) + (ak � ak; k)

+1X
j=k+1

(�aj)
(k � j)
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�
k�1X
l=1

(�al)exp
 
d
l�1X
m=0

1

k � d�m

!
+1X
j=k+1

(�aj)
(l � j)

+(�ak)exp
 
d
k�1X
m=0

1

k � d�m

!
+1X
j=k+1

(�aj)
(k � j):

À mesure que la fonction x 7�! 1
k�d�m croît, nous pouvons borner les séries

par les intégrales.
Ainsi

kX
l=1

(al � al;k)
+1X
j=k+1

(�aj)
(l � j)

�
k�1X
l=1

(�al)exp
�
d

Z l

0

1

k � d�m
dm

� +1X
j=k+1

(�aj)
(l � j)

+(�ak)exp
�
d

Z k

0

1

k � d�m
dm

� +1X
j=k+1

(�aj)
(k � j):

Cherchons maintenant une borne pour exp
�
d
R k
0

1
k�d�mdm

�
. Nous avons :

d

Z k

0

1

k � d�m
dm � ln(k)

� 3

2
ln(k)

pour k assez grand. Par conséquent, il existe K tels que pour tout le k � K :

kX
l=1

(al � al;k)

+1X
j=k+1

(�aj)
(l � j)

�
k�1X
l=1

(�al)exp
�
d ln

�
k � d

k � d� l

�� +1X
j=k+1

(�aj)
(l � j)

�ak k
3
2
d

+1X
j=k+1

(�aj)
(0)
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� C(k � d)d
k�1X
l=1

l�d�1(k � d� l)�d
+1X
j=k+1

j�d�1(j � l)2d�1

+Ck�d�1k
3
2
dk�d

� C

(k � d)2

Z 1

1=(k�d)
l�d�1(1� l)�d

Z +1

1

j�d�1(j � 1)2d�1dl dj

+Ck�
1
2
d�1

� C 0(k � d)�2+d + Ck�
1
2
d�1:

Ainsi le terme positif a un ordre asymptotique plus petit que l�erreur de pré-
vision faite par troncature. C�est pourquoi nous avons prouvé que, dans le cas
particulier de processus fractionnaire intégrée, les deux erreurs de prédiction
sont équivalentes à Ck�1 avec C une constante. �

Les deux approches de prédiction à l�horizon 1, par troncature aux k
termes ou par la projection sur les k dernières observations ont par conséquent
une erreur de prédiction avec le même ordre de convergence k�1. Ainsi il est
intéressant d�étudier comment la deuxième approche améliore la prédiction
et si l�amélioration est négligeable en ce qui concerne l�erreur de prédiction
due à la troncature. Ainsi, nous dé�nissons la quantité suivante :

r(k) =
(
̂2k � �2")� (~
2k � �2")


̂2k � �2"
(2.33)

qui est le rapport de la di¤érence entre les deux erreurs de prévision (l�erreur
de prévision due à la troncature (2.14) et l�erreur de prédiction due à la
projection (2.27)). Par (2.31), nous obtenons :

r(k) =

Pk
j=1(aj;k � aj)

Pk
l=1(al � al;k)
(j � l) + 2

Pk
j=1(aj;k � aj)

P+1
l=k+1 al
(j � l)P+1

j=k+1 aj
P+1

l=k+1 al
(j � l)
:

Nous évaluons ce rapport dans le cas particulier d�un bruit fractionnaire
intégrée. La �gure (2.1) montre que la prédiction par troncature subit une
perte plus grande de performance lorsque d! 1=2. L�amélioration atteint 50
pour cent lorsque d > 0:3 et k > 20.

2.4 Prédiction à l�horizon h

Dans cette section, nous généralisons les deux méthodes de prévision à
l�horizon h et nous allons assayer d�obtenir leur comportement asymptotique
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Fig. 2.1 � Le rapport r(k) dé�ni en (2.33) , d 2]0; 1=2[:

quand k ! +1, mais aussi quand h! +1:

2.4.1 Prédicteur de Wiener-Kolmogorov

Puisque nous supposons que le processus (Xn)n2Z a une représentation
autorégressive (2.2) et une représentation moyenne mobile (2.1), le prédicteur
linéaire des moindres carrés, X̂k+h, deXk+h basé sur le passé in�ni (Xj; j � k)
est donné par :

X̂k(h) =

+1X
j=h

bj"k+h�j

ou encore
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X̂k(h) = �
h�1X
j=1

ajX̂k(h� j)�
+1X
j=h

ajXk+h�j: (2.34)

L�erreur moyenne quadratique correspondante à la prédiction est :

E[(X̂k(h)�Xk+h)
2] = �2"

h�1X
j=0

b2j

(voir théorème 5.5.1 de Brockwell et Davis (1991) [14]). Quand l�horizon h
de prédiction tend vers l�in�ni, l�erreur moyenne quadratique de prédiction
converge vers �2"

P1
j=0 b

2
j qui est la variance du processus (Xn)n2Z . Remar-

quons que l�erreur moyenne quadratique augmente plus lentement jusqu�à

(0) plus précisément, si nous supposons que :

bj � jd�1L0(j);

où L est une fonction qui varie lentement, nous pouvons exprimer le compor-
tement asymptotique de l�erreur de prédiction. Car j 7�! L2(j) est également
une fonction qui varie lentement selon la dé�nition de Zygmund (1986) (voir
[39]), alors b2j � j2d�2L2(j) décroît. Le reste de la série et l�intégrale sont
alors équivalent et nous pouvons écrire :


(0)� E[(X̂k(h)�Xk+h)
2] = �2"

+1X
j=h

b2j (2.35)

�
+1X
j=h

j2d�2L02(j)

�
Z +1

h

j2d�2L02(j)dj

� 1

1� 2dh
2d�1L02(h): (2.36)

2.4.2 Prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué

Dans la pratique, nous observons seulement un nombre �ni d�échantillons.
Nous supposons maintenant que nous disposons seulement de k observations
(X1; :::; Xk). Nous dé�nissons alors le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tron-
qué à l�horizon h d�ordre k par :
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X̂ 0
k(h) = �

h�1X
j=1

ajX̂ 0
k(h� j)�

kX
j=1

ah�1+jXk+1�j: (2.37)

Erreur moyenne quadratique

Nous décrivons maintenant le comportement asymptotique de l�erreur
moyenne quadratique du prédicteur dé�ni en (2.37).
D�abord nous écrivons la di¤érence entre la variable aléatoire de prédiction
et son prédicteur :

X̂ 0
k(h)�Xk+h = �

h�1X
j=1

ajX̂ 0
k(h� j)�

kX
j=1

ah�1+jXk+1�j � "k+h

+
+1X
j=1

ajXk+h�j

= �"k+h +
h�1X
j=1

aj(Xk+h�j � X̂ 0
k(h� j))

+
+1X
j=h

ajXk+h�j �
kX
j=1

ah�1+jXk+1�j

= �"k+h +
h�1X
j=1

aj(Xk+h�j � X̂ 0
k(h� j))

+

+1X
j=1

ah�1+jXk+1�j �
kX
j=1

ah�1+jXk+1�j

= �"k+h +
h�1X
j=1

aj(Xk+h�j � X̂ 0
k(h� j))

+
+1X
j=k+1

ah�1+jXk+1�j:

Nous utilisons le processus de l�induction sur h pour montrer que :

X̂ 0
k(h)�Xk+h = �

h�1X
l=0

 X
j1+j2+:::+jh=l

(�1)card(fji;ji 6=0g)aj1aj2 :::ajh

!
"k+h�l

38



+

+1X
j=k+1

 X
i1+i2+:::+ih=h�1

(�1)card(fil;il 6=0;l>1g)aj+i1ai2 :::aih

!
Xk+1�j

pour h = 2, nous avons par exemple

X̂ 0
k(2)�Xk+2 = �(a0"k+2 � a1"k+1) +

+1X
j=k+1

(�a1aj + aj+1)Xk+1�j:

Soit A(z) et B(z) tels que A(z) = 1 +
P+1

j=1 ajz
j et B(z) = 1 +

P+1
j=1 bjz

j.
Puisque nous avons A(z) = B(z)�1, nous obtenons les conditions suivantes
sur les coe¢ cients :

b1 = �a1
b2 = �a2 + a21
b3 = �a3 + 2a1a2 � a31
:::

Ainsi nous obtenons :

X̂ 0
k(h)�Xk+h = �

h�1X
l=0

bl"k+h�l +
+1X
j=k+1

h�1X
m=0

aj+mbh�1�mXk+1�j (2.38)

Puisque le processus ("n)n2Z est non corrélé, alors les deux termes de la
somme (2.38) sont orthogonales, nous pouvons réécrire l�erreur moyenne qua-
dratique :

E[(X̂ 0
k(h)�Xk+h)

2]

=
h�1X
l=0

b2l �
2
" + E

24 +1X
j=k+1

 
h�1X
m=0

aj+h�1�mbm

!
Xk+1�j

!235 (2.39)

La première partie du membre droit de l�erreur (2.39) est due à la méthode
de prévision et la deuxième est due à la troncature. Nous rapprochons main-
tenant le second terme de l�erreur en (2.39) en utilisant (2.3) et (2.4). Nous
obtenons la borne supérieure suivante : 8� > 0,�����

h�1X
m=0

aj+h�1�mbm

����� �
h�1X
m=1

jaj+h�1�mbmj+ jb0aj+h�1j
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� C1C2

Z h

0

(j + h�m)�d�1+�md�1+�dm+ C1(j + h)�d�1

� C1C2h
�1+2�

Z 1

0

�
j

h
+ 1�m

��d�1+�
md�1+�dm+ C1(j + h)�d�1

� C1C2h
�1+2�j�d�1+�

Z 1

0

�
1

h
+
1�m

j

��d�1+�
md�1+�dm+ C1(j + h)�d�1

� C1C2h
d+�j�d�1+�

Z 1

0

md�1+�dm+ C1(j + h)�d�1

� C1C2
hd+�

d
j�d�1+�: (2.40)

En utilisant la proposition 1, de la prédiction à l�horizon 1, on a la pro-
position suivante.

Proposition 3 Soit (Xn)n2Z un processus lin�eaire stationnaire d�efini
par (2:1); (2:2) et v�erifiant les conditions (2:3) et (2:4): Alors; on a

8� > 0; E[(X̂ 0
k(h)�Xk+h)

2] =
h�1X
l=0

b2l �
2
" +O(h2d+�k�1+�): (2.41)

2.4.3 Prédicteur linéaire des moindres carrés

Le prédicteur des moindres carrés est dé�ni comme projection sur le passé

�ni (X1; :::; Xk). Soit
�
Xk(h) le prédicteur de Xk+h. Il peut être écrit comme

suit :

�
Xk(h) = �

kX
j=1

cj;kXk+1�j;

où le vecteur (cj;k)1�j�k minimise l�erreur moyenne quadratique :

E

"�
�
Xk(h)�Xk+h

�2#
:

Ainsi, les coe¢ cients (cj;k)1�j�k satisfont la relation suivante :

(cj;k)1�j�k = ���1k (
h�1+j)1�k�j; (2.42)

où �k est la matrice d�autocovariance du vecteur (X1; :::; Xk), c�est-à-dire :

40



�k =

0BBBBBB@

(0) 
(1) : : : 
(k � 1)


(1) 
(0)
. . . 
(k � 2)

...
. . . . . .

...


(k � 1) 
(k � 2) : : : 
(0)

1CCCCCCA :

Par construction de
�
Xk(h), l�erreur moyenne quadratique de prédiction est

inférieure à 
(0) pour tout k et h. Cependant, il peut être intéressant de
chercher une condition sur k et h pour déterminer l�erreur de prédiction due
à la projection négligeable par rapport à l�information (2.35) donné par le
prédicteur de Wiener-Kolmogorov.
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Chapitre 3

Estimation des coe¢ cients du
prédicteur tronqué

3.1 Introduction

La théorie de prévision de Wiener-Kolmogorov est l�une des méthodes les
plus populaires pour prévoir la série chronologique stationnaire comme pré-
sentée simultanément dans les travaux de Wiener (1949) [35] et Kolmogorov
(1941) [28] et aprés décrit dans Whittle (1983) [36]. Le principe est de réduire
au minimum l�erreur moyenne quadratique de la prédiction en projetant le
futur sur le passé in�ni. Dans la pratique il y a deux restrictions à ce prédic-
teur : nous n�avons jamais accès au passé in�ni et nous ne connaissons pas
avec précision la structure stochastique du processus. On propose souvent
deux méthodes de prédiction linéaire quand nous savons seulement un passé
�ni de longueur k : la troncature de la série in�nie dans la dé�nition du pré-
dicteur de Wiener-Kolmogorov et la projection sur les données disponibles.
Quand la structure stochastique du processus est inconnue, nous devons éga-
lement estimer les coe¢ cients de prédiction. Dans ce chapitre nous étudions
seulement le prédicteur tronqué de Wiener-Kolmogorov.
Dans le cas de courte mémoire, les erreurs additionnelles liées à la tron-

cature et l�estimation ont été largement trétées. D�une part, l�erreur de pré-
diction due à la troncature est calculée en Pourahmadi (1989) [30] pour des
processus avec une densité spectrale bornée et avec une borne inférieure stric-
tement positive. L�erreur moyenne quadratique de la prédiction décroît ex-
ponentiellement avec la longueur du passé connu. D�autre part, l�estimation
du modèle a été étudiée dans Akaike (1970) [2] dans le cas des processus
autorégressifs �nis et dans Bhansali (1977) [5] pour des processus avec une
densité spectrale satisfaisant une condition uniforme de Lipschitz. Ils ont tra-
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vaillé dans un contexte non paramétrique et ont proposé une approximation
de l�erreur moyenne quadratique de la prédiction. Ils ont également réduit
au minimum l�erreur de prédiction sous les conditions sur la longueur de la
série utilisée pour estimer les coe¢ cients de prédiction.
Cependant les travaux mentionnés ci-dessus n�abordent pas le cas de

longue mémoire. Godet (2008) a estimé l�erreur moyenne quadratique de
prédiction due à la troncature pour les séries chronologiques à longue mé-
moire. Elle décroit seulement hyperboliquement rapidement quand k tend
vers l�in�ni. Dans un contexte semi-paramétrique, Hidalgo et Yajima (2002)
(voir [23]) ont montré que l�erreur moyenne quadratique de prédiction tron-
qué avec des coe¢ cients estimés converge vers l�erreur moyenne quadratique
du prédicteur de Wiener-Kolmogorov mais ne donne pas l�ordre de grandeur
asymptotique.
Ici nous proposons un modèle paramétrique pour les séries chronologiques

à longue mémoire et estimons les coe¢ cients de prévision sur une réalisation
de longueur T . Nous considérons l�e¤et de l�estimation sur l�erreur de prévi-
sion du prédicteur tronqué de Wiener-Kolmogorov. Nous estimons les coef-
�cients de prévision avec l�estimateur de Whittle (voir Fox et Taqqu (1986)
[16]). Sous la condition de simpli�cation de laquelle les séries utilisées pour
l�estimation et les séries utilisées pour la prévision sont produit de deux pro-
cessus indépendants avec la même structure stochastique. Nous proposons
une approximation de l�erreur moyenne quadratique de prévision quand le
nombre d�observations T estime les coe¢ cients de prévision et le nombre
d�observations k utilisées dans le prédicteur réel, lorsque T et k tendent vers
l�in�ni.

3.2 Prédicteur tronqué deWiener-Kolmogorov

3.2.1 Méthode de prédiction

Soit (Xn)n2Z un processus gaussien stationnaire à temps discret dans L2;
de moyenne nulle et de fonction d�autocovariance 
. Nous supposons que
(Xn)n2Z est un processus à longue mémoire c�est-à-dire :

+1X
k=�1

j
(k)j =1:

Nous supposons que le processus (Xn)n2Z admet une représentation moyenne
mobile in�nie comme suit
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Xn =

+1X
j=0

bj"n�j; (3.1)

où ("n)n2Z est une série de bruit blanc faible,de moyennne nulle et de va-
riance �2". La suite (bj)j2N est de carré sommable et b0 = 1.
Nous supposons dans se qui suit que (Xn)n2Z admet une représentation au-
torégressive in�nie :

"n =
+1X
j=0

ajXn�j; (3.2)

où (aj)j2N sont absolument sommables et a0 = 1.
Puisque nous avons les représentations (3.1) et (3.2), nous pouvons em-
ployer la théorie classique de Wiener-Kolmogorov. Le prédicteur de Wiener-
Kolmogorov de Xk+h , noté XWK

k (h), est le meilleur prédicteur linéaire dans
le sens des moindres carrés avec la connaissance du passé (Xj;�1 � j � k).
Puisque XWK

k (h) est la projection de Xk+h sur le passé in�ni, nous pouvons
écrire XWK

k (h) comme

XWK
k (h) =

+1X
j=1

cj(h)Xk+1�j; (3.3)

où cj(h) = �
Ph�1

m=0 aj+mbh�1�m (voir Whittle (1983) [36]). Dans le cas parti-
culier d�une prévision d�un pas (h = 1) l�expression de cj(1) est simpli�ée et
nous prenons pour tout j 2 N; cj(1) = �aj. Dans la pratique, nous observons
seulement un nombre �ni d�échantillon (X1; :::; Xk). La somme in�nie dé�nie
en (3.3) est tronquée à l�ordre k et nous avons le nouveau prédicteur suivant

X̂k(h) =
kX
j=1

cj(h)Xk+1�j: (3.4)

Nous étudions ensuite le comportement asymptotique de l�erreur moyenne
quadratique de la prévision qui est liée à l�estimation des coe¢ cients de pré-
diction cj(h). La section 3:2:2 aborde le cas particulier h = 1. Nous géné-
ralisons alors notre résultat pour la prévision à l�horizon h dans la section
3:2:3.
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3.2.2 Estimation des coe¢ cients et de l�erreur moyenne
quadratique associées à la prédiction d�un pas

Sous les hypothèses de la section 3:2:1; nous estimons l�erreur moyenne
quadratique entre le prédicteur X̂k(1) dé�nie en (3.4) et le prédicteur X̂T;k(1)
dé�nie par

X̂T;k(1) = �
kX
j=1

âjXk+1�j;

où âj sont des estimateurs des aj calculés en utilisant une réalisation (Yj)1�j�T
de longueur T qui est indépendant du processus (Xn)n2Z mais possède la
même structure stochastique. Plus précisèment, dans une approche para-
métrique, nous supposons que le processus (Xn)n2Z a une densité spectrale
f(:; �) qui appartient à une classe des fonctions paramétrées par �.
Soit �0 la valeur vraie du paramètre. Nous estimons les coe¢ cients autoré-
gressifs (aj(�0))1�j�k avec âj = aj(�̂T ) où �̂T est l�estimateur de Whittle de
�0. Nous dé�nissons l�estimateur de Whittle (voir Fox et Taqqu (1986) [16]) :

�̂T = argmin
�2�

�
1

2�

Z �

��
f(�; �)�1IT (�)d�

�
; (3.5)

où IT est le périodogramme

It(�) =

���PT
j=1 e

ij�(Yj � �YT )
���2

2�T
: (3.6)

En conséquence notre prédicteur est donné par

X̂T;k(1) = �
kX
j=1

aj(�̂T )Xk+1�j; (3.7)

où �̂T est dé�ni en (3.5).
Quand le processus est une série chronologique gaussienne à longue mémoire
(voir Fox et Taqqu (1986) [16]), les conditions su¢ santes de norme sur la
famille paramétrique des densités spectrales assurent convergence presque
sûre de l�estimateur �̂T vers le paramètre vrai �0. Celles-ci sont rappelées
ci-dessous. Nous dé�nissons la famille paramétrique de la densité spectrale
F� = ff(:; �); � 2 � compactg. Si � et �0 sont des éléments distincts de
�, nous supposons que l�ensemble f� : f(�; �) 6= f(�; �0)g a la mesure de
Lebesgue.
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Pour tout f(:; �) 2 F� il existe une fonction continue 0 < �(�) < 1 et des
constantes C(�) et C0(�) telles que pour chaque � > 0, on a
B0. f(�; �) = j�j��(�)L(�; �) avec L(�; �) bornée, tend vers 0 et di¤éren-

tiable en 0. Alors nous avons :Z �

��
jlog f(�; �)jd� < +1: (3.8)

Cette condition garantit que les processus avec la densité spectrale dans F�
admettent une représentation autorégressive in�nie et moyenne mobile in�-
nie. Nous notons par aj(�) les coe¢ cients de la représentation autorégressive
et nous supposons qu�ils véri�ent

jaj(�)j � C(�)j��(�)=2d�1+�: (3.9)

Nous supposons également que les fonctions f(�; �) sont normalisées de sorte
que Z �

��
log f(�; �)d� = 0:

B1. f(�; �) est continue en tout point (�; �) 2 ([��; �[�f0g)�� et

C0(�)j�j��(�)+� � f(�; �) � C(�)j�j��(�)��:
B2. @

@�j
f(�; �); @2

@�j@�l
f(�; �) et @3

@�j@�l@�k
f(�; �) sont continues en tout (�; �) 2

([��; �[�f0g)�� et

81 � j � p;

���� @@�j f(�; �)
���� � C(�)j�j��(�)��;

81 � j; l � p;

���� @2

@�j@�l
f(�; �)

���� � C(�)j�j��(�)��;

81 � j; l; k � p;

���� @3

@�j@�l@�k
f(�; �)

���� � C(�)j�j��(�)��:

B3. @
@�
f(�; �); @2

@�@�j
f(�; �); @3

@�@�j@�l
f(�; �); @4

@�@�j@�l@�k
et @3

@2�@�j
f(�; �) sont

continues en tout point (�; �) 2 [��; �[�f0g �� et

���� @@�f(�; �)
���� � C(�)j�j��(�)�1��;

81 � j � p;

���� @2

@�@�j
f(�; �)

���� � C(�)j�j��(�)�1��;
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81 � j; l � p;

���� @3

@�@�j@�l
f(�; �)

���� � C(�)j�j��(�)�1��;

81 � j; l; k � p;

���� @4

@�@�j@�l@�k
f(�; �)

���� � C(�)j�j��(�)�1��;

81 � j � p;

���� @3

@2�@�j
f(�; �)

���� � C(�)j�j��(�)�2��:

Les constantes C(�) et C0(�) qui apparaissent dans les conditions B0-B3 sont
exigées pour être indépendant de �.
Nous pouvons maintenant exprimer le comportement asymptotique de

l�erreur moyenne quadratique de prédiction due à l�estimation des coe¢ cients
de prévision.

Théorème 2 Soit F� une famille des densit�es spectrales qui v�erifient
les conditions B0-B3: Soit (Xn)n2Z une suite gaussienne �a longue m�emoi-
re stationnaire de moyenne nulle et de densit�e spectrale f(�; �0) 2 F�
avec �0 �a l

0
int�erieur de �: Soit (Yn)n2Z une r�ealisation ind�ependante de

(Xn)n2Z : �̂T est l
0
estimateur de �0 calcul�e sur (Yn)n2Z selon (3:5):

Alors l
0
erreur additionnelle due �a l

0
estimation des coefficients de

pr�ediction v�erifie qu
0
il existe une constante C ind�ependante de k tel que

8k 2 N�; lim
T!+1

�
TE
�
X̂T;k(1)� X̂k(1)

�2�
� Ck2�(�0);

o�u X̂T;k(1) est d�efini en (3:7):

Preuve. Pour démontrer le Théorème 2, nous avons besoin du Lemme
suivant.

Lemme 2 Sous les conditions du th�eor�eme 2; les coefficients de la
repr�esentation autor�egressive infinie de aj d�efinis en (3:2) v�erifient :
� (i) aj(�) est uniform�ement born�e c0est-�a-dire : il existe C tel que 8
j 2 N ; 8� 2 �;

jaj(�)j � C:

� (ii) Pour tout � > 0; il existe C tel que : 8 j 2 N�; 81 � l � m et 8�
2 �; ����@aj�l (�)

���� � Cj�1+�: (3.10)
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� (iii) La deuxi�eme et la troisi�eme d�eriv�es de aj en ce qui concerne le
param�etre � sont uniform�ement born�es c0est-�a-dire : il existe C tel
que 8 j 2 N; 81 � k; l; n � m et 8� 2 �;���� @2aj@�k@�l

(�)

���� � C et

���� @3aj
@�k@�l@�n

(�)

���� � C: (3.11)

� (iv) La premi�ere et la deuxi�eme d�eriv�es de aj en ce qui concerne le
param�etre � sont continues:

Preuve. (voir Godet (2007b) [20]). �

Nous dé�nissons les vecteurs :

�k;T =
�
a1(�̂T )� a1(�0); :::; ak(�̂T )� ak(�0)

�0k
1
= (Xk; :::; X1)

0;

où v0est le vecteur transposé de v.

E
�
X̂T;k(1)� X̂k(1)

�2
= E

 
�

kX
j=1

aj(�̂T )Xk+1�j +
kX
j=1

ajXk+1�j

!2
= E

�
(a1(�̂T )� a1; :::; ak(�̂T )� ak)(Xk; :::; X1)

0
�2

= E

��
�0k;TX

k
1

�2�
= trace

�
E(�0k;TX

k
1 )
2
�

= E
�
trace

�
�k;T�

0
k;TX

k
1 (X

k
1 )
0��

= trace
�
E
�
�k;T�

0
k;TX

k
1 (X

k
1 )
0�� :

Puisque les réalisations (Xj)j=1;k et (Yj)j=1;T sont indépendantes,

E
�
X̂T;k(1)� X̂k(1)

�2
= trace

�
E
�
�k;T�

0
k;T

�
E
�
Xk
1 (X

k
1 )
0��

= trace
�
E(�k;T�

0
k;T�k)

�
;

où �k est la matrice commune de covariance des processus (Xn)n2Z et (Yn)n2Z

�k = (
(i� j))1�i;j�k : (3.12)

Notre preuve est composée de deux étapes suivantes :
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Étape 1 Nous donnons une approximation à la suite de l�erreur moyenne
quadratique de chaque élément de E(�k;T�0k;T ) dans F onction de T .
Étape 2 Nous récrivons la matrice E(�k;T�0k;T ) en utilisant l�approxima-

tion obtenue dans l�étape 1, après nous étudions la limite quand T tend vers
l�in�ni dans F onction de k.

Étape 1 Nous allons étudier les éléments de la matrice de covariance des
coe¢ cients estimésE(�k;T�0k;T ). Nous pouvons écrire les éléments

�
E(�k;T�

0
k;T )
�
i;j

comme E(gi;j �̂(T )) où

gi;j = (ai(�)� ai(�0)) (aj(�)� aj(�0)) : (3.13)

Alors nous utilisons le développement dans S éries de Taylor d�ordre 2 de gi;j
et appliquons le Théorème 5.4.3 de Fuller (1976) (voir [18]). Nous avons,
sous les conditions suivantes :

1. 81 � l � m; E(j�̂T;l � �0;lj3) = O(�(T )) où �̂T;l est le l�eme élément de
�̂(T ) et �(T ) tend vers 0 quand T tend vers l�in�ni.

2. �̂(T ) �! �0; P et p:s si T ! +1.
3. gi;j est uniformément borné sur un voisinage de �0.

4. La première et la deuxième dérivés de gi;j sont continues et bornées sur
un voisinage de �0.

Nous avons :

E
�
gi;j(�̂T )

�
= gi;j(�0) +

mX
l=1

E(�̂T;l � �0;l)
@gi;j
@�l

(�0) (3.14)

+
1

2

mX
l=1

mX
n=1

@2gi;j
@�l@�n

(�0)E
�
(�̂T;l � �0;l)(�̂T;n � �0;n)

�
+
1

6

mX
k=1

mX
l=1

mX
n=1

E

�
@3gi;j

@�l@�n@�k
(��)(�̂T;l � �0;l)(�̂T;n � �0;n)(�̂T;k � �0;k)

�
;

où �� = tT �0+(1�tT )�̂T avec tT 2 [0; 1]. D�abord nous véri�ons les conditions
(2)-(4). Sous les conditions sur la densité spectrale et ses dérivés, le Théo-
rème 1 de Fox et Taqqu (1986) (voir [16]) est véri�é et assure la convergence
(2). Par les propositions (i) et (ii) du Lemme 2, les conditions (3) et (4) sont
véri�ées.
Nous énonçons maintenant un Lemme qui nous permet d�appliquer le Théo-
rème de Fuller et de prouver (1).
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Lemme 3 Sous les conditions du Th�eor�eme 2; nous avons :
a) 81 � j; l � m

E
�
T (�̂T;j � �0;j)(�̂T;l � �0;l)

�
�! 4�(W�1)j;l quand T ! +1;

o�u la matrice W est d�efinie par :

Wi;j =
�2"
2�

Z �

��

�
@

@�i
f�1(�; �0

��
@

@�j
f�1(�; �0

�
f 2(�; �0)d�: (3.15)

b) 81 � j � m

E
�
j�̂T;j � �0;jj3

�
= O(T�3=2) quand T ! +1:

Preuve. (voir Godet (2007b) [20]). �

D�aprés le Lemme 3.b., on a la condition (1) qui est véri�ée en p renant
�(T ) = T�3=2. Selon le théorème de Fuller, on peut appliquer le développe-
ment de Taylor à (3.14). L�expression (3.14) peut être donc simpli�ée. En
e¤et, nous remarquons par la dé�nition de la fonction gi;j dans (3.13) que :

gi;j(�0) = 0

et

81 � l � p;
@gi;j
@�l

(�0) = 0:

D�aprés le Lemme 3.a., nous avons :

E
�
T (�̂T;j � �0;j)(�̂T;l � �0;l)

�
�! 4�(W�1)i;l quand T ! +1:

Ensuite d�aprés (i), (iii) et (iv) du Lemme 2 et (b.) du Lemme 3

mX
k=1

mX
l=1

mX
n=1

E

�
@3gi;j

@�l@�n@�k
(��)(�̂T;l � �0;l)(�̂T;n � �0;n)(�̂T;k � �0;k)

�
� 8C2m3O(�(T )): (3.16)
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En�n nous obtenons l�approximation suivante : pour tout � > 0

lim
T!+1

TE
�
gi;j(�̂(T )

�
(3.17)

= lim
T!+1

TE
�
(ai(�̂T )� ai(�0))(aj(�̂T )� aj(�0))

�
= lim

T!+1
T

mX
l=1

mX
n=1

@2gi;j
@�l@�n

(�0)E
�
(�̂T;l � �0;l)(�̂T;n � �0;n)

�
+ lim
T!+1

TO(T�2+�)

= 4�
mX
l=1

mX
n=1

@2gi;j
@�l@�n

(�0)(W
�1
l;n ): (3.18)

Étape 2Nous remplaçons maintenant l�approximation de chaque élément
de E(�k;T�0k;T ).
Nous étudions d�abord la limite donnée en (3.18). Puisque W�1 est sy-

métrique :

 
mX
l=1

mX
n=1

�
@ai(�0)

@�l

@aj(�0)

@�n
+
@aj(�0)

@�l

@ai(�0)

@�n

� �
W�1�

l;n

!
i;j

=

 
mX
l=1

mX
n=1

�
@ai(�0)

@�l

@aj(�0)

@�n
(W�1)l;n +

@aj(�0)

@�l

@ai(�0)

@�n

�
W�1�

l;n

�!
i;j

= 2
�
DW�1D0�

i;j
;

où

D =

0B@
@a1(�0)
@�1

: : : @a1(�0)
@�m

...
. . .

...
@ak(�0)
@�1

: : : @ak(�0)
@�m

1CA :

W doonée par (3.15) est dé�nie positive ainsi que W�1,
avec

W�1 = P 0

0BBB@
�1 0 : : : 0

0 �2
. . .

...
...

. . . . . .
...

0 0 : : : �m

1CCCAP;
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où P = (pij)1�i;j�m est une matrice orthogonale et (�i)1�i�m sont les valeurs
propres de W�1, qui sont positives. Nous pouvons réécrire notre expression
comme :

DW�1D0 =
mX
r=1

 "p
�r

mX
l=1

prl
@ai
@�l
(�0)

#"p
�r

mX
l=1

prl
aj
@�l
(�0)

#!
1�i;j�k

=

mX
r=1

�0r�r; (3.19)

avec �r est le vecteur (
p
�r
Pm

l=1 prl
@ai
@�l
(�0))1�i�k.

En utilisant (3.18) nous trouvons l�expression suivante E(�k;T�0k;T ), pour
tout � > 0 et pour tout k; T > 0

lim
T!+1

�
T E

�
�k;T�

0
k;T

��
= 8�

mX
r=1

�0r�r: (3.20)

Nous prenons pour tout � > 0 :

lim
T!+1

�
T trace

�
E(�k;T�

0
k;T )�k

��
= 8� trace

 
mX
r=1

�0r�r�k

!
: (3.21)

Nous étudions la limite dé�nie en (3.21) et recherchons une borne inférieure
et supérieure de

trace

 
mX
r=1

�0r�r�k

!
=

mX
r=1

�r�k�
0
r: (3.22)

Nous avons

��k

mX
r=1

k�rk22 �
mX
r=1

�r�k�
0
r � �+k

mX
r=1

k�rk22;

où ��k est la plus petite valeur propre de �k et �
+
k sa plus grande valeur

propre.
Nous estimons maintenant la borne supérieure. En utilisant (3.10) du Lemme
2, nous pouvons estimer k�rk22.
Soit � < 1=2, ils existent C1; :::; Cm tels que
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k�rk22 =
kX
j=1

�r

mX
l1=1

mX
l2=1

prl1prl2
@aj
@�l1

(�0)
@aj
@�l2

(�0)

� �r

mX
l1=1

mX
l2=1

jprl1prl2jCl1Cl2
kX
j=1

j�2+2�

� �r

mX
l1=1

mX
l2=1

jprl1prl2jCl1Cl2
+1X
j=1

j�2+2�

= Cr(�0);

où Cr(�0) ne dépend pas de k.

De Boettcher et Virtanen (2006) (voir [11]), la norme d�une matrice de
covariance associée à une densité spectrale de la forme � 7! ���L(�) où L
est borné, continue en 0, est équivalente à Ck� avec C une constante. Par
conséquent �+k � Ck�(�0). Nous montrons alors qu�il existe une constante C
telle que

trace

 
mX
r=1

�0r�r�k

!
� Ck�(�0):

Essayons maintenant de trouver une borne inférieure pour (3.22). Alors la
densité spectrale f(:; �0) est bornée loin de 0 (de la condition B0), la valeur
propre inférieur ��k a une borne inférieure uniforme (voir par exemple Gre-
nander et Szegö (1958) [22]). Il existe alors une constante positive C 0 telle
que pour tout k ,

��k

mX
r=1

k�rk22 � C 0mr=1k�rk22:

De plus 81 � r � m,

k�rk22 = �r

kX
i=1

 
mX
l=1

pr;l
@ai
@�l
(�0)

!2

� �r

 
mX
l=1

pr;l
@a1
@�l
(�0)

!2
:

Ainsi il existe une constante positive C 0, ne dépend pas de k, telle que
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trace
� mX
r=1

�0r�r�k

�
� C 0:

Nous avons alors l�inégalité suivante pour le premier terme de (3.21)

C 0

T
�
trace

�Pm
r=1 �

0
r�r�k

�
T

� C
k�(�0)

T

mX
r=1

Cr(�0): (3.23)

En�n nous concluons en utilisant (3.21) et la deuxième inégalité en (3.23)

lim
T!+1

E

0BB@�a1(�̂T )� a1(�0); :::; ak(�̂T )� ak(�0)
�0BB@

X0

...

X�k+1

1CCA
1CCA
2

� Ck�(�0):

Ceci conclut la preuve. �

3.2.3 Prédiction à l�horizon h

Plus généralement, pour la prévision à l�horizon h; les coe¢ cients sont
données par :

cj(h) = �
h�1X
m=0

aj+mbh�1�m: (3.24)

En utilisant une approche paramétrique, nous pouvons considérer cj(h) dans
F onction du paramètre �, pour tout h et nous estimons � par l�estimateur de
Whittle. Sous les mêmes conditions, nous pouvons prouver le même résultat
pour la prédiction à l�horizon h quant à la prédiction d�un pas.

Théorème 3 Supposons que les conditions Th�eor�eme 2 sont satisfaites
et que les coefficients de la repr�esentation moyenne mobile sont uniform-
�ement born�es c0est-�a-dire qu0il existe une constante C telle que 8(�; j) 2
��N nous avons jbj(�)j � C.

Alors l
0
erreur additionnelle due �a l

0
estimation des coefficients de

pr�ediction v�erifie la condition
il existe une constante C ind�ependante de k telle que :

8k 2 N�; lim
T!+1

�
T E

�
X̂T;k(h)� X̂k(h)

�2�
� Ck2d;
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o�u

X̂T;k(h) = �
kX
j=1

cj(h; �̂T )Xk+h�j:

Preuve. La preuve de ce théorème est basée sur le fait que les coe¢ cients
cj(h) véri�ent également le Lemme 2 sous les conditions du Théorème 2 et
si les coe¢ cients bj sont uniformément bornés.
Avec le Théorème 2, nous savons le comportement asymptotique de l�erreur
moyenne quadratique due à l�estimation des coe¢ cients c�est-à-dire : O(k

2d

T
)

quand, le nombre d�observations pour l�estimation, T tend vers l�in�ni. �
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Chapitre 4

Estimation des coe¢ cients du
prédicteur projeté

4.1 Introduction

Nous allons maintenant nous intéresser au prédicteur projeté sur le sous-
espace linéaire fermé engendré par fX1; :::; Xkg : Ainsi la prédiction à l�hori-
zon 1 s�écrit

�
Xk(1) = �a1;kXk � :::� ak;kX1:

Comme dans le chapitre précédent, nous allons également estimer l�erreur
quadratique de prédiction supplémentaire due à l�estimation des coe¢ cients.
On suppose ici que l�on dispose de deux familles indépendantes du même
processus :(Xj)1�j�k la version que l�on veut prédire et (Yj)1�j�T , la version
qui va nous permettre d�estimer les coe¢ cients du prédicteur.
Pour estimer les coe¢ cients, on remplace dans les équations de Yule-Walker

81 � j � k;

kX
i=1

ai;k
(i� j) = �
(j);

les covariances par les covariances empiriques calculées sur la base des don-
nées (Yj)1�j�T :


̂(k) =
1

T

T�kX
t=1

YtYt+k: (4.1)

On utilise ensuite l�algorithme de Durbin-Levinson ou l�algorithme d�innova-
tion (voir Brockwell et Davis (1991) [14]) pour résoudre le système.
On note (â1;k; :::; âk;k) les coe¢ cients obtenus dans R ésolvant les équations de
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Yule-Walker où les covariances sont remplacées par les covariances empiriques
données par (4:1). Contrairement au prédicteur de Wiener-Kolmogorov tron-
qué (voir la section 3.2.2), l�estimation des coe¢ cients est non-paramétrique.

4.2 Estimation de l�erreur quadratique due à
l�estimation des coe¢ cients

Etudions maintenant l�erreur quadratique de prédiction due à l�estimation
des coe¢ cients du processus AR(k) lorsque T tend vers l�in�ni. On note
�
XT;k(1) le prédicteur dont les coe¢ cients de Yule-Walker sont estimés

�
XT;k(1) = �

kX
j=1

âj;kXk+1�j:

On s�intéresse à l�erreur quadratique de prédiction suivante :

E
h� �
XT;k(1)�

�
Xk(1)

�2i

= E

0BB@(â1;k � a1;k; :::; âk;k � ak;k)

0BB@
Xk

...

X1

1CCA
1CCA
2

= trace

0BB@E
0BB@
0BB@

â1;k � a1;k

...

âk;k � ak;k

1CCA (â1;k � a1;k; :::; âk;k � ak;k)

1CCA�k
1CCA ;

avec

�k = E

0BB@
0BB@

Xk

...

X1

1CCA (Xk; :::; X1)

1CCA :

Il nous faut donc évaluer tout d�abord

E

0BB@
0BB@

â1;k � a1;k

...

âk;k � ak;k

1CCA (â1;k � a1;k; :::; âk;k � ak;k)

1CCA :
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Pour cela on dé�nit le vecteur

1�k = (1; :::; 1)| {z }
k

;

la matrice de taille k � k

1k;k = 1k1
�
k

et on énonce le Théorème suivant.
Pour cela,
On considère gi;j la fonction dé�nie par

gi;j : Rk+1 �! R (4.2)

(x0; :::; xk) 7�! (yi � ai;k)(yj � aj;k);

où 0BB@
y1

...

yk

1CCA = �

0BBBBBB@
x0 x1 : : : xk�1

x1 x0
. . . xk�2

...
. . . . . .

...

xk�1 xk�2 : : : x0

1CCCCCCA

�10BB@
x1

...

xk

1CCA
Et H la matrice dé�nie comme suit ;
on pose h la fonction dé�nie par

h(�) = j1�
kX
r=1

ar;ke
ir�j2

et on note par h(r) la dérivée de la fonction h par rapport à la variable ar;k:
L�élément de la i-�eme ligne et la j-�eme colonne de la matrice H est alors
donné par la formule suivante :

81 � i; j � k; Hi;j =

Z �

��
h(i)(�)h(j)(�)f 2(�)d�: (4.3)

Théorème 4 Supposons que le processus (Yn)n2Z est gaussien tel que
sa fonction de covariance 
 et les coefficients de sa repr�esentation en
moyenne mobile infinie bj v�erifient


(j) � �j2d�1 avec � > 0;

bj � �jd�1 avec � > 0;
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et que le bruit blanc qui lui est associ�e ("n)n2Z dans la repr�esentation
moyenne mobile a des moments d

0
ordre 4 finis:

Alors

E
�
gi;j(
̂(0); 
̂(1); :::; 
̂(k))

�

=

8>>>><>>>>:
C(1�

kP
r=1

ar;k)
2n4d�2(��1k 1k;k�

�1
k )(i;j) +O(n6d�3) si 1

4
hdh1

2

D(1�
kP
r=1

ar;k)
2 ln(n)

n
(��1k 1k;k�

�1
k )(i;j) +O(n�3=2) si d = 1=4

4n�1(��1k H��1k )(i;j) +O(n�3=2) si 0hdh1
4
;

o�u gi;j est d�efinie par 4.2, C et D sont des constantes ind�ependantes de n
et k et H est d�efinie en 4.3.

Preuve. (voir Godet (2007b) [20]). �

On revient maintenant à l�estimation du comportement de

E
h� �
XT;k(1) �

�
Xk(1)

�2i
et on énonce le Théorème suivant qui traite le

cas d � 1=4

Théorème 5 Supposons que les hypoth�eses du Th�eor�eme 4 sont v�erifi�ees
et que la densit�e spectrale du processus est de la forme

8x 2 [��; �]; f(x) = fd(x)L(x);

o�u fd la densit�e spectrale du processus fractionnaire d�efinie par :

8x 2 [��; �]; fd(x) = 2�2d�1��1(sin2(x=2))�d

et L est une fonction positive; int�egrable sur [��; �]; continue en 0 et
ayant une borne inf�erieure strictement positive:

Si d = 1=4 alors pour tout r�eel k;

lim
T!+1

�
T

log(T )
E
h� �
XT;k(1)�

�
Xk(1)

�2i�
� C

p
k

et si d 2]1=4; 1=2[ alors pour tout r�eel k;

lim
T!+1

�
T 2�4dE

h� �
XT;k(1)�

�
Xk(1)

�2i�
� Ck1�2d;

o�u C est une constante ind�ependante de k:
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Preuve. En appliquant le Théorème précédent, on obtient que si d = 1=4
alors

lim
T!+1

�
T

log(T )
E
h� �
XT;k(1)�

�
Xk(1)

�2i�
� C

0@trace
0@ kX

j=0

aj;k

!2
��1k 1k;k

1A1A
et si d 2]1=4; 1=2[ alors

lim
T!+1

�
T 2�4dE

h� �
XT;k(1)�

�
Xk(1)

�2i�
� C

0@trace
0@ 1

T 2�4d

 
kX
j=0

aj;k

!2
��1k 1k;k

1A1A :

On commence par contrôler j
Pk

j=0 aj;kj que l�on décompose de la façon sui-
vante : �����

kX
j=0

aj;k

����� � pk
vuut kX

j=1

jaj;k � ajj2 +
kX
j=0

jajj:

On reprend alors la démonstration du Théorème 3.3 de Inoue et Kasahara
(2006) (voir [27]) sur la convergence des coe¢ cients de l�AR(k) vers les coef-
�cients de l�AR(1). On note qu�il existe C1; C2 et K tels que si :

k � K; k(aj;k � aj) � C1

1+X
u=k�j

jauj+ C2

+1X
u=j

jauj

et si on note C une constante générique :

si k � K; k(aj;k � aj) � C

 
+1X
u=k�j

jauj+
+1X
u=j

jauj
!
:

On a alors si k � K

kX
j=1

(aj;k � aj)
2 � C

k2

kX
j=1

24 +1X
u=k�j

jauj
!2
+

 
+1X
u=j

jauj
!352

� C

k2

kX
j=1

(k � j + 1)�2d + j�2d

� O(k�2d�1): (4.4)
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Ceci nous permet de conclure que :

�����
kX
j=0

aj;k

����� � O(k�d) +
+1X
j=0

jajj

= O(1): (4.5)

Il nous reste donc à étudier le comportement de

trace(��1k 1k;k) = (1; :::; 1)�
�1
k

0BB@
1

...

1

1CCA :

On applique alors le Théorème 6.1 de Adenstedt (1974) (voir [1]) qui sous
les hypothèses du Théorème 5 nous donne l�équivalence suivante

(1; :::; 1)��1k

0BB@
1

...

1

1CCA �
�
k1�2d�(�2d+ 1)L(0)
�(�d+ 1;�d+ 1)

��1
;

où � et � sont respectivement les fonctions Gamma et Beta. Ceci nous permet
de conclure.�

Il reste à traiter le cas 0 < d < 1=4, dans ce cas on a le Théorème suivant

Théorème 6 Supposons que les hypoth�eses du Th�eor�eme 4 sont v�erifi�ees
et que la densit�e spectrale est born�ee inf�erieurement par une constante
strictement positive: Si 0 < d < 1=4 alors

lim
T!+1

�
T E

h� �
XT;k(1)�

�
Xk(1)

�2i�
� Ck;

o�u C est une constante ind�ependante de k:

Preuve. On note (�i = �i;1+ :::+�i;ix
i�1)i2N� les polynômes orthogonaux

associés à la densité spectrale f c�est-à-dire �i est de degré i � 1 pour tout
i 2 N� et

8j; l 2 N�;

Z �

��
f(�)�j(e

i�)�l(e
�i�)d� = �j;l;

où � est le symbole de Kronecker. On construit la matrice Tk :
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Tk =

0BBBBBB@
�1;1 0 : : : 0

�2;1 �2;2
. . . 0

...
. . . . . .

...

�k;1 �k;2 : : : �k;k

1CCCCCCA
Tk ainsi dé�nie véri�e les égalités suivantes

Tk�kT
�
k = Idk:

Donc, on a

��1k = T �kTk: (4.6)

En utilisant l�égalité (4.6), on est ramené à l�étude de la limite suivante

lim
T!+1

�
T E

h� �
XT;k(1)�

�
Xk(1)

�2i�
= trace(��1k H)

= trace(T �kHTk); (4.7)

où H est la matrice dé�nie dans le Théorème 4. On note
Gk : � 7!

Pk
j=0 aj;ke

ij� et limT!+1

�
T E

h� �
XT;k(1) �

�
Xk(1)

�2i�
se

réécrit alors :

trace

��Z �

��
f 2(�)Re

�
Gk(�)�j(e

ij�)
�
Re
�
Gk(��)�l(e�il�)

�
d�
�
1�j;l�k

�
= trace

��Z �

��
f 2(�)Re

�
Gk(�)�j(e

ij�)Gk(��)�l(e�il�)
�
d�
�
1�j;l�k

�
+ trace

��Z �

��
f 2(�)Im

�
Gk(�)�j(e

ij�)
�
Im
�
Gk(��)�l(e�il�)

�
d�
�
1�j;l�k

�
car Re(ab) = Re(a)Re(b)� Im(a)Im(b). Introduisons quelques notations

A =

�Z �

��
f 2(�)Re

�
Gk(�)�j(e

ij�)
�
Re
�
Gk(��)�l(e�il�)

�
d�

�
1�j;l�k

B =

�Z �

��
f 2(�)Re

�
Gk(�)�j(e

ij�)Gk(��)�l(e�il�)
�
d�

�
1�j;l�k
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=

�Z �

��
f 2(�)jGkj2(�)�j(eij�)�l(e�il�)d�

�
1�j;l�k

;

C =

�Z �

��
f 2(�)Im

�
Gk(�)�j(e

ij�)
�
Im
�
Gk(��)�l(e�il�)

�
d�

�
1�j;l�k

:

On a donc A = B +C. Tout d�abord nous montrerons que A, B et �C sont
symétriques et positives ce qui implique que 0 � trace(A) � trace(B).

Commençons par la symétrie : A est symétrique car la partie réelle d�un
complexe conjugué est égale à la partie réelle du complexe, B est symétrique
car � 7! f 2(�)jGk(�)j2 est une fonction paire et C est symétrique car la
partie imaginaire d�un complexe conjugué est égale à l�opposé de la partie
imaginaire du complexe.

Passons à la positivité des matrices A; B et C. On considère un vecteur
q = (q1; :::; qk) et on regarde le signe de

qAq� =

Z �

��
f 2(�)Re

 
kX
j=1

Gk(�)qj�j(e
i�)

!
Re

 
kX
l=1

Gk(��)ql�l(e�i�)
!
d� � 0

qBq� =

Z �

��
f 2(�)jGk(�)j2

kX
j=1

qj�j(e
i�)

kX
l=1

ql�l(e
�i�)d� � 0

qCq� =

Z �

��
f 2(�)Im

 
kX
j=1

Gk(�)qj�j(e
i�)

!
Im

 
kX
l=1

Gk(��)ql�l(e�i�)
!
d� � 0:

Les traces de ces matrices A , B et �C sont donc égales à la somme de leurs
valeurs propres puisqu�elles sont diagonalisables car symétriques et sont po-
sitives puisque les matrices sont positives et donc toutes leurs valeurs propres
le sont aussi. On en déduit que :

0 � trace(A) � trace(B): (4.8)

On s�intéresse maintenant à l�étude de trace(B)

trace(B) =
kX
j=1

Z �

��
f 2(�)jGk(�)j2�j(ei�)�j(e�i�)d�

=

Z �

��
f 2(�)jGk(�)j2Kk(e

i�; ei�)d�;
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où Kk est le noyau reproduisant dé�ni par

8x; y 2 C; Kk(x; y) =
kX
j=1

�j(x)�j(�y):

On a supposé précédemment que la densité spectrale f est bornée inférieu-
rement par une constante strictement positive c, on peut donc appliquer le
Théorème 2.2.4 de Simon (2005) (voir [34]) et on obtient que

8� 2 [��; �]; Kk(e
i�; ei�) � k

2�

c
:

On majore ensuite jGk(�)j2;8� 2 [��; �],

jGk(�)j2 �
 

kX
j=0

jaj;kj
!2

= O(1);

comme on l�a démontré en (4.5). Cette majoration est indépendante de �. Il
reste en�n à remarquer que comme 0 < d < 1

4
, f est de carré intégrable. On

a donc :

trace(B) = O(k)

et on conclut de (4.7) et de (4.8) que :

lim
T!+1

�
T E

h� �
XT;k(1)�

�
Xk(1)

�2i�
� Ck:

�

Les résultats obtenus dans les Théorèmes 5 et 6 sont moins précis que
la majoration de l�erreur quadratique due à l�estimation pour le prédicteur
de Wiener-Kolmogorov tronqué obtenue au chapitre 3. En e¤et, ici on fait
d�abord tendre le nombre d�observations pour estimer T vers l�in�ni puis on
regarde comment se comporte cette limite dans F onction de k alors que pour
le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué on fait tendre simultanément
k et T vers l�in�ni. Au chapitre 5, nous améliorons doublement les résultats
obtenus dans les Théorèmes 5 et 6 non seulement nous allons faire dépendre
k de T mais en p lus nous nous a¤ranchissons de l�hypothèse selon laquelle
les coe¢ cients du prédicteur sont estimés sur une réalisation indépendante
de celle à prédire.
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Chapitre 5

Prédiction et estimation du
modèle sur une même
réalisation

5.1 Introduction

Considérons (Xt)t2Z un processus stationnaire de moyenne zéro et de
variance �nie. Nous souhaitons prédire la valeur de Xn+1 à partir des ob-
servations de (X1; :::; Xn) en utilisant un prédicteur linéaire c�est-à-dire :
une combinaison linéaire des données observées. D�abord nous dé�nissons
les coe¢ cients du prédicteur optimal dans le sens des moindres carrés dans
S upposant que la fonction de covariance est connue et nous somme ame-
nés ainsi à estimer les coe¢ cients de la combinaison linéaire de (X1; :::; Xn).
Cette deuxième étape est souvent réalisée sous l�hypothèse restrictive sui-
vante : nous prévoyons d�autres séries indépendantes futures avec exactement
la même structure probabiliste ; la série observée est seulement utilisée pour
estimer les coe¢ cients de prédiction (voir par exemple Bhansali (1987) [6] et
Lewis et Reinsel (1985) [29] ou Godet (2007b) [20]). Cette hypothèse facilite
l�analyse mathématique puisque le problème de prédiction peut être réduit
à un problème d�estimation des coe¢ cients de prédiction par le traitement
sur le processus, que nous prévoyons. Mais le praticien a rarement deux sé-
ries indépendantes : une pour estimer le modèle et une pour prévoir. Il doit
estimer les coe¢ cients de prédiction sur la même réalisation. Dans la suite
nous nous concentrons sur ce cas appelé la prédiction de même-réalisation.
L�exécution du prédicteur dépend de deux paramètres : la dimension du sous-
espace sur lequel nous projetons et le nombre de données disponibles pour
estimer les coe¢ cients de prédiction. Pour réduire l�erreur de prédiction, il est
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raisonnable d�augmenter la dimension de l�espace sur lequel nous projetons,
puisqu�on dispose dans ce cas d�un grand nombre d�observations. Mais quand
la dimension et le nombre de coe¢ cients estimés augmentent, l�estimation de
ces coe¢ cients devient plus di¢ cile et peut a¤ecter l�erreur moyenne quadra-
tique.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans les sections 5.2 et 5.3 nous
généralisons les résultats d�Ing et Wei (2003) (voir [24]) pour trouver une
expression asymptotique de l�erreur moyenne quadratique pour une série
chronologique à longue mémoire. Dans la dernière section, nous prouvons
un théorème central limite. Plus précisement, nous prouvons la convergence
dans la distribution de la di¤érence normalisée entre notre prédicteur et le
prédicteur de Wiener-Kolmogorov, qui est le prédicteur des moindres carrés
sachant tout le passé.

Dé�nition du prédicteur
Soit (Xt)t2Z un processus stationnaire de moyenne nulle et de variance

�nie. Nous supposons que la fonction d�autocovariance du processus est
connue. Notre but est de prévoir la valeur de Xn+1, en utilisant les k pré-
cédentes données observées. Le prédicteur linéaire optimal est dé�ni comme
étant projection sur le sous-espace fermé de l�espace de Hilbert engendré par
fXn; :::; Xn�k+1g muni du produit scalaire < X; Y >= E(X 0Y ) où X 0 est
la transposée du vecteur X. C�est le prédicteur de moindres carrés sachant
(Xn�k+1; :::; Xn). On note ce prédicteur par bXn+1(k) et par �aj;k les coe¢ -
cients théoriques de prédiction c�est-à-dire

bXn+1(k) =

kX
j=1

(�aj;k)Xn+1�j: (5.1)

Ils sont donnés par (voir Brockwell et Davis (1988) [13] Section 5.1)0BB@
a1;k

...

ak;k

1CCA = ��(k)�1

0BB@

(1)

...


(k)

1CCA ; (5.2)

où �(k) est la matrice de covariance du vecteur (X1; :::; Xk).
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Estimation des coe¢ cients de prédiction

L�estimation est construite sur la base des n dernières observations (Xn; :::; X1)
et notre prédicteur est la projection sur les k dérnières observations (k � n).
La matrice de covariance est estimée par

�̂n(k) =
1

n�Kn + 1

nX
j=Kn

Xj(k)X
0
j(k); (5.3)

où

X0
j(k) = (Xj; :::; Xj�k+1) (5.4)

et Kn est la dimension maximum du sous-espace sur lequel nous projetons
c�est-à-dire : nous étudions la famille des prédicteurs ( bXn+1(k))1�k�Kn. Kn

est une suite croissante de nombres entiers qui peut être bornée ou peut
croitre vers l�in�ni.
Les coe¢ cients de prédiction ai;k sont estimés à partir de (X1; :::; Xn) par

â0(k) = (�â1;k; :::;�âk;k)

= �̂�1n (k)
1

n�Kn + 1

n�1X
j=Kn

Xj(k)Xj+1:

Le prédicteur d�un pas est :

eXn+1(k) = X
0
n(k)â(k): (5.5)

Dans ce travail nous utilisons C pour noter les constantes positives génériques
qui sont indépendantes de la dimension de l�échantillon n .
Les hypothèses suivantes sur le processus (Xt)t2Z sont essentielles pour

les résultats présentés ici.
Il existe d 2]0; 1=2[ tel que :
� H.1 Le processus stationnaire (Xt)t2Z est gaussien et admet une repré-
sentation moyenne mobile in�nie et une représentation autorégressive
in�nie comme suit :

"t =

+1X
j=0

ajXt�j et Xt =

+1X
j=0

bj"t�j (5.6)

avec a0 = b0 = 1, pour tout j � 1 et pour tout � > 0; jajj � Cj�d�1+�

et jbjj � Cjd�1+� et ("t)t2Z est un processus de bruit blanc. Ces hypo-
thèses sur les coe¢ cients sont véri�ées pour les deux processus à longue
mémoire et à courte mémoire ;
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� H.2 La covariance 
(k) est équivalente à L(k)k2d�1 quand k tend vers
l�in�ni, où L est une fonction à variation lente. Dans cette hypothèse
les autocovariances ne sont pas absolument sommables et le processus
est donc un processus à longue mémoire ;

� H.3 La densité spectrale du processus (Xt)t2Z existe et a une borne
inférieure strictement positive ;

� H.4 Les coe¢ cients (aj)j2N véri�ent :

aj � L(j)j�d�1 j ! +1;

où L est une fonction à variation lente.

5.2 Moment borné

Dans cette section, nous établissons des moments bornés pour la matrice
inverse de covariance d�échantillon et nous appliquons ces résultats pour ob-
tenir la vitesse de convergence de �̂n(k) vers �(k).
On note par �min(Y ) et �max(Y ) respectivement la plus petite et la plus
grande valeurs propres de la matrice Y . On munit l�ensemble des matrices
de la norme

kY k2 = �max(Y
0Y ): (5.7)

Pour une matrice symétrique, cette norme est égale au rayon spectral et
pour un vecteur (X1; :::; Xn), elle est égale à

pPn
i=1X

2
i . Cette norme est

une norme de matrice qui véri�e pour toutes les matrices A et B :

kABk � kAk kBk : (5.8)

Lemme 4 Soit (Kn)n2N une suite croissante de nombres entiers positi-
fs satisfaisant Kn = o(

p
n): Supposons (H:1): Puis; pour tout q > 0; pour

tout � > 0 et pour tout 1 � k � Kn;

E

24��qmin
�
�̂n(k)

�
k(2+�)q

35 = O(1);

o�u �̂n(k) est d�efinie en (5:3):
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Preuve. (voir Godet (2008) [21]). �

Pour n su¢ samment grand le Lemme 4 garantit que �̂�1n (k) existe presque
sûrement car la valeur propre minimum de �̂n(k) est presque sûrement po-
sitive. Nous obtenons également une borne supérieure pour la moyenne de
la valeur propre maximum de �̂�1n (k). Mais cette borne supérieure n�est pas
uniforme car k ! +1 et donc ne fournit pas un équivalent asymptotique de
l�erreur de prédiction. Néanmoins la borne donnée dans le Lemme 4 sert de
base au Théorème suivant.

Théorème 7 Supposons que le processus (Xt)t2Z v�erifie les hypoth�eses
H:1-H:3
� Si d 2]0; 1=4[ et s0il existe � > 0 tel que K2+�

n = O(n) alors 8 q > 0
et 81 � k � Kn; on a

Ek�̂�1n (k)kq = O(1) (5.9)

et

Ek�̂�1n (k)� ��1(k)kq=2 � C

�
K2
n

(n�Kn + 1)

�q=4
(5.10)

pour n suffisamment grand;
� Si d 2]1=4; 1=2[ et s0ils existent � > 0 et �0 > 0 tels que K2+�

n =
O(n2�4d��

0
) alors pour tout q > 0 et pour tout 1 � k � Kn; on a

Ek�̂�1n (k)kq = O(1) (5.11)

et

Ek�̂�1n (k)� ��1(k)kq=2 � C

�
K2
nL

2(n�Kn + 1)

(n�Kn + 1)2�4d

�q=4
(5.12)

pour n suffisamment grand;
� Si d = 1=4 et s

0
ils existent � > 0 et �0 > 0 tels que K2+�

n = O(n1��
0
)

alors pour tout q > 0 et pour tout 1 � k � Kn; on a

Ek�̂�1n (k)kq = O(1) (5.13)

et

Ek�̂�1n (k)� ��1(k)kq=2 � C

�
K2
nL

2(n�Kn + 1) log(n�Kn + 1)

(n�Kn + 1)

�q=4
(5.14)

pour n suffisamment grand:
Pour démontrer le Théorème précédent, nous avons besoin du Lemme

suivant.
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Lemme 5 Si le processus (Xt)t2Z v�erifie (H:2); si 1 � k � Kn et :
� Si d 2]0; 1=4[; alors pour tout q > 0; on a

Ek�̂�1n (k)� ��1(k)kq � C

�
K2
n

(n�Kn + 1)

�q=2
; (5.15)

� Si d 2]1=4; 1=2[; alors pour tout q > 0; on a

Ek�̂�1n (k)� ��1(k)kq � C

�
K2
nL

2(n�Kn + 1)

(n�Kn + 1)2�4d

�q=2
; (5.16)

� Si d = 1=4; alors pour tout q > 0; on a

Ek�̂�1n (k)� ��1(k)kq � C

�
K2
nL

2(n�Kn + 1) log(n�Kn + 1)

(n�Kn + 1)

�q=2
:

(5.17)

Preuve. (voir Godet (2008) [21]). �

Preuve du Théorème 7. Puisque k:k est une norme de matrice (voir
(5.8)),

k�̂�1n (k)� ��1(k)kq � k�̂�1n (k)kqk�̂n(k)� �(k)kqk��1(k)kq:

En outre, par l�hypothèse H.3, la densité spectrale du processus (Xt)t2Z a
une borne inférieure strictement positive. Ainsi, de Grenander et Szegö (1958)
(voir [22]), il existe une constante C telle que pour tout n � 0 :

k��1(k)kq � C: (5.18)

En utilisant l�inégalité de Hölder avec 1=p0 + 1=q0 = 1, nous obtenons :

Ek�̂�1n (k)� ��1(k)kq � C
�
Ek�̂�1n (k)kqq

0
�1=q0 �

Ek�̂n(k)� �(k)kqp
0
�1=p0

:

Par le Lemma 4, nous avons pour tout � > 0 et pour n grand�
Ek�̂�1n (k)kqq

0
�1=q0

� C(k2+�)q

alors
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Ek�̂�1n (k)� ��1(k)kq � C(k2+�)q
�
Ek�̂n(k)� �(k)kqp

0
�1=p0

: (5.19)

Nous appliquons maintenant le Lemme 5. A�n de traiter en même temps les
trois situations d 2]0; 1=4[; d 2]1=4; 1=2[ et d = 1=4, nous dé�nissons h(n)
par :

h(n) =

8><>:
K2
n

n�Kn+1
si d 2]0; 1=4[

K2
nL

2(n�Kn+1)
(n�Kn+1)2�4d

si d 2]1=4; 1=2[
K2
nL

2(n�Kn+1) log(n�Kn+1)
(n�Kn+1)

si d = 1=4:

pour n grand, nous obtenons :�
Ek�̂n(k)� �(k)kqp

0
�1=p0

� C(h(n))q=2: (5.20)

D�aprés l�inégalité (5.19) et de la borne (5.20), il existe � > 0 tel que pour n
su¢ samment grand :

Ek�̂�1n (k)� ��1(k)kq � C(k4+�h(n))q=2: (5.21)

Des inégalités (5.21) et (5.18), nous avons :

Ek�̂�1n (k)kq � C
�
1 +

�
k4+�h(n)

�q=2�
: (5.22)

Cette inégalité n�est pas su¢ sante pour obtenir (5.9) et (5.11) car, en vertu
des hypothèses du Théorème 7, (k4+�h(n))q=2 n�est pas nécessairement bor-
née. Nous devons améliorer l�inégalité intermédiaire (5.22).

L�inégalité de Cauchy-Schwarz et (5.18) donne :

Ek�̂�1n (k)� ��1(k)kq=2 � C
�
Ek�̂�1n (k)kq

�1=2 �
Ek�̂n(k)� �(k)kq

�1=2
:

(5.23)
Il existe C > 0 indépendant de q tel que :

Ek�̂�1n (k)kq=2 � C
�
Ek��1(k)kq=2 + Ek�̂�1n (k)� ��1(k)kq=2

�
: (5.24)

Les inégalités (5.23), (5.18), (5.22) et le Lemme 5 impliquent que :
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Ek�̂�1n (k)kq=2 � C
�
1 +

�
k4+�h(n)2

�q=4�
: (5.25)

En répétant (s� 1) fois cet argument (c�est-à-dire : en utilisant les inégalités
(5.24), (5.23) (5.18) (5.25) et Lemme 5, on aura pour n grand

Ek�̂�1n (k)kq=2
�s � C

�
1 +

�
k4+�h(n)(1+s)

�q=2�(s+1)�
: (5.26)

Par hypothèse, il existe � > 0 tel que h(n)kd converge vers 0 quand n tend vers
l�in�ni, donc il existe s, tel que Ek�̂�1n (k)kq=2

�s
est borné. Puisque q de (5.26)

est arbitraire, (5.9) et (5.11) sont prouvés. Les inégalitées (5.10) et (5.12) sui-
vies de (5.23) et du Lemme 5. �

Dans la section suivante, nous établissons une expression asymptotique
de l�erreur moyenne quadratique de prédiction du prédicteur de moindres
carrés en utilisant la borne supérieure stricte pour Ek�̂�1n (k)kq donnée dans
le Théorème 7.

5.3 L�erreur moyenne quadratique de prédic-
tion du prédicteur de moindres carrés

Dans cette section, notre but est de donner une expression asymptotique
de l�erreur moyenne quadratique de prédiction du prédicteur dé�ni en (5.5).
D�abord nous décomposons Xn+1 � eXn+1(k) comme suit :

Xn+1 � eXn+1(k) = "n+1 + f(k) + Sn(k) (5.27)

où "n+1 est le bruit blanc d�innovation au temps n + 1, Sn(k) est l�erreur
due à la projection sur le sous-espace fermé engendré par (Xn; :::; Xn�k+1),
et f(k) est l�erreur due à l�estimation des coe¢ cients de prédiction. Plus
précisément, si nous posons ai;k = 0 pour i > k (pour j � k, les coe¢ cients
aj;k sont dé�nis en (5.2)), nous avons

Sj(k) = �
+1X
i=1

(ai � ai;k)Xj+1�i (5.28)

et "j+1;k est égal à l�erreur de prédiction de Xj+1 due à la projection sur
(Xj; :::; Xj�k+1) c�est-à-dire :

"j+1;k = Xj+1 � P[Xj�k;:::;Xj ](Xj+1) = Xj+1 +

kX
l=1

al;kXj+1�l:
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Nous avons

f(k) = �X0
n(k)�̂

�1
n (k)

1

n�Kn + 1

n�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1;k;

où X0
n(k) est dé�ni en (5.4).
Compte tenu de (5.27), on obtient la décomposition de l�erreur moyenne

quadratique de prédiction comme étant la somme de la variance �2" du bruit
blanc et l�erreur due à la méthode de prédiction E(f(k) + Sn(k))

2 :

E
�
Xn+1 � eXn+1(k)

�2
= �2" + E(f(k) + Sn(k))

2:

Théorème 8 Supposons que les hypoth�eses H:1-H:3 sont v�erifi�ees et
consid�erons la suite (Kn)n2N telle que pour tout � > 0

K4
n = o(n1�2d��); (5.29)

alors; on a

lim
n!+1

max
1�k�Kn

�������
E
�
Xn+1 � eXn+1(k)

�2
� �2"

Ln(k)
� 1

������� = 0;
o�u

Ln(k) = E(Sn(k))
2 +

k

n�Kn + 1
�2": (5.30)

Sn(k) �etant d�efini en (5:28):

Preuve. D�aprés (5.27), nous avons :

�������
E
�
Xn+1 � eXn+1(k)

�2
� �2"

Ln(k)
� 1

������� =
����E(f(k) + Sn(k))

2

Ln(k)
� 1
���� :

Notre preuve est partagée en trois étapes :

1. Nous fournissons une approximation de E(f(k))2 qui est plus facile à
estimer. Cette approximation notée E(f1(k))2 sera dé�nie en (5.31).

2. Nous montrons que l�équivalent asymptotique deE(f1(k)2 est k
n�Kn+1

�2".
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3. Nous montrons que le terme E(f(k)Sn(k)) est négligeable par rapport
à Ln(k).

Première étape Nous introduisons

f1(k) = �X�0
n (k)�

�1(k)
1

n�Kn + 1

n�
p
n�1X

j=Kn

Xj(k)"j+1 (5.31)

avec

X�0
n (k) =

0@p
n=2�KnX
j=0

bj"n�j; :::;

p
n=2�KnX
j=0

bj"n�k+1�j

1A :

Lemme 6 Si les hypoth�eses du Th�eor�eme 8 sont v�erifi�ees; alors on a

lim
n!+1

max
1�k�Kn

E

 s
1

Ln(k)
(f(k)� f1(k))

!2
= 0: (5.32)

Preuve. (voir Godet (2008) [21]). �

Deuxième étape Nous prouvons que

lim
n!+1

max
1�k�Kn

����E �n�Kn + 1

k�2"
f 21 (k)

�
� 1
���� = 0: (5.33)

Observons d�abord que

E

�
n�Kn + 1

k�2"
f 21 (k)

�

=
n�Kn + 1

k�2"
E

0@X�0
n (k)�

�1(k)
1

n�Kn + 1

n�
p
n�1X

j=Kn

Xj(k)"j+1

1A2

=
n�Kn + 1

k�2"
E

24trace
0@X�0

n (k)�
�1(k)

1

n�Kn + 1

n�
p
n�1X

j=Kn

Xj(k)"j+1

1A235
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=
n�Kn + 1

k�2"
trace

24E
0@��1(k) 1

(n�Kn + 1)2

n�
p
n�1X

j=Kn

Xj(k)"j+1

n�
p
n�1X

l=Kn

X0
l(k)"l+1�

�1(k)X�
nX

�0
n (k)

1A35 :
Puisque les vecteurs X�0

n et
Pn�

p
n�1

j=Kn
Xj(k)"j+1 sont non-corrélés parce que

k � Kn :

E

�
n�Kn + 1

k�2"
f 21 (k)

�
=

n�Kn + 1

k�2"(n�Kn + 1)2
trace

�
��1(k)(n�Kn + 1�

p
n)�2"�(k)�

�1(k)��(k)
�

= trace
�
��1(k)��(k)k�1

�
(n�Kn + 1�

p
n)(n�Kn + 1)

�1;

où ��(k) est la matrice de covariance du vecteur X�
n(k). Nous notons que :

(n�Kn + 1�
p
n)(n�Kn + 1)

�1 ! 1 quand n! +1:

Donc, nous n�avons qu�à étudier la trace de (��1(k)��(k)k�1). Nous allons
utiliser l�inégalité suivante : pour toutes (k � k)-matrices A et B

jtrace(AB)j �
p
trace(AA0)

p
trace(BB0)

� kkAkkBk:

Nous obtenons

max
1�k�Kn

��trace ���1(k)��(k)k�1�� 1��
= max

1�k�Kn

��trace ���1(k)(��(k)� �(k))k�1���
� max

1�k�Kn



��1(k)

 k��(k)� �(k)k
� max

1�k�Kn



��1(k)

 max
1�k�Kn

k��(k)� �(k)k ;

�(k) � ��(k) est symétrique parceque �(k) et ��(k) sont deux matrices
symétriques, et leurs normes sont inférieures à toutes les autres normes ma-
tricielles. Nous utilisons la norme subordonnée dé�nie pour toute matrice
Y = (yi;j)1�i;j�k par :
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kY k1 = maxj

kX
i=1

jyi;jj:

Pour n grand, nous obtenons

max
1�k�Kn



��1(k)

 max
1�k�Kn

k��(k)� �(k)k

� max
1�k�Kn



��1(k)

 max
1�k�Kn

k�(k)� ��(k)k1

� max
1�k�Kn



��1(k)

 max
1�k�Kn

k max
0�j�k�1

+1X
l=
p
n=2�Kn+1

jblbl+jj

= O

�
Kn

(
p
n)1�2d��

�
;

pour tout � > 0. Alors

max
1�k�Kn



��1(k)

 max
1�k�Kn

k��(k)� �(k)k = o(1)

résulte de la condition (5.29).

Troisième étape Nous considérons le terme E (f(k)Sn(k)L�1n (k)) et
montrons qu�il est négligeable. Ing et Wei (2003) ) (voir [24]) ont démon-
tré que :��E �f(k)Sn(k)L�1n (k)��� = ��E �(f(k)� f1(k))Sn(k)L

�1
n (k)

��� :
Par l�inégalité de Cauchy-Schwarz :

max
1�k�Kn

��E �(f(k)� f1(k))Sn(k)L
�1
n (k)

���
�

�
max

1�k�Kn

E
�
(f(k)� f1(k))

2L�1n (k)
�
max

1�k�Kn

E
�
S2n(k)L

�1
n (k)

��1=2
:

Par (5.32), nous obtenons :

max
1�k�Kn

E
�
(f(k)� f1(k))

2L�1n (k)
�
= o(1)

et en utilisant la dé�nition en (5.30) de Ln(k), nous avons :
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max
1�k�Kn

E
�
S2n(k)L

�1
n (k)

�
= O(1):

En�n, nous avons :

max
1�k�Kn

��E �(f(k)� f1(k))Sn(k)L
�1
n (k)

��� = o(1):

�
Dans ce Théorème, nous avons obtenu une expression asymptotique de

l�erreur moyenne quadratique de prédiction de eXn+1(k), qui est vérifée uni-
formément pour tout 1 � k � Kn. Dans le cas de courte mémoire c�est-
à-dire : dans S upposant que le processus (Xt)t2Z est gaussien, admet les
représentations autorégressive et moyenne mobile in�nies dé�nies en (5.6),
que les coe¢ cients (aj)j2N véri�ent

P+1
j=1

p
jjajj <1, et que les coe¢ cients

(bj)j2N sont absolument sommables, Ing et Wei (2003) ont prouvés que si
K2+�
n = O(n) pour tout � > 0 :

lim
n!+1

max
1�k�Kn

�������
E
�
Xn+1 � eXn+1(k)

�2
� �2"

Ln(k)
� 1

������� = 0
Ln(k) étant dé�ni en (5.30).
Le terme Ln(k) a la même expression dans le cas de courte mémoire comme
dans le cas de longue mémoire.
Dans la section suivante, nous allons utiliser la démonstration du Théo-

rème 8 pour obtenir un théorème central limite pour notre prédicteur.

5.4 Théorème central limite

Nous recherchons un facteur de normalisation pour obtenir une conver-
gence en distribution de la di¤érence entre notre prédicteur eXn+1(Kn) et
le prédicteur Wiener-Kolmogorov X̂n+1 = �

P+1
j=1 ajXn+1�j, ce qui est le

prédicteur linéaire de moindres carrés basé sur tout le passé.

Théorème 9 Supposons que les hypoth�eses H:1-H:3 sont v�erifi�ees et
consid�erons la suite (Kn)n2Z telle que :

K4
n = O(n) et K1+2d

n = o
�
n1�2d

�
(5.34)

alors; on a

1p
E[S2n(Kn)]

�
X̂n+1 � eXn+1(Kn)

�
L�! N(0; 1):
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Preuve. La di¤érence entre notre prédicteur eXn+1(Kn) et le prédicteur de
Wiener-Kolmogorov X̂n+1 est égale à :

X̂n+1 � eXn+1(Kn) = f(Kn) + Sn(Kn): (5.35)

Puisque (Xt)t2Z est un processus gaussien de moyenne nulle,�Pl
i=1(ai � ai;Kn)Xt+1�i

�
t2Z

est une variable aléatoire gaussienne de moyenne

nulle pour tout entier l. Mais
�Pl

i=1(ai � ai;Kn)Xt+1�i

�
t2Z

converge en moyenne

quadratique et donc en distribution quand l tend vers l�in�ni. Alors Sn(Kn)
est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle.
Par conséquent, il su¢ t de prouver que

1p
E[S2n(Kn)]

f(Kn)
P�! 0 quand n! +1:

Etudion d�abord la limite de 1=
p
E[S2n(Kn)]. Pour tout entier l,

E

 
lX
i=1

(ai � ai;Kn)Xn+1�i

!2
� 2�f

lX
i=1

(ai � ai;Kn)
2

parceque la densité spectrale f est minorée par une constante positive f
(voir Grenander et Szegö (1958) [22]). en p renant la limite pour l ! +1,
on obtient :

E

 
+1X
i=1

(ai � ai;Kn)Xn+1�i

!2
� 2�f

+1X
i=1

(ai � ai;Kn)
2

� 2�f
+1X

i=Kn+1

a2i

puisque ai;Kn = 0 quand i > Kn. Sous l�hypothèse H.4,

+1X
i=Kn+1

a2i �
1

1 + 2d
K�2d�1
n L2(Kn) quand n! +1

(voir la Proposition 1.5.10 de Bingham et al: (1987) [10]). Alors pour tout
� > 0, il existe C > 0 tel que :

1

E[S2n(Kn)]
� CK2d+1+�

n : (5.36)
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En introduisant f1 dé�ni dans la démonstration du Théorème 8, nous décom-
posons la preuve de la convergence en moyenne quadratique en deux parties.
Nous allons d�abord démontrer que :

1p
E[S2n(Kn)]

[f(Kn)� f1(Kn)] �! 0 quand n! +1 (5.37)

et ensuite

1p
E[S2n(Kn)]

f1(Kn) �! 0 quand n! +1: (5.38)

Plus précisément, nous allons prouver la convergence en moyenne quadra-
tique (5.37), en utilisant la décomposition de f(k)� f1(k) en quatre termes
suivante :

f(k)� f1(k)

= X�0
n (k)�

�1(k)
1

n�Kn + 1

0@n�
p
n�1X

j=Kn

Xj(k)"j+1 �
n�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1

1A(5.39)
+X�0

n (k)
�
��1(k)� �̂�1n (k)

� 1

n�Kn + 1

n�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1 (5.40)

+
�
X�0
n �X0

n(k)
�
�̂�1n (k)

1

n�Kn + 1

n�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1 (5.41)

+X0
n(k)�̂

�1
n (k)

1

n�Kn + 1

n�1X
j=Kn

Xj(k)("j+1 � "j+1;k): (5.42)

Étude de l�expression donnée en (5.39)

X�0
n (k)�

�1(k)
1

n�Kn + 1

24n�pn�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1 �
n�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1

35
= X�0

n (k)�
�1(k)

1

n�Kn + 1

0@� n�1X
j=n�

p
n

Xj(k)"j+1

1A :

L�inégalité de Hölder appliquée deux fois avec (1=p) + (1=q) = 1 et (1=p0) +
(1=q0) = 1 donne
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0@X�0
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n�1X
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p
n

Xj(k)"j+1

1A2

�
�
E



X�0

n (k)�
�1(k)




2q�1=q
0@E







 1

n�Kn + 1

n�1X
j=n�

p
n

Xj(k)"j+1








2p1A1=p

�
�
E



X�0

n (k)



2q0q�1=(q0q) �

��1(k)

2p0q�1=(p0q)0@E







 1

n�Kn + 1

n�1X
j=n�

p
n

Xj(k)"j+1








2p1A1=p

:

Sous l�hypothèse H.3 pour tout p0 et q0 :�

��1(k)

2p0q�1=(p0q) = 

��1(k)

2 = O(1) (5.43)

puisque la densité spectrale du processus (Xt)t2Z admet une borne inférieure
positive et alors la plus grande valeur propre de ��1(k) est bornée. En outre,
par la convexité de la fonction x 7! x2q

0q et la stationnarité du processus
("t)t2Z ,

�
E



X�0

n (k)



2q0q�1=(q0q) =

0@E 





p
kp
k
X�0
n (k)







2q0q
1A1=(q0q)

= k

 
E





 1pkX�0
n (k)





2q0q
!1=(q0q)

� k

0B@E
24pn=2�KnX

j=0

bj"n�j

352q0q
1CA
1=(q0q)

et par le Lemme 2 de Wei (1987) (voir [37]) :

�
E



X�0

n (k)



2q0q�1=(q0q) � C 0k

0@p
n=2�KnX
j=0

b2j

1A
� Ck

� CKn (5.44)
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parceque la suite (b2j)j2N est absolument sommable.

Lemme 7 Supposons que les hypoth�eses du Th�eor�eme 8 sont v�erifi�ees:
Si q > 1; alors pour tout 1 � k � Kn; on a

E






 1p
n�Kn + 1

n�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1







q

� Ckq=2

avec C ind�ependante de n et k:

Preuve. (voir Godet (2008) [21]). �

En�n par le Lemme précédent, nous avons :

0@E






 1

n�Kn + 1

n�1X
j=n�

p
n

Xj(k)"j+1








2p1A1=p

� (
p
n+ 1)1=2

n�Kn + 1

0@E






 1

(
p
n+ 1)1=2

n�1X
j=n�

p
n

Xj(k)"j+1








2p1A1=p

� C

�
k

n1=4

�
: (5.45)

Par les inégalités (5.43), (5.44), (5.45) et (5.36), le terme (5.39) véri� pour
tout � > 0 :

E

0@ 1p
E[S2n(Kn)]

X�0
n (Kn)�

�1(Kn)
1

n�Kn + 1

24n�pn�1X
j=Kn

Xj(Kn)"j+1 �
n�1X
j=Kn

Xj(Kn)"
2
j+1

352 1A
= O

�
K3+2d+�
n

n1=4

�
. (5.46)

Sous l�hypothèse (5.34), la moyenne (5.46) converge vers 0.

Étude de l�expression donnée en(5.40)

Montrons que :
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lim
n!+1

E

 
1p

k(n�Kn + 1)
X�0
n (k)

h
��1(k)� �̂�1n (k)

i n�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1

!2
= 0:

(5.47)
En appliquant deux fois l�inégalité de Hölder, nous avons :

E

 
1p

k(n�Kn + 1)
X�0
n (k)

h
��1(k)� �̂�1n (k)

i n�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1
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�
 
E





 1pkX�0
n (k)





2q0q
!1=(q0q)�

E



��1(k)� �̂�1n (k)


2p0q�1=(p0q)0@E 




 1p

n�Kn + 1

n�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1







2p
1A1=p

:

En appliquant le Lemme 7, on obtient

0@E 




 1p
n�Kn + 1

n�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1







2p
1A1=p

� Ck � CKn: (5.48)

Maintenant nous montrons la convergence en moyenne-quadratique vers zéro
quand d 2]0; 1=2[.
Pour d 2]0; 1=4[, nous appliquons le Théorème 7 et nous obtenons :

�
E



��1(k)� �̂�1n (k)


2p0q�1=(p0q) � C

�
K2
n

n�Kn + 1

�
: (5.49)

D�aprés (5.44), (5.48) et (5.49), on a

E

 
1p

k(n�Kn + 1)
X�0
n (k)

h
��1(k)� �̂�1n (k)

i n�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1

!2

� C

�
K3
n

n�Kn + 1

�
qui converge vers zéro si la condition (5.29) est véri�ée.
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Si d 2]1=4; 1=2[, nous obtenons par le Théorème 7

�
E



��1(k)� �̂�1n (k)


2p0q�1=(p0q) � C

�
K2
nL

2(n�Kn + 1)

(n�Kn + 1)2�4d

�
: (5.50)

Les inégalités (5.44), (5.48) et (5.50) nous permettent de conclure que :

E

 
1p

k(n�Kn + 1)
X�0
n (k)

h
��1(k)� �̂�1n (k)

i n�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1

!2

� C

�
K3
nL

2(n�Kn + 1)

(n�Kn + 1)2�4d

�
qui converge vers zéro sous l�hypothèse (5.29).
Si d = 1=4, nous obtenons par le Théorème 7

�
E



��1(k)� �̂�1n (k)


2p0q�1=(p0q)

� C

�
K2
nL

2(n�Kn + 1) log(n�Kn + 1)

(n�Kn + 1)2�4d

�
: (5.51)

Les inégalités (5.44), (5.48) et (5.51) nous permettent de conclure que :

E

 
1p

k(n�Kn + 1)
X�0
n (k)

h
��1(k)� �̂�1n (k)

i n�1X
j=Kn

Xj(k)"j+1

!2

� C

�
K3
nL

2(n�Kn + 1) log(n�Kn + 1)

(n�Kn + 1)2�4d

�
qui converge vers zéro sous l�hypothèse (5.29).
De même pour le terme (5.40) en utilisant (5.47) et (5.36) nous obtenons
pour tout � > 0 :

E

 
1p

E[S2n(Kn)]
X�0
n (Kn)

h
��1(Kn)� �̂�1n (Kn)

i 1

n�Kn + 1

n�1X
j=Kn

Xj(Kn)"j+1

!2

= O

�
K5+2d+�
n

(n�Kn + 1)2

�
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qui converge vers zéro sous l�hypothèse (5.34) pour � su¢ samment petit.

Étude de l�expression donnée en (5.41)

Montrons que :

lim
n!+1

E
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k(n�Kn + 1)
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X�0
n (k)�X0

n(k)
i
�̂�1n (k)
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Xj(k)"j+1

!2
= 0:

(5.52)
En utilisant l�inégalité de Hölder deux fois, nous avons :
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:

Par la convexité de la fonction x 7! xqq
0
et la stationarité du processus ("t)t2Z ,

nous avons :
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0B@E
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1CA
1=(q0q)

:

et par le Lemme 2 de Wei (1987) (voir [37]), nous obtenons :

max
1�k�Kn
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 1pk
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2q0q

!1=(q0q)
� C

0@ +1X
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1A
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2 : (5.53)
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Puis par le Théorème 7�
E



�̂�1n (k)


2p0q�1=(p0q) � C: (5.54)

Par les inégalités (5.48), (5.53) et (5.54), nous obtenons alors
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�̂�1n (k)

n�1X
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� C

�
Knn
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�
qui converge vers zéro sous l�hypothèse (5.29).
Pour le troisième terme (5.41), par (5.52) et (5.36) on obtient :
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n�Kn + 1
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K3+2d+�
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(n�Kn + 1)
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2

!
qui converge vers zéro sous l�hypothèse (5.34).

Étude de l�expression donnée en (5.42)

On veut montrer que :

lim
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n�Kn + 1

n�1X
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!2
= 0:

(5.55)
En utilisant l�inégalité de Hölder deux fois, nous avons :
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:
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En appliquant le Lemme suivant,

Lemme 8 Sous l
0
hypoth�ese H:2: Si q � 1; alors pour tout � > 0; il existe

une constante C telle que pour tout 1 � k � Kn :

E






 1p
n�Kn + 1

n�1X
j=Kn

Xj(k)("j+1;k � "j+1)







q

� C
�
k(n�Kn + 1)

2d+�E(Sn(k))
2
�q=2

(5.56)

o�u la norme k:k est d�efinie en (5:7):

Preuve. (voir Godet (2008) [21]). �

Nous obtenons pour tout � > 0 :
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n�1X
j=Kn

Xj(k)["j+1;k � "j+1]







2q0q
1A1=(q0q)
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�
: (5.57)

En�n nous choisissons p = 2 et nous avons :

�
E kX0

n(k)k
4
�1=2

=

vuutE

 
kX
j=1

X2
j

!2

=

vuut kX
j=1


(j)

!2
+ 2

kX
j=1

kX
l=1


(j � l)2

puisque le processus (Xt)t2Z est gaussien. En utilisant l�hypothèse H.2 sur
les covariances, nous véri�ons que pour tout � > 0 :�

E kX0
n(k)k

4
�1=2

� C
p
k4d+� � C

p
k; (5.58)

si d 2]0; 1=4[. Par les inégalités (5.54), (5.57), (5.58) et 1 � k � Kn, nous
concluons que 8� > 0 :

86



E

 s
1

E(Sn(k))2
X0
n(k)�̂

�1
n (k)

1
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2
�

� C
K
3=2
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(n�Kn + 1)1�2d��

qui converge vers zéro sous l�hypothèse (5.29).
D�autre part, si d 2 [1=4; 1=2[, l�inégalité (5.58) devient

8� > 0 ;
�
E kX0

n(k)k
4
�1=2

� Ck4d+�: (5.59)

En utilisant les inégalités (5.54), (5.57) et (5.59), nous avons pour tout � > 0

E
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E(Sn(k))2
X0
n(k)�̂

�1
n (k)

1
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n�1X
j=Kn

Xj(k)["j+1;k � "j+1]

!2

� C

�
K1+2d+�
n

(n�Kn + 1)1�2d��

�
qui converge vers 0 sous l�hypothèse (5.29).
En�n, l�estimation du quatrième terme (5.42) est directement donnée par
(5.55) :

E
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E(Sn(Kn))2
X0
n(Kn)�̂

�1
n (Kn)

1

n�Kn + 1

n�1X
j=Kn

Xj(Kn)["j+1;k � "j+1]

!2

= O

�
K1+2d+�
n

(n�Kn + 1)1�2d��

�
qui converge vers zéro sous l�hypothèse (5.34).
Nous avons prouvé que, pour tout d 2]0; 1=2[ :

1p
E[S2n(Kn)]

(f(Kn)� f1(Kn))
L2�! 0 quand n! +1:

Maintenant, nous allons prouver la convergence en moyenne-quadratique
(5.38).
D�aprés (5.33), on a
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Sous la condition (5.34), l�inégalité (5.36) implique que :
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E
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�
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Chapitre 6

Comparaison des prédicteurs
sur des séries réelles et simulées

Nous allons sur des simulations numériques véri�er l�e¢ cacité des deux
prédicteurs linéaires que nous avons étudiés dans ce mémoire : le prédicteur
de Wiener-Kolmogorov tronqué et le prédicteur projeté sur un passé �ni.
Notre étude porte sur une série simulée et une série réelle.

6.1 Trajectoires simulées de processus frac-
tionnaires

6.1.1 Le processus fractionnaire

Le choix des processus fractionnaires s�est fait sur deux critères : ils
forment une classe de modélisation trés courante des phénomènes à longue
mémoire et de plus leurs coe¢ cients caractéristiques sont explicitement cal-
culés (coe¢ cients des développements autorégressif et moyenne mobile, au-
tocovariances voir Brockwell et Davis (1991) [14] chapitre 13.2) ce qui donne
accès à certaines méthodes de simulations et facilite le calcul des di¤érents
prédicteurs. En e¤et, pour calculer les coe¢ cients du prédicteur de Wiener-
Kolmogorov (tronqué ou non), on a besoin de connaître les coe¢ cients de la
représentation autorégressive in�nie notés aj. Pour un processus fractionnaire
de paramètre d, ils sont égaux à
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aj =
�(j � d)

�(j + 1)�(�d)

=

jY
m=1

m� 1� d

m
:

Pour le prédicteur projeté sur le passé �ni [X]k1 à l�horizon 1, les coe¢ -
cients aj;k peuvent être calculés explicitement. Ils sont donnés par

aj;k = �Cjk
�(j � d)�(k � d� j + 1)

�(�d)�(k � d+ 1)

= �
jY

m=1

(m� 1� d)(k � j +m)

(k � d� j +m)m
:

6.1.2 Méthodes de simulation

Il existe de nombreuses méthodes permettant de simuler les processus
fractionnaires gaussiens. Les trajectoires simulées par ces modèles sont ac-
ceptées par les tests e¤ectués sur la densité spectrale ou sur l�estimation du
paramètre de longue mémoire par l�estimateur de Whittle. Ainsi ces modèles
sont plus compatibles pour des longues trajectoires.
Nous avons étudiés trois modèles FARIMA(0,d,0) pour d = 0:1, d = 0:25
et d = 0:4. Pour calculer le prédicteur de Wiener-Kolmogorov (tronqué), il
faut connaître la représentation autorégressive du processus. On peut calcu-
ler le développement autorégressif du processus fractonnaire intégré et donc
calculer le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué. On a tronqué le dé-
veloppement à l�ordre k = 100, k = 1000 et puis à l�ordre k = 8000. On a
calculé également le prédicteur projeté sur k = 100 , k = 1000 et k = 8000
observations des trois séries précédentes.
On a calculé tous les prédicteurs à l�horizon 1 sur ces séries pour tous les
points dont on connaît le passé sur k observations, les résultats sont donnés
dans les �gures (6.1), (3.2) et (6.3).

6.1.3 Comparaison des prédicteurs de Wiener-Kolmo-
gorov tronqué et projeté

Dans le chapitre 2, pour un processus fractionnaire, nous avons montré
que l�écart entre les erreurs commises par les deux prédicteurs croît avec le
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Fig. 6.1 �Prévision à l�horizon 1 d�un processus FARIMA(0,0.1,0) (PFI) par
le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué (PWKT) et par le prédicteur
projeté (PP) pour k = 100, k = 1000 et k = 8000:
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Fig. 6.2 �Prévision à l�horizon 1 d�un processus FARIMA(0,0.25,0) (PFI) par
le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué (PWKT) et par le prédicteur
projeté (PP) pour k = 100, k = 1000 et k = 8000:
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Fig. 6.3 �Prévision à l�horizon 1 d�un processus FARIMA(0,0.4,0) (PFI) par
le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué (PWKT) et par le prédicteur
projeté (PP) pour k = 100, k = 1000 et k = 8000:
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paramètre de longue mémoire d. Il atteint par exemple 60% pour d = 0:4
(voir la �gure (2.1)) et ce qui est clair dans les �gures (6.1), (6.2) et (6.3) .
Si on projette ou on tronque à un ordre plus élevé plus on aura la meilleur
prédiction mais dans notre cas on observe que plus l�ordre k augmente plus
l�écart entre les deux prédicteurs et les vraies valeurs du processus augmente.
En e¤et, à chaque fois qu�on projette ou on tronque à un ordre plus élevé
on aura plus de coe¢ cient à estimer et les erreurs commises à chaque es-
timation peuvent se cumuler. nous avons montrés, aussi au chapitre 2, que
lorsqu�on connaît la loi du processus, le prédicteur projeté sur les k der-
nières observations est plus e¢ cace que le prédicteur de Wiener-Kolmogorov
tronqué et cela par dé�nition. Par contre lorsqu�on ne connaît pas la loi du
processus et donc qu�on estime les coe¢ cients des prédicteurs, le prédicteur
de Wiener-Kolmogorov tronqué est plus e¢ cace que le prédicteur projeté
sauf pour k = 8000 . En e¤et, l�estimation des coe¢ cients du prédicteur de
Wiener-Kolmogorov tronqué se fait sous une hypothèse paramétrique alors
que pour le prédicteur projeté, on utilise une méthode non-paramétrique. La
convergence des estimateurs de la fonction de prédiction est plus lente dans
le cadre non-paramétriquesi le paramètre de longue mémoire d est supérieur
à 1/4 ( (voir Yajima (1993) [38]).

6.2 Etude de la rivière Nile

Nous avons une série de données concernant la rivière Nile. Cette série
montre le niveau annuel minimum de l�eau à la jauge de Roda pour les années
622-1281 (voir la �gure (6.4)). Nous allons commencer par modéliser cette
série hydrologique puis prévoir les valeurs futures.
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Fig. 6.4 �Niveau annuel minimum de l�eau à la jauge de Roda (la rivière
Nile) pour les années 622-1281.

6.2.1 Modélisation

Nous allons modéliser la série que nous avons en utilisant le logiciel R par
le modèle correspondant à la valeur minimum de l�AIC. Nous avons le modèle
FARIMA(1,d,1) est approprié à la valeur AIC= 7571.18 qui est la plus petite
valeur. Alors nous proposons d�associé le modèle FARIMA(1,0.3,1) à la série
de données qui vèri� l�èquation suivante

(1� 0:9998B)(1�B)0:3Xt = (1 + 0:6797B)"t;

ainsi le programme utilisè nous donne une variance estimée par la méthode
du maximum de vraisemblance égale à 5237, et les erreurs dues à l�estima-
tion des coe¢ cients des polynômes autorégressif et moyen-mobile sont égals
respectivement à 0.0003 et 0.0429.

6.2.2 Prévision par le prédicteur projeté

Nous allons utiliser le prédicteur projeté sur un passé �ni de longueur k
du chapitre 5 donnée par
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eXT+1(k) =
kX
i=1

âi;kXT+1�i

les coe¢ cients âi;k véri�ent les équations de Yule-Walker, ils sont estimés
en utilisant T = 633 observations dont nous avons utiliser également pour
prédire. Nous avons choisi de projeter sur les k dernières valeurs observées
pour k = 98 puis pour k = 633, par le logiciel Matlab ( version 7.1) on
a calculé les coe¢ cients âi;k par la méthode de Yule-Walker puis tous les
prédicteurs à l�horizon 1 projetés sur les k dernières observations et on a
tracé les prévision (voir la �gure (6.5)). On a calculé et tracé également la
fonction d�autocovariance (voir la �gure (6.6)) pour montrer la propriété de
longue mémoire pour le modèle FARIMA par lequel on a modélisé la série
de données.
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Fig. 6.5 �Prévision à l�horizon 1 par le prédicteur projeté sur les k dérnières
valeurs.
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Fig. 6.6 �Fomction d�autocovariace.
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6.3 Exemples

6.3.1 Etude de l�erreur quadratique due à la prévision
d�un processus FARIMA(0,d,0)

Dans cette partie nous allons étudier l�erreur quadratique de prévision des
prédicteurs que nous avons étudié dans notre travail lorsque l�on n�a observé
qu�un passé �ni et que la fonction de prédiction est estimée.

Le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué

Le premier prédicteur que nous avons calculé sur des séries simulées est le
prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué dont les coe¢ cients sont estimés
grâce à l�estimateur de Whittle sur une série de longueur T :

X̂T;kT (1) = �
kTX
j=1

aj(�̂T )XkT+1�j;

où �̂T est l�estimateur de Whittle dé�ni en (3.5). On estime

E

��
XkT+1 � X̂T;kT (1)

�2�
:

On simule n = 10000 itérations indépendantes de la variable aléatoireXkT+1�
X̂T;kT (1). Puis on estime sa variance par la variance empirique S

2 pour la-
quelle l�intervalle de con�ance de coe¢ cient de con�ance 1� � s�écrit :�

(n� 1)S2
k((n� 1); �=2) ;

(n� 1)S2
k((n� 1); 1� �=2)

�
où k(n; �) est le quantile supérieure d�ordre � de la loi du �2 à n degrés de
liberté.
On fait varier la longueur k de la série utilisée pour prédire, la longueur T
de la série utilisée pour estimer d le paramètre de longue mémoire.
On calcule deux jeux d�expériences en estimant le paramètre du modèle soit
sur une série indépendante comme au chapitre 3 (voir le tableau 6.1), ou sur
la série que l�on doit prédire (voir tableau 6.2).
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T 100 1000
d 0.1 0.25 0.4 0.1 0.25 0.4

k = 50 1:02�0:03 1:06�0:03 1:18�0:03 1:03�0:03 1:01�0:03 1:02�0:03
k = 100 1:03�0:03 1:06�0:03 1:16�0:03 0:98�0:03 1:04�0:03 1:01�0:03

T 10000
d 0.1 0.25 0.4

k = 50 1:01�0:03 1:04�0:03 1:00�0:03
k = 100 1:01�0:03 1:01�0:03 1:00�0:03

Tab.6.1 - Erreurs quadratiques empiriques pour le prédicteur de Wiener-
Kolmogorov tronqué dont les coe¢ cients sont estimés sur une série indépen-
dante par l�estimateur de Whittle et leurs intervalles de con�ance avec un
coe¢ cient de con�ance à 0,95.

T 100 1000
d 0.1 0.25 0.4 0.1 0.25 0.4

k = 50 1:03�0:03 1:06�0:03 1:15�0:03 1:01�0:03 1:06�0:03 1:03�0:03
k = 100 1:04�0:03 1:06�0:03 1:15�0:03 1:01�0:03 1:02�0:03 1:04�0:03

T 10000
d 0.1 0.25 0.4

k = 50 1:00�0:03 1:01�0:03 1:01�0:03
k = 100 1:03�0:03 0:99�0:03 0:98�0:03

Tab.6.2 - Erreurs quadratiques empiriques pour le prédicteur de Wiener-
Kolmogorov tronqué dont les coe¢ cients sont estimés par l�estimateur de
Whittle calculé sur la même série et leurs intervalles de con�ance avec un
coe¢ cient de con�ance à 0,95.

En comparant les tableaux 6.1 et 6.2, on remarque que les résultats sont
similaires que l�on dispose d�une série indépendante pour estimer les coe¢ -
cients ou non. Lorsqu�on augmente le nombre k d�observations utilisées pour
prédire, on peut s�attendre à deux e¤ets comme on tronque à un ordre plus
élevé l�erreur de prédiction théorique doit diminuer mais comme on estime
plus de coe¢ cients les erreurs commises sur chaque estimation peuvent se
cumuler et augmente l�erreur �nale sur le prédicteur (voir le chapitre 3). Ici
pour k = 50 et k = 100, on ne distingue pas de di¤érence ce qui montre
que le deuxième aspect est négligeable par rapport au premier. Par contre
la variance de l�erreur de prédiction est sensible au choix de T le nombre
d�observations utilisées pour estimer la fonction de prédiction. Disposer de
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T = 1000 observations diminue par exemple beaucoup l�erreur quadratique
pour d = 0:4.

Le prédicteur projeté

Pour estimer l�erreur quadratique de prédiction pour le prédicteur projeté
à l�horizon 1 étudié au chapitre 5 :

~XT+1(k) =
kX
i=1

âi;kXT+1�i

nous avons simulé 10000 prédicteurs indépendants d�un processus fraction-
naire et nous avons calculé la variance empirique. Nous avons de plus précisé
l�intervalle de con�ance à 95% des résultats obtenus. Plus précisément nous
avons e¤ectué deux procédures de simulations : on a tout d�abord estimé les
coe¢ cients du prédicteur sur une série indépendante de celle que l�on doit
prédire comme on l�a supposé au chapitre 4 (voir tableau 6.4) puis on a es-
timé sur la même série que celle utilisée pour prédire comme au chapitre 5
(voir tableau 6.5). Dans les deux cas, on a fait varier trois paramètres : le
paramètre de longue mémoire d, le nombre de données utilisées pour prévoir
k et le nombre de données utilisées pour estimer T .
Commençons par quelques remarques communes aux deux procédures de si-
mulation dont les résultats sont résumés dans les tableaux 6.3 et 6.4. Lorsque
le paramètre de longue mémoire d augmente, les coe¢ cients estimés du pré-
dicteur convergent moins rapidement vers les vrais coe¢ cients comme nous
l�avons rappelé au chapitre 4 (voir Yajima (1993) [38]). Cette dégradation de
l�estimation des coe¢ cients et de la prédiction se voit bien lorsque T est égal
à 100 (voir les tableaux 6.3 et 6.4). Lorsque le nombre k de données utilisées
pour prévoir augmente à T �xé, l�erreur de prévision augmente puisque plus
le nombre de coe¢ cients à estimer est important plus les erreurs peuvent se
cumuler. Cela s�observe notamment dans les colonnes T = 1000. En�n plus
on dispose de données pour estimer les coe¢ cients, meilleure est la prédiction.
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T 100 1000
d 0.1 0.25 0.4 0.1 0.25 0.4

k = 50 1:48�0:04 1:58�0:04 1:75�0:04 1:05�0:03 1:05�0:03 1:07�0:03
k = 100 1:08�1:03 1:10�0:03 1:11�0:03

T 10000
d 0.1 0.25 0.4

k = 50 1:00�0:03 1:02�0:03 1:02�0:03
k = 100 1:02�0:03 1:03�0:03 1:01�0:03

Tab.6.3 - Erreurs quadratiques empiriques pour le prédicteur projeté
dont les coe¢ cients sont estimés à partir des covariances empiriques du pro-
cessus calculées sur une série indépendante et intervalle de con�ance avec un
coe¢ cient de con�ance à 0,95.

T 100 1000
d 0.1 0.25 0.4 0.1 0.25 0.4

k = 50 1:20�0:03 1:32�0:04 1:54�0:04 1:04�0:03 1:05�0:03 1:07�0:03
k = 100 1:06�1:03 1:09�0:03 1:10�0:03

T 10000
d 0.1 0.25 0.4

k = 50 1:00�0:03 1:01�0:03 1:02�0:03
k = 100 1:02�0:03 1:02�0:03 1:02�0:03

Tab.6.4 - Erreur quadratique empirique pour le prédicteur projeté dont
les coe¢ cients sont estimés à partir des covariances empiriques du processus
calculées sur la même série et intervalle de con�ance avec un coe¢ cient de
con�ance à 0,95.

Si on compare les deux méthodes de simulations selon que l�on estime les
coe¢ cients du prédicteur sur la même série ou sur une série indépendante,
alors la comparaison est dans F aveur de l�estimation sur la même série dans
tous les cas que nous avons testés. Dans nos résultats, rien ne laisse envisager
ce résultat empirique.

6.3.2 Etude du niveau du lac majeur

Les données

Nous allons nous intéresser à la série correspondant à la quantité d�eau
arrivée quotidiennement dans le lac Majeur (qui se trouve entre l�Italie et la
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Suisse) entre le 1er janvier 1943 et le 30 avril 1994.
Cette série hydrologique contient une partie périodique due à la saisonna-
lité des précipitations. Nous allons commencer par estimer puis soustraire la
composante périodique annuelle des données.

Prévision par le prédicteur tronqué

Montanari et al. (1997) proposent de modéliser la série par un modéle
FARIMA(1; d; 1). Pour estimer les trois paramètres du modèle, ils utilisent
l�estimateur de Whittle comme nous l�avons fait au chapitre 3. L�estimateur
de Whittle nous donne le modèle FARIMA suivant pour le résidu :

(1� 0:11B)(1�B)0:38Xt = (1 + 0:23B)"t: (6.1)

On peut alors calculer le développement autorégressif du processus solution
stationnaire de l�équation (6.1) et donc calculer le prédicteur de Wiener-
Kolmogorov tronqué. Si on calcule tous les prédicteurs à l�horizon 1 sur cette
série pour tous les points dont on connaît le passé sur 80 observations, on
obtient une variance empirique de tous ces prédicteurs égale à 3580. Les ob-
servations ne sont pas indépendantes donc on n�obtient pas une trés bonne
estimation de la variance du prédicteur mais elle nous donne tout de même
une idée de sa qualité. On peut par exemple la comparer à la variance du
bruit blanc ("n)n2Z sous-jacent qui est l�erreur quadratique de prévision du
prédicteur de Wiener-Kolmogorov c�est-à-dire l�erreur minimale pour un pré-
dicteur linéaire. On estime la variance du bruit blanc par �̂2" en utilisant la
formule

�2" = exp

�Z �

��
log(f(�))d�=2�

�
et dans Y remplaçant la densité spectrale f par le périodogramme. On obtient
�̂2" = 2960. L�autre valeur de référence est la moyenne du processus. Elle est
sur cette série estimée à 77500. Le prédicteur de Wiener-Kolmogorov tronqué
est donc assez proche du prédicteur de Wiener-Kolmogorov ce qui montre son
e¢ cacité.

Prévision par le prédicteur projeté

Pour prédire la série désaisonnalisée, on va maintenant utiliser le prédic-
teur projeté sur un passé �ni de longueur k du chapitre 5 dont les coe¢ cients
sont estimés sur la même série. On a choisi de prédire en p rojetant sur les
k = 80 dernières valeurs en estimant les covariances empiriques sur l�en-
semble de la série (18748 observations). Sur le graphique (6.3), on a tracé les
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80 dernières prévisions. Comme on dispose de beaucoup d�observations pour
estimer la fonction de prévision, on peut considérer que l�erreur principale
est due à la projection et non à l�estimation c�est-à-dire que l�on se trouve
sous la condition (5.34) du Théorème 9. On applique alors le Théorème 9
pour obtenir un intervalle de con�ance asymptotique. On va de plus suppo-
ser que nos observations sont comme dans la partie précédente la réalisation
d�un processus FARIMA. Pour nos k dernières observations, on a tracé en p
ointillé l�intervalle asymptotique de con�ance à 95% ( voir la �gure (6.7) ).
Sur l�ensemble de la série, on trouve que 90% des valeurs prises par la série
sont dans l�intervalle de con�ance.
Si on calcule la variance de tous les prédicteur à l�horizon 1 que l�on peut
regarder sur cette série. Pour le prédicteur projeté, on trouve une variance
3265. La variance estimée du bruit blanc est de 2960 et celle du processus
de 77500. Le prédicteur projeté sur un passé �ni semble donc e¢ cace. Sa
variance estimée est inférieure à celle du prédicteur de Wiener-Kolmogorov
tronqué. Comme on dispose de beaucoup d�observations (T = 18748), la
convergence des coe¢ cients estimés du prédicteur projeté est bonne. Les ré-
sultats des prédicteurs tronqué et projeté devraient donc être similaires si on
étudiait des séries simulées comme dans l�exemple précédent. Mais ici, nos
données ne sont pas simulées selon le modèle FARIMA(1,d,1) que nous avons
ajusté et le prédicteur projeté non-paramétrique reprend alors l�avantage sur
le tronqué paramétrique.
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Fig. 6.7 �Prrévisions á l�horizon 1 par le prédicteur projetré sur les k =
80 dernieres valeurs observées et intervalles de con�ance asymptotiques de
coe¢ cient de con�ance 0; 95.
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Résumé : Nous étudions des méthodes de prévision pour les processus
à longue mémoire. Ils sont supposés stationnaires du second ordre, linéaires,
causals et inversibles. Nous supposons tout d�abord que l�on connaît la loi
du processus mais que l�on ne dispose que d�un nombre �ni d�observations
pour le prédire. Nous proposons alors deux prédicteurs linéaires : celui de
Wiener-Kolmogorov tronqué et celui construit par projection sur le passé �ni
observé. Nous étudions leur comportement lorsque le nombre d�observations
disponibles tend vers l�in�ni. Dans une seconde étape nous ne supposons plus
la loi du processus connue, il nous faut alors estimer les fonctions de prévision
obtenues dans la deuxième partie. Pour le prédicteur de Wiener-Kolmogorov
tronqué, nous utilisons une approche paramétrique en estimant les coe¢ -
cients du prédicteur grâce à l�estimateur de Whittle calculé sur une série
indépendante de la série à prédire. Pour le prédicteur obtenu par projection,
on estime les coe¢ cients du prédicteur en remplaçant dans les équations de
Yule-Walker les covariances par les covariances empiriques calculé sur une
série indépendante ou sur la série à prédire. Pour les deux prédicteurs, on es-
time les erreurs quadratiques due à l�estimation des coe¢ cients et on prouve
leurs normalités asymptotiques.

Mots clés : Processus à longue mémoire, modèle linéaire, erreur quadra-
tique de prévision, normalité asymptotique.

Summary : We study methods for forecasting long-memory processes.
We assume that the processes are weakly stationary, linear, causal and in-
vertible, but only a �nitesubset of the past observations is available. We
�rst present two approaches when the stochastic structure of the process is
known : one is the truncation of the Wiener-Kolmogorov predictor, and the
other is the projection of the forecast value on the observations,i.e. the least-
squares predictor. We show that both predictors converge to the Wiener-
Kolmogorov predictor. When the stochastic structure is not known, we have
to estimate the coe¢ cients of the predictors de�ned in the �rst part. For the
truncated Wiener-Kolomogorov, we use a parametric approach and we plug
in the forecast coe¢ cients from the Whittle estimator, which is computed
on an independent realisation of the series. For the least-squares predictor,
we plug the empirical autocovariances (computed on the same realisation or
on an independent realisation) into the Yule-Walker equations. For the two
predictors, we estimate the mean-squared error and prove the asymptotic
normality.

Key words : Long-memory process, linear model, mean-squared forecast
error,asymptotic normality.
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