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Résumé

L’objet principal de la présente étudegiste en la prévision des
futures valeurs des processus stochastiques par ndedeles :
autoregressifs, moyenne mobile, autorégressifs mueemobile et
autorégressifs moyenne mobile Intégrés. Ces mogelesent comporter
certaines propriétés (stationnarité, inversihilité ). Pour ce faire, on
cherche tout d’abord un modele adéquat pour la g€hronologique
étudiée et on procede a une analyse systématiquelldeci dans le but
de déterminer ses caractéristiques et de voir lseei correspondent
bien a celles d'un des modeles mentionnés. En ,ootreprocéde a
I'estimation des parametres du modele considéréoret teste sa
compatibilité avec I'un des modeles autorégreskfsnodele obtenu est
alors utilisé pour le calcul des prévisions descessus stochastiques
considéreés.

Mots clés

Séries chronologiques — Processus stochastiguesa —représentation
spectrale d’'un processus stochastique — Le modRIMA — Fonction de
prévision — Fonction de vraisemblance — Fonctiosalame de carrées des
erreurs.



Abstract

The main purpose of this study is the predictioriubfire values of
stochastic process by models: auto-regressive, ngowaverage, auto-
regressive and moving average, auto-regressive egratied moving
average. These models may contain some featureatiofstrity,
invertibility, ...). To do, this we first, soughtsaitable model for the series
chronological study and underwent a systematicyargbf it in order to
determine its characteristics and see if they mahcse of the models
above mentioned. In addition, we will estimate tmedel parameters
considered and test its compatibility with one lod iutoregressive models.
The resulting model is then used to calculate tieeliptions of stochastic
processes considered.

Key words

Time series — Random process — The spectral reyet®s of a stationary
process — ARIMA model — Forecast function — Likebkd function —
Square errors function.
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Introduction

La prévision des processus stochastiques représemtées intéréts majeurs
de nos jours (prévision de température, des pgg,iddices boursiers, de qualité industriel
et de développement des populations...) du fait 'aide a I'établissement de futures

stratégies et a la prise de décision pour lesdmifdanification ...etc.

Dans le but de réaliser des prévisions, plusie@thades ont été envisagées
par nombre d’auteurs, notamment, la publication1827 par U. Yule d'un article
promoteur intitulé : ¢he Method of Investigatingeriodicities in disturbated series with
special reference to wolfer's sunspot numberglans lequel il a introduit la notion
percutante de littérature des modéles auto-régsessi Slutsky publia pour sa part, dans la
méme année que Yule, un article en langue russé auntroduit la notion de modéles
moyenne mobile; cependant, cet article n’a étéuttash langue anglaise qu’en 1937. Ces
propositions ont été par la suite amplifiées parttavaux de G.E.P. Box & G.M. Jenkins
sous l'apparition en 1976 d'un livre intitulé : Téme Series analysis Foreasting and
Control » qui traite, entre autres, les modeles ARIMA relatik différences des processus
autorégressifs moyenne mobile. Enfin, 'avantagees méthodes découle du fait qu'elles
soient heuristiques et par conséquent accessibles @ventail tres large d’utilisateurs et

praticiens.

Par ailleurs, les modéles de prévisions utilisésdae domaine, comportent
deux types de représentations :
- linéaire les modéles Auto-régressifs (AR)oydn mobile (MA), Auto régressifs
Moyens mobile (ARMA), Auto-régressifs Moyens mehihtégré (ARIMA)
- non linéaire (modeles auto-régressifs cooditellement hétéroscédastiques
(ARCH), modeles autorégressifs conditionnellemenététoscédastiques généralise
(GARCH) ...etc.)

Pour notre part, on s’est intéressé, dans ce traaai développement du
premier point. Dés lors, notre contribution se W®wubdivisée en Cing chapitres qui
s’articulent de facon logique et progressive alldun particulier au général et du simple au

compliqué, répondant ainsi aux exigences et prématmns du moment.



Dans le premier chapitre, consacré a la présentatie deux types de processus
stochastiques linéaires, a savoir, les modélegdmatationnaires dans lesquels on trouve le
modéle auto-régressif, le modéle moyenne mobilée anodele auto-régressif moyenne
mobile (AR, MA, ARMA) et celui du modele linéairen stationnaire ou I'on présente le

modele autorégressif moyenne mobile intégrée (ARIMA

Dans le deuxieme chapitre, on s’est consacré @dietle la stationnarité, de l'inversibilité et
de la proposition de conditions suffisantes pows deux propriétés. On s’est intéresseé,
aussi, a I'étude de processus ARIMA avec bruit @ddi

Dans le troisieme chapitre, on a abordé I'estinmates parameétres du modéle ARMA en
utilisant deux méthodes des plus usuelles, La gnemetant celle du maximum de
vraisemblance (MMV) et la seconde est celle degdnes carrées(MMC). Ensuite, on a
procédé a une étude comparative des résultats ales déthodes et leur comportement

asymptotique.

Dans le quatrieme chapitre, destiné a la prévistdisant les processus ARMA et ARIMA,
on a utilisé le prédicteur de I'erreur moyenne gatdue minimale, ainsi que la fonction de
prévision du modéle ARMA basée sur I'erreur moyequoadratique minimale. Enfin, on a

procédé a la prévision des processus ARIMAXQ) et finissant le chapitre par le calcul

de la forme générale de I'erreur du prédicteuharizon | pour le modéle ARMAQ,q) .

Dans le cinquieme et dernier chapitre, on a présene méthode de mise a jour des
prévisions et procéder a la mise au point d’'urgramme de calcul efficace et performant
donnant les prévisions selon la démarche adoptée da mémoire. Pour confirmer les
qualités de ce programme, on a proposé une apphaaimérique sur ordinateur a une série
chronologique donnant les valeurs du DOW-JONESaider 1999 a septembre 2009.



Chapitre | : Présentation des modeles linéaires
stationnaires et non stationnaires



|.1- Définitions et notations

On note par :

1, (t) Lafonction moyenne du processus, .

yy (r,s)=cov(X,,X.)=E[(X, -E(X,))(X.-E(X.))] La Fonction d’auto-covariance du

processusX, .
Py (k)= V)(T(ko; La fonction d’auto-corrélation du processus, .
Yx

)Zt = X, —Hy (t) Le processus centré aveg, (t) =E(X,).
&, Le bruit blanc.

B L'operateur retard B'X, =X, ).

L(B8) La fonction de vraisemblance.

s?(.) Lasomme des carrées des erreurs.

A~

LY Lestimateur du maximum de vraisemblance g8 L’estimateur des moindres

carrées pour les coefficients des deux polyndmegwacessus ARMA pour un échantillon

de taillen.

| L’horizon de prévision.

>2t(|) La fonction de prévision.



- Définition 01 : la prévision d’un processus stochastique esétarthination de ce qui se

passera prochainement, avec plus au moins deuckertit

- Définition 02: une série chronologique (ou série temporelleurstsuite d’observations,
d’'une certaine grandeur, effectuées a intervaldgsiliers, prises séquentiellement dans le

temps, débutant a un insta(tt).

- Définition 03: un processus stochastique est une famille deblas aléatoires notée

(X;te T) et défini sur un méme espac@?,F ,P) ; ces variables peuvent représenter une

certaine grandeur qui varie dans le temps de fat@Eatoire dont l'indicateur représente le

temps.

- Définition 04: un processude, ) i.i.d (identi.indep.distri), constitue ce qu’opgelle un
bruit blanc de moyenne 0 et de varian(mf) ssi il est d'espérance null€(e,)=0 et

de fonction d’auto-covariance définie par :

o’ si:h=0

y.(n) =cové,;g)=1 |
0 sinon

- Définition 05/ Processus linéaire un processus X, est dit linéaire si on peut

I'exprimer en fonction du bruit blanc a traversfiline linéaire.
Cela dit, on peut représenter les processus leede deux fagcons équivalentes :

a\ Le processus X, en fonction du bruit blanc

X =&Y E e



b\ Le processus X, en fonction de son passé avec bruit additif :

X =&+ X+ TLX e

=&+ 271X
[

= &=/1BX.....[19 o n(B):l_iﬂjBi

=

- Equivalence des deux représentations (a) et (b) :
Cette équivalence découle du fait que,
@ L =¥B/1B)X =X
- W(B)/7(B)=1

< ¥ (B)=[/7(B)]™"

et par suite,
X, =¥(B)g,
= & :l,U‘l(B)Xt
- & =I1(B)X,

- Définition 06/ Stationnarité stricte: le processus stochastiqu¥, est dit stationnaire

au sens strict si pour toute valeur de les caractéristiques du-uple (th; ....... th) sont
invariantes par rapport a n'importe quelle trangtasuivant I'axe du temps, ¢ -a-d, les lois

de(X;e e X.) et (Koo X ,») sont pour tout(h0Z) identiques.



- Définition 07/ Stationnarité faible: le processus stochastiqué, est dit stationnaire au

sens faible (ou du second ordre) si ses deux manae® premiers ordres sont finis et
invariants dans le temps, autrement dit s’ilsfignt les deux propriétés suivantes :

- la moyennet, (t)< +oo est indépendante du temps
- la covariance, (r,s) = y, (h) est indépendante du temis

Oh=r-sou (r,s)02?

- Définition 08 / Causalité :un processus stochastique, est dit causal s'il existe une

suite de constante{sllj}jzo tel que :

3 W | < o et X, = mw.gt_. out=0+1;+2;.........
= j o i“t=j
j= j=



|.2- Présentation des processus linéaires stationinas (AR, MA, ARMA)
[.2.1- Processus auto-régressifs AR(p)

Soit X, un processus stochastique de fonction moyenpg(t). S'il existe un
polynébme @ d'ordre p et un bruit blanc £, de moyenne nulle E(&)=0 & de

variance var(g,)= g2 vérifiant @(B)X, =¢,, alors X, est un processus autorégressif.

p ) ~
Autrement dit si ®(B)=1-> ¢ B’ et @(B)X, =¢, le processusX, estun AKp) et
=t

il peut etre représenter sous forme :

Remarque: Cette appellation (auto- régressive) vient dudae I'expression du processus
est une régression multiple de sa valeur courantie ses (p) valeurs précédentes:a-d
on peut utiliser ce modele dans le cas ou I'actuedileur du processus dépend de( S

valeurs précédentes.

[.2.2- Processus moyenne mobile MA(Q)

S'il existe un polynéme@ d’ordre g et un bruit blance, de moyenne nulleE(g,)=0

& de variancevar(g,)=c? ( vérifiant X, =O(B)&) alors X, forme un processus
moyenne mobile.

q . ~
Autrement dit si@(B) =) 6B’ et X, =A(B)g le processusX, estun MAg) qui
i=1
se présente sous forme :

X, =U+E +OEL+HOE L+ +0.&

o X =X ~U=E +8E 05, Fn O .......(14)

g-t-q

On utilise ce modéle dans le cas ou les valeurgrdcessus constituent des perturbations

autour d’'une valeur moyenne

10



[.2.3- Processus autorégressif moyenne mobile AR (p, q)

Pour mieux représenter le processus stogbasil est parfois utile de combiner les

deux processusAR( p) (auto-régressifet MA(Q) (moyenne mobile), ce qui donne le

processus Autorégressif Moyenne moBIRMA( p,q).

Donc pour que le processug, soit uynARMA( p,q) il faut et il suffit qu’il existe deux

polyndmes @,© et un bruit blance, ,de sorte que@ B)).Zt =E(B)g

q . p . ~
Autrement ditsi B)=> 6B’ , @(B)=1-) @B’ et X, =O(B)g
=1 j=1
le processusX, est unARMA( p,q) qui se représente sous forme :

X =@X  +@X 5+ +PX  EFHOE s +6.6_,

X=X gt X ptETOEL Tt +0.£

Autrement, on modélise le process¥s = X, — 1 au lieu du processuX, et I'on écrit :

X =@Xyt..+@ X _ +&+0e, +...+0.¢

11



|.3- Fonctions d’auto-covariance et d’auto-corrélaion

Supposons dans ce qui suit, qU€ est un processus stochastique stationnaire centre

de fonction d’auto covariancg, .

[.3.1- Fonction d’auto covariance d’'un processu8R(p)

Si X, est un processus autoregressif, alors :

Ok=21  py(k)=cofX,,, X,)
E=( xt+k 'xt )

E( X, X, )(a cause de la stationnarité du processus)

X Xy TG X Xy F X Xy Foernm + ¢ X o Xy + X
= E(X - X)) TGE(X - X ) *BE(X X o)+ +PEX X p) FE(X &)
Syozayk-D+ay, (K=2) +...... + @V (K= P, (1.6)

(relation entre autos-covariances).

en divisant cette derniere relatic(ﬂ].G) par y, on obtient :

oy (K) =0, (k=) +@p, (K=2) +.......... + 9,05 (K= p)......(17)

La quantité ¢, notée ¢, en tant que fonction dek est appelée fonction d'auto-

corrélation partielle. Cette fonction constitue alors un outieuibur reconnaitre I'ordre

(p) d'un processus AR{) puisque la fonction d’'auto-corrélation est la derniere

pondération d’'un ARp).

La quantité ¢,, définit, alors, I'ordre du processus autorégressif et 'on a :

@ =0 Ok=p+1
@, %20 sitk=p

12



1.3.2- Fonction d’auto-covariance d’un processuMA(q)

Si X, est un processus moyenne mobile, alors :
yx (k) =cov(X,;X,)

B( X, X, )

= E[(i gj Etrk-j )(i 6é.)l

q

q
= Z Z G,6E(& &)

j=0 i=0

N

q
66 sik<q

I: 2.V

)

.......................... (18)

0 sinon

Dans le cas ouX, n'est pas centré on le remplace paX, = X, —E(X,) ety, sera

égale a y; .
|.3.3- Fonction d’auto-covariance d’un bruit blanc

A partir de la définition du bruit Iblaon écrit sa fonction d’auto-covariance

est alors :

o’ sih=0

0 sinm

13



l.4- Présentation spectrale du processus ARMA
- Définition/ Densité spectrale soit X, un processus stationnaire de moyenne nulle et

+00
de fonction d'auto-covariancey, () satisfaisant Z\yx(hx<°0,la densité spectral du

h=—c0

processusX, est alors définie par :

ie-”“ Vi) ol —oo<A<+00 ... (120

1
fr (1) =—
x(4) o)

1.4.1- Densité spectrale pour un bruit blanc

Le bruit blanc étant un processus atatire de moyenne nulle alors, sa densité

spectrale s’écrit sous forme :

> e™y. (0

-1
21 =
1
- ZTyE (O)
0.2

217

.(1)

Proposition 1.1 :

Soit X, un processus stationnaire de moyenne nulle et dsitéespectrale f, (/1)

+00
Si (wj)jzo est une suite numeérique Vvérifiant Z‘(//j‘<+oo ,alors le processus
j=0

Y, = Z(,l/j X,.; est stationnaire de moyenne nulle et de densitétrspe :

J=—

() =[] f () =) f ()

14



1.4.2- Densité spectrale pour les modéles linéas

Etant donné le modele linéaire :
X, =% (B)e, avec ¥(B)= Zm:(//ij
j=-o

et compte tenu de la proposition (I.1) lasiEndu modéle a pour fonction :

fy ) :ﬁ‘t#(e‘“)‘z

1.4.3- Densité spectrale des processus ARMA, ARVA

Dans cette partie supposons que leegsus X, est centré.

A- Le processus ARMA :

Le processus ARMAP,q) peut s’écrire sous forme :

®(B)X, = O(B)¢,

= X, =@7(B)O(B)¢, avec®(z)#0 & 0z:|7<1)

=¥ (B)¢,;avec. ¥ (B) =@ (B)O(B) = iz/;i B!

j=0

j=0

il en résulte alors, compte tenu de la proposifioh), la densité spectrale du processus

ARMA :

2

foh) = 2 )

2 d(e™)
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B- Le processus AR :
Le processus ARX) peut s’écrire sous forme :

?(B)X, = ¢,

= X, =®7(B)g, avec®(z)z00z:|4<1

=¥ (B)¢,;avec:¥(B) =@ (B) = il//j B’

i=0
:(i‘/’iBj}%
=0

il en résulte alors, compte tenu de la proposifidi), la densité spectrale du processus AR :

2
fny=e_ 1
X ( ) Zﬂ‘(p(e"/‘)‘z

C- Le processus MA (q) :

Le processus MAJ peut s’écrire sous forme :
X, =O(B)¢,
= X, =0(B)¢, (sousla condition®(z)# 00z:|Z<1)

= (B)&,;avec. ¥ (B) = O(B)

q ) q ) I . . .
=>6B'=>y,B + > y,B (Y, =6,0=0,..qety; =00j > q)
: =

j=q+1

il en résulte alors, compte tenu de la propositidr), la densité spectrale du processus MA :

) =Z ot
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|.5- Présentation des processus linéaires non-statinaires(ARIMA)

On a étudié précédemment, les modéles AR, MAMARqui sont des modeles
linéaires stationnaires ( les moments d’ordre uteglix sont invariants dans le temps) et qui
peuvent donner une bonne représentation de cestaé@ries chronologiques d’une part.
d’autre part, il existe d’autres séries ou I'un desx premiers moments ou les deux a la fois
varient dans le temps ( série changeant de niveaujui provoque la non-stationnarité, et

I'on ne pourra pas utiliser les modeles AR, MA, ARMour les représenter.

Une classe des séries chronologiques dont l'urddez premiers moments ou les deux
varient avec le temps, exhibe une homogénéité ldanariation du niveau dans le sens ou

des parties de la série ont la méme moyenne oéfaemmoyenne avec tendance.

Dans le cas ou la non-stationnarité est causééep@tence des racines unitaires et les
différences stationnaires, au lieu de modélispréeessus on modeélise ses différences et on

extrait cette modélisation.

Ce changement dans le processus crée alors, ureawoywocessus (processus des
différences). Ainsi, la présentation du procesasdifférences par un modéle ARMA est

devient une présentation du processus initialgparddele ARIMA.

17



1.5.1- Présentation du processus ARIMA

S’ils existent deux polyndmeg, © d'ordre p,q respectivement, un entiér et

un bruit blane, de moyenne nullé=( &, ) =0 et de varianceVar(g, )=0‘52 vérifiants :
@,(B)(1-B)! X, =O(B)¢,............ (112)

alors X, estun processus Autorégressif moyen mobile iategRIMA).

q ) a )
Autrement dit, si @,(B)=>.¢ B’ et ©(B)=> 6B’ avec®,(B){1-B)"X, =O(B)e,

j=0 j=1
tel que les racines d@,(B) sont & I'extérieur du disque d'unité, le processMs est un
ARIMA( pdq).

Les différences d'ordred pour un processus ARIMAY,d,q) représente alors, de

nouveaux processus ARMA(Q).
@(B)X, =O(B)e,
- @,(B)1-B)' X, =O(B)g,
-~ @(BY,=0(B)s, Avec Y,=(1-B)'X, et @,(B)#0, OB/B <1

d’'ou Y, représente un processus ARMA,() stationnaire.

[.5.2- Relation entre le processus et ses difégrces

En posant,Y, =(1-B)‘ X, = X, =(1-B)™"Y,
et S=@1-B)"

on écrit X, =S, (1)

X, =Y Y+ Y

18



Preuve :

m-1
sachant que : S,=> B =1+B+B*+B’+...... +B™*
=0
_1-B"
1-B
et Xt :LY[
1-B
_ @-B™)
' @-B)@a-B"™) '
)(t :s—‘ftn_th
@-B"")
on trouve :

(1_ Bt_m)xt = a—th

d’ou le processusX, s’écrit en tant que somme de nombre fini de termes d’'un pracessu
stationnaire plus une valeur initiak, .

[.5.3- Formes explicites du processus ARIMA

En ce qui concerne la présentation de 'ARIMA on peuatsidérer trois formes
explicites pour le modele général ou chacune de ces formes préasersjgeat spécial utile

dans I'un des problémes statistiques, ou I'actuel valeur de proge=sLsexprimer :

1\ en fonction des précédentes valeurs du processus et kagtlelr du bruit blanc

ainsi que ses precedentes valeMis= H (X, €,€) psistgejmn -

2\ en fonction de I'actuelle valeur su processus gir&gdentes valeurs du bruit blanc
X =H(& )i -

3\ en fonction des précédentes valeurs du processus et delléaealeur du bruit
X, = H(X.8)

q2ix1"
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1\ Forme d’équation différentielle du modele :

Dans cette forme on exprime les, en fonction desX,_; et avec j=1let k=0

ce qui donne la représentation suivante :

@,(B)(1-B)! X, =O(B)¢,............ (113

Aveccpl(B):Zq:qa“B" et e(B)=i9jBi et
j=1

j=0

p+d

®(B)=®,(B)(1-B)’ =) ¢,B

ou sous forme plus explicite selon la relation

Xt = ¢1Xt—1 +... + ¢p+d Xt—p—d +é& - Hlé't_l T -0.¢&

q-t-q

2\ Forme du processus en fonction du bruit Blanc

On sait que tout modele linéaire peut étre &onis forme :

X ZE+D MW E e (114)
j=1
et puisque 'ARIMA est un modele linéaire on palors le représenter sous la forme

précédente qui est elle-méme celle d’'un processfisnetion du bruit blanc.
- Expression géneérale des poidg ;
On écrivant ,

{xt =¥ (B), = @(B)¥(B)¢, = O(B)¢,

@(B)X, =O(B),

— ®(B)¥(B) = O(B)

= (39,8)>wB)=) a8

p+d +o . q .
=D 2 W 4B =3 6B
=0 k=0 i=0
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et en égalisant les coefficients similaires dasxgmlyndmes terme a terme on trouve :
U =0t oMt 0ol pa 0,
Sachantgpg=1; ¢, =0 Oj<0 et 6§ =0 Oj=q+l
-Forme tronquée du modéle de choc aléatoire
La forme d’équation différentielle du modele ARIMA étant :
@(B)X, = O(B)é,
C’est est une équation différentielle de solution :
X, =C(t—K)+ 1 (t=K)oorrriimriinee (1.15)
ou :
C, (t —k) est solution générale de I'équation :
®(B)C,(t-k)=0
etoul,(t-k)estfonction quelconque Vvérifiant la relation :
@(B)l (t-k)=6O(B)e,

t-k-1

=1, t-K)=> e, Ot=>k+1
j=0

t—k-1

d'ou : X, = Y & +C(t-kK)
j=0
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- La fonction complémentaire en tant qu’espérance catitionnelle :

Une des propriétés de la fonction compléaienC,_ est qu'elle varie en changeant

dorigine (k):
k
Ck(t - k) = Ck—m(t —k+ m) + Zwt—jgj
j=k-m+1
Preuve:
D’apres la relation (1.14) on a:
+oo t-k-1 +00
X =W e =D W e+ DWE, orrainn(1)
j=0 j=0 j=t-k

or la représentatiog( B )X, = 6( B )¢, est une equation différentielle de solutions :

t—k-1

X, =C (t=-K)+ > & ...... (2)
j=0
d’ou a partir d’'une comparaison des relations {12gon a :

@eua:cm—mziwﬁﬂmmmm@)

j=t-k

or, la relation (1.14) peut s’écrire sous forme :

+o0 t—k-1 t—k+m-1 +o0
X =ZYWE =2 WE + 2 WE+ IWE e 4)
j=0 j=0 j=t-k j=t—k+m

k
on tire a partir de (3) et (4) C,(t-k)=C,_,(t-k+m)+ zl/’t-jf,- il en résulte quec,

j=k-m+1

change avec l'originek.
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Une autre propriété fournie par la forme tronqués eelle que la fonction
complémentaire coincide avec I'espérance condiét@mle X sachantX etlona:

E(X%(k) =C,(t—k)

Preuve:

t-k-1

Ck(t_k) + Z(/ljgt—j
j=0

(5%,

+00
DY
j=0

- E(Ck (t_ %k-i;iEO}j +t§1¢/1 E(gtyék‘“jz()}j

=C,(t-k) (Care, iid N(0g2)).

3\ Forme inversée du modele :

La forme inversée du modele est I'expression dut fManc en fonction des termes du

processus qui s’écrit :

& =71(B)X,ecuen.... .(115) (@(B)#0 et Oz:|7<1).

-L’expression général des{nj}jzo :

Partant de :
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et en portant (2) dans (1) on obtient :

®(B)X, =O(B)I1(B)X,

= @(B)=6(B)/I(B)

p+d

= 1-> ¢ B =(1—i9k8ij(1—§nj BiJ
= = i1
Ce qui permet d’écrire :
7, =6n,+6,n ,+...+67n_  +¢ pour j>-0 avec
m=0:0j<0 , ¢,=0:0j > p+d
or, pour j > p+d[q les poids 71; représentent les solution de I'équation différentielle :

O(B)n, =0

Remarque:

Le processus auto-régressif moyenne mobile ( ARMA) peskeidtrois représentations

précédentes en remplagant seulementdes > parQes ¢, j = 0
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Chapitre Il : Etude de stationnarité, d’inversibili té et de
I'effet du bruit additif de TARMA & de 'ARIMA
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[I.1- Stationnarité et inversibilité des processusAR, MA, ARMA
[1.1.1- Stationnarité

Un processus X, est dit stationnaire siX, possede certaines propriétés statistiques

similaires a celle du processus, ,,, UhUZ.

si parmi les propriétés du processus on ne sdgge qu’aux moments d’ordre un et deux

on aura alors, la stationnarité d’ordre deux otistaarité faible.

Proposition II.1 :

Soit Y, un processus stationnaire au sens faible de moyepnenulle et de fonction
d’auto-covariance y,, .

j=+oo +00
Si z ‘(//j‘<oo alors le processusX, = Zl//th_j =¥ (B)Y, est stationnaire au sens

j:—oo j:—oo

faible de moyenneqi, nulle et de fonction d’auto-covariance :

+00  +oo

Vy (h) = Z Zl//kél’,-yy(h+k—i)-

j=—ook=—0c0

Proposition 1.2 :

Tout processus causal d’un bruit blanc est stat#re.

Théoreme II.1 ;

Un processus ARMAY,q) dans lequel les polynbme# et @ n’ont pas de zéros
communs est causal si et seulement si le polyném(B) ne possede pas de zéros a

I'intérieur du disque unitaire.
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Preuve :
Si le processus est un ARMpA(q) alors on peut I'écrire sous forme :

p

o(B)X, =0(B)s, ou®(B)=) 4B’

=1

et I'on note parA les racines d@(B) alors, et par suite :

o(8)= |j (- AB)

Si Di,QA| - 1) alors la série (1) est convergente.
De la représentation précédente du processusudregtraire la nouvelle représentation :

@(B)X, =0(B)e, = X, = ®™(B) ©(B)e,
et X, =¥(B)e,

puisque @™ est une série convergente € d'ordre fini. Ainsi, ¥ est une série

convergente, d’ou on conclut que le procesxysst causal de bruit blane, .

de plus le processus est stationnaire d’apresolaogition (l1.2).
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1/Le processus auto-regressif AR (p) :

Le processus autorégressifs peut étre présenssfarme :
PB)X, =5, - PB)X, =15
qui est celle d'un ARMA avedd(B) =1, autrement dit le AR(p) est un ARMA(0).

d’'ou compte tenu de la proposition (1.2) et dédreme (Il.1) le processusX, est

stationnaire si et seulement si le polynbm® n’a pas de zéros a lintérieur du disque

d’unité.
2/Le processus moyenne mobile MA(Q) :

Le processus moyenne mobile Md#) (peut étre présenté sous forme :

~ q
X, =O(B)s, =Y ¢,
=0

+o0 q
- QW =26 <
j=e i=0

ol & est un processus stationnaire par définition,aesthtionnarité du processus,

résulte de la proposition (11.2), donc le procaessuoyenne mobile est permanent

(stationnaire).
3/ Le processus autorégressif moyenne mobile AMA(p,q) :

Le processus auto-régressif moyen mobile peatpeésenté sous forme :
P(B)X, = OB,

ou d’'apres la proposition (11.2) et le théoremel{ll le processuX, est stationnaire si et
seulement si le polyndbm& ne possede pas de zéros a l'intérieur du didundté.
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[1.1.2- Inversibilité :

Théoreme 11.2 :

Le processus ARMA(Q) pour lequel @ et ©@ n’ont pas de zéros communs est

inversible si et seulement si le polyné@ene possede pas de zéros a lintérieur du disque

d'unité.

Preuve :la démonstration esimilaire a celle du Théoréme précédent
1/Le processus auto-regressif AR (p) :

Le processus auto-régressif peut etre représenteforme :
D(B)X, =&, - P(B)X, =1¢,

puisque le ARp) estun ARMA(@P,q) avec ©(B)=1 et d'apres le théoréme (Il.2) ce

processus est toujours inversible(g) =1 et @(z)# 0;0z)

2/Processus moyenne mobiles MA(Q) :

Le processus moyenne mobile Md) (peut etre représenté sous forme :
Xt =6 B)gt
- cD(B))zt =0(B)e, ;avec(B)=1
Alors, MA(gq) estun ARMA(O,q)

Donc d’aprées le théoréme (I.2) ce processusiregrsible si le polynéme & B) ne

posséde pas de zéros a l'intérieur du disque &@B)# 0, 0 B)
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3/Processus moyenne mobile intégré IMA(0O,q,d) :

Supposons quex, est un processus stochastique non stationnaire atars que ses
différences d'ordred (Y, = (1-B)* X, ) le sont.
et si le nouveau processis (definit préecedemment) est représenté par un readelen
mobile MA(q) alors le processus initialX, se trouve représenté par un modele moyen

mobile intégré IMAQ,d,q), et :

Y, =(-B) X
= (1-8)? X, =a(B)e,
Y; =0(B)s&;

d’ou la forme générale du processus moyen moliégia :
(1-B)*X, =0O(B)e, ou &(B) estun polyndme d'ordreg.

Tout comme le modéle moyenne mobile MA(pour que le processus moyenne mobile
intégré IMA(0,d,q) soit inversible il faut et il suffit que le polgme o(B) n'y pas de

racines a l'intérieur du disque d'unité ce qui asdlexistence de®*(B), et I'on aura :

& =0"(B)1-B)'X,

Proposition 11.3 :

+o0
Un processus linéaireX, est stationnaire lorsque la sérieZ‘z//j‘ converge|l est
i=0

+00
inversible lorsque la séri{‘ﬂj‘ converge.
=0
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[1.2- Processus ARIMA avec bruit additif

[1.2.1- Somme de deux processus moyenne mobile

Proposition 11.4 :

La somme de deux processus moyenne mobile psbeessus moyenne mobile dont

I'ordre est le plus grand de ceux des deux pracess

Preuve:

Soit X,,Y, deux processus moyenne mobile .
X.,Y, étant deux processus moyenne mobile oka=O,(B)a, etY, =0,(B)g
en supposons gue, et B, sont deux bruits blancs mutuellement indépendants.
en posant W, =X, +7,.

on écrit W, = 61( B )at + 62( B ):Bt

(oA B):ZGLij et O, B):ZQZJ.Bj
ou j=0 j=0

or, I'indépendance des deux bruits blanzset A implique l'indépendance des deux

processusX, et Y, ilen résulte d'une part : j,, (h) =y, (h)+ ), (h)

et d’autre part :

m aji61,161,j+h sihsm
X;=Y0,a., =y M= = . 1)
i=0

0 sinan
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N azznle g,...sih<n
£ 2.j72.j+h
=y, (h)= j=0 PPN 023

0 sinon

[0'5 6, 91,,-+h}l[o,n] (h) + {0229“ 91.,-”} Lo sih < sup(n,m)
j=0 j=0

(1) et (2)= y, (h) =

0 sinon

Une des principales propriétés du processus nma&yenobile est que sa fonction d’auto-

covariance y(h) est nulle pour touth supérieur a son ordre et I'on conclut gug est un

MA[sup(n,m)].

[1.2.2- L’effet du bruit additif sur le processus ARIMA

Supposons qu’on ne peut pas observenleepsusY, qui estun ARIMA(p,d,q)
mais seulementX, =Y, +a, ou a, est un bruit extérieur corrélé; et qu'on doit défia
nature du processus observe, .

Du fait que Y, est un processus ARIMAYd,q) il posseéde la représentation
®(B)I*Y, =A(B)e,
Et comme il a été mentionné
X =Y +a,
= @(B)0*X, =@(B)1Y, +®(B)1q,

= @(B)1'X, =O(B)¢, + ®(B)1%a,
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Dans ce cas on distingue deux cas possible :

1/a, est un bruit blanc additif

Par définition on a successivement :
X =Y +a,
= 0%, =0%, +0,
= @(B)1’X, =@(B)1%, +®(B)1a,
= @(B)IX, =O(B)s, +@(B)a,

= @(B)I"X, =O,(B), (D’apreés la proposition (11.4))
ou ©,(B) estun polyndome d’'ordre Q=sup,(q) et p,un bruit blanc.

(Par conséqueniX  est un processus ARIMAYd,Q))

2/a, est un bruit corrélé ARMA( p,q)

Sia, estun ARMA (p, q) alors il existe deux polyn@nep,(B )eto,(B) et un

bruit blanc S tel que :
@, (B)a, =0,(B)B, ,ona X =Y +a, avec @[B)Y, =0(B)e,
et par suite :
X =Y *a,
= 0%, =0%, +0%,
= @(B)0"X, =@(B)1Y, +®(B)1q,
= @®(B)1"X, =O(B)¢, +®(B)‘a,
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= @,(B)®(B)1°X, = @,(B)A(B)e, + @(B)1"@,(B)a,
= @,(B)®(B)I°X, =®,(B)O(B)¢, +@(B)U'G(B)A
= @,(B)X, =0,(B ),

donc le processusX, et un ARIMA, et pour le définir il suffit de déteme 05 et les

coefficients des deux polynomes,(B)et ©,(B) .
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Chapitre lll: Estimation des parametres des modeles
ARMA et ARIMA
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[11.1- Estimation des coefficients de 'ARMA

Apres avoir choisi le modele ARIMA comme modéke @présentation pour notre

processus stochastique on estime ses paramét@s. Sippose quep,d,q sont connues il
ne nous reste que I'estimation ge= (¢,@,02).

Pour cela il existe plusieurs méthodes, daeertravail on utilise deux, la premiéere est
celle du maximum de vraisemblance et le deuxiemsiecelle des moindres carrées
([13],[15], [18],[21],[28].,[41], [44]).

[11.1.1- Estimation par la méthode du maximum devraisemblance (MMV)
a\ La fonction de vraisemblance

Soit X, un processus stochastique ARMA.

Considérons :

X = (xl,xz,....,xn) un vecteur den variables aléatoire du process¥s qui a comme

densité conjointe la fonction f(X/B) dépendant de B=(®.0,0?) avec

(@,0)=|(@,-,):(6.,--8,)| unvecteur dep+q paramétres .
X= (x1 ,xz,....,xn) une observation de ce vecteur.

A partir de I'observation X on estime la valeu3 de [ qui rend le modéle
compatible aux observations, autrement dit on ¢teeta valeur de 8 qui rend f(5/ X)

compatible ; au maximum ; pour 'ensemble d’obseoves.

La fonction de densité conjointe du vectedf vue comme fonction def s’appelle

fonction de vraisemblance.

Les fonctions de vraisemblance se different seddalbleau de données.
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Pour un tableau de données ou les variables isd@pendantes de loi marginales

f( X,,B)la densité jointe du vecteur est le produit desiiés marginales :

f(X;ﬂ)={’:7lf(Xt,,8) ...........

et comme la fonction de vraisemblance est la demrsibjointe du vecteurX vue comme

fonction de S on a:

L(%j:L(%l’ _____ ,XNj:lj F(X,,)=g(B)nnn(31)

g(B) s'appelle la fonction de vraisemblance exacte.

Pour un tableau de données ou les variablescaorélées la fonction de vraisemblance
précédente n'est plus valide (a cause de la dépeaddes variables), en échange pour
calculer la fonction de vraisemblance on écrit émgité jointe sous forme de produit de

densités conditionnelle et de fonction de val@it&les comme suit :

L(B) est alors fonction de vraisemblance exacte.

b\ La fonction de vraisemblance pour un ARIMA :

Supposons qu'on &N =n+d observations du processuX, représenté par un modele

ARIMA( p,d,q)

De cesN observations on peut extraine observations den, = D"Xt ou I'estimation des

parameétres {ﬂ:((q,%,..(op,ﬁl,ﬁz,...ﬁ ,af)} sera équivalente a [l'estimation des

parametres dew, .
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b.1\ La fonction de vraisemblance inconditiomelle :

Soit W, le processus présenté par le modéle ARMA() , de moyennep =0, qui

s’écrit sous forme :

W=¢gW_ +....d+gW_ +& +0, 6, +0,6,+....... +0, €,
=& W-¢gW, —..mgW_ 0,6, -0,6 5= om0, &
Et en supposant que les variables du vecteur (£i )izl’._ni.i.d selon une loi normale

centré et d’écart type,, la densité conjointe de ce vecteur sera la dembitn vecteur

gaussien définie par :

Posons en outre,

W=W,....\W, ), e=(&,....6, )& =(Wp oo . W81 &) = (WL 160 &)

1 -9 ¢ . . -g¢ 0 0] 1 -4 -6 . . - 0 0
1 -g - 0 0 o 1 -4 . . - 0 0
0O 0 1 . . 0O 0 1
B o 1 . . B 1
b= 0 1 -g o= 0 1 -¢
0 1 0 1 0
. 0 1 O . 1 0
0 060 0 0 0 0 0 1] 0 0 0 0 0 0 0 1]
I ¢p ¢p—l ¢1 | | Bq 6q—1 81
O ¢p ¢p—l % O eq 02
A, B, : 0 : . . : : 0 :
F= , A= etB, =-
{O 0 A% 0 0 G - K .. 0
0 @ 9. . . . 0 6§ 6,
6 0 0O 0 0 g 6 0 0 0 0 g
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on voit clairement que la forme d’équation différethe du processus ARMA (relation

(1.5)) est équivalente au systéme :

LW=L,e+Fe ... (33)

=e=L (L,W-Fe)........ (34)

£ et e étant deux vecteurs indépendants de lois gaumseion supposart’ connue

ona: SR VALVA

Si Q la fonction d’auto covariance du vectesr, alors :

-1 -1

ce B 1 ?,52(5'5) 1 Zagz(euffla)
f o) o€ b 1°C
Vo) (7] 2|k

1 2;12 (e'e+e. Q%)

£

n+pt+q

(2rw?) > |Q|%

considérons la transformatiah: J(¢ £ )=(W g ); €= L;j(Ld,W -Fe )

le jacobien deJ étant unitaire alors,

-1
—S(®,0e
1 257 5(200)

f(Wlek

n+p+q 1

2 |_Q|E

cp,@,azj: )

ol (@0 )=(L,X-Fe )LlLy(L,X-Fe)+e QT
=5(@,0)+(e -e ) D(e-&)

Avec:S(@,0)=S(®,0.e )=Fc+eR'e
& =Ee/X,2,0)=D'FLS'ZL,X;D=Q* +FLSLZF , Qo? =coe€)
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d'ou,

; (W,ek j _ 1 2%'12[8(&6)+(a—é)'0'1(a—é)]
2 [ = n+p+q 1
PO ) ek
1 1 1, o .
_ 1 e—ggsw,@) ‘D‘Z —ZTEZ(a—a)Q (e-8)
a noo11 ' ptq
(2ro?)?|Q[2|D|2 (mo?) 2
=f|W , L & ,
@,0,0; @,0,0;
1
1 ~525(2.0)
ouencore L(B) = f % 002" 2% s (35)

a1
(2ro?)?|2|2|D|2
de ce qui précede la fonction de vraisemblancetexest de la forme:

1 - l
2
e %%

L(B)= N1
(20 | 2[o]:

S(®.0)

et le logarithme de la fonction de vraisemblancacex (inconditionnelle) pour le processus

ARMA aura pour expression :

= In[L(B)]= f(cp,@)—nln(a)—% ............ (3.6)

&

Par la méthode précédente on a calculé la fonclorraisemblance exacte utilisant un
changement de variable en se basant sur I'hypothiBselépendance des bruits, mais on

peut la calculer utilisant une autre méthode efittés hypotheses comme suit :

dans un processus stochastique les variable®iaésane sont pas indépendantes, donc
pour unn-uple W = (\Nl, ......... ,Wn) on pet définir la fonction de vraisemblance exacte

par :
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posons :

M (P9) étant la matrice d’auto-covariance twple W.

Si on suppose que le processt¥s est de loi normale, on aura :

1 (Wi f
f(VV ): 1wl v
Wgr W, 2 %

et par suite :

f(%) H ezgrg ~

' [2mo? v];

de cette derniére relation on conclut que :

1
[2r72v, ]2

= 1(8) =InL(®.0,6%)= —In(2n)-§20 (@,0)

t=1

= E|n(2n)-—202 1In[del(M P )] 2 S(®.0)....37)

£
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avec :Sz(a?,@):iM

t=1 Vt
b.2\ La fonction de vraisemblance conditionnkd :

Prenons a nouveau le proces$iis définit précédemment par :

W=&-gW,—..m¢W_, =06, =&, — oo mG,E
> & =W-gW —..o@W_, =06, =6 5~ G,

cela nécessite des valeurs initiales. Pour celferrasupposons qu’on @ valeurs initiales

du processusv, =W, ,W_,......... W

) etqvaleurs du bruit blance, =g,........£._, )

dans ce cas Ies(et)t:1 . peuvent étre calculer directement de la relatiomlesisus

conditionnellement aux valeurs initiales.

Ainsi, pour n'importe quel choix des parameétresie$ valeurs initiales, on peut calculer

. ®,0)
successivement un ensemble de valeurs ég / j
(q W,W..e. t=01...n

et par conséquent, la loi conjointe déﬁ)iﬂ..n qui sont des variables identiguement équi-
distribués de loi gaussienne centré et d’équas typest :
-1 2
1 52

flon) =€

&kn) n

er?)e

Or, pour une seérie chronologique donnée dé&/, le logarithme de la fonction de

vraisemblance conditionnée par le choix\de, s’écrit comme suit :
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¢\ L’estimateur du Maximum de vraisemblance

L'estimateur du maximum de vraisemblance lasvaleur de ,8:(613,@,0'52) qui

maximise la fonction de vraisemblance.

Or, la fonction de vraisemblance en tant que fomctile ®,0 n’est pas une forme
quadratique ; c’est d’ailleurs; pour cette raisomog utilise des méthodes itératives

([13],[48]) afin de la maximiser par rapport &,0. Autrement dit la détermination de
®,0.
Une fois &J,C:) trouvés (ces derniers ne dépendent pasmje, la valeur de &j peut étre

trouvée en maximisant. =In(L) par rapport &>.

S%(®,0)

2
£

In[L(®,0.02)= —2|n(2ﬂ) ~nin(o,)-

L
o __n  S(®0)

= =
6052 2052 20!
;:.5(@0) (39)
¢ n

[11.1.2- Estimation par la méthode des moindregarrées (MMC)
a\ La somme de carrés des erreurs :

Supposons que notre modele s’écrit sous forme

des parameétres inconnus qu’on compte estimer a partir de tableauna@esloet les

&,,i=1...n Sont des erreurs identiguement équi-distribuées et non corréléesydane nulle

et de variances?.

43



la relation (3.10) s’écrire sous forme matricieltanme suit :

W, % X2 - - Xk | By &
W, X1 Xpp - - Xox || Ba &
=. . C o+ e W=XB+e.......(317)

Wn an Xn2 Xn,k ﬁk ‘gn

ou la matriceX est de rang.

La somme de carré des erreurs est :
S*(B)=¢'e=W - XB)W - XB)

Dans le but de calculer le minimum d& on décomposeW — X3) comme suit :
(W = XB) =W - XB) - X(B- B)

et la valeur de3 qui minimise S? est Z=(X'X)X'W........... (312)

ce qui permet d’écrire :

S*(B)=S*(B) +(B-B) X' X(B-P)......(313)

b\ La somme de carrés des erreurs pour un ARMA

Comme pour le calcul de la fonction de vraisemblance soppagi’'on a N=n+d

observations du processus, et que ce dernier est généré par un modele ARIMA(Q)
dy —
®(B)L" X, =O(B)¢,

de ces N observations on peut extraire observations de W, w :DdXt) et

I'estimation des parametres d¥, [,B:(CD,O, u)] sera équivalente a l'estimation des

parametres dwV, .
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b.1\ La somme inconditionnelle de carrés des erresr.

Tant que le processug/, admets une présentation par le modele ARMA on a:
Xe=gXig tot g Xy +E+06, +.. +8,&_q pourt=1..n

cette derniére relation peut s’écrire sous forma¢rigielle comme suit :

LW=Lé+Fe.......[314)

oUW =W,... W) ,€ = (&,....&,) & = (Wi pyeere WG, Epgren- )

1 -9 ¢ . . -@¢ 0 O] 1 -4 -6 . . -6 0 0]
0 1 -g . . -g 0 O o 1 -6 . . -6 0 0
0O 0 1 0O 0 1
L o 1 . . - 0o 1
0 1 -g ' 0 1 -4
0O 1 O 0O 1 0O
0O 1 O . 0O 1 O
i o o o o O O o0 1 | i O 0o 0 o O o o0 1 |
I ¢p ¢p—l ¢1 | | Bq 6q—1 81 |
0 @9 9. . N} o 6 . 6,
A, B, . 0 . . . . . 0 .
F= , A= etB, =
{ 0 0 A% 0 o0 Gy - K .. 0
0 @ 9. . . . 0 6§ 6,
6 0 0O 0 0 g 6 0 0 0 0 g

on remarque dans la forme matricielle W dépends de €. qui est un vecteur des

valeurs initial.

A partir de cette forme matricielle on trouve :

£=LML,W-Fe)se=L L,W-LFe
> £=LAL,W-LJFé - LFe +L2Fé&

>e=LALW-F&)-L F (e -8)

45



utilisant la théorie des moindres carrées on nece :

S (@0e)=ce=[L2(LW-F)-LoF(e -&)][La(L,W-F&)-L F(e —&)]
=f£&+e Qe +(e —&)'D(e -&)

avec D=Q'+FLJLJF et &= E(%V ® @) =D'F'L; LoL W

dans le cas ou on ne posséde pas de valeursesitial on les estimes pagé. définie ci-

dessus ce qui donne la fonction des moindreseaméonditionnelle définie par :

S?(9,0) = S*(P,0,8)=EE+6Q76 ...........] (316)

b.2\ La somme conditionnelle de carrés des eurs :
Si on a un vecteur de valeurs initi@lascalcule less, de fagon récursive a partir de

la relation :

§"W-gW, —..mg W 8, —6G& , = G

et & sera:
2( D,0 v 29,0
% w2 "% )

c\ L'estimateur des moindres carrées :

L’estimateur des moindres carrées est la vadeu g3 = ((D,G),aj) qui minimise  la

fonction des moindres carréeS®. Pour les processus ARMA la fonction de somme des
carrées des erreurs vue comme fonction(dla@) n’'est pas une forme quadratique, pour

cette raison on utilise des méthodes itératived])[dfin de la minimiser.
Une fois @,0 trouvés (ces derniers ne dépendent pasa)fe, on calcule la valeur de

s
g2 par larelation : 52 = S*(@,0)
n-p-q
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[1l.2- Estimation des ordres p,q

Précédemment les parameétrep,q sont supposées connues mais réellement on ne
connait pas leur vraie valeurs, donc il est bieident souhaitable de trouver des valeurs
proches P, afin de définir le modéle optimal pour la repréa¢ioh de processus générer,

pour cela plusieurs critéres on été suggérés plasniriteres proposés le plus performant
([35],[47]) est le critere d’information d’Akaikeocrigé (AICC)
dans ce critére Hurvich et Tsai ont proposé uneelteistatistique définie par :
AICC = -2in|L (3] + 20lp+a*1)
n-(p+q)-2
et P,g sont les deux valeurs d@,q qui minimise la AICC.

Remarque: on ce qui concerne I'ordrel, on différencie le processus jusqu'a qu’on obtient
un processus stationnaire estsera le nombre de différenciation.

[11.3- Comparaison des deux estimateurs (MMV) et (MMC)

Rappelons que [lestimateur du maximum de vraisentgela est la valeur

B, = (&J,é,&z) de S qui maximiseL(B) et I'estimateur du moindres carrées est la valeur

B, = (&D,é,&z) de S qui minimise S2(B).
Soit W, un processus ARMAQ,q) causal et inversible.

du fait que le processu#/, est un ARMA sa densité est donnée par :

fW(/]) :g @(e" ) o>

¢(e_i,1) :2_;Tg(/]’ﬂ0)

cela sous I'hypothése que le polynén#® ne possede pas de zéros a I'intérieur du disque

d’'unité (la causalité).

47



Proposition IlI.1 :

Soit C :{,BDD P91 ®(2)0(2) 2 0si4<1, @ et © n'ont pasdezéroscommun¥

1\In|det(M *?)|>- 0

Si f0Calors :
2\In[dettM ®9)|0nT - 0

Preuve :

Supposons que le processis est un ARMA(p,q) de fonction de vraisemblancecexa

e = ol N Ny 2 1 ). 1 <)
L(,B)alors.I(,B)—In[L(tD,O,J )]— 2In(2ﬂ) ZZ‘U‘S nIn[del(Mn ) 2052; v

On a la forme inversé de 'ARMA :

+00
£ =W+ MW,
i=
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d'une partv, 21 et v, > 1ce qui implique que :

det(M r(]p'q))= ViV =1le In(det(M r(]p'q)))> 0

(J =t+1

donc on conclut que :

d’autre part :

| ]yw 0)0'TIT - Oety, OTIT -1

Os%ln[det(M,(f"“))] Zm )ONT -0 - —In[det(M(p ”)=0

De la relation (3.7) et la proposition (11l.1) il résulteegl’estimateur du maximum de

vraisemblance et I'estimateur des moindres carrées coincides guaends vers linfini

autrement dit ils ont les mémes propriétés asymptotique

l11.4- Consistance forte des estimateurs des parames de 'ARMA

SoitC = {,BD OP 9 @(2)0(2) # Osi|z| <l @ et © nont pasdezéroscommun%

Proposition 111.2 :
Pour un vecteur fixé dan€ ona:

9.5

2”_” 9. 5) ————dA>1: D,BDCteI quepS # B,

Proposition 111.3 :
Il existe un ensembleéB dans le quel pour n'importe quelle suite convetggiB, )

(,6’n O - g0 C) on a les deux possibilités suivantes :

1\si SOC S*(B,) O - Jo J‘g(/] o) %

T g(A,p)
2AsiBOC  jim inf S22 % [9U.Bo),
o m TS (8 25, a8 Y
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Théoreme IIl.1 ;

Soit BY Testimateur du maximum de vraisemblance &"° I'estimateur des

moindres carrées pour un processus ARMA() de vrai paraméetre3, 00C et de

variance g, donc:
1AW O - B, et SZ(B™) OF - o2

2\BMC OrF L, B, et S2(BVC) O - o2

Preuve :

1\ L’estimateur du maximum de vraisemblance

a\,@’r?"v OrF- B, 2

Supposons que@r',v'v ne converge pas verg,, sous I'hypothéese de la compacitééle

il existe une sous-suit@" - BOC,(8% )

D’apreés les propositions (111.1) et (11l.3) on*a

~ @Bb) g2 7 @
iim inf §2 (3" > 2o [SAA) 3552 )
ko ten o 22 9(A,B)

D’aprés la proposition (I11.3) et la définition dg"°

ar définition
im supS(BY) < lim S(B) S T l2)
®et(2)= lim inf S’ (B8Y°) = lim supS(S"°)

ce qui est impossible dong3" O - 3, .
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B SH(B"Y)0F- ol ?

Selon la proposition (I11.3) partie (1) Il iste un ensembléB sur dans le quel pour

n’importer quelle suite(8.) .8, O~ F0OC onasi SLC alors :

LALLM

S? ki
w (B,) 23 90 )

z - ot V
dans le cas présent la suite é,é‘LM )nD et elle converge verg3, donc

N

2 a: 9By |,
SX(B) Dmxﬁ_j”guﬁo)m =0g?

2\ L'estimateur des moindres carrées
a\ B O B 2

SupposonsfM© que ne converge pas verg, .

sous la condition de compacité il existe une st ,[AJ’rTC - BOC,(B# )
In (ag)slim inf In Snz(,éMC)

<liminf Inl MC)

<lim suplnl(ﬁ)

<lim supin1(23,)

n— +co

< im suf 2in (dete 2} (s )

=In(a7)
=In[1(5)]
ce qui résulte que,@rﬁfc - [

S . . . 7MC
Ce dernier résultat contredit la supposition ddteest fausse d’ou,ﬁff' -3

b\S2(BM) O~ o2 (Méme démonstration que celle @AV ).
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l11.5- Comportement asymptotique des deux estimatens (MMV) et
(MMC)

Théoreme II1.2 :

A~

Soit BY Ilestimateur du maximum der vraisemblance e8¢ I'estimateur de

n

moindres carrées pour un processus ARMA() de vrai parametre g, 0C et de

variance g/ , donc:

1
nW(5)

1
nW(5)

_ 1 7ol gG(, )] Y aInl g(A.5)])
ou - Wb °)'?r_f”[ op I 3p j‘“

A" estun N (O,

)

" estun N(O,

)

Preuve:( cf: [8],[42])

l11.6- Test de compatibilité du modele

Une fois les paramétres du modéle sont estimésamege a un test de vérification pour
le modele estimé (reproduit le modele qui a engemels données). Pour cela les résidus
obtenus a partir du modele estimé sont utilisés périfier s'ils se comportent comme des
erreurs bruit blanc a l'aide d'un test "portemaurite@est global qui permet de tester
I'nypothése d'indépendance des résidus). Le tgauseusuel est le test proposé par Box-

Pierce :

Considérons la statistiqu® définie par :
Q=T P*(N).ceen..n (321)
h=1

p?(h) étant la corrélation empirique entre les résidistants deh.
7,
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Sous I'hypothése d'indépendance, cette stakissgit asymptotiquement une loi de
avec S—p—q degrés de liberté. Si I'hypothése n'est pas mjetédira que le modéle

estimé est une bonne approximation du vrai mod8das le cas contraire on rejettera le

modele estimé et on procédera a identifier un nauveodeéle.

Le probleme avec la statistique de Box-Pierce e®lllg est de mauvaises performances

pour les petits échantillons.

En échange on utilise le test de Ljung-Boxegtiperformant méme pour les échantillons

de petites tailles.

la statistique de Ljung-Box est définie par :

T : le nombre d’observations

n

: nombre de résidus auxquels on test 'auto cdiofis.
p?(h) : coefficients d’auto corrélations (pour le dégalah)

Q : test de portemanteau statistique.

Si la valeur de Q pour la série chronologiiiechantillon) dépasse la valeur critique
d’'une distribution Chi-deux aveg degré de liberté alors au moins une valeurgdest
différente de zéro au degré significative précisé, qui mene a rejeter I'hypothese
d’'indépendance des résidus et par conséquenteiedejmodele, sinon le modéle constitue

une bonne représentation pour le processus stapinast
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Chapitre IV : Prévision des modeles stochastiques
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IV.1- Choix du prédicteur adéquat

On ce qui concerne la prévision on est censé draitne une future valeur désirée la

plus proche possible de la vraie valeqr, ;| - 0 au moment ou on est a l'instant
on cherche donc a prévoir la valeur que va preledpgocessus a l'instant +1 , dans cela

on s'appuie sur une observation= (xl,xz,..,xt) des variablesX , X _,,.. X .

dans le cadre de la prévision de TARMA on choid# prendre comme prédicteur une

combinaison linéaire de ceX;1<i<t .

Autrementdit: X (I)=aX +a X, +....... FaX e (42)

ce qui est equivalent a une combinaison linéaiee &g, ;i =0 du fait que pour toutesn,

X, s’écrit comme combinaison linéaire des ;;j=o.

m

Daprés la relatio{114) on a :

X =D Wi
i=0
ce qui permet d’écrire :
X ()= zlﬁk‘gt—k
k=0

dans le cadre choisit il est bien naturel de prereile de ces combinaisons linéaires qui est
la plus proche de la variable aléatoirg,,, . Dans notre travail on prend la combinaison
linéaire qui minimise I'erreur moyenne quadratigiédinie par :

g[x_, - % 0 =E(x,, —i:wj D (43)

et pour définir le prédicteur il suffit de calcules valeurs deSl,Z/j =l
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I\VV.2- Prédicteur de I'erreur moyenne quadratique mnimum
I\V.2.1- Déviation de I'erreur moyenne quadratique du prédicteur

Supposons qu’on est a l'instant et qu’on veut estimer une future valedx,,, du

t+l
processus X, par X (I) sachant que ce dernier s’écrit sous la formeealzombinaison

linéaire des¢,_;;i=o.
Notons parV I'erreur moyenne quadratique de I’estimatefﬁ[(l) .

V=X, -X0f

= B W 80)+ W, ~9)e )

+o00

-1
=g’y Yl +ajz(z,z/j -, )2 ............. (44)
j=0

j=l
de (4.4) le minimum de la fonction d’erreur moyerquadratique \( ) est atteint quand

W, =¢,;0=2l.

de ce dernier résultain déduit que :

X ()= iwjgm_j ............ (45)
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IV.2.2- Conformité du prédicteur de L’erreur moyenne quadratique minimale et de

I'espérance conditionnelle

Proposition V.1 :

Si les¢_;;i=0 sont des variables aléatoires indépendantes, éelipteur de I'erreur

moyenne quadratique minimal coincide avec I'esp&aronditionnelle de la future valeur
du processusX, , sachant ses précédentes valeuks= (Xt_ j )

j=0
A _ X .
0=k 120)

Preuve:

On’ a:

><t+| = ijgtﬂ—j et Xt (I) = zwkgﬁl—k = Z‘/Ijﬂ gt—j
j=0 k=l j=0

X.;;jz0) TF

par conséquent dans le cas ou le processus;-o est un bruit blanc, le prédicteur de

bY

'erreur moyenne quadratique minimal a [I'horizoh coincide avec I'espérance
conditionnelle de X,,, sachantX _;;j=o.

t+l
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IV.2.3- Procédure de calcul du prédicteur

Pour obtenir le prédicteu)zt (I) de X, on suitles étapes suivantes :

t+l

1\ On écrit le modele de X ., sous une de ses trots formes.

2\ Ongarde les X,_;;i=0 quisest produits avant 'instant t tel qu’ils sont.
8\ Les X520 quis'est produits apres Uinstant t seront remplacés par X, (j)

4\ Les &_j;iz0 qui s'est produils avant 'instant 1 sont disponibles a partir de la relation

= Xt+l a Xt (1)

Et +1

5\ On remplace les €, ;120 qui sest produits apres U'instant t par zéro.

IV.3- Trois formes explicites des futures valeurs d processus ARMA

On a vu précédemment que le processus ARMA segepte sous trois formes
explicites ; de la méme facon on va représenterflgages valeurs dont chacune des trois
formes est utile dans un des problemes de lagioévi
Pour la présentation des futures valeurs de I'#RNNn utilise les mémes relations de
présentation de I'actuel valeur du processus aveerhplacement de I'instant par t+1 .
Dans le premier chapitre on a vu que le procesSB81A se représente sous trois formes
possibles qui sont :

1\ La forme d’équation différentielle

X =X TEX ot s FE X p+E FOELTOE e FOE

2\ La forme de processus en fonction de brumanc

@, =00j<Oetf =00jzq+1.
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3\ Le bruit en fonction des processus (La fate inversé)

E=N(B)X, =X, + X, + 7, X, ,+ i,

Avec
o= 49177]_1 +927Tj_2 to + Hqﬂj_q % 0j =0 sachant que m =0: Oj>0
g =00j>p

De ces trois formes on tire trois formes peprésenter les futures valeurs qui sont :

IV.3.1- En fonction d’équation différentielle

Xy TGX s FGX oy Foeen b g X HE FOE,  HoFOE, e (47)

p” tH-p t+ 17t+-1

IV.3.2- En tant que somme pondérée infinie de I'actuel girécédents bruits

X :ij‘fm—j lg,=1
=0

t+ k-1

= > &, +C(t+I-k) [Laforme tronquée]
i=0

=> W6, +C(1)e (48) (Pourt=k)

on a démontré précédemment que la fonction congilére change quand on change
d’origine.

IV.3.3- En tant que somme pondéré infinie d’'obseations précédentes et un bruit
aléatoire

£, =B)X,, =Xy X FTLX e e (4.9

17 "tH-1 2
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I\VV.4- Trois formes de base pour la prévision de 'RMA(p,q)

On a vu dans la proposition (IV.1) que sousdadition d’'indépendance des bruits

blancs le prédicteur de I'erreur moyenne quaduatigninimal Xt(l) coincide avec
I'espérance conditionnelle dex,,, sachant X,_;;j=0; ce qui permet de le définir a

partir des autres formes de 'ARMA :
IV.4.1- Prévisions a partir d’équation différentielle

On'a:

gX (1 =D+...+@ X (- p) sil = q

IV.4.2- Prévisions en forme intégré dex,

_+oo R _ X+
X _;wjgm—j = X)) = E( %( j 20)

t=j1

~ : X.,
= X,(1) = E( t%_j; | 20}
~ Z‘/ligm—i
— | im0
= X()=E i iiso

Y = N £t+ -i
= xt(l)—gwiE[ A Zoj
= Xt(l):i‘//igm-i
=

60



Comme on peut le calculer a partir de la forrmaquéecomme suit :

X =ij£t+l—j W, =1
i=0

t+l k-1

= ijgtﬂ—j +Ck(t+| -k)
=0

1-1
=Y ¢, +C (1) (Quandt =k)
j=0
ce qui implique que :

iwjgtﬂ—j +Ct(|)

NP2
X()=§" £.:i20

= 1Z?ﬂ j E[Em%_i i > oj * E(Ct Y £l 2 oj

ou C,(I) représente la fonction complémentaire a |'origihe

IV.4.3- Prévisions en moyenne pondérée d’obseti@ns précédentes

+00
En = Xew ~ Z T X
i

+00
= Xy =& t z T X
j=1
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sous la condition d’inversement de ’ARIMA (4.169t une série convergente.

Dans la pratique on ne prend en considérationlgsie X, ;;k=j =0 du fait que la

corrélation entrex ., etX,_;; j 2k +1 peut-étre négligé.

t+l

IV.5- Prévision de 'ARIMA( p,d,q)

Par définition de processus ARIMpd,q) ses différences d'ordred sont un

ARMA qui est un processus stationnaire, donc gméwoir le ARIMA on prévois le
ARMA puis on extrait les prédictions de I'ARIMA partir de celles de 'ARMA.

Supposons que le processi§ est un ARIMA(p,d,q) et que W =(1-B)’ X, est un

ARMA(p,q) stationnaire .

Le prédicteur de 'ARIMAQ,d,q) est donné par la relation :
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Preuve:

W (1) -2 Cq (-1

W (1)-> ci(-1)

d
k=1

I ~
X+ 2.Co(-2) X, (1 -k) sil <d
k=l+1
................ (4.19)
X, (I —K) sil - d
W, = (1_ B)d X,

| k=0
B d
=W, - ngt +ZC§(_ B)k X, = Xt:|
L k=1
d ‘ K
=W -3 C;(-B)X,
k=1
d
=W -2 Ci (-1 X,
k=1
d ‘ K
= Xt+| :Vvt+l _ch (_1) Xt—k+|
k=1
~ I I ~
W, (1) =" CH(=1) X + D CE(-2) X (1 =) sil<d
k=1 k=l+1
~ d ~
W, (1)-> Ci(-1)X, (1 -k) sil>d
k=1
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IV.6- L’erreur du prédicteur a I'horizon ¢

I\V.6.1- Calcul de I'erreur du prédicteur a I'horizon ¢

On reprend la forme des futures valeursoactfon des bruits blancs
+00
X = ijgtﬂ—j
j=0
On a vu que le prédicteur est :
~ +o00
X()=D W -,
i=l
des deux derniéres formules il s’ensuit :

+00
><t+| = ij£t+l—j
j=0
-1 +00
:Z[//jgtﬂ—j +Z[//j£t+l—j
j=0 j=l

-1 .
= ijgtﬂ—j + X (1)
j=0
d’'ou si on note pare (1) I'erreur de prédicteur a I'norizon on écrit :

(1) =X, — X, ()
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Espérance et variance de I'erreur de prédicteur

a\ Espérance
-1
e[(l ) = Z‘/’jgm—j
i=0

=Ele()]= E{g‘/ljfm—j}

= :OI//j E(£t+|—j)

j=

=0 (4.16)

b\ Variance

e[(l ) = ijgwl—j
j=0

= vaile (1)) =Ele ()-E( (1))

=E[e ()]
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IV.6.2- Evolution de la variance d'erreur pour ks ARMA

On voit clairement que la variance d'erdiprévision croit aved et que la valeur de
la variance d’erreur de prédicteur obtenu pdur 1 est la plus petite .Lorsquke - « , la

variance d'erreur tend vers :

VAR, =limo?@+y? +....+W2)

| o +o0

= a§(1+ iwfj ................ (418)
=1

ce qui est bien normal puisque, étant donné gpeé@icteur tend vers zéro quand I'horizon
tend vers l'infini, I'erreur de prévision finit pegssembler a la variance de processus (pour

un processus moyenne mobile, cette valeur eshtgtdés que I'horizon dépasse l'ordre).
Pour résumer :

Proposition IV.2 :
La variance d'erreur de prévision a horizandans un processus ARMA croit depuis la
variance du bruit blanc (valeur prise pout = 1 ) jusqu'a la variance du processus lui-

méme.

I\V.7- Intervalles de confiance pour le prédicteur

En Supposons maintenant que le bruit est gaysAutrement dit les &, sont des

variables aléatoires gaussiennes, centrées, indépes et de variances? . Il résulte que
toutes les variables considérées ici (des comdmnailinéaires finies ou infinies de ces)

sont aussi gaussiennes.

Notamment I'erreur de prévision a I'’horizbrest :

. 11
et(|)= Xt+| - Xt ()= ijgwl—j
i=0
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et elle est gaussienne centrée de variance :

VAR =0° (L+ @} +...+7,) .

X =X )

— =N(0,0?)
I+ g’
j=0

il en résulte que l'intervalle de confiance est :

R0)-u, @+ S 28, X () +u, 0+ 3 02,

2 ] 2 ]

a une probabilitel - a de contenir X, .

Cet intervalle est donc un intervalle de confiaide niveau 1-a ) pour X et on

t+l 1

remargue, comme on s'y attendait, que la largegetimtervalle croit aved .

s’ est un estimateur sans biais dé
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Chapitre V : Mise a jour des prévisions et exemple

d’application
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V.1- Mise a jour des prévisions

La prévision des futures valeurs du procesyysa I'origine de tempst est donnée par
)Zt(l) qui est le prédicteur de I'erreur moyenne quaduatiqninimal, mais des quex,,,

devient disponible on procéde a une mise a jouynrédicteur (c.-a-d. : recherche a?e+1(l))

ce qui nécessite une relation entre le prédictelinstant t et le prédicteur a I'instant
t+1.

V.1.1- Relation entre les prédicteurs aux tempg$ ett+1

L’expression générale du prédicteur est :
Xt (I ) = lejgﬁl—j
]:
ce qui permet d’écrire :

)Zt (I +1) = zwj£t+l—j+1

j=1+1

>2t+1(I ) - le//jgtﬂ—jﬂ
j=

= Xtﬂ(l)_ )A(t (l +1):Z‘//15t+|—j+1 - Z‘/’jgm—jﬂ
j=l j=l+1
:l/llgtﬂ
donc :

Xt (1) = X (1 +D) + 4,6, (5.1)

d’'apres cette derniere relation on a besoin dealaw de ¢, et les poids de la forme du

processus en fonction de bruit blanc.
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V.1.2- Calcul de la valeur du bruit a I'instantt +1

L’erreur du prédicteur a I'horizoh est :

etpour | =1/g(1)=¢,, donc g, =X

V.1.3- Calcul des poids

Dans la mise a jour des prévisions on utiksedoids de la forme linéaire du processus et

pour les calculer on a:
®(B) X, =O(B)¢,
X, = ﬁwjgt—j =W(B)¢,
= ®(B)W(B)¢, = O(B)¢,
= OB)WDB) =0(B).........cevvenen (2)

de la relation (1) et par égalisation des coeffitiele B'; j > 0 on trouve :
Y =Pt +@ ol pg — 6] < p+d-10q(g, =00 >~ q)

etlﬂ,- :¢1lﬂ,-_l+ .................. +¢p+dwj—p—d /J — p+d -10q

donc par récurrences on calcule les poids I'un aprés l'autre.

de la relation (5.1) dés queX,,, est disponible on peut mettre I'estimateur a jour.

t+1
Remarque: Dans le cas ou on a pré visionné fpsm.; j=5...... ;L} on ne peut maitre a

jour que |e$xt+,.; 1=5...... ;L—]} prévisions, mais on ce qui concerr)éﬂ(l) on le
détermine a partir de I'équation différentielle.
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V.2- Exemple d’application

V.2.1- Mise au point du programme de calcul dgsrévisions

Comme il a été présenté dans les chapieesedmémoire pour avoir les prévisions
utilisant les modeles ARIMA (La méthode de Boxkias) on est censé de suivre plusieurs
étapes qui nécessitent des calcules parfois lordjfficile, afin d’éviter cela on a constitué
utilisant le langage R un programme informatiquangard qui calculs les prévisions

automatiqguement une fois qu’on lui donne 'ordredd&rentiation d ).

R est un langage et environnement pourltikat graphiques statistiques. Il s'agit d'un
Projet GNU qui est semblable au langage S et deilmnement qui a été développé chez
Bell Laboratoires (anciennement AT & T, désormaigcént Technologies) par John
Chambers et ses collegues. R peut étre considémdeane application difféerente de S. Il y
a quelgues différences importantes, mais trop dee cécrit pour S s'exécute sans

modification conformément a la régle

R offre une grande variété de statistiqueedglisation linéaire et non linéaire, tests
statistiques classiques, analyse de séries chigiqakes, la classification, le regroupement,
...) et techniques graphiques et il est tres edibnd e langage S est souvent le véhicule de
choix pour la recherche dans la méthodologie siglis et R offre une voie Open Source

pour la participation a cette activité.

Une des forces de R est la facilité avec dddgubien concue, a la publication des
parcelles de qualité peuvent étre produites, y c@rips symboles mathématiques et les
formules si nécessaire. Un grand soin a été prishemge par défaut pour les choix de

conception en images de mineurs, mais I'utilisatenserve le contréle intégral.

R est disponible comme logiciel libre soes termes de la Free Software Fondations
GNU General Public License sous forme de code sourcompile et fonctionne sur une
large variété de plates-formes UNIX et des systesmedlaires (y compris Free BSD et

Linux), Windows et MacOs.

71



L'environnement R

R est une suite intégrée de services logipels la manipulation des données, le calcul et

I'affichage graphique. Il comprend

une gestion efficace des données et de stockage,

+ une suite d'opérateurs pour les calculs sur le¢edak, dans des matrices

particulieres,

« un vaste et cohérent, collection d'outils intégoésir I'analyse intermédiaire des

données,
« graphique installations d'analyse de données iehaffsoit I'écran ou sur papier, et

« bien développé, le langage de programmation siraplefficace qui comprend les
conditionnels, boucles, définie par l'utilisate@sdonctions récursives et d'entrée et

des installations de production.

Le terme "environnement" est destinée a lecté@riger comme un entierement planifié et
cohérent, plutbt qu'une accumulation progressivatit tres spécifiques et rigides, comme

c'est souvent le cas pour les logiciels d'autresmées d'analyse.

R, comme S, est congu autour d'un langage irgoagore vrai, et il permet aux utilisateurs
d'ajouter des fonctionnalités supplémentaires dmidgéant de nouvelles fonctions. Une
grande partie du systéme est lui-méme écrit damalecte R de S, ce qui le rend facile
pour les utilisateurs de suivre les choix algoritiunes effectués. Pour les taches de calcul
intensif, C, C + + et Fortran peuvent étre liésygbelés lors de I'exécution. Les utilisateurs

avances peuvent écrire du code C pour manipuleoljets R directement.

Beaucoup d'utilisateurs pensent de R commenagstie statistique. Nous préférons penser
de celui-ci d'un environnement dans lequel lesrtegles statistiques sont mises en ceuvre.
R peut étre étendu (facilement) par l'intermédiaedorfaits. Il ya environ huit paquets
fournis avec la distribution de R et beaucoup désusont disponibles a travers la famille

CRAN de sites Internet couvrant un éventail tregdale la statistique moderne.
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R Latex a son propre format semblable a la decuation, qui est utilisée pour fournir

une documentation compléte, tant en ligne danstmio nombre de formats et sur papier.

Dans notre travail I'avantage de ce logicielastl contient quelques fonctions prédéfinit
comme la fonctiorarimal pour estimer les coefficients du modele et la fiomcdiff qui
calcule les difféerences d’ordre un (1) pour le pssus, utilisant ces fonctions et quelque

d’autre on a construit un programme qui calculguiesuit :
1 .Les ordres du processysq
2 .Les différences d’ordre @{d)

3 .Les coefficients du processus ARMA ). arimal

4 .Les résidus du modéle considérdt( )
5 .Les prévisions des différences d’ontinezed( )
6 .Les prévisions de processus origimad.X( )
7 .Les poids de la forme de processus en fondisrbruits blanpids.arma( )
8 .La mise a jour pour les prévisions des difiées. mise.a.jour( )
9 .La mise a jour pour les prévisions du processiginal.pred.Xj( )
10. Les erreurs de prédictions pour le processgmat. erreur.pred( )

Remarque: Le programme est dans I'annexe
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V.2.2- Application numérique

Pour I'application numérique on a choisit commaeséhronologique le DOW-JONES

qui est un indice boursier Américain.
Tableau de données :

Le tableau de données ci-dessus présente la varidi DOW-JONES dés janvier 1999

jusqu'a septembre 2009.

Janvier 1999 100,00 Mai 2001 117,85
Février 1999 99,82 Juin 2001 115,31
Mars 1999 104,45 juillet 2001 111,91
Avril 1999 111,54 Aolt 2001 110,46
Mai 1999 116,09 Septembre 2001 98,53
Juin 1999 114,63 Octobre 2001 98,75
Juillet 1999 118,40 Novembre 2001 104,17
Aodt 1999 117,11 Décembre 2001 106,90
Septembre 1999 114,92 Janvier 2002 106,25
Octobre 1999 111,34 Février 2002 105,93
Novembre 1999 115,86 Mars 2002 112,41
Décembre 1999 120,51 Avril 2002 108,86
Janvier 2000 121,04 Mai 2002 107,96
Février 2000 112,73 Juin 2002 101,66
Mars 2000 112,27 Juillet 2002 92,48
Avril 2000 117,15 Aolt 2002 93,01
Mai 2000 113,18 Septembre 2002 87,65
Juin 2000 113,33 Octobre 2002 86,19
Juillet 2000 114,14 Novembre 2002 92,53
Aodt 2000 117,96 Décembre 2002 91,28
Septembre 2000 117,60 Janvier 2003 90,75
Octobre 2000 111,81 Février 2003 84,77
Novembre 2000 114,10 Mars 2003 85,44
Décembre 2000 114,07 Avril 2003 89,23
Janvier 2001 114,38 Mai 2003 92,34
Février 2001 115,40 Juin 2003 97,43
Mars 2001 107,96 Juillet 2003 98,00
Avril 2001 109,55 Aolt 2003 99,43
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Septembre 2003 101,62 Octobre 2006 128,12
Octobre 2003 103,69 Novembre 2006 130,56
Novembre 2003 104,55 Décembre 2006 132,54
Décembre 2003 108,51 Janvier 2007 133,98
Janvier 2004 112,86 Février 2007 135,35
Février 2004 113,55 Mars 2007 131,39
Mars 2004 110,56 Avril 2007 136,49
Avril 2004 111,58 Mai 2007 143,63
Mai 2004 108,04 Juin 2007 144,36
Juin 2004 111,02 Juillet 2007 146,43
Juillet 2004 108,78 Aolt 2007 141,79
Aolt 2004 107,44 Septembre 2007 145,08
Septembre 2004 109,31 Octobre 2007 148,87
Octobre 2004 107,11 Novembre 2007 141,17
Novembre 2004 111,55 Décembre 2007 143,65
Décembre 2004 114,37 Janvier 2008 134,41
Janvier 2005 112,88 Février 2008 132,97
Février 2005 114,88 Mars 2008 130,67
Mars 2005 114,29 Avril 2008 135,54
Avril 2005 110,12 Mai 2008 137,05
Mai 2005 111,21 Juin 2008 (r) 129,12
Juin 2005 112,30 Juillet 2008 121,24
Juillet 2005 112,81 Aolt 2008 123,48
Aolt 2005 113,03 Septembre 2008 119,23
Septembre 2005 112,75 Octobre 2008 98,28
Octobre 2005 110,57 Novembre 2008 92,31
Novembre 2005 114,64 Décembre 2008 91,99
Décembre 2005 115,98 Janvier 2009 90,05
Janvier 2006 116,40 Février 2009 82,44
Février 2006 117,57 Mars 2009 77,49
Mars 2006 119,35 Avril 2009 85,63
Avril 2006 120,26 Mai 2009 89,88
Mai 2006 121,35 Juin 2009 92,02
Juin 2006 117,78 Juillet 2009 92,95
Juillet 2006 118,25 Ao(t 2009 100,40
Aolt 2006 120,56 Septembre 2009 101,48
Septembre 2006 123,48
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On sait que le processus ARIMA fournit une bongrésentation pour n'importe quel
processus stationnaire ou de différence statioepalonc avant de choisir le modéle

ARIMA on doit d’abord voir s’il est stationnaire qas.

Présentation graphique de la trajectoire des darées brutes :

o 20 40 60 80 100 120

Commentaire: a partir de la représentation graphique des é@esrbrutes il se voit
clairement que le processus n'est pas stationnpoar cela on calcule les différences
d’'ordre 1.

Tableau de données

t & t &

1 -0,18 13 -8,31
2 4,63 14 -0,46
3 7,09 15 4,88
4 4,55 16 -3,97
5 -1,46 17 0,15
6 3,77 18 0,81
7 -1,29 19 3,82
8 -2,19 20 -0,36
9 -3,58 21 -5,79
10 4,52 22 2,29
11 4,65 23 -0,03
12 0,53 24 0,31
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25 1,02 58 0,86
26 -7,44 59 3,96
27 1,59 60 4,35
28 8,3 61 0,69
29 -2,54 62 -2,99
30 -3,4 63 1,02
31 -1,45 64 -3,54
32 -11,93 65 2,98
33 0,22 66 -2,24
34 5,42 67 -1,34
35 2,73 68 1,87
36 -0,65 69 2.2
37 -0,32 70 4,44
38 6,48 71 2,82
39 -3,55 72 -1,49
40 -0,9 73 2
41 -6,3 74 -0,59
42 -9,18 75 4,17
43 0,53 76 1,09
44 -5,36 77 1,09
45 -1,46 78 0,51
46 6,34 79 0,22
47 -1,25 80 -0,28
48 -0,53 81 -2,18
49 -5,98 82 4,07
50 0,67 83 1,34
51 3,79 84 0,42
52 3,11 85 1,17
53 5,09 86 1,78
54 0,57 87 0,91
55 1,43 88 1,09
56 2,19 89 -3,57
57 2,07 90 0,47
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91 2,31 109 4,87
92 2,92 110 1,51
93 4,64 111 -7,93
94 2,44 112 -7,88
95 1,98 113 2,24
96 1,44 114 -4,25
97 1,37 115 -20,95
98 -3,96 116 -5,97
99 5,1 117 -0,32
100 7,14 118 -1,94
101 0,73 119 -7,61
102 2,07 120 -4,95
103 -4,64 121 8,14
104 -7, 7 122 4,25
105 2,48 123 2,14
106 -9,24 124 0,93
107 -1,44 125 7,45
108 -2,3 126 1,08

Présentation graphique de la trajectoire desiftérences d’ordre un (1) :

2 O 15 0 5
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Commentaire: d’apres la Présentation graphique de trajectiedifférences d’ordre un
a part une seul volatilité on observe une statinot@adonc on peut représenter le DOW-

JONES par le modéle ARIMA(p,1,q) qui prend la forme

1-¢B)-B)X, = (+6B);,

- L-gB)Y, = 1+6B)s (avedy, = L-B)X,)

< Yt = eqt—l t& Tt Hl‘gt—l

Calcul des coefficients du processus ARMAYL, Q)

Pour le calcul des coefficients de modéle tilise la fonction arimal avec laquelle on’ a

la possibilité d’utiliser deux méthodes d’estimataes parametres qui sont :
1. La méthode de maximum de vraisemblance par la comena

arimal(Q(d),order=c(p,0,q),method = ¢("MC"))

Pour notre tableau de données les coefficientsatiela sont :

@ =-0.7806etf = 0.9831

2. La méthode des moindres carrées par la commande :

arima0(Q(d),order=c(p,0,q),method = ¢("CSS"))
Pour notre tableau de données les coefficients de modéle sont :

@ =-0.8096et 4, =0.9667
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Calcul des erreurs de modéle (bruits)

Utilisant la fonctiorbrit( ) définit dans le programme on trouve les résidagement dit

les erreurs de modéle par rapport a la série clogimue (DOW-JONES)

Dans notre tableau de données (Tablesdifférences) on a 126 observations ce qui

résulte 126 erreurs, dans le tableau suivant grésente que les 20 derniéres.

A

Erreurs de modéle utilisant®,,_,0, _ :
t & t & t &
107 6.73313 113 21.42926 120 6.14341
108 -0.96094 114 -27.37414 121 -12.45947
109 -14.54472 115 22.28386 122 14.02447
110 14.62875 116 -32.1721 123 -13.31544
111 -23.9227 117 5.995695 124 21.60252
112 26.8313 118 -9.556975 125 -16.51341
113 -26.291 119 -14.49452 126 25.1467|1L
Erreurs de modéle utilisant® .0, :
t & t & t &
107 -4.788251 113 18.954873 120 6.148551
108 -10.54357 114 -25.33536 121 -12.50891
109 10.861087 115 20.95627¢ 122 14.4966B3
110 -20.19024 116 -31.00294 123 -13.86544
111 23.594461 117 5.30687 124 22.1250%9
112 -23.4806 118 -8.854707 125 -17.50299
113 18.954873 119 -14.24944 126 26.3273P1
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Calcul des prévisions :

Pour le calcul numérique des prévisions olisatla fonction pred( ) pour le processus de

différences etpred.X() pour le processus original.

On ce qui concerne la formule mathématiquéadenction de prévision des différences

d’ordre un (1) elle est donnée par :
Y (D) =—0.7950¢, +0.9954%,
Y (1) =-0.7950 (1 -1);01 = 2

A partir des predictions du processifs et de la relationX, =Y - X _ qui est

équivalente &, = X, — X _, on calcule les prédictions de processUgitilisant la relation :
X, =Y.+ X,
X () =Y, (i) + X, (i-1) Oi=2

par l'utilisation des deux fonctions mentionnéesl@ssus on obtient le tableau suivant :

Tableau des prévisions des différences d’ordreny1) et de DOW JONES

1\ Utilisant @, 0, .
L’horizon de prédiction (1) ¥(Les différences d'orde 1 du X(DOW JONES)
processus X)

1 -16.71713 83.68287
2 13.533709 97.21658
3 -10.9565 86.26008
4 8.870069 95.13015
5 -7.180954 87.94919
6 5.813494 93.76269
7 -4.706438 89.05625
8 3.810197 92.86645
9 -3.084626 89.78182
10 2.497225 92.27904
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2\ Utilisant ®

MV !

A

C

MV

Y(Les différences d’ordre 1

L’horizon de prédiction (1) du processus X) X(DOW JONES)
1 -17.93277 82.46723
2 13.99872 96.46595
3 -10.92771 85.53824
4 8.5304173 94.06866
5 -6.659034 87.40962
6 5.1981911 92.60781
7 -4.057824 88.54999
8 3.1676282 91.71762
9 -2.472721 89.24489
10 1.9302616 91.17516

Calcul des poids :Pour la mise a jour des prévisions une on fois gwen est une

nouvelle donnée nécessite les poids de la formseatalu modele, on obtient les poids

utilisant la fonctiorpoids.arma( ) définit dans le programme et on trouve :

1\ Utilisant &, _,0, .
I Le poids ¢, I Le poids ¢,
1 -1.7763145 6 0.2815338
2 0.6554057 7 -0.227922
3 -0.5305976 8 0.1845189
4 0.4295566 9 -0.149381
5 -0.3477567 10 0.1209347
2\ Utilisant @, ,0,
| Le poids ¢, | Le poids ¢,
1 -1.763699 6 0.2262799
2 0.6093713 7 -0.176639
3 -0.475689 8 0.1378884
4 0.3713333 9 -0.107639
5 -0.289871 10 0.0840253
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Mise a jour de prédicteur

Dans le calcul numérique on utilise les fooes mise.ajour( ) pour calculer les mises a
jour des prévisions pour les différences ptdXj( ) pour calculer les mises a jour des

prévisions de processus original.

On ce qui concerne la formule mathématiquiésetidans la mise a jour des prévisions

on a les deux relations suivantes :

XD D o TR )
et

Xea() = X (1 +D +, 6. Q)

L’application des deux fonctions précédentes.{jour(l), pred.Xj(l)) pourl=15

nous donne les tableaux suivants :

1\ Utilisant @, .,©,,
Y(Les différences d'ordre 1
L'horizon de prédiction (1) X(DOW JONES)
du processus X)
1 12.093924 113.5739
2 -10.26959 103.3043
3 8.016673 111.321
4 -6.257994 105.063
5 4.88513 109.9481
6 -3.813442 106.1347
7 2.976858 109.1116
8 -2.323802 106.7878
9 1.814012 108.6018
10 -1.416058 107.1857
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2\ Utilisant ®

A

C

MV T MV

Y(Les différences d'ordre 1

L'horizon de prédiction (1) X(DOW JONES)
du processus X)
1 11.615289 113.0953
2 -10.24866 102.8466
3 8.297024 111.1436
4 -6.717032 104.4266
5 5.437917 109.8645
6 -4.402381 106.1347
I 3.564041 105.4622
8 -2.885346 109.0262
9 2.335893 106.1408
10 -1.891072 108.4767

L’évolution de I'erreur du prédicteur

A

1\ Utilisant @, 0, .
L'horizon | Lerreur &)

1 1.429557
2 1.71109

3 1.895609
4 2.016544
5 2.095805
6 2.147754
7 2.181801
8 2.204116
9 2.218741
10 2.228326
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A

2\ Utilisant @ ,,,0,
L'horizon | Lerreur g(1)

1 4.110636
2 4.481969
3 4.708249
4 4.846137
5 4.930162
6 4.981365
7 5.012566
8 5.03158

9 5.043166
10 5.050226
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ANNEXE

Programme de calcul

DOW-<- ¢(100.00,99.82,104.45,111.54,116.09,114.634001117.11,114.92,

111.34,115.86,120.51,121.04,112.73,112.27,117.35181113.33,114.14,117.96,117.60,11
1.81,114.10,114.07,114.38,115.40,107.96,109.558511715.31,111.91,110.46,98.53,98.75,
104.17,106.90,106.25,105.93,112.41,108.86,107.266(02.48,93.01,87.6,86.19,92.53,91
.28,90.75,84.77,85.44,89.23,92.34,97.43,98.00,9804362,103.69,104.54,108.51,112.86,1
13.55,110.56,111.58,108.04,111.02,108.78,107.44310807.11,111.55,114.37,112.88,114
.88,114.29,110.12,111.21,112.30,112.81,113.03,5]P10.57,114.64,115.98,116.40,117.5
7,119.35,120.26,121.35,117.78,118.25,120.56,1213881 2,130.56,132.54,133.98,135.35,
131.39,136.49,143.63,144.36,146.43,141.79,145.8681441.17,143.65,134.41,132.97,13
0.67,135.54,137.05,129.12,121.24,123.48,119.2319213€9,90.05,82.44,77.49,85.63,89.8

8,92.02,92.95,100.40,101.48)

d<-1

0=function(i){

if(d==0){

A<-DOW

A}

else{

A<-DOW][1:length(DOW)-1]
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re=rep(1:i)

for(i in 1:)A=diff(A)

A}

A}

D<-Q(d)

p<-1

q<-1

model<-arimaO(D,order=c(p,0,q),method = c("ML"))

z<-model$coef

ar.coef=z[1:p]

ma.coef=function(s){

re=rep(1,s)

for(i in 1:s)refi]=z[p+i]

re}

a=function(t){
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re=rep(1,p)

if (t>p)

for(i in 1:p) re[i]=D[t-i]

re}

bruit=function(n){

re=rep(1,n)

for(i in 1:p)re[i]=0

for(i in p+1:n){

g=function(i){

if(i<p+2){

I<-g-i+1

a<-data.frame(0,1:)[,1]

b<-c(re[1:i-1])

f<-c(a,b)

f}

else{
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s<-i-1

if(i<q){

b<-c(re[1:s])

ac<-g-i+1

a<-data.frame(0,1:ac)[,1]

f<-c(b,a)

f}

else{

t<-i-q

f<-c(re[t:s])

f}

f}

f}

k=function(i){

if (i<q+1){

b<-c(re[1:i])

s<-g-i+1
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a<-data.frame(0,1:s)

if (i==1){

f<-as.matrix(data.frame(c(t(a[1]))))

f}

if (i>1)(

b<-c(re[1:i-1])

f<-as.matrix(data.frame(c(t(a[1]),b)))

f}

if(i==q+1){

f<-as.matrix(data.frame(c(re[1:q])))

if(i>q+1){

a<-as.matrix(data.frame(c(re[i-q+1:i-1])))

f<-a[l:q]

f}

f}



I<-p-q

if(1<0){

re[i]=re[i]=D[i]-(z[1:p]%*%a(i-1)+ma.coef(q)%*%g(i)

re}

else{

re[i]=re[i]=D[i]-(z[1:p]%*%a(i-1)+ma.coef(q)%*%ok(i)

pred=function(1){

pr=rep(1,l)

al<-length(D)-1

a2<-length(D)-q

pr[1]=z[1:p]%*%a(length(D))+ma.coef(q)%*%bruit(ar?:al]

kf=function(i){

if(i-p<0){

91



a3<-i-1

s<-a(length(D)+1)[p:1]

pr=z[1:a3]%*%pr[a3:1]+z[p:i]%*%s[i:p]

pr}

else{

if(i-p==0){

a3<-i-1

ad<-p-i+1

pr=z[1:a3]%*%pr[a3:1]+z[p]%*%a(length(D)+1)[1]

pr}

else{

if(i-p>0){

a3<-i-1

a8<-i-p

pr=z[1:p]%*%pr[a3:a8]

pr}
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pr}

pr}

kg=function(i}{

if (g-i > 0){

a9<-length(DOW)+i-q

al0<-length(D)-p

al2<-length(D)

all<-length(D)-q+i

pr=ma.coef(q)[i:q]%*%bruit(al0)[all:al?]

pr}

else{

if (q-i==0){

ab<-p+q

a9<-length(D)+i-q

pr=ma.coef(q)[q]*bruit(a9)[a9]

pr}

else{
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if (g-i < 0){

pr=0

pr}

pr}

for(i in 2:1){

priil=kg(i)+ki())

pr}

pr}

pred.X=function(l){

s=rep(1,l)

if(d==1){

s[1]=pred(D)[1]+DOW][length(DOW)-1]

for(i in 2:1){

h<-i-1
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s[i]=pred()i]+s[h]

s}

s}

else{

if(d==2){

s[1]=pred())[1]+2*DOW][length(DOW)-1]-DOW][length(DOW2]

s[2]=pred(l)[2]+2*s[1]-DOW[length(DOW)-1]

for(i in 3:1){

h<-i-1

f<-i-2

s[i]=pred()[i]+2*s[h]-sf]

poids.ar=function(l){

re=rep(1,l)
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re[1]=z[1]

for(i in 2:1){

if(i<p){

v<-c(re[i-1:1],1)

re[i]=z[1:i]%*%v

re}

else{

if(i==p)}

v<-c(re[i-1:1],1)

re[i]=z[1:i]%*%v

re}

else{

if(i>p){

n<-i-p

m<-i-1

re[i]=z[1:p]%*%re[m:n]

re}



poids.arma=function(I){

poids=rep(1:l)

r<-ma.coef(q)

if(q==0)

for(i in 1:1){

poids[i]=poids.ar(l)[i]

poids}

poids}

else{

if(q!=0){

for(i in 1:1){

if(i<q){
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poids[i]=poids.ar()[i]-r[i]

else{

if(i==q){

poids[i]=poids.ar(l)[i]-r[i]

else{

if(i>q){

poids[i]=poids.ar(l)[i]

poids}

poids}

poids}

mise.a.jour=function(l){
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ar=rep(1,l)

a<-DOW/[length(DOW)]-DOW/[length(DOW)-1]

for(i in 2:1){

S<-i-1

arfi]=pred(D[i]+(a*poids.arma()[S])

ar}

ar[2:1}

pred. X.j=function(l){

s=rep(1,l)

if(d==1){

s[1]=mise.a.jour(l)[1]+DOW][length(DOW)]

for(i in 2:1){

h<-i-1

s[il=mise.a.jour(l)[i]+s[h]

s}

s}
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else{

if(d==2){

s[1]=mise.a.jour([1]+2*DOW[length(DOW)-1]-DOW[legth(DOW)-2]

s[2]=mise.a.jour()[2]+2*s[1]-DOW][length(DOW)-1]

for(i in 3:1){

h<-i-1

f<-i-2

s[i]=mise.a.jour(D)[i]+2*s[h]-s[{]

s[L:1-1]}

s.c.p=function(l){

re=rep(1,l)

re[1]=1
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for(i in 2:1){

h<-i-1
re[i]=re[h]+(poids.arma(l)[i])*2
re}

re}

erreur.pred<-(length(D)/(length(D)-1)*var(bruit(127)[1:length]]))*(s.c.p(10))
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Conclusion

La présente étude nous a permis de développemntietisenent,
la prévision des modéles stochastiques par deggsos auto-régressifs (AR,
MA, ARMA, ARIMA), ce qui nous a amené a de résudtéteaucoup plus
élaborés et accessibles que ceux obtenus déjecdatimmaine en conjuguant,
bien entendu, simplicité et rigueur mathématique.

Ceci découle, entre autres, de la mise au poirmt ghegramme,
de calcul efficace et performant.

Ainsi I'importance de la présente étude se trouuestrée au
chapitre V par la mise a jour des previsions etexemple d’application
numéerique.

Par ailleurs, ce travail ne prétend pard’ une fin en soi, mais
ouvre des perspectives remarquables sur la reahéutlre dans ce domaine,
notamment, dans le cas des processus stochastigudiséaires.
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