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Introduction

L’étude des nombres premiers est du domaine dehé&orie Analytique des
Nombres. Cette théorie a passionné les scientdgigeeuis des siécles. Nous ne
considérons ici que les cas particuliers des Sdaaswombres.

Euler a montré en 1749 que la série des inversesndmbres premiers est
divergente :

> p*=loglogeo.
La série des puissances réeEsrr, r réel; est transformée en produit

n=1

> =[(-pr)

n=1 p
p parcourt 'ensemble des nombres premiers.
Avec la factorisationn = p gz... @& , p; premier, |;> 1.
Bernhard Riemann, dans son mémoire [15] , en 1989r |e " nombre des
nombres premiers inférieurs a une valeur donnéesl didée de plonger ces
nombres dans le corps des nombres complexes
-1 .
J(s)=> = [] (1— p‘s) ,s=o+ itdC.
n=1 p
Cette fonction{(s) de la variable complexe s est devenue : Fandigta de

Riemann.
Riemann a calculé quelques zéros et a conjectgdoqyis les zéros non triviaux

eulérien :

de { (s)se trouvent sur la ligne critiques = % du plan complexe.

Cette conjecture a été incluse par Hilbert au Gamgmondial des
Mathématiques de Paris en 1900, dans la liste mddgmes de Mathématiques
non résolus.

Depuis, dans tous les centres de recherches figees des équipes étudient
cette fonction Zéta et ses applications. S'’il esupé qu’il y a une infinité de
zéros sur la ligne critique, il n'est pas prouvéilguiy ait pas de zéros non
triviaux ailleurs.

Dans ma these il y a 4 chapitres.

Dans le chapitre | jai rappelé les propriétés desctions d’'une variable
complexe, de la fonction Gamnigs) et des séries de Dirichlet.



Le chapitre Il est consacré a la fonction Zéta deriann, série infinie, produit
eulérien, convergence, relations avec la fonctimm@®a et les nombres de

Bernoulli ; jai indiqué les zéros triviaus=2n pour les entiers négatifs et
des valeurs particulieréqn). Nous avons établi une équation fonctionnelle de

Z(n).

Le chapitre 11l est réservé a la localisation dé®g non triviaux dé (s). Gram
et Brendt ont laissé des listes de zéros ; noussaétudié les fonctiordf ¢ (s)
etd'/Z(s).

Dans le chapitre IV, nous avons examiné quelquesicagions de la fonction
Zeta de Riemann : fonction zéta de Dedekiﬁg(s) liee aux corps de nombres

K, fonction Zéta d’Epstein Z (am2 + bmnt+ cﬁ)_S pour a,b,cl]R tels
(n,m)%(0,0)

que:a>0 et b’ -4ac< 0, sériesL(E,s) de Dirichlet-Hasse de Courbes

Elliptiques.



CHAPITRE | : FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

1. Nombres complexes.

Selon Godment (Algébre ¥ Ed. Herman-Paris), un nombre d est un carré
dans le corpR des nombres réels si et seulemedt=D. Il en résulte que
I’équation algébrique :

X?=-1,d=-1 (1)
N’admet pas de solution réelle.
Elle admet 2 solutions qui ne sont pas réellesuesont notées et —i, ce
sont des nombres imaginaires = des nombres conglexe

Définition 1.
1) L'unité complexe est le nombyreon réel, de carié = -1.
2) Un nombre complexe est de la forme :

Z= X+1y, x ety réels, (2)
3) L’ensemble des nombres complexes esinms commutatif,
C={z=x+i} =R+ R . 3)
Citons quelques propriétés des nombres complexes.
Le conjugué de est—i ; le conjugué de = x+ iy estz = x— iy, 4)
La conjugaison du corpE des nombres complexes est la fonction :
f:C - C devaleur f (x+iy) = x—iy, (5)
La norme d’'un nombre complexe= x+ iy est égale a :
N(2)=zz= %+ ¥, (6)
Un nombre imaginaire pur est égal a :
z=1ly, partie réellx=0, (7)
L'inverse dez = x+ iy est le nombre complexe :
1 X .Y
—= =i : 8
TRV R+ y (8)

Tout nombre complex& = X+ Iy admet une représentation géometrique dans le
plan complexe Oxy par un polt=(X, y) :



CHAPITRE | : FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

}? G Fi—’ (14)’} ?pré;‘ent@
L=%+LY -

L]

Ox est I'axe des réels , Oy est I'axe des imagasair
z est I'affixe du pointP = (x, y) , 'angle orienté(Ox, OP) =@ est 'argument

de z, @modulo 277 ; la longueur arithmétiqueé =OP est le module de z,
r=0.



CHAPITRE | : FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

Il en résulte la formule trigonométrique :
z=r(cosg+i sing) , (10)
Et la formule de Moivre :
(cosg+i sig)" = cognd)+i sifngd).  (11)

Définition 2.
1) le corpsC des nombres complexes est algébriquement clos :
tout polyndmé (X ) de degrén=1 de I'anneauC[X| admet un

zéro danfk.
2) le corp&est la cléture algébrique dr.

2. Fonctions holomorphes — fonctions méromorphes.

Définition3.
Une fonction d’'une variable complexe est une fonct
f:DOC - C , D=domaine,

de valeurf (z)=u(x y)+ iU X Y= u+ i
Alors f(z)=u-ivetf(z) f(2)= U+ V.

Exemples :
Pourz = x+ iy.

1 —
1) f( ):E— u+ iv ; alorsu = Y etv=— +yy2.
2)f (z)=Z = u+ iv; alorsu = X - y* etv = 2xy.
3)f(z)= az+ b , aveccz+ d#0, a,b,c,d réels,
cz+d’
acl X+ y)+( ad+ b¢ ¥ ac
alors u = ( y2) (2 () §/etv: (ad+2bc)y :
(ex+d) + 2y (ex+d) + 2y
Définition 4.

1) Une fonctiorf : D — C,D U C , est continue en un poiaj de D
si elle satisfait :



CHAPITRE | : FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

lim (z+h)= f(3).
2) f est dérivable en un poizj de D si elle satisfait :
lim

f(z+h)-f(z)
h-0 h

Alors| =df /dz= f'( z) =dérivée de f en,.

3) f est dérivable sur le domaine complexe D & eé#it dérivable en tout point
de D.

=nombre complexe |,

Les conditions de dérivabilité d’'une fonctidr( z) sont précisées par la :

Proposition 1.
Soit une fonctionf : D - C,D O C, d’'une variable complexe z,

f(z)=u(x y+iu % y= ur i
Alors f(z) est dérivable surD si elle satisfait le systeme des dérivées
partielles : U /ox=0V/dy et dU/dy =-0V/ox.

Preuve cf : Lang, serge : complexe analysiSEA. GTM-103(1985).
O
Exemple :

f(z)=7Z=utiv,u=x - yetv=2xy.
Alors les dérivées partielles sont :
0U /ox=2x,0U/dy =-2y,0V/dx=2y etdV/dy =2 Xx.

Définition 5.
Les conditions de dérivabilité dé(z) = u+ iv sont les conditions de Cauchy-
Riemann.

Proposition 2.
Soient 2 fonctions dérivabled ,g:D - C, DOC.

1) la dérivée de la somme est égale a :
(f+g)=f+g';

2) la dérivée du produit est égale a :
(f9)'= "9+ fg"



CHAPITRE | : FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

3) la dérivée du quotientf /g, g(z) %0 est égale a:

(f/0)'=(f'9-f9)/ & ;

Preuve :
On utilise les formules des dérivées des fonctiéeties.
O
Définition 6.
1) un domaine D de est connexe s'il n'est pas réunion de deux ouverts
disjoints.
2) un domaine D d€ est connexe par arcs si 2 points M et | de D
peuvent étre joints par une ligne continue.

Il'y a 2 types de développement en séries infigié (&) : un développement en
série entiere et un développement en série de haure
Définition 7.

Une fonction holomorphe en a est une fonctibr{z) qui admet un
développement en série entiére de la forme :

f(z)=a+a(z 3+.+ a( = §+.. ,a0C.

Définition 8.
Une fonction méromorphe est une fonctib(wz) qui admet un développement
en série de Laurent de la forme :
f(z)=of z)/( z- 3 ,nz1; g(2)=série entiere.
a est un pole d&(z) d’ordre n.

Alors :
I TC I LC IR U CT LY
() (z-a)"  p(z=3""  n (n+1)!( ) ’
_ n+k)(a)
NG

Avec g ) = dérivée d'ordred 20 deget k=—n,—n+1,...



CHAPITRE | : FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

Le coefficienta_, est le résidu de la fonctioh(z) au polez= a def (z).

Exemple :

z : A
f(z)= ~ ; cette fonction admet un pdle simple @¥1 et un
(z-1)(z+1)
pble double ea = -1.
Les résidus sont égaux a :
a_, =1/4 pour le pdlez=1eta , =-1/4 pour le pole = -1.

3. Fonction Gammar(s) complexe.

Définition 8.
La fonctionl'(s) d’'une variable complexe s est l'intégrale :

r(s)= _[exp(—x).f‘ld> ,s=o+itdC.
0

Elle satisfait la formule de Weierstrss :

r(s)= s‘lexp(—ys)g(l— ¢ r)fl exy{ 5 J, ol

n
y=lim (Z k™ -log n} est la constante d’Euler.
" U

Cf: Lang.

Proposition 3.
La fonction analytique I (s) satisfait les propriétés :

1)le résidu de (s) ens=-nest égal zﬁ—l)n/n! ,
2)M(s+1)=9(9,

3)r(n+1)=n!, pournz=0,

I (s)r (1~ s) = i/sinrrs, (Formule des compléments)

5) (s) r(1+§j = 272 (25, (Formule de Duplication)
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6)logl (s)=(s-1/2)logs- s ¥ 2log QT—T{X} Y2 d,

S+ X
(Formule de Stirling).

Preuve cf Lang.
O

Calcul de valeurs particuliéresdgs).
Avec la formule 3, nous trouvons :
I'(l) = I'(2) =1, I'(S) =2 ,I'(4) =6 ,I'(5) =24, I'(6) =120, etc...
Avec la formule 4, nous trouvons :
ry2=+vn,

La formule 6 de Stirling est liée au comportemeynaptotique de IE(S) :

im (5)/ ™+ exp(- 927 =1

Il existe une autre fonctidn, algébrique, liée au groupe spécial linéaire

SL(2;Z) des2x 2 matricesA:(a Zj ,a, b, c, MZ, dedet( A) = 1.

C

Définition 9. (Silverman)
Pour chaque entié =1 le groupeSL(2;Z) contient les sous groupes :

FO(N):{A:(‘: SJD SL(2;Z), c= 0mod N},

r.(N)={ADSL2;Z), c=0ete d=1mod W,

F(N):{AE[; ‘Dmodw},

Un sous groupe de congruence&‘d&{Z;Z)eSt un sous grouplke qui contient un
r(N) pour certain entieN >1.

4. Séries de Dirichlet.[1], [3]

Elles sont utilisées dans la Théorie Analytique Membres.

10



CHAPITRE | : FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

Définition 10.
Une série de Dirichlet est une série infinie
> f(n)n , s complexe,

nz1

f = fonction arithmétiquef : N" - C .

Proposition 4.
Si une série de Dirichlet > f(n)n™ converge pours= g ; alors elle

n=1

converge uniformément sur tout domaines 2 g, et [arg(s— s )| < a < 77/ 2.

Preuve cf [1], [3].
O
Pourf (n) =1, la série de Dirichlet est la fonction Zéta derRa@n :

¢(s)=2n".

n=1

Cette série converge pdRe(s)=o > 1.

Soient 2 séries de Dirichit f (n)net Y g(n)n™® qui convergent dans le
n=1 n=1

domaineg = g,.

Leur produit est précisé par la:

Définition 11.

Le produit de 2 séries de Dirichipt f (n)n et > g(n)n~°est la série de

Dirichlet " f (n) g(m)( nn) . : :

n,m=1

Dans ces séries de Dirichlétet g sont des fonctions arithmétiques. Ces
fonctions sont traitées dans plusieurs ouvrages :

« Introduction to Number Theory» de James .E. SHCEY, «An
introduction to The Theory of Numbers » de NIVENZ&ICKERMAN, etc...

Définition 12.
1) une fonction arithmétique est une fonctforN" - C,

11



CHAPITRE | : FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

2) f est multiplicative si f (n.m)= f(n) f( m pour n et m premiers

entre eux,
3) f est additive sif (n+m)= f(n)+ f( n).

Exemples :

1. la fonction arithmétique d’Eulerg(n) =nombre d’entier dl<d <n
premiersan: ¢(n)= > 1,

1<d<n(d,n=1

Elle prend les valeurs :
6(1)=¢(2)=1 ¢(3)=¢(4) =2 ¢(5) =4=¢(10....
Elle est multiplicative.

1. fonction T(n) = nombre de diviseurs positifs de n.

2. fonction J(n) = somme des diviseurs positifs de n.

3. fonction g, (n) = somme des puissances des diviseurs positifs de
n.
4. fonction de Mt‘)bius,u(n) :

#(n) =0 sin aun facteur carrér = a’n',

p(Y)=1etu(n)=(-1)" sin=pp...p, P premiers.
Cette fonction est multiplicative ; elle satisfiatrelation :
> u(d)=0 , poun>1.

d/n
Cette fonction satisfait la formule d’inversion Ei&bius :

SiF(n)=>_ f(d), d parcourt 'ensemble des diviseurs positifs dalors
d/n

f(n)= Y u(d) F(nd)

d/n

Dans I'ensemble des fonctions arithmétiques, larteéntroduit 'opération de
produit de Dirichlet (ou convolutionf [1g.

Définition 13.

Le produit de Dirichlet (ou convolution) de 2 foiocis arithmétiquesf (n) et
g(n) est la fonction arithmétiqueOg de valeur :

12



CHAPITRE | : FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

fog(n)=> f(d)g(nw d=> f(3db.

d/n ab=n
Ce produit est commutatiff: Jg = g f .

Etudiant le produit de 2 séries de Dirichlet.
Proposition 5.

Soit 2 séries de Dirichled_ f (n)n™et > g(n) n°qui convergent sur le
n=1 n=1

domaineo = g, ; alors leur produit de Dirichlet est égal a :

> f(n)g(m)(nm)* =Y O ) 7.

n,m>1 n=1

Preuve on applique la regle de multiplication de 2 séries
O

Exemple :

La fonction arithmétique de Von Mangoldt :

AN o C de valeur
A(n)=logp  sin= p*, puissance d’un nombre premger
etA(n)=0  sinon.

Cette fonction satisfait la relation :

> A(d)=logn,

d/n
Elle admet un produit de Dirichlet avec les fonai@rithmétiques :

u:N” - C ,u(n)=1,
A u =log.
Cette fonction satisfait la relation :
logClu =N\, p =fonction de Mobius.

13



CHAPITRE Il : FONCTION ZETA DE RIEMANN.

Tout entier naturel n admet une factorisation uajqu

n=pt@g:...q0 , p premiers. (1)
En 1749, Euler a prouvé que la série réelle infinie
S 1 :E+—1+...+—1+...,ppremier, (2)
p) 2 3 p
est divergente : S(E] =loglogeo . (3)
P

En 1800, Legendre, publie dans « Théorie des Nanbreine formule
empirique évaluant le nombre de nombres premidgsi@urs ou égaux a un
nombre réel x :

71(x) ~ x/ ( Alog x+ B), A et B constantes réelles.

En 1849, Gauss montre que la densité des nombeEwmigs p< X est
équivalent &/logx.
Vers 1859, dans son fameux mémoire « UBER DIE ANZAHER
PRIMAZAHLEN UNTERHALB EINER GEGEBENEN GRSSE », Bernhard
RIEMANN consacre 8 pages « Sur le nombre des nasimeamiers inférieurs a
une valeur donnée ».

La contribution décisive de Riemann est dansné&hode, c’est lui qui le

premier considere la fonction((s) :Z n° comme une fonction analytique
n=1

d’'une variable complexe s.
1. Développement en série et forme d’Euler.

La fonction Zéta de Riemann est la fonction comglex

J(s)=>.n*, s=o+itOC (1)
n=1
Cette série converge absolument sur le demiglaiRe(s) > 1.
N
Posons : {(s)=1+ 'Llfrl; ne, 2)

La fonction f (x) = x> admet des dérivées d'orde 1,
tM(x)=(-1)" s(s+1)..( s+ k-1 x, (3)
Avec la formule de la « somme d’Euler-Mac Lauremows obtenons,

14



CHAPITRE Il : FONCTION ZETA DE RIEMANN.

Z(s)= 1+I|m{jx der2(N*-4)-Y B £ 51) (s ) )

TSI O

ou lesB, sont les polyndmes de Bernoulli et [x] = parti¢giéne du nombre réel

X.
En passant a la Iimite (4) devient

Z()——+ +Z S(stl). (s 2

r=2 r
1 st
—Fs(s+1)...( St k—J)j B( x[ ¥ x* 4 (5)
' 1
Cette intégrale converge sur le demi ptas-1-Kk,, (6)
Il en résulte que((s) est une fonction méromorphe avec un péle simple en
s=1. (7)

La fonction{ (s) admet une forme de produit d'Euler,

J(s)=>.n" —|_|(— )_1 , pour o >1, (8)

nx1

(8) implique les formules

log{ (s) =ZZ;1/ mpg™, p premiers, 9)
¢'/<(s)= 22‘1'09 p o= Z/\(r) e (10)

ot A(n)= fonction arithmétique de Von Mangoldt.

2. Fonction Zéta et fonction Gamma.

Selon [20] il existe une autre représentation{des) liée a la fonctiof (s),

définition 8, chapitre 1.
En inversant I'ordre de sommation et d’intégratitams :

r(s)n® =T X rexp(-n¥ ds, (1)

15



CHAPITRE Il : FONCTION ZETA DE RIEMANN.

Nous obtenons la forme :

_ 1 +oo Xs—l
{(s)= 9 { = _1d><, pouro >1, (2)
r(i-s), z*

et {(s)= o _[Ce_zz_ldz (3)

sur un contour convenable C d’intégration.

La fonction {(s) est une fonction méromorphe qui admet une seule
singularité : un pdles =1 de résidu égal a 1.

3. Fonction Zéta et nombres de Bernoulli.

Les nombres de Bernoulli sont les coefficiedsdans le déeveloppement en
série infinie :
t t"
—=1+)> B — . (1)
e -1 = m
Une méthode de calcul dé&;, utilise le :

Théoreme 1.
Les nombres de Bernoulli satisfont la relation deécurrence :

L

Preuve Borevich-Théorie des Nombres.

O
Nous obtenons les nombré&s, de Bernoulli :
1 1 1 1 1 5
:—_;B :_;B:—_;B =— =B =—— =—
B 26“306428"43081066
691 3617
=— : =——— etc...
= 2730 B =g B 510
Théoreme 2.

1) tous les nombres de BernoullB, .., , m> 0, sont nuls ;
2) les nombres de BernoulliB,,,,, sont positifs ;

16



CHAPITRE Il : FONCTION ZETA DE RIEMANN.

3) les nombres de BernoulliB,, sont negatifs.

Preuve Borevich-Théorie des Nombres.
O
La relation (1) devient,

2m

t -t
1t 2+§Bz”‘(2m)!'

e_

Théoréme 3. (Von STAUD)
Soit un nombre premierp, un nombre impaire 2m et les nombres de

Bernoulli B,,. Alors
1) Si p—1 ne divise pag2m, alors B, est p—entier : il ne contient pas
p au dénominateur ;
2) Si p—1divise paZm, alorspB,,, =-1mod p.

Les nombres de Bernoulli sont liés & la fonctiotazg(s) par le
Théoreme 4.

Soit la fonction ¢ (s) et les nombres®,, , alors :
B, (27)™"
2 - 2m
<(2m)=== am)

Preuve avec le développement de la cotangente,

Jrzcotmrz= 7TZI+

2 71z

_1+Z 22

n>1Z _n

4. Equation fonctionnelle de la fonction Zéta.

Considérons la fonction eulérienne :

j exp(-%).X™" o, 1)

17



CHAPITRE Il : FONCTION ZETA DE RIEMANN.

et la formule de Ia fonction Zéta précédente :
{(s)= —+ +Z S(stl). (s 2
=2

—%s(s+1)(S+ Z)I B(x[ ¥ %° d, 2)

On utilise le développement des polynédmes de Bdlinou

o (x-D) = (0 22§ 3 2T

k=1, (3)

On utilise l'intégrale :

Ism X) X dx= sm?r(s) (4)

Les formules (2), (3), et (4) impliquent la relatio
2(s)=2(21)"r (1~ 9 sin%(( -9, (5)

C’est I'équation fonctionnelle de Riemannddies).

Appliquons la formule de duplication de Legendre :

r(s) r(1+§j = 22nr (29) (6)
Transformons (6) avec le changenight, 1- s:
r(%sjr(l——;j: >nr (1-s), @)
Appliquons (7) a I'équation fonctionnelle de Rieman
T @J (s)=r"er (LZSJ Z(1-9), 8)
Posons :
F(s)= ﬂ's/zl'(gJZ(s) , (9)
Cette fonctionF (s) satisfait la relation :
F(s)=F(1-9 ,s=0+it0C, (10)

C’est donc I'équation fonctionnelle de la fonctidéta sous une autre forme.

18



CHAPITRE Il : FONCTION ZETA DE RIEMANN.

Dans (9), les pbless=-2,-4,-6,..../ X ,. de F(gjsont neutralisés par les

zéros triviaux dé (s).
1

Pours=0,¢ (0)=-=.

Il en résulte que la fonction’n:(s) de (9) est une fonction méromorphe qui
admet des poles dii' brdre ens=0 ets=1.

19



CHAPITRE Il : LOCALISATION DES ZEROS.

La fonction Zéta admet des zéros triviaux détersyprécédemment :
s=-2,-4-6,..- X ,.
Il faut trouver les zéros= o + it pouro > 0.

1. Bande critique et ligne critique.

Nous commencons par déterminer le domaine du ptanplexe qui peut
contenir les zéros non triviaux d¢s).

Le produit eulérien :

J(s)= |_| (1— p's)_l , p premier, (1)

p
entraine( (s) # 0 dans le demi-plaRe(s) = o - 1,

Dans le demi-plaRe(s) =0 < G, I'équation fonctionnelle de (s) implique
{ (s) =0 pour les zéros triviaux d&(s).

Il en résulte le
Théoreme 1.

Les zéros non triviaux de/(s), sils existent, se trouvent dans le
domaine0 < Re(s) < 1.

O
D'aprés I'équation fonctionnell€ (s) ded (), si pest un zéro dé(s), alors

1- p est aussi un zéro, non trivial. La relatiévég) = ('s) implique :
Corollaire.
Les zéros non triviaux de/(s) sont symétrique par rapport &
laxeo =Re(s)=¥ Z
O
Définition 1.

1) la bande critigue associée a la fonction Zéta denRinn est le

domaind < Re(s) < 1.

2) La ligne critique relative a la fonction Zéta deeRiann est la droite
d’équationg =1/2 du plan complexe.

Pour montrer qu'il N’y a pas de zéros sur la dr@tel+ it nous utilisons la
relation :
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CHAPITRE Il : LOCALISATION DES ZEROS.

3+4cosc+ cos®= P 1 cof’ > (1)

Si s=1+it, est un zéro dé(s), la formule d’Euler implique :

Z(s) =exp[zp: jog( - p's)1]: exé 5 p:} ex@ G nj @

p,me1

avecC =m'si n= p", p premier, etc. =0 sinon.
On en déduit la valeur,

7 (o +it) exp( E{ch }— ex;échn"’ cosj, (3)

Il en résulte,

£ (0)¢ (o i)e (o 12 = Te (3 4con+ cosd)] . o

n=1

Cela implique la relation :

‘Z (o +it )Z(a+i2to)‘2e° =1, (5)

Il en resulte la relation :

(0= (o)) (¢ (e +it) (o -1) ¢ (o +i 2,) 2 (-9 ©)
Lorsqueg —» 1", le membre a gauche de (4) tend vers un nombre
fini ‘(Z'(1+it0))45(1+i 2,)
qui contredit 'hypothéses =1+ it, est un zéro de la fonctidgh(s).

Nous avons montré que la fonction Zéta n'admetdeazérosp =1+it et pas
de zérop =it . (7)

2. Calcul des premiers zéros de la fonction Zéta.

Les premieres informations numériques sur les zérosla ligne critique
o =1/2 ont été fournies par Gram en 1903.
Gram a utilisé la formule développée :

¢ (Y2+t) = k¥2(codt logk) - i sifft log))- r*?x

k<n

(cog(t logn) i sir(t log)) x
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CHAPITRE Il : LOCALISATION DES ZEROS.

+2nti 1 1+ A .
[” SR 4n'(AlBa+%Bs+---)}= SERY @
avecT:t2+]/4,A:%4r_lfti,A2:%2;8“,... (2)
T - 4K% - 4kti 34, a)

AT k(2 97
Gram a commencé par le calcul des 10 premiers z8resl/ 2+iy, .

y,=14,1347.., y,=21,0220.., )y,=25,0108..

y,=30,4248., y,=32,9350., ),=37,5861..

y, =40,9187.., ), =43,32/70., ),=48,0051..

Vio =49,7738..

Zéros suivants,
¥, =508.. , ), =56,4.. , };=59,4.

J/]_4:6110-- ’ J/l5:65’0"

Backlun a démontré I'existence de 79 zéros dantelvalleD < t < 20C.
Hutchinson a calculé les zéros jusdu=a300.
Brent Richard P (Math of Comput. 33 (1979), 136X2)3a publié les zéros

O =1/2+iy, pourk <7500C.
Actuellement les méthodes modernes basées sundisels de mathématiques
permettent de calculer un nombre considérable espé=1/2+it .

3. Hypothése de Riemann.

Riemann a conjecturé la
Conjecture de Riemanntous les zéros non triviaux de la fonction

{ (s) sont sur la ligne critique =1/ 2.

Cette conjecture a été vérifiée par le calcul ddians de zéros ; mais on ne
connait pas de démonstration de cette conjecture.
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4, Fonctions]/((s) etZ'/Z(S).

Ces fonctions sont étudiées avec la forme :

J(s)=> n° —|_|( - )_1,pours:a+it, (1)

n=1

Alors on en déduit,

Y(s)=T] (1- p*) => () n°, u=fonction de Mébius

n=1

#(1)=1 u(a’b)=0,u(p...n)=(-1) (3)

Il en résulte la relation,

<> u(n)n = U(l_ ij: f((;)) , @

iEl

Calcul du logarithme.

ool¢(9)=Tr o=yl
Fonction{ /Z( )
R zﬁ

(2)

La conjecture de Riemann influe sur d’autres hyps#is de mathématique :

Théoréme 2.(Mertens)
Si la conjecture de Riemann est vraie, alori/ (x) = O( sz)

2+T s

ou M (x)=> u(n)= 277|J. X(S)ds+q>%/'r)

nsx

ou T = nombre réel positif.
O
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Théoreme 3. Cramer et Landgu
Si 'hypothese de Mertens est vraie, alors tous dezéros de la fonction
Z(S) sont simples.
O
Riemann a conjecturé que le nothe(T) de zéros non triviauyy = S +iy de
partie imaginaire 0< y<T, est égal a:
T T T
N(T)=—7Io -—+0O(logT).
(T)=5.-log- - ~—_+0(logT)

Cette formule a été prouvée par Von Mangoldt.

Théoréme de Titchmarsh relatif au carré dgf (1/ 2+it)).

Soit Z(]/2+it) = (1_ 2/2+it)_1z (_1)n‘1 e

e n]/2+it
[, ¢ @2+it)f dt=TlogT - (1+ log2r- )T+ O T***)
Pourg =1/3.

O

Théoréme 4. [7]
Soit une fonction arithmétique multiplicativef(n). Alors sa fonction
génératrice est égale a :

F(s)=> f(n)n-, (1)

n21

= U(Z f(p") p‘ksj 2

k=0

lorsque la série (1) est convergente.
O

Exemples.
1) la fonction génératrice de la fonction arithmétigieeMobius est égale a :

F(s)=> u(nne= |_|(1— p‘s).

n=1 p
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2) la fonction génératrice de la fonction arithmétiqlzjén) d’Euler est égale

a:F(s)=Y6(n) n-S:Ul‘ P

n>1 1-p
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CHAPITRE IV : APPLICATIONS DE LA FONCTION ZETA DE
RIEMANN.

La fonction Zéta de Riemann admet plusieurs apjpbica.
Nous considérons dans la suite des applications camps de nombres, aux
formes quadratiques et aux Courbes Elliptiques.

1. Fonction Zéta de Dedekind{, (s).

La fonction Zéta de Riemann a été étendue aux depeombres algébriques par
Dedekind (1831-1916).
Nous commencons par guelques points de la théesieaps de nombres.

Définition 1.

1) un corps de nombres algébriques est une extensg@braque du corps
Q des nombres rationnels engendré par un norbreacine d’'un
polyndme irréductible f (X)= X"+ g X" +...+ g de l'anneauQ[ X] ,
@non rationnel.

2) ce nombrd est I'élément primitif du corgé =Q(6).

3) Le corpK =Q(8)est galoisien s'il contient les n racines simfles &,
...0, def (X).

4) Le polynémé (X ) est le polynéme minimal de

Exemples.

1) f(X)=X?-10admet 2 zéros 8, =+/10etd, =10 ; le corpsK =Q(4))
contiend,, il est donc galoisien.

2) f(X)=X*+10X*+ 38 admet 4 zéro§ =+/3+/10; le corpK =Q(4,)
contient les autres zéros, il est donc galoisien.

3) f(X)=X*-5admet 3 zéros6,=35, 6,=j¥5 etd, = j>¥5, ot | est une
racine cubique de 1j3=1, 1+ j+j?=0, donc le corpsK =Q(4,) n’est pas
galoisien.

Les trois éléments primitifs & admettent le méme polyndme
minimal, f (8) = f (6,)= f (6,) =0.
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Définition 2.
Soit un corpK =Q(8) galoisien, de polyndme minimal :
f(X)=(X-6)(X-86,)..(X-6,) , 8 non rationnel.

Alors le groupe de Galois du cords=Q(6) est le groupes = Gal( K/ Q) qui

permute les n zérad,6, ,...,6, :

n -

G={o,=1d,0,,.0)}, 0,(8)=6, 0,(8)=6,,....0,(6) =6..

n n

C’est un groupe fini d’élément neutee = Id et d’ordre n.

Les imagess, (K) du corps K sont des corps réels ou complexes.
Il en résulte la relation :

n=r+2r,, r, conjugués réetgl(K),..., Jrl(K),
et 2r, conjugués complexel;lﬂ(K),..., g (K) et leurs 1,

conjugués pa+ib - a+ib=a-ib.

Nous nous intéresserons a 2 types de corps de asmbr
Les corps quadratiques et les corps cyclotomiques.

Corps quadratiques d’aprés Weiss (Théorie Algéerags Nombres).
Un corps quadratique est un cokps @(\/ﬁ) , OU m est un entier rationnel sans

facteur carré.
Kestréelsn>-0;alors;, =2,1,=0etn=2.

K est complexe sm<0; alorst; =0, 1, =1 eth = 2.
Le groupe de Galois é5t={ Id,a}, il opére sur K :
J(a+ b\/Tn)= a- B/ n, pour tous, b0 Q.

L'anneau des entiers de K est un anneau commuigtf) de base :

elzl,%:\/r_n sim=2,3 mod 4,
+
el:1,e2:1 ;/ﬁ si m=1 mod 4.

Il en résulte le discriminant de K :

27



CHAPITRE IV : APPLICATIONS DE LA FONCTION ZETA DE

RIEMANN.

1 Jm/

m

D= =4m sim=2,3 mod 4,
1 —J/m
2
1 1+Vm
et D= \/_/ =m si M=1 mod 4.

1 1-Jm/

L'anneauA(K) des entiers de K est un anneau de Dedekind. fiierdndes

idéaux premiers et des idéaux composés. La décatmpod’un idéal de cet
anneau dépend du symbole de Legendre d’'un nomiemaigr pON et d'un

nombrealZ.

Définition 3.
Soit un entierallZ est un nombre premier impaiIN ; le symbole de

Legendre associ%E] est égal a :
Y

=+1 siaestun carré modulop;
=-1 sian’estun carré modulo p;

=0 siaestdivisible par p.

Sl ol ©olw

Exemples.
Pourp =37.

5) (6°) _(10) _( 2G)

SHSEHS)
il y a 18 carrés modulo 37, ce sont les entiers3, 4, 9, 10, 11, 12, 16, 17, 21,

25, 26, 27, 28, 29, 30, 33, 34 ;

w3 () 5

Ce symbole de Legendre satisfait la relation :
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2 2
[a_j =1 [a_bj = (—bJ pour tous entieig bJZ.
P P Y

Loi de réciprocité quadratique :

(%} = (EJ = (—1)('0—1)(‘1‘1)/4 pour p et g premiers impaires.

Exemples :

5

Le symbole de Legendre pgoiE 2.
(gjzﬂ sia=1mod8 et (gjz—l sia=5 mod 8.

Chague nombre premipiIN implique un idéalpA( K) dans I'anneai(K).
La décomposition de cet idéal est précise par le

Théoreme 1.
Soit un corps quadratiqueK :@(\/ﬁ), m entier sans facteur carré ; soit un
nombre premier pON et l'idéal pA( K)qu’il engendre, alors :
1) pA(K)=RRB, P idéaux premiers deA(K), conjugués, de méme

P
2) pA(K)= P, P=idéal premier de normeN(P)= p, si p divisem

normeN(R)=N(R)= f, si p premier amet(mjzﬂ.

3) pA(K)= P, P= idéal premier de normeN(P)= p?, si[%)=—1 .

Preuve Weiss- Algebraic Numbers Theory.
O
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Définition 4.
1) un nombre premier impair p est décomposé daks Q(\/ﬁ)
sipA(K) = RR,
2) un nombre premier impair p est ramifié dans I'pA( K) = P,
3) un nombre premier impair est inerte dans KA( K) = P.

Théoreme 2.
Soit un corps quadratiqueKzQ(\/ﬁ), m entier sans facteur carré, de

discriminant D. Alors :
1) si m=1 mod 8,2A(K)=RR , R=(21+Vm/2et B,=(2,1-Vm/2)
idéaux premiers distincts deA(K).
2) si m=5mod 8 2A(K)=P=idéal premier deA(K).
Preuve Weiss.
|

Nous ne traiterons pas le chapitre relatif aux udéaquivalents et aux classes
d’'idéaux d’'un corp«, ces notions débordent le cadre de notre étude.

La fonction Zéta de Dedekind d’un corps quadratiglest égale a la fonction de
la variable complexs :

¢ (s)= [T (1— N( P)_S) , o P =idéal premier di. (1)
p premier P/ p
L’existence de 3 types de décomposition des idéan( K) implique la
déecomposition de (1) en produit :
{c(s)=8$§ ; (2)
Contribution &, (s) des idéauxp ramifiés :
25\ .
s= ] (@-9%) ; (3)
p ramifiés
Contribution &, (s) des idéauxp décomposés :
—s\ 72 .
s= ] (-9 ; (4)
p décomposés

Contribution &, (s) des idéauy inertes :
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s= ] (t-9%)". (5)

p inertes
Cas des corps cyclotomiques.

Définition 5.
Le ¥ corps cyclotomique est le corpS:@(zn) engendré par une racine
primitive rf de l'unité :

ccod )i 27
zn—co{njﬂsv(n), (1)

Le polyndbme minimal de, est le A" polyndme cyclotomique.
Ces polyndmes sont construits avec le polynboe) = X" -1,

X"=1=T7 fa(X) - (2)
d/n
Il en résulte :
Xp_l -1 -2 €
fp(X)=ﬂ=Xp + X724+, .+ X+1, pour tout nombre®ip,  (3)
£ (x)=(x"e-2)" ; 4

(x)=[](x"*~1) @

Théoreme 3.

Le n® corps cyclotomique K =Q(zn) est une extension abélienne de degré

@ (n) du corps Q , ¢ = fonction arithmétique d’Euler
Son groupe de galois est abélien d’ordr@(n).
O
Théoreme 4.
La décomposition des idéaux premiers pZ dans le 11 corps
cyclotomiqueK =Q(z,),n= p°n, ,n, premier a p.

1) Ramification de p.

PA(K)=(p...R ) avecezqo( pz) , p' =1modn,, fg=¢(n,).
Et P=idéaux premiers conjugués de normhiP = p'.
2) Décomposition des nombres premiers] qui ne divisent pad1.
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gA(K)= p...p, avecg’ =1modn , fg=g¢(n)etNR = p'.

O

La fonction Zéta de Dédekind du corfds est égale a :

(9= [1 [0y
= I:l (1— p_fs)_l.
Exemple :

Le 15° corps cyclotomiquen =15 = 3x 5.
Il'y a 2 nombres premiers ramifiep:=3,5.

Pourp =3, fg=4; 3' =1modtimplique f =4 etg=1.
donc3A(K) = P? avecN (P) =3".

Pourp=5,fg=2:5" =1mod:implique f =2 etg=1.
doncsA(K) = P? avedN(P) =5 .

Calcul des contributior§,S,,S;, S, a  (s).

s=(e-17)
SZ: = dls(l_ p_s)_8
%: =41—1! dlE(l_ p_ZS)_4

S )

p=2,7,8,13mod15

Nous en déduisons la foncti@h (s) de Dedekind dd5°corps cyclotomique
{«(s)=8S8 5.

Cette fonction converge dans le domaegs) > 1.

La fonction Zéta de Dedekind d’'un cofg®st liée aux invariants de ce corps.
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Théoréme 4.
Soit K un corps de nombres

1) la fonction zZéta de Dedekind ¢, (s) admet un prolongement
méromorphe surC, avec un pdle simple en s=1 de résidu:
im (s-1)¢, (9= 220 R
/||
ou N=r,+2r,, I, conjugués réels e2r, conjugués complexewr(K),
h, =nombre de classes d’idéaux deK, R = régulateur deK, D, =
discriminant de K et ¢y = nombre de racines de 'unité contenues darhs.
2) la fonction Zéta de Dedekind ¢, (s) vérifie I'équation
fonctionnelle:

AN
Aved, (s) =[F(§jﬂ‘3/2)1((2ﬂ)_sr(s))rz( D)4, (9.

2. Fonction Zéta de formes quadratiques .

Soit une forme quadratique entiere :
q(x y)=ax + bxy cf.
Alors sa fonction Zéta associée est égale a :

&)= > la(x )

x,y0,9 % y)#0
_\1
= 1 (@-p7)
pla( % y)
Exemple.
q(x y)=2X -3xy+ ¥;
Alors :

{,(5)=1+2°+4°+ 6°+ 13°+ ...
pour les valeurg =1, 2,4,6,..

33



CHAPITRE IV : APPLICATIONS DE LA FONCTION ZETA DE
RIEMANN.

Signalons la contribution de P.T.Bateman (Urbarimols) et E.Grosswald
(Philadelphia) a I'étude de la fonction Zéta d’Epst

Z(s) =%Z(arﬁ + bmr cﬁ)_s pourRe(s) - 1.

Polyndme f(x,y)=aX*+ bXy+ cYOR[ x)y &0, b4 acC.
Cela implique que
f (m,n)=anf+ bmm cf est une forme quadratique définie positive.

3. Séries de Dirichlet-Hasse des Courbes Elliptigse
Commencons par quelques éléments de la Theori€aebes Elliptiques :

D’apres I'ouvrage de référence [18], une Courbéptidjue est une cubique de
Weierstrass d’équation spécifique :

E:y+axyt gy X+ g%+ ax @ Kx| (D
ou K est un corps global, local ou fini.

Elle posséde des invariants :
b,=a’+4a,;b,=aa+2a, ;b =a’+4a,,c,=b>-24D, ;

Un discriminant :

A(E)=9b,b,h -8’ - 27~ I’ ki avecdh, =bh,- by,

c,’

A(E)

Un invariant modulairej (E) = , etc.

Il'y a 4 types de cubiques de Weierstrass :
a) cubique singuliére avec un nceud p&fE) =0 etc, 20,

b) cubique singuliere avec un point de rebrousserrmm;( E) =c, =0,
c) Courbe Elliptique formée d’'une seule branche pdi) <0,

d) Courbe Elliptigue formée d’'une branche fermée fiated’une branche
ouverte infinie sh(E) > 0.
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L'ensembleE[ K] des point® =(x, y) rationnels deE est muni d’une structure

de groupe abélien de type fini avec la régle géonquit de 3 points colinéaires
dekE.

W

Le pointO; est le point & I'infini :
O = (00,00) dans le plan affineA? ={(X, y)}
O = (0,1,() dans plan projectifP’ ={(X, Y, Z)}
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Définition 6. :
Le groupe addictif abélie (K) est le groupe de Mordell-Weil &e

Théoréme 5.(Mordell)
Le groupe de Mordell-Well E(K) est isomorphe a un produit de 2 groupes

abéliens :

E(K)=Z"xTor(E) ,
ou Z est le groupe additif abélier?., Tor(E) est le groupe de torsion deE
qui est fini .
r =rg (E) = entier naturel = rang arithmétique de la Courbe Elliptique E=
nombre de pointsP = ( X, y) de E d’ordre infini.

O
Les groupes de torsion des Courbes Elliptigaé€) ont été décrits par Mazur

B. “Rational isogenies of prime degree, inventioMeathematicae 44 (1978)- p
129-162" :

Théoreme6b.
Soit une Courbe ElliptiqueE /Q . Alors son groupe de torsiorT [ E(Q) | est

I'un des 15 groupes abéliens finis suivants .
Z. I NZ pour1<N<10ouN=12;
212707 12NZ pourl< N<4

O
Les sériesL(E, S) des Courbes Elliptiques fournissent des renseign&srsur

les réductions des Courbes Elliptiques. Elles ageadré quelques conjectures.

Définition 7.
La série de Dirichlet-Hasse d'une Courbe Elliptiqie/ K est le produit
eulérien :

L(E,9) = 11, L(g™)",

ol M(K) est I'ensemble des places du cords ou E admet une bonne
réduction.
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La réduction d’'une Courbe ElliptiquE modulo un nombre premiep est
I'application :
K- K
a » a= amod p.
Exemple.
E =y +39xy- 93y= X+ 48X+ 71¢ 1201Q[ x,}
La réduction modulgp =3 transformeE en la courbe réduite
E(3):y =X + 2x0F,[ x
La réduction modulgp =5 transformeE en la courbe réduite
E(5):y +4xy+3y= X+ 3x+ XAF,[ x }

La réduction est bonne si la courbe réduite estGmebe Elliptique A(E)#0

La réduction est mauvaise si la courbe réduite tnleas une Courbe
Elliptique :A(E) =0.

Sur le corpsQ) des nombres rationnels, la série de Dirichlet-Blaisne Courbe
Elliptigue E/Q est de la forme :

LE9=T](1-5 p°) [](2- g a*+ &%)
p q
ou p = diviseurs premiers du discriminax{E),
g = les nombres premiers qui ne divisentpgE) ,

a =p+l-t
t. = nombre de points de la courbe reduenodulor,

Ce produitL(E, s) converge dans le domaiRe(s) > 3/Z.

Conjecture 1:
La série L(E,s) admet un prolongement analytique dans le plan quexe et

elle satisfait une équation fonctionnelle :
F(s)=+F(2- ) ou

F(s)=N(E)* L E §r( 3(2m)*;
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N(E)= conducteur d& =[] p' , p = diviseur deA(E) etf 0.
p

D’aprés “Elliptic curves and wild ramification (Aen Jour of Math 89 (1967) p
1-21)

O

Conjecture 2. (Taniyama-Weil )

Soit une Courbe ElliptiqueE/Q de conducteurN(E) , sa sérieL(E,s) et la

transformée de Mellinf (z) = > ¢ exp( 27inz) deE, alors :

a) f(z)est une forme parabolique pour le sous groupe dengroence
Mo(N) du groupe modulairSL(2;Z).
b) pour chaque premiep ne divisant padl(E) , soit I'opérateur de
HeckeT(p) ;alorsT(p) f=c f .
O

Conjecture de Birch et Swinnertan-Dyer .
a) L(E,s) admet un zéro ens=1 d'ordre égal au rang d& ,

b) soitr = rang deE(Q) ; alors
im(s-1)" L(E 9=0ur(E/Q)| R(E){To( Q" [](§)

p
ou |_| (cp) , [T|=nombre d’éléments d& ,
p

11 (E/Q)= groupe de Shafarvich-Tate d&/ Q .
R(E)= régulateur deE ;
Tor(Q)= groupe de torsion du groupe de Mordell-Wéi(Q) ,

, = coefficient deL (E,s)=)_ g n° pourn=p .

Cette conjecture B-S-D introduit un ran(;E) qui n’est pas le rang arithmétique
r(E) du théoreme de Mordell-WeilE(K)=Z"xTor( E).

Le rangr (E) de la conjecture est le rang analytiqye(E).

L'égalité r (E) =r,,.(E) a été vérifiée dans des cas particuliers. Ellepas été
prouvée a ce jour.
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Conclusion.

Je constate que cette étude que je présente idemandé beaucoup d'efforts et
beaucoup de références. Cependant, elle demeuraphéete. 1l reste beaucoup a
faire dans les domaines de la Théorie des Nombess fonctions de variables
complexes (fonctions de Welerstrass, fonctionsptedlues), des Courbes
Elliptiqgues (sur les corps finis, sur les corpsalax, invariants , etc....)

Ce sera l'objectif de mes prochains travaux deestte.
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Fonction Zéta de Riemann et applications.

Résumé :

Dans ce mémoire, j'ai étudié la fonction Zéta derRann, la localisation de ses
zéros ; et nous avons examiné guelques applisatiercette fonction : fonction
Zéta de Dedekind liee aux corps de nombres algésijgfonction Zéta

d’Epstein liee aux formes quadratiques, et la sdaeDirichlet-Hasse d’'une

Courbe Elliptique.

Mots clés :
Fonction Zéta de Riemann, fonction Zéta de Dedekouips de nombres,

fonction Zéta d’Epstein, Série de Dirichlet-HagSeurbe Elliptique.
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Riemann’s Zeta function and applications.

Abstract :

In this Memory, | studied the Riemann Zeta functitime localization of its
zeros; and | examined some applications of thictian: the Dedekind Zeta
function related to an algebraic number field, Hpstein Zeta function related
to quadratic forms, and the Dirichlet-Hasse sevfdslliptic curves.

Key words :

Riemann Zeta function, Dedekind Zeta function, higee number field, Epstein
Zeta function, Dirichlet-Hasse series, Elliptic \oes.
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