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0.1 Introduction

Hadamard a introduit en 1902 [6; 7] la notion de problème bien posé. Il s�agit d�un

problème dont :

- La solution existe.

- Elle est unique.

- Elle dépend continûment des données.

Bien entendu, ces notions doivent être bien précisées par le choix des espaces, ou des

topologies, dans lesquelles les données et la solution évoluent.

Dans ce même livre, Hadamard laissait entendre (et c�est une opinion répandue jus-

qu�à récemment) que seul un problème bien posé pouvait modéliser correctement un phé-

nomène physique.

- Un modèle physique étant �xé, mais en réalité les données expérimentales sont en

générale bruitées, et rien ne garantit que de telles données proviennent de ce modèle,

même pour un autre jeu de paramètres.

- Si une solution existe, il est parfaitement concevable que des paramètres di¤érents

conduisent aux mêmes observations.

- Le fait que la solution d�un problème puisse ne pas exister, n�est pas une di¢ culté

sérieuse. Il est habituellement possible de rétablir l�existence en relaxant la notion de

solution (procédé classique en mathématiques).

- Si un problème a plusieurs solutions (non-unicité) c�est une chose plus sérieuse,

il faut un moyen de choisir entre elles. Dans ce cas, il faut ajouter des informations

supplémentaires pour minimiser le nombre des solutions (une information a priori).

- Le manque de continuité est sans doute le plus problématique, en particulier, en

vue d�une résolution approchée ou numérique. Cela veut dire qu�il n�est pas possible

(indépendamment de la méthode numérique choisie) d�approcher de façon satisfaisante

la solution du problème mal posé, puisque les données disponibles seront bruitées donc

proches mais di¤érentes des données "réelles".

Un problème qui n�est pas bien posé aux sens de la dé�nition ci-dessus est dit "mal

posé" ( ill-posed en anglais). Nous allons en voir un exemple physique de tels problèmes.

Considérons un système physique évoluant avec le temps : Un problème essentiel

2



consiste à atteindre au bout d�un certain temps T (ou voisinage de T ) un objectif donné.

Cela peut par exemple, être théoriquement obtenu en injectant certaines conditions ini-

tiales, malheureusement, les di¢ cultés de réalisabilité parfaite de telles conditions en-

traînent des perturbations (donc des écarts par rapport aux conditions idéales).

Deux problèmes se posent, l�un apprécier l�in�uence de ces "écarts" sur la solution,

si on laisse évoluer le système livré a lui-même, et l�autre corriger l�évolution du système,

c�est-à-dire contrôler le processus physique, donc e¤ectuer des actions entre les instants

zéro et T , non seulement pour compenser les écarts initiaux, mais aussi d�autre perturba-

tion, aléatoires ou non, pouvant intervenir en cours du processus, ces actions visent toutes

à améliorer la qualité de l�objectif visé (ou les conditions pour l�atteindre).

Notre travail est consacré à l�étude d�un problème parabolique non homogène rétro-

grade mal posé, au sens des temps décroissants. Il est composé en trois chapitres.

Au premier chapitre on rappelle en bref les notions des problèmes mal posés en les

illustrant par des exemples simples. En�n dans ce chapitre en présente en bref certaines

méthodes de régularisation et en particulier celles de Lavrentiev [13; 14] et de Tikhonov

[20; 21; 22].

Au deuxième chapitre on aborde l�étude d�un problème parabolique non homogène

rétrograde abstrait. On propose une régularisation du problème mal posé par une pertur-

bation du second membre de l�équation et la donnée �nale en même temps.

Au troisième chapitre on illustre les résultats obtenus précédemment par l�étude d�un

problème inverse pour l�équation de la chaleur.

Soient A est un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert H tel que 0

appartient à l�ensemble résolvant de A, supposons de plus que A�1 est compact, soit

f�ngn2N�une base orthonormale dans H correspondant aux valeurs propres f�ngn2N� de
A ; telles que 0 < �1 < �2 < ...... et lim

n!+1
�n = +1. Considérons le problème �nal

suivant :

Trouver u : [0; T ] �! H, véri�ant l�équation

u0(t) + Au(t) = f(t) ; 0 � t � T; (1)

et la condition �nale

u(T ) = g; (2)

pour certaines valeurs de f(t) et g dans l�espace de Hilbert H, Un tel problème est

mal posé, même s�il existe une solution unique dans [0; T ], elle ne dépend pas continûment
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des données de problème f(t) et g:

On note que le problème �nal pour l�équation homogène :

u0(t) + Au(t)= 0 ; 0 � t � T; (3)
u(T )= g ; (4)

a été étudié par plusieurs auteurs en utilisant di¤érentes approches. Parmi ces auteurs

Lavrentiev [11], Lattes et lions [12], Miller [14], payne [15] ; showalter [16] ; où l�approche

d�étude d�un tel problème est faite par une perturbation de l�opérateur A.

Dans [1; 4; 17], un problème similaire est traité par une perturbation de la condition

�nale comme suit :

u0(t) + Au(t)= 0 ; 0 � t � T; (5)
u(T ) + �u(0)= g: (6)

Une approche similaire dite méthode des conditions aux limites auxiliaires est donnée

dans [9] : Aussi, nous devons mentionner que les conditions non standard de la forme (6)

pour les équations paraboliques ont été considérées dans les travaux récents [2; 3] :

Dans [5] le problème est traité par une autre perturbation de la condition �nale qui

contient une dérivée du même ordre que celle de l�équation, comme suit :

u0(t) + Au(t)= 0 ; 0 � t � T; (7)
u(T )� �u0(0)= g .

Dans [4] cette méthode sera appelée méthode des valeurs quasi-limites (Quasi boun-

dary value method), et le problème approximant sera dit problème aux valeurs quasi-

limites (Quasi boundary value problem) (QBVP). Il est montré que cette méthode donne

une meilleure approximation que celle d�autres méthodes de quasi réversibilité [1; 4; 10]

.

Dans [23] Trong et Tuan traitent le cas où l�opérateur A est engendré par l�opérateur

di¤érentiel du second ordre avec des conditions aux limites périodiques. Plus exactement

ils étudient le problème non homogène suivant :

ut � uxx= f(x; t); (x; t) 2 (0; �)� (0; T )
u(0; t)=u(�; t) = 0; t 2 (0; T ) (8)
u(x; T )= g(x); x 2 (0; �)
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qu�ils approximent par le problème

u�t � u�xx � �u�xxxx=
+1X
n=1

e��n
4(T�t)fn(t) sin(nx); (x; t) 2 (0; �)� (0; T )

u�(0; t)=u�(�; t) = u�xx(0; t) = u
�
xx(�; t) = 0; t 2 (0; T ) (9)

u�(x; T )= g(x); x 2 (0; �)

où 0 < " < 1 et fn(t); gn sont les coe¢ cients de Fourier dans l�espace L2 (0; �) munit

de la base orthonormale fsin(nx)gn2N�

Dans [24] ils approximent le problème (8) par le problème

u�t � u�xx=
+1X
n=1

e�Tn
2

�n2 + e�Tn2
fn(t) sin(nx); (x; t) 2 (0; �)� (0; T )

u�(0; t)=u�(�; t) = 0; t 2 (0; T ) (10)

u�(x; T )=
+1X
n=1

e�Tn
2

�n2 + e�Tn2
gn sin(nx); x 2 (0; �)

Dans ce travail, en approximant le problème (1)-(2) par une perturbation de la donnée

de l�équation f(t) et une perturbation de la donnée �nale g en même temps, comme suite :

8>>>><>>>>:
u0�(t) + Au�(t) =

+1X
n=1

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
fn(t) sin(nx) ; 0 � t � T

u�(T ) =
+1X
n=1

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
gn sin(nx):

(11)

Nous montrons que le problème approximatif (11) est bien posé pour chaque � 2
(0; T ), et si u�(t) est la solution du QBVP (11), alors u�(T ) converge vers g pour � tend

vers 0. Et nous montrons que le problème �nal (1)-(2) admet une solution classique u si

et seulement si la suite (u�(0))��0 converge. De plus, nous montrons la convergence de

u� vers u lorsque � tend vers 0 uniformément en t. Et on montre aussi que le problème

(1)-(2) admet une solution classique u si et seulement si la suite (u0�(0))��0 converge. De

plus, nous montrons la convergence de u� vers u lorsque � tend vers 0 dans C1([0; T ] ; H),

ainsi que des résultats concernant l�ordre de convergence.
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1 Chapitre1 : Notions préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle la notion de problème bien posé (dite aussi correctement

posé) - au sens de Hadamard, et on donne certains exemples des problèmes mal posés,

on rappelle aussi en bref la méthode de Lavrentiev et de Tikhonov de régularisation de

problèmes mal posés.
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1.1 Problèmes bien et mal posés

D�après Jacques Hadamard [6; 7; 8], un problème est dit bien posé (correctement

posé) si le problème admet une solution (Existence), si elle est unique (Unicité) et elle est

stable (Stabilité). Le problème est dit mal posé si au moins une de ces trois conditions

n�est pas véri�ée. Illustrons cela sur l�exemple suivant :

Soient E, F deux espaces métriques et A : E �! F un opérateur linéaire (même

pour un opérateur non linéaire). Considérons l�équation :

Ax = y (1.1)

Notons que plusieurs problèmes physiques, se ramènent à une telle équation, le pro-

blème (1.1) est dit bien posé si ces trois conditions sont véri�ées simultanément :

1) Existence : Pour tout second membre l�équation (1.1) admet une solution

8y 2 F;9x 2 E : Ax = y:

2) Unicité : La solution est unique

8x1; x2 2 E : Ax1 = Ax2 ) x1 = x2:

3) Stabilité : Cette solution dépend continûment du second membre (une faible per-

turbation de y donne une faible perturbation de la solution x)

Pour Ax = y et Aex = ey, on a limey�!y ex = x:
Si au moins une de ces trois conditions n�est pas véri�ée, le problème est dit mal posé.

Plusieurs problèmes physiques ne véri�ent pas forcément ces conditions simultané-

ment.

Tikhonov A. a reformulé en 1943 [18] la dé�nition d�un problème bien posé, élargissant

ainsi la classe des problèmes mal posés. Selon Tikhonov le problème (1.1) est bien posé

s�il véri�e les trois conditions suivantes :

1- La solution du problème (1.1) existe et appartient à un ensemble donné à priori

M inclus dans E pour une classe de données dans F:

8y 2 N � F;9 x 2M � E : Ax = y
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2- Cette solution est unique dans la classe M:

8x1; x2 2M � E : Ax1 = Ax2 ) x1 = x2

3- A une perturbation in�niment petite du second membre telle que la solution reste

dans M correspond une variation in�niment petite de cette solution.

limey�!y ex = x; tel que Ax = y; Aex = ey et x; ~x 2M

1.2 Exemples des problèmes mal posés

On donne quelques exemples des problèmes mal posés

Exemple 1 : Dans D� = f(x; t) 2 R2=0 < x < 1;�1 < t < 0g ; on considère u(x; t)
solution du problème suivant :

@u(x; t)

@t
=
@2u(x; t)

@x2
; dans D�; (1.2)

u(0; t)=u(1; t) = 0; t < 0 , (1.3)
u(x; 0)= g(x); x 2 ]0; 1[ . (1.4)

En utilisant le changement de variable t = �t, ce problème devient

@u(x; t)

@t
=�@

2u(x; t)

@x2
; dans D+; (1.5)

u(0; t)=u(1; t) = 0; t > 0 , (1.6)
u(x; 0)= g(x); x 2 ]0; 1[ , (1.7)

où

D+ = f(x; t) 2 R2=0 < x < 1; 0 < t < +1g :

Par la méthode de séparation des variables, les valeurs propres de l�opérateur @2

@x2
sont

�n = �
2n2, n 2 N�; correspondant aux fonctions propres �n = sin(n�x), n 2 N�; donc on

peut voir facilement que la solution du problème (1.5)-(1.7) peut être donnée par :

u(x; t) =
+1X
n=1

gne
n2�2t sin(n�x); (1.8)

où gn sont les coe¢ cients de Fourier de g:
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L�existence de la solution est équivalente à la condition très restrictive sur la conver-

gence de la série
+1X
n=1

g2ne
2n2�2t, si la solution existe elle est unique, et même si la solution

du problème (1.5)-(1.7) existe et unique ne dépend pas continûment de la donnée initiale

g. Donc on a la proposition suivante :

Proposition 1 : Pour tout T > 0; M > 0, " > 0; il existe une fonction g telle que

kgkC[0;1] = ":

Et pour laquelle le problème (1.5)-(1.7) admet une solution u(x; t) dé�nit par (1.8),

et satisfait

ku(:; T )kC[0;1] > M:

Démonstration : Soit M > 0, " > 0, et soit n su¢ samment grand pour lequel

n2�2T � ln
�
M

"

�
: (1.9)

Pour g(x) = " sin(n�x); donc gm = (" sin(n�x); sin(m�x))C[0;1] ; m � 1; alors

8>><>>:
gm = "; pour m = n ;

gm = 0; pour m 6= n ,

d�où la solution du problème (1.5)-(1.7) et donnée par

u(x; t) = "en
2�2t sin(n�x):

Soit T > 0; on a

ku(:; T )kC[0;1] = sup
x2[0;1]

n
"en

2�2T sin(n�x)
o
= "en

2�2T :

De (1.9), on obtient

ku(:; T )kC[0;1] > M:

Ainsi la solution du problème (1.5)-(1.7) qui donné par (1.8) existe et unique mais ne

dépend pas continûment de la donnée initiale g; donc ce problème est mal posé au sens

d�Hadamard. �
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Exemple 2 : [8]

Soit le problème de Cauchy suivant :8>>>>>>><>>>>>>>:

4u(x; y) = 0 , x; y 2 R;

u(x; 0) = f(x) , x 2 R;
@u(x;y)
@y

���
y=0

= '(x); x 2 R;

(1.10)

où f(x), '(x) sont des fonctions données. Si on pose :

f1(x)= 0;

'1(x)=
1

a
sin(ax);

alors la solution du problème de Cauchy (1.10) est donnée par

u1(x; t) =
1

a2
sin(ax) sinh(ay); a > 0: (1.11)

Si on pose :

f2(x) = '2(x) = 0;

alors la solution du problème de Cauchy (1.10) sera :

u2(x; t) = 0: (1.12)

On va estimer au sens de la métrique de C [a; b] les di¤érences entre les données

initiales et les solutions (1.11)-(1.12).

d(f1; f2) = sup
x2R

jf1(x)� f2(x)j = 0

d('1; '2) = sup
x2R

j'1(x)� '2(x)j

= sup
x2R

��� 1
a
sin(ax)

��� = 1
a
.

Cette dernière, pour des valeurs assez grandes de a, peut être rendue assez petite que

l�on veut.

Pour les solutions (1.11)-(1.12) on a :

d(u1; u2) = sup
x2R

ju1(x; y)� u2(x; y)j :
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Donc

d(u1; u2) = sup
x2R

��� 1
a2
sin(ax) sinh(ay)

���
= 1

a2
sinh(ay).

Pour chaque y > 0 �xé, elle peut être rendue assez grande que l�on veut pour des

valeurs assez grandes de a. D�où la condition 3 n�est pas véri�ée. Ainsi le problème (1.10)

est mal posé.

Exemple 3 :

Un exemple classique d�un problème mal posé est le problème de Dirichlet suivant :8>><>>:
�2utt(x; t)� uxx(x; t) = f(x); (x; t) 2 � = (0; �)� (0; �);

uj@� = 0 ,
(1.13)

qui peut être écrit dans L2(�) sous la forme opérationnelle

A�u = f ; (1.14)

puisque A� admet un système complet orthonormale dans L2(�) des fonctions propres

��k;j =
2

�
sin(kt) sin(jx); k; j 2 N;

où les valeurs propres correspondantes sont :

��k;j = j
2 � �2k2; k; j 2 N:

Alors la solution du problème (1.13) est donnée par :

u(x; t) =
+1X

j;k=1;j 6=�k

�
f; ��k;j

�
L2(�)

j2 � �2k2 +
+1X

j;k=1;j=�k

uk;j(x; t)�
�
k;j ; (1.15)

on trouve que

1- Si � est nombre rational alors (1.13) est solvable si et seulement si�
f; ��k;j

�
L2(�)

= 0; 8k; j 2 N : j = �k ;

si la solution existe elle n�est pas unique.
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2- Si � est nombre irrationnel et satisfait pour certaines constantes c > 0; p > 0������ mn
���� � c

np+2
; n;m 2 N ,

alors (1.13) a une solution unique dans L2(�); si

+1X
j;k=1

k2p+2

�����f; ��k;j�L2(�)
����2

(j + �k)2
<1;

qui est satisfait si, par exemple f 2 W p
2 (�):

Donc le problème (1.13) n�est pas stable à de petites variations du paramètre �; D�où

le problème (1.13) est mal posé au sens de Hadamard.

Exemple 4 :

Notons par D = (��; �) � (��; �); 
 = D � (0; T ) et �d = �B [ �F ; où �B =

@D � [0; T ] ; �F = D � fTg :

Aussi on note par x0 = (x1; x2) et x = (x1; x2; t); pour l 2 N�; la solution du problème8>>>>>>><>>>>>>>:

@u
@t
= @2u

@x21
+ @2u

@x22
; x 2 
;

u(x) = 0; x 2 �B;

u(x) = e�2l
2T sin(lx1) sin(lx2); x 2 �F ;

(1.16)

est donnée par

u(l)(x) = e�2l
2t sin(lx1) sin(lx2):

On choisit dans L2 les deux normes suivantes :

kukL2(
)=
0@Z



u2(x)dx

1A 1
2

;

kukL2(�F )=
0@Z
D

u2(x0; T )dx0

1A 1
2

;

alors on obtient que

u(l)2
L2(
)

=
Z



�
e�2l

2t sin(lx1) sin(lx2)
�2
dx:
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D�où

u(l)2
L2(
)

=

TZ
0

e4l
2(T�t)dt�

Z
D

�
e�2l

2T sin(lx1) sin(lx2)
�2
dx0

= 1
4l2

�
e4l

2T � 1
�
kuk2L2(�F )

puisque pour tout C > 0; il existe l 2 N� tel que

1

2l

q
(e4l2T � 1) > C ;

alors, on trouve que l�inégalitéu(l)2
L2(
)

> C kuFk2L2(�F ) ;

est véri�ée pour chaque C > 0. Cela veut dire que la solution ne dépend pas continû-

ment de la donnée �nale, d�où le problème (1.16) est mal posé.

Exemple 5 : (Le problème inverse pour l�équation de la chaleur)

Nous considérons le problème de trouver la température u(x; t); (x; t) 2

� (0; T ) ; tel que : 8>>>>>>><>>>>>>>:

@tu� @2xu = 0; dans 
� (0; T ) ;

uj@
�(0;T ) = 0 ,

u(x; T ) = uT (x); sur 
 ,

où 
 = (0; 1), et uT (x) est une fonction donnée, par séparation des variables on

peut voir que les fonctions un(x; t) = e��
2n2t sin(�nx) satis�ssent le problème inverse

de la chaleur. Les données initiales sont un0(x) = un(x; 0) = sin(�nx); leurs normes

égales à 1 dans l�espace C0 (
) et à
�
1
2

� 1
2 dans l�espace L2 (
) ; et les données �nales

unT (x) = un(x; T ) = e
��2n2T sin(�nx) prennent la valeur e��

2n2T dans l�espace C0 (
) et

la valeur
�
1
2

� 1
2 e��

2n2T dans l�espace L2 (
) : Si on dé�nit l�opérateur Au0 = uT ; Alors

l�estimation ku0kX � C kuTkY est impossible si X et Y sont l�espace classique C0 (
) ; ou

L2 (
) (même pour un autre espace classique) car ku0kX est supérieur à
�
1
2

� 1
2 mais kuTkY

tend vers 0 exponentiellement, donc le problème est instable dans les espaces classiques.

Ce phénomène est tout à fait typique pour beaucoup de problèmes inverses des équations

di¤érentielles aux dérivées partielles.

les valeurs propres de l�opérateur �@2x sont f�2n2gn2N� correspondantes aux fonctions
propres fsin(�nx)gn2N�, qui forment une base orthonormale complète de l�espace L2 (
),

13



ainsi on peut écrire

u(x; t) =
+1X
n=1

unT e
�2n2(T�t) sin(�nx);

tel que unT sont les coe¢ cients de Fourier de la condition �nale, il est clair que l�exis-

tence de la solution de donnée �nale uT (x) est équivalant à ce condition très restrictives

qui est la convergence de la série
+1X
n=1

u2nT e
2�2n2T ; même si cette condition est satisfaite, le

problème reste mal posé, car :

ku(x; t)k2L2(
) =
+1X
n=1

u2nT e
2�2n2t

�
+1X
n=1

u2nT e
2�2n2T ;

et la série ci-dessus est exponentiellement croissante, donc la solution ne dépend pas

continûment de la donnée �nale uT (x); par conséquent le problème est mal posé.

Exemple 6 :

Considérons l�espace de Hilbert `2 de dimension in�nie tel que

x = (x1; x2; :::; xn; :::) 2 `2 ()
+1X
n�1

x2n < +1; et kxk`2 =
0@+1X
n�1

x2n

1A 1
2

:

Soit A : `2 �! `2 un opérateur diagonale dans `2 tel que

Ax = (c1x1; c2x2; :::; cnxn; :::); tel que ci 6= 0; 8i � 1:

Considérons le problème

Ax = y;

l�inverse A�1 de A est donné par :

A�1y = (c�11 y1; c
�1
2 y2; :::; c

�1
n yn; :::);

donc on a l�existence de la solution de ce problème pour un certaines y 2 `2; et on
peut encore montrer facilement l�unicité de la solution, prenons maintenant

yn = (0; 0; :::;
1

n
; 0; :::);
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donc

A�1yn = (0; 0; :::; n; 0; :::);

kynk`2 = 1
n
�! 0 lorsque n tend vers +1 , mais kA�1ynk`2 = n �! +1 lorsque n

tend vers +1:

Donc on n�a pas la stabilité de la solution d�où le problème est mal posé.

1.3 Méthodes de régularisation

Nous citons quelques méthodes de régularisation pour les problèmes linéaires mal

posés. Régulariser un problème mal posé, c�est le remplacer par un autre bien posé de

sorte que l�erreur commise soit compensée par le gain de stabilité.

Soient E, F deux espaces de Hilbert et A : E �! F un opérateur compact, considé-

rons l�équation :

Ax = y: (1.17)

Supposons que ker(A) = f0g ; si E est de dimension in�nie, alors l�opérateur A admet
un inverse A�1 sur Im(A) qui n�est pas borné [22], d�où le problème (1.17) est mal posé,

dans le sens que la solution existe et unique mais elle ne dépend pas continûment du

second membre.

Nous devons chercher des solutions approximatives mais stables, en modi�ant l�équa-

tion (1.17). On appelle régularisation de (1.17) tout famille d�opérateurs linéaires bornés

R� : F �! E tel que pour tout x 2 E on a :

lim
��!0

R�(Ax) = x;

le paramètre � est appelé paramètre de régularisation.

soient ~A et ~y des "�approximations de A et de y respectivement, ie
A� ~A

 � " et ky � ~yk � ":
Considérons l�équation approchée

~A~x = ~y: (1.18)
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Remarque : Si par exemple ~A = A et ~y =2 Im(A), l�équation (1.18) n�a pas de
solution. Même si elle admet une solution ~x; alors en générale ~x9 x pour " �! 0; où x

est la solution de (1.16).

1-Méthode de M.Lavrentiev :

Nous présentons cette méthode de régularisation pour le problème (1.16). Introduisons

une équation auxiliaire �
~A+ �I

�
x� = ~y; (1.19)

en choisissant le paramètre de régularisation � en fonction de " de telle sorte que

x� tend vers x pour " tend vers 0, Cela est possible, en se donnant quelques restrictions

supplémentaires, plus exactement on a la théorème suivante :

Théorème : Supposons que l�opérateur A véri�e pour tout � > 0, la condition

kA+ �Ik�1 � c

�
; (1.20)

supposons aussi que y 2 D(A2): Si le paramètre de régularisation � > 0 est choisi en
fonction de " de telle sorte que pour " �! 0; on a � ! 0 et "��2 �! 0; alors x� �! 0;

pour " �! 0:

Si � = O
�
"
1
3

�
pour " �! 0; alors

kx� � xk = O
�
"
1
3

�

2-Méthode de A.Tikhonov : L�autre méthode proposée par A.Tikhonov pour le
problème (1.16) est la suivante :

En supposant que ImA est dense dans F , nous introduisons l�équation auxiliaire

suivante :

(�I + A�A)x� = A
�~y

Si ~y 2 D(A�1) alors la solution x� est donnée par :

x� = (�I + A
�A)�1A�~y

qui converge vers x quand � �! 0, si le paramètre de régularisation � est choisi

convenablement en fonction de ", de telle sorte que pour " �! 0; on a aussi � �! 0 et

"2��1 �! 0:

16



2 Chapitre 2 : Modi�cation de la méthode de régularisation pour les pro-
blèmes mal posés

Dans ce chapitre, on développe une méthode de régularisation d�un problème �nal

pour une équation parabolique non homogène par une perturbation du second membre de

l�équation f(t) et la donnée �nale g en même temps:
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2.1 Introduction

Soient A un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert H et 0 appartient

à l�ensemble résolvant de A, supposons que A�1 est compact, soit f�ngn2N�une base
orthonormale dans H correspondant aux valeurs propres f�ngn2N� de A ; telles que 0 <
�1 < �2 < ...... et lim

n!+1
�n = +1. Considérons le problème �nal suivant :

Trouver u : [0; T ] �! H, véri�ant

8>><>>:
u0(t) + Au(t) = f(t) ; 0 � t < T;

u(T ) = g .
(2.1)

Dé�nition : Une fonction u : [0; T ] �! H, est appelée solution classique du problème

(2.1) si et seulement si u 2 C1([0; T ] ; H), u(t) 2 D(A);8t 2 [0; T ], véri�e l�équation et la
condition �nale.

Remarque : Le problème (2.1) est mal posé car si la solution existe elle ne dépend
pas continûment des données du problème.

Démonstration : Il est facile de voir que la solution du problème (2.1) si elle existe
elle est donnée par :

u(t) =
+1X
n=1

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A �n :

On a :

ku(t)k2H =
+1X
n=1

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2

� 2
+1X
n=1

0@e2(T�t)�ng2n + (T � t)
TZ
t

e2(s�t)�nf 2n(s)ds

1A ;

� 2
+1X
n=1

0@e2T�ng2n + T
TZ
0

e2s�nf 2n(s)ds

1A ;
donc

sup
0�t�T

ku(t)k2H � 2
+1X
n=1

0@e2T�ng2n + T
TZ
0

e2s�nf 2n(s)ds

1A :

18



Et d�autre part on a :

u0(t) =
+1X
n=1

0@��ne(T�t)�ngn + �n TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds+ fn(t)

1A �n ;

donc

ku0(t)k2H =
+1X
n=1

0@��ne(T�t)�ngn + �n TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds+ fn(t)

1A2

� 4
+1X
n=1

0@�2ne2(T�t)�ng2n + (T � t)�2n
TZ
t

e2(s�t)�nf 2n(s)ds+ f
2
n(t)

1A

� 4
+1X
n=1

0@�2ne2T�ng2n + T�2n
TZ
0

e2s�nf 2n(s)ds

1A+ 4 kf(t)k2H

� 4
+1X
n=1

0@�2ne2T�ng2n + T�2n
TZ
0

e2s�nf 2n(s)ds

1A+ 4 kfk2C([0;T ];H) ,
alors

sup
0�t�T

ku0(t)k2H � 4
+1X
n=1

�2n

0@e2T�ng2n + T
TZ
0

e2s�nf 2n(s)ds

1A+ 4 kfk2C([0;T ];H) :

Donc

ku(t)kC1([0;T ];H)�
8<:2

+1X
n=1

0@e2T�ng2n + T
TZ
0

e2s�nf 2n(s)ds

1A9=;
1
2

+

8<:4
+1X
n=1

�2n

0@e2T�ng2n + T
TZ
0

e2s�nf 2n(s)ds

1A+ 4 kfk2C([0;T ];H)
9=;

1
2

:

Finalement on a :

Au(t) =
+1X
n=1

�n

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A �n ;
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alors

kAu(t)k2H =
+1X
n=1

�2n

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2 ;
donc

kAu(t)k2H �
+1X
n=1

�2n

0@e2T�ng2n + T
TZ
0

e2s�nf 2n(s)ds

1A :
Donc pour le problème (2.1) admet une solution classique il faut

+1X
n=1

�2n

0@e2T�ng2n + T
TZ
0

e2s�nf 2n(s)ds

1A < +1: (2.2)

L�ensemble des fonctions véri�ant la condition (2.2) n�est pas vide. Car par exemple

les fonctions f(t) et g(t) telles que : gn = O
�
e�T�n

�nn
1+"
2

�
; et fn(t) = O

�
e�T�n

�nn
1+"
2

�
; " > 0;

8n � 1; 8t 2 [0; T ] véri�ent cette condition .

En plus même si la solution existe sous certaines conditions très restrictives elle ne

dépend pas continûment des données du problème.

Supposons que la solution u existe. Et soient u; v deux solutions du problème (2.1)

correspondants aux second membres f1(t) et f2(t) et aux données �nales g1; g2:

On a

u(t) =
+1X
n=1

0@e(T�t)�ng1n � TZ
t

e(s�t)�nf1n(s)ds

1A �n ;

et

v(t) =
+1X
n=1

0@e(T�t)�ng2n � TZ
t

e(s�t)�nf2n(s)ds

1A �n ;

où gin = (gi;�n) ; i = 1; 2 ;8n 2 N�; f(t)in = (f(t)i;�n) ; i = 1; 2;8n 2 N�; 8t 2
[0; T ] :

Alors

u(t)� v(t) =
+1X
n=1

0@e(T�t)�n (g1n � g2n) � TZ
t

e(s�t)�n (f1n(s)� f2n(s)) ds
1A�n:
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D�où

ku(t)� v(t)k2H =
+1X
n=1

0@e(T�t)�n (g1n � g2n) � TZ
t

e(s�t)�n (f1n(s)� f2n(s)) ds
1A2

� 2
+1X
n=1

264e2T�n (g1n � g2n)2 +
0@ TZ
0

e(s�t)�n (f1n(s)� f2n(s)) ds
1A2
375 ;

alors

ku(t)� v(t)k2H � 2
+1X
n=1

e2T�n
�
(g1n � g2n)2

+ T

TZ
0

(f1n(s)� f2n(s))2 ds
1A ;

et cette série est exponentiellement croissante, d�où le problème (2.1) est ne dépend

pas continûment des données du problème, alors le problème (2.1) est mal posé aux sens

de Hadamard.

Clark-oppenheimer [4] rapprochent le problème homogène (3)-(4) par le problème

u�0(t) + Au�(t)= 0 ; 0 � t < T;
u�(T ) + �u�(0)= g .

Denech-Bessila [5] rapprochent le problème homogène (3)-(4) par le problème

u�0(t) + Au�(t)= 0 ; 0 � t < T;
u�(T )� �u�0(0)= g .

Nous rapprochons le problème �nal (2.1) par le problème suivant :

2.2 Position de problème

le problème suivant8>>>><>>>>:
u0�(t) + Au�(t) =

+1X
n=1

e�T�n

��n+e�T�n
fn(t)�n , 0 � t < T;

u�(T ) =
+1X
n=1

e�T�n

��n+e�T�n
gn �n ,

(2.3)
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est appelé Quasi boundary value problem (QBVP).

On montre que le problème (2.3) est bien posé pour chaque � 2 (0; T ), et si u�(t) la
solution du QBVP (2.3), alors u�(T ) converge vers g pour � tend vers 0. Nons montrons

que le problème �nal (2.1) admet une solution classique u si et seulement si la suite

(u�(0))��0 converge. De plus, nous montrons la convergence de u
� vers u lorsque � tend

vers 0 uniformément en t. Et nons montrons aussi que le problème (2.1) admet une solution

classique u si et seulement si la suite (u0�(0))��0 converge. De plus, nous montrons la

convergence de u� vers u lorsque � tend vers 0 dans C1([0; T ] ; H), ainsi que des résultats

concernant l�ordre de convergence.

Remarque :

Si on trouve f � 0 dans l�équation du QBVP (2.3), le problème (2.3) coïncide avec
le problème approché de Denche-Bissila

Démonstration :

En e¤et, la solution du problème

8>><>>:
u�0(t) + Au�(t) = 0 ; 0 � t < T;

u�(T )� �u�0(0) = g ,

est donnée par

u(t) =
+1X
n=1

e�t�n

��n + e�T�n
gn �n ;

alors

u(T ) =
+1X
n=1

e�T�n

��n + e�T�n
gn �n : �

2.3 Représentation de la solution du QBVP (2.3)

Puisque f�ngn2N�est une base orthonormale dans H.

Par analogie avec la méthode de Fourier, on va chercher une solution non triviale de

(2.3) sous la forme

u�(t) =
+1X
n=1

u�n(t)�n: (2.4)
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Supposons que formellement on peut changer entre la dérivée première par rapport à

t et le signe somme (
X
), et même pour le signe de l�opérateur A.

En remplaçant (2.4) dans le problème (2.3), et en tenant en compte le fait que

f�ngn2N�est une base orthonormale dans H, et que

A�n = �n�n ;8n 2 N�;

on obtient

u0�n (t) + �nu
�
n(t)=

e�T�n

��n + e�T�n
fn(t); 0 � t � T; (2.5)

u�n(T )=
e�T�n

��n + e�T�n
gn . (2.6)

La solution de l�équation homogène (2.5) est donnée par u�n(t) = c1e
�t�n

donc la solution particulière de (2.5) est u�n(t) = C(t)e
�t�n, tel que

C 0(t)e�t�n =
e�T�n

��n + e�T�n
fn(t);

donc

C(t) = C(T )�
TZ
t

e(s�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds;

alors

u�n(t) = ce
�t�n �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds ,

où c = c1 + C(T );

de la condition �nale(2.6) , on obtient c = gn
��n+e�T�n

;

donc u�n(t) est donnée par :

u�n(t) =
e�t�n

��n+e�T�n
gn �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds .
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Ainsi

u�(t) =
+1X
n=1

0@ e�t�n

��n + e�T�n
gn �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n + e�T�n
fn(s)ds

1A �n: (2.7)

2.4 Existence de la solution du QBVP (2.3)

Théorème 1 : soient f 2 L2 ([0; T ] ; H) ; g 2 H; � � 0; le problème (2.3) admet une
seule solution classique u�(t).

de plus on a

ku�(t)k2H �
2c

�2

�
kgk2H + T kfk

2
L2([0;T ];H)

�
: (2.8)

Démonstration : Soient f 2 L2 ([0; T ] ; H) ; g 2 H;� � 0. Notons par (u�k (t))k�1 la
suite des sommes partielles de la série (2.7) :

u�k (t) =
kX
n=1

0@ e�t�n

��n + e�T�n
gn �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n + e�T�n
fn(s)ds

1A �n: (2.9)

Il facile de voir que u�k (t) 2 C1 ([0; T ] ; H) ; 8k � 1: et que :

u�(t)� u�k (t) =
+1X

n=k+1

0@ e�t�n

��n+e�T�n
gn �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A �n;

ainsi

ku�(t)� u�k (t)k
2
H =

+1X
n=k+1

0@ e�t�n

��n+e�T�n
gn �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A2 :
En utilisant l�inégalité élémentaire (a+ b)2 � 2 (a2 + b2) ; on obtient

ku�(t)� u�k (t)k
2
H � 2

+1X
n=k+1

264 e�2t�n

(��n+e�T�n)
2 g2n +

0@ TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A2
375 ;

et d�après l�inégalité de Cauchy-Schwartz pour le second terme de cette inégalité on

obtient0@ TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A2 �
0@ TZ
t

ds

1A TZ
t

�
e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)

�2
ds;
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alors

ku�(t)� u�k (t)k
2
H � 2

+1X
n=k+1

8<: e�2t�n

(��n+e�T�n)
2 g2n + (T � t)

TZ
t

e2(s�t�T )�n

(��n+e�T�n)
2f 2n(s)ds

9=; :
En utilisant les inégalités :

�
��n + e

�T�n
��2

� ��2��2n ; e�2t�n � 1;8t 2 [0; T ] ;

e2(s�t�T )�n � 1;8t 2 [0; T ] ; (car s 2 [t; T ]) :

Et faite que lim
n!+1

�n = +1; donc 9c � 0; 8n � 1 : ��2n � c; on obtient

ku�(t)� u�k (t)k
2
H � 2c

�2

0@ +1X
n=k+1

g2n + T
+1X

n=k+1

TZ
0

f 2n(s)ds

1A :
Alors

sup
0�t�T

ku�(t)� u�k (t)k
2
H � 2c

�2

0@ +1X
n=k+1

g2n + T
+1X

n=k+1

TZ
0

f 2n(s)ds

1A ;
et comme f 2 L2 ([0; T ] ; H) ; et g 2 H; donc

lim
k!+1

sup
0�t�T

ku�(t)� u�k (t)k
2
H = 0

D�où (u�k (t))k�1 converge uniformément vers u
�(t) sur [0; T ] :

D�autre part on a :

u�0k (t) =
kX
n=1

0@ ��ne�t�n
��n+e�T�n

gn +

TZ
t

�ne(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds+

e�T�n

��n+e�T�n
fn(t)

1A �n:

En posant

v�(t) = lim
k!+1

u�0k (t)

=
+1X
n=1

0@ ��ne�t�n
��n+e�T�n

gn +

TZ
t

�ne(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds+

e�T�n

��n+e�T�n
fn(t)

1A �n ,

on obtient

kv�(t)� u�0k (t)k
2
H =

+1X
n=k+1

0@ ��ne�t�n
��n+e�T�n

gn +

TZ
t

�ne(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds+

e�T�n

��n+e�T�n
fn(t)

1A2 ;
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en utilisant l�inégalité élémentaire (a+ b+ c)2 � 4 (a2 + b2 + c2) ; on obtient

kv�(t)� u�0k (t)k
2
H � 4

+1X
n=k+1

264 �2ne
�2t�n

(��n+e�T�n)
2 g2n +

0@ TZ
t

�ne(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A2

+ e�2T�n

(��n+e�T�n)
2f 2n(t)

#
,

et d�après l�inégalité de Cauchy-Schwartz pour le second terme de cette inégalité on

obtient

kv�(t)� u�0k (t)k
2
H � 4

+1X
n=k+1

�2ne
�2t�n

(��n+e�T�n)
2 g2n + (T � t)

TZ
t

�2ne
2(s�t�T )�n

(��n+e�T�n)
2f 2n(s)ds

+ e�2T�n

(��n+e�T�n)
2f 2n(t) ,

en utilisant les majorations :
�
��n + e

�T�n
��2

� ��2��2n ; e�2t�n � 1;8t 2 [0; T ] ;

e�2T�n � 1; e2(s�t�T )�n � 1;8t 2 [0; T ] ; (s 2 [t; T ]) ; on obtient

kv�(t)� u�0k (t)k
2
H � 4

+1X
n=k+1

�2n
�2�2n

g2n + T

TZ
t

�2n
�2�2n

f 2n(s)ds+
1

�2�2n
f 2n(t)

� 4
�2

0@ +1X
n=k+1

g2n + T
+1X

n=k+1

TZ
0

f 2n(s)ds+ c
+1X

n=k+1

f 2n(t)

1A,
et comme f 2 L2 ([0; T ] ; H) ; et g 2 H; f(t) 2 H;8t 2 [0; T ] donc

lim
k!+1

sup
0�t�T

kv�(t)� u�0k (t)k
2
H = 0:

D�où (u�0k (t))k�1 converge uniformément vers v
�(t) sur [0; T ] :

Et comme

u�k (t) 2 C1 ([0; T ] ; H) ; 8k � 1:

En utilisant le critère de Weierstrass, on obtient u�(t) 2 C1 ([0; T ] ; H) ; et que

u�0(t) =
+1X
n=1

u�0n (t) �n où (2.10)

u�0n (t)=

0@ ��ne�t�n
��n + e�T�n

gn +

TZ
t

�ne
(s�t�T )�n

��n + e�T�n
fn(s)ds+

e�T�n

��n + e�T�n
fn(t)

1A :
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Puisque
�2n

(��n + e�T�n)
2 �

1

�2
;

alors

+1X
n=1

�2n

0@ e�t�n

��n+e�T�n
gn �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A2

� 2
+1X
n=1

0@ �2ne
�2t�n

(��n+e�T�n)
2 g2n + T

TZ
t

�2ne
2(s�t�T )�n

(��n+e�T�n)
2f 2n(s)ds

1A

� 2
�2

0@+1X
n=1

g2n + T
+1X
n=1

TZ
t

f 2n(s)ds

1A

� 2
�2

�
kgk2H + T kfk

2
L2([0;T ];H)

�
:

D�où u�(t) 2 D (A) et

Au�(t) =
+1X
n=1

0@ �ne
�t�n

��n + e�T�n
gn �

TZ
t

�ne
(s�t�T )�n

��n + e�T�n
fn(s)ds

1A �n: (2.11)

De (2.10) et (2.11), on conclut que

u0�(t) + Au�(t) =
+1X
n=1

e�T�n

��n+e�T�n
fn(t);

et

u�(T ) =
+1X
n=1

e�T�n

��n+e�T�n
gn:

Ainsi u� est une solution classique du problème (2.3).

Démontrons maintenant l�unicité de la solution

Soient u�1 ; u
�
2 deux solutions du problème (2.3) donc

u� = u�1 � u�2 solution du problème homogène (2.3) de la valeur �nale nulle,
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donc u� est une solution du problème

8>><>>:
u�0(t) + Au�(t) = 0, 0 � t � T;

u�(T ) = 0 ,

mais la solution de ce problème est la solution triviale, ainsi u�1 = u
�
2

Donc le problème (2.3) admet une solution classique u� unique.

Et de plus on a :

ku�(t)k2H =
+1X
n=1

0@ e�t�n

��n+e�T�n
gn �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A2 :
Et d�après l�inégalité élémentaire (a+ b)2 � 2 (a2 + b2) ; on obtient

ku�(t)k2H � 2
+1X
n=1

e�2t�n

(��n+e�T�n)
2 g2n +

0@ TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A2 ;
et d�après l�inégalité de Cauchy-Schwartz pour le second terme de cette inégalité on

obtient

ku�(t)k2H � 2
+1X
n=1

e�2t�n

(��n+e�T�n)
2 g2n + (T � t)

TZ
t

e2(s�t�T )�n

(��n+e�T�n)
2f 2n(s)ds:

En utilisant les majorations :
�
��n + e

�T�n
��2

� ��2��2n ; e�2t�n � 1;

8t 2 [0; T ] ; e2(s�t�T )�n � 1; (s 2 [t; T ]) ;8t 2 [0; T ] ; on obtient

ku�(t)k2H � 2
+1X
n=1

1
�2�2n

0@g2n + T
TZ
t

f 2n(s)ds

1A :
Et comme lim

n!+1
�n = +1; donc 9c � 0; 8n � 1 : ��2n � c; alors

ku�(t)k2H � 2c
�2

0@+1X
n=1

g2n + T
+1X
n=1

TZ
0

f 2n(s)ds

1A ;
par conséquence

ku�(t)k2H � 2c
�2

�
kgk2H + T kfk

2
L2([0;T ];H)

�
:

Ainsi l�inégalité (2.8) est démontrée.
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2.5 Estimation de la solution du QBVP (2.3)

Lemme 2 :
1

��+ e�T�
� T

�
�
1 + ln

�
T
�

�� ;8� > 0 (2.12)

Démonstration :

On pose

h(�) =
1

��+ e�T�
;8� > 0 (2.13)

on a :

h0(�) = ��+Te�T�

(��+e�T�)
2

Ainsi h0(�) = 0 pour � = 1
T
ln
�
T
�

�
; puisque h0(�) � 0 pour � � 1

T
ln
�
T
�

�
et h0(�) � 0

pour � � 1
T
ln
�
T
�

�
; alors 1

T
ln
�
T
�

�
est la valeur pour laquelle h atteint son maximum,

d�où l�inégalité :

h(�) � h( 1
T
ln
�
T

�

�
) =

T

�
�
1 + ln

�
T
�

�� (2.14)

pour � < T . �

Théorème 3 : soient f 2 L2 ([0; T ] ; H) ; g 2 H; la solution u�(t) du problème (2.3)
est dépend continûment des données du problème dans C ([0; T ] ; H).

Et on a

ku�(t)� v�(t)kC([0;T ];H)�
p
2T

�
�
1 + ln

�
T
�

�� �kg1 � g2k2H (2.15)

+T kf1 � f2k2L2([0;T ];H)
� 1
2 ;

où u�(t); v�(t) sont deux solutions du problème (2.3) correspondantes aux seconds

membres f1(t); f2(t); et aux données �nales g1, g2:

Démonstration :

Soient u�(t); v�(t) deux solutions du QBVP (2.3) correspondantes aux seconds

membres f1(t); f2(t); et aux données �nales g1 et g2 ,
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donc on a

u�(t)=
+1X
n=1

0@ e�t�n

��n + e�T�n
g1n �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n + e�T�n
f1n(s)ds

1A �n ;

v�(t)=
+1X
n=1

0@ e�t�n

��n + e�T�n
g2n �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n + e�T�n
f2n(s)ds

1A �n ;

tel que gin = (gi;�n) ; i = 1; 2;8n � 1; et fin(t) = (fi(t);�n) ; i = 1; 2; 8n � 1;8t 2
[0; T ] ainsi

u�(t)� v�(t) =
+1X
n=1

24 e�t�n

��n+e�T�n
(g1n � g2n) �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
(f1n(s)� f2n(s)) ds

35�n ;
alors

ku�(t)� v�(t)k2H =
+1X
n=1

24 e�t�n

��n+e�T�n
(g1n � g2n) �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
(f1n(s)� f2n(s)) ds

352 :
Et d�après l�inégalité élémentaire (a + b)2 � 2 (a2 + b2), et l�inégalité de Cauchy-

Schwartz pour le second terme de cette égalité on obtient

ku�(t)� v�(t)k2H � 2
+1X
n=1

"
e�2t�n

(��n+e�T�n)
2 (g1n � g2n)2+

(T � t)
TZ
t

e2(s�t�T )�n

(��n+e�T�n)
2 (f1n(s)� f2n(s))2 ds

35 :
En utilisant les majorations : e�2t�n � 1; 8t 2 [0; T ] ; e2(s�t�T )�n � 1; (s 2 [t; T ]) ; on

obtient

ku�(t)� v�(t)k2H � 2
+1X
n=1

1

(��n+e�T�n)
2

0@(g1n � g2n)2 + T

TZ
0

(f1n(s)� f2n(s))2 ds
1A :

En utilisant l�inégalité (2.12) du lemme 2, on obtient

ku�(t)� v�(t)k2H � 2T 2

�2(1+ln(T� ))
2

+1X
n=1

0@(g1n � g2n)2 + T

TZ
0

(f1n(s)� f2n(s))2 ds
1A

� 2T 2

�2(1+ln(T� ))
2

�
kg1 � g2k2H + T kf1 � f2k

2
L2([0;T ];H)

�
.
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Donc

ku�(t)� v�(t)k2C([0;T ];H) � 2T 2

�2(1+ln(T� ))
2

�
kg1 � g2k2H + T kf1 � f2k

2
L2([0;T ];H)

�
:

Ainsi on a l�estimation (2.15). �

2.6 Convergence de la solution du QBVP (2.3)

Théorème 4 : Pour chaque g 2 H; l�approximation u�(T ) converge vers g dans H
quand � tend vers zéro.

Démonstration : Soit g 2 H; donc g =
+1X
n=1

gn �n .

Soit " > 0; comme la série
+1X
n=1

g2n converge, alors on choisit N pour lequel

+1X
n=N+1

g2n �
"

2
:

Ainsi

u�(T )� g =
+1X
n=1

�
e�T�n

��n+e�T�n
gn � gn

�
�n =

+1X
n=1

���n
��n+e�T�n

gn�n ,

donc

ku�(T )� gk2H =
+1X
n=1

�2�2n
(��n + e�T�n)

2 g
2
n: (2.16)

Alors

ku�(T )� gk2H =
NX
n=1

�2�2n

(��n+e�T�n)
2 g2n +

+1X
n=N+1

�2�2n

(��n+e�T�n)
2 g2n:

En majorant
�
��n + e

�T�n
��2
par e2T�n dans la première série et par ��2��2n dans la

deuxième on obtient

ku�(T )� gk2H �
NX
n=1

�2�2ne
2T�ng2n +

+1X
n=N+1

g2n

� �2
NX
n=1

�2ne
2T�ng2n + "

2
;
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maintenant en choisissant � tel que � �
p
"

 
NX
n=1

2�2ne
2T�ng2n

!� 1
2

;

D�où on obtient

ku�(T )� gk2H � ";

ainsi u�(T ) converge vers g dans H . �

Remarque 5 : si g 2 D(A); alors on a l�estimation

ku�(T )� gkH � T�
1 + ln

�
T
�

�� kAgkH : (2.17)

Démonstration : De (2.16), on a

ku�(T )� gk2H = �2
+1X
n=1

h2(�n)�
2
ng
2
n ;

où la fonction h(�) est donnée par (2.13).

En utilisant (2.14) et comme h(�) > 0; 8� > 0 on obtient

ku�(T )� gk2H � �2T 2

�2(1+ln(T� ))
2

+1X
n=1

�2ng
2
n:

Ainsi on a l�estimation (2.17). �

Théorème 6 : Soient f 2 L2 ([0; T ] ; H) ; g 2 H; le problème (2.1) admet une solution
classique si, et seulement si la suite (u�(0))��0 converge dans H. De plus, on trouve que

u�converge vers u lorsque � tend vers, 0 uniformément en t.

Démonstration : Montrons que si la suite (u�(0))��0 converge dans H; alors le
problème (2.1) admet une solution classique u�; et on montre de plus que u�converge vers

u lorsque � tend vers 0; uniformément en t.

Supposons que lim
�!0

u�(0) = v existe, et puisque v 2 H on a :

v =
+1X
n=1

vn�n , tel que vn = (v;�n) ; 8n � 1:

Soit " > 0; comme f 2 L2 ([0; T ] ; H) ; donc la série
+1X
n=1

TZ
0

f 2n(s)ds converge, alors on

choisit N pour lequel
+1X

n=N+1

TZ
0

f 2n(s)ds � "
4T
:
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Il est facile de voir que u dé�nie par

u(t) =
+1X
n=1

0@e�t�nvn + tZ
0

e(s�t)�nfn(s)ds

1A�n ; (2.18)

est une solution classique du problème

8>><>>:
u0(t) + Au(t) = f(t), 0 � t � T;

u(0) = v .
(2.19)

Et u�(t) qui donnée par :

u�(t) =
+1X
n=1

0@e�t�nu�0n +
tZ
0

e(s�t�T )�n

(��n+e�T�n)
fn(s)ds

1A�n ;
où u�0n = ( u

� (0) ;�n) ; 8n � 1:

est solution du problème

8>>>><>>>>:
u�0(t) + Au�(t) =

+1X
n=1

e�T�n

��n+e�T�n
fn(t)�n 0 � t � T ;

u�(0) =
+1X
n=1

u�n(0)�n .

Donc

u�(t)� u(t) =
+1X
n=1

0@e�t�n (u�0n � vn) +
tZ
0

�
e�T�n

��n+e�T�n
� 1

�
e(s�t)�nfn(s)ds

1A�n;
ainsi

ku�(t)� u(t)k2H =
+1X
n=1

0@e�t�n (u�0n � vn)�
tZ
0

��ne(s�t)�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A2 :
En utilisant que (a + b)2 � 2 (a2 + b2) ; et l�inégalité de Cauchy-Schwartz pour le

second terme de cette égalité on obtient

ku�(t)� u(t)k2H � 2
+1X
n=1

0@e�2t�n (u�0n � vn)2 + T
tZ
0

�2�2ne
2(s�t)�n

(��n+e�T�n)
2f 2n(s)ds

1A ;
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comme on a e�2t�n � 1; e2(s�t)�n � 1;8t 2 [0; T ] ; donc

ku�(t)� u(t)k2H � 2
+1X
n=1

(u�0n � vn)
2

+2T
+1X
n=1

TZ
0

�2�2n
(��n + e�T�n)

2f
2
n(s)ds : (2.20)

Et d�autre part on a :

+1X
n=1

TZ
0

�2�2n

(��n+e�T�n)
2f 2n(s)ds =

NX
n=1

TZ
0

�2�2n

(��n+e�T�n)
2f 2n(s)ds+

+1X
n=N+1

TZ
0

�2�2n

(��n+e�T�n)
2f 2n(s)ds:

En majorant
�
��n + e

�T�n
��2
par e2T�n dans la première série et par ��2��2n dans la

deuxième on obtient

+1X
n=1

TZ
0

�2�2n

(��n+e�T�n)
2f 2n(s)ds �

NX
n=1

TZ
0

�2�2ne
2T�nf 2n(s)ds+

+1X
n=N+1

TZ
0

f 2n(s)ds

� �2
NX
n=1

TZ
0

�2ne
2T�nf 2n(s)ds+

"
4T
;

maintenant en choisissant � tel que � �
p
"

0@ NX
n=1

TZ
0

4T�2ne
2T�nf 2n(s)ds

1A�
1
2

;

d�où
+1X
n=1

TZ
0

�2�2n

(��n+e�T�n)
2f 2n(s)ds � "

2T
:

Et de (2.20), on obtient

ku�(t)� u(t)k2H � 2 ku�(0)� vk
2
H + ":

Donc

ku�(T )� u(T )k2H � 2 ku�(0)� vk
2
H + ";

et

sup
0�t�T

ku�(t)� u(t)k2H � 2 ku�(0)� vk
2
H + ": (2.21)
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Comme lim
�!0

u�(0) = v alors lim
�!0

u�(T ) = u(T ); et comme du théorème 4 on a

lim
�!0

u�(T ) = g; alors u(T ) = g. Ainsi la fonction u véri�e la condition �nale. Comme

la fonction u est une solution classique du problème (2.19), alors elle véri�e l�équation

aux sens classique ainsi la fonction u est une solution classique du problème (2.1), et

l�inégalité (2.21) résulte que u�converge vers u lorsque � tend vers 0; uniformément en t:

Réciproquement

Montrons que si le problème (2.1) admet une solution classique u; alors la suite

(u�(0))��0 converge dans H:

Soit � � 0 et supposons que u est une solution classique du problème (2.1), donc elle
est donnée par :

u(t) =
+1X
n=1

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A�n;
et on a

u(0) =
+1X
n=1

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A�n:

Puisque u(t) 2 D(A) 8t 2 [0; T ] ; alors u(0) 2 D(A); ce qui assure la convergence de

la série
+1X
n=1

�2n

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2 ; de plus on a

kAu(0)k2H =
+1X
n=1

�2n

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2 :

De (2.7) on a

u�(0) =
+1X
n=1

0@ gn
��n+e�T�n

�
TZ
0

e(s�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A �n;

d�où

u�(0)� u(0) =
+1X
n=1

0@���neT�ngn
��n+e�T�n

+

TZ
0

��nes�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A �n:
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Alors

ku�(0)� u(0)k2H =
+1X
n=1

0@���neT�ngn
��n+e�T�n

+

TZ
0

��nes�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A2

� �2
+1X
n=1

�2n

(��n+e�T�n)
2

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2 :
Et en utilisant le lemme 2, on obtient

ku�(0)� u(0)k2H � T 2

(1+ln(T� ))
2

+1X
n=1

�2n

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2 :
Donc

ku�(0)� u(0)kH �
T�

1 + ln
�
T
�

�� kAu(0)kH :
D�où

lim
�!0

u�(0) = u(0) :

c�est-à-dire la suite (u�(0))��0 converge dans H: �

Remarque 7 : Si f(t) 2 D(A);8t 2 [0; T ] . Alors on a l�estimation :

ku�(t)� u(t)k2H � 2 ku�(0)� vk
2
H +

2T 3�
1 + ln

�
T
�

��2 kAfk2L2([0;T ];H) :

Démonstration :

De (2.20) et en utilisant (2.12) du lemme 2 on obtient

ku�(t)� u(t)k2H � 2 ku�(0)� vk
2
H +

2T 3

(1+ln(T� ))
2

+1X
n=1

TZ
0

�2nf
2
n(s)ds

� 2 ku�(0)� vk2H + 2T 3

(1+ln(T� ))
2 kAfk2L2([0;T ];H) : �

Théorème 8 : Soient f 2 L2 ([0; T ] ; H) ; g 2 H; le problème (2.1) admet une solution
classique si, et seulement si la suite (u�0(0))��0 converge dans H. De plus, u

�converge

vers u lorsque � tend vers 0 dans C1 ([0; T ] ; H).

Démonstration :
Montrons que si la suite (u�0(0))��0 converge dans H, alors le problème (2.1) admet une
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solution classique, et de plus on montre la convergence de u� vers u lorsque � tend vers

0 dans C1 ([0; T ] ; H).

Supposons que lim
�!0

u�0(0) = v existe, et puisque v 2 H on a :

v =
+1X
n=1

vn�n , où vn = (v;�n) ; 8n � 1:

Notons par

wn =
fn(0)� vn

�n
;8n � 1; et w =

+1X
n=1

wn�n: (2.22)

Il est facile de voir que la fonction u dé�nie par

u(t) =
+1X
n=1

un(t)�n;

où un(t) = e
�t�nwn +

tZ
0

e(s�t)�nfn(s)ds; 8n � 1;

est une solution classique du problème8>><>>:
u0(t) + Au(t) = f(t) , 0 � t � T;

u(0) = w .

Comme (2.7) on a

u�(t) =
+1X
n=1

u�n(t) �n:

où

u�n(t) =
e�t�n

��n+e�T�n
gn �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds; 8n � 1:

On a

u�0(t) =
+1X
n=1

0@ ��ne�t�n
��n+e�T�n

gn +

TZ
t

�ne(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds+

e�T�n

��n+e�T�n
fn(t)

1A �n

=
+1X
n=1

24��n
0@ e�t�n

��n+e�T�n
gn �

TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A+ e�T�n

��n+e�T�n
fn(t)

35 �n
=

+1X
n=1

�
��nu�n(t) + e�T�n

��n+e�T�n
fn(t)

�
�n:
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Et d�autre part

u0(t) =
+1X
n=1

0@��ne�t�nwn � tZ
0

�ne
(s�t)�nfn(s)ds+ fn(t)

1A�n

=
+1X
n=1

24��n
0@e�t�nwn + tZ

0

�ne
(s�t)�nfn(s)ds

1A+ fn(t)
35�n

=
+1X
n=1

(��nun(t) + fn(t)) �n :

Donc on a 8>><>>:
u�0n (t) = ��nu�n(t) + e�T�n

��n+e�T�n
fn(t);

u0n(t) = ��nun(t) + fn(t) :
(2.23)

D�où :

u�n(t)� un(t) = ���1n (u�0n (t)� u0n(t))� �
��n+e�T�n

fn(t):

Donc

ku�(t)� u(t)k2H =
+1X
n=1

(u�n(t)� un(t))
2

=
+1X
n=1

�
���1n (u�0n (t)� u0n(t))� �

��n+e�T�n
fn(t)

�2

� 2
+1X
n=1

 
��2n (u�0n (t)� u0n(t))

2 + �2

(��n+e�T�n)
2f 2n(t)

!
:

Et vu le faite que lim
n!+1

�n = +1; donc 9c � 0; 8n � 1 : ��2n � c; ainsi on obtient

ku�(t)� u(t)k2H � 2c ku�0(t)� u0(t)k
2
H + 2

+1X
n=1

�2

(��n+e�T�n)
2f 2n(t)

� 2c ku�0(t)� u0(t)k2H + 2T 2

(1+ln(T� ))
2

+1X
n=1

f 2n(t):

Alors

ku�(t)� u(t)k2H � 2c ku�0(t)� u0(t)k
2
H +

2T 2

(1+ln(T� ))
2 kf(t)k2H :
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Ainsi

ku�(0)� u(0)k2H � 2c ku�0(0)� u0(0)k2H +
2T 2�

1 + ln
�
T
�

��2 kf(0)k2H ; (2.24)

et

sup
0�t�T

ku�(t)� u(t)k2H � 2c sup
0�t�T

ku�0(t)� u0(t)k2H (2.25)

+
2T 2�

1 + ln
�
T
�

��2 sup
0�t�T

kf(t)k2H :

De (2.23) on a

u0(t) =
+1X
n=1

u0n(t) �n =
+1X
n=1

(��nun(t) + fn(t)) �n;

donc

u0(0) =
+1X
n=1

(��nun(0) + fn(0)) �n:

Et comme u(0) = w; donc un(0) = wn;8n � 1;

d�où

u0(0) =
+1X
n=1

(��nwn + fn(0)) �n:

Et comme (2.22) on a (��nwn + fn(0)) = vn;8n � 1.

Alors

u0(0) =
+1X
n=1

vn �n = v:

Et comme lim
�!0

u�0(0) = v; alors lim
�!0

u�0(0) = u0(0); et de (2.24) on obtient

lim
�!0

u�(0) = u(0): Ainsi d�après le théorème 6 u est une solution classique du problème

(2.1).
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Montrons maintenant la convergence de u� vers u dans C1 ([0; T ] ; H) lorsque � tend

vers 0:

De (2.23) on a :

8>><>>:
u�0n (0) = ��nu�n(0) + e�T�n

��n+e�T�n
fn(0);

u0n(0) = ��nun(0) + fn(0) ;

donc u�0n (0)� u0n(0) = ��n (u�n(0)� un(0))� ��n
��n+e�T�n

fn(0):

Et comme un(0) = wn, et

u�n(0) =
+1X
n=1

0@ gn
��n+e�T�n

�
TZ
0

e(s�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A �n:

On a alors

u�0n (0)� u0n(0)=��n

0@ gn
��n + e�T�n

� wn �
TZ
0

e(s�T )�n

��n + e�T�n
fn(s)ds

1A (2.26)

� ��n
��n + e�T�n

fn(0):

Et d�autre part comme :

u�0n (t)� u0n(t) = ��n (u�n(t)� un(t))� ��n
��n+e�T�n

fn(t)

= � ��n
��n+e�T�n

fn(t)� �n
�

e�t�n

��n+e�T�n
gn � e�t�nwn

�

+�n

0@ TZ
t

e(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds+

tZ
0

e(s�t)�nfn(s)ds

1A
= � ��n

��n+e�T�n
fn(t)� �n

�
e�t�n

��n+e�T�n
gn � e�t�nwn

�

+

TZ
t

�ne(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds+

tZ
0

�ne(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds+

tZ
0

��2ne
(s�t)�n

��n+e�T�n
fn(s)ds :

Donc

u�0n (t)� u0n(t) = � ��n
��n+e�T�n

fn(t)� �n
�

e�t�n

��n+e�T�n
gn � e�t�nwn

�

+

TZ
0

�ne(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds+

tZ
0

��2ne
(s�t)�n

��n+e�T�n
fn(s)ds;

40



alors

u�0n (t)� u0n(t) = ��ne�t�n
0@ gn
��n+e�T�n

� wn �
TZ
0

e(s�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

1A

� ��n
��n+e�T�n

fn(0) +

tZ
0

��2ne
(s�t)�n

��n+e�T�n
fn(s)ds � ��n

��n+e�T�n
fn(t) +

��n
��n+e�T�n

fn(0):

D�ici en utilisant (2.26) on obtient

u�0n (t)� u0n(t) = e�t�n (u�0n (0)� u0n(0)) +
tZ
0

��2ne
(s�t)�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

+ ��n
��n+e�T�n

(fn(0)� fn(t)) :

Alors

ku�0(t)� u0(t)k2H =
+1X
n=1

(u�0n (t)� u0n(t))
2

=
+1X
n=1

0@e�t�n (u�0n (0)� u0n(0)) +
tZ
0

��2ne
(s�t)�n

��n+e�T�n
fn(s)ds

+ ��n
��n+e�T�n

(fn(0)� fn(t))
�2

En utilisant l�inégalité élémentaire (a+ b+ c)2 � 4 (a2 + b2 + c2) et l�inégalité de

Cauchy-Schwartz pour le second terme de cette égalité on obtient :

ku�0(t)� u0(t)k2H � 4
+1X
n=1

e�2t�n (u�0n (0)� u0n(0))
2

+4T
+1X
n=1

tZ
0

�2�4ne
2(s�t)�n

(��n + e�T�n)
2f

2
n(s)ds (2.27)

+4
+1X
n=1

�2�2n
(��n + e�T�n)

2 (fn(0)� fn(t))
2 .

Et comme fn(t) 2 H; 8t 2 (0; T ), donc : 8" > 0; on peut choisir N pour lequel

+1X
n=N+1

(fn(0)� fn(t))2 �
"

8
; (2.28)
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donc on obtient :

4
+1X
n=1

�2�2n

(��n+e�T�n)
2 (fn(0)� fn(t))2 = 4

NX
n=1

�2�2n

(��n+e�T�n)
2 (fn(0)� fn(t))2

+4
+1X

n=N+1

�2�2n

(��n+e�T�n)
2 (fn(0)� fn(t))2 :

En majorant
�
��n + e

�T�n
��2
par e2T�n dans la première série et par ��2��2n dans la

deuxième on obtient

4
+1X
n=1

�2�2n
(��n + e�T�n)

2 (fn(0)� fn(t))
2� 4�2

NX
n=1

�2ne
2T�n (fn(0)� fn(t))2

+4
+1X

n=N+1

(fn(0)� fn(t))2 : (2.29)

Maintenant en choisissant � tel que

� �
p
"

"
NX
n=1

8�2ne
2T�n (fn(0)� fn(t))2

#� 1
2

: (2.30)

De (2.29) et en utilisant (2.28) et (2.30) on obtient

4
+1X
n=1

�2�2n
(��n + e�T�n)

2 (fn(0)� fn(t))
2 � ": (2.31)

D�autre part comme : �4ne
2(s�t)�n � C1 (s 2 (0; t)) et e�2t�n � 1; 8t 2 [0; T ] ; alors de

(2.27) et (2.31) on obtient

ku�0(t)� u0(t)k2H � 4
+1X
n=1

(u�0n (0)� u0n(0))
2

+4T�2C1
+1X
n=1

tZ
0

1

(��n+e�T�n)
2f 2n(s)ds+ ":

D�ici en utilisant le lemme 2 on obtient

ku�0(t)� u0(t)k2H � 4 ku�0(0)� u0(0)k
2 + 4T 3C1

(1+ln(T� ))
2

+1X
n=1

tZ
0

f 2n(s)ds+ "

� 4 ku�0(0)� u0(0)k2 + 4T 3C1

(1+ln(T� ))
2 kf(t)k2H + ";
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et comme lim
��!0

u�0(0) = u0(0); alors

lim
��!0

sup
t2[0;T ]

ku�0(t)� u0(t)kH = 0: (2.32)

D�ici en utilisant l�inégalité (2.25) on obtient

lim
��!0

sup
0�t�T

ku�(t)� u(t)kH = 0: (2.33)

De (2.32)-(2.33) on obtient

lim
��!0

ku�(t)� u(t)kC1([0;T ];H) = 0:

Ainsi u�(t) converge vers u(t) dans C1 ([0; T ] ; H) lorsque � tend vers 0.

Donc le problème (2.1) admet une solution classique u(t) et l�approximation u�(t)

converge vers u(t) dans C1 ([0; T ] ; H) quand � tend vers 0.

Réciproquement

Montrons maintenant si le problème (2.1) admet une solution classique, alors la suite

(u�0(0))��0 converge dans H .

Soit � � 0; supposons que u est une solution classique du problème (2.1), elle est

alors donnée par

u(t) =
+1X
n=1

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A�n;
et on a

u(0) =
+1X
n=1

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A�n:
Puisque u(t) 2 D(A) 8t 2 [0; T ] ; donc u(0) 2 D(A); ce qui assure la convergence de

la série

+1X
n=1

�2n

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2 ; de plus on a

kAu(0)k2H =
+1X
n=1

�2n

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2 :
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Soit " > 0; on choisit N pour lequel

+1X
n=N+1

�2n

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2 � "
4
:

On a

u0(t) =
+1X
n=1

0@��ne(T�t)�ngn + TZ
t

�ne
(s�t)�nfn(s)ds+ fn(t)

1A�n:
et

u0(0) =
+1X
n=1

0@��neT�ngn + TZ
0

�ne
s�nfn(s)ds+ fn(0)

1A�n:
De (2.7) on a

u�0(t) =
+1X
n=1

0@ ��ne�t�n
��n+e�T�n

gn +

TZ
t

�ne(s�t�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds+

e�T�n

��n+e�T�n
fn(t)

1A �n :

et

u�0(0) =
+1X
n=1

0@ ��n
��n+e�T�n

gn +

TZ
0

�ne(s�T )�n

��n+e�T�n
fn(s)ds+

e�T�n

��n+e�T�n
fn(0)

1A �n :

Alors

u�0(0)� u0(0) =
+1X
n=1

0@ ��2ne
T�n

��n+e�T�n
gn �

TZ
0

��2ne
s�n

��n+e�T�n
fn(s)ds� ��n

��n+e�T�n
fn(0)

1A�n:
D�où

ku�0(0)� u0(0)k2H =
+1X
n=1

0@ ��2ne
T�n

��n+e�T�n
gn �

TZ
0

��2ne
s�n

��n+e�T�n
fn(s)ds� ��n

��n+e�T�n
fn(0)

1A2 :
Donc

ku�0(0)� u0(0)k2H � 2
+1X
n=1

�2�2n
(��n + e�T�n)

2f
2
n(0)

+2
+1X
n=1

�2�4n
(��n + e�T�n)

2

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2 : (2.34)
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Et d�autre part comme

+1X
n=1

�2�4n

(��n+e�T�n)
2

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2

=
NX
n=1

�2�4n

(��n+e�T�n)
2

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2

+
+1X

n=N+1

�2�4n

(��n+e�T�n)
2

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2 :
En majorant

�
��n + e

�T�n
��2
par e2T�n dans la première série et par ��2��2n dans la

deuxième on obtient

+1X
n=1

�2�4n

(��n+e�T�n)
2

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2 �
NX
n=1

�2�4ne
2T�n

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2

+
+1X

n=N+1

�2n

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2

� �2
NX
n=1

�4ne
2T�n

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2 + "
4
;

maintenant en choisissant � tel que

� �
p
"

264 NX
n=1

4�4ne
2T�n

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2
375
� 1
2

:

On obtient

+1X
n=1

�2�4n

(��n+e�T�n)
2

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2 � "
2
:

D�autre part comme

+1X
n=1

�2�2n

(��n+e�T�n)
2f 2n(0) � T 2

(1+ln(T� ))
2

+1X
n=1

�2nf
2
n(0) � T 2

(1+ln(T� ))
2 kAf(0)k2H ;
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Alors

ku�0(0)� u0(0)k2H � "+ 2T 2

(1+ln(T� ))
2 kAf(0)k2H :

Ainsi la suite (u�0(0))��0 converge dans H: D�où le théorème est démontré. �

Remarque 9 : Si u(t) 2 D(A2);8t 2 [0; T ] on a :

ku�0(0)� u0(0)kH �
p
2T�

1 + ln
�
T
�

�� �A2u(0)2
H
+ kAf(0)k2H

� 1
2

:

Démonstration : Supposons que u(t) 2 D(A2); 8t 2 [0; T ] ; alors u(0) 2 D(A2)

c-à-d kAu(0)k2H =
+1X
n=1

�4n

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A2 < +1
De (2.34) et (2.12), on obtient :

ku�0(0)� u0(0)k2H �
2T 2

�2
�
1 + ln

�
T
�

��2 +1X
n=1

�2�4n

0@eT�ngn � TZ
0

es�nfn(s)ds

1A
+

2T 2

�2
�
1 + ln

�
T
�

��2 +1X
n=1

�2�2nf
2
n(0)

2:

D�où

ku�0(0)� u0(0)k2H �
2T 2�

1 + ln
�
T
�

��2 �A2u(0)2H + kAf(0)k2H
�

Fin de la démonstration. �

Théorème 10 : Soient f 2 L2 ([0; T ] ; H) ; g 2 H; s�il existe m 2 (0; 2) tel que la

série
+1X
n=1

�mn e
mT�ng2n converge, alors

ku�(T )� gkH �
p
C1�m

m
; (2.35)

où C1 = 4
+1X
n=1

�mn e
mT�ng2n:

Démonstration : Soit m 2 (0; 2) tel que la série
+1X
n=1

�mn e
mT�ng2n converge, et soit

k 2 (0; 2) :
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Fixons le naturel n, et dé�nissons

gn (�) =
�k

(��n + e�T�n)
2 :

On a

g0n (�) = �
k�1 (k�2)��n+ke�T�n

(��n+e�T�n)
3 :

Anisi g0n (�) = 0 pour �0 = 0 et �1 = ke�T�n

(2�k)�n ; puisque gn (0) = 0 et lim
�!+1

gn (�) = 0

et gn (�) > 0; alors �1 est la valeur pour laquelle gn atteint son maximum, d�où l�inégalité :

gn (�) �

�
k
2�k

�k
e�kT�n

�kn (�1�n + e
�T�n)2

;8n 2 N�: (2.36)

D�autre part de (2.16), on a

ku�(T )� gk2H = �2�k
+1X
n=1

�2ngn (�) g
2
n :

Alors d�ici en utilisant (2.36), on obtient

ku�(T )� gk2H �
 

k

2� k

!k
�2�k

+1X
n=1

�2�kn

�
�1�n + e

�T�n
��2

e�kT�ng2n:

En majorant
�
�1�n + e

�T�n
��2

par e2T�n ; on a

ku�(T )� gk2H �
�

k
2�k

�k
�2�k

+1X
n=1

�2�kn e(2�k)T�ng2n:

Si on choisit k = 2�m; on obtient

ku�(T )� gk2H �
�
2�m
m

�2�m
�m

+1X
n=1

�mn e
mT�ng2n:

Et comme
�
2�m
m

�2�m
�
�
2�m
m

�2
� 4

m2

n
car 2�m

m
> 0

o
.

Alors

ku�(T )� gk2H � 4
m2�

m
+1X
n=1

�mn e
mT�ng2n:

Ainsi (2.35) est démontrée. �
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Théorème 11 : Soient f 2 L2 ([0; T ] ; H) ; g 2 H: Supposons que le problème (2.1)
admet une solution unique u 2 C1 ([0; T ] ; H), alors u�(t) converge vers u(t) uniformément
en t:

Démonstration :

Supposons que le problème (2.1) admet une solution unique u 2 C1 ([0; T ] ; H) ; donc
elle est donnée par

u(t) =
+1X
n=1

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A�n: (2.37)

Soit " > 0; on choisit N pour lequel

sup
t2[0;T ]

+1X
n=N+1

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2 � "

2
:

Comme (2.7) et (2.37), on a

u�(t)� u(t) =
+1X
n=1

0@���ne(T�t)�ngn
��n + e�T�n

+

TZ
t

��ne
(s�t)�n

��n + e�T�n
fn(s)ds

1A�n;
alors

ku�(t)� u(t)k2H =
+1X
n=1

0@���ne(T�t)�ngn
��n + e�T�n

+

TZ
t

��ne
(s�t)�n

��n + e�T�n
fn(s)ds

1A2 ;
donc

ku�(t)� u(t)k2H =
+1X
n=1

�2�2n
(��n + e�T�n)

2

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2 ; (2.38)

ainsi

ku�(t)� u(t)k2H =
NX
n=1

�2�2n

(��n+e�T�n)
2

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2

+
+1X

n=N+1

�2�2n

(��n+e�T�n)
2

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2 :
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En majorant
�
��n + e

�T�n
��2
par e2T�n dans la première série et par ��2��2n dans la

deuxième on obtient

ku�(t)� u(t)k2H � �2
NX
n=1

�2ne
2T�n

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2 + "
2
:

Maintenant en choisissant � tel que

� �
p
"

264 NX
n=1

2�2ne
2T�n sup

t2[0;T ]

8><>:
0@e(T�t)�ngn � TZ

t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2
9>=>;
375
� 1
2

D�où

sup
t2[0;T ]

ku�(t)� u(t)kH � "; (2.39)

ainsi u�(t) converge vers u(t) uniformément en t: �

Remarque 12 : Si le problème (2.1) admet une solution classique u. Alors on a
l�estimation :

ku�(t)� u(t)kH �
C

1 + ln
�
T
�

� ; (2.40)

où C = T sup
t2[0;T ]

kAu(t)kH

Démonstration : Supposons que le problème (2.1) admet une solution classique u:
Donc u(t) 2 D(A);8t 2 [0; T ] ; de (2.38) et (2.12) on a

ku�(t)� u(t)k2H � T 2

(1+ln(T� ))
2

+1X
n=1

�2n

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2 ;
alors

ku�(t)� u(t)k2H �
T 2�

1 + ln
�
T
�

��2 kAu(t)k2H :

Ainsi on obtient (2.40) pour C = T sup
t2[0;T ]

kAu(t)kH : �

Théorème 13 : Soient f 2 L2 ([0; T ] ; H) ; g 2 H; supposons que le problème (2.1)
admet une solution classique u; alors u�0(t) converge vers u0(t) uniformément en t:

Démonstration : Supposons que le problème (2.1) admet une solution classique u;
donc u 2 C1 ([0; T ] ; H) et u(t) 2 D(A);8t 2 [0; T ] :
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Soit " > 0; on choisit N pour lequel

sup
t2[0;T ]

+1X
n=N+1

�2n

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2 � "
4
:

De (2.23), on a

u�0n (t)� u0n(t) = ��n ( u�n(t)� un(t)) + ��n
��n+e�T�n

fn(t);

donc

u�0(t)�u0(t) =
+1X
n=1

24 ��2n

(��n+e�T�n)

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A+ ��n
��n+e�T�n

fn(t)

35�n;
alors

ku�0(t)� u0(t)k2H � 2
+1X
n=1

"
�2�2n

(��n + e�T�n)
2f

2
n(t)

+
�2�4n

(��n + e�T�n)
2

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2
375 : (2.41)

Et d�autre part comme

+1X
n=1

�2�4n

(��n+e�T�n)
2

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2 =
NX
n=1

�2�4n

(��n+e�T�n)
2

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2

+
+1X

n=N+1

�2�4n

(��n+e�T�n)
2

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2 ;
Alors en majorant

�
��n + e

�T�n
��2
par e2T�n dans la première série et par ��2��2n

dans la deuxième on obtient

+1X
n=1

�2�4n

(��n+e�T�n)
2

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2 �

�2
NX
n=1

�4ne
2T�n

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2 + "
4
:
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Maintenant en choisissant � tel que

� �
p
"

264 NX
n=1

4�4ne
2T�n sup

t2[0;T ]

8><>:
0@e(T�t)�ngn � TZ

t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2
9>=>;
375
� 1
2

:

D�où

+1X
n=1

�2�4n

(��n+e�T�n)
2

0@e(T�t)�ngn � TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2 � "
2
;

alors

sup
t2[0;T ]

k u�0(t)� u0(t)k2H � "+ 2T 2

(1+ln(T� ))
2 sup
t2[0;T ]

kAf(t)k2 :

Ainsi u�0(t) converge vers u0(t) uniformément en t: �

Remarque 14 :

Si la solution du problème (2.1) véri�e de plus u(t) 2 D(A2);8t 2 [0; T ] . Alors on a
l�estimation

ku�0(t)� u0(t)kH �
D

1 + ln
�
T
�

� ; (2.42)

où D =
p
2T sup

t2[0;T ]

n
kA2u(t)k2H + kAf(t)k

2
H

o 1
2 :

Démonstration :

Supposons que u(t) 2 D(A2);8t 2 [0; T ] ; de (2.41) et (2.12) on a

ku�0(t)� u0(t)k2H � 2T 2

(1+ln(T� ))
2

+1X
n=1

�4n

0@e(T�t)�ngn + TZ
t

e(s�t)�nfn(s)ds

1A2

+ 2T 2

(1+ln(T� ))
2

+1X
n=1

�2nf
2
n(t):

D�où

ku�0(t)� u0(t)k2H � 2T 2

(1+ln(T� ))

n
kA2u(t)k2H + kAf(t)k

2
H

o
:

Ainsi on a (2.42) pour D =
p
2T sup

t2[0;T ]

n
kA2u(t)k2H + kAf(t)k

2
H

o 1
2 : �
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Théorème 15 : Soient f 2 L2 ([0; T ] ; H) ; g 2 H; supposons que le problème (2.1)
admet une solution unique u correspondante aux second membre de l�équation f; et la

donnée �nale g; tel que u 2 C1 ([0; T ] ; H), et soient f� 2 L2 ([0; T ] ; H) ; et g� 2 H tel

que kf � f�kL2([0;T ];H) � �
2T
p
2
, kg � g�kH � �

2
p
2
.

Alors, il existe une fonction u� de telle sorte que u�(t) converge vers u(t) uniformément

en t:

Démonstration : Soient v�; u� deux solutions du problème (2.3) correspondants
aux seconds membres de l�équation f; f� et aux données �nales g; g�:

On a

ku�(t)� u(t)kH � ku�(t)� v�(t)kH + kv�(t)� u(t)kH : (2.43)

De (2.15) on a

sup
t2[0;T ]

ku�(t)� u(t)kH �
p
2T

�(1+ln(T� ))

�
kg� � gk2H + T kf� � fk

2
L2([0;T ];H)

� 1
2

+ sup
t2[0;T ]

kv�(t)� u(t)kH ;

et de (2.39) on obtient

ku�(t)� u(t)kH � T

(1+ln(T� ))
+ ":

Ainsi u�(t) converge vers u(t) uniformément en t. �

Remarque 16 : Dans le théorème 15, si la solution du problème (2.1) admet une
solution classique u(t); Alors il existe une fonction u� tel que

ku�(t)� u(t)kH �
C + T�

1 + ln
�
T
�

�� ;

tel que C = T sup
t2[0;T ]

kAu(t)kH .

Démonstration : Supposons que le problème (2.1) admet une solution classique u ,
c�est-à-dire u(t) 2 D(A);8t 2 [0; T ]. De (2.15) et (2.40) et (2.43) on obtient

ku�(t)� u(t)kH �
p
2T

�(1+ln(T� ))

�
kg� � gk2H + T kf� � fk

2
L2([0;T ];H)

� 1
2 + C

(1+ln(T� ))

� C+T

(1+ln(T� ))
;

tel que C = T sup
t2[0;T ]

kAu(t)kH , la remarque est démontrée.
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3 Chapitre 3 : Application

Dans le présent chapitre on va appliquer les résultats obtenus précédemment à l�étude

d�un problème inverse pour l�équation de la chaleur.
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Pour tout nombre positif T , on considère le problème suivant : trouver u(x; t) où

(x; t) 2 (0; �)� (0; T ), véri�ant

8>>>>>>><>>>>>>>:

ut(x; t)� uxx(x; t) = f(x; t), (x; t) 2 (0; �)� (0; T );

u(0; t) = u(�; t) = 0; t 2 [0; T ] ,

u(x; T ) = g(x); x 2 (0; �),

(3.1)

où f(x; t); g(x) sont deux fonctions données. Ce problème est bien connu comme

problème inverse de la chaleur.

Ramenons le problème (3.1) à un problème �nal pour équation di¤érentielle opéra-

tionnelle qui a été étudié précédemment, sous la forme

8>><>>:
u0(t) + Au(t) = f(t) ; 0 � t < T;

u(T ) = g ,

où A est l�opérateur � @2

@x2
admettant comme valeurs propres f�2n2gn2N� correspon-

dants aux fonctions propres fsin �ngn2N� qui forment une base orthonormale dans l�espace
L2(0; �):

Il est bien connu que ce problème est mal posé aux sens de Hadamard. Utilisons le

problème (2.3) pour approcher le problème (3.1), ainsi on obtient le problème suivant :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

u�t (x; t)� u�xx(x; t) =
+1X
n=1

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
fn(t) sinnx, (x; t) 2 (0; �)� (0; T );

u�(0; t) = u�(�; t) = 0; t 2 [0; T ] ,

u�(x; T ) =
+1X
n=1

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
gn sinnx; x 2 (0; �),

(3.2)

où � 2 (0; T ), fn(t) et gn sont les coe¢ cients de Fourier dans l�espace L2(0; �); données
par :

fn(t) =
2
�

�Z
0

f(x; t) sinn�dx; 8n � 1; 8t 2 [0; T ] ; gn = 2
�

�Z
0

g(x) sinn�dx; 8n � 1:

Théorème 17 : Soient f(x; t) 2 L2 ((0; T ); L2(0; �)) ; g(x) 2 L2(0; �); alors le pro-
blème (3.2) admet une solution unique u�(x; t) tel que
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u�(x; t) 2 fC1 ((0; T ); H1
0 (0; �)) \ L2 ((0; T ); H1

0 (0; �))g ; et elle est dépend continû-
ment des données du problème dans C ((0; T ); L2(0; �)). De plus on a :

ku�(x; t)� v�(x; t)k2L2(0;�) � 2T 2

�2
�
1 + ln

�
T
�

��2 �kg1 � g2k2L2(0;�)
+T kf1 � f2k2L2((0;T );L2(0;�))

�
(3.3)

où u�(x; t) et v�(x; t) deux solutions du problème (3.2) correspondants aux seconds

membres de l�équation :

+1X
n=1

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
fn1(t) sinnx et

+1X
n=1

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
fn2(t) sinnx;

et aux données aux �nales :

+1X
n=1

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
gn1 sinnx et

+1X
n=1

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
gn2 sinnx:

Démonstration :

Montrons premièrement l�existence de la solution u�(x; t) dans l�espace

fC1 ((0; T ); H1
0 (0; �)) \ L2 ((0; T ); H1

0 (0; �))g :

Par la méthode de séparation des variables, il est facile de voir que la solution du

problème (3.2) est donnée par :

u�(x; t) =
+1X
n=1

0@ e�tn
2

�n2 + e�Tn2
gn �

TZ
t

e(s�t�T )n
2

�n2 + e�Tn2
fn(s)ds

1A sinnx: (3.4)

On a :

ku�(x; t)k2L2(0;�) =
�Z
0

+1X
n=1

240@ e�tn
2

�n2+e�Tn2
gn �

TZ
t

e(s�t�T )n
2

�n2+e�Tn2
fn(s)ds

1A sinnx
352 dx

= �
2

+1X
n=1

0@ e�tn
2

�n2+e�Tn2
gn �

TZ
t

e(s�t�T )n
2

�n2+e�Tn2
fn(s)ds

1A2

En utilisant l�inégalité (a+ b)2 � 2 (a2 + b2) ; et l�inégalité de Cauchy-Schwartz pour
le second terme de cette égalité on obtient

ku�(x; t)k2L2(0;�) � �
+1X
n=1

0@ e�2tn
2

(�n2+e�Tn2)
2 g2n + (T � t)

TZ
t

e2(s�t�T )n
2

(�n2+e�Tn2)
2f 2n(s)ds

1A :
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En majorant
�
�n2 + e�Tn

2
��2

par (�n2)�2, e�2tn
2
et e2(s�t�T )n

2
par 1

fcar s 2 [t; T ]g on obtient

ku�(x; t)k2L2(0;�) � �
+1X
n=1

0@ 1
�2n4

g2n + (T � t)
TZ
t

1
�2n4

f 2n(s)ds

1A

� 2
�2

0@�
2

+1X
n=1

g2n +
T�
2

+1X
n=1

TZ
0

f 2n(s)ds

1A ;
alors

ku�(x; t)k2L2(0;�) �
2

�2

�
kgk2L2(0;�) + T kfk

2
L2((0;T );L2(0;�))

�
: (3.5)

Et d�autre part de (3.4) on a

u�x(x; t) =
+1X
n=1

n

0@ e�tn
2

�n2+e�Tn2
gn �

TZ
t

e(s�t�T )n
2

�n2+e�Tn2
fn(s)ds

1A cosnx:
Alors

ku�x(x; t)k
2
L2(0;�) =

�Z
0

+1X
n=1

24n
0@ e�tn

2

�n2+e�Tn2
gn �

TZ
t

e(s�t�T )n
2

�n2+e�Tn2
fn(s)ds

1A cosnx
352 dx

= �
2

+1X
n=1

24 n

�n2+e�Tn2

0@e�tn2gn � TZ
t

e(s�t�T )n
2
fn(s)ds

1A352 :
En utilisant que (a + b)2 � 2 (a2 + b2) ; et l�inégalité de Cauchy-Schwartz pour le

second terme de cette égalité on obtient

ku�x(x; t)k
2
L2(0;�) � �

+1X
n=1

�
n

�n2+e�Tn2

�20@e�2tn2g2n + (T � t)
TZ
t

e2(s�t�T )n
2
f 2n(s)ds

1A :
En majorant

�
�n2 + e�Tn

2
��2

par (�n2)�2, e�2tn
2
et e2(s�t�T )n

2
par 1

fcar s 2 [t; T ]g on obtient

ku�x(x; t)k
2
L2(0;�) � �

+1X
n=1

n2

�2n4

0@g2n + T
TZ
0

f 2n(s)ds

1A

� 2
�2

0@�
2

+1X
n=1

g2n +
T�
2

+1X
n=1

TZ
0

f 2n(s)ds

1A ;
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alors

ku�x(x; t)k
2
L2(0;�) �

2

�2

�
kgk2L2(0;�) + T kfk

2
L2((0;T );L2(0;�))

�
: (3.6)

De (3.5) et (3.6) on a

ku�(x; t)k2H1(0;�) �
4

�2

�
kgk2L2(0;�) + T kfk

2
L2((0;T );L2(0;�))

�
: (3.7)

De (3.7), et comme u�(0; t) = u�(�; t) = 0; on a

ku�(x; t)k2L2((0;T );H1
0 (0;�))

� 4T

�2

�
kgk2L2(0;�) + T kfk

2
L2((0;T );L2(0;�))

�
; (3.8)

Par conséquence u�(x; t) 2 L2 ((0; T ); H1
0 (0; �)) :

Montrons maintenant l�existence de u�(x; t) dans l�espace C1 ((0; T ); H1
0 (0; �)) :

De (3.7) on obtient

ku�(x; t)kC((0;T );H1(0;�)) �
4

�

�
kgk2L2(0;�) + T kfk

2
L2((0;T );L2(0;�))

� 1
2 : (3.9)

Et d�autre part de (3.4) on obtient

u�t (x; t) =
+1X
n=1

0@ �n2e�tn2

�n2+e�Tn2
gn +

TZ
t

n2e(s�t�T )n
2

�n2+e�Tn2
fn(s)ds+

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
fn(t)

1A sinnx;

Donc ku�t (x; t)k
2
L2(0;�) =

�
2

+1X
n=1

�
�n2e�tn2

�n2+e�Tn2
gn

+

TZ
t

n2e(s�t�T )n
2

�n2+e�Tn2
fn(s)ds+

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
fn(t)

1A2 :
En utilisant l�inégalité (a+b+c)2 � 4 (a2 + b2 + c2) ; et l�inégalité de Cauchy-Schwartz

pour le second terme de cette égalité on obtient

ku�t (x; t)k
2
L2(0;�) � 2�

+1X
n=1

0@ n4e�2tn
2

(�n2+e�Tn2)
2 g2n + (T � t)

TZ
t

n4e2(s�t�T )n
2

(�n2+e�Tn2)
2f 2n(s)ds

1A

+2�
+1X
n=1

e�2Tn
2

(�n2+e�Tn2)
2f 2n(t):
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En majorant
�
�n2 + e�Tn

2
��2

par (�n2)�2, e�2tn
2
et e2(s�t�T )n

2
et e�2Tn

2
par 1

fcar s 2 [t; T ]g on obtient

ku�t (x; t)k
2
L2(0;�) � 2�

+1X
n=1

0@ n4

�2n4
g2n +

n4

�2n4
T

TZ
0

f 2n(s)ds+
1

�2n4
f 2n(t)

1A

� 4
�2

0@+1X
n=1

g2n +
T�
2

+1X
n=1

TZ
0

f 2n(s)ds+
�
2

+1X
n=1

f 2n(t)

1A ;
alors

ku�t (x; t)k
2
L2(0;�) �

4

�2

�
kgk2L2(0;�) + T kfk

2
L2((0;T );L2(0;�)) + kfk

2
C([0;T ];L2(0;�))

�
: (3.10)

Et de (3.4) on obtient

u�tx(x; t) =
+1X
n=1

n

0@ �n2e�tn2

�n2+e�Tn2
gn +

TZ
t

n2e(s�t�T )n
2

�n2+e�Tn2
fn(s)ds+

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
fn(t)

1A cosnx;
donc

ku�tx(x; t)k
2
L2(0;�) =

�
2

+1X
n=1

�
�n3e�tn2

�n2+e�Tn2
gn

+

TZ
t

n3e(s�t�T )n
2

�n2+e�Tn2
fn(s)ds+

ne�Tn
2

�n2+e�Tn2
fn(t)

1A2 :
En utilisant l�inégalité (a+b+c)2 � 4 (a2 + b2 + c2) ; et l�inégalité de Cauchy-Schwartz

pour le second terme de cette égalité on obtient

ku�tx(x; t)k
2
L2(0;�) � 2�

+1X
n=1

0@ n6e�2tn
2

(�n2+e�Tn2)
2 g2n + (T � t)

TZ
t

n6e2(s�t�T )n
2

(�n2+e�Tn2)
2f 2n(s)ds

1A

+2�
+1X
n=1

n2e�2Tn
2

(�n2+e�Tn2)
2f 2n(t):

En majorant
�
�n2 + e�Tn

2
��2

par (�n2)�2 ; on obtient

ku�tx(x; t)k
2
L2(0;�) � 2�

+1X
n=1

0@n2e�2tn
2

�2
g2n + T

TZ
0

n2e2(s�t�T )n
2

�2
f 2n(s)ds+

e�Tn
2

�2n2
f 2n(t)

1A :
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En utilisant les majorations n2e�2tn
2 � c1 , n2e2(s�t�T )n

2 � c2 fcar s 2 [t; T ]g et e�Tn
2

� 1 , et soit c = sup fc1; c2; 1g ; on obtient

ku�tx(x; t)k
2
L2(0;�) � 4c

�2

0@�
2

+1X
n=1

g2n + T
�
2

+1X
n=1

TZ
0

f 2n(s)ds+
�
2

+1X
n=1

f 2n(t)

1A ;
alors

ku�tx(x; t)k
2
L2(0;�) �

4c

�2

�
kgk2L2(0;�) + T kfk

2
L2((0;T );L2(0;�)) + kf(t)k

2
L2(0;�)

�
: (3.11)

De (3.10) et (3.11) on obtient

ku�tx(x; t)k
2
H1(0;�) �

8c

�2

�
kgk2L2(0;�) + T kfk

2
L2((0;T );L2(0;�)) + kfk

2
C((0;T );L2(0;�))

�
: (3.12)

De (3.9) et (3.12), et comme u�t (0; t) = u
�
t (�; t) = 0; on a

ku�(x; t)k2C1((0;T );H1
0 (0;�))

� 16c

�2

h
kgk2L2(0;�) + T kfk

2
L2((0;T );L2(0;�))

+ kfk2C((0;T );L2(0;�))
i
: (3.13)

Finalement de (3.8) et (3.13) on a

u�(x; t) 2 fC1 ((0; T ); H1
0 (0; �)) \ L2 ((0; T ); H1

0 (0; �))g :

Facilement on déduit l�unicité.

Montrons maintenant que la solution du problème (3.2) est dépend continûment des

données du problème.

soient u�(x; t) et v�(x; t) deux solutions du problème (3.2) correspondants aux seconds

membres de l�équation

+1X
n=1

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
fn1(t) sinnx et

+1X
n=1

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
fn2(t) sinnx;

et aux données aux �nales

+1X
n=1

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
gn1 sinnx et

+1X
n=1

e�Tn
2

�n2+e�Tn2
gn2 sinnx:
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De (3.4) on a

u�(x; t) =
+1X
n=1

0@ e�tn
2

�n2+e�Tn2
gn1 �

TZ
t

e(s�t�T )n
2

�n2+e�Tn2
fn1(s)ds

1A sinnx;
et

v�(x; t) =
+1X
n=1

0@ e�tn
2

�n2+e�Tn2
gn2 �

TZ
t

e(s�t�T )n
2

�n2+e�Tn2
fn2(s)ds

1A sinnx:
Alors

u�(x; t)� v�(x; t) =
+1X
n=1

�
e�tn

2

�n2+e�Tn2
(gn1 � gn2)

�
TZ
t

e(s�t�T )n
2

�n2+e�Tn2
(fn1(s)� fn2(s)) ds

1A sinnx:
Donc

ku�(x; t)� v�(x; t)k2L2(0;�) = �
2

+1X
n=1

�
e�tn

2

�n2+e�Tn2
(gn1 � gn2)

�
TZ
t

e(s�t�T )n
2

�n2+e�Tn2
(fn1(s)� fn2(s)) ds2

1A2 :
En utilisant l�inégalité (a+ b)2 � 2 (a2 + b2) ; et l�inégalité de Cauchy-Schwartz pour

le second terme de cette égalité on obtient

ku�(x; t)� v�(x; t)k2L2(0;�) � �
+1X
n=1

 
e�2tn

2

(�n2+e�Tn2)
2 (gn1 � gn2)2

+(T � t)
TZ
t

e2(s�t�T )n
2

(�n2+e�Tn2)
2 (fn1(s)� fn2(s))2 ds

1A

� �
+1X
n=1

1

(�n2+e�Tn2)
2

0@(gn1 � gn2)2 + T TZ
0

(fn1(s)� fn2(s))2 ds
1A :

En utilisant l�expression (2.12) du lemme 2 pour � = n2; 8n � 1; on obtient

ku�(x; t)� v�(x; t)k2L2(0;�) � 2T 2

�2(1+ln(T� ))
2

 
�
2

+1X
n=1

(gn1 � gn2)2

+T�
2

+1X
n=1

TZ
0

(fn1(s)� fn2(s))2 ds
1A :
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Alors

ku�(x; t)� v�(x; t)k2L2(0;�) � 2T 2

�2
�
1 + ln

�
T
�

��2 �kg1 � g2k2L2(0;�)
+T kf1 � f2k2L2((0;T );L2(0;�))

�
:

Ainsi le théorème est démontré.

Théorème 18 : Pour tout g 2 L2(0; �), l�approximation u�(x; T ) converge vers g en
L2(0; �) quand � tend vers 0, de plus si gxx 2 L2(0; �) on a

ku�(x; T )� g(x)kL2(0;�) �
T�

1 + ln
�
T
�

�� kgxx(x)kL2(0;�) : (3.14)

Démonstration : Soit g 2 L2(0; �); donc g(x) =
+1X
n=1

gn sinnx:

Soit " > 0; en choisissant N pour lequel

�
2

+1X
N=n+1

g2n � "
2
:

L�expression (2.16) pour ce problème donne

ku�(x; T )� g(x)k2L2(0;�) =
�

2

+1X
n=1

�2n4

(�n2 + e�Tn2)
2 g

2
n: (3.15)

Alors

ku�(x; T )� g(x)k2L2(0;�) = �
2

0@ NX
n=1

�2n4

(�n2+e�Tn2)
2 g2n +

+1X
N=n+1

�2n4

(�n2+e�Tn2)
2 g2n

1A :
En majorant

�
�n2 + e�Tn

2
��2
par e2Tn

2
dans la première série et par ��2n�4 dans la

deuxième on obtient

ku�(x; T )� g(x)k2L2(0;�) � �
2

0@ NX
n=1

�2n4e2Tn
2
g2n +

+1X
n=N+1

g2n

1A

� ��2

2

NX
n=1

n4e2Tn
2
g2n + "

2
;
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maintenant en choisissant � tel que � �
p
"

 
NX
n=1

�n4e2Tn
2
g2n

!� 1
2

;

on obtient

ku�(x; T )� g(x)kL2(0;�) � ":

Et d�autre part si gxx 2 L2(0; �); de (2.17) et de la remarque 5 on obtient :

ku�(x; T )� g(x)kL2(0;�) � T

(1+ln(T� ))
kgxx(x)kL2(0;�) : �

Théorème 19 : Soient f 2 L2 ([0; T ] ; L2(0; �)) ; g 2 L2(0; �); le problème (3.1) admet
une solution classique si, et seulement si la suite (u�(x; 0))��0 converge dans L

2(0; �). De

plus, on trouve que u�converge vers u, lorsque � tend vers 0, uniformément en t.

Démonstration : Résulte directement du théorème 6.

Remarque : Si fxx(x; t) 2 L2(0; �);8t 2 [0; T ] ; Alors on a l�estimation :

ku�(x; t)� u(x; t)k2L2(0;�)� 2 ku�(x; 0)� v(x)k
2
L2(0;�)

+
2T 3�

1 + ln
�
T
�

��2 kfxxk2L2([0;T ];L2(0;�)) : (3.16)

Démonstration :

Si fxx(x; t) 2 L2(0; �);8t 2 [0; T ] ; la remarque 7 donne directement l�estimation

(3.16).

Théorème 20 : Soient f 2 L2 ([0; T ] ; L2(0; �)) ; g 2 L2(0; �); le problème (3.1) admet
une solution classique si, et seulement si la suite (u�t (x; 0))��0 converge dans L

2(0; �). De

plus, u�converge vers u lorsque � tend vers 0 dans C1 ([0; T ] ; L2(0; �)).

Démonstration : Résulte du théorème 8.

Remarque : Si uxxxx(x; t) 2 L2(0; �);8t 2 [0; T ] on a :

ku�t (x; 0)� ut(x; 0)kL2(0;�)�
p
2T�

1 + ln
�
T
�

�� nkuxxxx(x; 0)k2L2(0;�) (3.17)

+ kfxx(x; 0)k2L2(0;�)
o 1
2 :

Démonstration : la démonstration se déduit directement de la remarque 9.
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Théorème 21 : Soient f(x; t) 2 L2 ([0; T ] ; L2(0; �)) ; g(x) 2 L2(0; �); s�il existe

m 2 (0; 2) tel que la série
+1X
n=1

n2memTn
2
g2n converge, alors

ku�(x; T )� g(x)kL2(0;�) �
p
�C1�m

m
; (3.18)

où C1 = 2
+1X
n=1

n2memTn
2
g2n:

Démonstration : Résulte du théorème 10.

Théorème 22 : Soient f 2 L2 ([0; T ] ; L2(0; �)) ; g 2 L2(0; �): Supposons que le

problème (3.1) admet une solution unique u 2 C1 ([0; T ] ; L2(0; �)), alors u�(t) converge
vers u(t) uniformément en t:

Démonstration : Résulte directement du théorème 11.

Remarque : Si le problème (3.1) admet une solution classique u. Alors on a l�esti-
mation :

ku�(x; t)� u(x; t)kL2(0;�) �
C

1 + ln
�
T
�

� ; (3.19)

où C = T sup
t2[0;T ]

kuxx(t)kL2(0;�) :

Démonstration : Résulte directement de la remarque 12.

Théorème 23 : Soient f 2 L2 ([0; T ] ; L2(0; �)) ; g 2 L2(0; �); � 2 (0; T ) ; supposons
que le problème (3.1) admet une solution classique u; alors u�t (x; t) converge vers ut(x; t)

uniformément en t:

Démonstration : Résulte directement du théorème 13.

Remarque :

Si la solution du problème (3.1) véri�e de plus uxxxx(x; t) 2 L2(0; �);8t 2 [0; T ] .
Alors on a l�estimation

ku�t (x; t)� ut(x; t)kL2(0;�) �
D

1 + ln
�
T
�

� ; (3.20)

où D =
p
2T sup

t2[0;T ]

n
kuxxxx(x; t)k2L2(0;�) + kfxx(t)k

2
L2(0;�)

o 1
2 :

Démonstration : Supposons que uxxxx(x; t) 2 L2(0; �);8t 2 [0; T ] ; en utilisant

(2.42) de la remarque 14 on obtient l�estimation (3.20): �
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Théorème 24 : Soient f 2 L2 ([0; T ] ; L2(0; �)) ; g 2 L2(0; �); supposons que le pro-
blème (3.1) admet une solution unique u correspondante aux second membre de l�équation

f; et la donnée �nale g; tel que u 2 C1 ([0; T ] ; L2(0; �)), et soient f� 2 L2 ([0; T ] ; L2(0; �)) ;
et g� 2 L2(0; �) tel que kf � f�kL2([0;T ];L2(0;�)) � �

2T
p
2
; et kg � g�kL2(0;�) � �

2
p
2
.

Alors, il existe une fonction u� de sorte que u�(x; t) converge vers u(x; t) uniformément

en t:

Démonstration : Se déduit directement du théorème 15.

Remarque : Dans le théorème 24, si le problème (3.1) admet une solution classique
u(x; t); Alors il existe une fonction u� tel que

ku�(x; t)� u(x; t)kL2(0;�) �
C + T�

1 + ln
�
T
�

�� ; (3.21)

où C = T sup
t2[0;T ]

kuxx(x; t)kL2(0;�) :

Démonstration : Résulte de la remarque 16.
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R�esum�e

Le présent travail est consacré à l�étude d�un problème parabolique

rétrograde abstrait non homogène. On développe une méthode de régu-

larisation, puis on montre la convergence de cette méthode proposée. On

établit des résultats de convergence et d�estimation d�erreur.

En�n, on illustre les résultats obtenus par l�étude d�un problème

inverse pour l�équation de la chaleur.



i

Abstract:

This present work is devoted to the study a parabolic problem ret-

rograde abstract non-homogeneous. We develop regularization method,

and then we show the convergence of the proposed method. We establish

convergence results and error estimate.

Finally, we illustrate the results obtained by studying an inverse

problem for the heat equation.
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