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Introduction
Le présent travail est consacré à l�étude de la régularité maximale LP pour une classe

d�équations di¤érentielles opérationnelles du premier ordre sur l�axe réel dans les espaces

de Banach du type UMD.

Il est composé en trois chapitres.

On commence tout d�abord au premier chapitre par une présentation des notions

utiles tout le long de ce travail, à savoir l�espérence conditionnelle, les martingales et leurs

principales propriétés, l�inégalité de Khinchine-Kahane, en�n on termine ce chapitre par

la présentation de la décomposition Schauder.

Le second chapitre est consacré à l�étude des espaces de Banach du type UMD. On

présente une étude des transformées de Hilbert. En�n on présente di¤érentes approches

équivalentes des espaces UMD.

En�n le dernier chapitre est consacré à l�étude de la régularité maximale d�une classe

d�équations di¤érentielles opérationnelles du premier ordre sur tout l�axe réel dans les

espaces UMD. Onmontre que si l�opérateur est R-bissectoriel alors le problème en question

posséde la propriété de la régularité maximale LP . L�etude est basée sur la notion de R-

bornitude.

2



Chapitre 1

Notions Préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle en bref certaines notions connues sur les martingales, la

décomposition de Schauder et sur la r-bornitude.

Soit X un espace de Banach.

1.1 L�éspérance conditionnelle

Soit 
 un ensemble.

De�nition 1 : On dit que F � 
 est une algèbre sur 
, si
1- 
;� 2 F ;
2- 8E 2 F; {E
 2 F ;
3- 8E1; E2 2 F;E1 [ E2 2 F:

De�nition 2 : On dit que F � 
 est une �-algèbre sur 
, si
1- 
;� 2 F ;
2- 8E 2 F; {E
 2 F ;
3- 8 (Ei)i2I 2 F; [

i2I
Ei 2 F: Où I est quelconque.

Le couple (
; F ) est apelé espace mesurable.

De�nition 3 : Soit (
; F ) un espace mesurable, on dit que la fonction � : F �! R+ est
une mesure positive si : 8 (En)n2N � F; avec Ei \ Ej = �; pour i 6= j, on a

�

�
[
n2N
En

�
=
X
n2N

� (En) :

Le triplet (
; F; �) est dit espace mesuré. Si � (
) = 1, le triplet (
; F; �) est apelé espace

de probabilité, et dans ce cas on le note par (
; F;P) :
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1.1.1 Mesure de Lebegue

De�nition 4 Soit 
 un ensemble, F une algèbre sur 
 et � une mesure sur F . On dé�nit
�� : F �! R+ par :

�� (A) = inf

( 1X
n=1

� (An) = (An) suite dans F avec A � [An

)
:

De�nition 5 : Un ensemble E est dit mesurable au sens de Carathéodory si

�� (A) = �� (A \ E) + ��
�
A \ {E


�
;8A 2 


L�ensemble de tous les ensembles mesurables au sens de Carathéodory notés par F �:

Theoreme 1 (L�extension de Carathéodory) : Soient F une algèbre sur 
, et � une me-
sure sur F . La famille F � (dé�nie précédement) est une �-algèbre sur 
 contenant F , et

la fonction �� dé�nit une mesure sur F �:

Maintenant en utilisant le théorème d�extension de Carathéodory on va dé�nir la

mesure de Lebesgue dans R. Posons

F1 = f]a; b] ; ]�1; a] ; ]b;+1[ ; ]�1;+1[ ; a < b; a; b 2 Rg ,

et

F =
n
E � R; E =

n
[
i=1
Ii; où Ii 2 F1

o
.

Alors F est une algèbre sur R. Et soit la fonction m : F �! R+ dé�nie par :
1- m (]a; b]) = b� a ;
2- m (]�1; a]) = m (]b;+1[) = m (]�1;+1[) = +1 ;

3- m
�

n
[
k=1
Ik

�
=

nP
k=1

m (Ik) ; où les Ik sont deux à deux disjoints.

De�nition 6 : L�extension m� de m au sens de Carathéodory est appelée la mesure de

Lebesgue sur R:

De�nition 7 : Soient (
1; F1) et (
2; F2) deux espaces mesurables, on dit que l�applica-
tion f : 
1 �! 
2 est une fonction mesurable si

8E2 2 F2; f�1 (E2) 2 F1:

Si (
1; F1;P1) et (
2; F2;P2) sont deux espaces de probabilités, on dit que f est une
varriable aléatoire, et si 
2 = R, on dit que f est une variable aléatoire réelle.
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Exemple 1 : Soit (
; F ) un espace mesurable, et E 2 F: On dé�nit �E : 
 �! R par :

�E (x) =

�
1; si x 2 E
0; si x =2 E ;

c�est une fonction mesurable car on a :

�
��1E (A) ; A 2 B (R)

	
= f�;
;Rg

Où B (R) est la tribu de Boréliens.

De�nition 8 : Soient f 2 L1 (F ;X) ; et B � F une sous-�-algèbre de l�algèbre F .
L�éspérence conditionnelle de f par rapport à B notée par E (f j B) est une fonction
g 2 L1 (B;X) qui satisfait Z

G

gdP =
Z
G

fdP;

pour tout G � B:

Exemple 2 : Soient f 2 L1 (F ;X), et B � F une sous-�-algèbre. Si f est une fonction

B-mesurable alors

E (f j B) = f:

1.1.2 propriétés

Soient (
;F ;P) un espace de probabilité, f 2 L1 (F ;X), et soit B � F une sous-�-

algèbre de F . Alors on a :
1- L�opérateur

E (: j B) : L1 (F ; X) �! L1 (B; X) ;

est linéaire.

2- Si B1 � B2 � F , alors

E (E (f j B1) j B2) = E (E (f j B2) j B1)

= E (f j B1) (p:p:):

Lemme 1 : Pour f 2 L1 (F ;X) ; et B � F une sous��-algèbre de F . L�éspérance condi-
tionnelle de f par rapport à B qui est E (f j B) existe et de plus on a :

jE (f j B)jX � E (jf jX j B) (p:p:):

L�opérateur E (: j B) est une projection contractive de L1 (F ; X) dans L1 (B; X) :

Lemme 2 : Soient (fn)
1
n=1 2 L1 (F) ; et B � F une sous���algèbre de F alors on a :

1- Si 0 � fn " f (p.p.) alors 0 � E (fn j B) " E (f j B) (p.p.) (La convergence
monotone) ;
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2- Si 0 � fn (p.p.) alors E
�
lim inf
n!1

fn j B
�
� lim inf

n!1
E (f j B) (p.p.) ( Le lemme

deFatou) ;

3- Si jfnj � g 2 L1 (F)�et fn �! f (p.p) lorsque n �!1, alors on a E (jfn � f j j B)
�! 0 (p.p.), de plus il resulte que E (fn j B) �! E (f j B) (p.p.) (La convergence

dominée).

Remarque 1 : La troisième assersion du lemme précédent peut être prolongèe à un espace
de Banach quelconque, c�est-à-dire si jfnjX � g 2 L1 (F)�et fn �! f p.p lorsque n �!1
(i.e) jfn � f jX �! 0 (p:p:) alors on a E (jfn � f jX j B) �! 0 (p.p.), de plus il résulte

que E (fn j B) �! E (f j B) (p.p.).

Lemme 3 (L�inégalité de Jensen) : Pour une variable alétoire f 2 L1 (F ;X), une �-
algèbre B � F , et une application continue et convexe � : X �! R; tel que ��f 2 L1 (F)
on a :

� � E (f j B) � E (� � f j B) (p:p:):

Corollaire 1 : Pour une sous-��algèbre B � F ; L�éspérance conditionnelle est une
projection contractive de Lp (F ; X) dans Lp (B; X) pour 1 � p � 1:

Lemme 4 : Si g 2 L1 (B;B (X; Y )) ; p2 [1;1) ; f 2 L
�
p (F ;X), et B � F ; alors

E (gf j B) = gE (f j B) :

1.2 Martingale

Soit X un espace de Banach.

De�nition 9 : Une martingale est une suite f = (fk)
1
k=0 de variables alétoires sur un

espace de probabilité (
;F ;P) qui sont adaptées par une suite croissante (Fk)1k=1de sous
�-algébres de F , et tel que la di¤érence dé�nit par �fk = fk � fk�1 (avec f0 = 0) satisfait
la condition

E (�fk j Fk�1) = 0 (1.1)

tel que chaque fk est Fk�mesurable.

Remarque 2 : on a
1- La condition (1.1) est équivalent à :

fk�1 = E (fk j Fk�1) : (1.2)

2- Si dans le cas réel au lieu de l�égalité dans(1.2) on à les inégalités ���ou���pour
chaque k = 1;1, alors dans ce cas f est dite une sous-martingale ou supermartingale
respectivement.
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Exemple 3 : Soient f 2 L1 (F ; X) , (
;F ;P) un espace de probabilité, et soit (Fk)1k=1
est une suite coissante de sous �-algébres de F ; alors la suite (fk)1k=0 dé�nit par

fk =

(
0; si k = 0

E (f j Fk) ; si k � 1

est une martingale.

1.2.1 Propriétés

Corollaire 2 : Si f = (fk)
1
k=1 2 L1 (
; X)

Z+ est une martingale, � : X �! R une

application continue convexe, tel que ��fk est intégrable pour k 2 Z+ , alors (� � fk)1k=1 2
L1 (
; )Z+ est une sous-martingale.

Remarque 3 : Soit (fk)
1
k=1 une martingale. Dans le cas où � = j:jX , alors (jfkjX)

1
k=1

est une sous-martingale non négative.

Corollaire 3 : Si f = (fk)
1
k=1 2 Lp (
; X)

Z+ est une martingale sur X, et � 2 B (X; Y ) ;
alors �f = (�fk)

1
k=1 2 Lp (
; Y )

Z+ est une martingale sur Y:

Lemme 5 : Si H est un espace de Hilbert, f 2 L2 (F ; H), et B � F une sous-��algèbre
de F , alors E (f j B) est la projection orthogonale de f dans L2 (B; H), ie f�E (f j B)?L2 (B; H) :

Corollaire 4 : Si H est un espace de Hilbert, et f = (fk)
1
k=1 2 L2 (
; H)Z+est une

martingale adaptée à (Fk)1k=1, alors les di¤erences �fk sont orthogonales.

1.2.2 L�opérateur maximale et les inégalitées de Doob

De�nition 10 : Soit f = (fk)
1
k=1 une martingale veri�ant

jf jl1(Z+;Lp(
;X)) = sup
k!1

jfkjLp(
;X) <1;

alors f est dite bornée dans Lp:

De�nition 11 : L�opérateur maximal (:)� dé�nit pour la martingale f = (fk)
1
k=1 2

L1 (
; X)Z+ par

f � (!) = sup
k!1

jfk (!)jX :

Ainsi la fonction f � est dite fonction maximale de la martingale f .

Remarque 4 : On remarque que L�opérateur maximal (:)� applique surjectivement L1 (
; X)Z+

dans [0;1]
 :
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Lemme 6 (L�inégalité de Doob dans L1) : On a
1- Si g = (gk)

1
k=1 2 L1 (
)

Z+ est une sous-martingale non négative adaptée à (Bk)
1
k=1.

Alors

tP
�
max
k�n

gk � t
�
�

Z
max
k�n

gk�t

gn (!) dP (!) � jgnjL1(
) ; (1.3)

pour chaque t > 0.

2- Si f = (fk)
1
k=1 2 L1 (
; X)

Z+ est une martingale, alors l�inegalité (1.3) est satisfaite

avec jfk (!)jX au lieu de gk (!).
3- Si f = (fk)

1
k=1 2 `1 (Z+; L1 (
;X)) est une martingale, alors

tP (f � � 0) � jf j`1(Z+;L1(
;X)) :

Lemme 7 : Si les variables aléatoires f; g � 0 veri�ent :

tP (f � t) �
Z
f�t

gdP;

pour chaque t > 0; alors on a

jf jLp(
) � p jgjLp(
) ;

pour chaque p 2 (1;1] :

Lemme 8 (L�inégalitée de Doob dans Lp) : Si f 2 `1 (Z+; Lp (
;X)) ; 1 < p < 1 est

une martingale ou sous-martingale non négative avec X = R; alors :

jf j`1(Z+;Lp(
;X)) � jf
�jLp(
) � p jf j`1(Z+;Lp(
;X)) :

On note que la premiere inégalité est satisfaite aussi pour p = 1:

1.3 L�inégalité de Khintchine-Kahane

De�nition 12 : Soit (
; F;P) un espace de probabilité, on dit que les variables aléatoires
X1; :::; Xn dé�nies de 
 dans R sont indépendantes si :

P (X1 = x1; :::; Xn = xn) = P (X1 = x1) :::P (Xn = xn)

De�nition 13 : Soit (
; F;P) un espace de probabilité, les fonctions de Rademacher
"k; k 2 Z+ sont des variables aléatoires independantes, identiquement distribués dé�nies
sur 
 à valeurs dans f�1; 1g, c�est à dire

"k : 
 �! f�1; 1g ;

et veri�ant :

1- "k; k 2 Z+; sont des variables aleatoires réelles ;
2- P ("k (!) = �1) = P ("k (!) = +1) = 1

2
;

3- P ("1 (!) ; :::; "n (!)) = P ("1 (!)) :::P ("n (!)) :
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Exemple 4 Les fonctions

"k (!) = sign
�
sin
�
2k�!

��
, ! 2 [0; 1] ; k 2 Z+:

sont des fonctions de Rademacher.

De�nition 14 : Soient x1; :::; xn 2 X; où X est un espace normé, la norme aléatoire de

x1; :::; xn 2 X est dé�nit par : �����
nX
k=1

"kxk

�����
Lp(
;X)

où (
; F;P) est un espace de probabilité, "k; k = 1; n sont des fonctions de Radema-
cher.

Remarque 5 : On remarque que
1- Pour n = 1, on a

j"xjLp(
;X) =

0@Z



j"xjpX dP (!)

1A 1
p

= (jxjpX P (" (!) = +1) + j�xj
p
X P (" (!) = �1))

1
p

=

�
1

2
jxjpX +

1

2
jxjpX

� 1
p

= (jxjpX)
1
p

= jxjX :

Alors on remarque que la norme aléatoire d�un seul élément de X est égale à la norme

de cet élément dans X.
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2- Pour n = 2, on a

j"1x1 + "2x2jLp(
;X) =

0@Z



j"1x1 + "2x2jpX dP (!)

1A 1
p

=

0@Z



(jx1 + x2jpX + j�x1 + x2j
p
X + jx1 � x2j

p
X + j�x1 � x2j

p
X) dP (!)

1A 1
p

= (jx1 + x2jpX P ("1 (!) = 1; "2 (!) = 1) + j�x1 + x2j
p
X P ("1 (!) = �1; "2 (!) = 1)

+ jx1 � x2jpX P ("1 (!) = 1; "2 (!) = �1) + j�x1 � x2j
p
X P ("1 (!) = �1; "2 (!) = �1))

1
p

=

�
1

22
jx1 + x2jpX +

1

22
j�x1 + x2jpX +

1

22
jx1 � x2jpX +

1

22
j�x1 � x2jpX

� 1
p

=

�
1

22
(jx1 + x2jpX + j�x1 + x2j

p
X + jx1 � x2j

p
X + j�x1 � x2j

p
X)

� 1
p

=

0@ 1

22

0@ X
"12f�1;1g

X
"22f�1;1g

j"1x1 + "2x2jpX

1A1A 1
p

:

Donc pour n 2 Z+ on a :�����
nX
k=1

"kxk

�����
Lp(
;X)

=

0@Z



�����
nX
k=1

"kxk

�����
p

X

dP (!)

1A 1
p

=

0@Z



0@ X
"12f�1;1g

:::
X

"n2f�1;1g

�����
nX
k=1

"kxk

�����
p

X

1A dP (!)
1A 1

p

=

0@ X
"12f�1;1g

:::
X

"n2f�1;1g

�����
nX
k=1

"kxk

�����
p

X

P ("1 (!) ; :::; "n (!))

1A 1
p

=

0@ 1

2n

0@ X
"12f�1;1g

:::
X

"n2f�1;1g

�����
nX
k=1

"kxk

�����
p

X

1A1A 1
p

=

0@ 1

2n

X
�2f�1;1gn

�����
nX
k=1

�kxk

�����
p

X

1A 1
p

De plus si � 2 f�1; 1gn ; on observe que

�����
nX
k=1

�k"kxk

�����
Lp(
;X)

=

�����
nX
k=1

"kxk

�����
Lp(
;X)

:
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Corollaire 5 (Inégalité de Khintchine-Kahane) : Pour 0 < p; q < 1, il existe une
constante �nie Kp;q, tel que dans chaque espace vectoriel normé on a :�����

nX
k=1

"kxk

�����
Lp(
;X)

� Kp;q

�����
nX
k=1

"kxk

�����
Lq(
;X)

pour tout xk 2 X, et toutes fonctions de Rademacher "k; k = 1; n:
Si X est complet (Espace de Banach), et la série

1P
k=1

"kxk converge dans l�un des

espaces Lp (
;X) ; alors elle est convergente dans chacun de ces espaces, et l�inégalité

précédente est vraie pour n = +1:

Remarque 6 : De l�inégalité de Khintchine-Kahane resulte que si on prend pour X 0

l�ensemble des familles �nies de X munit de la norme aléatoire olors on obtient un espace

normé dont les normes aléatoires sont équivalentes pour tout p, 0 < p <1. De plus sont
équivalentes à

�
X 0; k:kL2(
;X)

�
:

1.4 La décomposition de Schauder

De�nition 15 Soit (xn)
1
n=1 � X une suite dans l�espace normé X. On dit que la serie

1P
k=1

xk est

1- Convergente vers x, si lim
N�!1

���� NP
n=1

xn � x
����
X

= 0, et on note
1P
n=1

xn = x:

2- Inconditionnellement convergente, si la serie
1P
n=1

x�(n) converge pour chaque permutation

des entiers naturel � 2 SZ+ :
3- Sommable vers x; x 2 X, si pour tout " > 0, il existe un F0 � Z+; cardF0 < 1, tel
que pour tout F0 � F; cardF <1 on a :�����X

k2F

xk � x
�����
X

< ":

4- Satisfait aux conditions de Cauchy �Schrinking�, si pour tout " > 0; il existe un

F0 � Z+; cardF0 <1, tel que pour tout F � Z+ n F0; cardF <1 on a :�����X
k2F

xk

�����
X

< "

5- Absolument convergente, si la serie numerique
1P
k=1

jxkjX est convergente.

Dans le cas général, c�est-à-dire dans un espace normé quelconque il n�existe aucune

relation d�equivalence entre ces types de convergences, mais il�ya uniquement quelques

implications. Si X est un espace de Banach on résume les relations entre ces types de

convergences dans le lemme suivant :
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Lemme 9 Soit (xn)
1
n=1 � X une suite dans l�espace de Banach X: Les assertions sui-

vantes sont equivalentes :

1-
1P
k=1

xk est inconditionnellement convergente ;

2-
1P
k=1

xk est sommable ;

3-
1P
k=1

xk satisfait les conditions de Cauchy �Schrinking�;

4-
1P
k=1

�kxk est convergente pour chaque suite bornée (�n)
1
n=1 � `1 (Z+) ;

5-
1P
k=1

"kxk est convergente pour chaque suite bornée ("n)
1
n=1 2 f�1; 1g

Z+ ;

6-
1P
k=1

�kxk est convergente pour chaque suite bornée (�n)
1
n=1 2 f0; 1g

Z+ :

De�nition 16 Une décomposition de Schauder est une suite de projecteursD = (Dk)
1
k=1 �

B (X), tel que :
1-DkDl = 0; k 6= l;
2-x =

1P
k=1

Dkx; pour tout x 2 X:

Les opérateurs Pn =
nP
k=1

Dk sont dits sommes partielles des projecteurs correspondants àD.

L�image d�une décomposition de SchauderD = (Dk)
1
k=1 est l�ensemble ran (D) =

1
[
n=1
ran (Pn).

Exemple 5 Soient (
;F ;P) un espace de probabilité,X un espace de Banach, et (Fk)1k=1 �
F une suite croissante de sous-�-algèbres de F tels que Fk " F . Alors f = (fk)

1
k=0 dé-

�nie par (fk)
1
k=1 = (�E (: j Fk))1k=1 ; et f0 = 0 est une décomposition de Schauder de

Lp (F ;X) ; p 2 [1;1[:

De�nition 17 Une décomposition de Schauder est dite inconditionnelle si la serie dans
la dé�nition correspondante est inconditionnellement convergente pour chaque x 2 X:

Lemme 10 Une famille d�operateurs D = (Dk)
1
k=1 � B (X) véri�ant DkDl = �k;lDl est

une décomposition de Schauder si et seulement si ran (D) = X et les sommes partielles

des projecteurs sont uniformément bornées. Dans ce cas chaque projecteur Dk les aussi.

Lemme 11 Si (Xk)
1
k=1 est une famille de sous-espaces vectoriels fermés d�un espace de

Banach X: Si chaque x 2 X admet une unique représentation x =
1P
k=1

xk; Xk 2 X

(i.e, X = �Xk est la somme directe de Xk). Alors D = (Dk)
1
k=1 dé�nie par Dkx = xk

est une décomposition de Schauder de X.

Inversement, si D = (Dk)
1
k=1 est une décomposition de Schauder, alors Xk = ran (Dk)

dé�nit une suite de sous-espaces veri�ant les conditions de la première assertion du

lemme.
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Lemme 12 Soit D = (Dk)
1
k=1 une décomposition de Schauder d�un espace de Banach X,

alors la nouvelle norme :

kxkX = sup
n2Z+

�����
nX
k=1

Dkx

�����
X

;

est equivalente à j:jX .:

Maintenant soient les opérateurs T�; � 2 `1 (Z+) dé�nis par :

T�

 1X
k=1

Dkx

!
=

1X
k=1

�kDkx

où (Dk)
1
k=1 une décomposition de Schauder .

Lemme 13 Soit (Dk)
1
k=1 une décomposition de Schauder d�un espace de Banach X: Alors

les propositions suivantes sont equivalentes :

1- D est inconditionnelle ;

2- La famille d�opérateurs (T")"2f�1;1gZ+ dans ran (D) est uniformément bornée ;

2- La famille d�opérateurs (T�)�2f0;1gZ+ dans ran (D) est uniformément bornée ;

3-La famille d�opérateurs (T�)�2`1(Z+) dans ran (D) est uniformément bornée.

Remarque 7 On a
1-Du le lemme précédent on déduit que les propriétés de 2 à 4 sont equivalentes à l�

existence d�un c > 0 tel que : �����
nX
k=1

"kxk

�����
X

� c
�����
nX
k=1

xk

�����
X

; (1.4)

pour xk 2 ran (D) ; k = 1; n, pour tout n 2 Z+ et " 2 f�1; 1gZ+ : Respectivement pour
� 2 f0; 1gZ+ et � 2 `1 (Z+) au lieu de " 2 f�1; 1gZ+ : Dans ce cas la plus petite constante
c dans l�inégalité précédente est dite la constante inconditionnelle et elle est notée par cD:

2-D�aprés le lemme 13, l�inégalité (1.4) reste vraie même si n =1 mais pour xk = Dkx.

Et si on remplaçe xk par �kxk dans l�inégalité précédent on obtient :

c�1

�����
nX
k=1

xk

�����
X

�
�����
nX
k=1

"kxk

�����
X

� c
�����
nX
k=1

xk

�����
X

avec �k = �1; xk 2 ran (Dk).

Corollaire 6 Si (Dk)
1
k=1 est une décomposition de Schauder d�un espace de Banach X:

Alors l�opérateur T� dé�nit précédément est borné si et seulement si � 2 `1 (Z+) :

13



1.5 R-Bornitude

De�nition 18 Une famille d�opérateurs = � B (X;Y ), où X et Y sont deux espaces

normés est dite bornée aléatoirement �Randomized bounded�(R-bornée) si pour un certain

p 2 [1;1), il existe une constante c �nie tel que pour tout n 2 Z+, et tout Tk 2 =, xk 2 X;
et "k des fonctions de Rademacher, k = 1; n , on a�����

nX
k=1

"kTkxk

�����
Lp(
;Y )

� c
�����
nX
k=1

"kxk

�����
Lp(
;X)

: (1.5)

La plus petite constante c notée par Rp (=) est appelée le �R-bound�de = d�ordre p:

Remarque 8 Soient X; Y deux espaces normés, alors on a :

1- La dé�nition de la R-bornitude est indépendante de l�ordre p, d�aprés l�inégalité de

Khintchine-Kahane, mais Rp (=) dépend de cet ordre p, c�est-à-dire, si = est non R-bornée
pour un seul p 2 [1;1), donc elle est non R-bornée pour tous les p 2 [1;1) :

2- Rp (=) est veri�e les conditions de la norme, en e¤et, soient =1, =2 � B (X;Y )
deux familles R-bornées, soient T 1k 2 =1; et T 2k 2 =2;alors on a

�����
nX
k=1

"k
�
T 1k + T

2
k

�
xk

�����
Lp(
;Y )

�
�����
nX
k=1

"kT
1
kxk

�����
Lp(
;Y )

+

�����
nX
k=1

"kT
2
kxk

�����
Lp(
;Y )

� (Rp (=1) +Rp (=2))
�����
nX
k=1

"kxk

�����
Lp(
;X)

:

D�où

Rp (=1 + =2) � Rp (=1) +Rp (=2) :

De la même manière on peut facilement veri�er que

Rp (�=) = j�jRp (=) ; � 2 C:

où = � B (X;Y ) est une famille R-bornée.
3- La composition des familles R-bornées est une famille R-bornée, de plus on a pour

=1 � B (Z;Y ), et =2 � B (X;Z) l�inégalité suivante

Rp (=1=2) � Rp (=1)Rp (=2) :

ou Z est un espace normé.

4- Chaque ensemble contenant un seul opérateur linéaire borné T 2 B (X;Y ) est

R-bornée et de plus on a :

Rp (fTg) = jT jB(X;Y ) :

5- Chaque sous-famille d�une famille R-bornée est R-bornée.
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6- Soient =; S � B (X;Y ) deux familles R-bornées. Si 0 2 =\S, alors =[S est une
famille R-bornée.

7- Toute famille �nie d�opérateurs liéaires bornés est R-bornée.

Lemme 14 Soient X;Y deux espaces normés. Alors pour chaque famille R-bornée = �
B (X;Y ) on a

Rp (= [ f0g) = Rp (=) :

Corollaire 7 Soient X et Y deux espaces normés, et = � B (X;Y ) on a :
1-Si = est R-bornée, alors elle est uniformément bornée, avec

sup
T2=

jT jB(X;Y ) � inf
P2[1;1)

Rp (=)

2-La réciproque de (1) est vraie si X et Y sont des espaces munis d�un produit

scalaire, et dans ce cas on a

R2 (=) = sup
T2=

jT jB(X;Y ) :

Exemple 6 Si X = Lp (�1;H1), Y = Lq (�2;H2), où �1;�2 sont des espaces mesurées

associes aux mesures �-�nis �1; �2 respectivement, et H1; H2 sont deux espaces de Hilbert.

Alors = � B (X;Y ) est R-bornée si et seulement si������
 

nX
k=1

jTkfk (:)j2H2

! 1
2

������
Lq(�2)

�M

������
 

nX
k=1

jfk (:)j2H1

! 1
2

������
Lp(�1)

pour un certain M �ni, et pour tous n 2 Z+ et fk 2 X; k = 1; :::; n:

Maintenant on va donner des conditions nécéssaires et su¢ santes pour qu�une famille

soit R-bornée.

Lemme 15 Pour montrer la R-bornitude d�une famille = � B (X;Y ) ; il su¢ t de mon-
trer l�inégalité (1.5) pour toutes suites d�elements distincts Tk 2 =: Les bonnes constantes
sont les mêmes.

Corollaire 8 Pour demontrer la R-bornitude d�une famille dénombrable d�opérateurs = =
(Tk)

1
k=1 � B (X;Y ) ; il su¢ t de montrer l�inégalité (1.5) pour toutes suites de troncatures�

T k
�n
k=1
:

Lemme 16 (Principe de contraction de Kahane ) : Pour �k; �k 2 C; j�kj � j�kj ; xk 2 X;
"k des fonctions de Rademacher, k = 1; :::; n on a�����

nX
k=1

�k"kxk

�����
Lp(
;X)

� 2
�����
nX
k=1

�k"kxk

�����
Lp(
;X)

:

Le coe¢ cient 2 n�apparait pas dans cette inegalité si �k; �k 2 R:
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De�nition 19 Une suite (=k)1k=1 de familles d�opérateurs =k � B (X;Y ) est dite relati-
vement R-bornée par rapport à une suite d�espaces fermés (Xk)

1
k=1 de X si�����

nX
k=1

"kTkxk

�����
Lp(
;Y )

� c
�����
nX
k=1

"kxk

�����
Lp(
;X)

:

pour toute n 2 Z+, "k des fonctions de Rademacher, Tk 2 =k,et xk 2 Xk;et k =

1; :::; n:

Remarque 9 On remarque qu�une famille = est R-bornée si et seulement si toutes les

suites (=k)1k=1 ; =k � =; sont relativement R-bornées pour tous les sous espaces (Xk)
1
k=1 ;

Xk � X:

Corollaire 9 Si = � B (X;Y ) est R-bornée et B (0; r) � C; alors

Rp
�
B (0; r)=

�
� 2rRp (=) :

Le coe¢ cient 2 n�apparait pas dans cette inegalite dans le cas ou on prend [�r; r] au
lieu de B (0; r) :

Exemple 7 Soit � � L1 (�) une famille uniformément bornée. Alors

Rp

�
fm� : L

p (�;X)! Lp (�;X) ; f 7�! �fg�2�
�
� 2sup

�2�
j�jL1(�) :

Lemme 17 Si = � B (X;Y ) est R-bornée, et si (=k)1k=1est relativement R-bornée par
rapport à (Xk)

1
k=1 ;alors pour les familles suivantes on a :

1- = est R-bornée et
�
=k
�1
k=1
est relativement R-bornée par rapport à (Xk)

1
k=1 ; ou par

= et par
�
=k
�1
k=1
on designe les fermetures fortes respectivement.

2- pour les enveloppes convexes conv= et
�
conv=k

�1
k=1
, on a : conv= est R-bornée et�

conv=k
�1
k=1

est relativement R-bornée par rapport à (Xk)
1
k=1 :

3-l�ensemble

abco (=) =
(

nX
j=1

�jTj : n 2 Z+;�j 2 C;Tj 2 =; j = 1; :::; n;
nX
j=1

j�jj = 1
)

est R-borné, de meme que l�ensemble (abco (=k))1k=1 est relativement R-bornée par
rapport à (Xk)

1
k=1 :On a le meme resultat dans le cas réel.
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Chapitre 2

Espace UMD

Ce chapitre est consacré à une étude détaillée des espaces UMD. On donne les di¤é-

rentes dé�nitions équivalentes de ces espaces ainsi que leurs principales propriétés. Pour

le plus de détails on peut consulter également [13].

Soient X un espace de Banach, et (
;F ;P) un espace de pribabilité.

De�nition 20 : On dit que l�espace de Banach X admet la propriété des martingales

di¤érences inconditionnelles dans Lp , p 2 (1;1) ou bien UMD � p, si l�inégalité�����
nX
k=1

"k�fk

�����
Lp(
;X)

�Mp

�����
nX
k=1

�fk

�����
Lp(
;X)

= jfnjLp(
;X) (2.1)

est satisfaite pour un certain Mp; par chaque martingale f = (fk)
1
k=1 2 Lp (
;X)

Z+ ; et

chaque " 2 f�1; 1gZ+ :

Remarque 10 : On remarque que
1- si on remplace dans l�inégalité (2.1) ��fk�par �"k�fk�on obtient l�inégalité dans

l�autre sens.

2- La condition (2.1) est équivalente à la condition

�����
nX
k=1

"k�gk

�����
Lp(
;X)

�Mp jegjLp(
;X) ; pour gk = E (eg j Fk) : (2.2)

Démonstration. En e¤et, (2.1) implique 2.2. comme (2.1) est satisfaite pour chaque
martingale f = (fk)

1
k=1 2 Lp (
;X)Z+, et or g = (gk)

1
k=1 = (E (eg j Fk))1k=1 est une

martingale alors (2.1) est satisfaite pour g = (gk)
1
k=1 ; c�est-à-dire�����

nX
k=1

"k�gk

�����
Lp(
;X)

� Mp

�����
nX
k=1

�gk

�����
Lp(
;X)

= Mp jgnjLp(
;X)
= MpE (eg j Fn)
� Mp jegjLp(
;X) ;
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où la derniere inégalité resulte d�aprés la propriete de contractivité de l�éspérence condi-

tionnelle.

Montrons maintenant que (2.2) implique (2.1). Dans ce but prenons eg = fn; et on le

subtituant dans (2.2); on obtient�����
nX
k=1

"k (E (fn j Fk)� E (fn j Fk�1))
�����
Lp(
;X)

�Mp jfnjLp(
;X) (2.3)

or f = (fk)
1
k=1 ; est une martingale, alors

fk = E (fn j Fk) ;

pour chaque k � n. Ainsi l�inégalitée(2.1) est démontrée.
Le plus petite constante Mp dans (2.1) pour un p donné, et un espace de Banach

X donné est notée par Mp (X). Si X ne possède pas la propriétée UMD � p, alors
Mp (X) = 1. Mp (X) est indépendante de n; c�est-à-dire la propriété UMD � p est
vraie si l�inégalité (2.1) est satisfaite pour tout n. La plus petite constante pour que (2.1)

soit vraie pour un n �xé est notée par Mn
p (X), alors il est evident que M

n
p (X) "Mp (X),

lorsque n �! +1:

Lemme 18 Les constantes Mn
p (X) sont �nies, de plus on a :

Mn
p (X) � 2n:

Démonstration. En e¤et :�����
nX
k=1

"k�fk

�����
Lp(
;X)

=

�����
nX
k=1

"k (fk � fk�1)
�����
Lp(
;X)

�
nX
k=1

jfkjLp(
;X) +
nX

k=1

jfk�1jLp(
;X)

=

nX
k=1

jE (fn j Fk)jLp(
;X) +
nX

k=1

jE (fn j Fk�1)jLp(
;X)

�
nX
k=1

jfnjLp(
;X) +
nX

k=1

jfnjLp(
;X)

= 2n jfnjLp(
;X) ;

d�où

Mn
p (X) � 2n:
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Remarque 11 Si X possède la propriétée UMD, et comme les fonctions de Rademacher

sont des elements de `1 (Z+), alors d�aprés le lemme 13 il résulte que la propriété UMD
est equivalente à la R-bornitude de toutes les martingales di¤érences de l�espace X.

Exemple 8 Chaque espace de Hilbert admet la propriété UMD � p; pour p = 2:

Démonstration. En e¤et, soit H un espace de Hilbert, alors d�aprés le corollaire 4,

toutes les martingales di¤érences sont orthogonales, donc d�aprés le théorème de phytha-

gore on a �����
nX
k=1

"k�fk

�����
L2(
;H)

=
nX
k=1

j�fkj2H

=

�����
nX
k=1

�fk

�����
L2(
;H)

;

d�où H possède la propriétée UMD � 2, de plus on a :

M2 (X) = 1:

2.1 Transformation martingale

De�nition 21 Soit f = (fk)
1
k=1 2 L1 (
; X)

Z+ une martingale adaptée à (Fk)1k=1. Une
suite v = (vk)

1
k=1 2 `1 (Z+; L1 (
)), est dite (Fk)

1
k=1-prédictable si chaque vk est Fk�1-

mesurable (et v1 est F1-mesurable). Pour de tels f et v; on dé�nit la transformation
martingale (f � v)1k=1 2 L1 (
; X)

Z+ par :

(f � v)k =
kX
j=1

vj�fj:

Remarque 12 : La transformation martingale f � v = (f � v)1k=1 2 L1 (
; X)
Z+ dé�nit

aussi une martingale adaptée à (Fk)1k=1, en e¤et

E (� (f � v)k j Fk�1) = E

  
kX
j=1

vj�fj �
k�1X
j=1

vj�fj

!
j Fk�1

!
= E (vk�fk j Fk�1)
= vkE (�fk j Fk�1)
= 0

Il est aussi facile d�observer que v � : prendre Lp-martingale à une Lp-martingale.
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Par analogie avec La propriété UMD � p, si l�opérateur ou bien la transformation
martingale est uniformément bornée, c�est-à-dire si on a :

j(v � f)njLp(
;X) � fM jvjl1(Z+;Lp(
)) jfnjLp(
;X)

Pour tout v 2 `1 (Z+; L1 (
)), cette condition est appelée la propriétée MT � p, ou bien
la transformation martingale d�ordre p.

Remarque 13 : La propriétée UMD � p est une cas spécial de la propriétée MT � p,
avec v = " = ("k)

1
k=1 2 f�1; 1g

Z+.

Les conditions dans les de�nitions de base UMD�p, etMT �p sont satisfaites pour
des martingales quelconques sur des espaces de probabilités arbitraires.

Maintenant on va donner une condition su¢ sante sur l�espace de probabilité c�est-à-

dire on va donner des conditions faibles que celles des conditions originales, plus précése-

ment, au lieu de véri�er la condition UMD�p oùMT�p pour des espaces de probabilités
arbitraires, il su¢ t de véri�er ces conditions pour des espaces de probabilités trés connus

et trés appliquables, et pour cela on va commençer par introduire la notion de l�espace de

probabilités �nicely divisible�.

De�nition 22 : On dit qu�un espace de probabilité est �nicely divisible� si chaque en-
semble A de probabilité strictement positive P (A) admet un sous-ensemble de probabilité
cP (A) pour chaque c 2 (0; 1).

Lemme 19 : Si un espace de Banach X satisfait la proprieté UMD�p ou MT �p pour
toute martingale dé�nie sur un espace de probabilité�nicely divisible�, alors il satisfait

la même condition pour toute martingale sur un espace de probabilités, avec le même

constante.

Démonstration. Soient (
;F ;P) un espace de probabilité arbitraire, et soit (Fk)1k=1
une suite de sous-�-algèbres croissantes deF . Considérons l�espace produit (
� [0; 1] ;F � <;P�m) �
F �<;où m est la mesure de Lebesgue, et < est la tribu des borélièns de [0; 1] ; et posons
aussi la �-algèbre

Bk= fF � [0; 1] ; F 2 Fkg � F � <:

Le but de cette construction est que l�espace produit soit �nicely divisible� si (
;F ;P)
est �nicely divisible�ou non.

En e¤et, pour A 2 F � <, on a d�aprés Radon-Nikodyme

P�m (A) =
1Z
0

P (f!; (!; t) 2 Ag) dm (t) :
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Posons

g (x) =

xZ
0

P (!; (!; t) 2 A) dm (t) :

g est une fonction continue croissante avec g (0) = 0; g (1) = P �m (A). Ainsi g atteind
chaque constante positive r < P�m (A), pour un certain x 2 (0; 1).
Maintenant soit Ax = A\f(!; t) ; t < xg 2 F�<, etm (Ax) = g (x) = r, pour un certain r
positif, tel que r < P�m (A) : alors on a P�m (Ax) < P�m (A), comme Ax � A 2 F�<;
et A est arbtraire, donc (
� [0; 1] ;F � <;P�m) est �nicely divisible�.
Maintenant, si f = (fk)

n
k=1 est une martingale adaptée à (Fk)

n
k=1, on dé�nit g = (gk)

n
k=1

par :

gk (!; t) = fk (!) ; ! 2 
; t 2 [0; 1] :

On observe que (gk)
n
k=1 dé�nit aussi une martingale adaptée à (Bk)

n
k=1.

En e¤et, soit G = F � [0; 1] 2 Bk; (F 2 F) : Alors

Z
F�[0;1]

gk (!; t) d (P�m) (!; t) =

Z
F

1Z
0

gk (!; t) dm (t) dP (!)

=

Z
F

1Z
0

fk (!) dm (t) dP (!)

=

Z
F

fk (!)m ([0; 1]) dP (!)

=

Z
F

fk (!) dP (!)

=

Z
F

E (fn j Fk) dP (!)

=

Z
F

fn (!) dP (!)

=

Z
F

1Z
0

fn (!) dm (t) dP (!)

=

Z
F

1Z
0

gn (!; t) dm (t) dP (!)

=

Z
F

1Z
0

E (gn j Bk) dm (t) dP (!) ;

d�où

gk = E (gn j Bk) :
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De la même manière, si v = (vk)
n
k=1 2 L1 (
)

n est (Fk)nk=1-prédictable, on dé�nit w =
(wk)

n
k=1 par :

wk (!; t) = vk (!) :

alors il est clair que w = (wk)
n
k=1 est (Bk)

n
k=1-prédictable.

Si on note par fmn
p (X) le constante dé�nie comme gMn

p (X), mais pour un espace de

probabilité �nicely divisible�. AlorsZ



�����
nX
k=1

vk�fk

�����
p

X

dP =
Z



Z
[1;0]

�����
nX
k=1

wk�gk

�����
p

X

d (P�m) ;

Or la propriétée MT � p est vraie pour l�espace �nicely divisible�, doncZ



�����
nX
k=1

vk�fk

�����
p

X

dP �
�fmn

p (X)
�p Z


�[1;0]

�����
nX
k=1

�gk

�����
p

X

d (P�m)

=
�fmn

p (X)
�p Z




�����
nX
k=1

�fk

�����
p

X

dP:

D�où la propriétée MT � p est vraie pour 
 quelconque, de plus gMn
p (X) � fmn

p (X). Or

on a toujours fmn
p (X) �gMn

p (X) :D�où le résultat.

Pour la proprieté UMD � p, on observe que cette proprieté est un cas spécial de
MT � p en prenant v = w = " 2 f�1; 1gn.

Le but du resultat suivant est d�étudier la relation entre la proprieté UMD � p ou
MT �p et la suite de sous-�-algèbre qui est adaptée à la martingale, pour cela on rappelle
qu�une algèbre �nie est une �-algèbre.

Lemme 20 : la proprieté UMD � p ou MT � p est satisfaite si elle vraie pour toute
martingale adaptée à une sous algèbre �nie.

Démonstration. Soient f = (fk)
n
k=1 2 Lp (
;X) une martingale adaptée à (Fk)

n
k=1 :

Pour chaque k, nous choisissons une fonction simple sk 2 Lp (Fk;X), telque

jsk � �fkjLp(
;X) < "

cela est possible d�aprés la densité de l�espace de fonctions simples dans Lp (Fk;X) ; et
soit la suite de fonctions simples tk 2 L1 (Fk), tel que jtk � �vkjL1(
) < ", et jtkjL1(
) <
jvkjL1(
) ; avec (vk)

1
k=1 une suite prédictable donnée (cela est possible car on peut prendre

tk =
P
i

xi1v�1k (xi;xi+1)
, où xi se situe entre jtkjL1(
) et jvkjL1(
)); et soit Bk l�algèbre

engendrée par s1; :::; sk; t1; :::; tk+1; (ie) ;par lesEi qui sont dans la représentation canonique
mP
i=1

xi1Ei des sk et tk. Alors il est clair que (Bk)
n
k=1 est une suite croissante d�algèbres �nies,
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et que (tk)
n
k=1 est (Bk)

n
k=1-prédictable(car tk est Bk-mesurable) :

D�autre part on a sk est Fk-mesurable, Bk � Fk, donc

E (�fk+1 j Bk) = E (E (�fk+1 j Fk) j Bk)

= E ((E (fk+1 j Fk)� E (fk j Fk)) j Bk)

= E (fk � fk j Bk) = 0:

Maintenant on dé�nit g par :

�gk = E (�fk j Bk) :

Comme

E (�gk j Bk�1) = E (E (�fk j Bk) j Bk�1) = E (�fk j Bk�1) = 0:

D�où g est une martingale adaptée à (Bk)
n
k=1 :

Pour achever la démonstration, il su¢ t de demontrer la proprieté MT � p pour f , pour
cela on a :�����

nX
k=1

vk�fk

�����
Lp(
;X)

=

�����
nX
k=1

(vk�fk + tk�gk � tk�gk + tksk � tksk + tk�fk � tk�fk)
�����
Lp(
;X)

=

�����
nX
k=1

(tk�gk + tk (�fk � sk) + tk (sk � �gk) + (vk � tk) �fk)
�����
Lp(
;X)

�
�����
nX
k=1

tk�gk

�����
Lp(
;X)

+
nX
k=1

�
jtk (�fk � sk)jLp(
;X) + jtk (sk � �gk)jLp(
;X) + j(vk � tk) �fkjLp(
;X)

�
:

Or d�aprés le choix de sk et tk on a :

j(�fk � sk)jLp(
;X) < "

et

j(vk � tk)jL1(
) < ":

D�autre part on a :

jsk � �gkjLp(
;X) = jE (sk j Bk)� E (�fk j Bk)jLp(
;X)
= jE (sk � �fk j Bk)jLp(
;X)
� jsk � �fkjLp(
;X) < ":

Si on note par fmn
p la constante qui realise la condition MT � p pour les martingales
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adaptées à des algèbres �nies, alors :�����
nX
k=1

vk�fk

�����
Lp(
;X)

� fmn
p

�����
nX
k=1

�gk

�����
Lp(
;X)

+ "n+ "n+ "

�����
nX
k=1

�fk

�����
Lp(
;X)

� fmn
p

�����
nX
k=1

�gk + sk � sk + �fk � �fk

�����
Lp(
;X)

+ "
�
2n+ jfnjLp(
;X)

�

� fmn
p

�����
nX
k=1

�fk

�����
Lp(
;X)

+
nX
k=1

�
j�gk � skjLp(
;X) + jsk � �fkjLp(
;X)

�
+ "

�
2n+ jfnjLp(
;X)

�

� fmn
p

�����
nX
k=1

�fk

�����
Lp(
;X)

+ "
�
2n+ fmn

p2n+ jfnjLp(
;X)
�
:

Or " est tend vers zéro, ainsi on obtient :�����
nX
k=1

vk�fk

�����
Lp(
;X)

� fmn
p

�����
nX
k=1

�fk

�����
Lp(
;X)

:

D�où le resultat.

Pour continuer l�étude on a besoin de quelques notions concernant les algèbres �nies.

De�nition 23 : Une base d�une algèbre �nie F � 
 sur 
 est une partition de 
 en des
ensembles disjoints Fi 2 F , i = 1; :::;m, tel que chaque F 2 F est de la forme [

i2I
Fi, pour

certain I � f1; :::; ng ; et on la note par bsF . Les éléments de la base Fi 2 F sont dits les

atomes de F

Il est facile de voir que la base d�une algère �nie est unique.

De�nition 24 : Une suite croissante d�algèbres �nies (�k)
n
k=1est dite système de Haar si

�k admet une base constitué de (k + 1) ensembles de probabilité strictement positive.

Exemple 9 : Dans un espace de probabilité �nicely divisible�on peut construire un sys-
tème de Haar comme suit : �0 = f�;
g, avec la base f
g. Supposons que la base de �k
est déja construite, alors la base de �k+1 est obtenue en prenant un certain H 2 bs�k qui
est dévisée en deux parties H1 et H2 qui ont des probabilités strictement positives, donc

bs�k+1 = fH1; H2g [ bs�k n fHg

Lemme 21 : Dans la dé�nition des espaces UMD� p ou MT � p il su¢ t de considérer
chaque martingale adaptée à un système Haar.

Démonstration. En e¤et D�aprés les resultats précédents il su¢ t de demontrer le
lemme pour les martingales adaptées à des algèbres �nies (Fk)nk=1.
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Pour une suite (Fk)nk=1 d�algèbres �nies, on peut construire un système de Haar auxiliére
(�k)

n
k=1, tel que,

�0 � ::: � �ni = Fi � :::�r  Fi+1 (2.4)

En e¤et, supposons que (2.4) est vraie pour un certain i, et on montre qu�elle est vraie

pour i = n:Pour cela posons �0 = F0 = f�;
g � F1;. Et on commence par construire
�r+1 et montrer que (2.4) est satisfaite pour r + 1 au lieu de r, pour cela , choisissons

F 2 bsFi+1 n bs�r (Cela est possible car �r  Fi+1) ;Or chaque elément de Fi+1 � �r, et
en particulier chaque H 2 bs�r est union de certains atomes de Fi+1. D�autre part bs�r
recouvre 
, alors F  H, pour un certain H 2 bs�r (Par exemple H = 
) : Maintenant

on dé�nit bs�r+1 par bs�r+1 = bs�r [ fF;H n Fg n fHg, tel que H nF 6= �, est une union
de certains atomes de Fi+1 de probabilité positive, alors (�k)

r+1
k=1 est un système de Haar,

de plus (2.4) est satisfaite soit pour r + 1 au lieu de r, soit �r+1 = Fi+1, de la même
manière, par reccurence on obtient le système de Haar pour i+ 1 = n:

Maintenant revenons à la demonstration du lemme.

Soit la suite (Fk)nk=1 d�algèbres �nies, d�aprés la construction précédente on a un système
de Haar auxiliére (�k)

Nn
k=1, tel que

�0 � �1 � ::: � �n1 = F1 � �N1+1 � ::: � �Nn = Fn:

Si f = (fk)
n
k=1 2 Lp (
;X) est une martingale adaptée à (Fk)

n
k=1, on dé�nit une nouvelle

martingale h par :

hr = E (fn j �r) :

Alors on a :

hNk = fk;

et

�fk = fk � fk�1 =
X

Nk�1<r�Nk

�hr:

Aussi, si v = (vk)
n
k=1 2 L1 (Fk�1)

n est (Fk)nk=1-prédictable, on dé�nit w = (wk)
n
k=1 par :

wNk�1+1 = ::: = wNk = vk 2 L1 (Fk�1) = L1
�
�Nk�1

�
, alors w est (�k)

Nn
k=1-prédictable.

Ainsi on a : �����
nX
k=1

vk�fk

�����
Lp(
;X)

=

�����
NnX
k=1

wk�hk

�����
Lp(
;X)

� fmp (X)

�����
NnX
k=1

�hk

�����
Lp(
;X)

= fmp (X)

�����
NnX
k=1

�fk

�����
Lp(
;X)

:

D�où le resultat.
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Les resultats obtenus précedement ont établits les relations entre la proprieté UMD�p
ou MT � p, l�espace de probabilité et aussi entre la suite des sous-�-algèbres adaptées
aux martingales. Maintenant on s�intéresse à la relation entre la proprieté UMD � p et
MT � p, plus précisement on va démontrer l�equivalence entre les proprietées UMD � p
et MT � p.

Proposition 1 : Les proprietés UMD � p et MT � p sont equivalentes avec le même
constante.

Démonstration. En e¤et d�aprés le lemme précédent il su¢ t de demontrer le lemme
pour les martingales adaptées par des systèmes de Haar, et comme la proprieté UMD�p
est un cas spécial de la proprieté MT � p, donc il su¢ t de demontrer que la proprietée
UMD � p implique la proprietée MT � p.
Soit f = (fk)

n
k=1 2 Lp (
;X) une martingale adaptée à un système de Haar (�k)

n
k=1, et

soit v = (vk)
n
k=1 une suite prédictable , alors vk�fk = �k�fk; pour un certain �k 2 R; tel

que j�kj � jvkjL1(
) � 1, alors�����
nX
k=1

vk�fk

�����
Lp(
;X)

=

�����
nX
k=1

�k�fk

�����
Lp(
;X)

� max
"2f�1;1gn

�����
nX
k=1

"k�fk

�����
Lp(
;X)

� Mp (X)

�����
nX
k=1

vk�fk

�����
Lp(
;X)

:

D�où les conditions UMD � p et MT � p sont equivalentes.

2.2 La propriétée UMD � p ou MT � p pour les mar-
tingales de Paley-Walsh

Dans ce paragraphe on se restreind à l�étude d�une classe spéciale de martingales,

dans ce but introduisons certaines notions utiles par la suite.

De�nition 25 : Soit Dk; k 2 Z+ des algèbres �nies engendrées par les partitions de [0; 1]
à 2k intervalles de longueures égales. La suite (Dk)

1
k=1est dite système de Paley-Walsh,

et la martingale f = (fk)
n
k=1 2 L1 (
;X) adaptée à (Dk)

1
k=1 est dite la martingale de

Paley-Walsh.

Remarque 14 : D�aprés la dé�nition précédente Dk; k 2 Z+, sont engendrées par :��
0; 2�k

�
;
�
2�k; 2 � 2�k

�
; :::;

�
1� 2�k; 1

�	
:
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De�nition 26 : La suite (�k)
1
k=1 d�algèbres �nies est dite système de Haar dyadic si le

rapport P(H1)
P(H) de probabilité de l�element H1 2 �r+1a la probabilité de H 2 �r ; H � H1,

est toujours de la forme r2�m;m 2 Z+; r 2 f1; :::; 2m � 1g.

Lemme 22 : L�inégalité (2.1) est vraie pour toute martingale f adaptée à un système de
Haar si elle est vraie pour toute martingale f adaptée à un système Haar dyadic, avec les

mêmes constantes Mp (X).

Démonstration. En e¤et, pour un système de Haar (�k)
1
k=1, soit bs�k = (Hj)

n
j=0.

Dans un espace de probabilité �nicely divisible�on peut construire une partition (Gj)
n
j=0

de 
 tel que la probabilité de Gj soit une intégrale multiple de 2�m, pour certainm 2 Z+,
et P (Hj�Gj) < "; pour un " > 0 donné. Alors on dé�nit Bk; k = 1; n; en posant

Bk =

�
[
i2I
Gi; I � f0; :::; ng n [

i2I
Hi 2 �k

�
:

D�autre part soit h = (hk)
n
k=1 la martingale originale adaptée au système de Haar (�k)

1
k=1

(hk = E (hn j �k)); et soit g = (gk)
n
k=1 dé�nie par :

gk = E (hn j Bk)

une martingale adaptée au système de Haar dyadic (Bk)
n
k=1 : Donc�����

nX
k=1

"k�hk

�����
Lp(
;X)

=

�����
nX
k=1

"k�hk + "k�gk � "k�gk

�����
Lp(
;X)

�
�����
nX
k=1

"k�gk

�����
Lp(
;X)

+

�����
nX
k=1

"k�hk � "k�gk

�����
Lp(
;X)

� mn
p (x)

�����
nX
k=1

�gk

�����
Lp(
;X)

+ 2nmax
k
jhk � gkjLp(
;X)

= mn
p (x)

�����
nX
k=1

�gk � �hk + �hk

�����
Lp(
;X)

+ 2nmax
k
jhk � gkjLp(
;X)

� mn
p (x)

�����
nX
k=1

�hk

�����
Lp(
;X)

+ 2n
�
mn
p (x) + 1

�
max
k
jhk � gkjLp(
;X) :

Pour compléter la demonstration, il su¢ t de demontrer que la di¤erence de hk et gk
dans Lp est controlée par le paramètre " qui est introduit précédement. Pour cela posons

hn = f , or l�éspérence conditionnelle par rapport à une algèbre �nie peut être formulée

comme suit :

hk = E (f j �k) =
kX
j=0

fHk
j
1hkj

gk = E (f j Bk) =
kX
j=0

fGkj 1Gkj ;
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ou bs�k =
�
Hk
j

�k
j=0
; bsBk =

�
Gkj
�k
j=0
; et fA = 1

P(A)

R
A

fdP, où A est un ensemble de

probabilité strictement positive.

Maintenant on commençe la demonstration par estimer fA � fB; si A et B véri�ent

P (A�B) < ", donc

fA � fB =
1

P (A)

Z
A

fdP� 1

P (B)

Z
B

fdP

=
1

P (A)

Z
A

fdP� 1

P (A)

Z
B

fdP+
1

P (A)

Z
A

fdP� 1

P (B)

Z
B

fdP

=
1

P (A)

0@Z
A

fdP�
Z
B

fdP

1A+ � 1

P (A)
� 1

P (B)

�Z
B

fdP

=
1

P (A)

0@Z
A

fdP�
Z
B

fdP

1A+ P (B)� P (A)
P (B)P (A)

Z
B

fdP;

Pour le premier terme on a :������
Z
A

fdP�
Z
B

fdP

������
X

�
Z
A�B

fdP

� jf jLp(
;X) P (A�B)
1
q

� jf jLp(
;X) "
1
q ; q > 1:

Or

jP (A)� P (B)j � P (A�B) :

Alors

jfA � fBjX � (P (A))�1 jf jLp(
;X) "
1
q + (P (A)P (B))�1 jf jLp(
;X) P (
)

1
q "

� (P (A))�1 jf jLp(
;X) "
1
q + (P (A)P (B))�1 jf jLp(
;X) ":

Or

(P (A))�1 = (P (B)� P (A) + P (A))�1

= (P (A)� (P (A)� P (B)))�1

� (P (A)� P (A�B))�1

� (P (A)� ")�1 :

Si on �xe f et A, alors lorsque " �! 0; on obtient que jfA � fBjX �! 0:D�autre part on

a :

jfA1A � fB1BjX � jfA � fBjX 1A\B + jfAjX _ jfBjX 1A\B:
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D�où

jfA1A � fB1BjLp(
;X) =

0@Z



jfA1A � fB1BjpX dP

1A 1
p

� "P (A \B)
1
q + jf jLp(
;X)

�
P (A)�1 _ P (B)�1

�
P (A�B)

� "P (
)
1
q + jf jLp(
;X)

�
P (A)�1 _ (P (A)� ")�1

�
" � "+ jf jLp(
;X) P (A)

�1 ":

Ainsi

jfA1A � fB1BjLp(
;X) �! 0; lorsque " �! 0:

Et �nalement comme�����
nX
k=1

"k�hk

�����
Lp(
;X)

� mn
p (x)

�����
nX
k=1

�hk

�����
Lp(
;X)

+ 2n
�
mn
p (x) + 1

�
max
k
jhk � gkjLp(
;X) :

D�ici résulte que �����
nX
k=1

"k�hk

�����
Lp(
;X)

� mn
p (x)

�����
nX
k=1

�hk

�����
Lp(
;X)

:

D�où le résultat.

Pour poursuivre l�étude, et pour aussi faciliter la présentation du lemme suivant, on a

besoin de certaines notions concernant les fonctions mesurables f dé�nies sur une algèbre

�nie F qui est de�nie sur un ensemble 
1, et comme f atteind une valeur constante sur

chaque F 2 bsF , alors elle peut etre identi�ée à une fonction à domaine bsF : Nous allons
considérer une probabilitée préservant l�isomorphisme Boolién b : F �! B, où B est une

autre algèbre �nie sur un autre espace de probabilité (
2;B;P2) :Dans le cas où on a un
tel b, et une F-mesurable f : 
1 �! X, identi�ée avec une fonction de domaine bsF dans
X, alors on peut dé�nir g dans bsB, par : g = f � b�1; de plus cette fonction peut être
identi�ée avec une fonction B-mesurable sur 
2:

Il est clair que g dé�nie précédement possède la même distribution que f . La distri-

bution jointe d�ensembles de variables aléatoires est invariante par rapport à l�application

f �! f � b�1: Alors g = f � b�1 , où f : 
1 �! X; et b : F �! B peut être dé�nie

d�aprés l�identi�cation précédente comme suit :

g (!2) = f (!1) ; tels que, !2 2 b (F ) ;et F 2 bsF :

Lemme 23 : Si (�k)
1
k=1 est un système de Haar dyadic sur (
;F ;P) ; et (Dk)

1
k=1 est le

système de Paley-Walsh. Alors il existe un système de Haar dyadic (Bk)
1
k=1 sur ([0; 1] ;R;m),

tels que :

1- Il existe une probabilité préservant l�isomorphisme Boolién b : �n �! Bn;

2- Ils existent des nombres Nk; k = 1; :::; n, tels que Bk � DNk et

E (f j �k) = E
�
f � b�1 j Bk

�
= E

�
f � b�1 j DNk

�
;

pour tout f 2 L1 (�k;X) :
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Démonstration. D�aprés la construction déja faite précédement, plus précisement la
construction d�un système de Haar d�un système d�algèbres �nies (Lemme 21). On peut

toujours poser D0 = B0 = f�; [0; 1]g : Supposons ainsi que B1; :::;Bk sont construits

tels que les conditions du lemme soient satisfaites, alors les atomes de Bk sont unions

d�intervalles dont les côtés sont des intégrales multipliées par 2�Nk .

D�autre part si bs�k+1 est obtenue d�aprés bs�k en divisant un élement H 2 bs�k en H1
et H2, tel que

P(H1)
P(H) = r2

�m. Alors on va construire Bk+1 comme suit :

Premièrement posons Nk+1 = Nk +m:

Or b (H) 2 Bk est une union d�intervalles dont les extrémités sont i2�Nk et (i+ 1) 2�Nk ;

dont i est une intégrale. Pour chaque tel intervalle, soit G1 l�ensemble de r premiers sous-

intervalles de longueur 2�Nk+1, et soit G2 l�ensemble de l�autre 2m� r sous-intervalle de

longueur 2�Nk+1 : Alors posons

bsBk+1 = bsBk [ fG1; G2g n fb (H)g

Où b est prolongée à une probabilité préservant l�isomorphisme Boolién de �k+1 à Bk+1

par :

b (Hi) = Gi; i = 1; 2

De cette construction de b, résulte par réccurence que

b : �n �! Bn

est une probabilité préservant l�isomorphisme Boolién.

Maintenant nous allons démontrer la deuxième condition. On observe premièrement que

d�aprés la construction de Bk = b (�k) ; et f � b�1 que la première egalité est immédiate.
Alors il reste la seconde egalité, pour cela notons par g = f � b�1 2 L1 (Bk;X), et on

commence la démonstration par montrer l�egalité suivante :

E (g j Bk�1) = E (g j Dk�1) ;

Pour g 2 L1 (Bk;X). En e¤et, comme (Bk)
n
k=1 est un système de Haar, alors g admet la

decomposition suivante :

g = g0 + x11G1 + x21G2

g0 2 L1 (Bk�1;X)

G1; G2 2 bsBk nBk�1; G1 [G2 2 bsBk�1

g0 = 0; surG1 [G2:

Or

E (g j Bk�1) =
X

Gi2bsBk�1

1Gi
1

P (Gi)

Z
Gi

gdP:
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Et comme g0 est Bk�1-mesurable, alors E (g0 j Bk�1) = g0. Ainsi, on obtient

E (g j Bk�1) = g0 +
m (G1)x1 +m (G2)x2

m (G1 [G2)
1G1[G2 :

D�autre part comme Bk�1 � Dk�1;alors E (g0 j Dk�1) = g0: De plus, d�aprés la construc-

tion de Bk, il résulte que chaque intervalle � 2 bsDk�1 est dans G1 [G2, alors

E
�
x11G1 + x21G2 j DNk�1

�
=
m (G1)x1 +m (G2)x2

m (G1 [G2)
:

Donc

E (g j Bk�1) = E
�
g j DNk�1

�
:

Alors la deuxième propriété résulte par réccurence. Premièremement on observe que

E (g j Bn) = E (g j Dn) ;

Pour g 2 L1 (Bn;X) � L1 (Dn;X) :

Maintenant supposons que la deuxième propriété est satisfaite pour un certain k � n, et
on montre qu�elle est vraie pour tous les k � n, alors

E (g j Bk�1) = E (E (g j Bk) j Bk�1)

= E
�
E (g j Bk) j DNk�1

�
= E

�
E (g j DNk) j DNk�1

�
= E

�
g j DNk�1

�
;

où la deuxième egalité résulte de :E (g j Bk) 2 L1 (Bk;X) ; etE (g j Bk�1) = E
�
g j DNk�1

�
:

La troisième egalité est déduite d�aprés l�hypothèse, en�n la dernière egalité résulte de

l�inclusion DNk�1 � DNk :

Ainsi la démonstration est terminée.

Remarque 15 On remarque que cette derniére condition implique que b est une proba-
bilité préservant l�homomorphisme Boolién de �n dans DNn :

Lemme 24 : Un espace de Banach X satisfait la propriété UMD � p si et seulement
si il satisfait cette propriété pour toute Paley-Walsh martingale. Les bonnes constantes

Mp (X) sont les mêmes.

Démonstration. En e¤et d�aprés le lemme 22, il su¢ t de démontrer la propriété
UMD � p pour les systèmes de Haar. Alors si f = (fk)

n
k=1 2 Lp (
;X) n est l�une des

martingales adaptée à (Fk)nk=1, alors f = (fk)
n
k=1 2 L1 (
;X) n, ainsi d�aprés le lemme
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23, on a :

Z



�����
nX
k=1

"k (E (fn j Fk)� E (fn j Fk�1))
�����
p

X

dP=
1Z
0

�����
nX
k=1

"k
�
E
�
fn � b�1 j DNk

�
� E

�
fn � b�1 j DNk�1

�������
p

X

dm

�
1Z
0

�����
NnX
j=1

"Nj
�
E
�
fn � b�1 j Dj

�
� E

�
fn � b�1 j Dj

�������
p

X

dm

� mp (X)

1Z
0

�����
NnX
j=1

�
E
�
fn � b�1 j Dj

�
� E

�
fn � b�1 j Dj

�������
p

X

dm

= mp (X)

1Z
0

�����
nX
k=1

�
E
�
fn � b�1 j DNk

�
� E

�
fn � b�1 j DNk�1

�������
p

X

dm

= mp (X)

Z



�����
nX
k=1

(E (fn j Fk)� E (fn j Fk�1))
�����
p

X

dP:

Ainsi la propriété UMD� p est satisfaite pour les martingales de Paley-Walsh, et de plus
Mp (X) � mp (X) : Comme on a toujours l�inégalité inverse, ainsi la démonstration est

achevée.

Remarque 16 : Un système de Paley-Walsh n�est pas un système de Haar.

2.3 La décomposition de Gundy et la propriété faible-

UMD � p
Pour démontrer la propriétée UMD pour des martingales dans Lp; p > 1, on peut

utiliser la notion de transformée martingale qui peut être donnée par la formule suivante :

j(" � f)njLp(
;X) �Mp (X) jfnjLp(
;X) ;

ce qui est implique que

sup
n2Z+

j(" � f)njLp(
;X) �Mp (X) sup
n2Z+

jfnjLp(
;X) ;

d�où

j" � f j`1(Z+;Lp(
;X)) �Mp (X) jf j
`1(Z+;Lp(
;X))

:

Inversement, si cette derniere inégalité est vraie pour chaque martingale (fk)
1
k=1 , alors

elle est vraie en particulier pour (fk)
n
k=1, et comme jfkjLp(
;X) = jE (fn j Fk)jLp(
;X) �

jfnjLp(
;X) ; k � n: Alors d�ici résulte la premiére inégalité.
Maintenant on va donner une formulation du type faible dans L1:
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De�nition 27 : On dit qu�un espace de Banach X possède la propriété faible-UMD si

l�inégalité suivante :

�P ((" � f)� > �) �Mw jf j
`1(Z+;L1(
;X))

est satifaite pour une certaine constante Mw , pour toute martingale f 2 L1 (
;X)Z+, et
toute suite " = ("k)k2Z+ 2 f�1; 1g

Z+ :

La propriétée faible-MT se dé�nie d�une maniére similaire c�est-à-dire au lieu de " on

prend la suite prédictable v = (vk)k2Z+ :

Lemme 25 : Si f 2 `1 (Z+; L1 (
;X)) est une martingale adaptée à (Fk)k2Z+, et � est
un temp d�arrêt, alors Z

��1

jf� jX dP � jf j`1(Z+;L1(
;X)) :

Démonstration. On a d�une part en utilisant l�hypohtèseZ
f�<1g

jf� jX dP =
nX
k=1

Z
f�=kg

jfkjX dP

�
nX
k=1

Z
E

f�=kg

(jfkjX j Fk) dP

=
nX
k=1

Z
f�=kg

jfnjX dP

�
Z

f�<1g

jfnjX dP

= jfnjL1(
;X)
� jf j

`1(Z+;L1(
;X))
:

Où d�autre part, la premiere inégalité résulte du faite que (jfkjX)
1
k=1 est une sous-martingale

non négative lorsque f 2 `1 (Z+; L1 (
;X)) est une martingale, la seconde égalité résulte
de la dé�nition de l�éspérance conditionnelle et que f� = kg 2 Fk, la derniere étape resulte
du faite que

1
[
k=1
f� = kg = f� <1g : Pour achever la démonstration, il su¢ t de faire un

passage à la limite lorsque n �!1.

Lemme 26 : Soit f 2 `1 (Z+; L1 (
;X)) une martingale adaptée à (Fk)k2Z+, � > 0; et
� un temps d�arrêt dé�nit par :

� (!) = inf fn � 1 : jfn (!)jX > �g

et soit � un autre temps d�arrêt. Alors on a��fn^�^(��1)��L1(
;X) � 2 jf j`1(Z+;L1(
;X)) ;
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et �����
n^��1X
k=1

E
�
1f�=k+1g�fk+1 j Fk

������
L1(
;X)

� 2 jf j
`1(Z+;L1(
;X))

:

Démonstration. En e¤et, pour la première assertion on a, d�aprés la dé�nition��fn^�^(��1)��X � � < jf� jX ; dans f� <1g, et pour f� =1g on a ��fn^�^(��1)��X = jfn^�jX :
Alors ��fn^�^(��1)��L1(
;X) =

Z



��fn^�^(��1)��X dP
=

Z
f��1g

��fn^�^(��1)��X dP
=

Z
f�<1g

��fn^�^(��1)��X dP+ Z
f�=1g

��fn^�^(��1)��X dP
�

Z
f�<1g

jf� jX dP+
Z

f�=1g

jfn^�jX dP

� jf� jL1(
;X) + jfn^�jL1(
;X)
� jf j

`1(Z+;L1(
;X))
+ jf j

`1(Z+;L1(
;X))

= 2 jf j
`1(Z+;L1(
;X))

:

Pour la deuxième assertion on a :�����
n^��1X
k=1

E
�
1f�=k+1g�fk+1 j Fk

������
X

�
n^��1X
k=1

E
�
1f�=k+1g j�fk+1jX j Fk

�
:

34



En utilisant l�inégalité de Jensen on obtient�����
n^��1X
k=1

E
�
1f�=k+1g�fk+1 j Fk

������
L1(
;X)

�
n�1X
k=1

Z
f�=k+1g

j�fk+1jX dP

�
n�1X
k=1

2

Z
f�=k+1g

jfk+1jX dP

= 2

nX
k=2

Z
f�=kg

jfkjX dP

� 2

nX
k=2

Z
f�=kg

E (jfnjX j Fk) dP

� 2
nX
k=2

Z
f�=kg

jfnjX dP

� 2

Z
f��1g

jfnjX dP

= 2

Z



jfnjX dP

= 2 jfnjL1(
;X)
� 2 jf j

`1(Z+;L1(
;X))
:

Lemme 27 :(Décomposition de Gundy) Soit f 2 `1 (Z+; L1 (
;X)) une martingale adap-
tée à (Fk)k2Z+ ; et � > 0: Alors, il existe une décomposition f = g + h + b; où g; h; b 2
L1 (
;X)Z+ sont des martingales veri�ants :

1- jgj
`1(Z+;L1(
;X))

� 4 jf j
`1(Z+;L1(
;X))

; et jgj
`1(Z+;L1(
;X))

� 2�;

2-
1P
k=1

j�hkjL1(
;X) � 4 jf j`1(Z+;L1(
;X)) et ;

3- �P (b� > 0) � 3 jf j
`1(Z+;L1(
;X))

:

Démonstration. En e¤et, Premièrement nous dé�nissons les temps � ; � auxilliaires.
Le temps � est dé�nie comme dans le lemme précédent, et � est donnée par :

� (!) = inf

(
n � 1 :

nX
k=1

E
�
1f�=k+1g j�fk+1jX j Fk

�
> �

)
:

On remarque que
nP
k=1

E
�
1f�=k+1g j�fk+1jX j Fk

�
est Fn-mesurable lorsque f� � ng : Or

f� � ng 2 Fn�1, car f� � ng = f� � n� 1g{ ; et f� � n� 1g 2 Fn�1:
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Maintenant nous allons dé�nir les martingales g; h; et b par :

�g1 = 1f�>1g�f1;

�gk = 1f��kg
�
1f�>kg�fk � E

�
1f�>kg�fk j Fk�1

��
; k > 1:

D�aprés la dé�nition de g on peut facilement véri�er que E (�gk j Fk�1) = 0, c�est-à-dire
qu�on peut facilement démontrer que g dé�nit une martingale adaptée à (Fk)k2Z+ ; de plus
on a :

gn =
nX
k=1

�gk

=
nX
k=1

1f��kg1f�>kg�fk �
nX
k=2

1f��kgE
�
1f�>kg�fk j Fk�1

�
=

n^�^(��1)X
k=1

�fk �
nX
k=2

1f��kgE
�
1f�>kg�fk j Fk�1

�
+
n^�X
k=2

E
�
1f�=kg�fk j Fk�1

�
�

n^�X
k=2

E
�
1f�=kg�fk j Fk�1

�
:

Or
n^�X
k=2

E
�
1f�>kg�fk j Fk�1

�
+

n^�X
k=2

E
�
1f�=kg�fk j Fk�1

�
=

n^�X
k=2

E
�
1f��kg�fk j Fk�1

�
=

n^�X
k=2

1f��kgE (�fk j Fk�1) :

Comme (fk)k2Z+ est une martingale adaptée à (Fk)k2Z+ ;donc

n^�X
k=2

1f��kgE (�fk j Fk�1) = 0:

D�où

gn =

n^�^(��1)X
k=1

�fk +
n^�X
k=2

E
�
1f�=kg�fk j Fk�1

�
:

Alors

gn = fn^�^(��1) +
n^��1X
k=2�1

E
�
1f�=k+1g�fk+1 j Fk

�
:

Et d�aprés le lemme précédent on a :

jgnjL1(
;X) =
��fn^�^(��1)��L1(
;X) +

�����
n^��1X
k=1

E
�
1f�=k+1g�fk+1 j Fk

������
L1(
;X)

� 2 jf j
`1(Z+;L1(
;X))

+ 2 jf j
`1(Z+;L1(
;X))

= 4 jf j
`1(Z+;L1(
;X))

:
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Alors

jgj
`1(Z+;L1(
;X))

� 4 jf j
`1(Z+;L1(
;X))

:

De plus d�aprés les dé�nition de � et � on a :

jgj
`1(Z+;L1(
;X))

� 2�:

Maintenant nous allons dé�nir h et b

�h1 = 1f�=1g�f1;

�hk = 1f��kg
�
1f�=kg�fk � E

�
1f�=kg�fk j Fk�1

��
; k > 1:

D�aprés les calculs précédents et les dé�nitions de g et h on a :

�gk + �hk = 1f��kg1f��kg�fk

= 1f�^��kg�fk:

Et �nalement on dé�nit b par :

�bk = �fk � �gk � �hk
= 1f�^�<kg�fk:

On observe que b1 = 0:

D�autre part on a :
1X
k=1

j�hkjL1(
;X) =
1X
k=1

Z



j�hkjX dP

=
1X
k=1

Z
f��kg

��1f�=kg�fk � E �1f�=kg�fk j Fk�1���X dP
�

1X
k=1

Z



�
1f�=kg j�fkjX + E

�
1f�=kg j�fkjX j Fk�1

��
dP

� 4
1X
k=1

Z
f�=kg

jfkjX dP

� 4

Z
f�<1g

jfkjX dP:

Et comme sur f� = kg on a :
jfk�1jX � � < jfkjX :

Alors
1X
k=1

j�hkjL1(
;X) � 4

Z
f�<1g

jf� jX dP

= 4 jf� jL1(
;X) :
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D�où
1X
k=1

j�hkjL1(
;X) � 4 jf j`1(Z+;L1(
;X)) :

Finalement on termine la démonstration par estimer la probabilité de fb� > 0g :Pour cela
on a

bn =
nX
k=1

�bk

=
nX
k=1

1f�^�<kg�fk

=

nX
k=�^�+1

�fk

= 0;

pour n � � ^ � :On a aussi

P (fb� > 0g) � P (� <1) + P (� <1) ;

or P (� <1) est égale à P (ff � > 0g) � 1
�
jf j

`1(Z+;L1(
;X))
:

De plus d�aprés la dé�nition de � on a :

f� <1g =
( 1X
k=1

E
�
1f�=k+1g j�fk+1jX j Fk

�
> �

)
;

Alors

�P (� <1) = �

Z
f�<1g

dP

<

Z
f�<1g

1X
k=1

E
�
1f�=k+1g j�fk+1jX j Fk

�
dP

�
1X
k=1

Z



E
�
1f�=k+1g j�fk+1jX j Fk

�
dP

�
1X
k=1

Z
f�=k+1g

j�fk+1jX dP

� 2

Z
f�<1g

jf� jX dP

= 2 jf� jL1(
;X)
� 2 jf j

`1(Z+;L1(
;X))
:

Donc

�P (b� > 0) � 3 jf j
`1(Z+;L1(
;X))

:
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Proposition 2 : Pour tout p 2 (1;1) la propriété MT � p implique la propriété faible-
MT:

Démonstration. En e¤et soitX un espace de Banach satisfaisant la conditionMT�
p pour un certain p, et soit aussi � > 0 �xée. Soit f 2 `1 (Z+; L1 (
;X)) une martingale,
et v une suite prédictable avec jvj`1(Z+;L1(
;X)) � 1; pour démontrer la proposition il su¢ t
de montrer que :

�P ((v � f)� > �) �Mw jf j
`1(Z+;L1(
;X))

;

pour une certaine constante Mw independante de f , � et v. Pour cela on utilise le lemme

précédent, c�est-à-dire on décompose f en trois martingales comme suit :

f = g + h+ b;

alors

v � f = v � g + v � h+ v � b;

et

P ((v � f)� > �) � P
�
(v � g)� > �

3

�
+ P

�
(v � h)� > �

3

�
+ P

�
(v � b)� > �

3

�
:

D�aprés la décomposition de Gundy on a :

P
�
(v � b)� > �

3

�
� P (b� > 0) � 3

�
jf j

`1(Z+;L1(
;X))
:

Et d�aprés l�inégalité de Doob on a :

P
�
(v � h)� > �

3

�
� 3

�
jv � hj

`1(Z+;L1(
;X))
:

Et comme

j(v � h)nj
L1(
;X)

�
nX
k=1

jvkj
L1(
;X)

j�hkj
L1(
;X)

�
1X
k=1

j�hkj
L1(
;X)

� 4 jf j
`1(Z+;L1(
;X))

:

Alors

P
�
(v � h)� > �

3

�
� 12

�
jf j

`1(Z+;L1(
;X))
:

Pour achever la démonstration, il su¢ t d�éstimer P
�
(v � g)� > �

3

�
: On a d�aprés le lemme

de décomposition de Gundy, g est L1-bornée et L1-bornée donc par interpolation il résulte
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sa bornitude dans Lp; 1 < p <1: Alors

P
�
(v � g)� > �

3

�
� 3p

�p
j(v � g)�jpLp(
;X)

� 3p

�p
pp jv � gjp`1(Z+;Lp(
;X))

� 3p

�p
pp (Mp (X))

p jgjp`1(Z+;Lp(
;X))

� 3p

�p
pp (Mp (X))

p jgjp�1`1(Z+;L1(
;X)) jgj`1(Z+;L1(
;X))

� 3p

�p
pp (Mp (X))

p �4p�1�p�1� �4 jf j
`1(Z+;L1(
;X))

�
� 12p

�
pp (Mp (X))

p jf j
`1(Z+;L1(
;X))

:

Ainsi

P ((v � f)� > �) � 1

�
[12ppp (Mp (X))

p + 15] jf j
`1(Z+;L1(
;X))

:

D�où

�P ((v � f)� > �) �Mw jf j
`1(Z+;L1(
;X))

;

où

Mw = 12
ppp (Mp (X))

p + 15:

Ainsi la démonstration est achevée.

Theoreme 2 :(Burkholder 1981) Dans un espace de Banach X les propriétés suivantes

sont equivalentes :

1- X possède la propriété UMD � p pour tout p 2 (1;1) :
2- X possède la propriété MT � p pour tout p 2 (1;1) :
3- X possède la propriété UMD � p pour certain p 2 (1;1) :
4- X possède la propriété MT � p pour certain p 2 (1;1) :
5- X possède la propriété faible-UMD:

6- X possède la propriété faible- MT:

Démonstration. En e¤et d�aprés la proposition 1, les propriétés (1) et (2) ; respec-
tivement (3) et (4) sont equivalentes.

(1) ) (3) est triviale.

(2) ) (4) est triviale.

(4) ) (6) (voir la proposition 2).

(5) ) (1) la démonstration sera faite par la suite.

De�nition 28 : Un espace X possèdant une ou toutes les propriétés du théorème 2 pré-

cédent est appelé espace UMD:
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Lemme 28 : Soient �; p > 1; et ; � > 0; tels que �p < 1: Si les fonctions mesurables f
et g veri�ent

P (g > �t; f < �t) � �P (g > t) ;

pour tout t > 0: Alors

jgjLp(
) � (1� �
p)�

1
p
�

�
jf jLp(
) :

Lemme 29 : Soit X un espace de Banach possèdant la propriété faible-UMD et f =

(fk)
1
k=1 une martingale. S�il existe une suite prédictable w = (wk)

1
k=1 qui domine les

di¤érences de f c�est-à-dire

j�fkjX � wk (p:p) :

Alors

P ((" � f)� > 2�; f � _ w� � ��) � 3�

1� �Mw (X)P ((" � f)� > �) ;

Pour tout � > 0; � 2 (0; 1), et toute suite de signes " 2 f�1; 1gZ+ :

Démonstration. Fixons � > 0, et " 2 f�1; 1gZ+, et dé�nissons les temps auxilliaires

� j (!) = inf
�
k; j(" � f)k (!)jX > j�

	
; j = 1; 2:

�(!) = inf fk; jfk (!)jX _ wk+1 (!) > ��g

Et notons par :

Tk = f� 1 < k � � 2 ^�g =
�
! : � < max

j�k�1

���(" � f)j (!)���
X
� 2� ;

max
j�k�1

�
jfj (!)jX _ wj+1 (!)

�
� ��

�
Alors Tk 2 Fk�1; et u = (uk)1k=1 = (1Tk)

1
k=1 est une suite prédictable.

Premièrement on montre que

f(" � f)� > 2�; f � _ w� � ��g � f(u � " � f)� > (1� �)�g (2.5)

Comme X possède la propriété faible-UMD, alors

P ((u � " � f)� > (1� �)�) � Mw (X)

(1� �)� ju � f j`1(Z+;L1(
;X))

D�autre part prouvons que (2.5) est satisfaite. On a

(u � (" � f))n =
nX
k=1

uk� (" � f)k =
nX
k=1

uk"k�fk (2.6)

On remaque d�aprés (2.6) que u � (" � f) = " � (u � f) : De plus on remarque que si
(" � f)� > 2� cela implique � 2 <1; et si f � _w� � �� cela implique que � =1; et on a
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aussi toujours � 1 � � 2:
De plus dans le membre gauche de (2.5) on remarque que � 1 < � 2, en e¤et, d�aprés

(" � f)�2 = (" � f)�2�1 + "�2�f�2 ; on a��(" � f)�2�1��X �
��(" � f)�2��X � j�f�2jX

� 2�� jw�2 jX
� (2� �)�
� �:

Alors d�ici résulte que � 1 � � 2 � 1: Donc en calculant le terme :

(u � " � f)�2 =

�2X
k=1

1f�1<k��2^�g� (" � f)k

=
X

�1<k��2

� (" � f)k

= (" � f)�2 � (" � f)�1

Donc ��(u � " � f)�2��X �
��(" � f)�2��X � ��(" � f)�1��X

> 2��
��(" � f)�1�1��X � j�f�1jX

� 2�� �� w�1 � �� ��:

Alors (2.5) est vraie.

Et d�aprés les dé�nitions de u; � j; j = 1; 2; et � il résulte que

j(u � f)�jX � 3��1f("�f)�>�g:

Et d�aprés l�inégalité de Doob, on a

ju � f j`1(Z+;L1(
;X)) � j(u � f)�jL1(
;X)
� 3��P ((" � f)� > �) ;

d�où

P ((" � f)� > 2�; f � _ w� � ��) � 3�

1� �Mw (X)P ((" � f)� > �) :

Proposition 3 : Si un espace X possède la propriété faible-UMD, alors il possède la

propriété UMD � p pour tout p 2 (1;1) :

Démonstration. D�aprés les résultats précédents il su¢ t de démontrer la propriété
pour les martingales adaptées à des systèmes de Haar standards.
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Si f est une martingale, alors �fk est di¤érent de zéro au moins sur un intervale Ik =

I1k[ I2k ; m (I1k) = m (I2k) ; I
1
k ; I

2
k 2 bs�k; et Ik 2 bs�k�1: De plus, il résulte que �fk =

xk1I1k � xk1I2k ; pour un certain xk 2 X: Dé�nissons w = (wk)
1
k=1 par wk = j�fkjX =

jxk1Ik jX 2 L1
�
�k�1

�
, alors j�fkjX � wk et w = (wk)

1
k=1est prédictable. De plus wk �

jfkjX + jfk�1jX � 2f �; donc w� � 2f �:
D�aprés les lemmes 28 et 29 on a :

P ((" � f)� > 2t; f � _ w� � �t) � 3�

1� �Mw (X)P ((" � f)� > t) ;

pour tout � 2 (0; 1) et t > 0:
Pour un p > 1 �xé, choisissons � = � (p) plus petit, tel que 2p 3�

1��Mw (X) < 1: En

appliquant le lemme 28 aux fonctions mesurables (" � f)� et f � _ w�, on obtient

j(" � f)�jLp(
) �
�
1� 2p 3�

1� �Mw (X)

�� 1
p 2

�
jf � _ w�jLp(
)

= M 0
p jf � _ w�jLp(
) ;

or w� � 2f �, alors

j(" � f)�jLp(
) � M 0
p

�
jf �jLp(
) + jw�jLp(
)

�
� 3M 0

p jf �jLp(
) ;

et �nalement d�aprés l�inégalité de Doob, on obtient :

j" � f j
`1(Z+;Lp(
;X))

� j(" � f)�jLp(
) � 3M 0
pp jf j

`1(Z+;Lp(
;X))

Ainsi la démonstration est terminée.

Exemple 10 Chaque espace de Hilbert est un espace UMD ; en particulier C et R sont
des espaces UMD.

Exemple 11 : Pour une martingale f = (fk)
1
k=1 2 `1 (Z+; Lp (
;H)) ; p 2 (1;1) ; et H

un espace de Hilbert, la fonction carrée Sf dé�nie par :

Sf (!) =

vuut 1X
k=1

j�fk (!)j2H ;

satisfait

sp jf j
`1(Z+;Lp(
;H))

� jSf jLp(
) � Sp jf j`1(Z+;Lp(
;H)) :
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Démonstration. En e¤et, comme tout espace de Hilbert est un espace UMD, alors
on a ������

vuut nX
k=1

j�fk (!)j2H

������
p

Lp(
)

=

Z



 
nX
k=1

j�fk (!)j2H

! p
2

dP (!)

=

Z



�����
nX
k=1

"0k�fk (!)

�����
p

L2(
0;H)

dP (!)

� App

Z



�����
nX
k=1

"0k�fk (!)

�����
p

Lp(
0;H)

dP (!)

= App

Z

0

�����
nX
k=1

"0k (!
0) �fk

�����
p

Lp(
;H)

dP0 (!0)

= AppM
p
p (H)

Z

0

�����
nX
k=1

�fk

�����
p

Lp(
;H)

dP0 (!0)

= AppM
p
p (H)

�����
nX
k=1

�fk

�����
p

Lp(
;H)

;

où "k; k 2 Z+ sont des fonctions de Rademacher, la première égalité résulte du théorème
de Fubini, et la première inégalité de l�inégalité de Khintchine-Kahan.

Pour le reste de la démonstration, c�est-à-dire l�inégalité inverse et la forme �nale de la

double inégalité elle résulte de l�inégalité de Khintchine-Kahan et de la formule siuvante :

j" � f jLp(
) � jf jLp(
) ;

ainsi on a alors :

apM
�1
p (H) jfnjLp(
;H) �

������
vuut nX

k=1

j�fk (:)j2H

������
p

Lp(
)

� ApMp (H) jfnjLp(
;H) ;

pour tout n 2 Z+, et �nalement on a :

sp jf j
`1(Z+;Lp(
;H))

� jSf jLp(
) � Sp jf j`1(Z+;Lp(
;H)) ;

avec sp = apM�1
p ; et Sp = ApMp (H) : Ainsi la démonstration est achevée.

2.4 Transformation de Hilbert et Espaces UMD

Soit E un espace de Banach.
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2.4.1 Rappels

Soit X est un ensemblle ouvert de Rn, on note par Ck (X;E) ; k = N[f1g ; l�espace
de toutes les fonctions dé�nies sur X à valeurs dans E dont les dérivées d�ordres inferieurs

ou égales à k sont continues, et en particulier on pose Ck (X) = Ck (X;K). Et aussi on
pose " (X;E) = C1 (X;E) ; et " (X) = C1 (X;K) : De plus on a :

"0 (X;E) = L (" (X) ;E)

et

"0 (X) = L (" (X) ;K)

Soient X et Y deux espaces topologiques, on écrit X ,! Y ou i : X �! Y; si X

s�injecte continuement dansY , c�est-à-dire X � Y et l�injection canonique i : X �! Y; i :

x 7�! x est continue.

Si X est une sous-ensemble dense de Y ; en écrit X
d
� Y . Ainsi X d

,! Y exprime que X

est s�injecte continuement et densement dans Y .

L�espace D0 (X;E) = L (D (X) ;E) est l�espace des distributions. Pour u 2 D0 (X;E)

le support de u est dé�nit par :

Supp (u) = X n fx 2 X; il existe une voisinage U de x 2 X,
telque u (') = 0; pourtout' 2 D (U)g :

On note par S (Rn; E) l�espace de Schwartz, c�est à dire l�espace de toutes les fonctions
dé�nies de Rn à valeurs dans E qui sont à decroissances rapides. Ainsi u 2 S (Rn; E) si
et seuleument si u 2 " (Rn; E) et

qk;m = sup
x2Rn
j�j�m

�
1 + jxj2

�k j@�u (x)j <1; k;m 2 N:

En particulier, on écrit S (Rn) = S (Rn;K) ;
Il est facile de voire que

D (Rn; E) d
,! S (Rn; E) d

,! " (Rn; E)

On dé�nit l�espace des distrubutions tempérées à valeurs dans E par :

S 0 (Rn; E) = L (S (Rn) ;E) ;

et

S 0 (Rn) = S 0 (Rn;K) ;

de plus on a :
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"0 (Rn; E) ,! S 0 (Rn; E) ,! D0 (Rn; E)

L�espace OM (Rn; E) de toutes les fonctions à valeurs dans E dé�nis par : u 2
OM (Rn; E) si et seleument si u 2 " (Rn; E) et pour � 2 Nn, il existe m� 2 N et c� > 0;
tel que

j@�u (x)j � c�
�
1 + jxj2

�m�
; x 2 Rn:

En particulier on a

OM (Rn) = OM (Rn;K) :

Il est facile de voire que

S (Rn; E) ,! OM (Rn; E) ,! S 0 (Rn; E)

D�aprés les dé�nition de OM (Rn;K) et S (Rn;K) , il est facile de voire que l�application

OM (Rn)� S (Rn; E) �! S (Rn; E)

(m;u) 7�! mu

est bien dé�nie, et bilinéaire. De plus si m 2 " (Rn), alors m 2 OM (Rn) si et seleument si

' 7�! m' 2 LS (Rn; E)

De même on peut remplaçer OM (Rn) par OM (Rn; E), si S (Rn; E) est remplaçé par
S (Rn) :

Soit u 2 L1 (Rn;E) donnée alors

Fu (�) = bu (�) = Z
Rn

e�ih�;xiu (x) dx; � 2 Rn

est la tansformée de Fourier de u, où

h�; xi =
nX
j=1

�jxj

Du lemme de Lebegue-Riemann résulte que

F 2 L
�
L1 (Rn;E) ; C0 (Rn; E)

�
et d�aprés le théorème de la transformée inverse de Fourier on a

F 2 Laut
�
S
0
(Rn; E)

�
c�est-à-dire que F est une application continuement inversible de S

0
(Rn; E) dans K: Et

de plus on a :

F�1u = (2�)�n
gbu (�) = f

�u (�) ; u 2 S (Rn; E)
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où �u (x) = u (�x) ; x 2 Rn; et u 2 ERn ie (u : Rn �! E) :

La transformée de Fourier bu = Fu d�une distribution tempérée u 2 S 0 (Rn; E) est dé�nie
par :

bu (') = u (b') ;' 2 S (Rn)
De plus on a la propriété fondamentale de la transformée de Fourier :

(D�u)f = dD�u = ��bu; u 2 S 0 (Rn; E) ; � 2 Nn
où Dj = �i@j; pour j = 1; :::; n.

2.4.2 La transformée de Hilbert

Soit " > 0 donnée, dé�nissons
�
1
t

�
"
2 L1;Loc par :�

1

t

�
"

(�) = ��1�fj� j�"g (�) ; � 2 R;

alors ��
1

t

�
"

; '

�
=

Z
j� j�"

' (�)
d�

�
; ' 2 S (R)

Il est facile de voir qu�il existe une unique distribution tempérée V P
�
1
t

�
, qui est la valeur

principale de 1
t
, dé�nie par�

V P

�
1

t

�
; '

�
= lim

"�!0

��
1

t

�
"

; '

�
= lim

"�!0

Z
j� j�"

' (�)
d�

�
; ' 2 S (R) :

Soit u 2 S (R; E), on dé�nit la transformée de Hilbert Hu de u par :

Hu = HEu = �
�1V P

�
1

t

�
� u

et la transformée de Hilbert tronquée H"; " > 0 par :

H"u = HE;"u = �
�1
�
1

t

�
"

� u; " > 0

où

H"u (t) =
1

�

Z
j� j�"

' (t� �) d�
�
=
1

�

Z
jt�� j�"

' (�)

t� � d� ;

pour t 2 R; u 2 S (R; E) :
Quelques propriétés de la transformée de Hilbert

Proposition 4 : Si u 2 S (R; E) ; alors on a H"u �! Hu dans OM (R; E), lorsque
" �! 0:
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Lemme 30 : On a
\�

V P

�
1

t

��
= �i�sign:

Remarque 17 pour p 2 [1;1) donné on a

kHukLp(R;E) � c kukLp(R;E) ; u 2 S (R; E) :

Alors, comme S (R; E) est dense dans Lp (R;E), il existe un unique H 2 L (Lp (R;E)) qui
prolonge H;d�abord noté par H qui est appelée la transformée de Hilbert dans Lp (R;E).

Theoreme 3 : Soit E un espace de Hilbert. Alors la transformée de Hilbert est un opé-

rateur auto-adjoint unitaire sur L2 (R;E) :

Démonstration. La démonstration résulte comme conséquence directe du lemme 30
et du thérème de Plancherel.

Lemme 31 : Soit E un espace de Banach, alors Hw 2 L1 ([jt > 2T j] ;E) ;et de plus on
a : Z

jtj�2T

jHwj dt � 2� kwk1

pour T > 0; w 2 L1 (R;E) qui satisfait
R
wdt = 0; et Supp (w) � [�T; T ] :

Démonstration. En e¤et soit T > 0; supposons que v 2 D (R;E), avec
R
wdt = 0,

et Supp (v) � [�T � �; T + �] ; pour un certain � 2
�
0; T

2

�
: Soit " 2

�
0; T

2

�
donné, alors

Z
jtj�2T

jH"vj dt =
1

�

Z
jtj�2T

�������
Z

jt�� j�"

v (�)

t� � d�

������� dt
=

1

�

Z
jtj�2T

������
T+�Z
�T��

v (�)
�
(t� �)�1 � t�1

�
d�

������ dt
� 1

�

Z
jtj�2T

T + �

(jtj � T � �) jtjdt kvk1

� 2T + �

�T � � kvk1 :

Alors de la proposition 4 résulte facilement que H"v (') �! Hv (') ; lorsque " �!
0; ' 2 S (R) :
Si Supp (') � [jtj � 2T ] ; on a

H"v (') =
1

�

Z
jtj�2T

' (t)

+1Z
�1

v (�)
�
(t� �)�1 � t�1

�
d�dt

48



pour 0 < " < T; alors H"v (') est indépendant de " 2
�
0; T

2

�
; pour ' 2 D (R) à support

dans l�ensemble [jt > 2T j] : Ainsi, on a

H"v ([jt > 2T j]) = Hv ([jt > 2T j]) ;

d�où Hv 2 L1 ([jt > 2T j] ;E) etZ
jtj�2T

jHvj dt � 2T + �

�T � � kvk1 :

Theoreme 4 : Soient E un espace de Banach, et supposons que la transformée de Hilbert
est bornée sur Lp (R;E) ; pour certain p 2 (1;1) : Alors H est bornée dans Lq (R;E) et
dans Lq (R;E 0) pour chaque q 2 (1;1) :

La démonstration de théorème est basée sur le lemme suivant

Lemme 32 : Soient E un espace de Banach, et soit u 2 L1 (Rn;E) ; � < 0 donné. Alors
il existe v; wk 2 L1 (Rn;E) pour k 2 N , tel que

u = v +
X

wk;

avec

kvk1 � 2n�;
Z
wkdt = 0;

et

kvk1 +
X

kwkk1 � 3 kvk1 :

De plus, il existe une suite de cubes Qk; avec

Supp (wk) � Qk;

et

�
X

�n (Qk) � kuk1;
où �n (:) sont les mesures de Lebegues n-dimensionnelles.

La transformée de Hilbert en générale est non bornée sur Lp (R;E) pour tous les
p 2 (1;1) où E est un espace de Banach quelconque.

Theoreme 5 :[11] Il existe une constante c > 0, tel que pour chaque n, kHk > c log (n)
où

H : L2 (R; `1 (n)) �! L2 (R; `s (n)) :

où, k�ks = max
1�k�n

����� kPj=1�j
����� ; et k�k1 = nP

j=1

���j�� ; pour toutes � 2 `s (n) ; et � 2 `1 (n) :
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D�aprés ce théorème il résulte que la transformée de Hilbert est non bornée dans

L2 (R; `s (n)).

Theoreme 6 : L�espace E est un espace UMD alors la transformée de Hilbert est bornée

pour un certain p 2 (1;1) :

Theoreme 7 : Supposons que E est un espace UMD, 1 < p < 1 , et u 2 Lp (R;E).
Alors H"u �! Hu dans Lp (R;E) presque partout lorsque " �! 0:
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Chapitre 3

Régularité Maximale

3.1 Multiplicateur de Fourier et Espace UMD

Dans ce chapitre on reprend l�étude faite dans [2] d�une equation di¤erentielle opéra-

tionnelle sur tout l�axe réel à coe¢ cient opératoriel non borné, dans un espace de Banach

du type UMD. On montre que la solution du probléme a la régularité maximale Lp. La

méthode d�étude est basé sur le théoréme de Weiss sur les multiplicateurs.

Soit A un opérateur fermé dé�nit dans un espace de Banach X, considèrons le pro-

blème suivant :

u0 (t) = Au (t) + f (t) ; t 2 R (3.1)

3.1.1 Rapels, notations et remarques

De�nition 29 Soit 1 < p < 1; on dit que le problème (3.1) posséde la propriété de la
régularité maximale Lp si pour tout f 2 Lp (R;X), il existe un unique u 2 W 1;p (R;X) \
Lp (R;D (A)) véri�ant (3.1):

Rappellons que l�espace W 1;p (R;X) est constitué des fonctions u 2 Lp (R;X) ; tel
que u0 2 Lp (R;X) et véri�ant

�
Z
R

u (t)'0 (t) dt =

Z
R

u0 (t)' (t) dt;

pour tout ' 2 D (R) :
Ainsi, u 2 Lp (R;D (A)) est une solution faible de (3.1) si

�
Z
R

u (t)'0 (t) dt =

Z
R

(Au (t) + f (t))' (t) dt;

pour tout ' 2 D (R) :
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on a u 2 W 1;p (R;D (A)) est une solution faible de (3.1) si et seleument si (3.1)
posséde la propriété de la régularité maximale.

Le problème (3.1) posséde la propriété de la régularité maximale si et selement s�il

existe une constante c > 0 tel que

kukW 1;p(R;X) + kukLp(R;D(A)) � c kfkLp(R;X) ;

où f 2 Lp (R;X) et u est une solution de (3.1):

De�nition 30 Un opérateur A est dit bissectoriel si

iR n f0g � % (A) et sup
s2|nf0g

ksR (is; A)k <1

De�nition 31 Si l�ensemble fsR (is; A) ; s 2 R n f0gg est R-borné, alors l�opérateur A
est dit R-bisectoriel.

Theoreme 8 Supposons que X est un espace UMD. Soit 1 < p < 1 les assertions

suivantes sont equivalentes :

- Le problème (3.1) posséde la propriété de la régularité maximale Lp

- L�opérateur A est R-bisectoriel et inversible.

La démonstration de ce théorème est basée sur les notions, et les résultats suivants :

Posons F�1D (R;X) =
n
f 2 S (R;X) ; bf 2 D (R;X)o ; où D (R;X) est l�espace de

toutes les fonctions ' : R �! X indé�niements di¤érentiables et à supports compacts.

Proposition 5 : Supposons que iR � % (A) ; soient 1 < p < 1 , f 2 F�1D (R;X), et
u 2 Lp (R;D (A)) : Alors les assertions suivants sont equivalents :
- u 2 W 1;p (R;X) et u est solution de (3.1):
- u 2 S (R;D (A)), et bu (s) = R (is; A) bf (s) ; s 2 R:
De�nition 32 Soient X et Y deux espaces de Banach , 1 < p < 1: Une fonction M 2
C1 (R;L (X;Y )) est un multiplicateur de Fourier Lp (R;X) � Lp (R;Y ) s�il existe un
opérateur T : Lp (R;X) �! Lp (R;Y ), tel que pour tout f 2 F�1D (R;X) on a :

Tf 2 S (R;Y ) et [(Tf) (s) =M (s) bf (s) ; s 2 R:
Theoreme 9 : Soient X et Y deux espaces de Banach, soit M 2 C1 (R;L (X;Y )) tel
que : fM (s) ; s 2 Rg et fsM 0 (s) ; s 2 Rg sont R-bornées dans L (X;Y ). Alors M est un

multiplicateur Lp (R;X)� Lp (R;Y ) pour 1 < p <1:
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Démonstration. du théorème 8
2 =) 1 Supposons que iR � % (A) et que les ensembles fM (s) ; s 2 Rg et

�
sM

0
(s) ; s 2 R

	
sont R-bornés dans L (X;Y ). Considérons l�application M 2 C1 (R;L (X;Y )) donnée
par :

M (s) = R (is; A)

et on va montrer queM satisfait les hypothèses du théorème, pour cela il su¢ t de montrer

que les deux ensembles fN (s) ; s 2 Rg et fsN 0 (s) ; s 2 Rg sont R-bornés dans L (X),
où N (s) = R (is; A) : Comme on a N (s) = isR (is; A) � I et sN 0 (s) = isR (is; A) +

s2R (is; A)2 sont R-bornés d�aprés les hypothèses. Alors d�aprés le théorème 9, il existe

un opérateur borné

T : Lp (R;X) �! Lp (R;Y ) ;

tel que pour f 2 F�1D (R;X) on a

u = Tf 2 S (R;D (A)) ;

et bu (s) = R (is; A) bf (s) ;
et d�aprés la proposition 5 u est la solution du problème (3.1) de plus elle véri�e l�inégalité

suivante :

kukLp(R;D(A)) � kTk kfkLp(R;X)
Maintenant soit f 2 Lp (R;X) arbitraire. Alors il existe fn 2 F�1D (R;X) tel que fn �!
f dans Lp (R;X) : Soit un = Tfn. Alors un �! u dans Lp (R;D (A)) : Pour ' 2 D (R) ;
on a

�
Z
R

un (t)'
0 (t) dt =

Z
R

(Aun (t) + fn (t))' (t) dt;

En faisant tendre n �! 1, on obtient que u est une solution faible de (3.1): Et en uti-
lisant les résultats précédents on obtient que u 2 W 1;p (R;X) : D�où le problème (3.1)
admet une solution.

Maintenant montrons l�unicité de la solution du problème (3.1), pour cela soit u 2
W 1;p (R;X) \ Lp (R;D (A)) tel que

u0 (t) = Au (t) (p:p) ;

on remarque que u 2 C0 (R;X) : Considérons la transformation de Carleman eu de u
donnée par :

eu (�) = �
1R
0

e��tu (t) dt (Re� > 0)

�
0R
�1
e��tu (t) dt (Re� < 0)

:
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Alors eu : C n iR �! X est holomorphe. Soit x = u (0) : Alors
tR
0

u (s) ds 2 D (A) et

u (t) = x+A
tR
0

u (s) ds pour tout t � 0 et comme u0 (t) = Au (t) (p:p) : Alors d�ici résulte

que � 2 % (A) n iR; eu (�) 2 D (A) et eu (�) = R (�;A)x: Or iR � % (A) ; alors eu admet
un prolongement analytique, ce qui implique que u = 0: D�où l�unicité de la solution du

problème (3.1):

1 =) 2 Supposons que (3.1) posséde la propriété de la régularité maximale Lp. Alors,

d�aprés le résultat de Mielk on a iR � % (A) : D�aprés les rappels et les remarques de ce
chapitre, il résulte qu�il existe un opérateur borné T : Lp (R;X) �! Lp (R;D (A)) tel que
pour f 2 Lp (R;X), la fonction u = Tf est la solution de (3.1). Si f 2 F�1D (R;X), alors
d�aprés la proposition 5 on a Tf 2 S (R;D (A)) et cTf (s) = R (is; A) bf (s) (s 2 R) : Ainsi
la fonction M à valeurs dans L (X;D (A)) dé�nie par M (s) = R (is; A) est un multipli-

cateur de Fourier de Lp (R;X) � Lp (R;Y ) Alors d�aprés un résultat de Clément-Prüss
[CP01]; et aussi de [KW04,3.13] il résulte que l�ensemble fM (s) : s 2 Rg � L (X) est R-
borné. Sachant que A : D (A) �! X est un isomorphisme, l�ensemle fAM (s) : s 2 Rg �
L (X;D (A)) est R-borné, et que AM (s) = isR (is; A)� I; d�où le résultat.
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Résumé
Le présent travail est consacré à l�étude de la régularité maximale LP pour

une classe d�équations di¤érentielles opérationnelles du premier ordre sur l�axe
réel dans les espaces de Banach du type UMD. On montre que le problème
étudié posséde la propriété de la régularité maximale LP si et seulement si le
coe¢ cient opératoriel est R-bissectoriel et inversible. L�etude est basée sur la
notion de R-bornitude.
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Abstract

The present work is devoted to the study of LP -maximal regularity for a on
class of �rst order operator di¤erential equations on the real line in the UMD
Banach spaces. We proove that the considered problem is maximal LP�regular
if and only if the operator coe¢ cient is R-bissectorial and invertible. The study
is based on the notion of R-boundedness.
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