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Title of the thesis: Application of the sentinel to the desertification dynamics system
Abstrat

This work is devoted to find, among all the bounded operators B, the one which gives a
maximal controllability, in the sense that the operator image Hu=[S(T-s)Bu(s)ds is maximal in
the state space, following the inclusion order relation, where S is a semi-group defined on
the state space of a parabolic system. The proposed method is based on the construction of
the order relation, in the space of classes of bounded operators, from the inclusion order
relation and also on the application of Zorn's lemma. On the other hand, new actuators that
allow us to simplify the conditions of the weak controllability of Al Jai have been choosen.
The developping idea consists in a reduction of conditions introduced by Al Jai in such a way
that weak controlability properties are reserved.

Keywords: Controlability, System theory, Graph theory, Set theory, Parabolic problem,
Captor and actuators, Optimal control, Weakly controllability.

AMS: 80A22, 35R35, 49J20, 65M32.



Titre: APPLICATION DE LA SENTINELLE AU SYSTEME DYNAMIQUE DE LA
DESERTIFICATION

Résumé

Ce travail consiste a trouver, parmi tous les opérateurs bornés B, celui qui donne une
controlabilité maximale, dans le sens que I'opérateur Hu = S (Ts) Bu (s) ds soit maximal dans
|'espace d'état suivant la relation d'ordre d'inclusion, ou S est un semi-groupe défini sur
|'espace d'état d'un systéme parabolique. La méthode proposée est basée sur la
construction de la relation d'ordre, dans I'espace des classes d'opérateurs bornés, a partir de
la relation d'ordre d'inclusion et aussi sur I'application du lemme de Zorn. D'autre part, de
nouveaux actionneurs qui permettent a simplifier les conditions de la contrélabilité faible
d'Al Jai ont été choisis. L'idée principale consiste a réduire les conditions introduites par Al
Jai de telle sorte que les propriétés de contrélabilité faibles soient réservées.

Mots-clés: Controlabilité, , Théorie des systéemes , Théorie des graphes, Théorie des
ensembles, Problemes paraboliques, Capteurs et actionneurs, Contréle optimal,
Controlabilité faible.

AMS: 80A22, 35R35, 49J20, 65M32.



a1 4

izl o Gy Ladae | LSS sy 1 jise | B 83 sasall <l isall (s (e Sla) a3 Jaad) 128 b

A - . E3 - CE o B .- A A . i T
A soe) s Can el gia¥) i ) ABe oy gl liad (S L) o sSHU=| S(T — s)Bu(s)ds
Ciia slimd b i 53 A8e oLl e S5 5 dayiall 45 plal) (S0 adad Alaad Ja g 0 slimd e 46 jna
O kg gudat Liayl g ) a1 ABNe (e Wil 83 gasall <l igal)
3555 At 8 S El i ik (e Rasial) Cimaial) oSl o g 55 o e Basas S e oL o5 (5 AT e 00
ol Satll el B e Llial) Glaca g El jai bk pids e
,dl&\ ASaill 4y ka3 Cle ganall Ay Hkas olall & plas Ldasl) 4y jlay | ASas)) 4 alidall cilalsl)

A 5kl Cledall g ¥ 8K adadll Al



Table des matiéres

)

1 RAPPELS ET NOTIONS PRELIMINAIRES 7
7

9

14

(1.4  Quelques exemples| . . . . . . . . .. 14
.41 Contréle dun ressortl . . . . . . . . .. ... 14
[1.4.2  Stockage de I'eau dans un réservoir| . . . . . . . .. .. ... ... ... 15

(1.5 Systeme controlél . . . . . . ..o 15
(L6 Controlabilitél . . . . . . . . 16
(1.6.1 Critere de Controlabilité de Kalmanl. . . . . . .. .. .. .. ... ... 17
(1.6.2 Caractérisation de la Contrélabilitef . . . . .. .. ... ... ... ... 18

(.7 __Observabilitél . . . . . . . . . . 19
(1.7.1 Observabilité d'un systéme linéaire| . . . . . . . . ... ... ... ... 19
(.72 Critere d'observabilité de Kalman| . . . . . . . .. .. ... ... ... 20
(1.7.3  Dualité (Controlabilité¢, Observabilite) . . . . .. ... ... ... ... 20

(1.8 Controle Optimal| . . . . . . ... ... .. 21
2 CONTROLABILITE ET OBSERVABILITE DES SYSTEMES EVOLU- |
[ TTFS| 23
[2.1 Position du probleme| . . . . . . ... 0oL 23
2.2 Controlabilitél . . . . . . . . 24
2.2.1 Controlabilité Fixactel . . . . . . . . . oo 24
2.2.2 Controlabilité Faiblel . . . . . . . ... .00 26

[2.3  Controlabilité régionalef . . . . . . . . . .. ..o oo 26
2.3.1  Deéfinition et caractérigationl . . . . . . . . . . . ... L. 26

2.4 Notion d'actionneur]. . . . . . . . . ... 30
[2.4.1 Sur le choix de l'espace d’état| . . . . . . .. ... ... ... ... ... 33
2.4.2 Sur le nombre d’actionneurs| . . . . . .. ..o 33

[2.5 Controle assurant le transtert régionalf. . . . . . ... ... ... ... ... .. 33
[2.5.1  Approche générale| . . . . . . . ..o o000 34
2.0.2 Notion d’observabilitél . . . . . . . .. ... oo 36



TABLE DES MATIERES

[2.5.3 Caractérisation d’observabilité exactel . . . . . . . ... ... 0L 36
2.5.4  Caractérisation d’observabilité faible . . . . . . . ... ... ... ... 36
2.6 _Dualitd. . . . . . . . 37
[2.7  'T'héoremes de prolongement uniquel . . . . . . . ... ... 38

[3.1 Position du probleme| . . . . . ... ..o 40
3.2  Observation de I'étatl . . . . . . . . . . .. .. 41
3.3 Meéthode des moindres carrésl. . . . . . . .. ... 42
3.4 Méthode des sentinelles| . . . . . . . . . .o 43
3.4.1 Défimition de la sentinellel. . . . . . . . . ... o000 43
[3.4.2  Informations données par la tonction sentinelle|. . . . . . . . .. . . .. 43
[3.4.3  Condition d'insensibilitél . . . . . . . . . ... oo 44
[3.4.4 Passage au probléme adjoint|{ . . . . . ... ..o 00000 45
[3.4.5 Existence du controle optimalel . . . . . . ..o 46
[3.4.6  Estimation du terme de pollution| . . . . . . ... ... ... .. 52

| AVEC UN NOUVEAU CHOIX D’ACTIONNEUR

4.1 Controlabilité maximale d'un systeme parabolique] . . . . . . . ... ... .. 54
[4.1.1 Position du problémel . . . . . . . . ... oL 54
4.1.2 Controlabilité exactel . . . . . . . . . .o 55
4.1.3 Caractérisation de la controlabilité exactel . . . . . . ... ... ... 55
[4.1.4  Applications| . . . . . . ... o7

4.2 Controlabilite faible et nouveau choix d’actionneurs| . . . . . . . . . ... ... 57
4.2.1 Formulation mathématiques du probléme| . . . . . . . . ... ... .. 57
[4.2.2  Actioneurs strategiques|. . . . . . . . ..o 58
U.2.3 Caractérisation de la contrélabilite faiblel . . . . . . . .. .. ... ... 59
4.2.4 Te nouveau Choix d’actionneursl . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 60

43 Conclusionl. . . . . . . . 62

92 Décembre 2018



TABLE DES MATIERES

Notations générales

1- Opérateurs linéaires

D (A) : domaine de A.

Im(A) : image de A.

Ker (A) : noyau de A.

A* ¢ adjoint de A.

AT : transposé de A.

(.,.) : produit scalaire dans la dualité.
2-Ensembles

A : adhérence de A.

AL : orthogonal de A.

p (A) : Pensemble résolvante de A.
Rey : partie réelle de y.

Q) : ouvert borné de R", de frontiére réguliére.

0 =T : frontiére de Q (de classe C par morceaux).

I'; :une partie de la frontiére, i = 0, ...n.
w : un sous domaine non vide de €.
supp(g) : support de la fonction g.

@ : le cylindre de Q2x]0,T[, T fini.

Y : la frontiére latérale.

O : observatoire.

3- Fonctions

A :laplacien de f, Af = 23822;:
i=1 "

Y : fonction de trace.
% : dérivé normale extérieure de f.

0p : la masse de dirac au point b.
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4- Espaces fonctionnels
L (V,E) : espace des applications linéaires continues de V' dansE muni de la norme :
[All = sup |Az[.,L(E) = L(E, E)
zeV, ||lz||<1
E* = L(E) : dual topologique de E.
L™ (0,T, F) : espace des fonctions intégrables f :]0,T[— E tel que t — |f(¢)|" est intégrable
sur |0, T7.

L?(Q) : espace des fonctions de carré intégrable sur 2, muni de la norme [ufl;zq) =

(ol ]

L*(0,T,FE) = {u mesurable de |0, T[— x tel que fOT |u|l? dz < oo} ;muni de la norme

T 3
2
ol | [ ol ]

Hl(Q):{uELQ(Q) et 24 e [ (Q), 1§z’§n} muni de la norme

1
n 2 2
2
U dx+/ dz| .
At p3 ]

H;j () : est 'adhérence de D (2) dans H' (2) ou D (2) c’est I'espace des fonctions indéfini-
ment différentiables a supportcompact contenu dans ().

H=1(Q) : dual de H} (Q).
W(0,T)={f/feL*(0,T;E)

el ry, =

ou
8J]i

4 e L2(0,T; E*)}, muni de la norme

7odt
T T 2 12
Hwa(o,T):[/o I @nfae+ | ]

ou E est un espace de Hilbert et E*son dual.
5-Symboles

U : espace de controle.

T{o : terme manquan

/\é : terme de pollution

df

dt
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0.1. Introduction

0.1 Introduction

Les questions relatives a 1’écologie, a ’environnement et au climat sont aujourd’hui au centre
des préoccupations de bon nombre des scientifiques, des citoyens, des parties politiques,
des entreprises et des états. Il est bien connu que l'air et ’eau constituent de véritables
sources de la vie de la flore, de la faune et de I'homme. Ainsi, dés lors que leurs natures
sont corrompues par des attaques environnements, ils deviennent des dangers pour les étres
vivants. Il peut s’agir notamment de troubles végétatifs pour la flore et d’intoxication voire
des cas de maladies pour 'homme. Les scientifiques s’activent a déterminer les meilleurs
palliatifs pour la protection et I’assainissement des dites ressources naturelles. Ils ne sauraient,
en conséquence, réussir leur pari sans une coopération interdisciplinaire.

La modélisation de ces problémes consiste a la possibilité de la compréhension du phénoméne
et de I'influence des différents parameétres, souvent, on cherche a étudier la possibilité d’agir
sur un systéme afin qu’il fonctionne dans un but désiré.

Cette théorie a vue le jour dans les années 50, principalement mise au point par Bellman,
Bertran et Kalman suivis par les travaux de Butkovskii. Donc, elle est apparue aprés la
seconde guerre mondiale, répondant & des besoins pratiques de guidage, notamment dans le
domaine d’aéronautique et de la dynamique de vol.

L’objectif général de la théorie de la commande optimal [38, 40, 44, 49, 52 | est d’améliorer le
fonctionnement des systémes de commande, c’est-a-dire d’obtenir des systémes plus fiables,
plus économiques ou plus rapides, par exemple, pour un systéme biologique, le but du systéme
de commande peut étre de réduire la doleur et de prolonger la vie, c’est-a-dire on étudie un
régulateur de pression sanguine destiné a maintenir cette pression a un niveau constant et
convenable, on peut aussi controler une épidémie comme 1’étude de la thérapie des tumeurs
au cerveau ou réaliser une opération chirugicale au laser.

Si les systémes distribués que nous allons considérer sont & données incompléte par exemple
dans les problémes de météorologie et d’océanographie, les conditions initiales ne sont pas
complétement connues. (Noter d’ailleurs que 1'on a une grande variété de possibilités quant
au choix de l'instant initial). Méme chose pour des problémes de pollution dans un lac,
une riviére, un estuaire,..., etc. Les conditions aux limites peuvent aussi étre inconnues, ou
seulement partiellement connues sur une partie de la frontiére, qui peut, par exemple étre
inaccessible aux mesures, qu’il s’agisse de situations biomédicales ou de situations correspon-
dant & des accidents.

Jaque- louis Lions [39] a développé une nouvelle méthode dite "méthode des sentinelles"

pour résoudre ce jeur de problémes, elle permet de donner des informations sur un terme
cherché indépendamment des variations d’autres termes en passant par un probléme de type
controlabilité. De nombreux chercheurs ont utilisé la méthode des sentinelles dans 'aspect
théorique. Voir par exemple ; G. Massengo et O. Nacoulima |2, 5, 8, 10, 11, 15, 16]. Ainsi que
pour des applications numériques (12,24, 25, 26, 27|.

L’objectif de notre travail est I’etude de la controlabilité maximale d'un systéme parabolique
et un nouveau choix d’actionneur pour confirmer la controélabilité faible . Alors, ce travail est
organisé de la fagon suivante :

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques rappels et notions sur les principes gé-
néraux de la theorie de semi-groups, probléme d’évolution, ...), puis, nous donnons quelques

5 Décembre 2018



0.1. Introduction

définitions et propriétés du systéme controlable qui soit la base de la théorie des controle clas-
sique : les notions de controlabilité, observabilité et controle optimal avec quelques théorémes
nécessaires au dimension fini.

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit la problématique des systémes controlé, contro-
labilité et observabilité des systémes évolutifs

Le chapitre 3, est basée sur la présentation de la théorie des sentinelles des systémes distri-
buées & données manquantes oil notre objective est ’estimation des " termes de pollution".
Dans le chapitre 4,nous donnons la définition de la Contrélabilité maximale d’un systéme
parabolique, de plus,. nous présentons un nouveau choix d’actionnneur pour confirmer la
controélabilite faible d’un systéme distribué..

6 Décembre 2018



Chapitre 1

RAPPELS ET NOTIONS
PRELIMINAIRES

1.1 Rappel sur la théorie de semi-groupes

Soit E un espace de Hilbert réel ou complexe muni de la norme x — ||z||; , on désigne par
L (E) l'espace vectoriel des applications linéaires continues de E en lui méme; L (E) est un
espace de Banach pour la norme S — ||.S||définie par :

Sz
|S]| = sup HS:EHEZSHPM- (1.1)
]| p=1 ]l

Définition 1.1 : Soit E un espace de Hilbert, une famille d’opérateurs linéaires bornés
S(t): E— E dépendants de parametre t > 0, forment un semi-groupe si

i) S(0) = Ig.
Définition 1.2 : Le semi-groupe S(t) est dit fortement continue a 'origine ou de classe Cy

si
ii)Ve € E, ||S(t)x — x|, — O. (1.2)
t—0+

Définition 1.3 : la famille {S (t)},.p constitue un groupe de classe Cy, si (i) et (ii) ont
lieu avec ty et ty de signe quelconque.

Lemme 1.1[6] (de la croissance expontielle du semi-groupe) : Soit S(t) un semi-groupe
fortement continue, alors

dM >1etweRtel que [|[S(t)]| < Mexp(wt) VE>0. (1.3)

Définition 1.4 : Si Vt > 0 ou ||S(t)|| < M le semi-groupe S(t) est dit borné si M =1 le
semi-groupe S(t) est dit semi-groupe de contraction.



1.1. Rappel sur la théorie de semi-groupes

Définition 1.5 : On appelle générateur infinitisimal de S(t) Uopérateur A défini par

Az = lim 2= vy € D (A)

h—0t

14
tel que D (A) = {as € E tel que lim % e:m'ste} : (14)

h—0t+

Proposition 1.1 [6] On a
Ve e D(A), S(t)x € D(A)
et g
ES(t)x =AS (t)x = S (t) Ax.

Proposition 1.2 [6] D(A) un sous espace vectoriel dense dans E  c¢’est-a-dire D(A) = E.
Remarque 1.2 : On a

A/OtS(a) vdo = /Ots (o) Azdo Nz € D(A).

Théoréme 1.1(de Hille Yosida)[6] : Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
opérateur A fermé de domaine D (A) dense dans E soit générateur infinitésimal d’un semi-
groupe de classe Cy qu’il existe deux nombres réels M et w tel que si

A€ C:{Re\ >w} C p(A)

et

M
————, Vne N.
(ReA —w)™’ ne
On pose Ayz = MAR(XA, A)(z). Pour démontrer ce théoréme on a besoin les deux lemmes
suivants :
Lemme 1.2[6] On a

|(A—A)™"| <

lim Ayx = Az, Ve € D (A).

A—00

Lemme 1.3(6] Soient A et B deuz opérateurs linéaires fermés A C B et
p(A) N p(B) = @

alors

A=B.

Exemple 1 :
Soit E = L*(R™) et Soit A I'opérateur de Laplace de domaine

DA)={V:V € I*(R"), AV € I*(R")},

alors A est le générateur infenitisimal d’un semi groupe de contraction de classe Cy dans
L? (R"), D(A) est dense dans L? (R™) et A est fermé.

] Décembre 2018



1.2. Probléme d’évolution

1.2 Probléme d’évolution

Soit V' et E deux espaces de Hilbert sur R. On désigne par |.| (resp ||.||) la norme dans (F
resp V') et par(.,.) (‘resp ((.,.))) les produits scalaires correspondants.On suppose que

V' C F l'injection de V' dans E est continue
et V est dense dans E.

On identifie & F son dual alors :
VCcCE~E*CV.

C’est-a-dire chaque espace étant dense dans le suivant avec injection continue. On considére
la forme bilinéaire

0, = a(p,) défini sur V x V
tel que

1)3c > 0, Yo,¢ €V :fa(p,¥)| <cllelly ¥y (1.5)
2)3a > 0, Vo eV:lalp, o) >allel}

ol ¢, o sont des constantes.
D’aprés le théoreme de représentation de Riez, on peut écrire

a (QO, w) - (AQO, 1/J)V><V’ ’ A S L (V7 V/)

Exemple 2 :
On considére maintenant le probléme d’évolution parabolique. Trouver y € W (0, T) telle que

{ %—i—Ay:f dans 10,7

y(0) = 1o (1.6)

ou f donnée dans L? (O, T; V’) et yo donnée dans F.
Théoréme 1.2[45]
Si l'on suppose que (1) et (2) de ont lieu, le probléme @ admet une solution unique
dans W (0,T) ,en plus Uapplication
(f:90) =y

est continue de L*? (0,T; V") x E. [45].
Lemme 1.4[45]

Toute fonction y € W (0,T) est aprés motification éventuelle sur un ensemble de mesure
nule, continue de [0,T] dans V', de plus on a W (0,T) C C([0,T]; E) ou C([0,T]; FE) est
Pespace des fonctions continues de [0,T] dans E.
Théoréme 1.3 ( Régularité de la solution de ((1.6]))[50]

On suppose que (1), (2) de( ont lieu et que f € L?*(0,T;E), yo € D(A), alors la
solution de probléme @ qut était donnée par
le théoréeme (1.2) vérifie en plus

y € C°(0,T;D(A))
y € L*(0,T;V)NnC°(0,T; E)

9 Décembre 2018



1.2. Probléme d’évolution

Théoréme 1.4[45]

Les hypothéses étant celles du théoréme (1.2), on suppose que

1)- la forme bilinéaire a (.,.) est symétrique.

2)-L’injection canonique de V' dans E est compact.

3)- f€L*(0,T;E), yo € V.

Alors la solution du probléme (@ qui etait donnée par le théoreme (1.2) vérifie aussi :

y € L?(0,T;D(A)NC°(0,T;V)
y € L*(0,T;E).

Remarques :

1)- Comme W (0,T) C C°([0,T]; E) l'espace des fonctions continue de [0,7] dans E, alors
la condition yg a un sens. Pour gy, donnée dans F, le probléme (@ admet une solution faible
unique donnée par

y(t)=5(t)yo+/0t5(t—8)f($)d8

ot S (t),5, est le semi groupe engendré par 'opérateur A défini sur E.
2)-Soit A* I'adjoint de A le probléme

peW(0,7)
—Z—IZ +Ap=f dans [p,T]
p(T) € E, feL*(0,T;V').

a une solution unique.

3)- L’adjoint A* de A engendre le semi-groupe (S* (1))~ 1’adjoint de (S (t)),s, qui est éga-
lement fortement continu sur le dual E* de E et si D (A) est dense dans E alors D (A*)
est

dense dans E*.

4)- On fait les hypothéses (1), (3) du théoréme (1.4) alors il existe un systéme ortho-
normé de vecteurs propres (¢,) de A associés aux valeurs propres A, alors le semi-groupe

(S(t)),soengendré par A s’exprime, pour tout yo de E, par :

S<t)y0 = %eiknt <y07 @n) @n.

Si y est une solution du probléme @, elle est donnée par

s =3 {<yo, pesp(-At)+ [ (7(5). ) expl- (e - s))ds} o

i>1

Application :

Soit €2 un ouvert borné dans R” et I' la frontiére de €2 assez réguliére on pose :
Q = Qx]0,7T]
Y = I'x]0,T]

10 Décembre 2018



1.2. Probléme d’évolution

On prend

V un sous espace fermé de H' (Q) avec H} () CV C H' (Q)
E=1%(Q),

on se donne ensuite des fonctions a;; € L™ () Vi,j =1,2,..n, ap € L™ (Q) telles que

Qi5 = Qj; VZ,] = 1,2

do >0, Ve € R”, Z ageie; > alel> p.p dans Q (1.7)
4,7=1
et on pose :
Vo, € V
(’990 9%,
d
”21/ ) e + [ afa)ovds

la forme bilinéaire a (.,.) est continue d’aprés Cauchy Schawartz et la définition de la norme
de H'(Q), et d’aprés 'hypothése a(.,.) est symétrique et coersive, alors étant donné
des fonctions

yo € L* () et f e L*(0,T;L*(2)),

il existe une fonction

y € L*(0,T;V)NC°(0,T; L* (Q))

unique solution de

{ YoeV: % (y(t),v) +a(y(t),v) = (f(t),v) dans @ (1.8)
y(0) = yp sur Q, '

ou
%y _
o tAy=1rf dans @ (1.9)
y(0) = yo sur ,

ou A est 'opérateur diffirentiel elliptique du second ordre donné par

_“0_28 (”ax)

Z]_

en effet, si v € V on déduit de @ et

donc
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1.2. Probléme d’évolution

en appliquant la formule de Green, on obtient

/Qﬂ(t)vdr:o

8I/A

ou
0 - 0

v ~— Y O

et dI' la mesure superficielle sur I', alors le probléme @ équivaut a

% +Ay=f dans
y(0) = o sur €,
y=20 sur .

Considérons trois choix classiques d’espace V.
Probléme de Cauchy-Dirichlet|45]

On choisit V' = Hj (), donc il existe une fonction unique

y € L*(0,T; Hy () NC° (0,T; L* (Q))

telle que :
W= Ay+ f dans Q
y=20 sur .
y(0) = yo dans €2,

Probléme de Cauchy-Neuman|45]
On choisit V' = H' (Q), donc il existe une fonction unique

y e L*(0,T; H' () NnC° (0,T; L* (Q))

telle que :
% =Ay+f dans @,
63731 =0 sur Y,
y(0) = yo dans Q.

Et comme H' () — L?(Q) compacte, alors pour y € H' (Q), f € L*(0,T;L*(Q)) on a
d’aprés le théoréme (1.4)

y € L*(0,T;D(A)NC’ (0, T; H (Q)).

Probléme de Cauchy-Neumann-Dirichlet|[45]
Soit I'g, I'; une partition de I' avec mesure 'y > 0, on choisit

V={veH (Q) tel que Vs, = 0},

donc il existe une fonction unique

ye L*(0,T; H ()N C°(0,T; L* (Q)),
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1.2. Probléme d’évolution

telle que :
ay =Ay+ f dans @
y:() sur 'y x |0, 7|
887@2:0 sur I'y x 10,7
y(.,0) = yo dans 2.
Cas particulier
o 0 sit#j
=1 sii=j,
on trouve
aso o
a(p,¥) = Z / —dx,
=1 (9962 8@
qui donne l'opérateur différentiel elliptique de second ordre A = —A, alors il existe une
solution unique y telle que :
% —Ay=f dans @) (1.10)
y(x,0) = yo () dans €, '

et d’aprés la remarque précédente :
t
y(0 =3 [meoexn(-r + [ (7)) expl=h (0= s
i>1 0

ott (An),>; sont les valeurs propres de —A (avec condition de dirichlet) et (4,),,-, sont les
fonctions propres associées et S(t) pour t € |0,7[, est le semi-groupe défini par :

S(t): L?(Q) — L*(Q)
Yo > S(t)yo = > (Yo, i) 12(q) exP(—Ait) i,

i>1

y®25®m+fw@—Wﬂ@@

Formule de Green|52]
La Formule de Green s’écrit

[ et - [oroa= [ (208 - 528 4

U, peW(0,T)={feL*0,T;E), feL*(0,T;E")},

ol E est un espace de Hilbert avec le produit scalaire est noté par (.,.) et E* sont dual, la
formule d’intégration par parties s’écrit

pour

\(w(t),w(t)>|§=/0 [{e" (), 0 (1)) + (@ (), 9" (2))] dt.
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1.3. Controélabilité et Observabilité

1.3 Controlabilité et Observabilité

La théorie du controle (ou commande) analyse les propriétés des systémes commandés, ¢’est-
a~dire des systémes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’'une commande (ou
controle). Le but est d’amener le systéme d’un état initial donné & un certain état final, en
respectant éventuellement certains critéres. Dans ce chapitre, on va donner quelques notions
liée a la théorie du controéle : la controlabilité, ’observabilité, controle optimal...etc pour
expliquer et motiver cette théorie, nous allons commencé par quelques exemples.

1.4 Quelques exemples

Dans cette section, nous donnons quelques exemples typiques de la théorie du contréle d’im-
portance pratiques ou théoriques.

1.4.1 Controle d’un ressort

Considérons une masse ponctuelle m, se déplacer le long d'un axe (Ozx), attachée & un ressort
[40] ..La masse ponctuelle est alors attirée vers l'origine par une force que 1’'on suppose égale
a:—ky(x—1)—ko(z—1)3, oul est la longueur du ressort au repos et ki, ky sont des coefficients
de raideur. On applique a cette masse ponctuelle une force extérieure horizontale u(t)7> Les
lois de la physique nous donnent ’équation du mouvement

ma” (t) + ki (z(t) — 1) + ko (2(t) — 1)* = u(?).
De plus, on impose une contrainte a la force extérieure
lu(t)| = 1.

Cela signifie que on ne peut pas appliquer n’importe quelle force extérieure horizontale a la
masse ponctuelle : le module de cette force est borné, ce qui traduit le fait que notre puissance
d’action est limitée et rend ainsi compte des limitations techniques de ’expérience.
Probléme de ressort :

Supposons que la position et la vitesse initiales de 1'objet soient

z(0) = z9,2"(0) = yo.

Le probléme est d’amener la masse ponctuelle a la position d’équilibre x = [ en un temps
minimal en controlant la force externe u(t) appliquée a cet objet, et en tenant compte de la
contrainte |u(t)| > 1.

La fonction u est appelée le controle. Des conditions initiales étant données, le but est donc de
trouver une fonction u(t) qui permet d’amener la masse ponctuelle a sa position d’équilibre
en un temps minimal.

Probléme mathématique :

Nous supposons que m = lkg, K; = IN.m™, [ = 0 (on se raméne a [ = 0 par translation)
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1.5. Systéme controlé

dans la partie sur le controéle linéaire nous supposerons que ko = 0. Dans ’espace des phases
(x,2"), le systéme différentiel correspondant & I’équation du mouvement

Y (t) = —2(t) — kow(t)® + u(t), (1.11)

) e ) e () e )

Posons

On obtient

(1.12)

1.4.2 Stockage de I’eau dans un réservoir

On considére un réservoir. Le flotteur régule le niveau de 1'eau. L’eau dans le réservoir est
le systéme; le Controle est la position du flotteur. L’état & chaque instant est un vecteur
constitué par la hauteur de ’eau dans le réservoir h(t), le débit d’entrée et le débit de sortie
de T'eau.

1.5 Systéme controlé

Du point de vue mathématique, un systéme controlé est un systéme dynamique dépendant
d’un parameétre dynamique appelé le controle, habituellement soumis & des contraintes. Un
systéme controlé est un systéme différentiel de la forme :

(1.13)
u(-) € Upg C U, x(t) € R™,

En général, le vecteur des états z(t) € R™, et les contrdles u(-) appartiennent a un ensemble
de contréles admissibles U,q4, qui est un ensemble de fonctions localement intégrables
définies sur [0, +oo[ & valeurs dans U de R™. On suppose le champ de vecteur f suffisament
régulier, de sorte que pour toute condition initiale xq € M et tout controle admissible

u(+) € Uyg le systéme admet une unique solution z(t), et que cette solution soit
définie sur [0, +oo[. On notera cette solution par y¢(t, v, u(-)). Le systéme est dit en
boucle ouverte est représenté par le diagramme suivant

u(input) — | @' = f(z,u) | = z(output)
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1.6. Controélabilité

Parmi les objectifs principaux de la théorie du contréle qui seront abordés dans ce travail,
les notions de la contolabilité et 'observabilité. On se propose de définir ces notions et de
rappeler les principaux résultats.

Soit T' > 0, considérons un systéme différentiel linéaire défini sur [0, 7]

2'(t) = Ax(t) + Bu(t),
(1.14)
x(0) = xg

ol A est une matrice carré n x n appelée matrice d’état et B une matrice n x m appelée
matrice de commande ou du controle, x(t) est 'état du systéme et xy la condition initiale.
La solution de ([I.14]) est données par :

¢
z(t, zo, u(-)) = g +/ =94 Buy(s)ds. (1.15)

0

Dans le cas des systémes linéaires gouverné par des EDPs, le systéme ((1.14)) est définit comme
suit :

Soit 2 un domaine de R" de frontieére 92 suffisamment réguliére. Pour T' > 0 fixé, on défini
Q=0x10,T],> =002x]0,T[. On considére le systéme

(o
ot

2(C,t) =0 ) (1.16)

(y,t) = Ax(y,t) + Bu(t) Q.

\ Qf(y,O) = Zo Qa

ou A et B sont des opérateurs de L(R", X = H'(Q)) et la fonction u dite " controle" appartient
a lespace U = L?(0,T,R™). Alors la solution de ce systéme dépend de la donnée initiale et
du second membre et peut s’exprimer par la formule :

x(t) = S(t)xo +/0 S(t — s)Bu(s)ds.

Il faut noter que certains problémes pratiques sont mieux modélisés par des équations aux
dérivées partielles ou bien par des systémes a événements discrets.

1.6 Controlabilité

La controélabilité est une propriété de base dans ’analyse des systémes dynamiques. Il s’agit
d’imposer a un systéme un comportement souhaité, c’est-a-dire amener (en temps fini) un
systéme d’un état initial arbitraire & un état désiré au moyen d’un contrdle. Alors, cette
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1.6. Controélabilité

propriété donne la réponse au probléme suivant : étant donnée un état initial imposé et un
état final désiré, existe-il au moins une commande qui améne le sytéme d’un état vers ’autre ?
Plus précisément , on donne la définition suivante :

Définition 1. [40] On dira que le controle u transfére un état a & un état b au temps T > 0
si

x(T;a;u) =b

On dit aussi que 'état b est atteignable a partir de a au temps T.

Définition 2. [40] On dit que le systéme est contrdlable si pour tous les états(z0;x1)
dans l'espace d’état, il existe un temps fini T" et un contrdle admissible © € U tel que :
x1 = (T zo;u()).

Remarques :

1- Cette définition est traduit que le controle v conduit le systéeme de 'état zy vers z; a
I'instant T'.

2- Dans le cas ot 1 = 0, on dit que le systéme est " nulle-contrélable" ou on a une contré-
labilité a zéro.

1.6.1 Critére de Contrélabilité de Kalman

Il existe une caractérisation algébrique de la contrélabilité d’un systéme linéaire due a Kal-
man.

Théoréme 1.6.1 [/0/Le systéme linéaire est controlable si et seulement st

rangM = rang [B,AB,--- A" 'B] =n (1.17)
On dit alors que la paire (A, B) est controlable.
Preuve : L’essentiel de la preuve est contenu dans le lemme suivant :

Lemme 1.6.1 [/0] La matrice M est de rang n si et seulement si l’application linéaire
L*(0,T,R™) — R"
T
H; : u—>/ eT=DA By (t)dt
0

est surjective.

Ce lemme permet maintenant de montrer facilement le théoréme. Si la matrice M est de
rang n, alors d’aprés le lemme Papplication H; est surjective, i.e. H;(L?) = R". Or, pour tout
controle u, 'extrémité au temps 1" de la trajectoire associée a u est donnee par

T
z(T) = Tz, —i—/ eT=D4ABy(t)dt,
0
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1.6. Controélabilité

de sorte que l’ensemble accessible en temps T depuis un point zg € R" est Acc(T, zy) = R™,
ce qui montre que le systéme est controlable. Réciproquement si le systéme est controlable,
au point xy 'ensemble accessible en temps T' s’écrit :

Acc(T, x0) = Hp(L?),

et le systéme étant controlable cet ensemble est égal a R™. Cela preuve que H; est surjective,
et donc, d’apres le lemme, que la matrice M est de rang n.

Remarques :

1- La matrice M est appelée « Matrice de Kalman » et la condition est appelée « Condition
de Kalman. »

2- Cette condition ne dépend ni de temps ni de la donnée initiale. Autrement dit, si un
systéme linéaire autonome est controlable en temps T depuis xg alors il est controlable en
tout temps depuis tout point.

Exemple :

1-On considére un systéme dynamique décrit par :

2'(t) = Az(t) + Bu(t),
(1.18)
z(0) = xg

tel que les matrices A et B sont données comme suit :

= (o0) == (V)

Montrer que ce systéme est controlable ?

Le systéme est controlable si la Matrice de controlabilité est de rang maximale, on a detM =
1 # 0 c’est a dire rangM = 2. Donc le systéme est controlable.

2-Le probléme de ressort donné précédemment est controlable car :

On a
01
M =[B,AB| = (1 0)

et detM = —1 # 0 c’est a dire rangM = 2.
On donne ci-aprés deux résultats permettant de donner une caractérisation de la controlabi-
lité :
1.6.2 Caractérisation de la Controélabilité
La solution peut s’écrire pour tout ¢ € [0, 7] sous la forme :
x(t, o, u(.)) = Xo + Hyu,
ol Hyu est l'opérateur linéaire borné défini par :
L*0,T,U) — R"
Hy: ¢ u— /t e =4 Bu(s)ds
0
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1.7. Observabilité

et X = et4x. Pour simplifier les calculs, prenons X, = 0

Proposition 1.6.1 [22] Le systéme est controlable au temps T' > 0 st et seulement st
lopérateur Hr est surjectif i.e

Vag, z1 € R", Ju € U, z(xg,u)(T) = x1.

Démonstration :
Soit a,b € R™ deux états quelconques. L’équation en w :

z(T,a,u) = b,
a une solution dans L?(0,7T;U) si et seulement si I’équation :
Hru=b—5(T)a,

a une solution dans L?(0,7T;U). L’équivalence des deux équations entraine la proposition.

1.7 Observabilité

Dans beaucoup de situations pratiques, une partie seulement de ’état du systéme, appelée
la sortie ou la variable observée, est mesurée. Un systéme commandé-observé est un systéme
différentiel de la forme :

l’l - f(x7 u)?

y = h(x).
ou le vecteur x est le vecteur des états du systéme, le vecteur u celui des controles (entrées)

et le vecteur y celui des variables observées (sorties). Ce systéme est dit en boucle ouverte et
est représenté par le diagramme suivant.

(1.19)

u— —y

1.7.1 Observabilité d’un systéme linéaire
On considére un systéme linéaire donné comme suit :

2 = Az + Bu,
(1.20)
y=Crx

ou A est une matrice carré n xn appelée matrice d’état et B une matrice n x m appelée matrice
de commande ou du contrdle , C' est une matrice carré n X n appelée matrice d’oservation.
x(t) € R" est I'état du systéme et u € L*(0,T,R™) est le controle.

Définition 1.7.1 [49] On dit que le systéme linéaire est observable si pour tout état
xog € R™, il existe un temps fini T et un controle admissible u(-) : [0,T] — U tel que la
connaissance de x(t) pour t € [0,T] permet de déterminer x.
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1.7.2 Critére d’observabilité de Kalman

Dans cette section, on va donner une caractérisation algébrique de I’'observabilité d’un systéme
linéaire

Théoréme 1.7.1 [/0] Le systéme linéaire est observable si et seulement st la matrice
d’observabilité de Kalman

C
CA

CA1
est de rang n. On dit alors que la paire (A, C) est observable.

1.7.3 Dualité (Controlabilité, Observabilité)
Soit le systéme (S) :

2’ = Ax + Bu,
(1.21)
y=Czx
et le systéme adjoint (S¥) :
P =A%,
(1.22)
o(T') = o

On a le résultat suivant :
i) Le systéme (S) est observable si et seulement si le systéme adjoint (S*) est controlable.
ii) Le systéme (S) est controlable si et seulement si le systéme adjoint (S*) est observable.

Remarque 1.7.1 Le systéme (S) est observable si et seulement le systéme (S*) est contro-
lable, c’est la dualité controlabilité /observabilité. Ce fait, trés important, permet de transférer
au systéeme observés tous les résultats établis sur les systémes controlés. On aurait pu prouver
cette équivalence directement en utilisant l'application entré-sortie et en remarquant qu’une
application linéaire est surjective si et seulement si l’application adjointe est injective.

Avec la définition de l'opérateur H; on considére ’adjoint

R" — L2(0,T,U)
Hf :{ z— Hi(2) = B*eT)z

tel que
(H(2),u)r2 = (2, Hu)gn,Yu € L*(0,T;U),¥z € R"
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et on définit la matrice o
Cr=HH = / BB e ds
0

tel que A* et B* désignent les matrices transposées des matrices A et B.
On a la caractérisation suivante :

Corollaire 1.7.1 [}0]Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. La paire (A, B) est controlable au temps T > 0.
2. L’opérateur H, est surjectif.
3. L’opérateur H} est injectif.

4. L’opérateur Crt est inversible

Remarque : L'opérateur H; est injectif si

T
WP <C / B () dt, (1.23)
0

pour tout ¢ € R™ tel que B* est I’adjoint de 'opérateur du controle B.

En d’autres termes, le probléme de la controlabilité revient a répondre a la question suivante :
" Pour T' > 0 donnée, exist-il un constant C' > 0 tel que la solution du systéme adjoint
(S*) vérifié I'inégalité ci-dessus pour tous ¢° € R™." Cette inégalité s’appelle "Inégalité
d’observabilité".

1.8 Contrdéle Optimal

On se donne a présent un systéme dont 1’état est décrit par ’équation d’état suivante :

( dx
S0 = (e, u(t) t €, +oo],

z(0) = . u € Uyqg (1.24)

\ueUad

L’équation ([1.24]) a une solution supposée unique (cf Théoréme de Cauchy-Lipschitz) notée
x[u, o](.). Désormais on fixe xy. On se donne alors une fonctionnelle cott J (ou objectif), et
on cherche une fonction de contréle qui rend minimale cette fonctionnelle. On choisit J de la
forme :

J(x,u):/o O (z(t), u(t))dt,

min J(z, u) x = xfu, xo(.)
et on cherche arésoudre : (P) < = = z[u,x0](.)  Equation d’état Deux
uelUyClU Contraintes sur le controle.
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questions se posent alors :
— Prouver l'existence d’un controle optimal
— Trouver un moyen de le calculer c¢’est a dire décrire une méthode constructive de calcul
d’un controle. Pour cela, on va écrire des conditions d’optimalité.
Remarque : Dans le cas ou la paire (A,B) est contrdlable, il existe une infinité de controles.
Il est intéressant de pouvoir en construire un qui "consomme le moins d’énergie". La fonc-
tionnelle d’énergie que 'on choisit ici est

T
2
1w = [l ds.
On notera
Usa(zo, 1) = {u € U, (T, xo,u) = 1 }.
Le théoréme suivant définit I'unique u € Uyq(xo, 1) qui minimise la fonctionnelle J.
Théoréme [9] Le controle u() qui transfére z0 en 21 = z(T; z0; u(.)) est simplement donné

par :
u(s) = Blexp(T — s)A'C;' (21 — exp(T'A)zy).
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Chapitre 2

CONTROLABILITE ET
OBSERVABILITE DES SYSTEMES
EVOLUTIFS

2.1 Position du probléme

Dans ce chapitre nous donnons les principes généraux qui concernent I'analyse des systémes
distribués, plus précisément nous introduisons les notions d’exactes et de faibles controlabili-
tés celle d’actionneur et d’actionneur stratégique en plus nous introduisons la controlabilité
régionale des systémes distribués.

Soit © un ouvert borné de R™ représentant le domaine géométrique du systeme (2.1)(n =
1,2, 3 pour les applications ) et soit 7" > 0, on suppose que la frontiére I' est assez réguliére.
On consideére les systémes décrits par I’équation différentelle opérationnelle

{ Lot = Ay(t)+ Bu(t), 0<t<T 21)

dt
y(O) = %Yo

La formulation est choisie pour son utilisation directe pour I'automaticien et généralise
ce que en dimension finie , on 'appelle de facon classique la représentation par vecteur d’état
y. Mathématiquement cette formulation est assez générale et se préte mieux a certaines
démonstrations et aux définitions des diverses notions liées & I'analyse des systémes.

Dans tout ce travail, nous raménerons systématiquement tous les systémes étudiés a la for-
mulation ci-dessus. Nous allons rappeler diverses notions liées a ’analyse a travers le
choix d’opération B c’est a dire encore a travers les divers types d’éxcitation aux quels peut
étre soumis le systéme, par exemple nous rappelons dans ce chapitre les excitations de type
suivant :

-Zone : sur une partie de ) ou de sa frontiére. Ponctuelle, sur €2 ou sa frontiére. Filament :
dans €2 ou sa frontiére.

Hypothéses :

H,) E, U sont des espaces de Hilbert séparables désignant respectivement 1’espace d’etat, de
controle.
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H,) u e L*0,T;U), B€ L(U,E).

Hj3) A est auto-adjoint a résolvante compacte, et engendre un semi-groupe fortement contenu
(S())e>0 sur E.

Sous les hypotheéses ci-dessus, admet une solution faible unique fortement continue sur
[0, 7] et donnée par

y(t) = S(t)yo +/0 S(t — 7)Bu(T)dr, (2.2)

On consideére H, : L*(0,T,U) — E l'opérateur défini par
¢
Hyu = / S(t — 7)Bu(r)dr (2.3)
0

H désigne 'opérateur Hy, H sera utilisé par la suite pour diverses définitions et propriétés.
Remarque 2.1

i) Les hypothéses sur B sont trop fortes, elles seront modifiées dans les cas ponctuel et
frontiére.

ii) La régularité de la solution de dépendra du terme Bu et de yy en pratique on dispose
d’un nombre fini d’actioneurs ainst B est en général un opérateur compact.

iii) Dans la plupart des situations citées nous aurons

E=1*Q), U=R"

p désigne en fait le nombre fini d’actionneurs.

2.2 Controlabilité

Dans le cas des systémes a paramétres répartis de dimension infinie, I’état du systéme
ne peut pas étre atteint en général. C’est le cas, par exemple, ol 'opérateur A n’est pas borné
et que D(A) peut étre différent de F, mais les éléments qui ne sont pas atteints, peuvent étre
approchés. ceci nous amene a introduire divers degrés de controlabilité.

2.2.1 Controélabilité Exacte

Le systéme considéré est (2.1]) et £ désigne l'espace d’état T' > 0.
Définition 2.1
Le systéeme (2.1)) est dit exactement contrélabté sur [0,T)]si

Vys € E, Ju € L* (0, T;U) tel que : y(T) = yq (2.4)

Remarque 2.2
L’opérateur H étant défini en (2.3), la définition précédente équivaut a

Im(H) = E (2.5)

Définition 2.2
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Soit E1 un sous espace vectoriel de E, le systéme (2.1)) est dit exactement contréolable dans
E1 St :

Vyq € By, Ju € L*(0,T,U ) tel que y(T) = yq4. (2.6)
Remarque 2.3 La définition précédente equivaut o : FEy C ImH, H étant toujours défini
par (2.3).
Caractérisations :

La définition (2.1) résulte les propriétés de caractérisations suivantes :
Proposition 2.1 Le systéeme (2.1) est exactement contrélable sur [0,T] si et seulement si
Jv > 0 tel que

[y* Ml 2= < ANB™S* (5 )yl L2 00y

pour tout y* dans E*

Démonstration. Pour la démonstration voir El Jai [14]. m

Et elle découle du résultat plus générale suivant :

Lemme 2.1 Soit E et F' et G des espaces de Banach réflexifs, et f € L(E,G),g € L(F,G),
alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) Imf Cimg

2) Jc > 0 tel que || f*y*|| g < c|lg*y* || o, Yy© € G

La propriété de caractérisation donnée ci-dessus est intéressante dans la mesure otl on raméne
I’exacte contrélabilité a une inégalité assez facile a expliciter pour un systéme donné,
il y a des cas ou certaines hypothéses sur les paramétres du systéme permettent directement
de savoir si le systéme est exactement contrélable ou non, ainsi nous avons :

Proposition 2.2 [34]Soit H; L’opérateur linéaire :

L?(0,T,U) — E défini par

Htu:/tS(t—T)Bu(T)dT

si, pour tout t > 0, Hy est compact alors le systéme n’est pas exactement controlable.
Corollaire 2.1 [34]Si S (t) est compact pour tout t > 0, alors le systéme n'est pas
exactement contrélable.
Corollaire 2.2 [34]|Si B est compact alors le systéme n’est pas exactement controlable.
Remarquons donc en résume que le systeme ne peut étre exactement contrélable, au sens de
la définition (2.1), si B ou S (t) sont compacts.
Exemple 2.1 :

{ y =Ay+u, sur [0,T]

y(0) =, vo € D(A)

Ce systéme dynamique n’est pas exactement contrélable dans L? (Q2) sur [0, 7] . Cet exemple
explique pourquoi, dans la pratique, la plupart des systémes dynamiques définis dans les
espaces de dimension infinis ne sont pas exactement controlables, ¢’est pourquoi nous sommes
conduits & définir .
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2.2.2 Controlabilité Faible

Définition 2.3 :
le systeme (|2.1)) est dit faiblement controlable sur [0,T] si pour tout yq dans E, Ve > 0,
Ju e L?(0,T,U) tel que :

1y (T) — yallp < &

Remarque 2.4 Dans la définition (2.3) le choix de yq dans E  est important. Nous restrei-
gnons a un sous espace vectoriel FEy de E pour obtenir l’exacte contrélabilité sur E;.

Caractérisation :

Pour les systémes distribués, la notion de faible contrélabilité est beaucoup plus adaptée.
Nous pouvons la caractériser par la :
Proposition 2.3 [34]1l y a équivalence entre :

a) (2.1) faiblement controlable sur [0,T].
b) Im(H) = E.
c) ker(H*) = ker(H*H) = {0} .
d) {(y,S(s)Bv) =0, Vs € [0,T] et Vv € E} =y =0.
e) Si le semi-groupe (S(t)) est analytique
Léé?p(A"S( s)B) = E, Vs €10,T].

Démonstration. voir [34] =

2.3 Controlabilité régionale

Les concepts d’état de systéme sont attachés un certain nombre qui jouent un role fonda-
mental dans la théorie de la commande. Il s’agit en général, d’amener I’état du systéeme a des
valeurs désirées sur une partie de (2.

2.3.1 Définition et caractérisation

Soit y¢ € L?*(w) un état désiré donné, le probléme de la controlabilité régionale consiste a
savoir si I’on peut trouver un controle u € U permettant d’amener 1’état du systéme de
y° & y?¢ sur la région w.

Définition 2.4 Le systeme est dit exactement (res-faiblement) régionalement contro-
lable sur w si pour tout y? € L?(w), (Ve > 0) il existe un contréle u € U tel que

vl0)o =y (Il =" ||| <2)

le systéme sera aussi dit w—exactement (resp.faiblement ) contrélable ow y,(.) est donné par
(2.2)) et y |,désigne la restriction de y a w.

Remarque 2.5 Les définitions ci-dessus signifient que [’on ne s’intéresse qu’a l’état atteint
sur la région w. Le controle u dépend de la variable du temps mais implicitement, il dépend
aussi du sous-domaine w.

L2 (w)

2% Décembre 2018



2.3. Controlabilité régionale

Plusieurs difficultés sont sous-jacentes & ces définitions. Notons, en partie que 'opérateur B
est lié au mode d’excitation du systéme. Si le systéme excité par une action ponctuelle ou
frontiére, I'opérateur B n'est plus borné donc il faut revoir le choix des espaces. Cependant
I’étude peut étre faite de la méme maniére. On pose

H:L*0,T;U) = E et x,, : L*(Q) — L*(w)
défini par

T
Hu = / S(T — s)Bu(s)ds et xo¥y =Y | (2.7)
0

I'adjoint de y,, est x7 : L*(w) — L*(Q) défini par :

(o) (x) = { %<x> Ve g\e\j (2.8)

L’opérateur H étant défini, les définitions précédentes sont équivalentes a

la controlabilité régionale exacte peut étre caractérisée par

Proposition 2.4 [34]Si u € L*(0,T;U), alors le systeme (2.1)) est exactement régionalement
controlable si et seulement si pour tout y* € L*(w) il existe v > 0,tel que

Y ”B*S*(')XZ?/*HLQ(D,T;U) > ||y*||L2(w)
Démonstration. voir[34] m

Proposition 2.5 [34]- Le systéme (2.1)) est exactement régionalement contrélable si et seule-
ment si

Kerx, + ImH = L*(Q)

Démonstration. Voir[34] =
Remarque 2.5 Le systeme (2.1|) est faiblement, régionalement controlable sur w si et seule-
ment si :

Ker (H*)NImyx}, = {0}.

Corollaire 2.3 [43|Le systeme (2.1)) est faiblement régionalement contrélable dans L*(w)
sur [0,T] si et seulement si 'une des propriétés suivante est satisfaite
1) (xoH) (xo,H)" est inversible.

2. Im (xoH) = L*(w).
3.ker (x,H) * =ker (xo, H) (xoH)" = {0}.
4. (B*S*(s)xe,y) =0, Vs € [0,T]) = y =0

5. Si le semi-groupe est analytique tel que
Im (A"S(s)B) € H' (Q)

et

U [Im (x.A"S(s)B)] = L*(w), Vs € [0, T].

n>0
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Démonstration. voir[43]| m

Remarque 2.6 il est clair que :

-Un systeme qui est exactement (resp.faiblement) contréolable est exactement (resp.faiblement)
régionalement contrélable.

- Un systéme qui est exactement (resp.faiblement) régionalement contrélable sur w; est
exactement (resp.faiblement) régionalement contrélable sur wq pour tout

we C Wsq.

- La définition (2.4) est générale et englobe le cas de la controlabilité classique (cas w = )
-8 J(u) = fOT Ju (t)||* dt désigne le coat de transfert, alors pour tout w C Q, le codt de
transfert régional sur w est inférieur a celui sur tout . En effet

Wo = {ue L?(0,T.U) tel que y, (T) = yq sur Q} (2.9)

et
W, ={ue L*(0,T.U) tel que y, (T) = yq sur w} (2.10)

Alors Wq C W, et donc
minJ (v) < minJ (u)

W Wa
- On peut trouver des systémes qui sont régionalement contrélables mais qui ne sont pas
controlables sur tout le domaine. Ceci est illustré par ’exemple suivant :

Contre-exemple :

Considérons le systéme décrit par I’équation parabolique :

%(J;?t) - %(l’,t) :X\a,b|u<t) ]0,1[X]0,T[
y(z,0)=0 10, 1] (2.11)

avec a et b tels que (b—a) € Q et [a,b] C|0,1[. Alors on a le résultat suivant Le systéme
(2.11]) n’est pas controlable sur |0, 1], [34]. Mais il peut étre contrélable sur une région [« 5],
pour « et [ convenablement [34].

Dans la suite on suppose que A admet un systéme complet de fonction propres (¢;),
associées aux valeurs propres ();),.; .sans perte de généralité, supposées simples. Le semi-
groupe engendré par A est donné par

S(t)y =Y expAit (i,y) @i

i>1

et la solution de (2.1)). y° = 0. s’exprime par :

yu(t) = Z/o exp \;(t — s) (B*p;, u(s)) dsp;

On note par
I={i>1) B'¢; =0} etJ =1°

On rappelle ,.El Jai [43]., que (2.1]) est faiblement contrdlable si et seulement si I = ®.Dans
le cas de la controlabilité régionale nous avons le résultat : :
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Théoréme 2.1 : On suppose que (2.1) est non controlable (I # ®). Alors nous avons ’équi-
valence entre :

1. Le systéme (2.1)) est régionalement faiblement contrélable sur w.
2. La famille {xwpi},c, est totale dans L* (w).
8. Siy e L*(Q) vérifiant [ y(x)p; (x)dr =0 pour tout i € J alors y = 0.

4. 81> i =0 sur Nw=—=a; =0 Viel).
i€l

Démonstration. 1. <= 2. et 2. & 3.

résultent du fait que

ImxoH = L* (w) <= KerH*x} = {0}

3. = 4.
Considérons (o), tel que

Zami =0 sur N\ w

iel
soit
y= XwZOéz‘% € L?(Q)
el
On a
/ y (z) ¢; () dx = 0 pour tout ¢ € J = y = 0 par conséquent o; =0 Vi € I.
4. = 3.

Soit y € L*(Q) tel que

/yum(x)dx _ ovie

Xoly = Z%‘%‘

i>1
oll.
o= [ xiw() @) de = [ y(@)6 (@) de — 0= 0.
| ]
Conclusion

1. Si I¢ est fini alors (2.1)) n’est controlable sur aucun w C €.

2. Si I est fini alors (2.1)) est contrélable sur tout w C Q..
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2.4 Notion d’actionneur

Les échanges entre un systéme réel et son environnement se font par l'intermédiaire des
actionneurs, ils permettent d’exciter le systéme. Il peuvent étre de nature, de forme, de
conception diverses. Les actionneurs que I'on rencontre, dans les systéme physique, peuvent
étre de type.

Ponctuel fixe :

tel un brileur dans un systéme de diffusion systéme monodimensionnel excité par deux
actionneurs ponctuels

Ponctuel mobile :

C’est un actionneur de type ponctuel , dont la position varie avec le temps. C’est le cas, par
exemple, d'un systéme existé par un rayon laser de direction variable.

Zone :

Tel est le cas, par exemple d’un systéme de diffusion avec une zone de chauffe importante.
Filament :

Tel un four chauffé par une résistance électrique dans unsystéme bidimensionnel.
Définition 2.5 : Soit ; fermé contenu dans Q) et g; € L? (). On appelle actionneur zone
le couple (€2;,9;) ou Q; représente le support de lactionneur g; définit la répartition spatiale
de l'actionneur.

Remarque 2.7 : dans le cas d’actionneur frontiére les définitions restent les mémes. Nous
parlerons d’actionneur zone frontiere (I';, g;) ou Ty € T et g; € L*(T;) d’actionneur ponctuel
frontiére (b;, d,), b; € T.

Application

I ) Actionneurs zone dans les systémes de diffusion : Nous étudierons tout particu-
lierement le cas des systémes, notés (S,) l'indice z pour le cas, décrits par I’équation parapo-
lique :

p
% — Ay = ;gi (x)u; (x) dans € x]0,T7],
(52) y(z,0)=0 dans Q,
y(e,t) =0 dans 09 x |0, 77,

(S>) modélise un systeme existé par p actionneurs zones (€, g;), <<, avec g; € L*(€;). Ces
actionneurs peuvent avoir des supports non nécessairement disjoints, mais cela correspond a
rien réaliste.

Nous supposerons alors que :

;N Q; = @ pour i # j.

Le systéme(S,) est un cas particulier du systéme représenté par vecteur d’état (2.1)) en effet
il suffit de poser :

Ay (t) = Ay(t) pour y(t) € D (A) = Hy () N H*(Q).
et ,
Bu(t) = Zgi (@) u; (x) ot u = (uy, us, ..., up)
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B est linéaire, borné et A engendre un semi-groupe fortement continu(S (t)),s, - le systéme
(S.) pourrait aussi étre considéré avec des conditions aux limites de Neumann ou mixtes.

IT) Actionneurs ponctuels dans les systémes de diffusion : Considérons le systéme
(Sp), décrits par :

dy P

— —Ay=>0(r—x;)u; (t) dans Q x]0,7T7,
(S ) ot 1=1
P y(x,0)=0 dans (),
y(x,t) = dans 09 x ]0,77.

Sp) est un systéme existé par p actionneurs ponctuels(b;, 6z, ), ; <, localisés aux points b; de
2. (Sp) est également un cas particulier de systéme (2.1)) avec :

Ay () = Ay(t) pour y(t) € D(A) = H} (@) N H(Q).

P
B: RF — D(A) avec Bu = Zé(az —x;)u; (t) ot u = (uy, U, ..., Up) .

=1

IIT ) Actionneurs frontiéres dans les systémes de diffusion : Soit le systéme :

%—Ay—(] dans  Q x0,77,

(S¢) Yy (xapo) =0 dans Q,
y(e,t) = 2 g (@) ui(a) dams 09 x]0, .

(Sy) modélise un systéme excité sur sa frontiére, par p actionneurs zones (I';, i), <;, avec
gi € L* (I;) et I'; € 99, pour tout 7,1 <14 < p. (Sy) est un cas particulier du systeme (2.1
pour cela, on pose Ay(t) = Ay(t) et on introduit 'opérateur de Green G, avec :

G L*09)— L* (),
h — Gh=y

avec Ay (t) = 0 dans Q et y = h sur 052
(S¢) admet une solution faible unique donné par :

y(t) = — Z/AS(IS — 5)Ggu; (s)ds

La difficulté, dans ce cas ,vient du fait que,en général, pour u € L*(0,T; RP) alors, y(T) ¢
L*(Q). Il est possible de choisir des controles u plus réguliérs :

Actionneur stratégique

La controlabilité d’un systéme peut étre affectée par le choix des actionneurs; que ce soit par
la localisation du support des actionneurs, ou par la répartition de ’action sur ces supports.
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Nous introduisons les définitions suivantes :

Définition 2.6 Soit E; un sous espace vectoriel de l’espace d’état E. Nous dirons que l’ac-
tionneur (£, g;) (ou (b,0p)) est stratégique dans Ey si le systéme qu’il excité est exactement
controlable dans E.

Définition 2.7 Nous disons que 'actionneur (2, g;) ou (b;, 0p,) est stratégique si le systéme
qu’il excité est faiblement contrélable dans E.

Ces définitions restent valables pour des actionneurs de type frontiére.

Si le systéme est excite par p actionneurs zones (€2, g;)1<i<p(ou ponctuels (b;, 9, )1<i<p) alors
nous disons que :La suite d’actionneurs (€2, gi)1<i<p (0w (b;, dpi)1<i<p) est stratégique si le
systéme excité par ces p actionneurs est faiblement controlable.

Remarque 2.8 1] est évident que si le systéme est excité par p actionneurs et si, pour
un certain ig, 1 < 19 < p, [actionneur d’indice 1y est stratégique, alors la suite des p
actionneurs est stratégique.

Caractérisation des actionneurs stratégiques

Considérons le systéeme
v = Ay + Bu
y(0) =0

Supposons que A vérifie 'hypothése (H3) et admet un systéme orthonormé complet de fonc-
tions propres (¢,;)associées aux valeurs propres (), A, étant de multiplicité r,,.Nous avons
alors la propriété de caractérisation suivante :

Proposition 2.6 La suite d’actionneurs (£, g;)1<i<p €st stratégique si et seulement si :

i) p>supr,

ii) rg(Gy) = 1, pour tout n ot G, est la matrice d’ordre

(p, ) et d’éléments :

(Gn)ij = <gi,¢nj>L2(Q) i=1,.,petj=1,...r,

Cette caractérisation suppose donc, en particulier que le plus grand ordre de multiplicité des
valeurs propre de A est fini.

Existence d’actionneurs stratégiques :

Supposons que le systéme (2.1)) est excité par p actionneurs dont les supports (£2;)1<;<, sont
fixes. Nous avons le résultat suivant :
Proposition 2.7 Supposons que p > sup(ry,),pour toute suite (£2;)1<i<, d’ouverts contenus

dans Q, il existe des fonctions (g;)1<i<p telles que :

i) supp(g;) C S et g€ L2(),Vi=1,....p.

i) La suite d’actionneurs zones (S, gi)1<i<p est stratégique.

Difficultés

Dans ce qui précéde; au moins deux difficultés d’ordre mathématique ou conceptuel sont a
souligner.
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2.4.1 Sur le choix de 'espace d’état

Nous avons choisi comme espace d’état F = L?(Q2). Ce choix est raisonnable, compte tenu
des états qu’on peut considérer et que ceux-ci sont d’énergie finie. Si maintenant, I’actionneur
(€24, 9i)1<i<p ameéne le systéme vers un état § qui est moins régulier. C’est-a-dire § € Y avec
E C Y, alors on a deux possibilités :

* Ou bien Y est tel qu’on peut le choisir comme espace d’état.

* Ou bien on peut agir sur la régularité du controle pour ramener 'état g a E.

Exemple 2.2 : Considérons deux situations nous conduisant

vers cette difficulté. Soit le systéme de diffusion

%(w,t)IAy(xat) (0, 7)
y(z,0) =¢° () 0 (212)

y(E&t) =g (§ult)  T'x(0,T)

qu’on suppose excité par un actionneur zone frontiére (I'y, g)avec 'y C I'. Dans ce cas, on
obtient la méme caractérisation avec des états finaux dans E = L? () pour vu que le controle
w e L"(0,T) avec r > 4 [|43]. Si on considére le méme systéme avec une action ponctuelle
exercée sur la frontiére au point b € I'.

% (x,t) = Ay (z,1) sur 2 x (0,7)
y(z,0) =1° () sur §) (2.13)

y(&t)=0(&—b)u(t) sur 092 x (0,7

On obtient la méme caractérisation avec des états finaux dans X = L*(Q) pour vu que

we 2 (0,7).

2.4.2 Sur le nombre d’actionneurs

La caractérisation des actionneurs fait apparaitre une condition sur le nombre minimum
d’actionneurs pouvant ramener le systéme vers des états de E. En fait, cette condition peut
étre relaxée avec la considération suivante :

Si on suppose que le domaine géométrique 2 du systéme est connu avec une certaine
précision, alors de cette précision prés, le choix d’un seul actionneur ( p = 1) peut suffi pour
assurer la controlabilité du systéme moyennant une faible perturbation de la frontiére I' du
domaine € ou Yest trés voisine de 2 dans le sens que

Ve > 0, supd (z,2') < ¢
zel,
/el

nous obtenons un systéme dont les valeurs propres sont simples [43].

2.5 Controle assurant le transfert régional

Le but de cette section est de trouver un controle assurant le transfert régional et a énergie
minimale. Evidemment on peut utiliser les résultats connus sur la controlabilité des systémes
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dynamiques, mais la difficulté apparait si ’état désiré est donné uniquement sur la région w.
De plus nous avons montré que le cotit de transfert régional est inférieur au cott de transfert
globale. Considérons le systéme.

{y'(f)ZAy(t)+Bu(t) 0<t<T
y(0) = ¢°

ou A génére un semi-groupe fortement continu sur
E=1*(Q),Be (UE) ety(0) € E

Le systéme admet une solution unique tel que y,(.) € L*(0,T; E) .Soit y? € L? (w) un
état désiré. On se pose le probléme de transférer & moindre cotit de I'état y° du systéme
a y?a linstant 7.
Considérons I’ensemble

G ={g € E tel que g = 0 sur w}

alors existe-t-il un controle & énergie minimale u € U tel que y,(t) —y¢ € G ?
Soit
Usa = {u €U |y, (T) —y* € G}

Alors le probléme est de minimiser
. 2
{ min [[ul[;;

u € Uyqg

Pour cela nous proposons 'approche générale suivante.

2.5.1 Approche générale

Cette approche consiste a considérer le probléme du contréle régional comme un probléme
particulier de la controélabilité
élargie. Considérons le systéme ([2.1]) et posons

G% = {g € E* tel que g = 0 sur N\ w}

Pour ¢° € G°, considérons le systéme

{ o' (t) = —A*p(t) t €]0, T
@ (T) = ¢°
et

T
1212 = / 1B (1) dt

Nous considérons aussi le systéme

{ W' (t) = Ay (t) + BB*¢ (t) t €]0, 7
P (0) =¢°

ensuite on définit 'opérateur M par
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Me" =P () (T)).

ou

P = X:Xw

M est opérateur affine que ’'on décompose

Mg’ =P (4o (T) + 41 (T))

{ Vo(t) = At (1) t €]0, T
Yo (0) = ¢/°
et
{ Vi (t) = Ay (t) + BB*o (1) t €]0, T
(00 (O) =0
On pose

A” =p (1 (T)) (2.14)

A est un opérateur borné et symétrique. En effet pour ¢°, 3" € G°, nous avons

M¢@%=wwﬂﬁ%543w@3w@ﬁ

Avec ces notations, le probléme de la contrélabilité régionale conduit a la résolution de I’équa-
tion

Ag® = x5y = p (Yo (7).
nous avons alors le résultat
Proposition 2.8[34]
Si le systeme (2.1) est w faiblement régionalement contrélable alors 'équation (2.14) admet
une solution unique ©° € G°. Le controle

u* (t) = B¢ (T)

permet le transfert du systéeme (2.1) dans G a linstant T, ou encore

y(T,u*) |u=y".

De plus ce contréle minimise la fonction codt

T
um_/ummwmwmw
0

Démonstration. Voir[34] =
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2.5.2 Notion d’observabilité

Connaissant la dynamique du systéme et la fonction de commande, la reconstruction de
I'état du systéme peut se réduire & la reconstruction de ’état initiale y(0). Par ailleur, les
systéemes considérés étant linéaires, la solution du systeme s’obtient en ajoutant le régime
libre avec y(0) # 0 est le régime contrdlé. Le probléme d’observabilité revien donc a celui de
I'existence d’'un opérateur G : Y — X tel que y(0) = G.,. 1l s’agit de déterminer g, solution
de I’équation :

z(t) = CS(t)yo = Kyo, t € [0,T] (S)
L’équation (5) fait apparaitre l'opérateur K tel que :
K : X—L*0,T0) (2.15)
T

y — Ky— / CS(E)y(t)dt

O est I'espace d’observation ( ouvert non vide de IR?).
K est linéaire borné. Il est facile de voir que :

K* : L*0,T,0) — X
T

Yy — K*y:/S*(t)C*y(t)dt
0

Comme pour la controlabilité, on peut voir que sous certaine conditions nous ne pourons pas
observer n’importe quel état initiale 1o, mais on peut observer des états aussi proches de g
qu’on le souahaite.

Définition 2.5.1 Le systeme (2.1) augmenté de l’équation de sortie (S) est dit exactement
observable sur [0,T] si Im (K*) = X'

Définition 2.5.2 Le systéme (2.1) augmenté de I’équation de sortie (S) est dit faible obser-
vable sur [0,T] si KerK = {0}.

Remarque 2.5.1 On peut également parler de l’exacte observabilité dans X; C X, quand
X;CIm(K*).

2.5.3 Caractérisation d’observabilité exacte

Proposition 2.5.1 [43] Le systeme (2.1)) augmenté de [’équation de sortie (S) est exactement
observable sur [0, T si : Iy > 0 tel que |lyo|lx < Kvoll 207 1re) POUr tout yo dans X.

2.5.4 Caractérisation d’observabilité faible

Proposition 2.5.2 [43] Le systéeme (2.1)) augmenté de I’équation de sortie (S) est faiblement
observable sur [0,T] ssi Im (K*) =Im (K*K) = X'.
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2.6 Dualité

Il existe une dualité mathématique entre controle et observabilité. Cette dualité permet le
transfert les résultats établis pour la contrdlabilité & 1'observabilité ( ou vice versa).
On considére 'opérateur H défini en (2.3) par

Hy : L*(0,T;U)— X .
T
u — HTu:/S(T—S)Bu(s)ds.
0

H c’est I'opérateur de controle, il associe, a tout controle u un état y € X. Lorsque yy = 0 la
controlabilité consiste a trouver un controle u tel que

Hru =y, (2.16)

Ot y4 est donnée dans X. comme on a vu précédemment 'adjoint H* de H est donné par

Hy=B"S*"(T—-.)y (2.17)
La formule (2.17)) montre que l'adjoint H* de H peut étre vu comme un opérateur de sortie

(il a la méme forme que l'opérateur d’observation K défini dans (2.15)) qui associe & tout y
dans X, 'observation

H*y = B*S*(T — .)y € L*(0,T,U) (2.18)
Finalement, on peut commencer indifféremment par ’observation (ou le controle) et déduire

les résultats sur le controle (ou l'observation) en utilisant cette dualité. C’est pourquoi on
introduit la définition suivante.

Définition 2.6.1 [e systeme contrélé

{ y(t) = Ay(t)+Bu(t); 0<t<T (2.19)
y(o) = Yo
et le systeme observé
y(t) = Ay(t); 0<t<T
y(o) = o (2.20)
2(t) = Cylt)
sont duaux si
A=A e B*=C (2.21)

Méme si cette définition n’a pas d’explication physique, elle est tres utile pour obtenir les
résultats sur ['observabilité d’un systéme a partir de ceux établies sur la controlabilité de son
dual (ou vice versa). A partir de cette définition et de (2.1§), on a

H*y=B*S*y=CSy =Ky
et on obtient immédiatement le résultat suivant.

Proposition 2.6.1 [14] Si les systémes et sont duauz, alors le systeme

est faiblement observable si et seulement si le systeme 2.]9) est faiblement contrélable.

Démonstration. Voir [14]. m
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2.7 Théorémes de prolongement unique

La méthode de H.U.M ou Hilbert Uniqueness Method, a été introduite par J. L. lions dans
[40], pour I’étude de la controlabilité de I'équation des ondes. Elle a ensuite été appliquée a un
large éventuel problémes ol on construit ’espace des états atteignable, cette construction est
basée sur un théoréme de prolongement (ou continuation) unique :Holmgren pour les ondes,
Mizohata ou Saut-Scheurer pour la chaleur. Ces théorémes sont a la base de la plupart des
méthodes de résolution de problémes de contréle et d’identification.

Nous allons d’abord présenter le théoréme d’unicité de Cauchy pour I’équation de la chaleur
linéaire.

Théoréme 2.7.1 [42] (Unicité de Cauchy)
Soit Ty C T une partie non vide du bord, on note Y9 = T'g x 0, T, soit y(x,t) vérifiant

%+Ay=0 dans @

y=20 sur X
%:O sur X

alors y est identiqguement nulle dans Q.

Considérons la solution de 1’équation parabolique
% + Ay =0 dans Q, (2.22)

ou A est un opérateur elliptique d’ordre 2 sur lesquels les conditions seront précisées pour
chaque théoréme. Dans tous les cas, l'ouvert Q doit étre connexe et Q = Q x |0,7. Les
deux théorémes qui suivent intervient la notion de la composante horizontale dans un ouvert
d’espace-temps.

Définition 2.7.1 (Composante horizontale)

Soit O un ouvert inclus dans Q) on dit qu’un point p € @ appartient a la composante hori-
zontale de O, s’il existe une courbe horizontale joignant p a O c’est-a-dire a une ligne dont
les points ont tous la méme coordonnée en temps.

Nous pouvons a présent énoncer le théoréme de S. Mizohata suivant

Théoréme 2.7.2 [36] (S. Mizohata)

Soient € un ouvert connexe de R™ et A un opérateur elliptique du second ordre dont les
coefficients appartiennent ¢ C*(Q). Soit y la solution de pour cet opérateur et O
un ouvert inclus dans Q). Toute solution de qui s’annule dans O s’annule dans la
composante horizontale de O.

Théoréme 2.7.3 [36] (J. C. Saut et B. Scheurer)
Soient Q) un ouvert connexe de R™, A un opérateur elliptique du second ordre défini par

o 0 0
b . __  __ b .
Au =}, ay (a:,t)axi.axju +_, bi(x, t>8xi

u+ c(z,t)u,
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ot les coefficients de A vérifient

a;; € C'(Q) 1<4,j<p
b, € e (Q) 1<i<p
c € L= (O,T, Llloc (Q))

Supposons que la solution de vérifiey € L? (O, T, HE. () et qu’elle s’annule dans un
ouvert O € Q. Alors y s’annule dans la composante horifzontale de O.
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Chapitre 3

SENTINELLE DES SYSTEMES
DISTRIBUES A DONNEES
MANQUANTES

Dans ce chapitre on s’interesse a la détection de pollution en milieu fluide (Lac, Riviére,
estuaire, ...etc). Nous supposerons que la pollution est due & la présence de composés chi-
miques (Nitrate, Plomb,...) provenant des décharges externes ou sédimentaires. Les sources
de Pollution diffusent au cours du temps des déjections toxiques dans 'eau. L’identification
de ces polluants peut se traiter en effectuant des observations du phénomeéne au milieu du
domaine. Et par ’application de la méthode des sentinelles

3.1 Position du probléme

Dans ce chapitre on considére des systémes évolutifs dans un ouvert borné 2 de R*(n = 1,2,3
dans les applications ) de frontiére supposée assez réguliére 092 = I'. L’état du systéme est
disigné par y, qui est une fonction de z € Q et de t € (0,7) a valeurs dans R. L’état y
dépend également d’un certain nombre de parameétres ou fonctions connues ou inconnues,
plus précésement ’état satisfait a I’équation aux dérivées partielles

%+Ay+f(y):§+)\fdansQ:Q><(O,T). (3.1)

Dans (3.1]) 'opérateur A est un opérateur différentiel elliptique du 2 éme ordre :

— O dy
2,7=1
Ja > 0, a45 (7,1) GG > aiG, ¥¢, ¢ € R pp dans Q. (3.3)
On suppose que
aij € L> (Q) . (34)

Les hypothéses sur la fonction f doivent étre telles que 1'équation (3.1) a laquelle on va
ajouter des conditions intiales et aux limites admet au moins une solution globale dans Q).
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3.2. Observation de 1’état

Dans le deuxiéme membre de (3.1) £ est connu dans un espace de Hilbert ou Banach, mais
)\f (appelé terme de pollution) n’est pas connu On sait seulement que Hf H < 1. On suppose

aussi que \ est assez petit. On désignera par y (0) la fonction y(x,0) Si les conditions initiales
sont incomplétes. le systéme est appelé systéme & données manquantes. Soit

y(0) = yo + 7o (3.5)

Yo est donnée dans un espace de Hilbert ou de Banach convenable disons. ||go|| < 1 avec 7
suffisamment petit. Pour fixer les idées on suppose que

y=0sur X =T x(0,7). (3.6)

Dans certains problémes on peut avoir aussi des termes de pollution et des termes manquants
dans les conditions aux limites.

Y=go+ A go sur Xg=101¢x(0,7),
y=qg +7mg sur X =T x(0,7), (3.7)
y=20 sur Y\ U X,

ol Jo et g1 sont dans la boule unité d’un espace de Hilbert ou de Banach convenable et Ay
et 71g1 sont des termes de pollution ( resp manquant).
Soit maintenant le systéme

9, .
S A =R dans Q=0 (0.7),

y(0) = yo + 790 dans Q, (3:8)
y=20 sur hIN

pour A et 7 donnés ainsi que é et 7o le probléme 1} admet une solution unique que l'on
note y (x,t, A\, 7).
notre question est la suivante

A partir des mesures disposées sur ’état du systéme;
peut on estimer le terme de pollution A\¢ indépendamment du terme manquant 7gq?

Notre objectif est de donner une méthode permettant d’obtenir des informations sur )\é qui
ne soient pas affectées par les variations de la donnée initiale autour de yo. On établit ainsi
une distinction entre le terme de pollution )\é et le terme manquant 77y que l'on ne cherche
pas a identifier. pour espérer pouvoir obtenir quelques informations il faut observer 1’état y.

3.2 Observation de I’état

Le probléme d’estimation de données manquantes consiste a observer I'état y du systéme
sur une partie accessible du domaine et de disposer des mesures expérimentales. On suppose
que toutes les observations sont effectuées dans un intervalle de temps (0,7) et dans un
domaine (supposé arbitrairement petit) appelé observatoire w C . On pose O = w x (0,7")
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et y(x,t, \, T) = Yops sur O. On peut distinguer plusieurs type d’observations suivant les types
d’observatoires :

Observations régionales internes

L’observatoire w est une petite région de €2; c’est le cas par exemple d'un fluide soumis a
deux sources de pollution S1 et S2 et dont ’observation est faite dans une petite région w de
ce fluide.

Observations mobiles

C’est le cas d’un observatoire qui dépend du temps O = O(t), par exemple un bateau obser-
vatoire, {2 étant alors un océan, un lac, etc...

Observations instantanées

C’est le cas dont on effectue des observations discontinues par rapport au temps.

Remarque 3.2.1 Dans toute la suite on suppose que les observations sont données sans
bruits, i.e. Yyops = constante.

Pour résoudre un probléme d’identification, une technique trés répondue est la méthode des
"moindres carrés” par ailleurs, a la fin des années quatre-vingt, une nouvelle méthode a vu
le joure :"la méthode des sentinelles” [31].

3.3 Méthode des moindres carrés

La méthodes des moindres carrés est restée la plus populaire des techniques d’identification
de paramétres aussi bien pour les equations différentilles ordinaires (EDO) que pour les
équations aux dérivées partielles (EDP) .

Supposons que v représente le vecteur des parameétres recherchés la technique des moindres
carrés consiste a minimiser la distance au carré entre les valeurs observées y.,s et les valeurs
calculées y (v) pour les v parcourant 'espace des parameétres U. Ainsi, le probléme d’identi-
fication revient & la résolution du probléme d’optimisation

. 2
E,Iél[? ”y (U) Yobs “

ot y (v) est la solution du systéme :

Dans la méthode de moindres carrés tous les paramétres incounnus jouent le méme role.
On ne fait pas de différence entre les paramétres (aux termes de polution et aux termes
manquants). Il ya donc risques de ne pas pouvoire séparer nettement les roles des uns et
des autres. De plus, les données disponibles y,,, peuvent étre insuffisantes par rapport au
nombre de paramétres recherchés, ce qui conduit a une infinité de solutions possibles .On a
dans ce cas un probléme d’unicité de la solution, aussi pour un jeu de données prélevées dans
le méme domaine, la résolution peut conduire & une fort pertubation de la solution, il s’agit
d’un probléme de stabilité.
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3.4 Méthode des sentinelles

3.4.1 Définition de la sentinelle

Elle répondait d’une part aux préoccupations citées dans le paraghraphe (3.1) et d’autre part
a I’élaboration d’un algorithme rapide dans le calcul des paramétres inconnus. Cette théorie a
été par ailleurs développée dans des applications en evironnement par son auteur ”J.L lions”
durant quatre années a travers des articles et des conférences pour enfin résumer le tout dans
son livre publié en 1992 "sentinelles pour les systémes distribuées a données incomplétes".
On se place dans le cadre du probléme . Soit hg € L*(O) une fonction donnée, soit
w € L? (O) une fonction a determiner. On considére la fonctionnelle :

S\ T) = / (ho +w)y (z,t, N\, 7) dadt (3.9)
0x(0,T)

Définition 3.4.1 On dira que la fonctionnelle S (A, T) est une sentinelle définie par hqy si
les conditions suivantes ont lieu
08

E ()‘7 T) ‘A=T=O: 0>v@0 (3.10)

[wl| 20y = min. (3.11)

Remarque 3.4.1 I- La condition exprime ['insensibilité de la fonction sentinelle par
rapport au terme manquant 7yy. Ce qui permettre de déterminer le terme de pollution indé-
pendament du terme manquant.

2- Si la fonction hgy vérifie hg > 0 et fOX(O,T) hodzdt = 1, alors M (A, 7) = fOX(O,T) hoy (z,t, A\, 7) dxdt
est une moyenne et la condition exprime que la sentinelle est aussi proche que possible
d’une moyenne. Mais, dans la définition de la fonction M (X, T) il n’y a aucune raison pour

que %—J\T/[ (A, 7T) [x=r=0= 0 et pour cela on introduit les fonctions w pour bien définir la fonction
sentinelle.

3- Les deux conditions (3.10}) et (3.11)) définissent w de maniére unique.

3.4.2 Informations données par la fonction sentinelle

Soit 4° la solution du probléme

) 0
e AT =€ dans Q=0 (0,7),
Yy’ (0) =yo dans Q, (312)
Y0 =0 sur v,
on suppose que I'on peut calculer y°. Alors, si w est bien déterminée on peut écrire
5(0,0) = / (ho + w) y0dadt, (3.13)
Ox(0,T)
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un dévellopement limité de Taylor a 'ordre 1 de la fonction S (A, 7) donne

oS oS

et comme par définition 5 (X, 7) [\=r—o= 0, alors
05 (0,0)

S(A\T)=25(0,0)+ A +o(||(A, 1)) -

o\
de sorte que si yops est connue on remplage S (A, 7) par S,ps avec,
Sops = / (h 4+ w) Yopsdxdt (3.14)
Ox(0,T)
on obtient ’éstimation 95
A X N (0,0) = (Sops — S (0,0)) . (3.15)

Cela donnera une information sur le terme )\é et ¢a justifie la technique de la sentinelle.

3.4.3 Condition d’insensibilité

On suppose que % (0,0) = Tlinow est calculable, on note y, = g—ﬁ (0,0) .
y (0,7) est la solution du probléme
dy (0,
%‘FAQ(O,T) + f(y(0,7))=¢ dans Q=Qx(0,7),
y(0,7)(0) = yo + 790 dans Q, (3.16)

y(0,7) =0 sur ¥,
et y(0,0) = 4% est la solution du probléme (3.12)). En soustrayant (3.12)) de (3.16]) et en

multipliant par %, on obtient

( _ 0 — 0 — 0
B y((],T) Yy _|_A y(O,T) Yy + f(y (O,T)) f(y ) =0 dans Q,
ot T T T
0
y (0,7) (0) =" (0) = 0o dans €,
(0,7) — 3
\ y 5 y — O sur Z,
(3.17)
un passage a la limite dans (3.17)) quand 7 — 0 vérifie que y, est solution de
0y,
Yoy Ayt 00 =0 dans Q=2 (0.7),
s (0) = 4o dams Q. (3.18)
yT = 0 Sur 27

ot f'(y°)y, est la dérivée de f (y(0,7)) par rapport a 7 au point 4° = y(0,0). Alors la
condition d’insensibilité de la sentinelle par rapport a 7 (3.10)) équivaut a

oS

5 (A, 7) [a=r=0= / (ho + w) y,dzdt = 0. (3.19)
T 0x(0,T)
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Dans tous ce qui suit on suppose que

Yo, 9o € L* () (3.20)

3.4.4 Passage au probléme adjoint

Soit A* l'opérateur adjoint de 'opérateur A ( obtenu en remplagant les a;; par aj ). On
considere le probléme adjoint suivant :

dq
—— + A%+ f () g = (ho +w)xo dans Q,
ot (3.21)
q(T)=0 dans €, :
q=0 sur 2,

ol Yo est la fonction caractéristique de O. Le probléme (3.21)) admet une solution unique ¢
qui dépend de w, sous des hypothéses trés générales sur [’ (y°) [41]. Maintenant on multiplie

I’équation de (3.21]) par y, et on intégre sur () on obtient

[ (F58+ a0 1 0P a) ot = [ (@0 +0) x0) oot
Q Q

une intégration par parties donne

—/q(T) (T)dx+/ 0) dar +
Q Q
(/ o (Ay,) qdxdt —

/ y-dldt —i—/f’ qudxdt
Q
/ (ho + w) x0) y-dzdt.
Q

+

Et avec les conditons des deux problémes (3.18) et (3.21]) on obtient

/ (ho + w) yrdzdt = / q(0)godx (3.22)
0 Q
Alors la condition devient
q(0) = 0. (3.23)

Notre probléme est donc de trouver w € L*(O) telle que 'on ait (3.23)) et (3.11]). C’est un
probléme de controlabilité a zéro.

Remarque 3.4.2 Le choiz w = —hg donne une solution pour le probleme , et
mais cela va annuler la fonction sentinelle et donc ne saurait aucune information.
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3.4.5 Existence du controéle optimale

Il est assez naturel de séparer les deux composantes
qg=q +z (3.24)

telles que ¢y est solution du probléme

0
—ﬁ + A*qo+ ' (v°) @0 = hoxo dans @,
0 (T)=0 dans €, (3.25)
qg=0 sur X,

et z est solution de

oz + Az + f (y°) z = wxo dans Q,
ot (3.26)
2(T)=0 dans (2, :

z=0 sur X,
la fonction g est calculable, alors, on cherche a trouver w tel que z(w) vérifie
2(0,w) = —qo(0), (3.27)

avec (3.11). En résumé le probléme d’existence d’une unique sentinelle revient a résoudre le
probléme d’optimisation suivant

(P) {mig 0} (3:28)

avec 8
—S A A () 2= wxo dans Q.
U= w, z(T) =0 dans  Q, (3.29)
z2=0 sur Y,
2(0) = —qo(0).

Proposition 3.4.1 Le probléme (P) admet une solution unique.

Démonstration. Le domaine U est non vide, fermé et convexe d’autre part I'application
w — [|w|| 2oy est continue coercive et strictement convexe sur U. Alors, le probléeme (P)
admet une solution unique qu’on note w.[2] m

Pour obtenir le systéme d’optimalité du probléme (P) on utilise la méthode de pénalisation.

Pénalisation

Pour € > 0 on introduit la fonctionnelle

2

1 0z . L 00
2—€H—a+A 2+ f (y)z—on (3.30)

-
Je (w,z) = 3 [wllz20) +
L2(Q)
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Soit le probléme
(P.) { min J. (w, z)} , (3.31)
(w,z)€Ue
avec

0
—a TAEE I ()2~ wvo € 12(Q).

U. =< (w,2), z2(T) =0 dans Q, (3.32)
z=10 sur X,

2(0) = —qo(0)

Proposition 3.4.2 Pour tout €, Le probléme admet une soution (we, z:) qui converge
faiblement vers (w, 2) quand ¢ — 0, ot W est la solution du probleme (P) et Z la solution
du probléme associée @ wW.

Démonstration. Remarquons que pour tout w € U et z tel que

—% + A2+ f (4°) z = wyxo dans Q,

2(T)=0 dans €,

z=10 sur - X,
(0) = —g00).

le couple (w, z) € U, et comme U est non vide alors U, n’est pas vide de plus il est fermé.
D’autre part ’application J. est continue coercive et strictement convexe, alors le probléme
(P.) admet une solution unique (w,, z.). Cette solution vérifie alors,

Je(We, 2z2) < Jo(w, 2),V(w, 2) € U.. (3.33)
En particulier pour (w, 2), on a

1 H 0z,

2

a0 = €. (334

+ A*Ze + f/ (y(]) Ze — WeXO < %

1 2
3 [wel[72(0y +
L2(Q)

2% || ot

ce qui implique que

0z,

ot

< CYe. (3.35)
L2(Q)

mwmmscmu— At () 2 — oo

La deuxiéme inégalité de (3.35) nous permet de montrer que dans un espace fonctionnel
convenable noté W on peut montrer que (z.) est bornée [8]. Par conséquence il existe une
sous suite notée encore (w,, z.) et deux fonctions w € L? (O) et z € L? (Q) vérifiant

w, — w faiblement dans L2 (O) (3.36)
ze — z faiblement dans w ’
avec Z est solution du probléme
0z oy = _

3 +AzZ+ f'(y°) 2= —wxo dans Q,
zZ(T)=0 dans €, (3.37)

z=0 sur - X,

z(0) = —qo(0).
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et comme J; est convexe et continue alors on a [52]

Jo(w, z) < lim inf J.(w,, z).

e—0

ce qui implique d’aprés (3.37) que
L2 L
3 [0 720y < E1£>nolnf Je(We, ze).

D’autre part et de (3.34]) on a

. . 1 ™ 2
Jim inf Je(we, ze) < 5 10720 -

alors et - donnent

Lo Lo
b Hw”Lz(O) < ) HwHLz(O)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

et d’aprés 'unicité de la solution pour le probléme (P) on déduit que w = w. Et d’aprés
I'unicité de la solution pour les deux problémes ([3.26]) et (3.37) on déduit que les solutions z

et Z assocées respectivement a w et w sont identiques. m

Systéme d’optimalité pour le probléme (F.)

Proposition 3.4.3 (w, z.) est solution unique du probléme (P.), si est seulement s’il existe
une fonction p. € L* (Q) telle que (we, z-, p:) est solution du systéme d’optimalité suivant

0z
62 + Az + f'(y°) 2. = wxo —ep- dans Q,
2 (T)=0 dans €,
Ze = O sur E,

2:5(0) = _QO(O)'

ot

op.
P 4 Ap.+ F (4°) p. =0,
pe =0 sur X,

sans aucune information sur p. at =0 ou at =T, et tel que

WeXO = —Pe-
Démonstration. La solution (w,, z.) est caractérisé par

%\ Je(We, ze + Az) = 0,Y(we, 2z + Az) € U,
S Je(we + Aw, z2) = 0,V(we + Mw, 2.) € U,

0
d’apres la linéairité de Popérateur —— + A* + f’ (y°) — wyo on peut écrire

ot

%\ Je(We, ze + A2) = 0,Vz € U;
Jo(we + Mw, z.) = 0,Yw € L*(O)
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3.4. Méthode des sentinelles

avec

( ( 0z )
g TAEE (W) 2 —wxo € L2(Q),
2(T)=0 dans €,
Uir=9%9 2=0 sur X, (3.46)
z(0) =0,
. lwelL?(0), )
ce qui entraine apres calcule que
82 * / 0
Pe —a—i-A 2+ f (y)z dzdt = 0,Vz € Uy, (3.47)
et
/ wewdzdt — / p-wxodrdt = 0,Yw € L*(0) (3.48)
Ox(0,T)
avec . 5
2 .
Pe = g <_ ot + A%z + f/ (yO) e — wsXO) (349)

L’équation (3.47)) est vérifie pour tout z € Uy, et comme il est claire que © (Q)) C Uy, alors,
on a

ng (—% + Az + £ (4°) z) dxdt = 0,Vz € D (Q),
0
Pes —6—j + Az + f' () z> =0,Vz € D (Q), (3.50)
dpe
— (St o+ () paz ) =02 € D(Q),
on déduit alors que
0pe ,
8pt + Ap-+ ' (°) p- = 0, dans Q. (3.51)
et comme
p- € L*(Q),
et
Ope

ot A+ 11 (0") pe € L(Q),

alors en appliquant le théoréme de trace [50], on déduit que les fonctions traces p. (0), pe (T')
et p. sur ¥, existent. En multipliant (3.51)) par z € U; et en intégrant par parties sur ) on
aura

I <_% + A%z + ' (1°) Z) peddt + [p(T)z (T)dx — [p-(0)z (0) dx + f%pgdrdt
o\ ot 0 0 =01
Ope
_ Tdt =
gan 2dldt = 0,Vz € Uy,

et du fait que z € Uy, on obtient

9
92 b ddt = 0,V € Uy,
on

2
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ce qui implique que
pe =0 sur X, (3.52)

les deux équations (3.51)) et (3.52]) forment le systéme d’optimalité ((3.42)).
Maintenant de ([3.48) on a

/ (we — pexo) wdzdt = 0,Yw € L*(0),
Ox(0,T)

ce qui donne
we — pexo = 0 dans @,
ainsi
We = PXO- (3.53)

Systéme d’optimalité pour le probléme (p) Dans une topologie convenable on peut
montrer que p. — p quand € — 0 telle que p est solution du systéme d’optimalité du
probléme (P);

0
A+ f () p=0 dans Q,
ot (3.54)
p=0 sur X, :
p(0) =p° dans €,

Ou p° est a determiner dans la suite. D’aprés (3.43)) et la proposition (3.4.2) on déduit que

W = pXo- (3.55)
Le probléme ([3.26) devient
8Z * ! (,,0
—; TA ()2 = pxo dans Q,
2(T) = 0 dans €, (3.56)

z =0 sur X,
finalement le probléme d’existance du controle optimale w devient le suivant

trouver p® dans un espace convenable,verifiant

2(0,p) = =4(0), (3.57)
w = pXo-

Calcule de p° On définit I'opérateur A par
Ap® = 2(0, p). (3.58)

Cet opérateur est défini pour p® assez régulier par exemple pour p° € L? (©2). On doit donc
résoudre dans un espace fonctionnel convenable

Ap® = —4(0), (3.59)

50 Décembre 2018



3.4. Méthode des sentinelles

on multiplie (3.56) par p, ot p est la solution de (3.54]) correspondante & 5° et en intégrant
par partie on obtient

0 0 N
<AP ) P >L2(Q) = /OX(O . ppdxdt, (3.60)
en particulier pour p° = p°
0 0 _ 2
(Ap°,p >L2(Q) = /O><(O T)p dxdt. (3.61)

On introduit la quantité

10" = ( / - p%mhs)é (3.62)

La quantité (3.62)) définit une norme pré-hilbertienne sur L? (). En effet, si

lo°]] =o.
alors d’aprés (3.62))
||P||L2(0) =0,
ce qui entraine que
p =0 dans O,

et si les coefficients de A et f (y°) sont assez réguliers, on déduit d’aprés le théoréme d’unicité
de Mizohata (1.5.2) que
p =0 dans Q,

ce qui implique que p° = 0. Soit maintenant, I le sous espace de Hilbert complété dans
L? () pour la norme (3.62)).

Remarque 3.4.3 [41] l'espace F existe c’est l'espace le plus grand des données intiales p°
pour lesquelles la solution correspondante p du probleme vérifie p |o€ L? (O).
- Si F' désigne le duale de F, alors, qo(0) € F.

Théoréme 3.4.1 [41] L’opérateur A est un isomorphisme de F sur F' de plus il est symé-
trique ; A* = A, alors l’équation admet une solution unique

P = —A g0 (0), (3.63)

ce qui montre l’existence et ['unicité d’une sentinelle définie par hy et donnée par
S(\T) = / (ho + p) y (z,t, A\, T) ddt. (3.64)
0x(0,T)

Remarque 3.4.4 Pour que la sentinelle ne soit pas nulle, il suffit de choisir hg # p.
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3.4.6 Estimation du terme de pollution

Théoréme 3.4.2 Comme y°, p et p° sont calculés sur O, alors, le terme de pollution )\é est
estimé par la relation

/ (qo + 2) Aédzdt = / (ho + p) (Yobs — y°) dadt. (3.65)
0x(0,T) 0x(0,T)

ot y°,qo et z sont respectivement les solutions de (3.19), (3.25) et (3.26) et yops est Uétat
observé sur O pendant 'intrevalle du temps [0,T].

Démonstration. Soit S (), 7) la sentinelle définie par hg, de I’équation (3.15]) on a

295 (0,0) = (Sobs — S(0,0))

O\
- / (h + p) Yobs (x, t) dxdt — / (h + p) y’dxdt
Ox(0,T) 0x(0,T)

avec

oS
N (0,0) = / (ho + p) ya (z,t) dxdt
Ox(0,T)

ou ¥y, est solution du probléme suivant

0 .
%—l—Ay,\—i-f(y,\):g dans Q =Q x (0,7),
yr(0) =0 dans Q, (3.66)
yx =0 sur Y,
on a alors
!/
)\/ (ho + p)yx (z,t) dedt = / (ho + p) (Yobs — y°) dudt, (3.67)
0x(0,T) Oox(0,1)

en multipliant (3.21]) (avec wyo = p) par y, et en intégrant par partie on obtient
A / (ho + p) y (z, 1) dzdt = X / gédxdt, (3.68)
0x(0,T) 0x(0,T)
de (3.67)) et (3.68]) on obtient

A / gédzdt = / (ho + p) (Yobs — ¥°) dadt.
0x(0,T) 0x(0,T)

D’ou le résultat du théoréme. m
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Chapitre 4

LA CONTROLABILITE MAXIMALLE
&LA CONTROLABILITE FAIBLE
AVEC UN NOUVEAU CHOIX
D’ACTIONNEUR

Dans ce chapitre,on définie une autre notion de la controlabilité c’est la controlabilité maxi-
male.Puis, nous allons introduire un nouveau choix d’actionneur pour confirmer la controla-

bilité faible.

4.1 Controlabilité maximale d’un systéme parabolique

Nous allons considerer une équation de chaleur linéaire dont la donnée initiale et les
conditions frontiéres sont nulles . Le systéme comporte un terme de controle.

4.1.1 Position du probléme

Soit 2 un ouvert de R™ representant le domaine geometrique du systéme (n=1,2,3 pour les
applications) et soit 7> 0 on suppose que la frantiere 92 de € est assez reguliére.
On considére le systéme decrit par I'équation d’état

d%—it)%-Ay(t) = Bu sur )
y(0)=0 sur € (4.1)
y(t)=0 sur ¥

ot A génére un semi groupe fortoment continu(S (t)),», sur espece d’ état X = L*(Q) ,
Be £U,X)etuec L?(0,T,U) ,U = RP étant Pespace des controles.

L’opérateur A fournit la dymanique du systéme et 'opérateur B nous reuseigne sur la nature
des actionneurs excitant le systéme et leurs localisations.

Notons ¥, () la solution du systéme (4.1).
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4.1. Controélabilité maximale d’un systéme parabolique

Si A est auto-adjoint a résolvante compacte alors (4.1) admet une solution faible unique sur
[0, 7] donnée par :

yu(t) = S(t)y(0) + /S(t — s)Bu(s)ds

On considere H : L? (0, T, R’) — X L’opérateur deéfini par

Hpu = / S(t — s)Bu(s)ds Yu € L*(0,T, RP) (4.2)

L’adjoint H*de H est défini par :
H*2*=B*S*"(T'—.)z" Vz"e X"
4.1.2 Controlabilité exacte
Le systéme considéré est (4.1) et X désigne l'espace d’état; T > 0.
Définition 4.1.1 Le systéme (4.1) est dit exactement controlable sur [0,T] si :
Yyg € X,3u € L*(0,T;U) telle que :y(T) = ya.

Remarque 4.1.1 La définition précédente equivalante a : ['opérateur Hr étant défini en

[E2).

Définition 4.1.2 Soit X1 C X un sous espace de X, le systéme(4.1) est dit exactement
contrélable dans Xy st : Vyg € X1, Ju € L*(0,T;U) telle que: y(T) = yq.

Remarque 4.1.2 La définition précédente est équivalente a X1 C ImHr.

4.1.3 Caractérisation de la controlabilité exacte

Proposition 4.1.1 Le systéme (4.1) est exactement controlable sur [0,T] si et seulment si :
Fy >0 tel que: |yl x <y 1B ()Yl 20,20

pour tout y* dans X .

On utilise le lemme suivant pour montrer la proposition (4.1.1).

Lemme 4.1.1 [16] Si X1, Uy sont deuz espaces de Banach reflexifs et Hy € (Uy, X;) alors
, il ya équivalence entre :

i) X1 C Im(Hy)

ii) Iy > 0 tel que ||y*||X1 <~ ||Hi“y*||U{, pour tout y* dans X,
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4.1. Controlabilité maximale d’un systéme parabolique

Démonstration. (de La proposition 4.3.1)
On pose Uy = L2 (0,T;U), X, = X et H; = Hy
Uy = L?(0,T;U), (S*(t)),5, est un semi-groupe fortement continue sur X;
e (y*,Hu) = (y*JS(T — s) Bu(s)ds)

= I{y*,S(T — s) Bu(s))ds

= §(B*S*(T = s)y*, u(s)) ds
alors

<gB*S* (T — s)y*ds,u) = (Hjy", u)
et donc
Hpy* = B*S" () y"

Ce qui achéve la démonstration. m
La proposition de caractérisation donnée ci-dessus est intéressante dans la mesure ou on a
ramen¢ l’exacte controlabilité & une inégalité assez facile a expliciter pour un systéme donné.

Proposition 4.1.2 Si Hy est compact alors le systéme (4.1) n’est pas exactement contro-
lable.

Démonstration. Le systéme (4.1) est exactement controlable sur [0, 7]

<= ImHr =X
<~ U Hr (B, =X
neN

ol B, est la boule centrée a I'origine est de rayon n dans L? (0,T;U) (i.e. B, = B(0,n)).
1) nenHr (B,) C ImHy (évidente) .
2) ImHy Cpheny Hr (Bn)?

Yo € ImHp = Jug € L? (O,T; U) , Yo = Hy (UQ)

uy € L*(0,T;U) = Ing, (nog = E (|Juol]) + 1), ue € B(0,n0),
yo = Hr(ug) C Hr (Bp,) Cnen Hr (By) .
Alors
ImHyp =,y Hr (B,).
Ceci implique :
nenHr (Bp) = X

Hyp est compact alors Hr transforme tout borné a une partie relativement compact. Alors

Hr (B,) é¢tant compact (image de la boule bornée par une application compact), alors

Hy (B,) = @,Vn € N,

et d’aprés le théoréme de Baire on déduit que

o
—

nENHT (Bn) =0
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alors

P o
|
Q

donc

c’est une contradiction. m

Corollaire 4.1.1 Si S (t) est compact, pour tout t > 0, alors le systéme (4.1) n’est pas
éxactement controlable.

Démonstration. On pose T, =T — ¢ , il est facile de voire que :

S () Hru 4% . S (T — s) Bu(s)ds = Hu.

S(t) est compacte pour tout t > 0 et Hr est borné alors, S(s)Hr est compact. Quand
e — 0,S(e)Hr, converge uniformément ver Hr alors, Hy est compact. D’ou’ le résultat du
corollaire. m

Définition 4.1.3 Le systéme (4.1) est dit exactement controlable dans X sur [0,T] si :
ImH =X

Proposition 4.1.3 Si B est compact ou A génére un semi-groupe fortement continu (S (T)),~,

est compact pour tout t > 0 alors le systéeme (4.1) n’est pas exactement contrélable.

On defini 'opérateur H associe a B par

Hpu =l S(t — s)Bu(s)ds Yu e L*(0,T,U
0

L’operateur Hpg est lineaire borné sur I'espace de controle U a valeur dans I'espace d’état X
On désigne par W 'espace suivant :

W ={£(U, X),1 ’espace des opérateurs linéaires bornes de U dans X.}

On définit sur cet espace une relation d’équivalence R :

\V/Bl,BQ eWw ,BlR By <— ]mHBl = ]mH32

" I'm” désigne I'image de 'opérateur

La relation R est une relation d’équivalence sur l’espace des opérateur W.On définit une
relation d’ordre sur ’espace quottions W/R par

VBl,BQ e WIR ,Bl S BQ 551 ImHBl C ImH32

Cette relation vérifie les hypothéses du lemme de zorn.
Donc on va démontrer que toute partie w C W totalement ordonée est majoree
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Théoréme 4.1.1 L’espace des classes d’opérateurs contréles posséde une classe d’opérateurs
maximale.

Démonstration. Soit V' = {B;c; },une famille totalement ordonnée dans 'espace quotient

et soit
Z =pevy ImHp

Soit y € Z , il existe au moins un B; tel que y € Hp;,donc il existe un u € U tel que
H Bz<u> =Y.

On pose Hp(u) = Hp,(u),cette construction de B n’est pas unique, on prend tous les opéra-
teurs B ayant la méme image Z, cette classe d’opérateurs est considére comme un majorant
de la famille. Par conséquence, toute partie totalement ordonnée est majorée. Par application
du lemme de zorn, il existe un élément maximal dans 1"espace des classes d’opérateurs des
controles. m

4.1.4 Applications

Dans cette section on va présenter un exemple d’application de ’équation de la chaleur;

d%—ff) — %y (t) = Bu, (t;z) € [0,1] x [0,1] (4.3)
y(0,2) =0 sur Q, z € [0,1]

y(t,0)=0 sur ¥ ,tel0,1]

Les opérateurs compacts B nen sont pas necessairment maximaux dans l’espace d’etat
L?(0,1) car si B est compact, 'opérateur Hp est compact donc s’il est surjectif I'espace
d’etat est de dimention fini contradiction avec la dimension de ’espace d’etat. voir Zerrik
[34]

4.2 Controlabilite faible et nouveau choix d’actionneurs

4.2.1 Formulation mathématiques du probléme

Soit €2 un ouvert borné non vide de IR" ( n=1,2,3 pour les applications) de frontiére I"assez
réguliére et 7' > 0. On note @ = Q2 x [0,7] , > =T x]0,T] et (.,.) le produit scalaire dans
Ly. Soit y(x,t;u) la solution de systéme

@(t) + Ay (t) = Bu  dans@

dt
y(0)=0 sur € (44)
y=20 sur

ot A génére un semi-groupe fortement continu(S (t)),5, sur Uespece d’état X = L*(Q), B €
LU, X) et u e L?(0,T,U), U = RP étant Pespace des controles. L’opérateur A fournit la
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dymanique du systéme. L’opérateur B nous renseigne sur la nature des actionneurs excitant
le systéme et leurs localisations.
Notons y,(t) la solution du systéme (4.4)).

Si A est auto-adjoint a résolvante compacte alors (4.4) admet une solution faible unique sur
[0,T] qui est donnée par

yu(t) = S(t)y(0) +4 S(t — s)B(s)ds =¢ S(t — s)B(s)ds.
On considére H : L? (0, T, RP) — X Dopérateur deéfini par

Hu =} S(t — s)B(s)ds, Yue L*(0,T,RP).
L’adjoint H*de H est défini par :

H*z* = B*S*(T — )z* V2" € X*,

4.2.2 Actioneurs strategiques

Définition 4.2.1 Le systéme (4.4) est dit faiblement controlable sur [0,T] si pour tout yq
dans X
Ve > 0,3u € L?(0,T;U) telle que : ||ly(T) — ya < e.

Définition 4.2.2 Une suite d’actionneurs (Qi,gi)izlp est dite stratégique si le systéme
qu’ils excitent est faiblement controlable sur €.

Pour les systémes distribués, la notion de faible contrélabilité est beaucoup plus adaptée,
nous pouvons la caractériser par :

Définition 4.2.3 Soit w; fermé contenu dans Q et g; € L? (w;) ,on appelle actionneur zone
le couple (wy, g;) ou’

i) w; représente le support de l'actionneur.

i) g; définit la répartition spatial de l’actionneur.

On suppose que le systéme (|4.4]) poséde une base complete des fonctions propres (¢,;)
de L*(Q) et A, les valeurs propres associées de multiplicité 7, .
Alors le semi groupe (5 (t)),, sera présenté par :

n>1,j=1,rn

S () =n2y €207 (s Py g (4.5)

Sous ces hypotheéses, nous avons le résultat de caractérisation suivant :

58 Décembre 2018



4.2. Controlabilite faible et nouveau choix d’actionneurs

4.2.3 Caractérisation de la controlabilité faible

Théoréme 4.2.1 On suppose que supr; = r < oo ,alors le systéme () est faiblement
controlable sur §2 ssi :

1. p =T
2.rang G, = r,,Vn>1
ou G,, = (Gn)i’j, 1<i<p,1<j<r,defini par:

(Gn)@j = <90nj7gi>9i'
Démonstration. Rappelons que la controlabilité est équivalente &
ker H* = {0} pour z*€ Ly(Q),

les (¢ij) étant complet dans Ls (£2), nous avons

* % e} An(T=t)ry, i
(H*2") (t) = <n=1@j:(1 g (Pnjr Gy (P 2 >>1€1p'

Si le systéme ( [4.4] ) n’est pas controlable sur 2, il existe z* # 0 tel que

Posons z,, défini par

<§0n17 Z*>
2, = e :
(Prra> 27)
alors
Gnzpn =0,Yn > 1 < rangG,, # ry,.
Znl
Inversement, soit n tel que rangG,, # r, alors il existe z, = e # 0 tel que Gz, # 0.
Znry,

Considérons z* € L? (Q) tel que

(=", o) =0si j#n,1 <k <y,

il vient
Llge eiie, (75 w5 =0,V #n,1 <k <p
et par suite
1 (Gks Pnida, (27, oni) = 0,1 < k < p,

autrement dit il existe z* # 0 € L? () tel que H*2* = 0, c’est a dire que le systéme n’est
pas contrélable sur €.
Notons que le résultat du théoréme implique que le nombre d’actionneurs est au moins égal

N

ar=supr, N
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4.2.4 Le nouveau Choix d’actionneurs

Si on choisi les gy defini par

o0

n o k—1
9k =n=1 §=1anj Pnj 7k = 17]9 ) 0< Qpj <1

on obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.2.2 On suppose que supr, = r < o0, alors le systéme est faiblement
controlable sur € ssi :
p=r

ou G, = (Gp),; , 1 <k <p1<j<r, défini par :

7j )

(Gn)k,j = <Spnj7 gk>Qk :

Démonstration. Le systeme (4.4]) est faiblement contrdlable ssi ker H*2* = {0}.
On a

* % [e'e) An(T— Tn *\
ker H*2* = {0} &2, & (005, gide (@ngs 27) = 0,

et comme {e*} forme une base dans L2 (Q) alors,

(g gk (s 27) =0 k =1,p ,Vn,

pour
Gk =0y o ong k= 1,p, 0 <oy <1,
on obtient
;7;1<90nj720:1 ;110/;;;19071]'>Qk (Pnj,2") =0 k=1,p,0<ay <1,Vn,
=" aﬁ;1<g0nj,z*> =0 k=1,p,,0<a, <1lVn.
pour k =1
(Ony, 2" + {Pngy 2°) + coves + {0y, 27y = 0,
pour k = 2
Oy (s 2°) + Qg (Prgs 2°) + o+ Qe (P 27) = 0,
pour k= 1p

Oé£1_1<90n1a Z*> + O-’fm—1<(10n27 Z*> + o + aﬁ;j(tpmn, Z*> - O’

qui est équivaut a

1 1 1 <§0n1’ Z*>
(a7 %1 Qn2 Anrn <S0n27 Z*>
= 0.
ol aryl o ( ")
nl n nrn Pnry,
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De la forme matracielle
AX =0,

ou A est une matrice de P ligne et r, colone .

ot A est une matrice de P ligne et r,, colone de polynéme de degré P,
ainssi que les vecteurs sont lineairement independament

on a

AX=0= X=0

(©ny, 2%)

(Png, 27)
X =0« =0 ,Vn

{Prrn s Z*>

z*est orthogonal a la base ()
= 2" =0 = ker H*2* = {0}.

D’ou le resultat . m
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4.3 Conclusion

Dans cette thése, un nouveau opérateur borné qui permit de definir une nouvelle notion de la
controlabilité qui s’appelle la controlabilité maximle & travers la construction d’une relation
d’ordre et ’application du lemme de zorn a été proposé.

De plus, un nouveau résultat de controlabilité faible est obtenu en simplifiant les conditions de
controlabilité faibles introduites par Al Jai. L’idée principale consiste & réduire les conditions
d’Al Jai de sorte que les propriétés de controlabilité faible soient réservées.
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