REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE FF}ERES MENTOURI CONSTANTINE 1
FACULTE DES SCIENCES EXACTES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Ne d’ordre : 41/D3C/2019
Ne de série : 01/math/2019

THESE

présentée pour 'obtention du diplome de

Doctorat 3¢ Cycle en Mathématiques

intitulée

Estimation non paramétrique dans un modele de censure et de

dépendance

présentée par

Nour El Houda ROUABAH

OPTION : Probabilités et Statistique

Devant le jury :

Président : Z. MOHDEB Prof. Ecole Polytechnique de Constantine

Encadreur : N. NEMOUCHI Prof. Université Freres Mentouri Constantine 1
Co-encadreur : F. MESSACI Prof. Université Salah Boubnider Constantine 3
Examinateur : S. BELALOUI M.C(A) Université Freres Mentouri Constantine 1
Examinateur : S. KHARFOUCHI M.C(A) Université Salah Boubnider Constantine 3

Soutenue le : 05 Mai 2019



“Nous entendons souvent dire

que les mathématiques consistent a
prouver des théorémes.

Le travail d’un écrivain serait-il
d’écrire des phrases ?

L’eeuvre d’un mathématicien est surtout
un enchevétrement de conjectures,
d’analogies,

de souhaits et de frustrations;

la démonstration,

loin d’étre le noyau de la découverte,
n’est souvent que le moyen de s’assurer
que notre esprit ne nous joue pas des tours.”
Gian Carlo Rota



Remerciements

Je tiens, tout d’abord, a exprimer ma profonde reconnaissance aux directrices de these,
Professeur Fatiha Messaci et Professeur Nahima Nemouchi, qui m’ont accordé leur confiance
en m’offrant la possibilité de réaliser ce travail de recherche. Je tiens a leur témoigner ma
gratitude pour avoir accepté de m’initier a la recherche et de m’avoir insufflé la rigueur
mathématique indispensable a 'exercice délectable pour la rédaction du manuscrit. Je
les remercie particulierement pour leur disponibilité en toutes circonstances et leur sou-
tien dans les moments difficiles. Elles demeureront pour moi un modele de compétences
scientifiques et de qualité humaine. J’espere pouvoir transmettre dans ’avenir ne serait-ce
qu’une partie de tout ce qu’elles m’ont appris, meilleure fagon pour moi de leur rendre
hommage.

Je remercie Professeur Z. Mohdeb de me faire '’honneur de présider le jury. Mes vives
gratitudes au Professeur S. Belaloui et le Professeur S. Kharfouchi d’avoir accepté d’étre
examinateurs de ce travail.

Mes remerciements a toute 1’équipe LAMASD. Qu’il me soit permis de remercier Profes-
seur K. Kebabi et Professeur S. Kharchoufi pour leurs conseils, leur sympathie et dispo-
nibilité. Mes pensées éminentes vont aussi a I’ensemble de mes collegues pour leur soutien
et leur encouragement lorsque le besoin s’en faisait sentir.

J’exprime toute ma gratitude et mes considérations pour mes parents. A Maman! Merci
mille fois! je te suis reconnaissante de tout et encore plus. Tu es la personne que j’admire
le plus parce que je te dois tout dans la vie. A mon Papa, tu restes un modele et un jalon
essentiel de mon existence. Je vous serai toujours reconnaissante pour m’avoir poussé et
orienté vers la voie de la recherche.

Un éternel remerciement a mon époux, qui a tout le temps supporté mes caprices et sou-
tenu dans les moments difficiles afin d’atteindre mon objectif.

Mes vives pensées vont aussi a mes adorables sceurs, Yasmine et Sara, pour leur appui
et leur patience ainsi, qu’a mon frere ainé Taha, qui m’a toujours guidé. Je tiens a les
remercier intensément.

Mes remerciements vont également a mes amies et a toute la grande famille sans oublier
ma belle famille.

Petit clin d’ceil & mon neveu Ilyes - Med Larbi “Lissou”. Au regard pétillant de malice et
au sourire ravageur qui me font fondre de bonheur!

Cette these est dédiée particulierement a mes Grands Parents, qui espéraient assister en
ces moments de réussite, appelés aupres du Miséricordieux, sans pouvoir m’accompagner
a terme.

Que Dieu ait leurs ames, reposez en paix!!!



Article

Rouabah, N. E. H., Nemouchi, N. & Messaci, F. (2018). A rate of consistency for non-
parametric estimators of the distribution function based on censored dependent data.
Statistical Methods € Applications, 1-22.

Communications

1. Rouabah, N. E. H., Nemouchi, N. & Messaci, F. Une loi du logarithme itéré pour I’es-
timateur de la fonction de répartition basé sur des données dépendantes et doublement
censurées. CMA2014. Tlemcen, mai 2014.

2. Rouabah, N. E. H., Nemouchi, N. & Messaci, F. Etude d'un estimateur a noyau de
la régression pour des données censurées et dépendantes. CISAA2014. Constantine, 30
novembre et 1 décembre 2014.



Lexique

Abréviations

NOTL
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variable(s) aléatoire(s) réelle(s).
indépendantes et identiquement distribuées.
presque surement.

presque completement.

log log n.

Station de Fort Erie.

Station de Niagara on the Lake.
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Notations

Soient U, V' deux variables aléatoires, L une fonction de R — R et (un)n>1), (Vn)m>1)
deux suites réelles positives. Nous considérons les notations suivantes :

1y Indicatrice de ’ensemble A.

P(V € A)  La probabilité que V appartient a ’ensemble A.
E(V) Espérance de V.

a(V) o-algebre des événements engendrés par V.

cov(U,V)  Covariance entre U et V.

var(V) Variance de V.

Fy Fonction de répartition de V.

Sy Fonction de survie de V.

fv Densité de probabilité de V.

Av Taux de hasard de V.

Ay Taux de hasard cumulé de V.

Iy Le point initial du support de V' :

Iy = mf{t S R/Fv(t) > 0}
Ty Le point terminal du support de V' :

Ty :=sup{t € R/Fy(t) < 1}.

L(t7) 1i<m L(zx).
L(tT) 1i>m L(z).
L(+00) xl_l}IilooL(l‘)

U, = 0(v,) Ve>0,3unentier N /Vn> N : u, < ev,, pour un n assez grand.

up = O(v,) Iy >0/ u, < vy, pour un n assez grand.
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Introduction Générale

L’analyse des données de survie voit le jour au XV /¢ siecle, dans le domaine de la
démographie. L’objectif des analystes de ce siecle est 'estimation, a partir des registres
de déces, de diverses caractéristiques de la population, son effectif, sa longévité, .. .etc. Ce
n’est qu’a partir du X 7.X¢ siecle, qu” apparaissent les premieres modélisations concernant
la probabilité de mourir a un certain age, probabilité qui sera par la suite désignée sous
le terme de “fonction de risque”. Ce qui explique que le terme de “survie” soit le plus
communément usité dans la littérature statistique. Enfin, I’analyse des données de survie
commence de dépasser le cadre stricte de la démographie pour investir, au X X¢ siecle,
toutes les disciplines susceptibles d’avoir recours a de tels types de données. En effet,
les données de survie ne sont pas l'apanage des biostatisticiens et sont aussi présentes
dans des domaines comme la fiabilité, ’économie, ’assurance, la psychologie, la sociolo-
gie, ...etc. En fiabilité industrielle, les événements d’intérét sont par exemple les durées
de vies des composants d'un systeme, les économistes s’intéressent a des durées d’épisodes
de chomage, les assureurs au temps d’arrivée d’un sinistre tandis que les psychologues
mesurent le temps qu’il faut a un sujet pour accomplir une tache donnée. En sociologie,
le choix est vaste avec les successions des événements de vie : mariage, naissance du pre-
mier enfant, divorce ...etc. Ces études ne représentent que quelques exemples illustrant
le grand nombre et la diversité des données de nature censurée auxquelles les statisticiens
peuvent étre confrontés. Raison pour laquelle ’analyse des données de survie joue un role
central en statistique.

Le modele statistique de données de survie exploite toute 'information qui peut étre re-
cueillie, qu’elle soit ou non censurée. Cela a suscité un nouveau champ de la Statistique.
Depuis cette époque, de nombreux auteurs, ont introduit des techniques nouvelles pour
aborder ces modeles. Dans cette perspective, les idées de Kaplan et Meier ont conduit a
une innovation majeure. Le travail de Kaplan et Meier [1958] présente d’importants résul-
tats concernant ’estimation non-paramétrique de la fonction de survie pour des variables
aléatoires censurées a droite. Il a en particulier permis I'estimation de caractéristiques
fonctionnelles associées a la loi des observations concernant, par exemple, I'estimateur a
noyau de la densité, introduit par Foldes et Rejt6 [1981a], du taux de hasard, élaboré par
Foldes et al. [1981] et Diehl et Stute [1988], ou de la régression, donné dans Kohler et al.
[2002], dédiés a I’étude de modeles impliquant des variables aléatoires censurées a droite.
Ces estimateurs a noyau restent parmi les plus utilisés, leurs propriétés asymptotiques
ont beaucoup enrichi la littérature statistique, ils ont été étudiés de maniere intensive
pour des données indépendantes ainsi que pour des données soumises a un certain type
de dépendance. Nous donnons dans le chapitre qui suit une breve revue bibliographique
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des travaux portant sur ’étude de chacun de ces estimateurs.

Bien que la censure a droite soit la plus courante dans la pratique, d’autres types de
censure, généralisant la seule censure a droite, peuvent aussi intervenir.

Un autre résultat majeur de I'étude des données censurées est introduit par Turnbull
[1974], étant le premier a s’intéresser a l'estimateur non-paramétrique de la fonction de
survie, dans un modele de censure double. Plus tard, Patilea et Rolin [2006] proposent un
estimateur non-paramétrique de la fonction de survie dans un autre modele de censure,
ou l'on suppose, contrairement au modele de Turnbull [1974], I'indépendance des variables
latentes. Son modele est dit de censure mixte et il sera défini plus tard dans cette these.
Par ailleurs surgit 1'idée de proposer des estimateurs non-paramétriques des fonctions
d’intérét en analyse de survie pour ces deux modeles de censure. Ce sujet a donné lieu a
beaucoup de travaux.

Par ailleurs, 'indépendance des observations est souvent imposée dans les études de sta-
tistique mathématique. Or, cette hypothese s’avere dans certains cas inadmissible. En
effet, un échantillon peut présenter, du fait méme de sa constitution, une structure de
dépendance. Au X X° siecle des phénomenes étudiés dans la physique, la chimie, la bio-
logie, I’économie et la fiabilité ont permis le développement des modeles stochastiques a
variables aléatoires dépendantes. Depuis, la théorie des processus stochastiques a connu
un fort engouement et de tres nombreux auteurs se sont intéressés aux différentes struc-
tures de dépendance concernant une grande variété de domaines. Une vaste littérature est
consacrée a I’étude de la dépendance faible, elle a été modélisée par plusieurs notions parmi
lesquelles la notion de mélange fort, appelée aussi a-mélange, bénéficie d’'un intérét parti-
culier. Cela est du au fait qu’elle permet la modélisation de phénomenes plus généraux. Ce
qui justifie amplement que les résultats présentés dans ce travail de recherche s’appliquent
directement a des échantillons de variables aléatoires de nature a-mélangeantes.

Le comportement asymptotique des estimateurs non-paramétriques construits a partir de
I'observation d’un processus défini dans un cadre de dépendance constitue un sujet qui
a suscité une intense activité de recherche et permis l'introduction de nombreux outils
et méthodes considérant des contextes multiples et variés. La motivation constante qui
a dicté le choix de la problématique de la these consiste clairement a une contribution a
la gestion de la dépendance. Dépendance forte ou mémoire longue, dépendance direction-
nelle ou causalité, mélange o ou 3, géométrique ou arithmétique, stationnarité : ce sont
différentes facettes d'un méme probleme. Dans tous les cas, les questions qui se posent
sont directement liées a cette dépendance a savoir, comment la modéliser, comment 1’es-
timer et/ou comment estimer des fonctions malgré I’absence d’indépendance.

Les travaux de la these portent sur les estimateurs non-paramétriques basés sur un pro-
cédé indépendant de la loi des données observées. Contrairement a l’approche paramé-
trique qui se restreint a I’estimation d’un certain nombre fini de parametres liés a la loi
de I’échantillon. De ce fait, ’estimation non-paramétrique offre une tres grande flexibi-
lité de modélisation pour les applications réelles. A cet effet, nous considérons le modele
I de Patilea et Rolin [2006] et nous entreprenons d’étendre certaines propriétés asymp-
totiques de quelques estimateurs non-paramétriques basés sur des données censurées et
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indépendantes. La motivation essentielle est d’établir des propriétés asymptotiques tout
en considérant un cadre de dépendance des données assez général qui puisse étre facile-
ment utilisé en pratique. Ainsi, notre contribution est dispensée dans quatre chapitres.

Le Chapitre 1 est un chapitre introductif dans lequel nous définissons les principales no-
tions mathématiques utilisées tout au long de notre travail. Nous y rappelons les différents
modeles et types de censure et de convergence et nous présentons également la définition
du mélange fort puis les expressions de certains estimateurs non paramétriques.

Dans le Chapitre 2 nous abordons le cas de 'estimateur de Patilea et Rolin qui prolonge
la notion de processus empirique standard au cas de censure mixte. Sous la condition du
a-mélange, nous aboutissons a une loi du logarithme itéré. Ce résultat est une extension
du travail antérieur de Messaci et Nemouchi [2011] établi dans le cas de données indépen-
dantes.

Le Chapitre 3 traite de la consistance presque complete ponctuelle et uniforme des esti-
mateurs non-paramétriques de la fonction de distribution et du taux de hasard cumulé,
avec des données a-mélangeantes completes puis censurées a gauche, avec une vitesse de
convergence, afin d’en déduire le cas de la censure mixte de Patilea et Rolin [2006]. Nous
concluons ce chapitre avec une étude de simulation et une application sur des données
réelles. Ce travail a fait 'objet d’un article publié dans “Statistical Methods & Applica-
tions”.

Dans la suite de ces idées, nous présentons, dans le Chapitre 4, des propriétés asympto-
tiques similaires pour les estimateurs a noyau de la fonction de densité et de la fonction de
hasard dans un cadre de censure mixte. Ces résultats généralisent ceux de Kitouni et al.
[2015], prouvés pour des données indépendantes, au cas du a-mélangeant.

Nous concluons ce manuscrit avec quelques perspectives de recherche a venir et une an-
nexe regroupant un ensemble d’outils classiques utilisés pour les démonstrations de nos
résultats.
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1.1. CENSURE

Dans ce chapitre nous introduisons des définitions et des notations intervenant dans
la suite, et nécessaires pour une meilleure compréhension de ce travail de recherche. Nous
commengons par définir le concept général de la censure ainsi que ses différents modeles
et types. Nous évoquerons par la suite les formes de dépendance faible connues dans la
littérature afin de motiver et d’introduire la notion des données fortement mélangeantes.
Aussi, nous rappelons les outils nécessaires a l'estimation non-paramétrique dans des
modeles de données completes ou censurées.

1.1 Censure

Les données censurées proviennent du fait qu’on n’a pas acces a toute I'information, c¢’est-
a-dire que le temps de survie n’est pas exactement connu. Il est a noter que les données
censurées sont différentes des données manquantes, car les observations censurées four-
nissent des informations partielles permettant de fixer une borne inférieure (censure a
droite) et (ou) une borne supérieure (censure a gauche), alors que les observations man-
quantes ne fournissent aucune information sur la variable d’intérét. La censure a droite
est le phénomene le plus couramment rencontré lors du recueil de données de survie, c’est
la forme de censure qui recoit le plus d’attention dans la littérature. Néanmoins, une si-
tuation de censure plus complexe peut étre rencontrée dans la pratique comme celle de la
censure mixte que nous détaillerons un peu plus loin.

1.1.1 Modeles de censure

I. Censure a droite

Dans la plupart des études prospectives, les individus sont suivis pendant une durée
d’observation fixée a ’avance. Pour les sujets pour lesquels I’événement d’intérét a
lieu pendant la période d’observation, on dispose du moment exact d’apparition de
cet événement d’intérét, mesuré depuis une date initiale qu’il faut spécifier sans am-
biguité (date de randomisation dans les essais cliniques, par exemple). Cependant,
a la fin de la période d’observation, ’événement d’intérét n’est pas réalisé chez cer-
tains sujets. On n’aura alors pour ces sujets quune information incomplete, a savoir
que le délai d’apparition de 1’événement est plus grand que la durée d’observation.
De telles données sont dites censurées a droite et la durée d’observation constitue la
variable de censure. Comme les sujets rentrent dans ’étude a des dates différentes,
chaque sujet a un temps d’apparition et un temps de censure qui lui sont propres.
L’ observation est donc le minimum entre le temps d’apparition de I’événement et
celui de la censure. Ce mécanisme de censure constitue la censure aléatoire a droite,
qui est le cas le plus courant dans les études prospectives. Les sujets pour lesquels
I’événement d’intérét n’a pas eu lieu pendant la période d’observation sont dits “ex-
clus vivants” a la fin de I’étude. Une autre cause de censure a droite, qu’on essaie de
limiter au maximum dans les études, correspond aux sujets dits “perdus de vue”, qui
sont les individus qui ont quitté I’étude avant ’apparition de I’événement d’intérét
et dont on n’a plus de nouvelles a la date de fin d’étude.
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I1I.

De fagon formelle, la durée de survie du ¢™¢ sujet, Y;, est dite censurée a droite si ce
dernier n’a pas subi I’événement a sa date de derniere nouvelle R;, c’est-a-dire que
la seule information dont on dispose est que Y; > R;. On associe a chaque sujet i la
variable aléatoire D; :

D; = Y; A R; = min(Y;, R;),

qui est la durée réellement observée et un indicateur 6; = 1yy,<g,) tel que :

5 — 0 sila durée est censurée a droite (dans ce cas D; = R;)
! 1 sila vraie durée est observée (dans ce cas D; =Y;)

Censure a gauche

La censure a gauche est moins fréquente dans la pratique, elle correspond au cas ou
le sujet a déja subi I’événement avant qu’il ne soit observé. On sait uniquement que
la date de I’événement est inférieure a une certaine date connue. Ce type de censure
est fréquemment rencontré dans les études épidémiologiques. La quantification des
concentrations de polluants dans les études d’exposition environnementale en est
un exemple, ou encore la mesure de la charge virale dans les études sur le virus de
I'immunodéficience humaine (VIH) ou de I'hépatite C (VHC). En effet, En présence
d’une sensibilité insuffisante de la technique de dosage de la mesure biologique, il
existe un seuil de quantification analytique, en dessous duquel la valeur exacte de
la mesure n’est pas connue. Ces données non détectées par la technique de dosage
sont dites censurées a gauche a la valeur du seuil de quantification.

Dans ce cadre, on peut associer, pour chaque sujet ¢, un couple de variables aléatoires

(Gia 61) :
Gi =Y;V Ly = max(Y;, L;), et 6; = Lyy,>1,3-

Dans le cas ou I’échantillon ne contient que des données censurées a gauche, 1’étude
peut se faire de maniere tout a fait symétrique au cas de donnés censurés a droite,
ceci explique le fait que tres peu de travaux s’intéressent a la seule censure a gauche.
Cependant, Les choses se compliquent considérablement lorsque les deux types de
censure cohabitent dans le méme échantillon comme c’est le cas dans les exemples
suivants.

Censure par intervalle

La durée de survie X; est dite censurée par intervalle si au lieu de I'observer de fa-
¢on exacte, la seule information dont on dispose est qu’elle soit comprise entre deux
dates connues (C; < X; < C3). La censure par intervalle se rencontre généralement
lorsque les sujets ne sont pas observés en temps continu mais par intermittence
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lors de visites. Par exemple, si I'on s’intéresse a ’age de survenue d’une maladie
et que le sujet ¢ est diagnostiqué malade au cours d'une visite, on sait seulement
que X; € [C1,Cy) ou Cy est 'age a la visite de diagnostic et Cy est 1'age a la visite

précédente.

IV. Censure mixte

Il y a censure mixte lorsque deux phénomenes de censure, I'un a gauche et ’autre
a droite, peuvent empécher 'observation du phénomene d’intérét sans qu’on puisse
nécessairement déterminer un intervalle auquel il appartient. Ce modele de censure
a été appliqué par Morales et al. [1991] pour rechercher la cause de la mort des
arbres, qui sont morts avant la fin de I’étude et la date de I'infection était inconnue.
Ce modele correspond au modele I de Patilea et Rolin [2006], ou selon eux la va-
riable d'intérét Y est censurée a droite par une variable R. De plus, min(Y, R) est
censurée a gauche par une variable L, si bien que les observations consistent en un
échantillon (Z;, ;)1<;<n du couple (Z,0) avec Z = (Y AR)V L ot les variables Y, R
et L sont des variables aléatoires positives et indépendantes, I'indicateur de censure
J, est une variable discrete a valeur {0, 1,2}, ot 0 correspond a 'observation de Y,
tandis que 1 et 2 indique 'observation de R et L, respectivement. Plus précisément,

0 si L<Y <R,
0=<¢ 1 si L<R<Y,
2 si min(Y,R) < L.

Notons que 'indépendance des variables Y, L et R assure l'identifiabilité du modele.

A Tintérieur de ces modeles, il existe différents types de censure :

1.1.2 Types de censure
I. La censure de type I (fixe)

Le temps de censure est fixé par le chercheur comme étant la fin de I’étude. Soit C'
une valeur fixée, au lieu d’observer les variables Y7, ..., Y, qui nous intéressent, on
n’observe Y; que lorsque Y; < C, sinon on sait uniquement que Y; > C. On utilise

la notation suivante : D; = Y; A C' = min(Y;, C).

Ce mécanisme de censure est fréquemment rencontré dans les applications indus-
trielles. Par exemple, on peut tester la durée de vie de n objets identiques (ampoules)

sur un intervalle d’observation fixé [0, C].

II. La censure de type II (attente)

Elle se caractérise par le fait que I'étude cesse aussi-tot qu’a eu lieu un nombre
d’événements prédéterminé par 'expérimentateur. Par exemple, quand on décide

7



1.2. MESURES DE DEPENDANCE

d’observer les durées de survie des n patients jusqu’a ce que k d’entre eux soient
décédés et d’arreter I’étude a ce moment la.

ITII. La censure de type III (ou censure aléatoire de type I)

C’est le cas lorsque le moment de censure n’est plus sous le controle du chercheur
et/ou que le temps d’entrée varie aléatoirement, c’est le type de censure le plus
courant. Par exemple, lors d’un essai thérapeutique, elle peut étre engendrée par la
perte de vue (le patient quitte I’étude en cours et on ne le revoit plus), 'exclusion
de I’étude (suite a un changement ou un arrét du traitement).

Dans les modeles classiques d’analyse de survie (cas de censures aléatoires), une hypo-
these fondamentale sur les censures consiste a supposer que la censure est indépendante
de I'événement. Cela signifie que les perdus de vue ne le sont pas pour des raisons liées a
I’événement étudié. Cette hypothese est importante d’un point de vue mathématique et
régle le probleme d’identifiabilité.

1.2 Mesures de dépendance

L’hypothese fondamentale dans la construction de la plupart des modeles et tests sta-
tistiques est en générale I'indépendance des observations. Cependant, plusieurs exemples
pratiques prouvent que cette hypothese d’indépendance n’est pas réaliste. Si nous nous
intéressons au taux de pollution de l'air dans la ville de Constantine, par exemple, le
taux de pollution enregistré durant ce mois dépendra clairement de celui enregistré du-
rant le mois précédent. Ces données présentent alors une forme de dépendance, modélisée
en mathématique par des données mélangeantes. Les notions de mélange font parties des
conditions de dépendance faible les plus étudiées.

Les techniques des suites mélangeantes constituent un moyen de controler la dépendance
entre les éléments d'une suite, en obtenant une indépendance asymptotique de blocs de
suites de variables qui, lorsqu’ils sont éloignés I'un de 1’autre, se comportent de maniere
indépendante. En effet, La dépendance faible est facturée en terme de coefficients de dé-
pendance entre les tribus engendrées par les variables de la suite avant un instant ¢ et
les tribus engendrées par les variables apres l'instant ¢ + n. Les suites ont des propriétés
d’autant plus proches de celles des suites indépendantes que les coefficients de mélange
décroissent rapidement vers 0 quand n tend vers I'infini.

1.2.1 Meélangeance

Dans la théorie classique, il existe cinq notions importantes de mélange fort introduites
pour étudier les suites de variables aléatoires, depuis Rosenblatt [1956] pour le a-mélange,
la mesure du S-mélange par Volkonskii et Rozanov [1959], Ibragimov [1959] pour les suites
¢p-mélangeantes, la notion de 1-mélange introduite par Blum et al. [1963] et Philipp [1969a]
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et le p-mélange par Kolmogorov et Rozanov [1960].

Les travaux de Doukhan [1994] et Bradley [2005] proposent un point de vue global sur ces
différentes formes de dépendance faible et décrivent la relation entre elles comme suit :

¢ —mélange — p — mélange —> a — mélange,

1 — mélange =—> ¢ — mélange —> [ — mélange — « — mélange.

L’exploitation des comportements asymptotiques de ces mesures, pour n grand, conduit
a une sorte d’indépendance asymptotique a partir de laquelle une théorie asymptotique
intéressante est développée.

I1 est clair que le coefficient du a-mélange est notamment plus faible que les autres coeffi-
cients de mélange et donc le moins restrictif. En ce sens, les résultats obtenus concernent
une classe plus large de processus. Dans ce travail de recherche, nous modélisons la dé-
pendance au sein de I’échantillon étudié en considérant des processus a-mélangeantes. Ce
choix a été motivé par le fait que cette notion est assez générale et que 1'on dispose de
nombreux résultats permettant d’étudier ce type de processus.

1.2.2 Le mélange fort

Soit (X;)iez une suite de variables aléatoires définie sur un espace de probabilitlé
(2, F,P) & valeurs dans espace mesuré (£2', ). On note F} avec —oo < j < k < 00, la
o-algebre engendrée par {X;, 7 < s < k}.

Le coefficient o du mélange fort a été introduit par Rosenblatt [1956] de la maniere
suivante :

Définition 1. La suite (X;);ez est dite fortement mélangeante, ou a-mélangeante si

a(n) =sup sup sup |P(ANB)-PAPDB) — 0.

k Aerk_ BEFY, n—+00

Les ARCH et les GARCH sont des exemples de processus a-mélangeants.

Nous nous intéressons en particulier aux types suivants de a-mélange : arithmétique et
géométrique.

Définition 2. — La suite (X;);cz est dite géométriquement c-mélangeante si :

3C >0,3t€]0,1], a(n) < Ct".

Les processus AR, ARMA et les processus bilinléaires ( sous certaines conditions
d’érgodicité) sont des exemples de processus géométriquement a-mélangeants.

— La suite (X;)icz est arithmétiquement a-mélangeante d’orde v > 0, si existe une
constante C' > 0 telle que
a(n) < Cn™".
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Remarque. On peut remarquer facilement que si la suite (X;);ez est géométriquement
a-mélangeante, elle est arithmétiquement a-mélangeante d’ordre v, pour tout v. Nous
pourrons donc appliquer les résultats donnés dans les chapitres suivants pour des observa-
tions arithmétiquement a-mélangeantes a des données géométriquement a-mélangeantes.

On trouve dans la littérature un nombre conséquent de travaux consacrés a 1’étude des
suites de variables aléatoires a-mélangeantes dont les monographies de Doukhan [1994],
Bosq [1996], Rio [2000], Yoshihara [2004] et Bradley [2007]. On peut également se ré-
férer & Doukhan et al. [1994], Rio [1995a] et Liebscher [1996, 2001a] pour des résultats
de type théoreme central limit. Bosq [1975, 993b], Carbon [1983] et Rhomari [2002] pro-
posent des inégalités exponentielles et des inégalités concernant les covariances. D’autres
travaux se sont intéressés a la nature faiblement dépendante de chaines de Markov et de
processus autorogressifs. On peut par exemple citer a ce sujet les travaux de Davydov
[1973], Chanda [1974], Gorodetskii [1977], Withers [1981], Mokkadem [1990] et les réfé-

rences qu’ils contiennent.

Tous ces résultats constituent des outils primordiaux dans 1’étude des échantillons a base
de processus a-mélangeants et permettent de généraliser certains résultats obtenus avec
des échantillons indépendants. L utilisation de ces outils nous permet d’établir les résultas
présentés dans cette these étudiant le comportement asymptotique des estimateurs non-
paramétriques sous la condition du a-mélange.

1.3 Estimation non-paramétrique pour des données
completes

1.3.1 Mode de convergence

Nous rappelons ici les définitions des modes de convergence que nous allons aborder dans
les chapitres a venir, a savoir, la convergence presque stre et la convergence presque com-
plete.

Soit ({2, F,P) un espace de probabilité, (X,,) une suite de variables aléatoires réelles sur
{2 et X une variable aléatoire réelle définie sur (2.

Convergence presque siire

La notion de convergence presque-sire correspond a la convergence simple sur tout le
complémentaire d'un ensemble négligeable. .

Définition 3. (X,,) converge vers X presque sirement s’il existe un ensemble P négli-
geable N tel que
Vw e N¢ | X, (w) — X(w)] — 0.

n—o0

On note X,, 22 X

10
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Cette définition signifie que pour presque tout w, il est possible de rendre la “distance”
entre X, (w) et X (w) aussi petite que I'on veut des que n dépasse un certain N, autrement
dit :

Vw e N¢, P(N)=0; Ve >0,3IN : Vn > N = | X, (w) — X(w)| < €.

Quant a la convergence presque complete, nous pouvons l'expliquer comme suit. La suite
(X,) converge presque completement vers X veut dire que la probabilité que la distance
entre X,, et X excéde un nombre strictement positif (aussi petit soit il ) tend vers zéro
assez vite pour étre le terme général d’une série convergente

Convergence presque complete

Définition 4. On dit que la suite (X,)nen converge presque complétement vers X lorsque
n — 00 St

Ve>0, > P(X,—X[>e) < oo,

neN

et on note X, 2 X

Définition 5. Soit (U, )nen une suite de nombres réels positifs qui tend vers 0, on dit que
la vitesse de convergence presque compléte de la suite (X,,)nen vers X est d’ordre (Uy,) si

Jeo >0, Y P(X, — X[ > eU,) < o0,

neN

et on note

X, — X =0,.U,).

Nous renvoyons a Ferraty et Vieu [2006] pour un point de vue complet sur ce type de
convergence.

Remarque. Remarquons que le lemme de Borel-Cantelli montre que cette convergence
est plus forte que la convergence presque sure, elle entraine donc aussi la convergence en
probabilité.

1.3.2 Distribution de la durée de survie

La durée de survie X est une variable aléatoire positive. La distribution de X est carac-
térisée par I'une des cinq fonctions suivantes définies pour x > 0, chacune pouvant étre
obtenue a partir de 'une des autres.

%% La fonction de répartition F'x(z) est la probabilité de subir I’événement avant le

temps x :
Fx(z) =P(X <x).

11
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¢ La fonction de survie Sx(x) qui est la probabilité de survie jusqu’au temps x, elle
est définie comme :
Sx(z) =P(X >z) =1— Fx(z).

C’est donc une fonction continue a droite décroissante et telle que Sx(0) = 1 et
lim Sx(z) = 0.
T—00

s Si X est absolument continue, on peut également pour préciser cette distribution
recourir a la densité de probabilité fx(x) qui est la dérivée de Radon Nykodim de
la loi de X par rapport a la mesure de Lebesgue. Si de plus fx est continue, alors :

. Pla< X <x+ Ax)
fx(@) = Ahxrio Az

= Fx(r) = =5 (),

et elle est telle que
Fx(z) = / f(w)du.
0

Un concept important est celui du risque caractérisé par la fonction du taux de
hasard Ax(z). C’est le taux de survenue de I'événement durant l'intervalle de temps
[z, x + Az[ sachant qu’il ne s’était pas réalisé avant x :

Plx < X <z+ Ax/X > 2)

N4

A\
%

Ax(x) = lim :
X( ) Az—0 Ax
Cette fonction est liée aux précédentes puisque :
fx(x) ;
A() { e 8 Sx(@)#0 (1)
0 sinon

st Il est encore possible de définir la fonction de hasard cumulé selon :

Ax(@) = / Ax ().
0
Avec I'égalité suivante entre fonction de survie et fonction de hasard cumulé :
Ax(z) = —In(Sx(x)).

On peut déduire de cette équation une expression de la fonction de survie en fonction du
taux de hasard cumulé (ou du risque instantané) :

Sx(z) = exp(—Ax(x)) = exp (— /0 ’ )\X(u)du) |
On en déduit que
fe(o) = Ax(oyexp (= [“Ax(un)

Toutes ces fonctions sont donc liées entre elles, si on se donne une seule de ces fonctions,
alors les autres sont dans le méme temps également définies. En particulier, un choix de
spécification sur la fonction de hasard implique la sélection d’une certaine distribution des
données de survie.

12
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1.3.3 Estimation de la fonction de répartition

Soit (X;)1<i<n une suite de variables aléatoires réelles indépendantes identiquement distri-
buées, de méme loi que X, de fonction de répartition Fy(z). L’estimation de cette derniére
tient une place importante dans 1’étude de nombreux phénomenes de nature aléatoire. Le
point de départ de 'estimation non-paramétrique de la fonction de répartition fut I'in-
troduction de la fonction de répartition empirique qui se calcule sur la base de véritables
observations de la variable d’intérét X. C’est une fonction en escalier, limitée a gauche et
continue & droite qui met un poids 1/n sur chaque point X; telle que :

~ 1 <
() = 521{&9}. (1.2)
=1

Cette estimation est d’excellente qualité. On se place pour commencer dans le cas ou les
données sont indépendantes. La loi forte des grands nombres nous montre que cet estima-
teur est fortement consistant sur tout R. Le théoreme de Glivenko-Contelli (Voir Annexe
A. Théoreme 11) améliore ce résultat en donnant la convergence uniforme. Chang [1949]
introduit la loi du logarithme itéré pour cet estimateur dans R. Puis Kiefer [1961] a précisé
le taux de cette convergence dans R™.

On se place a présent dans le cas ou les données sont a-mélangeantes. Il semble que les
premiers travaux consacrés a ce type de situation soient ceux de Collomb et al. [1985] et
Cai et Roussas [1992]. Dans le premier travail, le résultat de Glivenko-Contelli est amé-
lioré en donnant la convergence presque complete de I'estimateur F\n(:zf) Dans le deuxieme
travail, les auteurs ont montré que la fonction de répartition empirique ﬁn(x) converge
uniformément presque surement vers Fx(x) ou x € R, ils ont aussi établi la loi du loga-
rithme itéré de cet estimateur ot 'unique condition imposée sur la suite (X,,) est que son
coefficient de mélange soit de la forme a(n) = O(n™") ou v > 3.

1.3.4 Estimation de la densité de probabilité

Supposons que la loi de X est absolument continue, par rapport a la mesure de Lebesgue,
de densité de probabilité fx, que nous cherchons a estimer. Ce probleme tire son inté-
rét du fait qu'on peut déduire de 'estimateur des éléments concernant la symétrie ou
la multimodalité de la loi étudiée. En effet, méme si les fonctions de répartition et de
densité caractérisent toutes les deux la loi de probabilité d'une variable, la densité a un
net avantage sur le plan visuel. Elle permet d’avoir un apergu tres rapide des principales
caractéristiques de la distribution (pics, creux, asymétries, .. .), ce qui explique le volume
important de littérature qui lui est consacré. La fonction de répartition contient bien str
cette information mais de maniere moins visible.

La méthode du noyau a d’abord été décrite en 1951 dans un rapport non publié par
Fix et Hodges (voir Silverman et Jones [1989]). L'une des motivations principales est de
construire un estimateur lisse de la densité en remplacant les indicatrices utilisées dans
la construction de I’histogramme mobile par des fonctions continues. Rappelons que la
densité de probabilité fx est égale a la dérivée de la fonction de répartition Fx (si fx

13
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est continue). Une des premieres idées intuitives est donc de considérer pour h > 0 assez
petit

- Folz+h)—F,(z—h) 1 <
folz) = ( )Zh ( ) _ 5 g L{o—h<xi<atny-
i=1

Cet estimateur, appelé estimateur de Rosenblatt (Rosenblatt [1956]), est la premiere ver-

sion d’estimateur a noyau construit a 1’aide du noyau uniforme K (u) = 51{71@31}-
Parzen [1962] et Rosenblatt [1956] ont suggéré une généralisation de cet estimateur pour
une vaste classe de noyaux, en posant pour tout z € R :

R = K (P,

ot K : R — R est une fonction intégrable, vérifiant la condition [ K(u)du = 1 connue
depuis sous le nom du noyau et h, la fenétre de lissage, est un parametre tendant avec une
certaine vitesse vers 0 lorsque n tend vers 'infini. En chaque observation X; on place une
“bosse” (la densité de probabilité K'). L’estimateur qui en résulte est simplement la somme
de ces “bosses”. Le noyau K détermine la forme de la “bosse” et la fenétre h détermine sa
largeur.

La fonction K est une fonction mesurable supposée satisfaire certaines hypotheses ba-
siques de régularité. Les exemples les plus utilisés de noyaux sont : le noyau uniforme, le
noyau gaussien, le noyau triangulaire, noyau rectangulaire et le noyau d’Epanechnicov. le
Tableau 1.1 nous donne un apercgu de ces fonctions a noyau.

TABLEAU 1.1 — Exemples de noyaux usuels

Noyau Fonction

noyau uniforme K(z) = 1qz<1/2)

noyau gaussien K(z) = \/12_7r e/

noyau triangulaire K(z) = (1 —|z]) L{u<1/21}
noyau rectangulaire K(z) = % Lijz1<1/21}

noyau d’Epanechnicov | K(x) = 3(1_71'2/5) ]l{mg\/g}

Des travaux ont montré qu’en pratique le choix de la fonction noyau n’influence que peu les
résultats d’estimation. La seule exception notable étant liée a I'utilisation d’une fonction

14
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noyau uniforme qui peut donner des résultats sensiblement différents des autres noyaux,
les fonctions noyaux triangulaires ou gaussiennes donnent plus de poids au voisinage de
zéro. Berlinet [1993] a proposé une méthode automatique du choix du noyau. Pour des
résultats et références récentes sur le choix du noyau, nous renvoyons a Vieu [1999].

Le parametre de lissage h,, a une grande influence sur la performance de 'estimateur. Un
h trop petit résulte en un estimateur avec une “bosse” en chaque observation. Un h trop
grand résulte en un estimateur qui montre peu de détails. Il faut donc essayer de choisir
un h qui fasse un compromis entre le biais et la variance. En particulier, pour que f,
converge simplement dans I.? vers fx, il faut choisir h = h,, une suite de nombres réels
strictement positifs tel que h,, — 0 et nh,, — oo de maniere a faire tendre simultanément
le biais et la variance vers zéro.

On dispose, dans la plupart des cas, de I'expression de la fenétre h, minimisant I’erreur
quadratique moyenne (MSE), qui est un critere de selection local, ou bien 'erreur quadra-
tique moyenne intégrée (MISE) qui représente un critere de selection global. Cependant,
cette largeur de fenétre “idéale” (relativement au critere d’erreur retenu) n’est pas di-
rectement calculable puisqu’elle dépend de parametres inconnus, entre autres la dérivée
seconde de la fonction a estimer. Partant de ce fait, I’étude des méthodes de sélection
du parametre de lissage a nourri une littérature abondante. Les méthodes reposant sur
la validation croisée introduite par Rudemo [1982] et Bowman [1984] sont parmi les plus
populaires. D’un point de vue pratique, un des principaux intéréts de cette technique
est son caractere “direct”. On pourra se référer a Hall [1984], Hardle et Marron [1985] et
Hardle [1990] pour approfondir encore plus ce type de méthodes.

Parzen [1962] a établi la normalité asymptotique de ]/”; Le cas multivarié a été traité par
Cacoullos [1966]. Pour la premiere fois, Foldes [1974] et Ruschendorf [1977] ont étudié la
convergence presque sure de I'estimateur de la densité pour un échantillon ¢-mélangeant.
Le travail de Sarda et Vieu [1989] traite aussi ce sujet et propose des taux de cette cover-
gence. Par la suite Delecroix [1979] a étudié la convergence presque stre et le convergence
en moyenne quadratique de I'estimateur de la densité pour de processus strictement sta-
tionnaires et a-mélangeants. La consistence forte de f,, pour des processus stationnaires
et a-mélangeantes est prouvée par Roussas [1988], Tran [1990], Nze et Rios [1995] et Lieb-
scher [1998, 2001b]. Yu [1993] a abordé le méme probléme en présence de processus sta-
tionnaires J-mélangeantes. Sa normalité asymptotique pour un échantillon a-mélangeant
est établie par Robinson [1983] et Roussas [1990]. Kim et Lee [2005] ont étudié la consis-
tence et le théoreme central limit de J?n avec des réalisations de processus non-stationnaires
et a-mélangeantes.

1.3.5 Estimation de la fonction de hasard

L’estimation du taux de hasard, de part la variété de ses possibilités d’application, est une
question importante en statistique. Une des techniques les plus courantes pour construire
des estimateurs de Ax est basée sur sa définition, donnée par la relation (1.1), et consiste
a étudier un quotient entre un estimateur de fx et un estimateur de Sx. L’article de Patil
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et al. [1994] fait une présentation générale de ces techniques d’estimation. Les méthodes
non-paramétriques basées sur les idées de noyau, qui sont connues pour leur bon compor-
tement dans les problemes d’estimation de densité, sont ainsi abondamment utilisées en
estimation non-paramétrique de la fonction de hasard. Un large éventail de la littérature
dans ce domaine est fourni par les revues bibliographiques de Singpurwalla et Wong [1983],
Hassani et al. [1986], Izenman [1991], Gefeller et Michels [1992] et Pascu et Vaduva [2003].

Il est donc tout naturel de construire un estimateur de la fonction Ax en s’inspirant de
ces idées de la maniere suivante :

0 sinon.

e fn(m) ; a
{0 awe

Les propriétés de 'estimateur de la fonction de hasard s’obtiennent relativement facile-
ment a partir de la littérature connue en matiere d’estimation des fonctions de répartition
et de densité.

1.4 Estimation non-paramétrique dans un modele de
censure a droite

Dans cette section nous nous placerons dans le cadre le plus fréquent d'une censure a
droite aléatoire définie dans la section 1.1.1.1.. De tels modeles requierent 1'utilisation de
techniques adaptées pour prendre en compte nos observations censurées sans perdre trop
d’information sur Y.

1.4.1 L’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie

Dans le cas ou les données sont censurées, il est impossible d'utiliser la fonction ﬁn(t)
puisqu’elle fait intervenir des quantités non observées (tous les (Y;) censurées ne sont pas
observées). Kaplan et Meier [1958] sont les premiers a considérer le probleme de I'estima-
tion non-paramétrique de la fonction de répartition d’une variable aléatoire Y censurée
a droite par une variable aléatoire R. ils fournissent un bon estimateur de la fonction de
survie Sy (t) = 1 — Fy(t) ayant la forme suivante :

-GS e

] M(Z))
s0= 11 (- 7z

. ! ]
iz <t

ou Z; (1 < j < M) sont les valeurs distinctes de D; = min(Yj, R;) rangées dans l'ordre
croissant, M(Z;) = 1", 0;1yp,— 7} représente le nombre de sujets subissant I'événement
au temps Zj et R(Zj) = 31", Lip,>z;) est le nombre de sujets a risque de mourir juste
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avant 'instant ZJ’. )

On a aussi U'estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie Sg(t) de la variable de
censure R, donné par :

St =11 (%) - (1.4)

. !
J1Zi<t

L’estimateur de Kaplan-Meier, est également appelé Produit Limite. C’est une fonction
en escalier (dont la valeur change uniquement aux temps correspondant a des événements
observés), décroissante, continue a droite. Notons que quand il n’y a pas de censure, I’es-
timateur de Kaplan-Meier se réduit a la fonction de survie empirique 1 — ﬁn(x)

Le comportement asymptotique de cet estimateur a suscité 'intérét d'un grand nombre
d’auteurs. Pour des variables aléatoires indépendantes, Breslow et Crowley [1974] furent
les premiers a traiter de sa convergence et de sa normalité asymptotique. En imposant
la continuité de la fonction de répartition de la variable d’intérét et celle de la variable
de censure, Foldes et Rejté [1981b] trouvent un taux de convergence uniforme presque
complete pour S,(t) de lordre de \/logn/n, ces derniers ont aussi introduit la loi du
logarithme itéré pour 'estimateur de Kaplan-Meier durant la méme année de 1981 (Voir
Foldes et Rejté [1981a]). Stute et Wang [1993] traitent a leur tour sa convergence uniforme
presque sire. La loi fonctionnelle du logarithme itéré pour des données censurées a droite
ou tronquées est déduite par Gu et Lai [1990].

En modélisant la dépendance par la notion de ¢-mélangeant Ying et Wei [1994] ont établi
la normalité asymptotique de l'estimateur de Kaplan-Meier.Sous 'hypothese de dépen-
dance forte des variables d’intéréts Cai [1998] a montré la consistance de cet estimateur,
en précisant sa vitesse de convergence. Dans son article de 2001 (Voir Cai [2001]) , il
généralise le résultat de Cai et Roussas [1992] a l'estimateur de Kaplan-Meier a savoir, la
loi du logarithme itéré, sous certaines conditions de régularités et de mélange fort.

Leurs travaux connaissent par la suite un développement intensif tant en théorie qu’en
pratique.

1.4.2 Estimateur a noyau de la densité pour des modeles de
censure a droite
En supposant que la variable aléatoire positive et censurée a droite Y admet une densité

de probabilité fy, Foldes et al. [1981] ont proposé une extension a I’estimateur de Rosen-
blatt [1956] et Parzen [1962] qui s’exprime comme suit :

R = [ (57 ) ko, (1.5)
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ot F,, =1 — S, est 'estimateur de Kaplan-Meier donné par la relation (1.3).

Dans ce méme travail ils ont prouvé sa convergence presque complete. Sa normalité asymp-
totique est établie par Mielniczuk [1986] et améliorée dans Diehl et Stute [1988]. Il a aussi
été étudié par Hentzschel et Liebscher [1990] et Xiang [1994]. Par la suite, Kagba [2004] a
donné sa convergence en moyenne quadratique. Peu de travaux traitent 1’estimateur de la
fonction de densité f, dans le cas de données dépendantes. On peut citer le travail de Cai
[998b] proposant un taux de convergence presque stre pour des processus stationnaires et
a-mélangeants. Plus tard, Liebscher [2002] a amélioré ce résultat.

1.5 Estimation non-paramétrique dans un modele de
censure mixte

Dans cette section nous nous intéressons a une nouvelle classe d’estimateur ou les obser-
vations Y; sont soumises a un mécanisme de censure mixte tel qu’étudié par Patilea et
Rolin [2006] et défini dans 1.1.1.IV.. Au cours de la derniere décennie, beaucoup d’intérét
est porté sur ’estimation non-paramétrique dans ce modele.

1.5.1 L’estimateur de Patilea et Rolin de la fonction de survie

Rappelons que nous observons un échantillon (Z;,0;)1<;<, du couple (Z,0) avec Z =
(YAR)VL=max(T,L)ouY, L et R sont des variables aléatoires positives et indépen-
dantes représentant, repectivement, la variable d’intérét, la variable de censure a gauche
et la variable de censure a droite.

Soit H(t) la fonction de répartition de Z et H®)(t) sa sous-distribution pour les observa-
tions non censurées, ayant les expressions suivantes :

H(t) = P(Z <t) = FL(t)Fr(t) = Fi(t)(1 = Sr(t)Sy (1)), (1.6)

ou T = min(Y, R) et
HOW) =P(Z<t,6=0) = /t Fr(u)Sg(u)dFy (u). (1.7)

Ainsi que leurs versions empiriques, données respectivement par :

1 n
Hn(t) = g ; ]I{Zzét}a (18)
et
1 & 1 &
HO(t) = - Y Nz<to—o) = - > Wzt vi-mi<o, Li-vi<o)- (1.9)
=1 =1
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On note Z J’ (1 < j < M) les valeurs distinctes de Z; rangées dans 'ordre croissant et pour
ke{0,1,2}:

Dij =) Lizi=z1 5=k}
=1

L’estimateur non-paramétrique, noté gn, de Sy est l'estimateur produit limit donné par
Patilea et Rolin [2006] sous la forme :

~ ~ Dy;
S.t)=1-F,(t)= [] (1 TR - an<Z§-_1>> : (1.10)

: !
J/ngt

ol F,, est I'estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de répartition Fp,, défini en inversant
le temps par

)= 1] (1—#@)). (1.11)

: !
J1Zi>t

La convergence presque stre uniforme de l'estimateur .S,, de Patilea-Rolin, est prouvée
dans ce méme article.

Nous étudions cet estimateur dans les deux chapitres a venir. L’étude de données a-
mélangeantes dans ce cadre de censure mixte est tres récente. Nous allons généraliser des
résultats obtenus pour des échantillons de v.a. indépendantes a des échantillons de proces-
sus fortement mélangeants, en ajoutant des hypotheses sur le coefficient de mélange. Puis,
nous établirons dans le dernier chapitre de cette these la convergence uniforme presque
complete sur un compact des estimateurs non paramétriques de la densité et du taux de
hasard pour des échantillions basés sur des observations a-mélangeantes soumises a une
censure mixte.
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Chapitre 2

La loi du logarithme itéré dans un
modele de dépendance et de censure
mixte
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2.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous nous proposons, apres une breve introduction sur 1’origine de
la loi du logarithme itéré, de généraliser les résultats obtenus sous un modele de censure
mixte dans le cadre indépendant aux processus fortement mélangeants.

2.1 Introduction

Soit (7,,) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, on

pose
S, = Z T,.
=1

A Tinstar du théoréme central limite (voir Annexe A. Théoreme 10 du document), la
loi du logarithme itéré illustre le fait fascinant que méme l’aléa complet obéit a des lois
précises. Ces deux derniers représentent des résultats clés en théorie des probabilités.

Les premieres études sont issues du cas classique ou les T}, sont des variables aléatoires de
Bernoulli centrées. La loi forte des grands nombres de Borel fut le premier résultat obtenu
en 1909 qui affirme que, presque stirement, S,,/n — 0, une propriété peu apte a décrire
le comportement de la suite (S,),~0 de facon satisfaisante. La loi du logarithme itéré a
été introduite dans la théorie de probabilité afin de perfectionner le théoreme de Borel
et obtenir son taux de convergence exact. Elle peut étre considérée comme un résultat
intermédiaire entre la loi forte des grands nombres et le théoreme central limit. Cepen-
dant, les résultats obtenus dans cette direction étaient de plus en plus précis. Citons, en
particulier, le travail de Hausdorff [1913] montrant que pour tout € > 0,

S, = O0n?) p.s. quand n — +oo.

Puis, Hardy et Littlewood [1914] ont donné une conséquence directe de I'estimation des
grands écarts avec un taux de l'ordre de v/nlogn, un résultat qui a été affiné par Stein-
haus [1922] en prouvant qu’on a presque sirement,

Sh,
lim sup [Sn <1.

n—soo V2nlogn —

Ce n’est qu’en 1924 que le meilleur taux possible a été énoncé par Khintchine [1924]. Ce
fut le premier résultat de la loi du logarithme itéré dans la théorie de la probabilité. Le
résultat est donné par le théoreme ci-dessous.

Théoréeme 1. (Khintchine [192]]). Soit (X,,) une suite de v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli
centrées. Alors, presque surement :
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2.1. INTRODUCTION

: |Sh
limsup———— = +1
n%oop \/2nlogy,n
et s
liminf% = —1.

n—oo o /2nlogyn

Ce résultat a été généralisé par Kolmogorov [1929] pour une classe plus large de variables
aléatoires (indépendantes mais pas nécessairement identiquement distribuées). Des re-
cherches ultérieures considerent des suites de variables aléatoires suivant des lois autres
que la loi de bernoulli. Parmi eux nous mentionnons la généralisation suivante de la loi
du logarithme itéré de Khintchine [1924] aux variables aléatoires i.i.d..

Théoréme 2. (Hartmann et Wintner [1941]). Soit (T,,) une suite de variables aléatoires
i.1.d., centrées d’écart-type 1. Alors on a presque surement :

lim SUPL = V2.

n—00 \/nlogyn

Les premiers travaux s’intéressant a la loi du logarithme itéré de la fonction de répar-
tition empirique, définie par (1.2), pour des suites de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées, sont dus a Smirnov [1939] et Chang [1949] ainsi que la loi
fonctionnelle du logarithme itéré de Kiefer [1961]. Dans un modele de censure a droite, on
trouve dans l'article de Foldes et Rejt6 [1981a] la loi du logarithme itéré de 'estimateur
de Kaplan-Meier, donné par la relation (1.3). Messaci et Nemouchi [2011] introduisent ce
résultat pour l'estimateur de Patilea-Rolin, donné par la relation (1.10), sous le modele 1
de Patilea et Rolin [2006] (voir 1.1.1.IV.).

Les résultats obtenus sous I'hypothese d’indépendance ont servi de point de départ a
de nombreuses recherches sur I'application de la loi du logarithme itéré a des suites de
variables et de vecteurs aléatoires dépendantes. Walter Philipp a été un des premiers a
mener des recherches dans cette optique. Par une série de travaux a partir de 1967, il
a étudié la loi du logarithme itéré pour des sommes partielles de processus faiblement
dépendants (voir Philipp [1967, 1969b,c, 1977], pour ne citer que ceux-la). Indépendam-
ment, losifescu [1968] et Reznik [1968] ont étudié le méme probleme, Oodaira et Yoshihara
[1971] ont affaibli leurs conditions. Phillip et Berkes [1978] ont inventé une nouvelle tech-
nique permettant de prouver des principes d’invariance presque siir pouvant également
étre utilisée pour des processus a valeurs vectorielles. La technique d’approximation de
Berkes-Philipp a été la base de la plupart des travaux sur les principes d’invariance et de
la loi du logarithme itéré dans les décennies suivantes. Pour les sommes partielles de pro-
cessus fortement mélangeants, les résultats les plus précis actuellement disponibles sont
dus a Rio [1995b].
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2.2. HYPOTHESES ET RESULTAT

En l'absence de censure, Cai et Roussas [1992] s’intéressent a la loi du logarithme itéré
de la fonction de répartition empirique basée sur un processus a-mélangeant. Cai [2001] a
considéré le cas des processus fortement mélangeants soumis a un mécanisme de censure
a droite, il a donc proposé dans son article une loi du logarithme itéré de I’estimateur
de Kaplan-Meier. Dans ce méme état d’esprit, notre contribution consiste a généraliser le
résultat obtenu par Messaci et Nemouchi [2011] & des processus a-mélangeants, en consi-
dérant le méme modele de censure mixte que ces dernieres.

2.2 Hypotheses et résultat

Notre travail rentre donc dans le cadre de la censure mixte correspondant au modele I de
Patilea et Rolin [2006] abordé dans la partie IV. de 1.1.1. Autrement dit, nous observons
I'échantillon (Z;,6;)1<i<n du couple (Z,6) ou Z = (Y A R) V L = max(T, L), avec les
variables aléatoires positives et indépendantes Y, R et L représentant, respectivement,
la variable d’intérét, la variable de censure a droite et la variable de censure a gauche.
L’indicateur de censure § est de la forme suivante :

0 si L<Y<R,
0= 1 si L<R<Y,
2 si min(Y,R) < L.

Nous proposons d’étudier dans ce chapitre, 'estimateur de Sy introduit précédemment
par S,, dans (1.10) et rappelé ci dessous, sous la condition du mélange fort. Notons que
nous considérons les mémes notations de la section 1.5 du chapitre précédent avec :

~ et DOj
Sut)=1-F,(t)= [] <1 B nk,(Z)_,) — an(Z§-_1)> ’

j1Z;<t
avee Doj = 3 sy Vizi=z si=o}
ZJ’- (1 < j < M) les valeurs distinctes de Z; rangées dans 'ordre croissant,

ﬁn est 'estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de répartition F7, défini en inversant
le temps par

. !
]/Zj>t

et H, est la fonction de répartition empirique de Z, donnée par

1 n
H,(t) = - > Mz
=1
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En préalable a I’énoncé de notre résultat, nous allons préciser les hypotheses qui seront
imposées afin d’y aboutir.

% (C.0) : Y, Ret L, sont des v.a.r. continues,

% (C.1): (Yy), (Ry) et (Li), 1 <7< n,sont des suites indépendantes de v.a. positives
stationnaires et a-mélangeantes, de coefficient de mélange a;(n), as(n) et as(n),
respectivement,

st <C2) : H’laX(IL,[R) < Iy et Ty < Tkg.

Remarque. Sous ['hypothese (C.1), lutilisation du Lemme (2) de Cai [2001], nous per-
met de déduire que les suites (Y;, Li, R;)i>1 et (Z;)i>1 sont des suiles stationnaires et
a-mélangeantes de coefficient de mélange a(n) = 4 max(4 max(aq(n), az(n)), asz(n)), avec
an) =0(n7") ou v > 4.

Nous avons le résultat suivant qui établit la loi du logarithme itéré de I'estimateur de
Patilea-Rolin S,,, en présence de processus a-mélangeants.

Théoreme 3. Sous les hypotheses (C.0)—(C.2), nous avons presque sirement, pour v >

4 :
sup|S, (1) — Sy ()] = O ( 1%”) .

teR n

2.3 Preuve

Avant de développer le détail de notre démonstration, nous allons introduire des quantités
qui nous seront indispensables.

Posons, pour Iy <t < Ty, la quantité Ay définie par

Ay(t) = / dAy (u) = — log (Sy (1)), (2.1)

Iy

avec dAy (u) la mesure de hasard de la variable d’intérét Y, donnée par définition, pour
tout Iy <t < Ty, par :

AR () / dHO () (29)

MO= | 5w Ty Rl — W)
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Il vient de (2.1) et (2.2), en remplacant les lois inconnues par leurs estimateurs, que :

~ [t dH (u)
/ln(t)_/IY R (2.3)

Posons également

Sat) =] (1—Uj_1 _D]%_ﬁl), (2.4)

S D
ol Nj:Z]l{Zigzj/_} et Ujflzn H {1__%}
i=1

j<i<M N,

La preuve de notre résultat s’inspire largement de celle de Messaci et Nemouchi [2011].
En procédant donc de la méme maniere, nous utilisons la décomposition suivante :

1S (t) = Sy (£)] < 18a(t) = Sul(t)] + [3a(t) = Sy (2)], (2.5)

avec

[Sn(t) = Sy ()] = | exp(log 5, (t)) — exp(—Ay (t))]

< [ exp(log Si(t)) — exp(—An(1)| + | exp(=A,(1)) — exp(—=Ay (t))].

Le développement de Taylor des deux termes de la derniere ligne de cette inégalité en-
tralne que :

[8a(t) = Sy (0)] < [ exp (= An (1)) (log Su(t) + An(£))] + Sy (£) (Ay (1) = An(D))]

|5 exp (= (0) (A (1) ~ Au(1))?] (2.6)

ou
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min (—log S, (t), A,(t)) < A, (t) < max (—log S, (1), A, (¢)), (2.7)
et

min (Ay (£), A,(t)) < An(t) < max(Ay (£), A,(1)). (2.8)

L’inégalité (2.5) devient alors :

[Su(t) = Sy (1)) < [Su(t) = Su()] + | exp(—An(t))(log S, (t) + Aa(1))]

F ISy (A (1) = Au(e)] + |5 exp (<) (A (1) — Au())] . (29)

Pour la suite, nous ferons usage du Théoreme 3.2 de Cai et Roussas [1992] qui nous four-
nit, sous 'hypothese (C.1), les deux résultats suivants :

1/2
n
lim su sup|H,(t) — H(t)|| =1 p.s. 2.10
wmp[(%gw) up| 1, (1) <>|] » (2,10
et
n 1/2
lim su sup|HO' (1) — HOt)|| =1 p.s. 2.11
Hmp[(moggn> wpl ()~ HOW| =1 .11

Aussi, en se servant de la loi du logarithme itéré de Cai [2001], nous avons presque stire-
ment, sous les hypotheses (C.0)—(C.2) :

f}lplﬁn(t) —Fi(t)| =0 (\/ bgTw) : (2.12)

Cela dit que pour presque tout w, il existe ny(w) et un nombre fixe A tel que pour tout
n > ny, la combinaison des résultats donnés par (2.10) et (2.12) implique que

sup|(£,(t) = Fi() — (Ha(t) = H()) < A g (2.13)

Iy <t n
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D’autre part, puisque pour tout Iy <t < Ty :

Fi(t) — H(t) > Fy(Iy)Sr(Ty) Sy (¢), (2.14)

il vient alors que si Fy(Iy) > 0 et Sg(7y) > 0, nous avons presque surement, pour tout
n>n et ly <t<t,:

(FL(t) — H(t)), (2.15)

avec

(2.16)

b= 5o 2A loglogn
Y Pi([y)SR(T}) 2n ’

ol A est une constante et Sy'(s) = sup {y/Sy (y) > s}.

Pour atteindre le résultat du Théoreme 3 nous proposons de traiter chacun des termes de
la décomposition (2.9) dans une série de lemmes.

Lemme 2.1. Pour presque tout w, 3 no(w) tel que si n > ng alors : V Iy <t < t,,
ki1 >0 etky >0 ot k=ki+ky>1, nous avons :

k-1

t (0) Al
/ D dHy "’ (u) _0 ( n ) ‘
1y (Fn(u) — Hy(w))s (Fr(u) — H(u))™ logy n

Démonstration. Suite a la relation (2.15), on a Vn > ny et pour tout Iy < t < t, et
Ly <u<t:

' dH® (u) ' ok )
I, = b =@ <, - O

_|_

t 2h ) () — HO(y
/[Y e AU )~ HO >>].

En vu des expressions de H(t) et H(¢) données dans le Chapitre 1 par les relations (1.6)
et (1.7), il vient par intégration :
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/t dHy(ZO)<u> < _/'t 2k1 FL(U)SR(u)d(SY u))
1y (Fn(u) = Hy(w)o (Fr(u) — Hw)k> ~— Jr (FL(w)Se(u)Sy (u))*
t k1 o } o )
+/1Y (Fr(u)Sg(u)Sy(t))k |[d(Hy" (u) — H (u))]

2h " d(Sy(u))
: - Fp N (I)Sg(Ty) /zy Sy (u)

2k i O
(FL(Iy)Sa(Ty ) Sy (1))F supl A (@) = (=)

_|_

k1 0 0 ]‘
+20supl () = HO(2)] ((FL<JY>SR<TY>Sy<t>>k>

k1
: (k= V)FFY(Iy)SE ™ (Ty)SE1 (1)

26141 sup| HY (x) — HO) ()]

zeR

(Fr(Iy)Sr(Ty)Sy (t))*

+

Ainsi, en combinant le résultat donné par (2.11) avec I’équation (2.16) et le fait que ¢t < t,,,
nous aboutissons a :

/t dH}LO)(u) - 2k1
by (Fulw) = Ha(w) (Fy (o) — H() — (k= DFE (1) S5 (0S5 (1)

2k1+2 [log, n
(Fr(Iy)Sr(Ty)Sy (t))* 2n

o
= DE ()S (T)SE )

n 2k1+2 10g2 n
FF(Iy)SE(Ty) Sy (1) Sy (t,) V- 2n

< 9k1 1 " (z n L)
S NI SEN Ty SE ) \A T k—1)
(2.17)

_|_
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Nous déduisons le résultat du Lemme 2.1 a partir de la derniere ligne de cette majoration,
en utilisant la relation (2.16) qui implique que pour ¢ > ¢, :

2A /loglogn
Sy (t,) > .
Y< ) FL(Iy)SR<Ty) 2n

Il nous faut a présent traiter les termes de la décomposition (2.9). On s’intéresse dans le
Lemme suivant a son premier terme.

]

Lemme 2.2. Nous avons,

Iy <t<t, nlog, n

sup |§n(t)—Sn(t)|:O< ! ) p.s.

Démonstration. Pour la preuve de ce lemme, nous ferons usage de 'inégalité suivante :

n n
=1 =1

n
< Z la; — bl
i=1

avec |a;| < 1et |b;] <1, pour tout 1 < i < n.

L’application de cette derniere nous donne :

RGICROIS | | (1 - %) 11 (1 - _D]sfj'l . 1)

n HY(Z))
= 2 (nE,(Z}) — nH,(Z}))?

i/zi<t

_ /t n dH" (u)
I (nE,(u) — nH, ()2

On en déduit aisément du Lemme 2.1, que le Lemme 2.2 est vérifié pour k1 = 2 et ky = 0.
m
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Intéressons nous maintenant au second terme de la décomposition (2.9).

Lemme 2.3. Nous avons,

IY <t<tn

sup |1og5n(t)+71n(t)|=o< ! ) ps.

Démonstration. Nous partons du fait que

. Do
log S,,(t) = log H (1_U- 1_]2;‘ 1+1>
J— J—

/7)<t
Dy
= Z log (1 — J )
j/Z;St Uj_l—Nj_1+1

Nous obtenons par le développement de la fonction logarithme que :
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2.3. PREUVE

.. ~ t (0) u ¢ T(LO) U
o= o1 ) i

AN
=
VR
ER
E
| | —
=
&
|
=
_I_
=1
N
—_
|
=
g
N~
=
°2
=

+ % /Iy —n; ; (nFn(u) nH,(u) + 1)~ dH® (u)
/ t 1 0
= — dH,” (u)
iy n(Fy(u) — Hy(u)) (5 + Fo(u) — Hy(u))
2|y (nFy(u) — nH,(u) + 1)2(nE,(u) — nH,(u))

<2

/t dHY (u)
1y n(Fy(u) — Hy(u))?|

La preuve de ce lemme peut donc étre achevée de maniere similaire a celle du Lemme 2.2.
m

Lemme 2.4. Nous avons,

(1)
sup [Ay(t) — A, (t)| < K p.s. ot K est une constante.
Iy <t<tn

_sup Sy (1) Ay (t) — A,(t)] = O (\/ logT2n> p-s.
%exp (= An (W) Ay (t) = A,(1)]> = O <\/ logTzn) p-s.

Démonstration. Remarquons pour commencer que :

(ii)

(iii)
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Ay () = Au(t)] =

/t dHT(LO) (U) B /t dH(O)(U)
i Fp(u) — Hy(v)  Jr Fr(u) — H(u)

. t dHY (u)
sup |Fr(z) — H(z) — F,(x H,(x 5
< pplfate) = Hw) = By + Il | ) (Fu) — H(w)
2 sup(HY(x) — HO(@))
TR (I )Sa(Ty )5y ()

En tenant compte des résultats (2.11), (2.13) et de la relation (2.17), nous avons pour n
suffisamment grand :

(1) - Avle)] < 222t 2O L), (2.18)

Par conséquant d’apres la relation (2.16), il existe une constante K tel que :

sup [ A, (t) = Ay ()| < K p.s.

IY <t<tn

Ceci acheve la preuve de (i).

Nous déduisons aisément de la majoration (2.18) que :

sup Sy (O (1)~ Av(0)] = O (,/k’gTw) p.s (2.19)

Nous passons a présent a la preuve de (iii).

En utilisant la relation (2.8), nous pouvons voir que :

exp(—A,(t)) < Sy (t) exp |A,(t) — Ay (1)),

d’ou
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Suite au résultat (2.19), on en conclut que :

%exp (—An (1) An(t) — Ay (H)> = O <\/ logTzn) p.S. (2.20)

O

De plus des Lemmes précédents, nous pouvons déduire a partir de la relation (2.7), la
majoration suivante :

exp (= A, ()| 1og S (t) + An(t)] < |log Su(t) + An(t)]. (2.21)

En vu de la décomposition (2.9), la combinaison des Lemmes 2.2, 2.3 et 2.4 avec la ma-
joration précédente (2.21), nous permet de conclure que pour un n assez grand :

~ 1
sup |5, (1) = ()] = O (x/ﬂ) p.s.
IYStStn n

Ce dernier résultat associé a la majoration suivante

sup |, () — Sx ()] < |Sy (tn)| + [Su(ta) — Sy (£a)],

tn<t<oo

implique le résultat recherché et acheve la preuve du Théoreme 3.
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3.1. DONNEES COMPLETES ET o-MELANGEANTES

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux estimateurs non-paramétriques de la fonc-

tion de distribution et de la fonction de hasard cumulé lorsque les données sont éventuelle-
ment censurées et satisfont la condition de mélange fort. Plus précisément, la convergence
presque complete uniforme sera établie, sous la condition du a-mélange, pour des données
completes, puis dans le cas d'une seule censure pour finir avec le cas d’une censure mixte.
Pour étayer davantage nos résultats théoriques, une étude de simulation est réalisée afin
d’illustrer la bonne performance de la méthode étudiée, pour des échantillons de taille
relativement petite. Enfin, une application aux processus censurés et a-mélangeants est
fournie via ’analyse des teneurs en Chrome des échantillons collectés a partir de deux
stations de la riviere de Niagara au Canada. Ce travail a fait 'objet d'une publication
dans la revue “Statistical Methods & Applications”.
A partir d'un échantillon a-mélangeant, un résultat donnant le taux de convergence
presque complete uniforme de la fonction de distribution empirique sera donné dans la
premiere section, consacrée au cas de données completes. Ce résultat sera étendu, dans
la section 3.2, au cas de la censure simple a gauche. Ces deux premieres sections, nous
permettrons de déduire, dans la section 3.3, les taux de convergence presque complete
uniforme pour les estimateurs de la fonction de hasard cumulé et de la fonction de distri-
bution. Dans la section 3.4, une étude de simulation apportera un soutien a nos résultats
théoriques. A la suite de cette étude nous allons appliquer notre méthode sur des données
réelles dans la section 3.5 qui cloturera ce chapitre.

3.1 Données completes et a-mélangeantes

Dans cette section, (X;);>1 est supposée étre une suite de variables aléatoires réelles, sta-
tionnaire et a-mélangeante de coefficent de mélange a(n) arithmétique d’ordre v. Chaque
variable aléatoire réelle X; est supposée avoir une fonction de distribution inconnue F'x qui
est naturellement estimée par la fonction de distribution empirique basée sur le segment
Xi,..., X, et donnée précédemment dans le chapitre 1 par la relation (1.2), tel que :

~ 1<
Fo(z) = " Z Lix;<a)-
i=1

Notre objectif est de dériver le taux de convergence presque complete uniforme de F\n,
comme indiqué dans le résultat suivant.

Théoreme 4. Sia(n) = O(n™") avec v > 4, nous avons

zeR n

sup| F,(x) — Fx ()| = O ( bg”) .
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3.1. DONNEES COMPLETES ET o-MELANGEANTES

Démonstration. Soit x € R, remarquons dans un premier temps, que si z < Ix (respective-
ment, x > T), il s’ensuit que F,(z) = Fx(z) = 0 (respectivement, F,(z) = Fx(z) = 1),
le résultat du théoreéme 4 s’obtient alors immédiatement.

Pour = € |Ix, Tx|[, Fx(z)(1— Fx(z)) # 0. Introduisons alors la v.a.r. bornée et identique-
ment distribuée U; = 1{x,<,y — Fx(z), dou var(Uy) = E(UZ) = Fx(z)(1 — Fx(x)).

Notons que pour tout = de R et tout 7 de {1,...,n}, |U;] < 1. De plus, nous constatons
que la suite (U;) est arithmétiquement a-mélangeante avec le méme taux v, du fait que U;
et X; appartiennent a la méme tribu engendrée par X;. On peut alors appliquer I'inégalité

de Bernstein pour des données a-mélangeantes (voir Lemme A.4 en annexe A).

Tout d’abord, calculons o2 ou

O'Z = i i COV(UZ', U])

i=1 j=1
= Z ZCOV(Ui, U;) + n var(Uy)
i
= Z Z cov(U;, U;) + Z Z cov(U;, U;) + nFx(z)(1 — Fx(x))
=1 j/li—jl=1 =1 j/2<[i—j|<n-1

< - n—l Z Z |covUZ,U)|—|——

=1 j/]i—j|=2

Au vu de la Proposition A.10.i dans Ferraty et Vieu [2006], il existe une constante C; tel
que :

2
On

I/\

Heay ¥l

=1 j/|i—j|>2

En utilisant inégalité > k™ < floo x~Vdxr < 0o , nous obtenons que :
k>2

2
0, S 02n7
ou Cy est une constante.

En injectant cette majoration dans l'inégalité exponentielle donnée par le Lemme A.4

log n

(voir annexe A du document) avec € = ¢ et r = (logn)?, il apparait que, pour une
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3.1. DONNEES COMPLETES ET o-MELANGEANTES

constante C'5 :

1
]p<_
n

>
i=1

logn e2logn\ 2 rv/n v
> € <, (1+ ) g (—)

n r negy/logn
N LS00 R VR |
< (s (1—1— &l ) 2 +n 2 (logn) 2
logn

SRS

P (Iﬁn(w) — Fx(z)] =

ou C, est une constante.

Donc pour v > 4, le choix d'un ¢y adéquat conduit a

logn
> € < 00,
n

ceci permet de conclure que

n

Fu(z) — Fx(x) = O, ( log ") | (3.2)

Remarque. Ce résultat est applicable a ﬁn(x*) = L5 Lixi<s} en prenant U; =

Lix,<ay — Fx(z7).

Nous allons maintenant donner la version uniforme de la relation précédente. Pour ce

faire, nous procéderons de facon identique a la preuve du théoreme de Glivenko-Cantelli
(donnée dans Laha et Rohatgi [1979]).

Posons pour tout entier N > 2 et k € {1,...,N — 1},

k
tN,k: = F);l (N) s ZfN,o = —0 et tN,N = +OO,
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3.1. DONNEES COMPLETES ET o-MELANGEANTES

ou pour tout u €]0,1[ : Fy'(u) = inf{z € R/Fx(x) > u} est I'inverse généralisée de F.

Soitt e R, Ak € {1, o, N — 1} tel que t € [tN,katN,k—H[-

Compte tenu des propriétés de Fiy!' on a, pour ¢ < INk,

k k
Fx(t) < — = lim Fx(t) < —,
SNk N
) _ k
e Fx(ty,) < N On a donc
k _
Fx(tng) > N > Fx(tyi)
ce qui implique
1 _k+1 _
Fx(tng) + N > N > Fx(typi1)s

d’ou

D’autre part, ﬁn et F'x étant croissantes,

Fo(tng) = Fx(ty ) < Fu(t) — Fx(t) < Fu(ty ) — Fx(tag)-

Cette derniere majoration combinée a celle dans (3.3), nous donne

)

Fy(tng) — Fx(tyg) —

IN

1
5 < Bul) = Fx(®)

)

IN

IN

~ _ 1
Fultypsr) — Fx(ty ) + N

n(tn i) = Fx () + Fx(ty ) — Fx(tve)

38
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Ainsi,

~ ~ 1 ~ _ 1
Fult) = Fx(O1 < e {IFults) = Frona] + 5 Faltran) = Fltaa)l + 3 |

1<k<N-1

- o . 1
= max {|F.(tng) = Fx(Enp)ls [Fu(ty ) — Fx(Ey )]} + ~

1<k<N-1

~ ~ 1

< 1§f]§1§a]§<_1!Fn(tN,k) — Fx(tnge)| + 1Sf,§1§a]\>,<_1!Fn(t&,k+1) — Fx(typ) +

En choisissant, pour n € N/ n > 2,

n
N = 1 3.5
[ st (3.5)

ou [z] désigne la partie entiere de x, la majoration (3.4) devient

~ . < e _
Stgﬂlgan(t) Fx(t) < | max [F(tnr) — Fx(tve)]

~ logn

+ | Jnax |Fn(ty 1) = Fx(Ey )] + o

Nous déduisons alors que

~ logn
P(sup|Fn(t)—FX(t)| > (1 + €0)y/ & )
teR n
ply ~ € [logn
<> P <|Fn(tN,k> — Fx(tni)l > 5/ >
n
g ~ _ € [logn
+ P |Fa(typsr) — Fx(typi)| > D) i

L’association de ce résultat aux relations (3.1) et (3.5) et la remarque 3.1, implique que,

pour v > 4,
_ 1
Yp (sup|Fn(t) — Fx(t)]> (1+€)y/ Og”> < 0,
teR n

n>2

ce qui conclut la démonstration du Théoreme 4. O
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3.2. MODELE DE CENSURE A GAUCHE a-MELANGEANT

3.2 Modele de censure a gauche a-mélangeant

Soient (L;)1<i<n €t (T})1<i<n deux suites indépendantes de répliques aléatoires des v.a. po-
sitives L et T respectivement, que nous considérons comme le temps de survie et le temps
de censure a gauche, respectivement. Elles sont supposées étre des suites stationnaires
et arithmétiquement a-mélangeantes avec des coefficients de mélange respectifs «a;(n)
et az(n). Dans le contexte de la censure a gauche, on ne peut observer que les paires
(Zi, 0i)1<i<n 00 Z; = max(L;, T;) et §; = 1;z,>1y. Nous pouvons montrer, en appliquant le
Lemme 2 de Cai [2001], que (L;, T;);>1 et (Z;)i>1 sont arithmétiquement a-mélangeantes
de coefficient 4 max(a;(n), as(n)).

Notons H la fonction de distribution de Z = max(L,T) et N sa fonction de sous-
distribution définie par :

NYBH =P(Z<t,6=1)= /Ot Fr(u)dFy(u),

oud = ﬂ{LZT}-

Les versions empiriques de H et N sont données respetivement par :

H,(t) Z]l{z <ty et NV (t Z]l{z <t,8,=1}-
_ dF;, dNW X :
La relation Fy(t) = @ o0((1 — dI) ou d' = —= 7 = > sugsere d’estimer Fj, par :
L
Fo(t) = mueo(1—dl) = [ (1-Tu(Z)), (3.6)
ilZi>t

oll {ZJ’, 1 < j < m} sont les valeurs distinctes de {Z;, 1 < i < n} rangées dans 'ordre
ANV

croissant et dI,, = .
n Hn

Remarque. 7 o((1 —dI) := [][1 = I({x})] exp [-I7(]t, 00])], ot I* est la prtie continue
>t

de I'. Rappelons que m est l'integrale produit (voir Gill et Johansen [1990]).

Dans cette section nous allons étendre le résultat du Théoreme 4 a F),. Seulement, de
par le mécanisme de censure, la convergence n’est plus sur tout R, comme le confirme le
Théoreme ci-dessous.

Théoreme 5. Si max(a;g(n),as(n)) = O(n™") avec v > 4, nous avons, pour tout 6 > I,

. logn
sup |Ey(t) — Fi(t)] = O,.. ( & ) .
t>60 n
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3.2. MODELE DE CENSURE A GAUCHE a-MELANGEANT

Remarque. En inversant le temps, nous pouvons facilement déduire le méme tauz de
convergence pour l’estimateur de Kaplan-Meier.

Démonstration. Selon I’équation de Duhamel (voir Théoreme 6, page 1519 de Gill et Jo-
hansen [1990]) et comme l'intégrale produit est une fonction multiplicative, nous pouvons
écrire :

Fi(t) = Fu(t) = Mpoo((1 — dI) = mpp oo (1 — dI3,)

S = LT

B F(u)
= F1t) /W[ Fu(w)(1 - AIa)

Cela implique que :

[F(t) = Fu(t)] <

o d(l,(u) — [u
ol Mn(t):jit,+00[ (1(—)AF(U<) !

En intégrant par parties, nous pouvons voir que :

o ﬁn(t) ° ° _ Fn(u)
|F,(t) — Fir(t)] < 00 M, (t)| + ]t7+oo{Mn(u >d<FL(u)>|

= Fr(0) iglg|]\04n(“)| " }t,+oo[Mn(u_)ﬁn(u_) ! (FLl(“))'

/] M (o) dﬁn(u)|

t,4o00[ FL(“’)

+

1 o o 1
< M M, —1
S o) S Maw)] + sup [Ma (u) (FL(t) )
+ su ]\04” U Fn t)—1
. (0) uzle)‘ (W[ Fn(t) — 1]
3— Fr(0)

< ———~ su Mnu
S0 u213| (u)]
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3.2. MODELE DE CENSURE A GAUCHE a-MELANGEANT

Par conséquent, il suffit de traiter M,,. De par sa définition, nous avons :

31, )] = /W <rn<x>—r<x>>\

- /}W ( S dra) - o)

/ - F(:v))‘ + ‘/]u’+m[% (I, (z) — I(z))|,

IN

d’ou

Ml <spln) - o+ Y |5 1an,6) - art)
- AFJ:L>(;L)>O
1
< sup|F) — )] + s swplAT (o) = AT 3 [4Fia)

T>Uu

AFL (z)>0

On en déduit que

: (3—Fr(0))(2+ Fr(67))
iggan(t) — Fp(t)| < 0V F, (0 igl@j|Fn(t) — ITt)l.

Ainsi, notre preuve se réduit au traitement du terme sup|l,(t) — I(t)].
>0

A cet effet, en intégrant par partie nous obtenons :
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3.2. MODELE DE CENSURE A GAUCHE a-MELANGEANT

ANV (u) AN (u)
LCRRURTINS bl i s

__/ dMWm_/ dMW@+/ dMW@_/ AN (u)
Jtroo] Hn(u) ool H(w) ool H (1) ool H(u)

/}Hoo[ (Hnl(u) - H%@) N (u)

fa@ﬁ@gymW—EMWMWHM—MWm

IN

" ‘/]t,+oo[ qu) AN ) - N(l)(u))‘

IN

NP () — N (1)
H(t)

¢ [ )~ 3 (75|
1

= W igle) | H(u) — H(u)] + Hig) i‘gg |N£1)(U) — N(l)(u)|.

+ [N (400) = N (400)| +

Par ailleurs, au vu du Théoréme 4, nous avons :

sup H,(w) = H(u)| = O ( loi”) , (3.7)
et
H,(0) — H(0) p.c. avec H(0) # 0. (3.8)

Donc, d’apres la Proposition A6 de Ferraty et Vieu [2006] (rappelée dans I'annexe A, Pro-
position A.2), (sup|H,(u)—H(u)|)/H,(0) ale méme taux de convergence que sup|H,(u)—
u>0 u>0

De plus, en remarquant que V; = 1y7,<¢5-1 — N (1)(25) est stationnaire et arithmétiquement

a-mélangeante avec un coefficient 4 max(aq(n), az(n)), nous pouvons conclure de la preuve
du Théoreme 4, en remplacant U; par V;, que :

u>0 n

supU%?Ku)—]V“KuﬂzzC%c,< 1Og”>. (3.9)

En combinant les résultats issus de (3.7) et (3.9), nous aboutissons au résultat du Théo-
reme 4. O
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3.3. MODELE DE CENSURE MIXTE a-MELANGEANT

3.3 Modele de censure mixte a-mélangeant

Dans cette section, nous disposons des variables aléatoires positives indépendantes Y, R
et L, représentant respectivement la variable d’intérét, la variable de censure a droite
et la variable de censure a gauche. Plus précisément, notre observation est limitée a
I'échantillon (Z;, 0;)1<i<n de variables identiquement distribuées comme le couple (Z,§) :=
(max(min(Y, R), L), ) ou

0 si L<Y<R,
0=1¢ 1 si L<R<Y,
2 si min(Y,R) < L.

Tout au long de cette section, nous supposons également que les suites (Y;), (R;) et (L;)
sont stationnaires et arithmétiquement a-mélangeantes avec des coefficients de mélange
aj(n), as(n) et az(n), respectivement. Au vu du Lemme 2 dans Cai [2001], les suites
(Y;, R;, L;) et (Z;) sont également arithmétiquement a-mélangeantes avec le coefficient de
mélange a(n) = 4max(4 max(aq(n), az(n)), az(n)).

Afin de ne pas alourdir inutilement les notations, nous gardons ceux précédemment utili-
sées dans la Section 1.5 du Chapitre 1, a savoir la fonction de distribution de la v.a. Z,
H(t) = Fr(t)Fr(t) ot T = min(Y, R) et sa sous-distribution, pour les observations non
censurées, HO(t) = P(Z < t,§ = 0) ainsi que leurs versions empirique données respecti-

vement par H,(t) =1/nd> " Lz, et Hﬁo)(t) =1/n>"" Liz,<ts=0}-

Nous déduisons d’apres le Théoreme 4, que pour v > 4 :

sup |[HO (1) — HO(t)] = O,.. ( 1Ogn> , (3.10)
teR n
et
sup |Hy (t) — H(t)| = O,.. ( 10g”) . (3.11)
teR n

Nous reprenons également 1’estimateur de Patilea-Rolin, noté gn, de la fonction de survie
SY)

~ o DOj
Sn(t) =1—=F,(t) = H (1 - nﬁn(zjf,_l) — an(Z§-_1)> ’

s 7l
]/ngt

ou Z; (1 < j < M) sont les valeurs distinctes de Z; rangées dans I'ordre croissant,
Dy; = Z?:l 1y Zi=2 §;=0} et Fn est I'estimateur de Kaplan-Meier de Fj,, défini précédem-
ment par :
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3.3. MODELE DE CENSURE MIXTE a-MELANGEANT

Rappelons également que la fonction de hasard cumulé de Y, Ay, est définie dans le
Chapitre 2 pour tout Iy <t < Ty par la relation (2.1) ainsi que son estimateur A,, défini
dans (2.3) et rappelé ci-dessous

~ [t dH (u)
An(t) = /IY Fy(u) — Hy(u)'

Les taux de convergence presque complete uniforme de A, et F), sont énoncés dans le
Théoreme suivant.

Théoréme 6. Si max(I,Ir) < Iy et max(ay(n),as(n),asz(n)) = O(n™") avec v > 4,
nous avons, pour tout § < min(Ty,Tg),

() sup |2u(8) = Ay ()] = Oy ( bg”);

<6 n
. ~ logn
(i) sup|F (1) — B (1)] = O, ( : ) -
<0 n

Remarque. Notons que ces taux de convergence sont les mémes que ceux obtenus par
Kitouni et al. [2015], dans le cas de données indépendantes. De plus, remarquons que par
rapport a la loi du logarithme itéré du chapitre précédent (qui donne un tauz presque sir),
la convergence dans ce Théoréme et un peu plus forte mais la vitesse de convergence est
un peu détériorée. L’avantage ici est qu’on se dispense de I’hypothese de continuité des
variables latentes.

Démonstration. (i) De par les définitions de Ay et A, données dans (2.1) et (2.3), nous
avons :

1 1

E,(u~) — Hy(u™) Fr(u) = H(u")

a0 - vl < [ AHO (1)

Iy

+

t 1 ) () — HO(y
o 4 0 - )

—: Buy(t) + Baal(t), (3.12)
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Remarquons dans un premier temps qu’au vu de (2.14),

i |

sup
Iy <u<6
< Y SUu>

- Fr.(I,)Sr(0)Sy(9)

t dH(O)
< / : i
Iy Fo(u™) — Hy(u™)

1 1

_ ) (4
Ey(u) — Hy(u™)  Fr(u™) = H(u") 4H, " ()

Fr(u) — Fy(u™) + Hy(u™) — H(u*)’

Isup Fr(u™) —ﬁ’n(u_) + H,(u™) —H(U_)‘
<9 y <u<f . .
Fu(Iy)Sw(0)Sy(0) inf_ | Fu(u=) = Hy(uo)|

Iy <u<f

Pour un ¢y €|0, F1(1y)Sr(0)Sy ()] et un € = Fr(1,)Sr(8)Sy () — £o, supposons

que i<nf<9 ’Fn(u_) — H,(u™)| < o, il existe donc un ty € [Iy, 0] tel que F,(t5) —
Y SU>

H,(ty) < o, il vient alors que

Fi(ty) = H(ly) = Falty) + Hn(tg)

o

= Sy(to)Sr(te ) Fr(ty) — Fulty) + Halto)

Z SY(H)SR(H)FL(I;) — &y = ¢,
d’ou

sup |Fp(u™) — Fp(u™) + Hy(u™) — H(u™)| > e,

Iy <u<f

ce qui implique que

P ( inf |E,(u”) — Hp(u™)| < 50)

Iy <u<@

<P < sup |Fp(u™) — Fn(u*) + H,(u")— H(u)| > 5) ,

Iy <u<é

puisque max (I, Ig) < Iy, le terme de droite de cette derniere inégalité est le terme
général d’une série convergente.
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3.3. MODELE DE CENSURE MIXTE a-MELANGEANT

Ceci joint aux résultats du Théoréme 4 et de (3.11), nous permet de déduire que

Iy <t<6 n

sup Bua(t) = O, ( k’g”). (3.13)

De plus, en intégrant par partie et en sus de (2.14), nous obtenons :

Bs(t) = /IY (o) 1_ H(o) d(H7gO)(u) — H(O)(u))‘

|20 - HOW)| || H (L) - HO(Iy)
S TERO-HO || R0 = HY)
F| 0w 1w a (mu) : H<u>) ‘
2

< s HO () — HO
= FL(Iy)Sr(0)Sy () ,Y;PSH\ n () (u)]

¢ H (u) — HO(u) 1
T R d<sR<u>Sy<u>>

CHY (u) — HO(u) 1
e Sa(W)Sy (W) d(&(u))

<C sup |HO(w) - HO)].

Iy <u<é
ou C est une constante.
Donc, au vu de (3.10),
|
sup Bpa(t) = O, ( ogn) : (3.14)
Iy <t<6 n

L’association de ce résultat a (3.12) et (3.13), acheve la démonstration de la partie

O

(ii) Nous procédons de maniere semblable a celle utilisée pour prouver le théoreme 5.
Utilisons donc ’équation de Duhamel (voir Gill et Johansen [1990]) qui nous donne
pour tout t < 6§ < min(Tg, Ty)

C1— Fy(u) o~
/Iy 1— Fy(u) d(A, — Ay)(u)|.

Fu(t) = Fy(t)] = (1 = Fy(?))
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3.3. MODELE DE CENSURE MIXTE a-MELANGEANT

~ 1— Fy(u™
Posons M, (t) = [; 1= Frw)

Iy 1 _ Fy(u) d(zn - AY)(“)-

L’intégration par partie entraine :

R0 - Frlo)] <| [ 1o it

1= E() ~ t 1— E,(u)
=T 0 M, (t) — /IY M, (u)d (—1 — Fy(u)) ‘

1 — b dF,(u)
ST R0 M”(t)‘ ) Malw)— Fy (u)

bt ~ _ dFy(’LL)

+Iﬂ“”@‘ﬂmou—wwwvﬂm»‘
< |0+ — M, (w)| F
ST-R ) W) + 1= o) o, ()] Fut)
1 —
+ —(1 “E0) IYS;PSQ Mn(u)‘ Fy(t)

_ 20 =B (0) +1

< sup | M, (u ‘ :
TR @) ook, (M)
11 suffit donc de traiter le terme sup | M, (u) ‘
[y§u§9
— ~ AFy(U) ~
Ma(6)] < () = Av (1) S (Ad(u) - AA
M (8)] < [7() = Av(0)| + > T (A0 - Ay )
AFy (w)>0
~ -~ 1
< [ - v ()] + 2 Ao(u) — A Fy(t
<[ = avo] 2 sup [A0) = Av(w)| T )
Il vient donc que
v 3 — Fy(0) >
sup |M,(t)| < ————= sup |A,(t) — Ay (¢
<< Wl=1- Fy(0) 1y <izo (8) = 4l )‘

Le résultat découle alors immédiatement, au vu de (i).
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3.4. ETUDE DE SIMULATION

3.4 Etude de simulation

Dans cette partie, afin d’illustrer ce qui précede, nous examinons la performance de l'es-
timateur F, (donné par (1.10)), qui généralise les deux estimateurs F), et F),, au travers
des simulations. Nous générons les données comme suit.

Soient (¢;), (€}) et (€) des bruits blancs indépendants gaussiens standard N(0,1). Nous

K3
considérons les processus suivants.

— |Y/|+0.01, R; = b|R}| et L; = ¢|L}],

ou

Y/ =aY! | +ev1—a? Yy~ N(0,1) et il est indépendant de (¢;),
R =aR, | +éeV1—a? Ry~N(0,1) et il est indépendant de (€,),
Li=aL;, | +eNV1—a2? Lj~N(0,1) et il est indépendant de (e ),

sauf pour le cas non censuré dans la Figure 3.3, pour lequel nous choisissons pour tout
i, R; = 100 et L; = 0. Le parametre a (0 < a < 1) est sélectionné afin de controler la
dépendance entre les variables de la population considérée, en le faisant varier, avec une
taille d’échantillon et un pourcentage de censure fixés, nous étudions la performance de
notre estimateur. Le Tableau 3.2 indique les valeurs des parametres b et ¢ choisies pour
assurer différents pourcentages de censure p, afin de mieux se rendre compte de I'influence
de la censure sur la qualité de ’estimateur.

Comme les (Y/), (R) et (L) sont des processus AR(1), il est clair que (Y;), (R;) et
(L;) sont positives, stationnaires et a-mélangeantes. En outre, le processus de généra-
tion de variables est effectué afin d’assurer leur indépendance. Notons que la condition
max([y, [r) < Iy est évidemment satisfaite.

Dans un premier temps, nous examinons graphiquement la qualité de ’estimation et com-
ment est ce qu’elle est influencée par I'index de dépendance (a), la taille de 1’échantillon
(n) et le pourcentage de censure (p). Ainsi, dans chaque graphe, nous fixons deux para-
metres et nous varions le troisieme.

D’une part, nous pouvons voir aux Figures 3.1, 3.2 et 3.3 que tous les graphes de 1'esti-
mateur présentent une forme acceptable par rapport aux vraies courbes correspondantes.
D’autre part, nous remarquons sans surprise que le comportement de I'estimateur F), est
meilleur pour un petit a (dépendance faible), un échantillon de grande taille et un faible
taux de censure. Ceci est conforté par le Tableau 3.1, ou la mesure des distances entre les
fonctions de distribution cumulatives théoriques et empiriques est calculée en fonction de
a, p et n. Pour chaque valeur n, p et a, nous répliquons 100 fois et prenons la médiane sur
x € [0, 3] des erreurs quadratiques moyennes de l'estimateur F,,(z) par rapport a la valeur
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Etude de simulation

réelle Fy (z). Plus précisément, les valeurs du Tableau 3.1 sont calculées par la formule

suivante :
T
d |— F,(x) — F 2| x 10?
s 5 2t - Ao
TABLEAU 3.1 — La distance entre ﬁn et Iy
n 70 100 200
a p~0% | ~20% | ~40% || p~ 0% | ~20% | ~40% | p ~ 0% | ~ 20% | ~ 40%

0.1 0.062 0.127 | 0.138 0.043 0.086 | 0.101 0.025 0.044 | 0.049

0.5 0.090 0.139 | 0.155 0.061 0.095 | 0.116 0.035 0.052 | 0.055

0.183

0.9 0.344 | 0458 | 0.517 0.301 0.339 | 0.358 0.129 | 0.155

TABLEAU 3.2 — Les pourcentages de censure

P ~0% | ~20% | ~30% | ~ 40%
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3.5. APPLICATION SUR DONNEES REELLES

3.5 Application sur données réelles

Les données censurées peuvent étre rencontrées dans de nombreux domaines tels que la
médecine, I'ingénierie, la biologie et ’environnement. Dans le dernier domaine, un proces-
sus analytique peut avoir un seuil minimal en dessous duquel la valeur d'une concentration
de polluant ne peut étre mesurée. Donc, pour certaines concentrations, nous savons seule-
ment qu’elles se situent quelque part entre zéro et une limite de détection (DL).

Ces données sont censurées et sont tres courantes dans les études sur la qualité de 1'eau.
C’est le cas des données provenant de deux stations de la riviere de Niagara au Canada
appellées : Niagara on the Lake (NOTL) située a 'embouchure de la riviere de Niagara
et Fort Erie (FE) a la téte de la riviere, comme l'indique la Figure 3.4.

o lo LiksCntnrln
®
NIAGARA- [* ] U]
ON-THE
-LAKE Lewiston
Grand
N ( Island
} \
Tonawands
o
FORT ERIE ®
Buffalo
Lake FErie

FIGURE 3.4 — Les stations de la riviere de Niagara sur lesquelles porte notre étude

Ces données ont été recueillies au cours de la période de deux ans allant du 1 er avril 1999
au 31 mars 2001 afin de “déterminer si les concentrations de produits chimiques spécifiés
a la station NOTL sont statistiquement différentes des concentrations a la station FE, et
pour évaluer les tendances dans le temps”, comme indiqué dans le rapport de Kuntz et
Klawunn [2005].

Dans ce rapport, 'estimation du maximum de vraisemblance, notée MLE a été appliquée
afin d’estimer les moyennes annuelles et les intervalles de confiance des concentrations de
plusieurs polluants de I’eau. Une autre méthode courante est celle de Kaplan-Meier qui
n’est basée que sur l'estimateur F, étudié dans la section 3.2. Nous utilisons une suite
censurée a gauche a-mélangeante de concentrations du Chrome, fournie dans le rapport
cité et reprise en annexe B rapportée dans ce document, pour comparer les deux méthodes
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Application sur données réelles

mentionnées. Nous accomplissons cela avec la commande “censtats” disponible dans le pa-
ckage NADA du logiciel R et utilisé dans le livre de Helsel [2005]. Les résultats de cette
comparaison sont présentés dans les tableaux 3.3 et 3.4 suivants.

TABLEAU 3.3 — Moyenne et écart type des concentrations du Chrome, en ug/L, durant I’année
1999-2000

la station FE la station NOTL

Méthode || Moyenne Ecart Type || Moyenne Ecart Type

K-M 0.574 0.715 0.569 0.409

MLE 0.522 0.707 0.572 0.528

TABLEAU 3.4 — Moyenne et écart type des concentrations du Chrome, en ug/L, durant 'année
2000-2001

la station FE la station NOTL

Méthode || Moyenne Ecart Type || Moyenne Ecart Type

K-M 0.515 0.688 0.824 0.832

MLE 0.838 3.871 1.365 0.346

Nous pouvons voir que la méthode de Kaplan-Meier a le plus faible écart type, sauf
pour I'année 1999-2000 a la station FE ou les deux valeurs sont bien proches. Ainsi,
similairement a Helsel [2005], nous utilisons la commande "cenfit” du package NADA
pour étudier les concentrations du Chrome a chaque station par la méthode de Kaplan-
Meier (I'estimateur Fn) La figure 3.5 représente les courbes des fonctions de distributions
estimées (Fn) des concentrations du Chrome dans chaque station durant l’année 1999-
2000.
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FIGURE 3.5 — Les estimateurs Fn des fonctions de distribution des concentrations du Chrome,
en pg/L, durant ’année 1999-2000

Sur cette Figure, nous remarquons d’abord que les deux courbes commencent a la méme
valeur, ce qui signifie que les deux stations ont la méme concentration minimale égale a
0,2 ug/L. Deuxiemement, la courbe de la station NOTL est décalée vers la droite apres
le 25¢ percentile jusqu’a environ le 85°¢ percentile, ce qui indique que la concentration
du Chrome apparait plus élevée a la station de NOTL que les percentiles équivalents a
la station de FE, en dessous d’environ le 85¢ percentile. En dessous du 25¢ percentile en-
viron, les données des deux stations sont censurées et ne peuvent donc pas étre distinguées.

Le Tableau 3.5 résume certaines statistiques descriptives ainsi que les intervalles de confiance
a 90% des concentrations du Chrome durant I’année 1999-2000.

26



Application sur données réelles

TABLEAU 3.5 — Statistique Sommaire des concentrations du Chrome, en ug/L, dans la riviere
de Niagara durant ’année 1999-2000

Statistiques || Station : FE | NOTL Percentiles || Station : FE | NOTL
n® 27 26 10¢ NAd NA
n.cen® 6 4 25¢ 0.200 0.200
moyenne 0.574 0.569 Médiane 0.200 0.400
90% ICIT 0.347 0.437 75¢ 0.700 0.900
90% ICS 0.800 0.701 90¢ 2.000 1.200
o° 0.715 0.409
a. taille de ’échantillon e. écart type
b. observations censurées & gauche £ indisponible

o

Maintenant, la Figure 3.6 montre les courbes des distributions estimées (F') des concen-
trations du Chrome dans la riviere de Niagara durant I'année 2000-2001.

e |
@ |
=
w
z °
E = 4
=]
-
I
— Fort Ene Station
= ---  MNiagara-on-the-Lake Station
[ I [ | | I
0.05 0.10 020 0.50 1.00 2.00
Chromium concantrabon

FIGURE 3.6 — Les estimateurs F), des fonctions de distribution des concentrations du Chrome,
en pg/L, durant année 2000-2001
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Sur cette Figure, nous remarquons que les données des deux stations sont censurées au-
dessous du 25¢ percentile ou les deux courbes commencent a la méme plus petite valeur
(0,05 pg/L). Au-dela, la courbe de la station NOTL est clairement décalée vers la droite
jusqu’a environ le 95¢ percentile, ce qui indique que la station FE présente la plus faible
concentration du Chrome.

Le Tableau 3.6 fournit les mémes informations que celles du Tableau 3.5 mais pour I’année
2000-2001.

TABLEAU 3.6 — Statistique Sommaire des concentrations du Chrome, en pg/L, dans la riviere
de Niagara durant I’année 2000-2001

Statistiques || station : FE | NOTL Percentiles || station : FE | NOTL
n 17 17 10¢ NA NA
n.cen 5 3 25¢ NA 0.070
moyenne 0.515 0.824 Médiane 0.350 0.520
90% ICI 0.240 0.491 75¢ 0.640 1.480
90% ICS 0.790 1.156 90eme 1.090 2.480
o 0.688 0.832

En conclusion, les Figures 3.5 et 3.6 et les Tableaux 3.5 et 3.6 indiquent que, en gros,
les percentiles des concentrations du Chrome a la station NOTL semblent étre plus éle-
vés que leur percentiles équivalents a la station FE durant les deux années. De plus, les
concentrations du Chrome montrent une augmentation en 2000-2001 a la station NOTL.

Notons qu’il s’agit d’'une étude descriptive et que certains tests peuvent vérifier si les dif-
férences observées sont significatives, mais cela sort du cadre de cette these.

Remarquons également que si nous utilisons l'intervalle de confiance supérieur & 90% (voir
Tableaux 3.5 et 3.6), qui constitue une approche protectrice contre les dépassements des
criteres, les concentrations de Chrome dans les deux stations sont tres inférieures a la
valeur critere annuelle de 50 pug/L (comme indiqué a la page 13 du rapport de Kuntz et
Klawunn [2005]).
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Chapitre 4

Etude des estimateurs de la densité
et du taux de hasard dans un cadre
de censure mixte a-mélangeant
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4.1. TAUX DE CONSISTANCE FORTE DE L’ESTIMATEUR DE LA DENSITE

Dans ce chapitre, nous supposons que la variable Y, du précédent chapitre, admet
une fonction de densité, notée fy, estimée par f,. Dans un modele de censure mixte
a-mélangeant, nous présentons des propriétés asymptotiques de consistance presque com-
plete, ponctuelle et uniforme de cet estimateur de la fonction de densité, avec des vitesses
de convergence. Nous étudions par la suite la consistance de l'estimateur de la fonction
de hasard. Nous obtenons nos résultats, en faisant usage de ceux obtenus dans le chapitre
précédent.

Dans ce qui suit, nous appliquons le résultat du Théoreme 6, concernant le taux de consis-
tance de I'estimateur de Patilea-Rolin F,, afin d’établir, dans la section 4.1, la convergence
presque complete uniforme de I'estimateur de la fonction de densité fy et nous dérivons
la vitesse de convergence de I’estimateur considéré, sur un compact. Nous déduisons par
la suite, dans la section 4.2, le méme taux de convergence presque complete uniforme de
I’estimateur du taux de hasard de la variable Y soumise aux conditions du a-mélange et
de censure mixte.

Tout au long de ce chapitre, nous nous placons dans le cadre du modele I de Patilea et Ro-
lin [2006] tout en gardant les mémes notations précédemment utilisées dans la Section 1.5.

4.1 Taux de consistance forte de 'estimateur de la
densité

En suivant le méme raisonnement adopté par Rosenblatt [1956] et Parzen [1962] dans
le cas de données completes (expliqué précédemment dans 1.3.4), puis par Foldes et al.
[1981] dans le cas de censure a droite (voir 1.5), Kitouni et al. [2015] ont proposé d’estimer
fy avec 'estimateur non-paramétrique suivant :

R = [ (57 Rt (1)

ou K est le noyau, h,, est la fenétre et fn est 'estimateur de Patilea-Rolin donné par la
relation suivante

~ jnd DOj
Sut)=1-F,(t)= [] (1 B nF(Z)_,) — an(Z}1)> ’

. ’
J/Z;<t

Notons par ¢ un sous-ensemble compact de [0, min(7y, Tg)[. Notre objectif est d’étendre
le résultat donné par Kitouni et al. [2015], concernant le taux de convergence presque
complete uniforme de ]}vn sur ¢, au cas de données a-mélangeantes. Nous allons donc
travailler sous la condition du a-mélange (C.1), définie précedemment dans le Chapitre
2, avec max(a(n),as(n),as(n)) = O(n™") et v > 4. Nous supposons, de plus, quelques
hypotheses classiques en estimation non-paramétrique données ci-dessous.
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4.1. TAUX DE CONSISTANCE FORTE DE L’ESTIMATEUR DE LA DENSITE

s (C.3) : fy est r fois continiment différentiable sur ¢, avec r > 2,
A (C‘4) : 361 > 0762 > 076 > 0,\V/y S C,\V/Z e]y_57y+8[7 |fY(y)_fY<Z)| < 61‘y_2|,327

# (C.5): K est une fonction continue a droite, a variation bornées, vérifiant [ K (u) du =
1(ie.3M >0, VueR, |u/|>M=K(u)=0)etV1<j<r—1, [/K(u)du=0,

# (C.6): lim h,=0et lim nh?/logn = cc.

n—-+00 n—-+00

Dans le théoreme suivant, nous énoncons la convergence presque complete uniforme, avec
taux, de f,.

Théoreme 7. Si max(Iy,Ig) < Iy et max(ag(n),asz(n),asz(n)) = O(n™") avec v > 4
alors

(1) Sous les hypotheses (C.3), (C.5) et (C.6), nous avons

yeq n

sup | f(y) — fr ()| = Ope. (h; + hi 10g”) .

(ii) Sous les hypothéses (C.4)—(C.6), nous avons

sup o) = fy (1) = Ope. (h% L1 10gn> |

yel hn n

Remarque. Les vitesses de convergences obtenues dans ce théoreme sont les mémes que
celles obtenues par Kitouni et al. [2015] pour le méme estimateur mais avec des données
indépendantes.

4.1.1 Preuve

En s’inspirant largement de la preuve de Kitouni et al. [2015], nous considérons la décom-
position suivante :

1Foy) = fr)] < 1 fa(y) = E(Fa))] + [E(fu() — ()], (4.2)

ou

BU.) - [ & (y N ) AFy (2). (43)
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4.1. TAUX DE CONSISTANCE FORTE DE L’ESTIMATEUR DE LA DENSITE

Prouver le Théoreme 7 revient a montrer les deux Lemmes ci-dessous, traitant chacun un
des termes de la décomposition 4.2. Commencons par étudier le premier terme.

Lemme 4.1. Si max(Iy, Ig) < Iy, max(a;(n), as(n),az(n)) = O(n™") avec v > 4 et les
hypotheéses (C.5) et (C.6) sont satisfaites, nous avons

n

sup |fu(y) = B(a(v))] = Ope (hi 108“”) .
ye( n

Démonstration. Suite aux relations (4.1) et (4.3), nous avons

Fuls) = B = -

5 (4 ) - B, (4.4

L’intégration par partie de cette derniere avec un changement de variable classique, utili-
sés conjointement avec I'hypothese (C.5) impliquent que

o)~ G = | [ KCaFoty = uh) = Foly - uhn»‘
<ol By = ub) = Fr(y = uho))dK ()
< Vie sup |F,(y — uh,) — Fy(y — uhy)|, (4.5)

ou Vi est la variation totale de K sur R.

Posons 6 = max((), et * €]0, min(Ty,Tr)[. Comme h,, - 0, il est alors important de
n—-+00
o — 0

remarquer que, pour un n assez grand, h, <

Ceci combiné a la majoration (4.5), il en résulte que

sup |7, () ~ B(Fu()] < 2 sup |Fu(t) — B (1)

yeC n t<0*

1 Jlogn
= Op.c. (h_ n ) 3

en vertu du Théoreme 6, (ii).
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4.1. TAUX DE CONSISTANCE FORTE DE L’ESTIMATEUR DE LA DENSITE

Enfin, le deuxiéme terme de la décomposition (4.2), se controle par le lemme suivant :

Lemme 4.2. (i) Sous les hypothéses (C.3), (C.5) et (C.6), nous avons

sup|E(fu(y)) — fr (y)| = O(h}).

IS

(ii) Sous les hypothéses (C.4)—(C.6), nous avons

sup|E(fa(y)) = fy (y)] = O(hy2).

yeQ

Démonstration. L'hypothese (C.5), avec un changement de variable classique, permet
d’écrire

B = () = - [ K (%) Srlds = )

/K ) fy(y — uhn)du — fy(y /K

= /_ . K (u)(fy(y — uhy)du — fy(y))du. (4.6)

(i) Par l'application du développement de Taylor sur (4.6), nous obtenons sous les
hypotheses (C.3) et (C.5), que pour y — uh,, < yo <y,

Efu(y) — fr(y

”/ 19 (o) K () du

Le résultat du Lemme 4.2.(i) découle alors immédiatement, des hypotheses (C.3)
et (C.6) et la compacité de (.

(ii) En revenant a I’équation (4.6) et en utilisant ’hypothese (C.4), nous obtenons

|fy(y — uhn) — fy(y)| < Bulul®h)2,

d’ou

. M
swmn@—ﬁ@ng@[Mmmwwwwu

ye(
< By MP2pf2 / | K (u)|du

- O(h52>7

au vu de ’hypothese (C.5).
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4.2. TAUX DE CONSISTANCE FORTE DE L’ESTIMATEUR DU TAUX DE HASARD

4.2 Taux de consistance forte de ’estimateur du taux
de hasard

Dans cette section, nous nous intéressons a la vitesse de convergence presque complete
uniforme de 'estimateur du taux de hasard de la variable aléatoire Y, défini par

0 sinon.

{g;ggg s Svly) £0.

Etendant le cas des données censurées a droite, étudié par Foldes et al. [1981], Kitouni
et al. [2015] ont proposé d’estimer Ay comme suit :

P 4 ()
>‘n<y) = 1_ ﬁn(y) +Un7

ou (v, )nen est une suite de nombres réels strictement positifs qui converge vers 0, intro-
duite afin d’éviter la division par 0.

(4.7)

Nous donnons maintenant un résultat uniforme sur la convergence presque complete de
I’estimateur du taux de hasard A, avec les mémes vitesses que ’estimateur de la fonction
de densité f,.

Théoreme 8. Si max(Ir,Ig) < Iy et max(ag(n),as(n),as(n)) = O(n™") avec v > 4
alors

(1) Sous les hypotheses (C.3), (C.5) et (C.6), nous avons

~ . 1 [logn
sup [An(y) — Ay (¥)| = Ope. (hn +oy/ > :
yeC n n

(ii) Sous les hypothéses (C.4)—(C.6), nous avons

~ 1 logn
sup [An(y) — Av(y)| = Op.e. (h£2+— & >

yel hn n

Remarque. Notons que dans le Théoreme ci-dessus établi dans le cas a-mélangeant,
nous atteignons les mémes vitesses obtenues dans le Théoréme 3 de Kitouni et al. [2015],
pour des données indépendantes.
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4.2. TAUX DE CONSISTANCE FORTE DE L’ESTIMATEUR DU TAUX DE HASARD

4.2.1 Preuve

Pour la preuve de ce Théoreme, nous procédons de maniere analogue a Kitouni et al.
[2015] en écrivant, pour tout y € ( :
1

An(y) = Ay (y)] < _7 (y)+vn|fn(y)— vy () + |1 = Faly) = Sy(y) + v

" fY@)
Sy(y)(1 — Fu(y) +va)’

on en déduit alors, en notant # = max((), que :

1

An(y) = Ay (y)] < ;};£< “Fw) o) S;é?'fn(y) — fr(y))
Slégll — Fu(y) — Sy (y) + vl
supfy () Sy (O)inf(1 — Fu(y) + v0n) (4.8)

ye(

D’autre part, nous avons pour £ €]0, Sy (6)]

]P(iyrelg(l—ﬁ(ywrvn)_ g) <P(Syl€11<)|1— w(y) — Sy (y) + vl >%>

or, d’aprés le Théoreme 6.(ii), sup|l — F,(y) — Sy (y) 4 v,] > £ est le terme général d'une
S
série convergente, ceci implique que

ZIP <1nf Fuly) + vn) < g) < . (4.9)

yEC

Pour finir la preuve, il suffit de combiner (4.8) et (4.9) avec le Théoreme 6.(ii) et le
Théoreme 7.

Remarque. Notons que, de facon similaire o Kitouni et al. [2015], nous pouvons déduire

1 ~ ~
le méme résultat du Théoréme 8 pour A\,(y) = 7 [ K <y Z> dA,(2), ou A, est donnée

hn,
par la relation (2.8) du Chapitre 2. Sous la condition du a-mélange et en remplagant
Uhypothése (C.4) par Uhypothése (C.4*), nous obtenons la méme vitesse de convergence
presque complete uniforme.

# (C.47) 361> 0,8 > 0,6 >0,y € (,Vz €ly—e,y+el, Ay (y) = Ay (2)] < Bily—2].
La preuve de ce résultat suit les mémes lignes que celles de la preuve du Théoreme 7, en

~ 1
remplagant B(f,,(y) par EX,(y) = = | K (y
du Théoreme 6 a la place de (ii).

; Z) dAy(z) et en utilisant le résultat (i)
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Perspectives de recherche

Dans cette partie, nous présentons brievement certaines pistes a explorer dans des re-
cherches a venir.

Il serait intéressant d’étudier le prolongement de nos résultats au cas de données fonction-
nelles, sous des conditions de dépendance plus fortes.

Il est aussi envisageable de s’intéresser a l’estimation non-paramétrique de la fonction
de régression dans un modele de censure mixte a-mélangeant. L’estimateur a étudier est
une généralisation des estimateurs de type Nadaraya-Watson au cas de censure mixte, il
a été introduit par Messaci [2010]. Notre contribution dans ce domaine serait d’établir
la convergence uniforme presque complete de cet estimateur basé sur des observations
fortement mélangeantes.

D’autre part, il serait souhaitable de travailler dans le cadre d’'un modele de censure
double, proposé par Turnbull [1974], qui a construit un estimateur self-consistant de la
fonction de répartition. Dans ce cas aussi la variable d’intérét est censurée a droite par
une variable aléatoire R et a gauche par une variable aléatoire L. La différence entre ce
type de censure et celui évoqué dans notre these, est que dans la censure double, nous
supposons que L est presque siirement inférieure a R, alors que dans la censure mixte
nous supposons qu’elles sont indépendantes.
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Annexe A

Quelques outils de probabilités

Soit S, = >, Xi et X =S, /n.

A.1 Loi forte des grands nombres

Théoréme 9. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d., alors X converge
presque strement si et seulement si E(|X1|) < 4o0.

A.2 Théoreme Central limit

Théoréme 10. Soit (X,,),>1 un échantillon i.i.d. d’une loi de moyenne m et de variance
o%. La convergence suivante a lieu en loi, lorsque n — 0o

X—-m S,—nm r
= 1
\/ﬁ o U\/ﬁ —>N(Ou )7

ou L désigne la convergence en loi et N'(0, 1) est la loi gaussienne centrée réduites.

A.3 Lemme de Borel-Cantelli

)
n=1

Lemme A.1. Soit (A,),>1 une suite d’événements. Si > >~ P(A,) < oo, alors

P(limsupA,,) = 0.

n—oo

Si les événements sont indépendants ety - P(A,) < oo, alors

P(limsupA,,) = 1.

n—oo
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A.4 Théoreme de Glivenko-Contelli

Théoréme 11. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.i.i.d., alors avec une probabilité 1,

sup|Fy (t) — Fx(t)] — 0.

teR n—00

Pour les détails de la démonstration, consulter la page 115 de Laha et Rohatgi [1979].

A.5 Proposition A.6 de Ferraty et Vieu [2006]

Lemme A.2. Soient (X,)n>1, (Yn)n>1 des suites de v.a.r. et (uy) une suite de nombres
réels positifs. Si limu, =0, X, = Opco.(uy) et im Y, = ly, p.co., ot ly est un nombre
réel, alors

— XnYn = Op.co. (un)7

X

— ? - Op.co.(un)y lY 7é 0.

A.6 Inégalités exponentielles

Les inégalités exponentielles sont un outil que nous avons utilisé de maniere déterminante
dans notre travail de recherche et que 'on peut rencontrer sous I'appellation de “inégalité
de type Fuk-Nagaev”.

A.6.1 Inégalité de Davydov

Soit (X,,)nez une suite de v.a. a-mélangeantes. on considere la v.a. T (resp. T") qui, pour
tout k € Z, est o(X;, —oo < i < k)-mesurable (resp. o(X;, n+k < i < 4o00)-mesurable).

Lemme A.3. (Proposition A.10.i de Ferraty et Vieu [20006]). Si T et T" sont bornées,
alors :
3C,0 < C < 400, cov(T,T") < Ca(n).

Nous nous en tiendrons ici a la version la plus explicite que celles qui sont effectivement
disponibles dans la littérature mais, qui est largement suffisante dans notre contexte et
que lon trouve sous cette forme dans les livres de Rio [2000], p. 87 et Ferraty et Vieu
[2006], p. 237.
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Lemme A.4. Soit (U;)ien une suite de v.a.r. centrées identiquement distribuées et de
coefficient de mélange fort a(n) = O(n™"), v > 1. Sl existe M < oo telle que |U;| < M,
alors il existe un C' < oo telle que pour tout r > 1 et tout € > 0 :

62 —r/2 r\ v+l
< — -1(Z
]P{ ' >e} —O(Hrsg) +nCr (6) ,

2_U
i=1
ot S2= > |eov(U;, Uj)|.

n
1<i,j<n

Cette inégalité est une des extensions de l'inégalité de Bernstein, qu’on peut trouver sous
diverses formes dans Hoeffding [1963]. Le développement des résultats de ’estimation non
paramétrique sous la condition de dépendance s’est fait en parallele avec celui de telles
inégalités. Depuis, la puissance de ces inégalités a été améliorée par Bosq [993b] jusqu’a
l'inégalité de Rio [2000].
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Annexe B

Concentrations du Chrome dans la
riviere de Niagara
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ABSTRACT

The study of existing work shows that many of the asymptotic results obtained in
the context of nonparametric statistics for right censored observations are based on the
properties of the Kaplan Meier estimator of the survival function. So, since this estimator
was generalized by Patilea and Rolin [2006] to the case of the twice censorship model, it
became interesting to study the properties of the last estimator (the Patilea-Rolin estima-
tor), this is the main purpose of this thesis. More precisely, we are interested in this type
of censorship with strong mixing processes. In this framework, after deducing the law of
the iterated logarithm for the Patilea-Rolin estimator, we show the uniform almost com-
plete convergence of the distribution function estimators, with rate, first for the empirical
distribution function based on a-mixing data. Then, in the case of left censorship, and
under the same hypothesis of dependence, we specify the rate of this convergence for the
estimator of the distribution function (which is deduced from that of Kaplan-Meier by
inverting the time). We then exploit these two previous results to obtain the rate of the
almost complete convergence of the Patilea-Rolin estimator as well as the kernel estimator
of the cumulative failure rate, based on a- mixing data. To support our theoretical study,
we present a simulation study accompanied by an application on real data.

Starting from the result of Patilea and Rolin [2006], the kernel estimation of the density
function for this model, was proposed by Kitouni et al. [2015]. Based on our previous
results, we then continue the study of this last estimator under the condition of strong
mixing. We establish its rate of the uniform almost complete convergence as well as that of
the kernel failure rate estimator. It should be noted that the rates proposed in this thesis,
under the condition of the strong mixing, are identical to those obtained for independent
data.

Keywords : a-mixing, censorship model, almost complete convergence, distribution, den-
sity, failure rate, nonparametric estimators, kernel estimators, law of the iterated loga-
rithm.
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RESUME

L’étude des travaux existants montre que beaucoup de résultats asymptotiques obte-
nus dans le cadre de la statistique non paramétrique pour des observations censurées a
droite, se basent sur les propriétés de 'estimateur de Kaplan Meier qui estime la fonction
de survie. Par conséquent, cet estimateur ayant été généralisé par Patilea et Rolin [2006]
au cas de la censure mixte, il est apparu intéressant d’étudier les propriétés de ce dernier
(estimateur de Patilea-Rolin), c’est 'objet principal de cette these. Plus précisément, nous
nous intéressons a ce type de censure avec des processus fortement mélangeants. Dans ce
cadre, apres avoir établi la loi du logarithme itéré pour l'estimateur de Patilea-Rolin,
nous montrons la convergence uniforme presque complete de 'estimateur de la fonction
de répartition tout en précisant le taux de cette convergence, d’abord pour la fonction
de répartition empirique basée sur un processus a-mélangeant. Puis, dans le cas de la
censure a gauche, et sous la méme hypothese de dépendance, nous précisons le taux de
cette convergence pour lestimateur de la fonction de répartition (qui peut se déduire de
celui de Kaplan-Meier en inversant le temps). Nous exploitons ensuite ces deux derniers
résultats pour obtenir la convergence presque complete de 'estimateur de Patilea-Rolin
ainsi que l'estimateur a noyau du taux de hasard cumulé, pour des échantillons constitués
d’observations a-mélangeantes. Afin d’appuyer notre étude théorique, nous présentons
une étude de simulation accompagnée d’une application sur des données réelles.

Par ailleurs, partant du résultat de Patilea et Rolin [2006], 'estimation & noyau de la
fonction de densité pour ce modele, a été proposée par Kitouni et al. [2015]. L’appli-
cation de nos résultas précédents nous permet alors de poursuivre I’étude de ce dernier
estimateur sous la condition de mélange fort. Nous établissons son taux de convergence
uniforme presque complete, tout en précisant, dans le méme cadre, celui de ’estimateur a
noyau du taux de hasard. Il est a noter que tous les taux obtenus dans cette these, sous la
condition du mélange fort, sont identiques a ceux précédemment établis pour des données
indépendantes.

Mots-clés : a-mélange, censure, convergence presque complete, distribution, densité, taux
de hasard, estimateurs non paramétriques, estimateurs a noyau, loi du logarithme itéré.
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