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UNIVERSITÉ FRÈRES MENTOURI CONSTANTINE 1
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Lexique

Abréviations

v.a.r. variable(s) aléatoire(s) réelle(s).

i.i.d. indépendantes et identiquement distribuées.

p.s. presque sûrement.

p.c. presque complètement.

log2 n log log n.

FE Station de Fort Erie.

NOTL Station de Niagara on the Lake.

ICI Intervalle de Confiance Inférieur.

ICS Intervalle de Confiance Supérieur.



Notations

Soient U , V deux variables aléatoires, L une fonction de R → R et (un)(n≥1), (vn)(n≥1)
deux suites réelles positives. Nous considérons les notations suivantes :

1A Indicatrice de l’ensemble A.

P(V ∈ A) La probabilité que V appartient à l’ensemble A.

E(V ) Espérance de V .

σ(V ) σ-algèbre des événements engendrés par V .

cov(U, V ) Covariance entre U et V .

var(V ) Variance de V .

FV Fonction de répartition de V .

SV Fonction de survie de V .

fV Densité de probabilité de V .

λV Taux de hasard de V .

ΛV Taux de hasard cumulé de V .

IV Le point initial du support de V :

IV := inf{t ∈ R/FV (t) > 0}.

TV Le point terminal du support de V :

TV := sup{t ∈ R/FV (t) < 1}.

L(t−) lim
<
x→t

L(x).

L(t+) lim
>
x→t

L(x).

L(+∞) lim
x→+∞

L(x).

un = o(vn) ∀ε > 0, ∃ un entier N / ∀n ≥ N : un ≤ εvn, pour un n assez grand.

un = O(vn) ∃γ > 0/ un ≤ γvn, pour un n assez grand.
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Introduction Générale

L’analyse des données de survie voit le jour au XV IIe siècle, dans le domaine de la
démographie. L’objectif des analystes de ce siècle est l’estimation, à partir des registres
de décès, de diverses caractéristiques de la population, son effectif, sa longévité, . . .etc. Ce
n’est qu’à partir du XIXe siècle, qu’ apparâıssent les premières modélisations concernant
la probabilité de mourir à un certain âge, probabilité qui sera par la suite désignée sous
le terme de “fonction de risque”. Ce qui explique que le terme de “survie” soit le plus
communément usité dans la littérature statistique. Enfin, l’analyse des données de survie
commence de dépasser le cadre stricte de la démographie pour investir, au XXe siècle,
toutes les disciplines susceptibles d’avoir recours à de tels types de données. En effet,
les données de survie ne sont pas l’apanage des biostatisticiens et sont aussi présentes
dans des domaines comme la fiabilité, l’économie, l’assurance, la psychologie, la sociolo-
gie, . . .etc. En fiabilité industrielle, les événements d’intérêt sont par exemple les durées
de vies des composants d’un système, les économistes s’intéressent à des durées d’épisodes
de chômage, les assureurs au temps d’arrivée d’un sinistre tandis que les psychologues
mesurent le temps qu’il faut à un sujet pour accomplir une tâche donnée. En sociologie,
le choix est vaste avec les successions des événements de vie : mariage, naissance du pre-
mier enfant, divorce . . .etc. Ces études ne représentent que quelques exemples illustrant
le grand nombre et la diversité des données de nature censurée auxquelles les statisticiens
peuvent être confrontés. Raison pour laquelle l’analyse des données de survie joue un rôle
central en statistique.

Le modèle statistique de données de survie exploite toute l’information qui peut être re-
cueillie, qu’elle soit ou non censurée. Cela a suscité un nouveau champ de la Statistique.
Depuis cette époque, de nombreux auteurs, ont introduit des techniques nouvelles pour
aborder ces modèles. Dans cette perspective, les idées de Kaplan et Meier ont conduit à
une innovation majeure. Le travail de Kaplan et Meier [1958] présente d’importants résul-
tats concernant l’estimation non-paramétrique de la fonction de survie pour des variables
aléatoires censurées à droite. Il a en particulier permis l’estimation de caractéristiques
fonctionnelles associées à la loi des observations concernant, par exemple, l’estimateur à
noyau de la densité, introduit par Földes et Rejtő [1981a], du taux de hasard, élaboré par
Földes et al. [1981] et Diehl et Stute [1988], ou de la régression, donné dans Kohler et al.
[2002], dédiés à l’étude de modèles impliquant des variables aléatoires censurées à droite.
Ces estimateurs à noyau restent parmi les plus utilisés, leurs propriétés asymptotiques
ont beaucoup enrichi la littérature statistique, ils ont été étudiés de manière intensive
pour des données indépendantes ainsi que pour des données soumises à un certain type
de dépendance. Nous donnons dans le chapitre qui suit une brève revue bibliographique
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Introduction Générale

des travaux portant sur l’étude de chacun de ces estimateurs.

Bien que la censure à droite soit la plus courante dans la pratique, d’autres types de
censure, généralisant la seule censure à droite, peuvent aussi intervenir.
Un autre résultat majeur de l’étude des données censurées est introduit par Turnbull
[1974], étant le premier à s’intéresser à l’estimateur non-paramétrique de la fonction de
survie, dans un modèle de censure double. Plus tard, Patilea et Rolin [2006] proposent un
estimateur non-paramétrique de la fonction de survie dans un autre modèle de censure,
où l’on suppose, contrairement au modèle de Turnbull [1974], l’indépendance des variables
latentes. Son modèle est dit de censure mixte et il sera défini plus tard dans cette thèse.
Par ailleurs surgit l’idée de proposer des estimateurs non-paramétriques des fonctions
d’intérêt en analyse de survie pour ces deux modèles de censure. Ce sujet a donné lieu à
beaucoup de travaux.

Par ailleurs, l’indépendance des observations est souvent imposée dans les études de sta-
tistique mathématique. Or, cette hypothèse s’avère dans certains cas inadmissible. En
effet, un échantillon peut présenter, du fait même de sa constitution, une structure de
dépendance. Au XXe siècle des phénomènes étudiés dans la physique, la chimie, la bio-
logie, l’économie et la fiabilité ont permis le développement des modèles stochastiques à
variables aléatoires dépendantes. Depuis, la théorie des processus stochastiques a connu
un fort engouement et de très nombreux auteurs se sont intéressés aux différentes struc-
tures de dépendance concernant une grande variété de domaines. Une vaste littérature est
consacrée à l’étude de la dépendance faible, elle a été modélisée par plusieurs notions parmi
lesquelles la notion de mélange fort, appelée aussi α-mélange, bénéficie d’un intérêt parti-
culier. Cela est dû au fait qu’elle permet la modélisation de phénomènes plus généraux. Ce
qui justifie amplement que les résultats présentés dans ce travail de recherche s’appliquent
directement à des échantillons de variables aléatoires de nature α-mélangeantes.

Le comportement asymptotique des estimateurs non-paramétriques construits à partir de
l’observation d’un processus défini dans un cadre de dépendance constitue un sujet qui
a suscité une intense activité de recherche et permis l’introduction de nombreux outils
et méthodes considérant des contextes multiples et variés. La motivation constante qui
a dicté le choix de la problématique de la thèse consiste clairement à une contribution à
la gestion de la dépendance. Dépendance forte ou mémoire longue, dépendance direction-
nelle ou causalité, mélange α ou β, géométrique ou arithmétique, stationnarité : ce sont
différentes facettes d’un même problème. Dans tous les cas, les questions qui se posent
sont directement liées à cette dépendance à savoir, comment la modéliser, comment l’es-
timer et/ou comment estimer des fonctions malgré l’absence d’indépendance.

Les travaux de la thèse portent sur les estimateurs non-paramétriques basés sur un pro-
cédé indépendant de la loi des données observées. Contrairement à l’approche paramé-
trique qui se restreint à l’estimation d’un certain nombre fini de paramètres liés à la loi
de l’échantillon. De ce fait, l’estimation non-paramétrique offre une très grande flexibi-
lité de modélisation pour les applications réelles. À cet effet, nous considérons le modèle
I de Patilea et Rolin [2006] et nous entreprenons d’étendre certaines propriétés asymp-
totiques de quelques estimateurs non-paramétriques basés sur des données censurées et
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Introduction Générale

indépendantes. La motivation essentielle est d’établir des propriétés asymptotiques tout
en considérant un cadre de dépendance des données assez général qui puisse être facile-
ment utilisé en pratique. Ainsi, notre contribution est dispensée dans quatre chapitres.

Le Chapitre 1 est un chapitre introductif dans lequel nous définissons les principales no-
tions mathématiques utilisées tout au long de notre travail. Nous y rappelons les différents
modèles et types de censure et de convergence et nous présentons également la définition
du mélange fort puis les expressions de certains estimateurs non paramétriques.

Dans le Chapitre 2 nous abordons le cas de l’estimateur de Patilea et Rolin qui prolonge
la notion de processus empirique standard au cas de censure mixte. Sous la condition du
α-mélange, nous aboutissons à une loi du logarithme itéré. Ce résultat est une extension
du travail antérieur de Messaci et Nemouchi [2011] établi dans le cas de données indépen-
dantes.

Le Chapitre 3 traite de la consistance presque complète ponctuelle et uniforme des esti-
mateurs non-paramétriques de la fonction de distribution et du taux de hasard cumulé,
avec des données α-mélangeantes complètes puis censurées à gauche, avec une vitesse de
convergence, afin d’en déduire le cas de la censure mixte de Patilea et Rolin [2006]. Nous
concluons ce chapitre avec une étude de simulation et une application sur des données
réelles. Ce travail a fait l’objet d’un article publié dans “Statistical Methods & Applica-
tions”.

Dans la suite de ces idées, nous présentons, dans le Chapitre 4, des propriétés asympto-
tiques similaires pour les estimateurs à noyau de la fonction de densité et de la fonction de
hasard dans un cadre de censure mixte. Ces résultats généralisent ceux de Kitouni et al.
[2015], prouvés pour des données indépendantes, au cas du α-mélangeant.

Nous concluons ce manuscrit avec quelques perspectives de recherche à venir et une an-
nexe regroupant un ensemble d’outils classiques utilisés pour les démonstrations de nos
résultats.
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1.2 Mesures de dépendance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3 Estimation non-paramétrique pour des données complètes . 10
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1.1. CENSURE

Dans ce chapitre nous introduisons des définitions et des notations intervenant dans
la suite, et nécessaires pour une meilleure compréhension de ce travail de recherche. Nous
commençons par définir le concept général de la censure ainsi que ses différents modèles
et types. Nous évoquerons par la suite les formes de dépendance faible connues dans la
littérature afin de motiver et d’introduire la notion des données fortement mélangeantes.
Aussi, nous rappelons les outils nécessaires à l’estimation non-paramétrique dans des
modèles de données complètes ou censurées.

1.1 Censure

Les données censurées proviennent du fait qu’on n’a pas accès à toute l’information, c’est-
à-dire que le temps de survie n’est pas exactement connu. Il est à noter que les données
censurées sont différentes des données manquantes, car les observations censurées four-
nissent des informations partielles permettant de fixer une borne inférieure (censure à
droite) et (ou) une borne supérieure (censure à gauche), alors que les observations man-
quantes ne fournissent aucune information sur la variable d’intérêt. La censure à droite
est le phénomène le plus couramment rencontré lors du recueil de données de survie, c’est
la forme de censure qui reçoit le plus d’attention dans la littérature. Néanmoins, une si-
tuation de censure plus complexe peut être rencontrée dans la pratique comme celle de la
censure mixte que nous détaillerons un peu plus loin.

1.1.1 Modèles de censure

I. Censure à droite

Dans la plupart des études prospectives, les individus sont suivis pendant une durée
d’observation fixée à l’avance. Pour les sujets pour lesquels l’événement d’intérêt a
lieu pendant la période d’observation, on dispose du moment exact d’apparition de
cet événement d’intérêt, mesuré depuis une date initiale qu’il faut spécifier sans am-
biguité (date de randomisation dans les essais cliniques, par exemple). Cependant,
à la fin de la période d’observation, l’événement d’intérêt n’est pas réalisé chez cer-
tains sujets. On n’aura alors pour ces sujets qu’une information incomplète, à savoir
que le délai d’apparition de l’événement est plus grand que la durée d’observation.
De telles données sont dites censurées à droite et la durée d’observation constitue la
variable de censure. Comme les sujets rentrent dans l’étude à des dates différentes,
chaque sujet a un temps d’apparition et un temps de censure qui lui sont propres.
L’ observation est donc le minimum entre le temps d’apparition de l’événement et
celui de la censure. Ce mécanisme de censure constitue la censure aléatoire à droite,
qui est le cas le plus courant dans les études prospectives. Les sujets pour lesquels
l’événement d’intérêt n’a pas eu lieu pendant la période d’observation sont dits “ex-
clus vivants” à la fin de l’étude. Une autre cause de censure à droite, qu’on essaie de
limiter au maximum dans les études, correspond aux sujets dits “perdus de vue”, qui
sont les individus qui ont quitté l’étude avant l’apparition de l’événement d’intérêt
et dont on n’a plus de nouvelles à la date de fin d’étude.
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1.1. CENSURE

De façon formelle, la durée de survie du ime sujet, Yi, est dite censurée à droite si ce
dernier n’a pas subi l’événement à sa date de dernière nouvelle Ri, c’est-à-dire que
la seule information dont on dispose est que Yi > Ri. On associe à chaque sujet i la
variable aléatoire Di :

Di = Yi ∧Ri = min(Yi, Ri),

qui est la durée réellement observée et un indicateur δi = 1{Yi≤Ri} tel que :

δi =

{
0 si la durée est censurée à droite (dans ce cas Di = Ri)
1 si la vraie durée est observée (dans ce cas Di = Yi)

II. Censure à gauche

La censure à gauche est moins fréquente dans la pratique, elle correspond au cas où
le sujet a déjà subi l’événement avant qu’il ne soit observé. On sait uniquement que
la date de l’événement est inférieure à une certaine date connue. Ce type de censure
est fréquemment rencontré dans les études épidémiologiques. La quantification des
concentrations de polluants dans les études d’exposition environnementale en est
un exemple, ou encore la mesure de la charge virale dans les études sur le virus de
l’immunodéficience humaine (VIH) ou de l’hépatite C (VHC). En effet, En présence
d’une sensibilité insuffisante de la technique de dosage de la mesure biologique, il
existe un seuil de quantification analytique, en dessous duquel la valeur exacte de
la mesure n’est pas connue. Ces données non détectées par la technique de dosage
sont dites censurées à gauche à la valeur du seuil de quantification.

Dans ce cadre, on peut associer, pour chaque sujet i, un couple de variables aléatoires
(Gi, δi) :

Gi = Yi ∨ Li = max(Yi, Li), et δi = 1{Yi≥Li}.

Dans le cas où l’échantillon ne contient que des données censurées à gauche, l’étude
peut se faire de manière tout à fait symétrique au cas de donnés censurés à droite,
ceci explique le fait que très peu de travaux s’intéressent à la seule censure à gauche.
Cependant, Les choses se compliquent considérablement lorsque les deux types de
censure cohabitent dans le même échantillon comme c’est le cas dans les exemples
suivants.

III. Censure par intervalle

La durée de survie Xi est dite censurée par intervalle si au lieu de l’observer de fa-
çon exacte, la seule information dont on dispose est qu’elle soit comprise entre deux
dates connues (C1 < Xi < C2). La censure par intervalle se rencontre généralement
lorsque les sujets ne sont pas observés en temps continu mais par intermittence

6



1.1. CENSURE

lors de visites. Par exemple, si l’on s’intéresse à l’âge de survenue d’une maladie
et que le sujet i est diagnostiqué malade au cours d’une visite, on sait seulement
que Xi ∈ [C1, C2] où C2 est l’âge à la visite de diagnostic et C1 est l’âge à la visite
précédente.

IV. Censure mixte

Il y a censure mixte lorsque deux phénomènes de censure, l’un à gauche et l’autre
à droite, peuvent empêcher l’observation du phénomène d’intérêt sans qu’on puisse
nécessairement déterminer un intervalle auquel il appartient. Ce modèle de censure
a été appliqué par Morales et al. [1991] pour rechercher la cause de la mort des
arbres, qui sont morts avant la fin de l’étude et la date de l’infection était inconnue.
Ce modèle correspond au modèle I de Patilea et Rolin [2006], où selon eux la va-
riable d’intérêt Y est censurée à droite par une variable R. De plus, min(Y,R) est
censurée à gauche par une variable L, si bien que les observations consistent en un
échantillon (Zi, δi)1≤i≤n du couple (Z, δ) avec Z = (Y ∧R)∨L où les variables Y , R
et L sont des variables aléatoires positives et indépendantes, l’indicateur de censure
δ, est une variable discrète à valeur {0, 1, 2}, où 0 correspond à l’observation de Y ,
tandis que 1 et 2 indique l’observation de R et L, respectivement. Plus précisément,

δ =


0 si L < Y ≤ R,
1 si L < R < Y,
2 si min(Y,R) ≤ L.

Notons que l’indépendance des variables Y , L et R assure l’identifiabilité du modèle.

À l’intérieur de ces modèles, il existe différents types de censure :

1.1.2 Types de censure

I. La censure de type I (fixe)

Le temps de censure est fixé par le chercheur comme étant la fin de l’étude. Soit C
une valeur fixée, au lieu d’observer les variables Y1, . . . , Yn qui nous intéressent, on
n’observe Yi que lorsque Yi ≤ C, sinon on sait uniquement que Yi > C. On utilise
la notation suivante : Di = Yi ∧ C = min(Yi, C).
Ce mécanisme de censure est fréquemment rencontré dans les applications indus-
trielles. Par exemple, on peut tester la durée de vie de n objets identiques (ampoules)
sur un intervalle d’observation fixé [0, C].

II. La censure de type II (attente)

Elle se caractérise par le fait que l’étude cesse aussi-tôt qu’a eu lieu un nombre
d’événements prédéterminé par l’expérimentateur. Par exemple, quand on décide
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d’observer les durées de survie des n patients jusqu’à ce que k d’entre eux soient
décédés et d’arrêter l’étude à ce moment là.

III. La censure de type III (ou censure aléatoire de type I)

C’est le cas lorsque le moment de censure n’est plus sous le contrôle du chercheur
et/ou que le temps d’entrée varie aléatoirement, c’est le type de censure le plus
courant. Par exemple, lors d’un essai thérapeutique, elle peut être engendrée par la
perte de vue (le patient quitte l’étude en cours et on ne le revoit plus), l’exclusion
de l’étude (suite à un changement ou un arrêt du traitement).

Dans les modèles classiques d’analyse de survie (cas de censures aléatoires), une hypo-
thèse fondamentale sur les censures consiste à supposer que la censure est indépendante
de l’événement. Cela signifie que les perdus de vue ne le sont pas pour des raisons liées à
l’événement étudié. Cette hypothèse est importante d’un point de vue mathématique et
régle le problème d’identifiabilité.

1.2 Mesures de dépendance

L’hypothèse fondamentale dans la construction de la plupart des modèles et tests sta-
tistiques est en générale l’indépendance des observations. Cependant, plusieurs exemples
pratiques prouvent que cette hypothèse d’indépendance n’est pas réaliste. Si nous nous
intéressons au taux de pollution de l’air dans la ville de Constantine, par exemple, le
taux de pollution enregistré durant ce mois dépendra clairement de celui enregistré du-
rant le mois précédent. Ces données présentent alors une forme de dépendance, modélisée
en mathématique par des données mélangeantes. Les notions de mélange font parties des
conditions de dépendance faible les plus étudiées.

Les techniques des suites mélangeantes constituent un moyen de contrôler la dépendance
entre les éléments d’une suite, en obtenant une indépendance asymptotique de blocs de
suites de variables qui, lorsqu’ils sont éloignés l’un de l’autre, se comportent de manière
indépendante. En effet, La dépendance faible est facturée en terme de coefficients de dé-
pendance entre les tribus engendrées par les variables de la suite avant un instant t et
les tribus engendrées par les variables après l’instant t + n. Les suites ont des propriétés
d’autant plus proches de celles des suites indépendantes que les coefficients de mélange
décroissent rapidement vers 0 quand n tend vers l’infini.

1.2.1 Mélangeance

Dans la théorie classique, il existe cinq notions importantes de mélange fort introduites
pour étudier les suites de variables aléatoires, depuis Rosenblatt [1956] pour le α-mélange,
la mesure du β-mélange par Volkonskii et Rozanov [1959], Ibragimov [1959] pour les suites
φ-mélangeantes, la notion de ψ-mélange introduite par Blum et al. [1963] et Philipp [1969a]
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et le ρ-mélange par Kolmogorov et Rozanov [1960].

Les travaux de Doukhan [1994] et Bradley [2005] proposent un point de vue global sur ces
différentes formes de dépendance faible et décrivent la relation entre elles comme suit :

φ−mélange =⇒ ρ−mélange =⇒ α−mélange,

ψ −mélange =⇒ φ−mélange =⇒ β −mélange =⇒ α−mélange.

L’exploitation des comportements asymptotiques de ces mesures, pour n grand, conduit
à une sorte d’indépendance asymptotique à partir de laquelle une théorie asymptotique
intéressante est développée.

Il est clair que le coefficient du α-mélange est notamment plus faible que les autres coeffi-
cients de mélange et donc le moins restrictif. En ce sens, les résultats obtenus concernent
une classe plus large de processus. Dans ce travail de recherche, nous modélisons la dé-
pendance au sein de l’échantillon étudié en considérant des processus α-mélangeantes. Ce
choix a été motivé par le fait que cette notion est assez générale et que l’on dispose de
nombreux résultats permettant d’étudier ce type de processus.

1.2.2 Le mélange fort

Soit (Xi)i∈Z une suite de variables aléatoires définie sur un espace de probabilitlé
(Ω,F ,P) à valeurs dans espace mesuré (Ω′,F ′). On note Fkj avec −∞ ≤ j ≤ k ≤ ∞, la
σ-algèbre engendrée par {Xs, j ≤ s ≤ k}.
Le coefficient α du mélange fort a été introduit par Rosenblatt [1956] de la manière
suivante :

Définition 1. La suite (Xi)i∈Z est dite fortement mélangeante, ou α-mélangeante si

α(n) = sup
k

sup
A∈Fk

−∞

sup
B∈F∞k+n

|P(A ∩B)− P(A)P(B)| −→
n→+∞

0.

Les ARCH et les GARCH sont des exemples de processus α-mélangeants.

Nous nous intéressons en particulier aux types suivants de α-mélange : arithmétique et
géométrique.

Définition 2. — La suite (Xi)i∈Z est dite géométriquement α-mélangeante si :

∃ C > 0, ∃ t ∈]0, 1[, α(n) ≤ Ctn.

Les processus AR, ARMA et les processus bilinléaires ( sous certaines conditions
d’érgodicité) sont des exemples de processus géométriquement α-mélangeants.

— La suite (Xi)i∈Z est arithmétiquement α-mélangeante d’orde ν > 0, si existe une
constante C > 0 telle que

α(n) ≤ Cn−ν .
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Remarque. On peut remarquer facilement que si la suite (Xi)i∈Z est géométriquement
α-mélangeante, elle est arithmétiquement α-mélangeante d’ordre ν, pour tout ν. Nous
pourrons donc appliquer les résultats donnés dans les chapitres suivants pour des observa-
tions arithmétiquement α-mélangeantes à des données géométriquement α-mélangeantes.

On trouve dans la littérature un nombre conséquent de travaux consacrés à l’étude des
suites de variables aléatoires α-mélangeantes dont les monographies de Doukhan [1994],
Bosq [1996], Rio [2000], Yoshihara [2004] et Bradley [2007]. On peut également se ré-
férer à Doukhan et al. [1994], Rio [1995a] et Liebscher [1996, 2001a] pour des résultats
de type théorème central limit. Bosq [1975, 993b], Carbon [1983] et Rhomari [2002] pro-
posent des inégalités exponentielles et des inégalités concernant les covariances. D’autres
travaux se sont intéressés à la nature faiblement dépendante de châınes de Markov et de
processus autorogressifs. On peut par exemple citer à ce sujet les travaux de Davydov
[1973], Chanda [1974], Gorodetskii [1977], Withers [1981], Mokkadem [1990] et les réfé-
rences qu’ils contiennent.

Tous ces résultats constituent des outils primordiaux dans l’étude des échantillons à base
de processus α-mélangeants et permettent de généraliser certains résultats obtenus avec
des échantillons indépendants. L’utilisation de ces outils nous permet d’établir les résultas
présentés dans cette thèse étudiant le comportement asymptotique des estimateurs non-
paramétriques sous la condition du α-mélange.

1.3 Estimation non-paramétrique pour des données

complètes

1.3.1 Mode de convergence

Nous rappelons ici les définitions des modes de convergence que nous allons aborder dans
les chapitres à venir, à savoir, la convergence presque sûre et la convergence presque com-
plète.

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité, (Xn) une suite de variables aléatoires réelles sur
Ω et X une variable aléatoire réelle définie sur Ω.

Convergence presque sûre

La notion de convergence presque-sûre correspond à la convergence simple sur tout le
complémentaire d’un ensemble négligeable. .

Définition 3. (Xn) converge vers X presque sûrement s’il existe un ensemble P négli-
geable N tel que

∀ω ∈ N c, |Xn(ω)−X(ω)| →
n→∞

0.

On note Xn
p.s.−→ X.
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Cette définition signifie que pour presque tout ω, il est possible de rendre la “distance”
entre Xn(ω) et X(ω) aussi petite que l’on veut dès que n dépasse un certain N , autrement
dit :

∀ω ∈ N c, P(N ) = 0; ∀ε > 0, ∃N : ∀n ≥ N ⇒ |Xn(ω)−X(ω)| ≤ ε].

Quant à la convergence presque complète, nous pouvons l’expliquer comme suit. La suite
(Xn) converge presque complètement vers X veut dire que la probabilité que la distance
entre Xn et X excède un nombre strictement positif (aussi petit soit il ) tend vers zéro
assez vite pour être le terme général d’une série convergente

Convergence presque complète

Définition 4. On dit que la suite (Xn)n∈N converge presque complètement vers X lorsque
n→∞ si

∀ε > 0,
∑
n∈N

P(|Xn −X| > ε) <∞,

et on note Xn
p.c.−→ X.

Définition 5. Soit (Un)n∈N une suite de nombres réels positifs qui tend vers 0, on dit que
la vitesse de convergence presque complète de la suite (Xn)n∈N vers X est d’ordre (Un) si

∃ ε0 > 0,
∑
n∈N

P(|Xn −X| > ε0Un) <∞,

et on note
Xn −X = Op.c. (Un) .

Nous renvoyons à Ferraty et Vieu [2006] pour un point de vue complet sur ce type de
convergence.

Remarque. Remarquons que le lemme de Borel-Cantelli montre que cette convergence
est plus forte que la convergence presque sûre, elle entrâıne donc aussi la convergence en
probabilité.

1.3.2 Distribution de la durée de survie

La durée de survie X est une variable aléatoire positive. La distribution de X est carac-
térisée par l’une des cinq fonctions suivantes définies pour x ≥ 0, chacune pouvant être
obtenue à partir de l’une des autres.

h La fonction de répartition FX(x) est la probabilité de subir l’événement avant le
temps x :

FX(x) = P(X ≤ x).
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h La fonction de survie SX(x) qui est la probabilité de survie jusqu’au temps x, elle
est définie comme :

SX(x) = P(X > x) = 1− FX(x).

C’est donc une fonction continue à droite décroissante et telle que SX(0) = 1 et
lim
x→∞

SX(x) = 0.

h Si X est absolument continue, on peut également pour préciser cette distribution
recourir à la densité de probabilité fX(x) qui est la dérivée de Radon Nykodim de
la loi de X par rapport à la mesure de Lebesgue. Si de plus fX est continue, alors :

fX(x) = lim
∆x→0

P(x < X ≤ x+∆x)

∆x
= F ′X(x) = −S ′X(x),

et elle est telle que

FX(x) =

∫ x

0

f(u)du.

h Un concept important est celui du risque caractérisé par la fonction du taux de
hasard λX(x). C’est le taux de survenue de l’événement durant l’intervalle de temps
[x, x+∆x[ sachant qu’il ne s’était pas réalisé avant x :

λX(x) = lim
∆x→0

P(x < X ≤ x+∆x/X > x)

∆x
.

Cette fonction est liée aux précédentes puisque :

λX(x) =

{
fX(x)
SX(x)

si SX(x) 6= 0,

0 sinon
(1.1)

h Il est encore possible de définir la fonction de hasard cumulé selon :

ΛX(x) =

∫ x

0

λX(u)du.

Avec l’égalité suivante entre fonction de survie et fonction de hasard cumulé :

ΛX(x) = − ln(SX(x)).

On peut déduire de cette équation une expression de la fonction de survie en fonction du
taux de hasard cumulé (ou du risque instantané) :

SX(x) = exp(−ΛX(x)) = exp

(
−
∫ x

0

λX(u)du

)
.

On en déduit que

fX(x) = λX(x) exp

(
−
∫ x

0

λX(u)du

)
.

Toutes ces fonctions sont donc liées entre elles, si on se donne une seule de ces fonctions,
alors les autres sont dans le même temps également définies. En particulier, un choix de
spécification sur la fonction de hasard implique la sélection d’une certaine distribution des
données de survie.
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1.3.3 Estimation de la fonction de répartition

Soit (Xi)1≤i≤n une suite de variables aléatoires réelles indépendantes identiquement distri-
buées, de même loi que X, de fonction de répartition FX(x). L’estimation de cette dernière
tient une place importante dans l’étude de nombreux phénomènes de nature aléatoire. Le
point de départ de l’estimation non-paramétrique de la fonction de répartition fut l’in-
troduction de la fonction de répartition empirique qui se calcule sur la base de véritables
observations de la variable d’intérêt X. C’est une fonction en escalier, limitée à gauche et
continue à droite qui met un poids 1/n sur chaque point Xi telle que :

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤x}. (1.2)

Cette estimation est d’excellente qualité. On se place pour commencer dans le cas où les
données sont indépendantes. La loi forte des grands nombres nous montre que cet estima-
teur est fortement consistant sur tout R. Le théorème de Glivenko-Contelli (Voir Annexe
A. Théorème 11) améliore ce résultat en donnant la convergence uniforme. Chang [1949]
introduit la loi du logarithme itéré pour cet estimateur dans R. Puis Kiefer [1961] a précisé
le taux de cette convergence dans Rm.

On se place à présent dans le cas où les données sont α-mélangeantes. Il semble que les
premiers travaux consacrés à ce type de situation soient ceux de Collomb et al. [1985] et
Cai et Roussas [1992]. Dans le premier travail, le résultat de Glivenko-Contelli est amé-

lioré en donnant la convergence presque complète de l’estimateur F̂n(x). Dans le deuxième

travail, les auteurs ont montré que la fonction de répartition empirique F̂n(x) converge
uniformément presque surement vers FX(x) ou x ∈ R, ils ont aussi établi la loi du loga-
rithme itéré de cet estimateur où l’unique condition imposée sur la suite (Xn) est que son
coefficient de mélange soit de la forme α(n) = O(n−ν) où ν > 3.

1.3.4 Estimation de la densité de probabilité

Supposons que la loi de X est absolument continue, par rapport à la mesure de Lebesgue,
de densité de probabilité fX , que nous cherchons à estimer. Ce problème tire son inté-
rêt du fait qu’on peut déduire de l’estimateur des éléments concernant la symétrie ou
la multimodalité de la loi étudiée. En effet, même si les fonctions de répartition et de
densité caractérisent toutes les deux la loi de probabilité d’une variable, la densité a un
net avantage sur le plan visuel. Elle permet d’avoir un aperçu très rapide des principales
caractéristiques de la distribution (pics, creux, asymétries, . . .), ce qui explique le volume
important de littérature qui lui est consacré. La fonction de répartition contient bien sûr
cette information mais de manière moins visible.

La méthode du noyau a d’abord été décrite en 1951 dans un rapport non publié par
Fix et Hodges (voir Silverman et Jones [1989]). L’une des motivations principales est de
construire un estimateur lisse de la densité en remplaçant les indicatrices utilisées dans
la construction de l’histogramme mobile par des fonctions continues. Rappelons que la
densité de probabilité fX est égale à la dérivée de la fonction de répartition FX (si fX
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est continue). Une des premières idées intuitives est donc de considérer pour h > 0 assez
petit

f̂n(x) =
F̂n(x+ h)− F̂n(x− h)

2h
=

1

2nh

n∑
i=1

1{x−h≤Xi≤x+h}.

Cet estimateur, appelé estimateur de Rosenblatt (Rosenblatt [1956]), est la première ver-

sion d’estimateur à noyau construit à l’aide du noyau uniforme K(u) =
1

2
1{−1<u≤1}.

Parzen [1962] et Rosenblatt [1956] ont suggéré une généralisation de cet estimateur pour
une vaste classe de noyaux, en posant pour tout x ∈ R :

f̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
Xi − x
h

)
,

où K : R → R est une fonction intégrable, vérifiant la condition
∫
K(u)du = 1 connue

depuis sous le nom du noyau et h, la fenêtre de lissage, est un paramètre tendant avec une
certaine vitesse vers 0 lorsque n tend vers l’infini. En chaque observation Xi on place une
“bosse” (la densité de probabilité K). L’estimateur qui en résulte est simplement la somme
de ces “bosses”. Le noyau K détermine la forme de la “bosse” et la fenêtre h détermine sa
largeur.

La fonction K est une fonction mesurable supposée satisfaire certaines hypothèses ba-
siques de régularité. Les exemples les plus utilisés de noyaux sont : le noyau uniforme, le
noyau gaussien, le noyau triangulaire, noyau rectangulaire et le noyau d’Epanechnicov. le
Tableau 1.1 nous donne un aperçu de ces fonctions à noyau.

Tableau 1.1 – Exemples de noyaux usuels

Noyau Fonction

noyau uniforme K(x) = 1{|x|≤1/2}

noyau gaussien K(x) =
1√
2π

e−x
2/2

noyau triangulaire K(x) = (1− |x|) 1{|x|≤1/21}

noyau rectangulaire K(x) =
1

2
1{|x|≤1/21}

noyau d’Epanechnicov K(x) =
3(1− x2/5)

4
1{|x|≤√5}

Des travaux ont montré qu’en pratique le choix de la fonction noyau n’influence que peu les
résultats d’estimation. La seule exception notable étant liée à l’utilisation d’une fonction
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noyau uniforme qui peut donner des résultats sensiblement différents des autres noyaux,
les fonctions noyaux triangulaires ou gaussiennes donnent plus de poids au voisinage de
zéro. Berlinet [1993] a proposé une méthode automatique du choix du noyau. Pour des
résultats et références récentes sur le choix du noyau, nous renvoyons à Vieu [1999].

Le paramètre de lissage hn a une grande influence sur la performance de l’estimateur. Un
h trop petit résulte en un estimateur avec une “bosse” en chaque observation. Un h trop
grand résulte en un estimateur qui montre peu de détails. Il faut donc essayer de choisir
un h qui fasse un compromis entre le biais et la variance. En particulier, pour que f̂n
converge simplement dans L2 vers fX , il faut choisir h = hn une suite de nombres réels
strictement positifs tel que hn → 0 et nhn →∞ de manière à faire tendre simultanément
le biais et la variance vers zéro.

On dispose, dans la plupart des cas, de l’expression de la fenêtre hn minimisant l’erreur
quadratique moyenne (MSE), qui est un critère de selection local, ou bien l’erreur quadra-
tique moyenne intégrée (MISE) qui représente un critère de selection global. Cependant,
cette largeur de fenêtre “idéale” (relativement au critère d’erreur retenu) n’est pas di-
rectement calculable puisqu’elle dépend de paramètres inconnus, entre autres la dérivée
seconde de la fonction à estimer. Partant de ce fait, l’étude des méthodes de sélection
du paramètre de lissage a nourri une littérature abondante. Les méthodes reposant sur
la validation croisée introduite par Rudemo [1982] et Bowman [1984] sont parmi les plus
populaires. D’un point de vue pratique, un des principaux intérêts de cette technique
est son caractère “direct”. On pourra se référer à Hall [1984], Hardle et Marron [1985] et
Hardle [1990] pour approfondir encore plus ce type de méthodes.

Parzen [1962] a établi la normalité asymptotique de f̂n. Le cas multivarié a été traité par
Cacoullos [1966]. Pour la première fois, Foldes [1974] et Rûschendorf [1977] ont étudié la
convergence presque sûre de l’estimateur de la densité pour un échantillon φ-mélangeant.
Le travail de Sarda et Vieu [1989] traite aussi ce sujet et propose des taux de cette cover-
gence. Par la suite Delecroix [1979] a étudié la convergence presque sûre et le convergence
en moyenne quadratique de l’estimateur de la densité pour de processus strictement sta-
tionnaires et α-mélangeants. La consistence forte de f̂n pour des processus stationnaires
et α-mélangeantes est prouvée par Roussas [1988], Tran [1990], Nze et Rios [1995] et Lieb-
scher [1998, 2001b]. Yu [1993] a abordé le même problème en présence de processus sta-
tionnaires β-mélangeantes. Sa normalité asymptotique pour un échantillon α-mélangeant
est établie par Robinson [1983] et Roussas [1990]. Kim et Lee [2005] ont étudié la consis-

tence et le théorème central limit de f̂n avec des réalisations de processus non-stationnaires
et α-mélangeantes.

1.3.5 Estimation de la fonction de hasard

L’estimation du taux de hasard, de part la variété de ses possibilités d’application, est une
question importante en statistique. Une des techniques les plus courantes pour construire
des estimateurs de λX est basée sur sa définition, donnée par la relation (1.1), et consiste
à étudier un quotient entre un estimateur de fX et un estimateur de SX . L’article de Patil
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et al. [1994] fait une présentation générale de ces techniques d’estimation. Les méthodes
non-paramétriques basées sur les idées de noyau, qui sont connues pour leur bon compor-
tement dans les problèmes d’estimation de densité, sont ainsi abondamment utilisées en
estimation non-paramétrique de la fonction de hasard. Un large éventail de la littérature
dans ce domaine est fourni par les revues bibliographiques de Singpurwalla et Wong [1983],
Hassani et al. [1986], Izenman [1991], Gefeller et Michels [1992] et Pascu et Vaduva [2003].

Il est donc tout naturel de construire un estimateur de la fonction λX en s’inspirant de
ces idées de la manière suivante :

λ̂n(x) =

{
f̂n(x)

Ŝn(x)
, si Ŝn(x) 6= 0,

0 sinon.

Les propriétés de l’estimateur de la fonction de hasard s’obtiennent relativement facile-
ment à partir de la littérature connue en matière d’estimation des fonctions de répartition
et de densité.

1.4 Estimation non-paramétrique dans un modèle de

censure à droite

Dans cette section nous nous placerons dans le cadre le plus fréquent d’une censure à
droite aléatoire définie dans la section 1.1.1.I.. De tels modèles requièrent l’utilisation de
techniques adaptées pour prendre en compte nos observations censurées sans perdre trop
d’information sur Y .

1.4.1 L’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie

Dans le cas où les données sont censurées, il est impossible d’utiliser la fonction F̂n(t)
puisqu’elle fait intervenir des quantités non observées (tous les (Yi) censurées ne sont pas
observées). Kaplan et Meier [1958] sont les premiers à considérer le problème de l’estima-
tion non-paramétrique de la fonction de répartition d’une variable aléatoire Y censurée
à droite par une variable aléatoire R. ils fournissent un bon estimateur de la fonction de
survie SY (t) = 1− FY (t) ayant la forme suivante :

S̄n(t) =
∏

j/Z′j≤t

(
1−

M(Z ′j)

R(Z ′j)

)
=
∏

j/Z′j≤t

(
n− j

n− j + 1

)δj
, (1.3)

où Z ′j (1 ≤ j ≤ M) sont les valeurs distinctes de Di = min(Yi, Ri) rangées dans l’ordre
croissant, M(Z ′j) =

∑n
i=1 δi1{Di=Z′j} représente le nombre de sujets subissant l’événement

au temps Z ′j et R(Z ′j) =
∑n

i=1 1{Di≥Z′j} est le nombre de sujets à risque de mourir juste
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avant l’instant Z ′j .

On a aussi l’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie SR(t) de la variable de
censure R, donné par :

S̊n(t) =
∏

j/Z′j≤t

(
n− j

n− j + 1

)1−δj
. (1.4)

L’estimateur de Kaplan-Meier, est également appelé Produit Limite. C’est une fonction
en escalier (dont la valeur change uniquement aux temps correspondant à des événements
observés), décroissante, continue à droite. Notons que quand il n’y a pas de censure, l’es-

timateur de Kaplan-Meier se réduit à la fonction de survie empirique 1− F̂n(x).

Le comportement asymptotique de cet estimateur a suscité l’intérêt d’un grand nombre
d’auteurs. Pour des variables aléatoires indépendantes, Breslow et Crowley [1974] furent
les premiers à traiter de sa convergence et de sa normalité asymptotique. En imposant
la continuité de la fonction de répartition de la variable d’intérêt et celle de la variable
de censure, Földes et Rejtő [1981b] trouvent un taux de convergence uniforme presque
complète pour S̄n(t) de l’ordre de

√
log n/n, ces derniers ont aussi introduit la loi du

logarithme itéré pour l’estimateur de Kaplan-Meier durant la même année de 1981 (Voir
Földes et Rejtő [1981a]). Stute et Wang [1993] traitent à leur tour sa convergence uniforme
presque sûre. La loi fonctionnelle du logarithme itéré pour des données censurées à droite
ou tronquées est déduite par Gu et Lai [1990].

En modélisant la dépendance par la notion de φ-mélangeant Ying et Wei [1994] ont établi
la normalité asymptotique de l’estimateur de Kaplan-Meier.Sous l’hypothèse de dépen-
dance forte des variables d’intérêts Cai [1998] a montré la consistance de cet estimateur,
en précisant sa vitesse de convergence. Dans son article de 2001 (Voir Cai [2001]) , il
généralise le résultat de Cai et Roussas [1992] à l’estimateur de Kaplan-Meier à savoir, la
loi du logarithme itéré, sous certaines conditions de régularités et de mélange fort.

Leurs travaux connaissent par la suite un développement intensif tant en théorie qu’en
pratique.

1.4.2 Estimateur à noyau de la densité pour des modèles de
censure à droite

En supposant que la variable aléatoire positive et censurée à droite Y admet une densité
de probabilité fY , Földes et al. [1981] ont proposé une extension à l’estimateur de Rosen-
blatt [1956] et Parzen [1962] qui s’exprime comme suit :

f̄n(y) =
1

hn

∫
K

(
y − z
hn

)
dF̄n(z), (1.5)
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où F̄n = 1− S̄n est l’estimateur de Kaplan-Meier donné par la relation (1.3).

Dans ce même travail ils ont prouvé sa convergence presque complète. Sa normalité asymp-
totique est établie par Mielniczuk [1986] et améliorée dans Diehl et Stute [1988]. Il a aussi
été étudié par Hentzschel et Liebscher [1990] et Xiang [1994]. Par la suite, Kagba [2004] a
donné sa convergence en moyenne quadratique. Peu de travaux traitent l’estimateur de la
fonction de densité f̄n dans le cas de données dépendantes. On peut citer le travail de Cai
[998b] proposant un taux de convergence presque sûre pour des processus stationnaires et
α-mélangeants. Plus tard, Liebscher [2002] a amélioré ce résultat.

1.5 Estimation non-paramétrique dans un modèle de

censure mixte

Dans cette section nous nous intéressons à une nouvelle classe d’estimateur où les obser-
vations Yi sont soumises à un mécanisme de censure mixte tel qu’étudié par Patilea et
Rolin [2006] et défini dans 1.1.1.IV.. Au cours de la dernière décennie, beaucoup d’intérêt
est porté sur l’estimation non-paramétrique dans ce modèle.

1.5.1 L’estimateur de Patilea et Rolin de la fonction de survie

Rappelons que nous observons un échantillon (Zi, δi)1≤i≤n du couple (Z, δ) avec Z =
(Y ∧R) ∨ L = max(T, L) où Y , L et R sont des variables aléatoires positives et indépen-
dantes représentant, repectivement, la variable d’intérêt, la variable de censure à gauche
et la variable de censure à droite.

Soit H(t) la fonction de répartition de Z et H(0)(t) sa sous-distribution pour les observa-
tions non censurées, ayant les expressions suivantes :

H(t) = P (Z ≤ t) = FL(t)FT (t) = FL(t)(1− SR(t)SY (t)), (1.6)

où T = min(Y,R) et

H(0)(t) = P (Z ≤ t, δ = 0) =

∫ t

0

FL(u)SR(u)dFY (u). (1.7)

Ainsi que leurs versions empiriques, données respectivement par :

Hn(t) =
1

n

n∑
i=1

1{Zi≤t}, (1.8)

et

H(0)
n (t) =

1

n

n∑
i=1

1{Zi≤t,δi=0} =
1

n

n∑
i=1

1{Zi≤t, Yi−Ri≤0, Li−Yi≤0}. (1.9)
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On note Z ′j (1 ≤ j ≤M) les valeurs distinctes de Zi rangées dans l’ordre croissant et pour
k ∈ {0, 1, 2} :

Dkj =
n∑
i=1

1{Zi=Z′j ,δi=k}

L’estimateur non-paramétrique, noté S̃n, de SY est l’estimateur produit limit donné par
Patilea et Rolin [2006] sous la forme :

S̃n(t) = 1− F̃n(t) =
∏

j/Z′j≤t

(
1− D0j

nF̊n(Z ′j−1)− nHn(Z ′j−1)

)
, (1.10)

où F̊n est l’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de répartition FL, défini en inversant
le temps par

F̊n(t) =
∏

j/Z′j>t

(
1− D2j

nHn(Z ′j)

)
. (1.11)

La convergence presque sûre uniforme de l’estimateur S̃n de Patilea-Rolin, est prouvée
dans ce même article.

Nous étudions cet estimateur dans les deux chapitres à venir. L’étude de données α-
mélangeantes dans ce cadre de censure mixte est très récente. Nous allons généraliser des
résultats obtenus pour des échantillons de v.a. indépendantes à des échantillons de proces-
sus fortement mélangeants, en ajoutant des hypothèses sur le coefficient de mélange. Puis,
nous établirons dans le dernier chapitre de cette thèse la convergence uniforme presque
complète sur un compact des estimateurs non paramétriques de la densité et du taux de
hasard pour des échantillions basés sur des observations α-mélangeantes soumises à une
censure mixte.
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Chapitre 2

La loi du logarithme itéré dans un
modèle de dépendance et de censure
mixte
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2.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous nous proposons, après une brève introduction sur l’origine de
la loi du logarithme itéré, de généraliser les résultats obtenus sous un modèle de censure
mixte dans le cadre indépendant aux processus fortement mélangeants.

2.1 Introduction

Soit (Tn) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, on
pose

Sn =
n∑
i=1

Ti.

A l’instar du théorème central limite (voir Annexe A. Théorème 10 du document), la
loi du logarithme itéré illustre le fait fascinant que même l’aléa complet obéit à des lois
précises. Ces deux derniers représentent des résultats clés en théorie des probabilités.

Les premières études sont issues du cas classique où les Tn sont des variables aléatoires de
Bernoulli centrées. La loi forte des grands nombres de Borel fut le premier résultat obtenu
en 1909 qui affirme que, presque sûrement, Sn/n → 0, une propriété peu apte à décrire
le comportement de la suite (Sn)n>0 de façon satisfaisante. La loi du logarithme itéré a
été introduite dans la théorie de probabilité afin de perfectionner le théorème de Borel
et obtenir son taux de convergence exact. Elle peut être considérée comme un résultat
intermédiaire entre la loi forte des grands nombres et le théorème central limit. Cepen-
dant, les résultats obtenus dans cette direction étaient de plus en plus précis. Citons, en
particulier, le travail de Hausdorff [1913] montrant que pour tout ε > 0,

Sn = O(nε+1/2) p.s. quand n→ +∞.

Puis, Hardy et Littlewood [1914] ont donné une conséquence directe de l’estimation des
grands écarts avec un taux de l’ordre de

√
n log n, un résultat qui a été affiné par Stein-

haus [1922] en prouvant qu’on a presque sûrement,

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n log n

≤ 1.

Ce n’est qu’en 1924 que le meilleur taux possible a été énoncé par Khintchine [1924]. Ce
fut le premier résultat de la loi du logarithme itéré dans la théorie de la probabilité. Le
résultat est donné par le théorème ci-dessous.

Théorème 1. (Khintchine [1924]). Soit (Xn) une suite de v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli
centrées. Alors, presque sûrement :
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lim sup
n→∞

|Sn|√
2n log2 n

= +1

et

lim inf
n→∞

|Sn|√
2n log2 n

= −1.

Ce résultat a été généralisé par Kolmogorov [1929] pour une classe plus large de variables
aléatoires (indépendantes mais pas nécessairement identiquement distribuées). Des re-
cherches ultérieures considèrent des suites de variables aléatoires suivant des lois autres
que la loi de bernoulli. Parmi eux nous mentionnons la généralisation suivante de la loi
du logarithme itéré de Khintchine [1924] aux variables aléatoires i.i.d..

Théorème 2. (Hartmann et Wintner [1941]). Soit (Tn) une suite de variables aléatoires
i.i.d., centrées d’écart-type 1. Alors on a presque sûrement :

lim
n→∞

sup
Sn√
n log2 n

=
√

2.

Les premiers travaux s’intéressant à la loi du logarithme itéré de la fonction de répar-
tition empirique, définie par (1.2), pour des suites de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées, sont dus à Smirnov [1939] et Chang [1949] ainsi que la loi
fonctionnelle du logarithme itéré de Kiefer [1961]. Dans un modèle de censure à droite, on
trouve dans l’article de Földes et Rejtő [1981a] la loi du logarithme itéré de l’estimateur
de Kaplan-Meier, donné par la relation (1.3). Messaci et Nemouchi [2011] introduisent ce
résultat pour l’estimateur de Patilea-Rolin, donné par la relation (1.10), sous le modèle I
de Patilea et Rolin [2006] (voir 1.1.1.IV.).

Les résultats obtenus sous l’hypothèse d’indépendance ont servi de point de départ à
de nombreuses recherches sur l’application de la loi du logarithme itéré à des suites de
variables et de vecteurs aléatoires dépendantes. Walter Philipp a été un des premiers à
mener des recherches dans cette optique. Par une série de travaux à partir de 1967, il
a étudié la loi du logarithme itéré pour des sommes partielles de processus faiblement
dépendants (voir Philipp [1967, 1969b,c, 1977], pour ne citer que ceux-là). Indépendam-
ment, Iosifescu [1968] et Reznik [1968] ont étudié le même problème, Oodaira et Yoshihara
[1971] ont affaibli leurs conditions. Phillip et Berkes [1978] ont inventé une nouvelle tech-
nique permettant de prouver des principes d’invariance presque sûr pouvant également
être utilisée pour des processus à valeurs vectorielles. La technique d’approximation de
Berkes-Philipp a été la base de la plupart des travaux sur les principes d’invariance et de
la loi du logarithme itéré dans les décennies suivantes. Pour les sommes partielles de pro-
cessus fortement mélangeants, les résultats les plus précis actuellement disponibles sont
dus à Rio [1995b].
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En l’absence de censure, Cai et Roussas [1992] s’intéressent à la loi du logarithme itéré
de la fonction de répartition empirique basée sur un processus α-mélangeant. Cai [2001] a
considéré le cas des processus fortement mélangeants soumis à un mécanisme de censure
à droite, il a donc proposé dans son article une loi du logarithme itéré de l’estimateur
de Kaplan-Meier. Dans ce même état d’esprit, notre contribution consiste à généraliser le
résultat obtenu par Messaci et Nemouchi [2011] à des processus α-mélangeants, en consi-
dérant le même modèle de censure mixte que ces dernières.

2.2 Hypothèses et résultat

Notre travail rentre donc dans le cadre de la censure mixte correspondant au modèle I de
Patilea et Rolin [2006] abordé dans la partie IV. de 1.1.1. Autrement dit, nous observons
l’échantillon (Zi, δi)1≤i≤n du couple (Z, δ) où Z = (Y ∧ R) ∨ L = max(T, L), avec les
variables aléatoires positives et indépendantes Y , R et L représentant, respectivement,
la variable d’intérêt, la variable de censure à droite et la variable de censure à gauche.
L’indicateur de censure δ est de la forme suivante :

δ =


0 si L < Y ≤ R,
1 si L < R < Y,
2 si min(Y,R) ≤ L.

Nous proposons d’étudier dans ce chapitre, l’estimateur de SY introduit précédemment
par S̃n dans (1.10) et rappelé ci dessous, sous la condition du mélange fort. Notons que
nous considérons les mêmes notations de la section 1.5 du chapitre précédent avec :

S̃n(t) = 1− F̃n(t) =
∏

j/Z′j≤t

(
1− D0j

nF̊n(Z ′j−1)− nHn(Z ′j−1)

)
,

avec D0j =
∑n

i=1 1{Zi=Z′j ,δi=0},

Z ′j (1 ≤ j ≤M) les valeurs distinctes de Zi rangées dans l’ordre croissant,

F̊n est l’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de répartition FL, défini en inversant
le temps par

F̊n(t) =
∏

j/Z′j>t

(
1− D2j

nHn(Z ′j)

)
,

et Hn est la fonction de répartition empirique de Z, donnée par

Hn(t) =
1

n

n∑
i=1

1{Zi≤t}.
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En préalable à l’énoncé de notre résultat, nous allons préciser les hypothèses qui seront
imposées afin d’y aboutir.

h (C.0) : Y , R et L, sont des v.a.r. continues,

h (C.1) : (Yi), (Ri) et (Li), 1 ≤ i ≤ n, sont des suites indépendantes de v.a. positives
stationnaires et α-mélangeantes, de coefficient de mélange α1(n), α2(n) et α3(n),
respectivement,

h (C.2) : max(IL, IR) < IY et TY < TR.

Remarque. Sous l’hypothèse (C.1), l’utilisation du Lemme (2) de Cai [2001], nous per-
met de déduire que les suites (Yi, Li, Ri)i≥1 et (Zi)i≥1 sont des suites stationnaires et
α-mélangeantes de coefficient de mélange α(n) = 4 max(4 max(α1(n), α2(n)), α3(n)), avec
α(n) = O(n−ν) où ν > 4.

Nous avons le résultat suivant qui établit la loi du logarithme itéré de l’estimateur de
Patilea-Rolin S̃n, en présence de processus α-mélangeants.

Théorème 3. Sous les hypothèses (C.0)–(C.2), nous avons presque sûrement, pour ν >
4 :

sup
t∈R
|S̃n(t)− SY (t)| = O

(√
log2 n

n

)
.

2.3 Preuve

Avant de développer le détail de notre démonstration, nous allons introduire des quantités
qui nous seront indispensables.

Posons, pour IY ≤ t < TY , la quantité ΛY définie par

ΛY (t) =

∫ t

IY

dΛY (u) = − log (SY (t)), (2.1)

avec dΛY (u) la mesure de hasard de la variable d’intérêt Y , donnée par définition, pour
tout IY ≤ t < TY , par :

ΛY (t) =

∫ t

IY

dFY (u)

SY (u)
=

∫ t

0

dH(0)(u)

FL(u)−H(u)
. (2.2)
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Il vient de (2.1) et (2.2), en remplaçant les lois inconnues par leurs estimateurs, que :

Λ̃n(t) =

∫ t

IY

dH
(0)
n (u)

F̊n(u)−Hn(u)
. (2.3)

Posons également

S̈n(t) =
∏

j/Z′j≤t

(
1− D0j

Uj−1 −Nj−1 + 1

)
, (2.4)

où Nj =
n∑
i=1

1{Zi≤Z′j} et Uj−1 = n
∏

j≤l≤M

{
1− D2l

Nl

}
.

La preuve de notre résultat s’inspire largement de celle de Messaci et Nemouchi [2011].
En procédant donc de la même manière, nous utilisons la décomposition suivante :

|S̃n(t)− SY (t)| ≤ |S̃n(t)− S̈n(t)|+ |S̈n(t)− SY (t)|, (2.5)

avec

|S̈n(t)− SY (t)| = | exp(log S̈n(t))− exp(−ΛY (t))|

≤ | exp(log S̈n(t))− exp(−Λ̃n(t))|+ | exp(−Λ̃n(t))− exp(−ΛY (t))|.

Le développement de Taylor des deux termes de la dernière ligne de cette inégalité en-
trâıne que :

|S̈n(t)− SY (t)| ≤ | exp (−Λ̇n(t))(log S̈n(t) + Λ̃n(t))|+ |SY (t)(ΛY (t)− Λ̃n(t))|

+

∣∣∣∣12 exp (−Λ̈n(t))(ΛY (t)− Λ̃n(t))2
∣∣∣∣ , (2.6)

où
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min (− log S̈n(t), Λ̃n(t)) ≤ Λ̇n(t) ≤ max (− log S̈n(t), Λ̃n(t)), (2.7)

et

min (ΛY (t), Λ̃n(t)) ≤ Λ̈n(t) ≤ max(ΛY (t), Λ̃n(t)). (2.8)

L’inégalité (2.5) devient alors :

|S̃n(t)− SY (t)| ≤ |S̃n(t)− S̈n(t)|+ | exp(−Λ̇n(t))(log S̈n(t) + Λ̃n(t))|

+ |SY (t)(ΛY (t)− Λ̃n(t))|+
∣∣∣∣12 exp (−Λ̈n(t))(ΛY (t)− Λ̃n(t))2

∣∣∣∣ . (2.9)

Pour la suite, nous ferons usage du Théorème 3.2 de Cai et Roussas [1992] qui nous four-
nit, sous l’hypothèse (C.1), les deux résultats suivants :

lim sup
n→+∞

[(
n

2 log2 n

)1/2

sup
t∈R
|Hn(t)−H(t)|

]
= 1 p.s. (2.10)

et

lim sup
n→+∞

[(
n

2 log2 n

)1/2

sup
t∈R
|H(0)

n (t)−H(0)(t)|

]
= 1 p.s. (2.11)

Aussi, en se servant de la loi du logarithme itéré de Cai [2001], nous avons presque sûre-
ment, sous les hypothèses (C.0)–(C.2) :

sup
t≥IY
|F̊n(t)− FL(t)| = O

(√
log2 n

n

)
. (2.12)

Celà dit que pour presque tout w, il existe n1(w) et un nombre fixe A tel que pour tout
n > n1, la combinaison des résultats donnés par (2.10) et (2.12) implique que

sup
IY ≤t
|(F̊n(t)− FL(t))− (Hn(t)−H(t))| ≤ A

√
log2 n

n
. (2.13)
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D’autre part, puisque pour tout IY ≤ t ≤ TY :

FL(t)−H(t) ≥ FL(IY )SR(TY )SY (t), (2.14)

il vient alors que si FL(IY ) > 0 et SR(TY ) > 0, nous avons presque sûrement, pour tout
n > n1 et IY < t < tn :

F̊n(t)−Hn(t) ≥ 1

2
(FL(t)−H(t)), (2.15)

avec

tn = S−1Y

(
2A

FL(IY )SR(TY )

√
log log n

2n

)
, (2.16)

où A est une constante et S−1Y (s) = sup {y/SY (y) > s}.

Pour atteindre le résultat du Théorème 3 nous proposons de traiter chacun des termes de
la décomposition (2.9) dans une série de lemmes.

Lemme 2.1. Pour presque tout w, ∃ n0(w) tel que si n > n0 alors : ∀ IY ≤ t ≤ tn,
k1 > 0 et k2 ≥ 0 où k = k1 + k2 > 1, nous avons :∫ t

IY

dH
(0)
n (u)

(F̊n(u)−Hn(u))k1(FL(u)−H(u))k2
= O

(
n

log2 n

) k−1
2

.

Démonstration. Suite à la relation (2.15), on a ∀n > n1 et pour tout IY ≤ t ≤ tn et
IY ≤ u ≤ t :∫ t

IY

dH
(0)
n (u)

(F̊n(u)−Hn(u))k1(FL(t)−H(t))k2
≤
∣∣∣∣∫ t

IY

2k1

(FL(u)−H(u))k
dH(0)(u)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ t

IY

2k1

(FL(u)−H(u))k
d(H(0)

n (u)−H(0)(u))

∣∣∣∣ .
En vu des expressions de H(t) et H(0)(t) données dans le Chapitre 1 par les relations (1.6)
et (1.7), il vient par intégration :
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∫ t

IY

dH
(0)
n (u)

(F̊n(u)−Hn(u))k1(FL(u)−H(u))k2
≤ −

∫ t

IY

2k1
FL(u)SR(u)d(SY (u))

(FL(u)SR(u)SY (u))k

+

∫ t

IY

2k1

(FL(u)SR(u)SY (t))k
|d(H(0)

n (u)−H(0)(u))|

≤ − 2k1

F k−1
L (IY )Sk−1R (TY )

∫ t

IY

d(SY (u))

SkY (u)

+
2k1

(FL(IY )SR(TY )SY (t))k
sup
x∈R
|H(0)

n (x)−H(0)(x)|

+2k1sup
x∈R
|H(0)

n (x)−H(0)(x)|
(

1

(FL(IY )SR(TY )SY (t))k

)

≤ 2k1

(k − 1)F k−1
L (IY )Sk−1R (TY )Sk−1Y (t)

+

2k1+1 sup
x∈R
|H(0)

n (x)−H(0)(x)|

(FL(IY )SR(TY )SY (t))k
.

Ainsi, en combinant le résultat donné par (2.11) avec l’équation (2.16) et le fait que t ≤ tn,
nous aboutissons à :

∫ t

IY

dH
(0)
n (u)

(F̊n(u)−Hn(u))k1(FL(u)−H(u))k2
≤ 2k1

(k − 1)F k−1
L (IY )Sk−1R (TY )Sk−1Y (t)

+
2k1+2

(FL(IY )SR(TY )SY (t))k

√
log2 n

2n

≤ 2k1

(k − 1)F k−1
L (IY )Sk−1R (TY )Sk−1Y (t)

+
2k1+2

F k
L(IY )SkR(TY )Sk−1Y (t)SY (tn)

√
log2 n

2n

≤ 2k1

F k−1
L (IY )Sk−1R (TY )

1

Sk−1Y (t)
×
(

2

A
+

1

k − 1

)
.

(2.17)
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Nous déduisons le résultat du Lemme 2.1 à partir de la dernière ligne de cette majoration,
en utilisant la relation (2.16) qui implique que pour t ≥ tn :

SY (tn) ≥ 2A

FL(IY )SR(TY )

√
log log n

2n
.

Il nous faut à présent traiter les termes de la décomposition (2.9). On s’intéresse dans le
Lemme suivant à son premier terme.

Lemme 2.2. Nous avons,

sup
IY ≤t≤tn

|S̃n(t)− S̈n(t)| = O

(√
1

n log2 n

)
p.s.

Démonstration. Pour la preuve de ce lemme, nous ferons usage de l’inégalité suivante :

∣∣∣∣∣
n∏
i=1

ai −
n∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|ai − bi| ,

avec |ai| ≤ 1 et |bi| ≤ 1, pour tout 1 ≤ i ≤ n.

L’application de cette dernière nous donne :

|S̃n(t)− S̈n(t)| =

∣∣∣∣∣∣
∏

j/Z′j≤t

(
1− D0j

Uj−1 −Nj−1

)
−
∏

j/Z′j≤t

(
1− D0j

Uj−1 −Nj−1 + 1

)∣∣∣∣∣∣
≤
∑
j/Z′j≤t

D0j

(Uj−1 −Nj−1)2

=
∑
j/Z′j≤t

n H
(0)
n (Z ′j)

(nF̊n(Z ′j)− nHn(Z ′j))
2

=

∫ t

IX

n dH
(0)
n (u)

(nF̊n(u)− nHn(u))2
.

On en déduit aisément du Lemme 2.1, que le Lemme 2.2 est vérifié pour k1 = 2 et k2 = 0.
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Intéressons nous maintenant au second terme de la décomposition (2.9).

Lemme 2.3. Nous avons,

sup
IY ≤t≤tn

| log S̈n(t) + Λ̃n(t)| = O

(√
1

n log2 n

)
p.s.

Démonstration. Nous partons du fait que

log S̈n(t) = log
∏

j/Z′j≤t

(
1− D0j

Uj−1 −Nj−1 + 1

)

=
∑
j/Z′j≤t

log

(
1− D0j

Uj−1 −Nj−1 + 1

)

=

∫ t

IY

n log

(
1− 1

nF̊n(u)− nHn(u) + 1

)
dH(0)

n (u).

Nous obtenons par le développement de la fonction logarithme que :
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| log S̈n(t) + Λ̃n(t)| =

∣∣∣∣∣
∫ t

IY

n log

(
1− dH

(0)
n (u)

nF̊n(u)− nHn(u) + 1

)
+

∫ t

IY

dH
(0)
n (u)

F̊n(u)−Hn(u)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ t

IY

(
n

[
−
∞∑
l=1

1

l
(nF̊n(u)− nHn(u) + 1)−l

]
+

1

F̊n(u)−Hn(u)

)
dH(0)

n (u)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫ t

IY

(
1

F̊n(u)−Hn(u)
− 1

1
n

+ F̊n(u)−Hn(u)

)
dH(0)

n (u)

∣∣∣∣∣
+

1

2

∣∣∣∣∣
∫ t

IY

−n
∞∑
l=2

1

l
(nF̊n(u)− nHn(u) + 1)−ldH(0)

n (u)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ t

IY

1

n(F̊n(u)−Hn(u))( 1
n

+ F̊n(u)−Hn(u))
dH(0)

n (u)

∣∣∣∣∣
+

1

2

∣∣∣∣∣
∫ t

IY

n(1 + nF̊n(u)− nHn(u))

(nF̊n(u)− nHn(u) + 1)2(nF̊n(u)− nHn(u))
dH(0)

n (u)

∣∣∣∣∣
≤ 2

∣∣∣∣∣
∫ t

IY

dH
(0)
n (u)

n(F̊n(u)−Hn(u))2

∣∣∣∣∣ .
La preuve de ce lemme peut donc être achevée de manière similaire à celle du Lemme 2.2.

Lemme 2.4. Nous avons,

(i)

sup
IY ≤t≤tn

|ΛY (t)− Λ̃n(t)| ≤ K p.s. où K est une constante.

(ii)

sup
IY ≤t≤tn

SY (t)|ΛY (t)− Λ̃n(t)| = O

(√
log2 n

n

)
p.s.

(iii)

1

2
exp (−Λ̈n(u))|ΛY (t)− Λ̃n(t)|2 = O

(√
log2 n

n

)
p.s.

Démonstration. Remarquons pour commencer que :

31



2.3. PREUVE

|ΛY (t)− Λ̃n(t)| =

∣∣∣∣∣
∫ t

IY

dH
(0)
n (u)

F̊n(u)−Hn(u)
−
∫ t

IY

dH(0)(u)

FL(u)−H(u)

∣∣∣∣∣
≤ sup

IY ≤x
|FL(x)−H(x)− F̊n(x) +Hn(x)|

∫ t

IY

dH
(0)
n (u)

(F̊n(u)−Hn(u))(FL(u)−H(u))

+

2 sup
x∈R

(H
(0)
n (x)−H(0)(x))

FL(IY )SR(TY )SY (t)
.

En tenant compte des résultats (2.11), (2.13) et de la relation (2.17), nous avons pour n
suffisamment grand :

|Λ̃n(t)− ΛY (t)| ≤ 2

√
log2 n

2n

2A(2/A+ 1) + (1 + ε)

FL(IY )SR(TY )SY (t)
. (2.18)

Par conséquant d’après la relation (2.16), il existe une constante K tel que :

sup
IY ≤t≤tn

|Λ̃n(t)− ΛY (t)| ≤ K p.s.

Ceci achève la preuve de (i).

Nous déduisons aisément de la majoration (2.18) que :

sup
IY ≤t≤tn

SY (t)|Λ̃n(t)− ΛY (t)| = O

(√
log2 n

n

)
p.s (2.19)

Nous passons à présent à la preuve de (iii).

En utilisant la relation (2.8), nous pouvons voir que :

exp(−Λ̈n(t)) ≤ SY (t) exp |Λ̃n(t)− ΛY (t)|,

d’où

1

2
exp (−Λ̈n(u))|Λ̃n(t)− ΛY (t)|2 ≤ 1

2
SY (t)|Λ̃n(t)− ΛY (t)|2 exp(|Λ̃n(t)− ΛY (t)|)

≤ K

2
SY (t)|Λ̃n(t)− ΛY (t)| exp(K).
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Suite au résultat (2.19), on en conclut que :

1

2
exp (−Λ̈n(t))|Λ̃n(t)− ΛY (t)|2 = O

(√
log2 n

n

)
p.s. (2.20)

De plus des Lemmes précédents, nous pouvons déduire à partir de la relation (2.7), la
majoration suivante :

exp (−Λ̇n(t))| log S̈n(t) + Λ̃n(t)| ≤ | log S̈n(t) + Λ̃n(t)|. (2.21)

En vu de la décomposition (2.9), la combinaison des Lemmes 2.2, 2.3 et 2.4 avec la ma-
joration précédente (2.21), nous permet de conclure que pour un n assez grand :

sup
IY ≤t≤tn

|S̃n(t)− Sn(t)| = O

(√
log2 n

n

)
p.s.

Ce dernier résultat associé à la majoration suivante

sup
tn<t<∞

|S̃n(u)− SX(u)| ≤ |SY (tn)|+ |S̃n(tn)− SY (tn)|,

implique le résultat recherché et achève la preuve du Théorème 3.
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3.1. DONNÉES COMPLÈTES ET α-MÉLANGEANTES

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux estimateurs non-paramétriques de la fonc-
tion de distribution et de la fonction de hasard cumulé lorsque les données sont éventuelle-
ment censurées et satisfont la condition de mélange fort. Plus précisément, la convergence
presque complète uniforme sera établie, sous la condition du α-mélange, pour des données
complètes, puis dans le cas d’une seule censure pour finir avec le cas d’une censure mixte.
Pour étayer davantage nos résultats théoriques, une étude de simulation est réalisée afin
d’illustrer la bonne performance de la méthode étudiée, pour des échantillons de taille
relativement petite. Enfin, une application aux processus censurés et α-mélangeants est
fournie via l’analyse des teneurs en Chrome des échantillons collectés à partir de deux
stations de la rivière de Niagara au Canada. Ce travail a fait l’objet d’une publication
dans la revue “Statistical Methods & Applications”.

À partir d’un échantillon α-mélangeant, un résultat donnant le taux de convergence
presque complète uniforme de la fonction de distribution empirique sera donné dans la
première section, consacrée au cas de données complètes. Ce résultat sera étendu, dans
la section 3.2, au cas de la censure simple à gauche. Ces deux premières sections, nous
permettrons de déduire, dans la section 3.3, les taux de convergence presque complète
uniforme pour les estimateurs de la fonction de hasard cumulé et de la fonction de distri-
bution. Dans la section 3.4, une étude de simulation apportera un soutien à nos résultats
théoriques. A la suite de cette étude nous allons appliquer notre méthode sur des données
réelles dans la section 3.5 qui clôturera ce chapitre.

3.1 Données complètes et α-mélangeantes

Dans cette section, (Xi)i≥1 est supposée être une suite de variables aléatoires réelles, sta-
tionnaire et α-mélangeante de coefficent de mélange a(n) arithmétique d’ordre ν. Chaque
variable aléatoire réelle Xi est supposée avoir une fonction de distribution inconnue FX qui
est naturellement estimée par la fonction de distribution empirique basée sur le segment
X1, . . . , Xn et donnée précédemment dans le chapitre 1 par la relation (1.2), tel que :

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤x}.

Notre objectif est de dériver le taux de convergence presque complète uniforme de F̂n,
comme indiqué dans le résultat suivant.

Théorème 4. Si a(n) = O(n−ν) avec ν > 4, nous avons

sup
x∈R
|F̂n(x)− FX(x)| = Op.c.

(√
log n

n

)
.
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Démonstration. Soit x ∈ R, remarquons dans un premier temps, que si x < IX (respective-

ment, x ≥ TX), il s’ensuit que F̂n(x) = FX(x) = 0 (respectivement, F̂n(x) = FX(x) = 1),
le résultat du théorème 4 s’obtient alors immédiatement.

Pour x ∈ ]IX , TX [, FX(x)(1−FX(x)) 6= 0. Introduisons alors la v.a.r. bornée et identique-
ment distribuée Ui = 1{Xi≤x} − FX(x), d’où var(U1) = E(U2

1 ) = FX(x)(1− FX(x)).

Notons que pour tout x de R et tout i de {1, . . . , n}, |Ui| ≤ 1. De plus, nous constatons
que la suite (Ui) est arithmétiquement α-mélangeante avec le même taux ν, du fait que Ui
et Xi appartiennent à la même tribu engendrée par Xi. On peut alors appliquer l’inégalité
de Bernstein pour des données α-mélangeantes (voir Lemme A.4 en annexe A).

Tout d’abord, calculons σ2
n où

σ2
n =

n∑
i=1

n∑
j=1

cov(Ui, Uj)

=
∑∑

i 6=j

cov(Ui, Uj) + n var(U1)

=
n∑
i=1

∑
j/ |i−j|=1

cov(Ui, Uj) +
n∑
i=1

∑
j/ 2≤|i−j|≤n−1

cov(Ui, Uj) + nFX(x)(1− FX(x))

≤ 2(n− 1)

4
+

n∑
i=1

∑
j/ |i−j|≥2

|cov(Ui, Uj)|+
n

4
.

Au vu de la Proposition A.10.i dans Ferraty et Vieu [2006], il existe une constante C1 tel
que :

σ2
n ≤

3n

4
+ C1

n∑
i=1

∑
j/ |i−j|≥2

|i− j|−ν .

En utilisant l’inégalité
∑
k≥2

k−ν ≤
∫∞
1
x−νdx <∞ , nous obtenons que :

σ2
n ≤ C2n,

où C2 est une constante.

En injectant cette majoration dans l’inégalité exponentielle donnée par le Lemme A.4

(voir annexe A du document) avec ε = ε0

√
logn
n

et r = (log n)2, il apparâıt que, pour une
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constante C3 :

P

(
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Ui

∣∣∣∣∣ > ε0

√
log n

n

)
≤ C3

(1 +
ε20 log n

r

)−r
2

+ nr−1
(

r
√
n

nε0
√

log n

)ν+1



≤ C3

(1 +
ε20

log n

)−(log n)2

2
+ n

1− ν
2 (log n)

3ν − 1

2

 .

Sachant que log(1 + u) = u− u2

2
+ o(u2) quand u→ 0, nous pouvons écrire, ∀x ∈ R,

P

(
|F̂n(x)− FX(x)| = 1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Ui

∣∣∣∣∣ > ε0

√
log n

n

)
≤ C4

n−ε
2
0

2 + n

1− ν
2 (log n)

3ν − 1

2

 ,

(3.1)
où C4 est une constante.

Donc pour ν > 4, le choix d’un ε0 adéquat conduit à

∞∑
n=1

P

(
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Ui

∣∣∣∣∣ > ε0

√
log n

n

)
<∞,

ceci permet de conclure que

F̂n(x)− FX(x) = Op.c.

(√
log n

n

)
. (3.2)

Remarque. Ce résultat est applicable à F̂n(x−) = 1
n

∑n
i=1 1{Xi<x} en prenant Ui =

1{Xi<x} − FX(x−).

Nous allons maintenant donner la version uniforme de la relation précédente. Pour ce
faire, nous procéderons de façon identique à la preuve du théorème de Glivenko-Cantelli
(donnée dans Laha et Rohatgi [1979]).

Posons pour tout entier N ≥ 2 et k ∈ {1, . . . , N − 1},

tN,k = F−1X

(
k

N

)
, tN,0 = −∞ et tN,N = +∞,
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où pour tout u ∈]0, 1[ : F−1X (u) = inf{x ∈ R/FX(x) ≥ u} est l’inverse généralisée de FX .

Soit t ∈ R, ∃ k ∈ {1, . . . , N − 1} tel que t ∈ [tN,k, tN,k+1[.

Compte tenu des propriétés de F−1X on a, pour t < tN,k,

FX(t) <
k

N
⇒ lim

t
<→tN,k

FX(t) ≤ k

N
,

i.e. FX(t−N,k) ≤
k

N
. On a donc

FX(tN,k) ≥
k

N
≥ FX(t−N,k),

ce qui implique

FX(tN,k) +
1

N
≥ k + 1

N
≥ FX(t−N,k+1),

d’où

FX(t−N,k+1)− FX(tN,k) ≤
1

N
. (3.3)

D’autre part, F̂n et FX étant croissantes,

F̂n(tN,k)− FX(t−N,k+1) ≤ F̂n(t)− FX(t) ≤ F̂n(t−N,k+1)− FX(tN,k).

Cette dernière majoration combinée à celle dans (3.3), nous donne

F̂n(tN,k)− FX(tN,k)−
1

N
≤ F̂n(t)− FX(t)

≤ F̂n(t−N,k+1)− FX(t−N,k+1) + FX(t−N,k+1)− FX(tN,k)

≤ F̂n(t−N,k+1)− FX(t−N,k+1) +
1

N
.
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Ainsi,

|F̂n(t)− FX(t)| ≤ max
1≤k≤N−1

{
|F̂n(tN,k)− FX(tN,k)|+

1

N
, |F̂n(t−N,k+1)− FX(t−N,k+1)|+

1

N

}

= max
1≤k≤N−1

{|F̂n(tN,k)− FX(tN,k)|, |F̂n(t−N,k+1)− FX(t−N,k+1)|}+
1

N

≤ max
1≤k≤N−1

|F̂n(tN,k)− FX(tN,k)|+ max
1≤k≤N−1

|F̂n(t−N,k+1)− FX(t−N,k+1)|+
1

N
.

(3.4)

En choisissant, pour n ∈ N/ n ≥ 2,

N =

[√
n

log n

]
+ 1, (3.5)

où [x] désigne la partie entière de x, la majoration (3.4) devient

sup
t∈R
|F̂n(t)− FX(t)| ≤ max

1≤k≤N−1
|F̂n(tN,k)− FX(tN,k)|

+ max
1≤k≤N−1

|F̂n(t−N,k+1)− FX(t−N,k+1)|+
√

log n

n
.

Nous déduisons alors que

P

(
sup
t∈R
|F̂n(t)− FX(t)| > (1 + ε0)

√
log n

n

)

≤
N−1∑
k=1

P

(
|F̂n(tN,k)− FX(tN,k)| >

ε0
2

√
log n

n

)

+
N−1∑
k=1

P

(
|F̂n(t−N,k+1)− FX(t−N,k+1)| >

ε0
2

√
log n

n

)
.

L’association de ce résultat aux relations (3.1) et (3.5) et la remarque 3.1, implique que,
pour ν > 4, ∑

n≥2

P

(
sup
t∈R
|F̂n(t)− FX(t)|> (1 + ε0)

√
log n

n

)
<∞,

ce qui conclut la démonstration du Théorème 4.
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3.2 Modèle de censure à gauche α-mélangeant

Soient (Li)1≤i≤n et (Ti)1≤i≤n deux suites indépendantes de répliques aléatoires des v.a. po-
sitives L et T respectivement, que nous considérons comme le temps de survie et le temps
de censure à gauche, respectivement. Elles sont supposées être des suites stationnaires
et arithmétiquement α-mélangeantes avec des coefficients de mélange respectifs α1(n)
et α2(n). Dans le contexte de la censure à gauche, on ne peut observer que les paires
(Zi, δi)1≤i≤n où Zi = max(Li, Ti) et δi = 1{Li≥Ti}. Nous pouvons montrer, en appliquant le
Lemme 2 de Cai [2001], que (Li, Ti)i≥1 et (Zi)i≥1 sont arithmétiquement α-mélangeantes
de coefficient 4 max(α1(n), α2(n)).

Notons H la fonction de distribution de Z = max(L, T ) et N (1) sa fonction de sous-
distribution définie par :

N (1)(t) = P(Z ≤ t, δ = 1) =

∫ t

0

FT (u)dFL(u),

où δ = 1{L≥T}.

Les versions empiriques de H et N (1) sont données respetivement par :

Hn(t) =
1

n

n∑
i=1

1{Zi≤t} et N (1)
n (t) =

1

n

n∑
i=1

1{Zi≤t,δi=1}.

La relation FL(t) = π]t,∞[(1− dΓ) où dΓ =
dFL
FL

=
dN (1)

H
, suggère d’estimer FL par :

F̊n(t) = π]t,∞[(1− dΓn) =
∏

j/Z′j>t

(
1− Γn(Z ′j)

)
, (3.6)

où {Z ′j, 1 ≤ j ≤ m} sont les valeurs distinctes de {Zi, 1 ≤ i ≤ n} rangées dans l’ordre

croissant et dΓn =
dN

(1)
n

Hn

.

Remarque. π]t,∞[(1−dΓ) :=
∏
x>t

[1−Γ({x})] exp [−Γc(]t,∞[)], où Γc est la prtie continue

de Γ. Rappelons que π est l’integrale produit (voir Gill et Johansen [1990]).

Dans cette section nous allons étendre le résultat du Théorème 4 à F̊n. Seulement, de
par le mécanisme de censure, la convergence n’est plus sur tout R, comme le confirme le
Théorème ci-dessous.

Théorème 5. Si max(α1(n), α2(n)) = O(n−ν) avec ν > 4, nous avons, pour tout θ > IZ,

sup
t≥θ
|F̊n(t)− FL(t)| = Op.c.

(√
log n

n

)
.
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Remarque. En inversant le temps, nous pouvons facilement déduire le même taux de
convergence pour l’estimateur de Kaplan-Meier.

Démonstration. Selon l’équation de Duhamel (voir Théorème 6, page 1519 de Gill et Jo-
hansen [1990]) et comme l’intégrale produit est une fonction multiplicative, nous pouvons
écrire :

FL(t)− F̊n(t) = π]t,∞[(1− dΓ)− π]t,∞[(1− dΓn)

= FL(t)

∫
]t,+∞[

F̊n(u)

FL(u−)
d(Γn(u)− Γ(u))

= FL(t)

∫
]t,+∞[

F̊n(u)

FL(u)(1−∆Γ(u))
d(Γn(u)− Γ(u)).

Celà implique que :

|F̊n(t)− FL(t)| ≤

∣∣∣∣∣
∫
]t,+∞[

F̊n(u)

FL(u)
dM̊n(u)

∣∣∣∣∣ ,
où M̊n(t) =

∫
]t,+∞[

d(Γn(u)− Γ(u))

1−∆Γ(u)
.

En intégrant par parties, nous pouvons voir que :

|F̊n(t)− FL(t)| ≤

∣∣∣∣∣ F̊n(t)

FL(t)
M̊n(t)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∫
]t,+∞[

M̊n(u−) d

(
F̊n(u)

FL(u)

)∣∣∣∣∣
≤ 1

FL(θ)
sup
u≥θ
|M̊n(u)|+

∣∣∣∣∫
]t,+∞[

M̊n(u−)F̊n(u−) d

(
1

FL(u)

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫
]t,+∞[

M̊n(u−)

FL(u)
dF̊n(u)

∣∣∣∣∣
≤ 1

FL(θ)
sup
u≥θ
|M̊n(u)|+ sup

u≥θ
|M̊n(u)|

(
1

FL(t)
− 1

)

+
1

FL(θ)
sup
u≥θ
|M̊n(u)||F̊n(t)− 1|

≤ 3− FL(θ)

FL(θ)
sup
u≥θ
|M̊n(u)|.
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Par conséquent, il suffit de traiter M̊n. De par sa définition, nous avons :

|M̊n(u)| =
∣∣∣∣∫

]u,+∞[

FL(x)

FL(x−)
d(Γn(x)− Γ(x))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
]u,+∞[

(
1 +

∆FL(x)

FL(x−)

)
d(Γn(x)− Γ(x))

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

]u,+∞[

d(Γn(x)− Γ(x))

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
]u,+∞[

∆FL(x)

FL(x−)
d(Γn(x)− Γ(x))

∣∣∣∣ ,
d’où

|M̊n(u)| ≤ sup
u≥θ
|Γn(u)− Γ(u)|+

∑
x>u

∆FL(x)>0

∣∣∣∣∆FL(x)

FL(x−)

∣∣∣∣ |∆Γn(x)−∆Γ(x)|

≤ sup
u≥θ
|Γn(u)− Γ(u)|+ 1

FL(θ−)
sup
u≥θ
|∆Γn(x)−∆Γ(x)|

∑
x>u

∆FL(x)>0

|∆FL(x)|

≤
(
FL(θ−) + 2

FL(θ−)

)
sup
u≥θ
|Γn(u)− Γ(u)|.

On en déduit que

sup
t≥θ
|F̊n(t)− FL(t)| ≤ (3− FL(θ))(2 + FL(θ−))

FL(θ)FL(θ−)
sup
t≥θ
|Γn(t)− Γ(t)|.

Ainsi, notre preuve se réduit au traitement du terme sup
t≥θ
|Γn(t)− Γ(t)|.

À cet effet, en intégrant par partie nous obtenons :
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|Γn(t)− Γ(t)| =

∣∣∣∣∣
∫
]t,+∞[

dN
(1)
n (u)

Hn(u)
−
∫
]t,+∞[

dN (1)(u)

H(u)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
]t,+∞[

dN
(1)
n (u)

Hn(u)
−
∫
]t,+∞[

dN (1)(u)

H(u)
+

∫
]t,+∞[

dN
(1)
n (u)

H(u)
−
∫
]t,+∞[

dN
(1)
n (u)

H(u)

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

]t,+∞[

(
1

Hn(u)
− 1

H(u)

)
dN (1)

n (u)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
]t,+∞[

1

H(u)
d(N (1)

n (u)−N (1)(u))

∣∣∣∣
≤ 1

Hn(θ)H(θ)
sup
u≥θ
|H(u)−Hn(u)|(N (1)

n (+∞)−N (1)
n (t))

+ |N (1)
n (+∞)−N (1)(+∞)|+

∣∣∣∣∣N (1)
n (t)−N (1)(t)

H(t)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
]t,+∞[

(N (1)
n (u−)−N (1)(u−))d

(
1

H(u)

)∣∣∣∣
≤ 1

Hn(θ)H(θ)
sup
u≥θ
|Hn(u)−H(u)|+ 2

H(θ)
sup
u≥θ
|N (1)

n (u)−N (1)(u)|.

Par ailleurs, au vu du Théorème 4, nous avons :

sup
u≥θ
|Hn(u)−H(u)| = Op.c.

(√
log n

n

)
, (3.7)

et
Hn(θ)→ H(θ) p.c. avec H(θ) 6= 0. (3.8)

Donc, d’après la Proposition A6 de Ferraty et Vieu [2006] (rappelée dans l’annexe A, Pro-
position A.2), (sup

u≥θ
|Hn(u)−H(u)|)/Hn(θ) a le même taux de convergence que sup

u≥θ
|Hn(u)−

H(u)|.

De plus, en remarquant que Vi = 1{Zi≤t,δi=1}−N (1)(t) est stationnaire et arithmétiquement
α-mélangeante avec un coefficient 4 max(α1(n), α2(n)), nous pouvons conclure de la preuve
du Théorème 4, en remplaçant Ui par Vi, que :

sup
u≥θ
|N (1)

n (u)−N (1)(u)| = Op.c.

(√
log n

n

)
. (3.9)

En combinant les résultats issus de (3.7) et (3.9), nous aboutissons au résultat du Théo-
rème 4.
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3.3 Modèle de censure mixte α-mélangeant

Dans cette section, nous disposons des variables aléatoires positives indépendantes Y , R
et L, représentant respectivement la variable d’intérêt, la variable de censure à droite
et la variable de censure à gauche. Plus précisément, notre observation est limitée à
l’échantillon (Zi, δi)1≤i≤n de variables identiquement distribuées comme le couple (Z, δ) :=
(max(min(Y,R), L), δ) où

δ =


0 si L < Y ≤ R,
1 si L < R < Y,
2 si min(Y,R) ≤ L.

Tout au long de cette section, nous supposons également que les suites (Yi), (Ri) et (Li)
sont stationnaires et arithmétiquement α-mélangeantes avec des coefficients de mélange
α1(n), α2(n) et α3(n), respectivement. Au vu du Lemme 2 dans Cai [2001], les suites
(Yi, Ri, Li) et (Zi) sont également arithmétiquement α-mélangeantes avec le coefficient de
mélange α(n) = 4 max(4 max(α1(n), α2(n)), α3(n)).

Afin de ne pas alourdir inutilement les notations, nous gardons ceux précédemment utili-
sées dans la Section 1.5 du Chapitre 1, à savoir la fonction de distribution de la v.a. Z,
H(t) = FL(t)FT (t) où T = min(Y,R) et sa sous-distribution, pour les observations non
censurées, H(0)(t) = P(Z ≤ t, δ = 0) ainsi que leurs versions empirique données respecti-

vement par Hn(t) = 1/n
∑n

i=1 1{Zi≤t} et H
(0)
n (t) = 1/n

∑n
i=1 1{Zi≤t,δi=0}.

Nous déduisons d’après le Théorème 4, que pour ν > 4 :

sup
t∈R
|H(0)

n (t)−H(0)(t)| = Op.c.

(√
log n

n

)
, (3.10)

et

sup
t∈R
|Hn(t)−H(t)| = Op.c.

(√
log n

n

)
. (3.11)

Nous reprenons également l’estimateur de Patilea-Rolin, noté S̃n, de la fonction de survie
SY ,

S̃n(t) = 1− F̃n(t) =
∏

j/Z′j≤t

(
1− D0j

nF̊n(Z ′j−1)− nHn(Z ′j−1)

)
,

où Z ′j (1 ≤ j ≤M) sont les valeurs distinctes de Zi rangées dans l’ordre croissant,

D0j =
∑n

i=1 1{Zi=Z′j ,δi=0} et F̊n est l’estimateur de Kaplan-Meier de FL, défini précédem-
ment par :
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F̊n(t) =
∏

j/Z′j>t

(
1− D2j

nHn(Z ′j)

)
.

Rappelons également que la fonction de hasard cumulé de Y , ΛY , est définie dans le
Chapitre 2 pour tout IY ≤ t < TY par la relation (2.1) ainsi que son estimateur Λ̃n défini
dans (2.3) et rappelé ci-dessous

Λ̃n(t) =

∫ t

IY

dH
(0)
n (u)

F̊n(u)−Hn(u)
.

Les taux de convergence presque complète uniforme de Λ̃n et F̃n sont énoncés dans le
Théorème suivant.

Théorème 6. Si max(IL, IR) < IY et max(α1(n), α2(n), α3(n)) = O(n−ν) avec ν > 4,
nous avons, pour tout θ < min(TY , TR),

(i) sup
t≤θ

∣∣∣Λ̃n(t)− ΛY (t)
∣∣∣ = Op.c.

(√
log n

n

)
,

(ii) sup
t≤θ

∣∣∣F̃n(t)− FY (t)
∣∣∣ = Op.c.

(√
log n

n

)
.

Remarque. Notons que ces taux de convergence sont les mêmes que ceux obtenus par
Kitouni et al. [2015], dans le cas de données indépendantes. De plus, remarquons que par
rapport à la loi du logarithme itéré du chapitre précédent (qui donne un taux presque sûr),
la convergence dans ce Théorème et un peu plus forte mais la vitesse de convergence est
un peu détériorée. L’avantage ici est qu’on se dispense de l’hypothèse de continuité des
variables latentes.

Démonstration. (i) De par les définitions de ΛY et Λ̃n données dans (2.1) et (2.3), nous
avons :

|Λ̃n(t)− ΛY (t)| ≤
∫ t

IY

∣∣∣∣∣ 1

F̊n(u−)−Hn(u−)
− 1

FL(u−)−H(u−)

∣∣∣∣∣ dH(0)
n (u)

+

∣∣∣∣∫ t

IY

1

FL(u−)−H(u−)
d
(
H(0)
n (u)−H(0)(u)

)∣∣∣∣
=: Bn,1(t) +Bn,2(t). (3.12)
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Remarquons dans un premier temps qu’au vu de (2.14),

Bn,1(t) =

∫ t

IY

∣∣∣∣∣ 1

F̊n(u−)−Hn(u−)
− 1

FL(u−)−H(u−)

∣∣∣∣∣ dH(0)
n (u)

≤
sup

IY ≤u≤θ

∣∣∣FL(u−)− F̊n(u−) +Hn(u−)−H(u−)
∣∣∣

FL(I−Y )SR(θ)SY (θ)

×
∫ t

IY

dH
(0)
n

F̊n(u−)−Hn(u−)

≤ 2

sup
IY ≤u≤θ

∣∣∣FL(u−)− F̊n(u−) +Hn(u−)−H(u−)
∣∣∣

FL(I−Y )SR(θ)SY (θ) inf
IY ≤u≤θ

∣∣∣F̊n(u−)−Hn(u−)
∣∣∣ .

Pour un ε0 ∈]0, FL(I−Y )SR(θ)SY (θ)[ et un ε = FL(I−Y )SR(θ)SY (θ) − ε0, supposons

que inf
IY ≤u≤θ

∣∣∣F̊n(u−)−Hn(u−)
∣∣∣ < ε0, il existe donc un t0 ∈ [IY , θ] tel que F̊n(t−0 ) −

Hn(t−0 ) ≤ ε0, il vient alors que

FL(t−0 )−H(t−0 )− F̊n(t−0 ) +Hn(t−0 )

= SY (t−0 )SR(t−0 )FL(t−0 )− F̊n(t−0 ) +Hn(t−0 )

≥ SY (θ)SR(θ)FL(I−Y )− ε0 = ε,

d’où

sup
IY ≤u≤θ

|FL(u−)− F̊n(u−) +Hn(u−)−H(u−)| > ε,

ce qui implique que

P

(
inf

IY ≤u≤θ
|F̊n(u−)−Hn(u−)| < ε0

)
≤ P

(
sup

IY ≤u≤θ
|FL(u−)− F̊n(u−) +Hn(u−)−H(u−)| > ε

)
,

puisque max(IL, IR) < IY , le terme de droite de cette dernière inégalité est le terme
général d’une série convergente.
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Ceci joint aux résultats du Théorème 4 et de (3.11), nous permet de déduire que

sup
IY ≤t≤θ

Bn,1(t) = Op.c.

(√
log n

n

)
. (3.13)

De plus, en intégrant par partie et en sus de (2.14), nous obtenons :

Bn,2(t) =

∣∣∣∣∫ t

IY

1

FL(u−)−H(u−)
d
(
H(0)
n (u)−H(0)(u)

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣H(0)
n (t)−H(0)(t)

FL(t)−H(t)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣H(0)
n (IY )−H(0)(IY )

FL(IY )−H(IY )

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ t

IY

(H(0)
n (u)−H(0)(u) d

(
1

FL(u)−H(u)

)∣∣∣∣
≤ 2

FL(IY )SR(θ)SY (θ)
sup

IY ≤u≤θ

∣∣H(0)
n (u)−H(0)(u)

∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ t

IY

H
(0)
n (u)−H(0)(u)

FL(u−)
d

(
1

SR(u)SY (u)

)∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ t

IY

H
(0)
n (u)−H(0)(u)

SR(u)SY (u)
d

(
1

FL(u)

)∣∣∣∣∣
≤ C sup

IY ≤u≤θ

∣∣H(0)
n (u)−H(0)(u)

∣∣ ,
où C est une constante.
Donc, au vu de (3.10),

sup
IY ≤t≤θ

Bn,2(t) = Op.c.

(√
log n

n

)
. (3.14)

L’association de ce résultat à (3.12) et (3.13), achève la démonstration de la partie
(i).

(ii) Nous procédons de manière semblable à celle utilisée pour prouver le théorème 5.
Utilisons donc l’équation de Duhamel (voir Gill et Johansen [1990]) qui nous donne
pour tout t ≤ θ < min(TR, TY )∣∣∣F̃n(t)− FY (t)

∣∣∣ = (1− FY (t))

∣∣∣∣∣
∫ t

IY

1− F̃n(u−)

1− FY (u)
d(Λ̃n − ΛY )(u)

∣∣∣∣∣ .
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Posons M̃n(t) =
∫ t
IY

1− FY (u−)

1− FY (u)
d(Λ̃n − ΛY )(u).

L’intégration par partie entrâıne :∣∣∣F̃n(t)− FY (t)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣

∫ t

IY

1− F̃n(u−)

1− FY (u−)
dM̃n(u)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1− F̃n(t)

1− FY (t)
M̃n(t)−

∫ t

IY

M̃n(u) d

(
1− F̃n(u)

1− FY (u)

)∣∣∣∣∣
≤ 1

1− FY (θ)

∣∣∣M̃n(t)
∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∫ t

IY

M̃n(u)
dF̃n(u)

1− FY (u)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ t

IY

M̃n(u)
(

1− F̃n(u−)
) dFY (u)

(1− FY (u)) (1− FY (u−))

∣∣∣∣
≤ 1

1− FY (θ)

∣∣∣M̃n(t)
∣∣∣+

1

1− FY (θ)
sup

IY ≤u≤θ

∣∣∣M̃n(u)
∣∣∣ F̃n(t)

+
1

(1− FY (θ))2
sup

IY ≤u≤θ

∣∣∣M̃n(u)
∣∣∣FY (t)

≤ 2 (1− FY (θ)) + 1

(1− FY (θ))2
sup

IY ≤u≤θ

∣∣∣M̃n(u)
∣∣∣ .

Il suffit donc de traiter le terme sup
IY ≤u≤θ

∣∣∣M̃n(u)
∣∣∣.

∣∣∣M̃n(t)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣Λ̃n(t)− ΛY (t)

∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
u≤t

∆FY (u)>0

∆FY (u)

1− FY (u)

(
∆Λ̃n(u)−∆ΛY (u)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣Λ̃n(t)− ΛY (t)

∣∣∣+ 2 sup
IY ≤u≤θ

∣∣∣Λ̃n(u)− ΛY (u)
∣∣∣ 1

1− FY (θ)
FY (t).

Il vient donc que

sup
IY ≤t≤θ

∣∣∣M̃n(t)
∣∣∣ ≤ 3− FY (θ)

1− FY (θ)
sup

IY ≤t≤θ

∣∣∣Λ̃n(t)− ΛY (t)
∣∣∣ .

Le résultat découle alors immédiatement, au vu de (i).
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3.4 Étude de simulation

Dans cette partie, afin d’illustrer ce qui précède, nous examinons la performance de l’es-
timateur F̃n (donné par (1.10)), qui généralise les deux estimateurs F̂n et F̊n, au travers
des simulations. Nous générons les données comme suit.

Soient (εi), (ε′i) et (ε′′i ) des bruits blancs indépendants gaussiens standard N (0, 1). Nous
considérons les processus suivants.

Yi = |Y ′i |+ 0.01, Ri = b|R′i| etLi = c|L′i|,

où
Y ′i = aY ′i−1 + εi

√
1− a2, Y ′0 ∼ N (0, 1) et il est indépendant de (εi),

R′i = aR′i−1 + ε′i
√

1− a2, R′0 ∼ N (0, 1) et il est indépendant de (ε′i),

L′i = aL′i−1 + ε′′i
√

1− a2, L′0 ∼ N (0, 1) et il est indépendant de (ε′′i ),

sauf pour le cas non censuré dans la Figure 3.3, pour lequel nous choisissons pour tout
i, Ri = 100 et Li = 0. Le paramètre a (0 < a < 1) est sélectionné afin de contrôler la
dépendance entre les variables de la population considérée, en le faisant varier, avec une
taille d’échantillon et un pourcentage de censure fixés, nous étudions la performance de
notre estimateur. Le Tableau 3.2 indique les valeurs des paramètres b et c choisies pour
assurer différents pourcentages de censure p, afin de mieux se rendre compte de l’influence
de la censure sur la qualité de l’estimateur.

Comme les (Y ′i ), (R′i) et (L′i) sont des processus AR(1), il est clair que (Yi), (Ri) et
(Li) sont positives, stationnaires et α-mélangeantes. En outre, le processus de généra-
tion de variables est effectué afin d’assurer leur indépendance. Notons que la condition
max(IL, IR) < IY est évidemment satisfaite.

Dans un premier temps, nous examinons graphiquement la qualité de l’estimation et com-
ment est ce qu’elle est influencée par l’index de dépendance (a), la taille de l’échantillon
(n) et le pourcentage de censure (p). Ainsi, dans chaque graphe, nous fixons deux para-
mètres et nous varions le troisième.

D’une part, nous pouvons voir aux Figures 3.1, 3.2 et 3.3 que tous les graphes de l’esti-
mateur présentent une forme acceptable par rapport aux vraies courbes correspondantes.
D’autre part, nous remarquons sans surprise que le comportement de l’estimateur F̃n est
meilleur pour un petit a (dépendance faible), un échantillon de grande taille et un faible
taux de censure. Ceci est conforté par le Tableau 3.1, où la mesure des distances entre les
fonctions de distribution cumulatives théoriques et empiriques est calculée en fonction de
a, p et n. Pour chaque valeur n, p et a, nous répliquons 100 fois et prenons la médiane sur
x ∈ [0, 3] des erreurs quadratiques moyennes de l’estimateur F̃n(x) par rapport à la valeur
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Étude de simulation

réelle FY (x). Plus précisément, les valeurs du Tableau 3.1 sont calculées par la formule
suivante :

med
x∈[0,3]

[
1

100

100∑
i=1

(F̃n(x)− FY (x))2

]
× 102

Tableau 3.1 – La distance entre F̃n et FY

a

n 70 100 200

p ' 0% ' 20% ' 40% p ' 0% ' 20% ' 40% p ' 0% ' 20% ' 40%

0.1 0.062 0.127 0.138 0.043 0.086 0.101 0.025 0.044 0.049

0.5 0.090 0.139 0.155 0.061 0.095 0.116 0.035 0.052 0.055

0.9 0.344 0.458 0.517 0.301 0.339 0.358 0.129 0.155 0.183

Tableau 3.2 – Les pourcentages de censure

p ' 0% ' 20% ' 30% ' 40%

b 1 3.5 3.2 3

c 1 0.1 0.2 0.3
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3.5. APPLICATION SUR DONNÉES RÉELLES

3.5 Application sur données réelles

Les données censurées peuvent être rencontrées dans de nombreux domaines tels que la
médecine, l’ingénierie, la biologie et l’environnement. Dans le dernier domaine, un proces-
sus analytique peut avoir un seuil minimal en dessous duquel la valeur d’une concentration
de polluant ne peut être mesurée. Donc, pour certaines concentrations, nous savons seule-
ment qu’elles se situent quelque part entre zéro et une limite de détection (DL).
Ces données sont censurées et sont très courantes dans les études sur la qualité de l’eau.
C’est le cas des données provenant de deux stations de la rivière de Niagara au Canada
appellées : Niagara on the Lake (NOTL) située à l’embouchure de la rivière de Niagara
et Fort Erie (FE) à la tête de la rivière, comme l’indique la Figure 3.4.

Figure 3.4 – Les stations de la rivière de Niagara sur lesquelles porte notre étude

Ces données ont été recueillies au cours de la période de deux ans allant du 1 er avril 1999
au 31 mars 2001 afin de “déterminer si les concentrations de produits chimiques spécifiés
à la station NOTL sont statistiquement différentes des concentrations à la station FE, et
pour évaluer les tendances dans le temps”, comme indiqué dans le rapport de Kuntz et
Klawunn [2005].

Dans ce rapport, l’estimation du maximum de vraisemblance, notée MLE a été appliquée
afin d’estimer les moyennes annuelles et les intervalles de confiance des concentrations de
plusieurs polluants de l’eau. Une autre méthode courante est celle de Kaplan-Meier qui
n’est basée que sur l’estimateur F̊n étudié dans la section 3.2. Nous utilisons une suite
censurée à gauche α-mélangeante de concentrations du Chrome, fournie dans le rapport
cité et reprise en annexe B rapportée dans ce document, pour comparer les deux méthodes
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mentionnées. Nous accomplissons cela avec la commande “censtats” disponible dans le pa-
ckage NADA du logiciel R et utilisé dans le livre de Helsel [2005]. Les résultats de cette
comparaison sont présentés dans les tableaux 3.3 et 3.4 suivants.

Tableau 3.3 – Moyenne et écart type des concentrations du Chrome, en µg/L, durant l’année
1999-2000

la station FE la station NOTL

Méthode Moyenne Écart Type Moyenne Écart Type

K-M 0.574 0.715 0.569 0.409

MLE 0.522 0.707 0.572 0.528

Tableau 3.4 – Moyenne et écart type des concentrations du Chrome, en µg/L, durant l’année
2000-2001

la station FE la station NOTL

Méthode Moyenne Écart Type Moyenne Écart Type

K-M 0.515 0.688 0.824 0.832

MLE 0.838 3.871 1.365 5.346

Nous pouvons voir que la méthode de Kaplan-Meier a le plus faible écart type, sauf
pour l’année 1999-2000 à la station FE où les deux valeurs sont bien proches. Ainsi,
similairement à Helsel [2005], nous utilisons la commande ”cenfit” du package NADA
pour étudier les concentrations du Chrome à chaque station par la méthode de Kaplan-
Meier (l’estimateur F̊n). La figure 3.5 représente les courbes des fonctions de distributions
estimées (F̊n) des concentrations du Chrome dans chaque station durant l’année 1999-
2000.
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Figure 3.5 – Les estimateurs F̊n des fonctions de distribution des concentrations du Chrome,
en µg/L, durant l’année 1999-2000

Sur cette Figure, nous remarquons d’abord que les deux courbes commencent à la même
valeur, ce qui signifie que les deux stations ont la même concentration minimale égale à
0, 2 µg/L. Deuxièmement, la courbe de la station NOTL est décalée vers la droite après
le 25e percentile jusqu’à environ le 85e percentile, ce qui indique que la concentration
du Chrome apparâıt plus élevée à la station de NOTL que les percentiles équivalents à
la station de FE, en dessous d’environ le 85e percentile. En dessous du 25e percentile en-
viron, les données des deux stations sont censurées et ne peuvent donc pas être distinguées.

Le Tableau 3.5 résume certaines statistiques descriptives ainsi que les intervalles de confiance
à 90% des concentrations du Chrome durant l’année 1999-2000.
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Tableau 3.5 – Statistique Sommaire des concentrations du Chrome, en µg/L, dans la rivière
de Niagara durant l’année 1999-2000

Statistiques Station : FE NOTL

n a 27 26

n.cen b 6 4

moyenne 0.574 0.569

90% ICI 0.347 0.437

90% ICS 0.800 0.701

σ c 0.715 0.409

a. taille de l’échantillon
b. observations censurées à gauche

Percentiles Station : FE NOTL

10e NA d NA

25e 0.200 0.200

Médiane 0.200 0.400

75e 0.700 0.900

90e 2.000 1.200

e. écart type
f. indisponible

Maintenant, la Figure 3.6 montre les courbes des distributions estimées (F̊ ) des concen-
trations du Chrome dans la rivière de Niagara durant l’année 2000-2001.

Figure 3.6 – Les estimateurs F̊n des fonctions de distribution des concentrations du Chrome,
en µg/L, durant l’année 2000-2001
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Sur cette Figure, nous remarquons que les données des deux stations sont censurées au-
dessous du 25e percentile où les deux courbes commencent à la même plus petite valeur
(0, 05 µg/L). Au-delà, la courbe de la station NOTL est clairement décalée vers la droite
jusqu’à environ le 95e percentile, ce qui indique que la station FE présente la plus faible
concentration du Chrome.

Le Tableau 3.6 fournit les mêmes informations que celles du Tableau 3.5 mais pour l’année
2000-2001.

Tableau 3.6 – Statistique Sommaire des concentrations du Chrome, en µg/L, dans la rivière
de Niagara durant l’année 2000-2001

Statistiques station : FE NOTL

n 17 17

n.cen 5 3

moyenne 0.515 0.824

90% ICI 0.240 0.491

90% ICS 0.790 1.156

σ 0.688 0.832

Percentiles station : FE NOTL

10e NA NA

25e NA 0.070

Médiane 0.350 0.520

75e 0.640 1.480

90ème 1.090 2.480

En conclusion, les Figures 3.5 et 3.6 et les Tableaux 3.5 et 3.6 indiquent que, en gros,
les percentiles des concentrations du Chrome à la station NOTL semblent être plus éle-
vés que leur percentiles équivalents à la station FE durant les deux années. De plus, les
concentrations du Chrome montrent une augmentation en 2000-2001 à la station NOTL.

Notons qu’il s’agit d’une étude descriptive et que certains tests peuvent vérifier si les dif-
férences observées sont significatives, mais cela sort du cadre de cette thèse.

Remarquons également que si nous utilisons l’intervalle de confiance supérieur à 90% (voir
Tableaux 3.5 et 3.6), qui constitue une approche protectrice contre les dépassements des
critères, les concentrations de Chrome dans les deux stations sont très inférieures à la
valeur critère annuelle de 50 µg/L (comme indiqué à la page 13 du rapport de Kuntz et
Klawunn [2005]).
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Chapitre 4

Étude des estimateurs de la densité
et du taux de hasard dans un cadre
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4.1. TAUX DE CONSISTANCE FORTE DE L’ESTIMATEUR DE LA DENSITÉ

Dans ce chapitre, nous supposons que la variable Y , du précédent chapitre, admet
une fonction de densité, notée fY , estimée par f̃n. Dans un modèle de censure mixte
α-mélangeant, nous présentons des propriétés asymptotiques de consistance presque com-
plète, ponctuelle et uniforme de cet estimateur de la fonction de densité, avec des vitesses
de convergence. Nous étudions par la suite la consistance de l’estimateur de la fonction
de hasard. Nous obtenons nos résultats, en faisant usage de ceux obtenus dans le chapitre
précédent.

Dans ce qui suit, nous appliquons le résultat du Théorème 6, concernant le taux de consis-
tance de l’estimateur de Patilea-Rolin F̃n, afin d’établir, dans la section 4.1, la convergence
presque complète uniforme de l’estimateur de la fonction de densité fY et nous dérivons
la vitesse de convergence de l’estimateur considéré, sur un compact. Nous déduisons par
la suite, dans la section 4.2, le même taux de convergence presque complète uniforme de
l’estimateur du taux de hasard de la variable Y soumise aux conditions du α-mélange et
de censure mixte.

Tout au long de ce chapitre, nous nous plaçons dans le cadre du modèle I de Patilea et Ro-
lin [2006] tout en gardant les mêmes notations précédemment utilisées dans la Section 1.5.

4.1 Taux de consistance forte de l’estimateur de la

densité

En suivant le même raisonnement adopté par Rosenblatt [1956] et Parzen [1962] dans
le cas de données complètes (expliqué précédemment dans 1.3.4), puis par Földes et al.
[1981] dans le cas de censure à droite (voir 1.5), Kitouni et al. [2015] ont proposé d’estimer
fY avec l’estimateur non-paramétrique suivant :

f̃n(y) =
1

hn

∫
K

(
y − z
hn

)
dF̃n(z), (4.1)

où K est le noyau, hn est la fenêtre et F̃n est l’estimateur de Patilea-Rolin donné par la
relation suivante

S̃n(t) = 1− F̃n(t) =
∏

j/Z′j≤t

(
1− D0j

nF̊n(Z ′j−1)− nHn(Z ′j−1)

)
,

Notons par ζ un sous-ensemble compact de [0,min(TY , TR)[. Notre objectif est d’étendre
le résultat donné par Kitouni et al. [2015], concernant le taux de convergence presque

complète uniforme de f̃n sur ζ, au cas de données α-mélangeantes. Nous allons donc
travailler sous la condition du α-mélange (C.1), définie précedemment dans le Chapitre
2, avec max(α1(n), α2(n), α3(n)) = O(n−ν) et ν > 4. Nous supposons, de plus, quelques
hypothèses classiques en estimation non-paramétrique données ci-dessous.
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4.1. TAUX DE CONSISTANCE FORTE DE L’ESTIMATEUR DE LA DENSITÉ

h (C.3) : fY est r fois continûment différentiable sur ζ, avec r ≥ 2,

h (C.4) : ∃β1 > 0, β2 > 0, ε > 0,∀y ∈ ζ, ∀z ∈]y−ε, y+ε[, |fY (y)−fY (z)| ≤ β1|y−z|β2 ,

h (C.5) :K est une fonction continue à droite, à variation bornées, vérifiant
∫
K(u) du =

1 (i.e. ∃M > 0, ∀u ∈ R, |u| ≥M ⇒ K(u) = 0) et ∀1 ≤ j ≤ r− 1,
∫
ujK(u)du = 0,

h (C.6) : lim
n→+∞

hn = 0 et lim
n→+∞

nh2n/ log n =∞.

Dans le théorème suivant, nous énonçons la convergence presque complète uniforme, avec
taux, de f̃n.

Théorème 7. Si max(IL, IR) < IY et max(α1(n), α2(n), α3(n)) = O(n−ν) avec ν > 4
alors

(i) Sous les hypothèses (C.3), (C.5) et (C.6), nous avons

sup
y∈ζ
|f̃n(y)− fY (y)| = Op.c.

(
hrn +

1

hn

√
log n

n

)
.

(ii) Sous les hypothèses (C.4)–(C.6), nous avons

sup
y∈ζ
|f̃n(y)− fY (y)| = Op.c.

(
hβ2n +

1

hn

√
log n

n

)
.

Remarque. Les vitesses de convergences obtenues dans ce théorème sont les mêmes que
celles obtenues par Kitouni et al. [2015] pour le même estimateur mais avec des données
indépendantes.

4.1.1 Preuve

En s’inspirant largement de la preuve de Kitouni et al. [2015], nous considérons la décom-
position suivante :

|f̃n(y)− fY (y)| ≤ |f̃n(y)− E(f̃n(y))|+ |E(f̃n(y))− fY (y)|, (4.2)

où

E(f̃n(y)) =
1

hn

∫
K

(
y − z
hn

)
dFY (z). (4.3)
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Prouver le Théorème 7 revient à montrer les deux Lemmes ci-dessous, traitant chacun un
des termes de la décomposition 4.2. Commençons par étudier le premier terme.

Lemme 4.1. Si max(IL, IR) < IY , max(α1(n), α2(n), α3(n)) = O(n−ν) avec ν > 4 et les
hypothèses (C.5) et (C.6) sont satisfaites, nous avons

sup
y∈ζ
|f̃n(y)− E(f̃n(y))| = Op.c.

(
1

hn

√
log n

n

)
.

Démonstration. Suite aux relations (4.1) et (4.3), nous avons

|f̃n(y)− E(f̃n(y))| = 1

hn

∣∣∣∣∫ K

(
y − z
hn

)
d(F̃n(z)− FY (z))

∣∣∣∣ . (4.4)

L’intégration par partie de cette dernière avec un changement de variable classique, utili-
sés conjointement avec l’hypothèse (C.5) impliquent que

|f̃n(y)− E(f̃n(y))| = 1

hn

∣∣∣∣∫ M

−M
K(u)d(F̃n(y − uhn)− FY (y − uhn))

∣∣∣∣
≤ 1

hn

∣∣∣∣∫ M

−M
(F̃n(y − uhn)− FY (y − uhn))dK(u)

∣∣∣∣
≤ VK
hn

sup
u>−M

|Fn(y − uhn)− FY (y − uhn)|, (4.5)

où VK est la variation totale de K sur R.

Posons θ = max(ζ), et θ∗ ∈]θ,min(TY , TR)[. Comme hn −→
n→+∞

0, il est alors important de

remarquer que, pour un n assez grand, hn <
θ∗ − θ
M

.

Ceci combiné à la majoration (4.5), il en résulte que

sup
y∈ζ
|f̃n(y)− E(f̃n(y))| ≤ VK

hn
sup
t<θ∗
|F̃n(t)− FY (t)|

= Op.c.

(
1

hn

√
log n

n

)
,

en vertu du Théorème 6, (ii).
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Enfin, le deuxième terme de la décomposition (4.2), se contrôle par le lemme suivant :

Lemme 4.2. (i) Sous les hypothèses (C.3), (C.5) et (C.6), nous avons

sup
y∈ζ
|E(f̃n(y))− fY (y)| = O(hrn).

(ii) Sous les hypothèses (C.4)–(C.6), nous avons

sup
y∈ζ
|E(f̃n(y))− fY (y)| = O(hβ2n ).

Démonstration. L’hypothèse (C.5), avec un changement de variable classique, permet
d’écrire

E(f̃n(y))− fY (y) =
1

hn

∫
K

(
y − z
hn

)
fY (y)dy − fY (y)

=

∫ M

−M
K(u)fY (y − uhn)du− fY (y)

∫ M

−M
K(u)du

=

∫ M

−M
K(u)(fY (y − uhn)du− fY (y))du. (4.6)

(i) Par l’application du développement de Taylor sur (4.6), nous obtenons sous les
hypothèses (C.3) et (C.5), que pour y − uhn ≤ y0 ≤ y,

|Ef̃n(y)− fY (y)| =
∣∣∣∣hrnr!

∫ M

−M
f
(r)
Y (y0)u

rK(u)du

∣∣∣∣ .
Le résultat du Lemme 4.2.(i) découle alors immédiatement, des hypothèses (C.3)
et (C.6) et la compacité de ζ.

(ii) En revenant à l’équation (4.6) et en utilisant l’hypothèse (C.4), nous obtenons

|fY (y − uhn)− fY (y)| ≤ β1|u|β2hβ2n ,

d’où

sup
y∈ζ
|Ef̃n(y)− fY (y)| ≤ β1

∫ M

−M
|K(u)||u|β2hβ2n du

≤ β1M
β2hβ2n

∫
|K(u)|du

= O(hβ2n ),

au vu de l’hypothèse (C.5).
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4.2 Taux de consistance forte de l’estimateur du taux

de hasard

Dans cette section, nous nous intéressons à la vitesse de convergence presque complète
uniforme de l’estimateur du taux de hasard de la variable aléatoire Y , défini par

λY (y) =

{
fY (y)
SY (y)

si SY (y) 6= 0,

0 sinon.

Etendant le cas des données censurées à droite, étudié par Földes et al. [1981], Kitouni
et al. [2015] ont proposé d’estimer λY comme suit :

λ̃n(y) =
f̃n(y)

1− F̃n(y) + vn
, (4.7)

où (vn)n∈N est une suite de nombres réels strictement positifs qui converge vers 0, intro-
duite afin d’éviter la division par 0.

Nous donnons maintenant un résultat uniforme sur la convergence presque complète de
l’estimateur du taux de hasard λ̃n avec les mêmes vitesses que l’estimateur de la fonction
de densité f̃n.

Théorème 8. Si max(IL, IR) < IY et max(α1(n), α2(n), α3(n)) = O(n−ν) avec ν > 4
alors

(i) Sous les hypothèses (C.3), (C.5) et (C.6), nous avons

sup
y∈ζ
|λ̃n(y)− λY (y)| = Op.c.

(
hrn +

1

hn

√
log n

n

)
.

(ii) Sous les hypothèses (C.4)–(C.6), nous avons

sup
y∈ζ
|λ̃n(y)− λY (y)| = Op.c.

(
hβ2n +

1

hn

√
log n

n

)
.

Remarque. Notons que dans le Théorème ci-dessus établi dans le cas α-mélangeant,
nous atteignons les mêmes vitesses obtenues dans le Théorème 3 de Kitouni et al. [2015],
pour des données indépendantes.
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4.2. TAUX DE CONSISTANCE FORTE DE L’ESTIMATEUR DU TAUX DE HASARD

4.2.1 Preuve

Pour la preuve de ce Théorème, nous procédons de manière analogue à Kitouni et al.
[2015] en écrivant, pour tout y ∈ ζ :

|λ̃n(y)− λY (y)| ≤ 1

1− F̃n(y) + vn
|f̃n(y)− fY (y)|+

∣∣∣1− F̃n(y)− SY (y) + vn

∣∣∣
× fY (y)

SY (y)(1− F̃n(y) + vn)
,

on en déduit alors, en notant θ = max(ζ), que :

|λ̃n(y)− λY (y)| ≤ 1

inf
y∈ζ

(1− F̃n(y) + vn)
sup
y∈ζ
|f̃n(y)− fY (y)|

+ sup
y∈ζ

fY (y)

sup
y∈ζ
|1− F̃n(y)− SY (y) + vn|

SY (θ)inf
y∈ζ

(1− F̃n(y) + vn)
. (4.8)

D’autre part, nous avons pour ξ ∈]0, SY (θ)[

P

(
inf
y∈ζ

(1− F̃n(y) + vn) ≤ ξ

2

)
≤ P

(
sup
y∈ζ
|1− F̃n(y)− SY (y) + vn| >

ξ

2

)
,

or, d’aprés le Théorème 6.(ii), sup
y∈ζ
|1− F̃n(y)− SY (y) + vn| > ξ

2
est le terme général d’une

série convergente, ceci implique que

∞∑
n=1

P

(
inf
y∈ζ

(1− F̃n(y) + vn) ≤ ξ

2

)
<∞. (4.9)

Pour finir la preuve, il suffit de combiner (4.8) et (4.9) avec le Théorème 6.(ii) et le
Théorème 7.

Remarque. Notons que, de façon similaire à Kitouni et al. [2015], nous pouvons déduire

le même résultat du Théorème 8 pour λn(y) =
1

hn

∫
K

(
y − z
hn

)
dΛ̃n(z), où Λ̃n est donnée

par la relation (2.3) du Chapitre 2. Sous la condition du α-mélange et en remplaçant
l’hypothèse (C.4) par l’hypothèse (C.4∗), nous obtenons la même vitesse de convergence
presque complète uniforme.

h (C.4∗) ∃β1 > 0, β2 > 0, ε > 0,∀y ∈ ζ,∀z ∈]y−ε, y+ε[, |λY (y)−λY (z)| ≤ β1|y−z|β2.

La preuve de ce résultat suit les mêmes lignes que celles de la preuve du Théorème 7, en

remplaçant E(f̃n(y) par Eλn(y) =
1

hn

∫
K

(
y − z
hn

)
dΛY (z) et en utilisant le résultat (i)

du Théorème 6 à la place de (ii).
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Perspectives de recherche

Dans cette partie, nous présentons brièvement certaines pistes à explorer dans des re-
cherches à venir.

Il serait intéressant d’étudier le prolongement de nos résultats au cas de données fonction-
nelles, sous des conditions de dépendance plus fortes.

Il est aussi envisageable de s’intéresser à l’estimation non-paramétrique de la fonction
de régression dans un modèle de censure mixte α-mélangeant. L’estimateur à étudier est
une généralisation des estimateurs de type Nadaraya-Watson au cas de censure mixte, il
a été introduit par Messaci [2010]. Notre contribution dans ce domaine serait d’établir
la convergence uniforme presque complète de cet estimateur basé sur des observations
fortement mélangeantes.

D’autre part, il serait souhaitable de travailler dans le cadre d’un modèle de censure
double, proposé par Turnbull [1974], qui a construit un estimateur self-consistant de la
fonction de répartition. Dans ce cas aussi la variable d’intérêt est censurée à droite par
une variable aléatoire R et à gauche par une variable aléatoire L. La différence entre ce
type de censure et celui évoqué dans notre thèse, est que dans la censure double, nous
supposons que L est presque sûrement inférieure à R, alors que dans la censure mixte
nous supposons qu’elles sont indépendantes.

66



Annexe A

Quelques outils de probabilités

Soit Sn =
∑n

i=1Xi et X̄ = Sn/n.

A.1 Loi forte des grands nombres

Théorème 9. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires i.i.d., alors X̄ converge
presque sûrement si et seulement si E(|X1|) < +∞.

A.2 Théorème Central limit

Théorème 10. Soit (Xn)n≥1 un échantillon i.i.d. d’une loi de moyenne m et de variance
σ2. La convergence suivante a lieu en loi, lorsque n→∞

√
n
X̄ −m
σ

=
Sn − nm
σ
√
n

L−→ N (0, 1),

où L désigne la convergence en loi et N (0, 1) est la loi gaussienne centrée réduites.

A.3 Lemme de Borel-Cantelli

Lemme A.1. Soit (An)n≥1 une suite d’événements. Si
∑∞

n=1P(An) <∞, alors

P(lim sup
n→∞

An) = 0.

Si les événements sont indépendants et
∑∞

n=1P(An) <∞, alors

P(lim sup
n→∞

An) = 1.
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A.4 Théorème de Glivenko-Contelli

Théorème 11. Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a.i.i.d., alors avec une probabilité 1,

sup
t∈R
|F̂n(t)− FX(t)| −→

n→∞
0.

Pour les détails de la démonstration, consulter la page 115 de Laha et Rohatgi [1979].

A.5 Proposition A.6 de Ferraty et Vieu [2006]

Lemme A.2. Soient (Xn)n≥1, (Yn)n≥1 des suites de v.a.r. et (un) une suite de nombres
réels positifs. Si lim

n→∞
un = 0, Xn = Op.co.(un) et lim

n→∞
Yn = lY , p.co., où lY est un nombre

réel, alors

— XnYn = Op.co.(un),

—
Xn

Yn
= Op.co.(un), lY 6= 0.

A.6 Inégalités exponentielles

Les inégalités exponentielles sont un outil que nous avons utilisé de manière déterminante
dans notre travail de recherche et que l’on peut rencontrer sous l’appellation de “inégalité
de type Fuk-Nagaev”.

A.6.1 Inégalité de Davydov

Soit (Xn)n∈Z une suite de v.a. α-mélangeantes. on considère la v.a. T (resp. T ′) qui, pour
tout k ∈ Z, est σ(Xi,−∞ ≤ i ≤ k)-mesurable (resp. σ(Xi, n+ k ≤ i ≤ +∞)-mesurable).

Lemme A.3. (Proposition A.10.i de Ferraty et Vieu [2006]). Si T et T ′ sont bornées,
alors :

∃C, 0 < C < +∞, cov(T, T ′) ≤ Cα(n).

Nous nous en tiendrons ici à la version la plus explicite que celles qui sont effectivement
disponibles dans la littérature mais, qui est largement suffisante dans notre contexte et
que l’on trouve sous cette forme dans les livres de Rio [2000], p. 87 et Ferraty et Vieu
[2006], p. 237.
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Lemme A.4. Soit (Ui)i∈N une suite de v.a.r. centrées identiquement distribuées et de
coefficient de mélange fort α(n) = O(n−ν), ν > 1. S’il existe M <∞ telle que |Ui| ≤M ,
alors il existe un C <∞ telle que pour tout r ≥ 1 et tout ε > 0 :

P

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Ui

∣∣∣∣∣ > ε

}
≤ C

(
1 +

ε2

rS2
n

)−r/2
+ nCr−1

(r
ε

)ν+1

,

où S2
n =

∑
1≤i,j≤n

|cov(Ui, Uj)|.

Cette inégalité est une des extensions de l’inégalité de Bernstein, qu’on peut trouver sous
diverses formes dans Hoeffding [1963]. Le développement des résultats de l’estimation non
paramétrique sous la condition de dépendance s’est fait en parallèle avec celui de telles
inégalités. Depuis, la puissance de ces inégalités a été améliorée par Bosq [993b] jusqu’à
l’inégalité de Rio [2000].
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Annexe B

Concentrations du Chrome dans la
rivière de Niagara
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Földes, A. et Rejtő, L. (1981b). Strong uniform consistency for nonparametric survival
curve estimators from randomly censored data. The Annals of Statistics, 9:122–129. 17
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ملخّص	
!

!
دراسـة الأعـمال الـحالـيّة تُظهـر أنّ الـعديـد مـن الـنتّائج الـتقريـبيّة التي تـمّ الـحصول عـليها في إطـار الإحـصاء 
الـــغير مـــقياسي في حـــالـــة الـــبيانـــات المـــحجوبـــة على الـــيمين ، تســـتند على خـــصائـــص مـــقدّر كـــابـــلان و مـــايـــر 
(١٩٥٨)، الــذي يــقدّر دالــة الــتوّزيع . لــذلــك، هــذا المــقدّر الــذي تــمّ تــعميمه مــن طــرف بــاتــيليا و رولان في ٢٠٠٦ 
إلى حــالــة الــحجب المــزدوج، بــدا مــن المــثير دراســة خــصائــص هــذا الأخــير (مــقدّر بــاتــيليا و رولان) ، هــذا هــو 
الهـــدف الـــرئّيسي لهـــذه الأطـــروحـــة. بـــتعبير أدقّ ، نـــحن مهـــتمّون بهـــذا الـــنمّوذج مـــن الـــحجب مع عـــمليّات قـــويـّــة 
ــلّوغــــارتــــم المــــكرّر لمــــقدّر بــــاتــــيليا و رولان، نــــثبت الــــتقّارب  الإخــــتلاط. في هــــذا الإطــــار، وبــــعد اســــتنتاج قــــانــــون الــ
ــتقّارب، أولًّا لـــدالـــة الـــتوّزيع التجّـــريـــبية  المـــنتظم شـــبه الـــكامـــل لمـــقدّرات دالـــة الـــتوّزيع مع تحـــديـــد ســـرعـــة هـــذا الـ
المســتندة على عــمليّات ألــفا-مــختلطة. ثــمّ ، في حــالــة الــحجب الــيساري، وتــحت نــفس فــرضــيّة الإرتــباط، نحــدّد 
ســـرعـــة هـــذا الـــتقّارب لمـــقّدر دالـــة الـــتوّزيع (الـــذي يســـتنتج مـــن ذلـــك الـــخاص بـــكابـــلان مـــايـــر عـــن طـــريـــق عـــكس 
الــزمّــن) . نســتغل بــعد ذلــك هــاتــين الــنتّيجتين الــسّابــقتين لالــحصول على الــتقّارب شــبه الــكامــل لمــقدّر بــاتــيليا و 
رولان بـالإضـافـة إلى مـقدّر الـنوّاة لنسـبة المـجازفـة، مـن أجـل عـينّات ذات عـمليّات ألـفا-مـختلطة. لـدعـم دراسـتنا 

النظّرية ، نقدّم دراسة محاكاة مصحوبة بتطبيق على بيانات حقيقيّة.	

مــن جــهة أخــرى، بــدءاً مــن نــتيجة بــاتــيليا و رولان، تّــم إقــتراح مــقدّر لــدالـّـة الــكثافــة  لهــذا الــنمّوذج، بــإســتعمال 
طـــريـــقة الـــنوّاة، مـــن قـِـــبل كـــيتوني و آل. (٢٠١٤). تـــطبيق نـــتائـــجنا الـــسّابـــقة يتيح لـــنا إذا مـــتابـــعة دراســـة هـــذا 
المــقدّر الأخــير تــحت شــرط الاخــتلاط الــقوي. نــقدّم ســرعــة تــقاربــه شــبه الــكامــل، مع تحــديــد، في نــفس الإطــار، 
ذلــك الــخاص بــمقدّر الــنوّاة لنســبة المــجازفــة. وتجــدر الإشــارة إلى أنّ المــعدّلات المــقترحــة في هــذه الأطــروحــة ، 
تحت شرط الإختلاط القوي، هي مماثلة لتلك التي تمّ الحصول عليها من قبل في ظلّ البيانات المستقلّة.	

الـــكلمات المـــفتاحـــيةّ : الخــــلط الــــقوي، الــــحجب، تــــقارب شــــبه كــــامــــل، الــــتوّزيع، الــــكثافــــة، نســــبة المــــجازفــــة، 
المقدّرات غير المقياسيّة، مقدّرات النوّاة، قانون اللّوغارتم المكرّر.



ABSTRACT

The study of existing work shows that many of the asymptotic results obtained in
the context of nonparametric statistics for right censored observations are based on the
properties of the Kaplan Meier estimator of the survival function. So, since this estimator
was generalized by Patilea and Rolin [2006] to the case of the twice censorship model, it
became interesting to study the properties of the last estimator (the Patilea-Rolin estima-
tor), this is the main purpose of this thesis. More precisely, we are interested in this type
of censorship with strong mixing processes. In this framework, after deducing the law of
the iterated logarithm for the Patilea-Rolin estimator, we show the uniform almost com-
plete convergence of the distribution function estimators, with rate, first for the empirical
distribution function based on α-mixing data. Then, in the case of left censorship, and
under the same hypothesis of dependence, we specify the rate of this convergence for the
estimator of the distribution function (which is deduced from that of Kaplan-Meier by
inverting the time). We then exploit these two previous results to obtain the rate of the
almost complete convergence of the Patilea-Rolin estimator as well as the kernel estimator
of the cumulative failure rate, based on α- mixing data. To support our theoretical study,
we present a simulation study accompanied by an application on real data.
Starting from the result of Patilea and Rolin [2006], the kernel estimation of the density
function for this model, was proposed by Kitouni et al. [2015]. Based on our previous
results, we then continue the study of this last estimator under the condition of strong
mixing. We establish its rate of the uniform almost complete convergence as well as that of
the kernel failure rate estimator. It should be noted that the rates proposed in this thesis,
under the condition of the strong mixing, are identical to those obtained for independent
data.
Keywords : α-mixing, censorship model, almost complete convergence, distribution, den-
sity, failure rate, nonparametric estimators, kernel estimators, law of the iterated loga-
rithm.
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RÉSUMÉ

L’étude des travaux existants montre que beaucoup de résultats asymptotiques obte-
nus dans le cadre de la statistique non paramétrique pour des observations censurées à
droite, se basent sur les propriétés de l’estimateur de Kaplan Meier qui estime la fonction
de survie. Par conséquent, cet estimateur ayant été généralisé par Patilea et Rolin [2006]
au cas de la censure mixte, il est apparu intéressant d’étudier les propriétés de ce dernier
(estimateur de Patilea-Rolin), c’est l’objet principal de cette thèse. Plus précisément, nous
nous intéressons à ce type de censure avec des processus fortement mélangeants. Dans ce
cadre, après avoir établi la loi du logarithme itéré pour l’estimateur de Patilea-Rolin,
nous montrons la convergence uniforme presque complète de l’estimateur de la fonction
de répartition tout en précisant le taux de cette convergence, d’abord pour la fonction
de répartition empirique basée sur un processus α-mélangeant. Puis, dans le cas de la
censure à gauche, et sous la même hypothèse de dépendance, nous précisons le taux de
cette convergence pour l’estimateur de la fonction de répartition (qui peut se déduire de
celui de Kaplan-Meier en inversant le temps). Nous exploitons ensuite ces deux derniers
résultats pour obtenir la convergence presque complète de l’estimateur de Patilea-Rolin
ainsi que l’estimateur à noyau du taux de hasard cumulé, pour des échantillons constitués
d’observations α-mélangeantes. Afin d’appuyer notre étude théorique, nous présentons
une étude de simulation accompagnée d’une application sur des données réelles.
Par ailleurs, partant du résultat de Patilea et Rolin [2006], l’estimation à noyau de la
fonction de densité pour ce modèle, a été proposée par Kitouni et al. [2015]. L’appli-
cation de nos résultas précédents nous permet alors de poursuivre l’étude de ce dernier
estimateur sous la condition de mélange fort. Nous établissons son taux de convergence
uniforme presque complète, tout en précisant, dans le même cadre, celui de l’estimateur à
noyau du taux de hasard. Il est à noter que tous les taux obtenus dans cette thèse, sous la
condition du mélange fort, sont identiques à ceux précédemment établis pour des données
indépendantes.
Mots-clés : α-mélange, censure, convergence presque complète, distribution, densité, taux
de hasard, estimateurs non paramétriques, estimateurs à noyau, loi du logarithme itéré.
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