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0.1 Introduction

L'intérêt pour les structures algébriques a été impulsé par des théories en phy-
sique qui ont pour objectif de modéliser par des théories mathématiques des phéno-
mènes physiques. De nombreuses structures alg�ébriques sont apparues naturellement
dans les concepts de physique.
Il s'agit essentiellement de la structure d'algèbre associative, algèbre de Lie, algèbre
de Poisson et algèbre de Hopf ou groupe quantique ; l'algèbre régissant les obser-
vables est une algèbre de Poisson dans le cas de la mécanique classique, c'est à dire
formée d'une structure commutative et associative, et une structure de Lie avec une
compatibilité entre les deux opérations. C'est une algèbre non-commutative dans le
cas de la mécanique quantique. Par ailleurs, les structures de Poisson �émergent natu-
rellement de l'étude des systèmes intégrables en mécanique classique. Les systèmes
intégrables quantiques sont basés essentiellement sur la méthode de di�usion inverse
quantique (QISM, Quantum inverse scattering method). Cette approche développée
par L.D. Faddeev et ses collaborateurs a conduit à mettre en évidence les groupes
quantiques en mathématiques. Ces structures algèbriques sont liées directement aux
algèbres de Hopf. Elles ont été vulgarisées par Drinfel'd dans les années 80/90. Il
s'en est suivi un grand intérêt pour les bialgèbres et les algèbres de Hopf, qui a
conduit à un nombre important de publications sur ce sujet. La dé�nition d'une al-
gèbre de Hopf ou encore d'un groupe quantique nécessite la dualité des applications
de multiplication de l'algèbre et son unité. Elle fait intervenir une deuxième opé-
ration appelée comultiplication, qui est le "dual" de la multiplication, ainsi qu'une
counité et une antipode. Un groupe quantique est une algèbre de Hopf munie d'une
R-matrice ou d'une structure quasi-triangulaire (version duale). Une R-matrice est
une solution de la fameuse équation de Yang-Baxter. Ceci n'est autre qu'un auto-
morphisme c de V ⊗V (V étant l'espace vectoriel sous-jacent de l'algèbre) obéissant
à l'équation :

(c⊗ idV )(idV ⊗ c)(c⊗ idV ) = (idV ⊗ c)(c⊗ idV )(idV ⊗ c) (0.1.1)

Notons aussi que les groupes quantiques peuvent être vus comme une déformation
non commutative et non cocommutative des algèbres de Hopf. Les algèbres de Hopf
sont apparues également en théorie quantique des champs. Ceci grâce au travail de
Dirk Kreimer, en étudiant du point de vue algébrique la renormalisation des diver-
gences en théorie de perturbation des champs.
La renormalisation est une procédure de soustraction des in�nis qui interviennent en
théorie quantique des champs. En théorie de perturbation l'amplitude de Feynman,
associée à un diagramme de Feynman, est une intégrale divergente qu'on essaie de la
ramener à une quantité �nie au moyen de la procédure de Bougoliubov de renorma-
lisation. Kreimer a établi un lien entre la constante de renormalisation et l'antipode
d'une algèbre de Hopf sur les diagrammes de Feynman. Cette algèbre a été précisée
dans son travail avec Alain Connes. Il s'agit de l'algèbre dite de Connes-Kreimer qui
admet une présentation comme algèbre des arbres enracinés. C'est l'algèbre libre
engendrée par l'ensemble des arbres munis d'une racine, cette algèbre est graduée et
commutative. Sa multiplication est dé�nie par l'union disjointe, et sa comultiplica-
tion est dé�nie à l'aide des "coupes d'arbres ou coupes admissibles". Son antipode
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joue un rôle particulièrement important dans les applications aux problèmes de re-
normalisation. Ils ont également noté l'intérêt de la décomposition de Birkho�, du
groupe des caractères et son rôle crucial dans le processus de renormalisation. Ainsi,
le processus de renormalisation se ramène à un problème de factorisation qui se
traduit en termes algébriques à l'aide des algèbres de Rota-Baxter [18]. Un autre
concept mathématique de base, très utilisé en physique, est la notion de déforma-
tion. La déformation d'objets mathématiques est une technique très ancienne, elle
permet de construire de nouveaux objets ou d'avoir plus d'informations sur l'objet
lui même. L'approche la plus populaire en mathématique est la théorie des défor-
mations formelles introduite par M. Gerstenhaber en 1964.

Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle K[[t]] l'anneau
des séries formelles à coe�cients dans K. Pour chaque K-espace vectoriel V on
note V [[t]] le K[[t]]-module de toutes les séries formelles à coe�cients dans V . Soit
A = (V, µ0) une K-algèbre associative. Alors A[[t]] := (V [[t]], µ0) est une K[[t]]-
algèbre associative. On appelle déformation associative de A une K[[t]]-algèbre asso-
ciative (V [[t]], µt) avec µt = µ0+tµ1+t

2µ2+· · ·+tnµn où µn ∈ HomK(V ⊗KV, V ). La
théorie des déformations est intimement liée à la cohomologie de l'algèbre, en l'oc-
currence, celle-ci est la cohomologie de Hochschild des algèbres associatives. Cette
théorie de déformation et ses liens avec la cohomologie s'étendent naturellement aux
algèbres de Hopf. Notons que, généralement en physique, la notion de déformation
la plus utilisée est la déformation formelle in�nitésimale, c'est à dire d'ordre 1, et
sans les considérations cohomologiques.

Dans cette thèse, Le travail est partagé en six chapitres chacune couvre une
structure algébrique di�érente de concept et de formalisme dans une �nalité bien
déterminée.

Le premier chapitre de cette thèse présente les dé�nitions et les notions prélimi-
naires de base concernant les algèbres, coalgèbres, bialgèbres et bialgèbres faibles,
algèbres de Hopf, algèbres de Hopf faibles illustrés par des exemples et quelques
propriétés générales, ainsi que les outils fondamentaux qui nous intéressent.

Le deuxième chapitre est consacré aux constructions des bialgèbres faibles et
des algèbres de Hopf faibles de type Kaplansky. De nombreux exemples illustrent
ces constructions. Le contenu correspond essentiellement aux résultats obtenus dans
[12].

Le troisième chapitre introduit les nouveaux concepts de Hom-bialgèbres faibles
et d'algèbres Hom-Hopf faibles qui sont des généralisations inspirées de la théorie
des Hom-algèbres. ils trouvent leurs origine dans les q-déformations en physique.
On fournit des constructions de type Twist et des constructions de type Kaplansky,
ceci permet de produire de nombreux exemples, comme dans le cas d'une général-
siation de la familles des algèbres de Hopf de Taft-Sweedler. Le contenu provient du
deuxième article [13].

Le quatrième chapitre met en évidence la structure de la variété algébrique de
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l'ensemble des bialgèbres faibles et des algèbres de Hopf faibles de dimension n
�xée. On établit la classi�cation, à isomorphisme près, des bialgèbres faibles et des
algèbres de Hopf faibles dont la dimension de l'espace vectoriel est inférieur où égale
à 3. On calcule, par ailleurs, les groupes d'automorphismes de chaque classe, voir [11].

Le cinquième chapitre est consacré à l'étude de l'extension d'Ore dans le cas des
algèbres de Hopf faibles. On y étudie, en particulier, la classe obtenue en ajoutant
une seconde unité à une algèbre de Hopf, et on donne l'équivalent du théorème de
l'extension d'Ore de A.A.Panov dans le cas des algèbres faibles.

Le dernier chapitre présente les éléments d'algèbre homologique et de l'algèbre
de cohomologique ainsi le lien naturel avec la théorie des déformations. Il est à noter
qu'il y a quelques observations qui ont été faites sur les déformations des bialgèbres
faibles.
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Chapitre 1

Généralités sur les bialgèbres faibles

et les algèbres de Hopf faibles
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Dans cette partie K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique 0, à
l'exception de quelque exemples.

Dans ce qui suit, nous décrivons brièvement les généralités sur la théorie al-
gébrique des algèbres, des bialgèbres faibles et des algèbres de Hopf faibles, voir
[15, 24, 27], puis les morphismes d'algèbre, de bialgèbre faible et d'algèbre de Hopf
faible, ainsi, on termine avec les notion de groupe like et les éléments primitives qui
sont important pour la classi�cation de ces algèbres de Hopf faibles.

Soit V un K-espace vectoriel de dimension �nie. Dans la suite, nous utilisons
la notation de Sweedler pour un comultiplication ∆, soit ∆(x) =

∑
(1)(2) x(1) ⊗ x(2),

∀x ∈ V . Le signe de sommation est omis quand il n'y a pas d'ambiguïté.
La bialgèbre faible est un K-espace vectoriel V équipé d'une structure d'algèbre

donnée par un multiplication m , une unité η, une structure de coalgèbre donnée
par un comultiplication ∆ et un counité ε de sorte qu'il existe un problème de
compatibilité entre ces deux structures exprimées par le fait que ∆ et ε sont des
homomorphismes d'algèbres, qui ont pour tout :

x, y ∈ V,∆(m(x⊗ y)) = ∆(x) •∆(y) et ε(m(x⊗ y)) = ε(x)ε(y).

La multiplication • sur V ⊗ V est la multiplication habituelle sur le produit des
tenseurs,

(x⊗ y) • (x′ ⊗ y′) = m (x⊗ x′)⊗m (y ⊗ y′) .

L'unité η est complètement déterminée par η(1), que nous désignons par 1. On
suppose également que l'unité 1 est préservée par la comultiplication, qui est de
∆(1) = 1⊗1. Une bialgèbre est dit être une algèbre de Hopf si l'application identité
sur V a un inverse pour le produit de convolution dé�nie par :

f ⋆ g := m ◦ (f ⊗ g) ◦∆. (1.0.1)

L'unité pour le produit de convolution étant η ◦ ε. Pour plus de simplicité, la
multiplication µ est notée par un point quand il n'y a pas de confusion. Dans ce qui
suit, nous rappelons la dé�nition des bialgèbres faibles.

1.0.1 Algèbre

Dé�nition 1.0.1. Une K-algèbre associative sur V (ou simplement une algèbre)
est la donnée d'une application bilinéaire µ : V × V → V, appelée multiplication,
véri�ant les conditions suivantes :

1. µ est associative, c'est à dire

∀x, y, z ∈ V, µ(µ(x, y), z)− µ(x, µ(y, z)) = 0. (1.0.2)

2. La multiplication µ possède un élément neutre. Ce qui est équivalent à l'exis-
tence d'élément e ∈ V tel que :

∀x ∈ V, µ(x, e) = µ(e, x) = x. (1.0.3)
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S'il n'y a pas d'ambiguïté, l'élément neutre est noté par 1 où 1A et la multi-
plication par un point "·". Une algèbre est de dimension �nie si l'espace vectoriel
sous-jasent est de dimension �nie, la dimension de l'algèbre est la dimension de son
espace vectoriel. En utilisant le langage des algèbres de Hopf, une algèbre associative
unitaire A sur V est le triplet (V, µ, η) oú µ et η sont des applications linéaires :

µ :
V ⊗ V → V
x⊗ y → et η :

K→ V
a→ η(a) = a · η(1)

véri�ant l'associativité et l'unité. Ces deux conditions se traduisent par la com-
mutativité des diagrammes suivants :

A⊗ A⊗ A µ⊗id−→ A⊗ Ayid⊗µ ↓µ

A⊗ A µ−→ A

K⊗ A η⊗id−→ A⊗ A id⊗η←− A⊗K
↘∼= ↓µ ↙∼=

A

Exemple 1.0.2. Voici quelques exemples d'algèbres.

1. Cn et Rn.

2. Anneaux des polynômes K[x] et K[x1, ..., xn].

3. Si I est un idéal engendré par une famille �nie de polynômes de K[x1, ..., xn]
alors, le quotient K[x1, ..., xn]/I détermine une algèbre.

4. Algèbre des matrices Mn(K).

La multiplication étant la multiplication matricielle. L'algèbre correspondante
est non commutative.

5. Anneaux des polynômes non commutatifs K < x1, ..., xn > et leurs quotients.

6. Algèbre de groupe.
Soit G un groupe dont les éléments sont {αi}i. On considère le K-espace
vectoriel KG engendré par la base {eαi

}i.
La multiplication est dé�nie par :

eαi
· eαj

= eαi·αj
(1.0.4)

7. Produit tensoriel d'algèbres.
Soient A et B deux algèbres sur K. Le produit tensoriel A⊗B est dé�ni par :
La bilinéarité implique pour tout u1, u2 ∈ Av1, v2 ∈ B, α, β ∈ B

(αu1 + βu2)⊗ v1 = αu1 ⊗ v1 + βu2 ⊗ v1
u1 ⊗ (αv1 + βv2) = αu1 ⊗ v1 + βu1 ⊗ v2

8



La multiplication est (u1 ⊗ v1) ·A⊗B (u2 ⊗ v2) := u1 ·A u2 ⊗ v1 ·B v2. L'élément
neutre étant 1A ⊗ 1B.
Le produit tensoriel véri�e la propriété universelle : il existe une application
bilinéaire :

ı : A× B −→ A⊗ B (a, b) 7−→ a⊗ b (1.0.5)

telle que pour tout K-espace vectoriel C et toute application bilinéaire f de
A× B dans C il existe une unique application linéaire
f̃ : A⊗ B→ C telle que : f = f̃ ◦ ı :

1.0.2 Morphisme d'algèbres

Si R est un anneau, la classe des R-algèbres forme une catégorie où les mor-
phismes sont simultanément les homomorphismes d'anneaux et de modules préser-
vant l'unité, on les appelle morphismes d'algèbres.

Dé�nition 1.0.3. Soient (V, µ, η) et(V ′, µ′, η′) deux algèbres.
L'application linéaire f : V → V ′ est un morphisme d'algèbres si :

µ′ ◦ (f ⊗ f) = f ◦ µ et f ◦ η = η′. (1.0.6)

En particulier, (V, µ, η) et (V, µ′, η′) sont isomorphes s'il existe une application
linéaire bijective f telle que :

µ = f−1 ◦ µ′ ◦ (f ⊗ f) et η = f−1 ◦ η. (1.0.7)

Dé�nition 1.0.4. Une coalgèbre est un triplet (V,∆, ε) où V est un K-espace vec-
toriel et ∆ : V → V ⊗ V et ε : V → K sont deux applications linéaires satisfaisant
les conditions suivantes :

(id⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ id) ◦∆ (coassociativité),

(id⊗ ε) ◦∆ = id et (ε⊗ id) ◦∆ = id (co-unité).

Les conditions de coassociativité et de co-unité précédentes peuvent se traduire
par la commutativité de diagrammes en considérant les diagrammes de l'associativité
et de l'unité dans lesquels on inverse les �èches et on remplace µ par ∆ et η par ε.

V
∆−→ V ⊗ Vy∆

y∆⊗id

V ⊗ V id⊗∆−→ V ⊗ V ⊗ V

K⊗ V ε⊗id←− V ⊗ V id⊗ε−→ V ⊗K
↘∼=

x∆ ↙∼=

V

1. Soient (V,∆, ε) et (V ′,∆′, ε′) deux coalgèbres. Une application linéaire f :
V → V ′est un morphisme de coalgèbres si :

(f ⊗ f) ◦∆ = ∆′ ◦ f et ε = ε′ ◦ f (1.0.8)
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2. Si V = V ′, les deux coalgèbres précédentes sont isomorphes, s'il existe une
application linéaire bijective f : V → V telle que :

∆′ = (f ⊗ f) ◦∆ ◦ f−1 et ε′ = ε ◦ f−1 (1.0.9)

3. La coalgèbre opposée d'une coalgèbre (V,∆, ε) est la coalgèbre (V,∆op, ε) où
∆op = τ ◦∆ avec τ(x⊗ y) = y ⊗ x.

4. Une coalgèbre est dite cocommutative, si elle est égale à sa coalgèbre opposée.

5. Un sous-ensemble I ⊂ V est un coidéal si ∆(I) ⊆ I⊗V +V ⊗ I et ε(I) = 0.

6. Si I est un coidéal d'une coalgèbre C = (V,∆, ε) alors, le quotient C/I est
une coalgèbre.

Proposition 1.0.5. Le dual d'une coalgèbre est une algèbre.

Démonstration. Soit (V,∆, ε) une coalgèbre et V ∗ son espace dual (V ∗ = Hom(V,K)).
On considère l'application

λ : V ∗ ⊗ V ∗ −→ (V ⊗ V )∗

f ⊗ g −→ λ(f ⊗ g)

tel que : λ(f ⊗g)(v1⊗v2) = f(v1)⊗g(v2). On pose λ = λ◦ τV ∗⊗V ∗ où τ(x⊗y) =
y ⊗ x et on dé�nit

µ := ∆∗ ◦ λ η := ε∗ (1.0.10)

L'étoile ∗ indique la transposée de l'application linéaire.
Le triplet (V ∗, µ, η) est alors une algèbre.

Corollaire 1.0.6. Le dual d'une algèbre de dimension �nie est une coalgèbre.

Ceci n'est pas vraie en dimension in�nie.
En e�et, si l'espace vectoriel n'est pas de dimension �nie, V ∗⊗V ∗ est un sous-espace
de (V ⊗V )∗. D'où l'image de µ∗ est dans (V ⊗V )∗ mais pas forcément dans V ∗⊗V ∗.

Remarque : Si la coalgèbre est cocommutative alors son dual est une algèbre
commutative.

1.0.3 Bialgèbres et bialgèbres faibles

Maintenant, on donne la dé�nition d'une bialgèbre faible et d'une bialgèbre.

Dé�nition 1.0.7. Une bialgèbre faible est un quintuplet B = (V,m, η,∆, ε), où m :
V ⊗ V → V (multiplication), η : K→ V (unité), ∆ : V → V ⊗ V (comultiplication)
et ε : V → K (counité) sont des applications linéaires satisfaisant :

1. Le triplet (V,m, η) est une algèbre associative unitaire, c'est à dire qu'il véri�e
les conditions (1.0.2) et (1.0.3),
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2. le triplet (V,∆, ε) est une coalgèbre, c'est à dire

(∆⊗ id)∆(x) = (id⊗∆)∆(x), ∀x ∈ V, (1.0.11)

et
(ε⊗ id)∆(x) = (id⊗ ε)∆(x) = id(x), ∀x ∈ V, (1.0.12)

3. la condition de compatibilité est exprimée par les trois identités suivantes :

∆(m(x⊗ y)) =
∑
(1)(2)

m(x(1) ⊗ y(1))⊗m(x(2) ⊗ y(2)), ∀x, y ∈ V, (1.0.13)

(∆⊗ id)∆(1) = (∆(1)⊗ 1) • (1⊗∆(1)) = (1⊗∆(1)) • (∆(1)⊗ 1), (1.0.14)

ε(m(m(x⊗ y)⊗ z)) = ε(m(x⊗ y(1))) ε(m(y(2) ⊗ z)), ∀x, y, z ∈ V. (1.0.15)
Remarque 1.0.8. La condition (1.0.13) signi�e que ∆ est un morphisme d'algèbre.
Mais la condition (1.0.15) veut dire que ∆ ne préserve pas nécessairement l'unité 1.
Si on a ∆(1) = 1⊗ 1, alors, la condition (1.0.14) est satisfaite.

L'identité (1.0.15) est la version faible que ε est un homomorphisme d'algèbre
dans le cas des bialgèbres. En e�et, si ε est un homomorphisme alors

ε(m(x⊗ y(1))) ε(m(y(2) ⊗ z)) = ε(x)ε(y(1))ε(y(2))ε(z)

= ε(x)ε(y(1)ε(y(2)))ε(z) = ε(x)ε(y)ε(z)

= ε(m(m(x⊗ y)⊗ z)).

Remarque 1.0.9. Quand ∆(1) = 1 ⊗ 1, alors, cette condition aboutit au fait que la
counité est un homomorphisme d'algèbre. En e�et,

ε(m(x⊗ y)) = ε(m(m(x⊗ 1)⊗ y)) = ε(m(x⊗ 1))ε(m(1⊗ y)) = ε(x)ε(y).

Ainsi, une bialgèbre est toujours une bialgèbre faible.

1.0.4 Exemples de bialgèbres faibles

Exemple 1.0.10 (Extension de la bialgèbre de Sweedler de dimension 4).
On suppose que char(K) ̸= 2. Soit H la bialgèbre de Sweedler de dimension 4 donnée
par générateurs et les relations qui suivent : H est engendrée par c et x en tant que
K-algèbre et les relations sont :

c2 = e, x2 = 0, x · c = −c · x, où e est l'unité. (1.0.16)

Soit H′ l'algèbre obtenue en lui ajoutant une nouvelle unité 1 à H. Alors, H′ est une
bialgèbre faible de dimension 5 dé�nie comme une K-algèbre, avec la base {1, e, x, c, c·
x} et les relations (2.1.1) et e · c = c · e = c, e · x = x · e = x, e · e = e. la structure
de coalgèbre est dé�nie par :

∆(1) = (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e,
∆(c) = c⊗ c, ∆(e) = e⊗ e, ∆(x) = c⊗ x+ x⊗ e,
ε(1) = 2, ε(e) = 1, ε(c) = 1, ε(x) = 0,

Cette bialgèbre faible n'est ni commutative et ni cocommutative.
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Exemple 1.0.11 (Extension des bialgèbres de Taft de dimension n). Soit
n ≥ 2 un nombre entier et λ est un élément primitive de racine nime de l'unité. On
considère l'algèbre de Taft Hn2(λ), qui est la généralisation de l'algèbre de Hopf de
Sweedler, dé�nie par les générateurs c et x ou e est l'unité, avec les relations :

cn = e, xn = 0, x · c = λ c · x. (1.0.17)

Soit H′ l'algèbre obtenue en lui ajoutant une nouvelle unité 1 à Hn2(λ).
En mettant une structure de coagèbre dé�nie par :

∆(1) = (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e,
∆(e) = e⊗ e, ∆(c) = c⊗ c, ∆(x) = c⊗ x+ x⊗ e,
ε(1) = 2, ε(e) = 1, ε(c) = 1, ε(x) = 0.

Alors,H′ devient une bialgèbre faible de dimension (n2+1), ayant pour base {1, cixj, 0 ≤
i, j ≤ n− 1}.

Remarque 1.0.12. Ces exemples de bialgèbres faibles ne sont pas bialgèbres car
∆(1) ̸= 1⊗ 1, et la counité dans cas n'est pas un homomorphisme d'algèbre.

Dé�nition 1.0.13. Produit de convolution

Soit (H, µ, η,∆, ε) une bialgèbre faible. On dé�nit alors la convolution ⋆ par :

f ⋆ g = µ ◦ (f ⊗ g) ◦∆ (1.0.18)

où f : H → H et g : H → H sont deux applications linéaires. Si l'identité est
inversible par le produit de convolution, on dit que H est une algèbre de Hopf faible
et l'antipode est notée S.

EIle véri�e par la dé�nition du produit de convolution :

id ⋆ S = S ⋆ id = η ◦ ε,

c'est-à-dire µ ◦ (idH ⊗ S) ◦∆ = µ ◦ (idH ⊗ S) = η ◦ ε. Autrement dit, ∀x ∈ C :
(f ⋆ g)(x) = f(x1)g(x2).

Proposition 1.0.14. L'espace des applications linéaires de C dans A muni de ⋆ est
une algèbre associative unitaire d'unité l'application η ◦ ε.
Démonstration. Soient f, g, h ∈ Hom(C,A), ∀x ∈ C :

(f ⋆ g) ⋆ h(x) =
∑
x

f ⋆ g(x1)h(x2)

=
∑
x

∑
x1

f((x1)1)g((x1)2)h(x2)

=
∑
x

∑
x1

f(x1)g((x2)1)h((x2)2)

=
∑
x

f(x1)(g ⋆ h(x2))

= (f ⋆ g) ⋆ h(x).
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D'autre part, si f ∈ Hom(C,A) et x ∈ C on a : η ◦ ε ⋆ f(x) = f(
∑

x ε(x1)x2) =
f(x).

De même, on véri�e que : f ⋆ η ◦ ε = f .
Ainsi, (Hom(C,A), ⋆, η ◦ ε) est une algèbre associative unitaire.

1.0.5 Algèbres de Hopf faibles

Dé�nition 1.0.15. Une algèbre de Hopf faible est le sextuple H = (V,m, η,∆, ε, S),
où (V,m, η,∆, ε) est une bialgèbre faible et S est l'antipode qui est un endomor-
phisme de V véri�ant :
∀x ∈ V ,

m(id⊗ S)∆(x) = (ε⊗ id)∆(1)(x⊗ 1), (1.0.19)

m(S ⊗ id)∆(x) = (id⊗ ε)(1⊗ x)∆(1), (1.0.20)

m(m⊗ id)(S ⊗ id⊗ S)(∆⊗ id)∆(x) = S(x). (1.0.21)

Lemme 1.0.16. Soit H une algèbre de Hopf faible. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

1. H est une algèbre de Hopf ;

2. ∆(1) = 1⊗ 1 ;

3. ε(x.y) = ε(x)ε(y), ∀x, y ∈ H;
4. S(x1).x2 = 1ε(x), ∀x ∈ H ;

5. x1.S(x2) = 1ε(x), ∀x ∈ H.

On dé�nit sur ces algèbres de Hopf faibles les applications ⊓L,⊓R : H → H
formulées par :
⊓L(x) = ε(11x)12,∀x ∈ H et ⊓R = 11ε(x12),∀x ∈ H.

On introduit la notion HL = ⊓L(H),HR = ⊓R(H), et d'une manière analogue,
on dé�nit ces objets dans la bialgèbre dual Ĥ, et seront notés respectivement par :
⊓̂L et ⊓̂R.

Lemme 1.0.17. De ce qui précède on a les propriétés suivantes :

ε(x ⊓L (y)) = ε(x.y),∀x, y ∈ H,

ε(⊓R(x)y) = ε(x.y), ∀x, y ∈ H,

⊓L ◦ ⊓L = ⊓L, et ⊓R ◦⊓R = ⊓R.

On en déduit que : 11 ⊗ ⊓L(11) = 11 ⊗ 12 = ⊓R(11)⊗ 12.

On conclue de ces égalités que l'image de l'unité par la comultiplication véri�e :
∆(1) ∈ AR ⊗ AL.
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Remarque 1.0.18. La counité dé�nit une forme bilinéaire non dégénérée comme suit :
xL ∈ AL, yR ∈ AR 7→ ε(yRxL) ∈ K. Ainsi, on peut établir l'isomorphisme suivant :
AL ∼= A

R
.

Proposition 1.0.19. On peut établir aussi :

x1 ⊗ ⊓L(x2) = 11x⊗ 12, ∀x ∈ H et ⊓R (x1)⊗ x2 = 11 ⊗ x12,∀x ∈ H.

1.0.6 Propriétés de la counité et des groupoïdes quantiques

Les applications linéaires dé�nies dans (1.0.19) et (1.0.20) sont appelées respecti-
vement applications counitaires target et source. On les notent respectivement par :
εt et εs.

Dans la suite nous donnons les plus importantes propriétés des applications cou-
nitaires target et source [35]

Proposition 1.0.20. Les applications target et source véri�ent pour tout h ∈ H :

1. Ces applications counitaires sont idempotentes dans EndK(H) :

εt(εt(h)) = εt(h) et εs(εs(h)) = εs(h),

2. Les relations entre εt, εs et la comultiplication sont :

(id⊗ εt)∆(h) = 11h⊗ 12 et (εs ⊗ id)∆(h) = 11 ⊗ h12,

3. Les images des applications counitaires sont caractérisées par :
εt(h) = h si et seulement si, ∆(h) = 11h⊗ 12 et εs(h) = h si et seulement si,
∆(h) = 11 ⊗ h12,

4. Les éléments εt(H) et εs(H) commutent.

5. On a aussi les identités duales à 2 :
hεt(g) = ε(h1g)h2, et εs(h)g = h1ε(gh2).

Remarque 1.0.21. Les propriétés de l'antipode d'une algèbre de Hopf faible sont
similaires à celle d'une algèbre de Hopf de dimension �nie.

Proposition 1.0.22. L'antipode S est unique et bijective. Elle est aussi à la fois
un anti-morphisme d'algèbre et de coalgèbre.

Démonstration. Soit le produit de convolution f∗g = µ◦(f⋆g)◦∆, ∀f, g ∈ EndK(H),
alors on a : S ∗ id = εs, id ∗ S = εt et aussi, S ∗ id ∗ S = S.
Si maintenant S ′ une autre antipode de H alors,

S ′ = S ′ ∗ id ∗ S ′ = S ′ ∗ id ∗ S = S ∗ id ∗ S = S.
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Montrons maintenant que S est un anti-homomorphisme d'algèbre,

S(1) = S(11)12S(13)

= S(11)εs(12)

= εt(1)

= 1.

Soit h, g ∈ H,

S(hg) = S(h1g1)εt(h2g2),

= S(h1g1)h2εt(g2)S(h3),

= εs(h1g1)S(g2)S(h2),

= S(g1)εs(h1)εt(g2)S(h2),

= S(g)S(h).

Proposition 1.0.23. On a les propriétés suivantes entre la counité et de l'antipode
et aussi entre la comultiplication et l'antipode :

ε(S(h)) = ε(h),

∆(S(h)) = S(h2)⊗ S(h1).

Démonstration. En e�et,

ε(S(h)) = ε(S(h1))εt(h2),

= ε(S(h1)h2),

= ε(εt(h)),

= ε(h).

Et aussi,

∆(S(h)) = ∆(S(h1)εt(h2)),

= ∆(S(h1)h2S(h4)⊗ εt(h3),
= ∆(εs(h1)(S(h3)⊗ S(h2),
= S(h3)⊗ εs(h1)S(h2),
= S(h2)⊗ S(h1).

Dé�nition 1.0.24. [38] Éléments groupe-like
Soit H une algèbre de Hopf faible, un élément g ∈ H est dit groupe-like, s'il est
inversible dans H, et il satisfait en plus les deux égalités suivantes :

∆(g) = (g ⊗ g)∆(1) et ∆(g) = ∆(1)(g ⊗ g).
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On note l'ensemble des éléments groupe-like par : G(H).

Proposition 1.0.25. Tout élément groupe-like g de G(H) véri�e :

εt(g) = εs(g) = 1 et S(g) = g−1.

Dé�nition 1.0.26. Éléments primitifs
Soit H une algèbre de Hopf faible. On dit qu'un élément x dans H est primitif, si et
seulement si, ∆(x) = 1⊗ x+ x⊗ 1.
De manière générale, si g un élément groupe-like de H. On dit qu'un élément x dans
H est g-primitif, si et seulement si, ∆(x) = x⊗ 1 + g ⊗ x.
On note l'ensemble des éléments primitifs par :

P (H) = {x ∈ H : ∆(x) = 1⊗ x+ x⊗ 1}.

Proposition 1.0.27. Si (V, µ, η,∆, ε, S) est une algèbre de Hopf faible de dimension
�nie alors,
(V ⋆,∆⋆, ε⋆, µ⋆, η⋆, S−1) est son algèbre duale qui est aussi une algèbre de Hopf faible.
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Chapitre 2

Constructions de Type Kaplansky de

bialgèbres faibles
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2.1 Constructions de Type Kaplansky de bialgèbres

faibles

Dans ce cette partie, nous proposons de construire en dimension �nie des bial-
gèbres faibles et des algèbres de Hopf faibles, voir l'article [12], à partir d'une algèbre
ou d'une bialgèbre quelconque illustré d'expemples. Ces constructions s'inspirent
des résultats de Kaplansky sur les bialgèbres, L'idée de Kaplansky est investie dans
plusieurs sens de ré�éxion, voir [23], qu'on rappelle dans les deux théorèmes de
Kaplansky suivants :

Theorem 2.1.1. Soit A une algèbre unitaire d'unité e et B est le résultat d'adjonc-
tion à A d'une autre unitè 1. On dé�nit : ε(A) = 0, ε(1) = 1,
∆(1) = 1⊗ 1, ∆(a) = a⊗ 1 + 1⊗ a− e⊗ a, ∀a ∈ A.
Alors, B est une bialgèbre.

Theorem 2.1.2. Soit A une algèbre quelconque (non nécessairement unitaire). Soit
B est le résultat d'adjonction successive à A deux éléments unitaires e et 1. Sur
l'espace vectoriel B engendré par A et les générateurs {1, e}, nous considérerons la
comultiplication ∆ et la counité ε dé�nies par :

∆(1) = 1⊗ 1,

∆(e) = e⊗ 1 + 1⊗ e− e⊗ e,
∆(a) = (1− e)⊗ a+ a⊗ (1− e), ∀a ∈ A,
ε(a) = 1, ∀a ∈ A,
ε(1) = 1, ε(e) = 1.

Alors, B est une bialgèbre cocommutative.

Theorem 2.1.3. Soit A une algèbre quelconque (non nécessairement unitaire) et
B est le résultat d'adjonction successive à A de deux éléments unitaires e et 1. Sur
l'espace vectoriel B engendré par A et les générateurs {1, e}, nous considérerons la
comultiplication ∆ et la counité ε dé�nit par :

∆(1) = (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e,
∆(a) = a⊗ a, ∀a ∈ B \ {1},
ε(a) = 1, ∀a ∈ B \ {1},
ε(1) = 2.

Alors, B devient une bialgèbre faible.

Démonstration. Les identités (1.0.11),(1.0.12) sont satisfaites. Dans ce qui suit, nous
véri�erons les identités restantes dans la dé�nition 1.0.7. En premier, nous prouve-
rons que ∆ est coassociative (1.0.11).

soit a ∈ B \ {1}, nous avons,
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(∆⊗ id)∆(a) = a⊗a⊗a = (id⊗∆)∆(a). Nous avons également, (∆⊗ id)∆(1) =
(id⊗∆)∆(1), de même

(∆⊗ id)∆(1) = ∆(1)⊗ 1−∆(1)⊗ e−∆(e)⊗ 1 + 2∆(e)⊗ e,
= 1⊗ 1⊗ 1− 1⊗ e⊗ 1− e⊗ 1⊗ 1 + 2e⊗ e⊗ 1− 1⊗ 1⊗ e+ 1⊗ e⊗ e

+e⊗ 1⊗ e− 2e⊗ e⊗ e− e⊗ e⊗ 1 + 2e⊗ e⊗ e+ e⊗ 1⊗ e− 2e⊗ e⊗ e
−e⊗ e⊗ 1 + 2e⊗ e⊗ e,

= 1⊗ 1⊗ 1− 1⊗ e⊗ 1− e⊗ 1⊗ 1 + e⊗ e⊗ 1− 1⊗ 1⊗ e+ 1⊗ e⊗ e+
e⊗ 1⊗ e,

= (1− e)⊗ (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e⊗ e.

D'autre part,

(id⊗∆)∆(1) = 1⊗∆(1)− 1⊗∆(e)− e⊗∆(1) + 2e⊗∆(e),

= 1⊗ 1⊗ 1− 1⊗ e⊗ 1− e⊗ 1⊗ 1 + e⊗ e⊗ 1− 1⊗ 1⊗ e+ 1⊗ e⊗ e
+e⊗ 1⊗ e,

= (1− e)⊗ (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e⊗ e.

l'identité (1.0.12) est également satisfaite. En e�et, soit a ∈ B \ {1}

(ε⊗ id)∆(a) = ε(a)a = a = id(a),

(id⊗ ε)∆(a) = ε(a)a = a = id(a),

(ε⊗ id)∆(1) = ε(1)1− ε(1)e− ε(e)1 + 2ε(e)e = id(1),

(id⊗ ε)∆(1) = ε(1)1− ε(e)1− ε(1)e+ 2ε(e)e = id(1).

La comultiplication ∆ est un homomorphisme d'algèbre (1.0.13). En e�et, soit
a1, a2 ∈ B \ {1}, aussi a1 · a2 ∈ A nous avons,

∆(a1) •∆(a2) = (a1 ⊗ a1) • (a2 ⊗ a2) = a1 · a2 ⊗ a1 · a2 = ∆(a1 · a2).

Aussi, pour a ∈ B \ {1} nous avons,

∆(a) •∆(1) = (a⊗ a) • (1⊗ 1− 1⊗ e− e⊗ 1 + 2. 1⊗ 1)

= a⊗ a− a⊗ a− a⊗ a+ 2a⊗ a = a⊗ a = ∆(a).

Nous véri�ons la condition de compatibilité (1.0.14). En e�et, les éléments e et
1− e sont idempotents et orthogonaux, à savoir e · e = e, (1− e) · (1− e) = 1− e et
(1− e) · e = e · (1− e) = 0, nous avons,

(1⊗∆(1)) • (∆(1)⊗ 1) = (1− e)⊗ (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e⊗ e = (∆⊗ id)∆(1).

Et de façon similaire,

(∆(1)⊗ 1) • (1⊗∆(1)) = (1− e)⊗ (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e⊗ e = (∆⊗ id)∆(1).

En�n, nous véri�ons que l'identité (1.0.15) est satisfaite pour tout élément dans
B.
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En e�et, soit a1, a2, a3 ∈ B avec a2 ∈ B \ {1}. De même a1 · a2 ∈ B \ {1} (resp.
a2 · a3 ∈ B \ {1}), alors (a1 · a2) · a3 ∈ B \ {1} (resp. a1 · (a2 · a3) ∈ B \ {1}). Donc,
ε(a1 · a2 · a3) = 1 et ε(a1 · a2)ε(a2 · a3) = 1.

Supposons maintenant que : a2 = 1, puis le côté gauche devient, ε(a1 · 1 · a3) =
ε(a1 · a3) et estimons le côté droit ε(a1 · 1(1))ε(1(2) · a3) = ε(a1 · (1 − e))ε((1 − e) ·
a3) + ε(a1 · e)ε(e · a3). Nous considérons que les cas particuliers suivants :

1. a1 = 1 et a3 = 1,

ε(1 · 1(1))ε(1(2) · 1) = ε(1− e)ε(1− e) + ε(e)ε(e) = 2 = ε(1).

2. a1 = 1 et a3 ̸= 1,

ε(1 · 1(1))ε(1(2) · a3) = ε(1− e)ε((1− e) · a3) + ε(e)ε(e · a3) = ε(a3) = 1.

3. a1 ̸= 1 et a3 = 1,

ε(a1 · 1(1))ε(1(2) · 1) = ε(a1 · (1− e))ε(1− e) + ε(a1 · e)ε(e · 1) = ε(a1) = 1.

4. a1 ̸= 1 et a3 ̸= 1,

ε(a1 ·1(1))ε(1(2) ·a3) = ε(a1 ·(1−e))ε((1−e)·a3)+ε(a1 ·e)ε(e·a3) = ε(a1)ε(a3) =
1,

qui est égale à ε(a1 · a3) parce que a1 · a3 ∈ B \ {1}.
Ceci termine la preuve que B est dotée d'une structure de bialgèbre faible.

Remarque 2.1.4. La bialgèbre faible obtenue ci-dessus n'est pas une bialgèbre car
elle véri�e uniquement la condition faible. En e�et, pour tout : a ∈ B \ {1}, nous
ε(a · 1) = 1 et ε(a) ε(1) = 2.

Corollaire 2.1.5. Soit A une algèbre associative unitaire d'unité 1. Si A \ {1} est
une sous-algèbre et s'il existe un élément e dans A \ {1} sachant que :

e · e = e et e · a = a · e = a, ∀ a ∈ A \ {1}, alors, il existe une structure de
bialgèbre faible dans A exprimée par :

∆(1) = (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e,
∆(a) = a⊗ a, ∀a ∈ A \ {1},
ε(1) = 2,

ε(a) = 1, ∀a ∈ A \ {1}.

Remarque 2.1.6. La bialgèbre faible B du théorème 2.1 n'est pas toujours une algèbre
de Hopf faible avec l'antipode S = id.

Les identités (1.0.19),(1.0.20),(1.0.21) sont remplies pour x = 1. Mais pour x ∈
B \ {1}, les identités (1.0.19),(1.0.20) conduisent à la condition x · x = e tandis que
l'identité (1.0.20) conduit à (x · x) · x = x.

Exemple 2.1.7. Soit A une algèbre associative bidimensionnelle avec une unité 1.
Nous supposons que : e est un élément idempotent (e · e = e) di�érent de 1 dans A.
Alors, il existe une structure de bialgèbre faible dans A donnée par :

∆(1) = (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e, ∆(e) = e⊗ e, ε(1) = 2, ε(e) = 1.

En outre, si S = id, la bialgèbre A devient une structure d'algèbre de Hopf faible.
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Exemple 2.1.8. Soit A = K × · · · × K une algèbre unitaire de dimension n. On
suppose que : b = {ei}1≤i≤n est une base de A sachant que : e1 = 1 et {ei}2≤i≤n

sont des éléments indépendants et orthogonaux. Alors, il existe pour chaque entier
k ∈ {2, · · ·n} �xé, une famille de structures de bialgèbres faibles dans A donnée par :

∆(1) = (1− ek)⊗ (1− ek) + ek ⊗ ek,
∆(ei) = ei ⊗ ei, i ∈ {2, · · ·n},
ε(1) = 2,

ε(ei) = 1, i ∈ {2, · · ·n}.

Dans la suite, nous proposons le résultat plus général suivant.

Theorem 2.1.9. Soit A une algèbre associative unitaire de dimension �nie avec
l'unité e1 = 1. Soit b = b1∪b2 une base de A avec b1 = {ei}i=1,···p. On suppose que :
span(b2) est une sous algèbre de A et

ei · ej = emax(i,j), ∀i, j = 1, · · · , p,
ei · f = f · ei = f, ∀f ∈ b2.

On dé�nit la comultiplication ∆ et la counité ε par :

∆(ep) = ep ⊗ ep,
∆(ei) = (ei − ei+1)⊗ (ei − ei+1) + ∆(ei+1), ∀i, i = 1, · · · , p− 1,

∆(f) = f ⊗ f, ∀f ∈ b2,

ε(ei) = p− i+ 1, ∀i, i = 1, · · · , p,
ε(f) = 1, ∀f ∈ b2,

Alors, dans ce cas, A est munie d'une structure de bialgèbre faible.

Démonstration. L'image d'un élément par ∆ est un élément ep−i ∈ b1, i = 1, · · · , p−
1, elle peut s'écrire sous la forme :
∆(ei) = (ei − ei+1)⊗ (ei − ei+1) + (ei+1 − ei+2)⊗ (ei+1 − ei+2) + · · ·+ (ep−1 − ep)⊗
(ep−1 − ep) + ep ⊗ ep.
Ceci conduit à i = 1, · · · , p − 1 que ∆(ei − ei+1) = (ei − ei+1) ⊗ (ei − ei+1) et
ε(ei − ei+1) = 1.
Montrons que ∆ est coassociative. Pour i = 1, · · · , p− 1, nous avons,
(id⊗∆)∆(ei) = (id⊗∆)[(ei−ei+1)⊗(ei−ei+1) · · ·+(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)+ep⊗ep] =
(ei− ei+1)⊗ (∆(ei)−∆(ei+1))+ · · ·+(ep−1− ep)⊗ (∆(ep−1)−∆(ep))+ ep⊗∆(ep) =
(ei−ei+1)⊗(ei−ei+1)⊗(ei−ei+1)+· · ·+(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)+ep⊗ep⊗ep,

(∆⊗id)∆(ei) = (∆⊗id)[(ei−ei+1)⊗(ei−ei+1)+· · ·+(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)+ep⊗
ep] = (∆(ei)−∆(ei+1))⊗(ei−ei+1)+· · ·+(∆(ep−1)−∆(ep))⊗(ep−1−ep)+∆(ep)⊗ep =
(ei−ei+1)⊗(ei−ei+1)⊗(ei−ei+1)+· · ·+(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)+ep⊗ep⊗ep.

Alors, (id⊗∆)∆(ei) = (∆⊗ id)∆(ei).
Évidemment, on a la coassociativité pour ep et pour tout f ∈ b2.
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Nous montrons que ε est la counité. Pour i = 1, · · · , p− 1, nous avons,
(id⊗ ε)∆(ei) = (id⊗ ε)[(ei− ei+1)⊗ (ei− ei+1)+ · · ·+(ep−1− ep)⊗ (ep−1− ep)+

ep ⊗ ep] = (ei − ei+1)(ε(ei)− ε(ei+1)) + · · ·+ (ep−1 − ep)(ε(ep−1)− ε(ep)) + epε(ep) =
ei − ei+1 + ei+1 − ei+2 + ei+2 + · · · − ep−1 + ep−1 − ep + ep = id(ei),

(ε⊗ id)∆(ei) = (ε⊗ id)[(ei− ei+1)⊗ (ei− ei+1)+ · · ·+(ep−1− ep)⊗ (ep−1− ep)+
ep ⊗ ep] = (ε(ei)− ε(ei+1))(ei − ei+1) + · · ·+ (ε(ep−1)− ε(ep))(ep−1 − ep) + ε(ep)ep =
ei − ei+1 + ei+1 − ei+2 + ei+2 + · · · − ep−1 + ep−1 − ep + ep = id(ei).

Alors, (id⊗ ε)∆(ei) = (ε⊗ id)∆(ei) = id(ei). La coassociativité est évidemment
satisfaite pour les éléments groupe-like.

La comultiplication ∆ est compatible avec la multiplication. En e�et, soit ei, ek ∈
b1, i, k = 1 · · · p− 1, et f ∈ b2,
∆(ei)•∆(f) = [(ei−ei+1)⊗(ei−ei+1)+· · ·+(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)+ep⊗ep].(f⊗f) =
ep · f ⊗ ep · f = f ⊗ f = ∆(ei · f).

D'une manière similaire nous avons ∆(f) •∆(ei) = ∆(f · ei).

Supposons que i ≥ k, par un calcul direct nous avons,
∆(ei) •∆(ek) = [(ei− ei+1)⊗ (ei− ei+1) + · · ·+ (ep−1− ep)⊗ (ep−1− ep) + ep⊗ ep] •
[(ek − ek+1)⊗ (ek − ek+1) + · · ·+ (ep−1 − ep)⊗ (ep−1 − ep) + ep ⊗ ep] = (ei − ei+1)⊗
(ei − ei+1) + · · ·+ (ep−1 − ep)⊗ (ep−1 − ep) + ep ⊗ ep = ∆(ei) = ∆(ei · ek).

Également, pour tout f1, f2 ∈ b2, nous avons∆(f1)•∆(f2) = (f1⊗f1)•(f2⊗f2) =
f1 · f2 ⊗ f1 · f2 = ∆(f1 · f2).

Dans ce qui suit, nous véri�ons les identités(1.0.14). Nous avons
[∆(e1)⊗e1]·[e1⊗∆(e1)] = [(e1−e2)⊗(e1−e2)⊗e1+· · ·+(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)⊗

e1+ep⊗ep⊗e1]·[e1⊗(e1−e2)⊗(e1−e2)+· · ·+e1⊗(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)+e1⊗ep⊗ep] =
(e1−e2)⊗(e1−e2)⊗(e1−e2)+ · · ·+(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)+ep⊗ep⊗ep,

et
[e1⊗∆(e1)]· [∆(e1)⊗e1] = [e1⊗(e1−e2)⊗(e1−e2)+· · ·+e1⊗(ep−1−ep)⊗(ep−1−

ep)+e1⊗ep⊗ep].[(e1−e2)⊗(e1−e2)⊗e1+· · ·+(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)⊗e1+ep⊗ep⊗e1] =
(e1−e2)⊗(e1−e2)⊗(e1−e2)+ · · ·+(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)+ep⊗ep⊗ep.

Alors, [e1 ⊗∆(e1)] • [∆(e1)⊗ e1] = [∆(e1)⊗ e1] • [e1 ⊗∆(e1)] = (∆⊗ id)∆(e1).

Maintenant, nous véri�ons l'identité : (1.0.15). Nous considérons d'abord un tri-
plet (ei, ej, ek). Supposons que j ≤ k, dans ce cas ε(ei · ej · ek) = ε(ei · ek) =
p−max(i, k) + 1.

D'autre part, nous avons
ε(ei · (ej)(1))ε((ej)(2) ·ek) = ε(ei · (ej−ej+1))ε((ej−ej+1) ·ek))+ · · ·+ε(ei · (ep−1−

ep))ε((ep−1− ep) · ek)+ ε(ei · ep)ε((ep · ek) = ε(ei · (ek− ek+1))ε(ek− ek+1)+ · · ·+ ε(ei ·
(ep−1−ep))ε(ep−1−ep)+ε(ei ·ep)ε(ep) = ε(ei ·(ek−ek+1))+ε(ei ·(ek+1−ek+2))+ · · ·+
ε(ei · (ep−1− ep))+ ε(ei · ep) = ε(ei · ek)− ε(ei · ek+1)+ ε(ei · ek+1)− ε(ei · ek+2)+ ε(ei ·
ek+2)+· · ·−ε(ei ·ep−1)+ε(ei ·ep−1)−ε(ei ·ep)+ε(ei ·ep) = ε(ei ·ek) = p−max(i, k)+1.
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Si j > k, alors, ε(ei · ej · ek) = ε(ei · ej) = p−max(i, j) + 1.

Aussi,
ε(ei · (ej)(1))ε((ej)(2) · ek) = ε(ei · (ej − ej+1))ε((ej − ej+1) · ek)+ · · ·+ ε(ei · (ep−1−

ep)ε((ep−1 − ep) · ek) + ε(ei · ep)ε(ep · ek) = ε(ei · (ej − ej+1))ε(ej − ej+1) + ε(ei ·
(ej+1 − ej+2))ε(ej+1 − ej+2) + ·s + ε(ei · (ep−1 − ep))ε(ep−1 − ep) + ε(ei · ep)ε(ep) =
ε(ei · (ej − ej+1)) + ·s+ ε(ei · (ep−1 − ep)) + ε(ei · ep) = ε(ei · ej)− ε(ei · ej+1) + ε(ei ·
ej+1)+ ·s−ε(ei ·ep−1)+ε(ei ·ep−1)−ε(ei ·ep)+ε(ei ·ep) = ε(ei ·ej) = p−max(i, j)+1.

Pour le triplet (f, ei, ej), on obtient : ε(f · ei · ej) = ε(f) = 1 et d'autre part :
ε(f · (ei)(1))ε((ei)(2) · ej) = ε(f · (ei− ei+1))ε((ei− ei+1) · ej)) + · · ·+ ε(f · (ep−1−

ep))ε((ep−1 − ep) · ej) + ε(f · ep)ε((ep · ej) = ε(f · ep)ε(ep · ej) = ε(f)ε(ep) = 1.

Pour un triplet (a1, f, a2) où a1, a2 ∈ A nous obtenons ε(a1 · f · a2) = ε(f) = 1,
parce que a1 · f et f · a2 appartiennent à b2), qui est un idéal. D'autre part, nous
avons ε(a1 · (f)(1))ε((f)(2) · a2) = ε(f)ε(f) = 1.

Nous montrons dans ce qui suit que l'algèbre commutative A = K×· · ·×K porte
une structure d'algèbre de Hopf faible. À cette �n, nous écrivons l'algèbre dans une
base appropriée.

Proposition 2.1.10. Soit A une algèbre d'unité e2 sachant que dans la base {ei}i=2,··· ,n
de A la multiplication est donnée par : m(ei ⊗ ej) = emax(i,j), i, j = 2, · · · , n. Soit
B le résultat de l'algèbre obtenue en lui ajoutant une deuxième unité e1 = 1 à A.

On dé�nit sur cette structure une comultiplication ∆, une counité ε et une anti-
pode S données par :

∆(en) = en ⊗ en,
∆(ei) = (ei − ei+1)⊗ (ei − ei+1) + ∆(ei+1), ∀i, i = 1 · · ·n− 1,

ε(ei) = n− i+ 1, ∀i, i = 1 · · ·n,
S = id.

Alors, B devient une algèbre de Hopf faible.

Démonstration. La structure de bialgèbre faible résulte du théorème précédent. Il
reste à véri�er uniquement l'identité de l'antipode (1.0.19), (1.0.20), (1.0.21). Nous
avons pour i = 1, · · · , n− 1.
m(id⊗S)∆(ei) = m(∆(ei)) = m((ei−ei+1)⊗ (ei−ei+1)+ · · ·+(en−1−en)⊗ (en−1−
en) + en ⊗ en) = ei − ei+1 + ei+1 + ·s− en−1 + en−1 − en + en = ei,

(ε⊗id)[∆(e1)•(ei⊗e1)] = (ε⊗id)([(e1−e2)⊗(e1−e2)+· · ·+(en−1−en)⊗(en−1−
en)+en⊗en]·(ei⊗e1)) = ε(ei−ei+1)(ei−ei+1)+· · ·+ε(en−1−en)(en−1−en)+ε(en)en =
ei − ei+1 + ei+1 + · · · − en−1 + en−1 − en + en = ei,

et de même (id⊗ ε)[(e1 ⊗ ei) •∆(e1)] = ei.
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Ainsi, on a : (1.0.19), (1.0.20).

L'identité (1.0.21) est également satisfaite. Nous utilisons un calcul précédent de
(∆⊗ id)(∆(ei)) et m((ei − ei+1)⊗ (ei − ei+1)) = ei − ei+1, alors,

m(m⊗ id)(S⊗ id⊗S)(∆⊗ id)(∆(ei)) = m(m⊗ id)(id⊗ id⊗ id)(∆⊗ id)(∆(ei)) =
m(m⊗id)(∆⊗id)(∆(ei)) = m(m⊗id)((ei−ei+1)⊗(ei−ei+1)+· · ·+(en−1−en)⊗(en−1−
en)+en⊗en) = m((ei−ei+1)⊗(ei−ei+1)+ · · ·+(en−1−en)⊗(en−1−en)+en⊗en) =
ei = S(ei).

La preuve pour en découle d'un calculs directs.

Remarque 2.1.11. De même, nous pouvons munir l'algèbre engendrée par n éléments
idempotents et orthogonaux avec la structure d'algèbre de Hopf faible. La structure
d'algèbre est isomorphe à la structure d'algèbre considérée dans la proposition 2.1.10,
on peut considérer la même comultiplication et la même counité que dans cette
proposition.

Maintenant, nous fournissons des constructions de bialgèbres faibles à partir de
n'importe quelle bialgèbre. Nous montrons que toute bialgèbre de dimension n peut
être étendue à une bialgèbre faible de dimension (n+ 1).

Theorem 2.1.12. Soient B une bialgèbre et e2 son unité. Nous considérons l'en-
semble B′ résultant de l'adjonction d'une seconde unité e1 à B en respectant la loi
de la multiplication. Nous étendons la comultiplication ∆ et la counité ε de la façon
suivante,

∆(e1) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + e2 ⊗ e2,
ε(e1) = 2.

Alors, B′ devient une bialgèbre faible.

Démonstration. La véri�cation des identitées (1.0.11)-(1.0.14) sont similaire à la
preuve du théorème 2.1. En utilisant ∆(e2) = e2 ⊗ e2 et ε(e2) = 1. Ainsi, B est une
bialgèbre ayant une unité e2. Il reste à véri�er la compatibilité de la counité avec la
comultiplication. L'identité (1.0.15) est satisfaite en considérant 3 éléments de B.

Pour le triplet (e1, a, b), nous avons,

ε(e1 · a(1))ε(a(2) · b) = ε(a(1))ε(a(2) · b) = ε(ε(a(1))a(2) · b) = ε(a · b) = ε(e1 · a · b).

Le cas du triplet (a, b, e1) est similaire. Voyons maintenant le triplet (a, e1, b). Le
côté gauche de (1.0.15) devient ε(a · e1 · b) = ε(a · b). On estime le côté droit ε(a ·
e1(1))ε(e1(2) · b) = ε(a · (e1 − e2))ε((e1 − e2) · b) + ε(a · e2)ε(e2 · b). Nous considérons
seulement les cas particuliers suivants :

1. a = e1 et b = e1 ε(e1 · e1(1))ε(e1(2) · e1) = ε(e1 − e2)ε(e1 − e2) + ε(e2)ε(e2) =
2 = ε(e1).

2. a = 1 et b ̸= e1
ε(e1 · e1(1))ε(e1(2) · b) = ε(e1 − e2)ε((e1 − e2) · b) + ε(e2)ε(e2 · b) = ε(b).
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3. a ̸= e1 et b = e1
ε(a · e1(1))ε(e1(2) · e1) = ε(a · (e1 − e2))ε(e1 − e2) + ε(a · e2)ε(e2 · e1) = ε(a).

4. a ̸= 1 et b ̸= 1

ε(a·e1(1))ε(e1(2) ·b) = ε(a·(e1−e2))ε((e1−e2)·b)+ε(a·e2)ε(e2 ·b) = ε(a)ε(b) =
ε(a · b) parce que a, b ∈ B et B est une structure de bialgèbre.

La dimension de B′ est dimB′ = dimB + 1.

Remarque 2.1.13. La counité de B n'est pas un homomorphisme algèbre. En e�et,
ε(e1 · e2) = ε(e2) = 1 alors que, ε(e1)ε(e2) = 2.

Le théorème suivant fournit un moyen pour l'extension d'une algèbre Hopf faible
de dimension n en une algèbre de Hopf faible de dimension (n+ 1).

Theorem 2.1.14. Soit H une algèbre de Hopf et e2 son unité. Nous considérons
l'ensemble H′ résultant de l'adjonction d'une seconde unité e1 à H en respectant la
multiplication. Nous étendons la comultiplication ∆, la counité ε et l'antipode S de
la façon suivante :

∆(e1) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + e2 ⊗ e2,
ε(e1) = 2

S(e1) = e1.

Alors, H′ devient une algèbre de Hopf faible.

Démonstration. La structure de bialgèbre faible résulte du théorème 2.1.12. Les
identités restantes sont données pour e1 par des calculs simples.

Exemple 2.1.15 (L'algèbre de Hopf faible de Sweedler en dimension 5). On
suppose que char(K) ̸= 2. Soit H est l'algèbre de Sweedler en dimension 4 donnée
par les générateurs et les relations qui suivent : H est engendré par c et x en tant
qu'une K-algèbre satisfaisant les relations :

c2 = e, x2 = 0, x · c = −c · x,

où e est l'unité. Soit H′ l'algèbre obtenue on lui ajoutant une nouvelle unité 1 à
H. Alors, H′ est une algèbre de Hopf faible de dimension 5 dé�nie comme une K-
algèbre, avec la base {1, e, x, c, c ·x} et les relations (2.1.1) et e · c = c · e = c, e ·x =
x · e = x, e · e = e. La structure de coalgèbre est dé�nie par :

∆(1) = (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e,
∆(c) = c⊗ c, ∆(e) = e⊗ e, ∆(x) = c⊗ x+ x⊗ e,
ε(1) = 2, ε(e) = 1, ε(c) = 1, ε(x) = 0,

L'antipode est donnée par :

S(1) = 1, S(e) = e, S(c) = c, S(x) = −c · x.

Cette algèbre de Hopf faible n'est ni commutative et ni cocommutative.
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Exemple 2.1.16 (L'algèbre de Hopf faible de Taft et Sweedler). Soit n ≥ 2 un
nombre entier et λ est un élément primitif de racine nime de l'unité. On considère
l'algèbre de Taft Hn2(λ), qui est la généralisation de l'algèbre de Hopf Sweedler,
dé�nie par les générateurs c et x ou e est l'unité, avec les relations :

cn = e, xn = 0, x · c = λ c · x.

Soit H′ l'algèbre obtenue en lui ajoutant une nouvelle unité 1 à Hn2(λ).
En mettant une structure de coalgèbre dé�nie par :

∆(1) = (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e,
∆(e) = e⊗ e, ∆(c) = c⊗ c, ∆(x) = c⊗ x+ x⊗ e,
ε(1) = 2, ε(e) = 1, ε(c) = 1, ε(x) = 0.

Alors,H′ devient une bialgèbre faible de dimension (n2+1), ayant pour base {1, cixj, 0 ≤
i, j ≤ n− 1}.
Elle possède une structure d'algèbre de Hopf faible avec une antipode dé�nie par :

S(1) = 1, S(e) = e, S(c) = c−1, S(x) = −c−1 · x.

Les deux propositions suivantes donnent d'autres constructions des bialgèbres
faibles à partir de bialgèbres, les preuves sont semblables aux précédentes.

Proposition 2.1.17. Soit B une bialgèbre et u son unité. Soit B′ le résultat de
l'adjonction successivement de deux élément unitaires e et 1 à B en respectant la
multiplication. Nous étendons la comultiplication ∆ et la counité ε de la façon sui-
vante :

∆(1) = 1⊗ (e− u) + u⊗ (1− 2e+ 2u),

∆(e) = e⊗ (e− u) + u⊗ (2u− e),
ε(1) = 2, ε(e) = 2.

Alors, B′ est une bialgèbre faible.

Proposition 2.1.18. Soit B une bialgèbre et u son unité. Soit B′ le résultat de
l'adjonction successivement de deux éléments unitaires e et 1 à B en respectant la
multiplication et sachant que la comultiplication ∆, la counité ε sont étendues de la
manière suivante :

∆(1) = (1− e)⊗ (1− e) + (e− u)⊗ (e− u) + u⊗ u,
∆(e) = (e− u)⊗ (e− u) + u⊗ u,
ε(1) = 3, ε(e) = 2.

Alors, B′ est une bialgèbre faible.

Remarque 2.1.19. Dans les propositions précèdentes, si les bialgèbres B sont des
algèbres de Hopf alors B′ devient une algèbre de Hopf faible en prenant S(1) = 1 et
S(e) = e.
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Chapitre 3

Hom-bialgèbres faibles et

Hom-algèbres de Hopf faibles
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Dans cette partie, on introduit et étudie une version Hom des bialgèbres faibles
et des algèbres de Hopf faibles. Les structures algébriques de type Hom sont appa-
rues pour la première fois dans des travaux de physiciens dans les q-déformations
d'algèbres de champs de vecteurs. Une q-deformation consiste à remplacer la dé-
rivation usuelle par une σ-dérivation qui véri�t la condition de Leibniz modi�ée,
d(fg) = d(f)g+ σ(f)dg. Les premiers exemples ont utilisé la dérivation de Jackson.
La structure mise en évidence généralise la structure des algèbres de Lie. La condition
de Jacobi étant modi�ée par un homomorphisme. Des généralisations de plusieurs
structures comme les bialgèbres ont été proposées dans [29], [30], [31], [32]. Dans ce
chapitre, on dé�nit les Hom-bialgèbres faibles et les algèbres de Hom-Hopf faibles.
On donne leurs propriétés et on propose de nombreuses façon de les constructions.
Ces résultats sont le fruit d'un travail publié dans l'article [13].

Dé�nition 3.0.1. Une algèbre Hom-associative est un triplet (A,m, α) constitué
d'un K-espace vectoriel A, d'une application bilinéaire m : A × A → A et d'un
linéaire homomorphisme α : A → A satisfaisant

1.
m(α(x),m(y, z)) = m(m(x, y), α(z)), ∀x, y, z ∈ A (3.0.1)

2.
α(m(x, y)) = m(α(x), α(y)), ∀x, y ∈ A (3.0.2)

La seconde égalité veut dire que α est multiplicative.

Une algèbre Hom-associative est dite unitaire s'il existe un élément u ∈ A, telle
que : α(u) = u, et m(u, x) = m(x, u) = α(x), ∀x ∈ A.

Soit (A,m, α) et (A′,m′, α′) deux algèbres Hom-associatives, nous disons que
l'application linéaire f : A → A′ est un morphisme de Hom-algèbres si

f ◦m = m′ ◦ (f ⊗ f), (3.0.3)

f ◦ α = α′ ◦ f. (3.0.4)

Maintenant, on introduit la structure de Hom-bialgèbre faible.

Dé�nition 3.0.2. Une Hom-bialgèbre faible est un sextuplé B = (A,m, η,∆, ε, α),
où m : A ⊗ A → A (multiplication), η : K → A (unité), ∆ : A → A ⊗ A
(comultiplication), ε : A → K (counité), α : A → A et avec η(1) = 1, sont des
applications linéaires satisfaisant :

1. le quadruplé (m,A, η, α) soit une algèbre multiplicative, Hom-associative, et
unitaire c.à.d :

α ◦m = m ◦ (α⊗ α), (3.0.5)

2.
m ◦ (m⊗ α) = m ◦ (α⊗m), (3.0.6)

3.
m(x⊗ 1) = m(1⊗ x) = α(x), ∀x ∈ A et α(1) = 1. (3.0.7)
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4. le quadruplé (A,∆, ε, α) soit une Hom-coalgèbre, c.à.d :

(∆⊗ α) ◦∆ = (α⊗∆) ◦∆, (3.0.8)

(ε⊗ id)∆ = (id⊗ ε)∆ = α, ε ◦ α = ε, (3.0.9)

5. la condition de compatibilité est exprimée par les trois identités suivantes :

(a)

∆(m(x⊗ y)) =
∑
(1)(2)

m(x(1) ⊗ y(1))⊗m(x(2) ⊗ y(2)), ∀x, y ∈ A,

(3.0.10)

(b)

(∆⊗ α)∆(1) = (∆(1)⊗ 1)(1⊗∆(1)) = (1⊗∆(1))(∆(1)⊗ 1), (3.0.11)

(c)

ε(m(m(x⊗y)⊗α(z)) = ε(m(α(x)⊗y(1))) ε(m(y(2)⊗α(z)). ∀x, y, z ∈ A.
(3.0.12)

Notant que : si α = id, on retrouve la dé�nition usuelle d'une bialgèbre faible.

Remarque 3.0.3. La condition (3.0.10) signi�e que : ∆ est un morphisme de Hom-
algèbre. Mais la condition (3.0.11) Montre que ∆ ne conserve pas nécessairement
l'unité 1. Si ∆(1) = 1⊗ 1, alors condition (3.0.11) est satisfaite. Ainsi :

(∆⊗ α)∆(1) = ∆(1)⊗ α(1) = 1⊗ 1⊗ 1.

D'une autre manière,

(∆(1)⊗ 1)(1⊗∆(1)) = (1⊗ 1⊗ 1).(1⊗ 1⊗ 1) = 1⊗ 1⊗ 1.

L'identité (3.0.12) est la version faible que ε est un morphisme de Hom-algèbres dans
le cas d'une Hom-bialgèbre faible.
Quand ∆(1) = 1⊗ 1 et l'application α est multiplicative, alors, on peut déduire que
la counité est un morphisme de Hom-algèbre, En e�et :

ε(m(x⊗ y)) = ε(α(m(x⊗ y))) = ε(m((α(x)⊗ α(y)))) = ε(m(m(x⊗ 1)⊗ α(y))) =
ε(m(α(x)α2(x)))ε(α2(y)) = ε(x)ε(y).

L'application α, dans ce cas, constitue une structure de Hom-bialgèbre faible qui est
toujours multiplicative.

Dé�nition 3.0.4. Soit (A,m, η,∆, ε, α) et (A′,m′, η′,∆′, ε′, α′) deux Hom-bialgèbres
faibles, nous disons que l'application linéaire f : A → A′ est un morphisme de Hom-
bialgèbre faible, si on a les égalités suivantes :

f ◦m = m′ ◦ (f ⊗ f), (3.0.13)

(f ⊗ f) ◦∆ = ∆′ ◦ f, (3.0.14)

f ◦ η = η′, (3.0.15)

ε′ ◦ f = ε, (3.0.16)

f ◦ α = α′ ◦ f. (3.0.17)
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Dé�nition 3.0.5. Une algèbre Hom-Hopf faible est un sextupléH = (A,m, η,∆, ε, S, α),
où (A,m, η,∆, ε, α) est une Hom-bialgèbre faible et S est une antipode qui est un
endomorphisme de A véri�ant :
∀x ∈ A,

m(id⊗ S)∆(x) = (ε⊗ α)(∆(1)(x⊗ 1)), (3.0.18)

m(S ⊗ id)∆(x) = (α⊗ ε)(1⊗ x)∆(1), (3.0.19)

m(m⊗ α)(S ⊗ id⊗ S)(∆⊗ α)∆ = S ◦ α4, (3.0.20)

α ◦ S = S ◦ α. (3.0.21)

On note que la dé�nition d'une algèbre Hom-Hopf faible provient de [47].

Exemple 3.0.6. Soit A un espace vectoriel de dimension 2 engendré par {e1, e2}.
On peut dé�nir une structure Hom-bialgèbre avec les données suivantes :

m(e1, e1) = e1, m(e1, e2) = e1−e2, m(e2, e1) = e1−e2, m(e2, e2) = e1−e2, η(e1) = e1,

∆(e1) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + e2 ⊗ e2, ∆(e2) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2),

ε(e1) = 2, ε(e2) = 1,

α(e1) = e1, α(e2) = e1 − e2.

Cette structure devient une algèbre Hom-Hopf faible, si on prend l'antipode S=id.

Exemple 3.0.7. Soit A un espace vectoriel de dimension 3 engendré par : {e1, e2, e3}.
On peut dé�nir une structure Hom-bialgèbre avec les données suivantes :

m(e1, e1) = e1, m(e1, e2) = e1 − e3,m(e2, e1) = e1 − e3, m(e2, e2) = e1 − e3,
m(e1, e3) = e2 − e3, m(e3, e1) = e2 − e3,m(e3, e2) = e2 − e3, m(e2, e3) = e2 − e3,
m(e3, e3) = e2 − e3,

∆(e1) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + (e2 − e3)⊗ (e2 − e3) + e3 ⊗ e3,
∆(e2) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + (e2 − e3)⊗ (e2 − e3), ∆(e3) = (e2 − e3)⊗ (e2 − e3),

η(e1) = e1, ε(e1) = 3, ε(e2) = 2, ε(e3) = 1,

α(e1) = e1, α(e2) = e1 − e3, α(e2) = e1 − e3.

Cette structure devient une algèbre Hom-Hopf faible, si on prend l'antipode S = id.
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3.1 Construction par Twist

On montre que les Hom-bialgèbres faibles combinées avec les morphismes de
Hom-bialgèbres donnent de nouvelles structures de Hom-bialgèbres faibles. En par-
ticulier, on peut construire des Hom-bialgèbres en utilisant les bialgèbres faibles
usuelles et les morphismes de bialgèbres faibles.

Theorem 3.1.1. Soit B = (A,m, η,∆, ε, α) une Hom-bialgèbre et β : A → A un
morphisme de Hom-bialgèbre alors,

Bβ = (A,mβ = β ◦m, η,∆β = ∆ ◦ β, ε, β ◦ α),

est une Hom-bialgèbre faible.

Démonstration. Il su�t de véri�er les identitées (3.0.18)-(3.0.12) :
1. Hom-associativité

mβ(β ◦ α(x)⊗mβ(y ⊗ z)) = β ◦m(β ◦ α(x)⊗ β ◦m(y ⊗ z)),
= β2 ◦m(α(x)⊗m(y ⊗ z)),
= β2 ◦m(m(x⊗ y)⊗ α(z)),
= mβ(mβ(x⊗ y)⊗ β ◦ α(z)).

2. Unité

η ◦ β ◦ α(1) = η ◦ β(1) = η(1).

3. Hom-coassociativité

(∆β ⊗ β ◦ α)∆β(x) = (β ⊗ β ⊗ β)(∆⊗ α)∆β(x),

= (β ⊗ β ⊗ β)(α⊗∆)∆β(x),

= ((β ◦ α)⊗∆β)∆β(x).

4. Counité

(id⊗ ε)∆β(x) = β(x1)ε(β(x2)),

= β(x1)ε(x2) = β(x1)ε(α(x2)),

= β(x1ε(α(x2)) = β ◦ α(x).

De manière similaire on a :

(ε⊗ id)∆β(x) = β(ε(α(x1))x2) = β ◦ α(x).

5. Compatibilité de la coassociativité (a)

∆β(mβ(x⊗ y)) = ∆(β2(x).β2(y)),

= (β2 ⊗ β2)∆(x.y),

= (β2 ⊗ β2)(∆(x).∆(y)),

= (β ⊗ β)(∆β(x).∆β(y)),

= ∆β(x).β∆β(y).
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(b)

(∆β ⊗ β ◦ α)∆β(1) = (β ⊗ β)(∆⊗ α)∆(1),

= (∆β(1)⊗ 1).β(1⊗∆(1)),

= (β ⊗ β)
[
(∆(1)⊗ 1).(1⊗∆(1))

]
.

(c) ε Condition faible

ε(mβ(mβ(x⊗ y)⊗ β ◦ α(z))) = ε ◦ β2 ◦ (m(m(x⊗ y)⊗ α(z))),
= ε ◦ (m(m(x⊗ y)⊗ α(z))),
= ε(β ◦m((β ◦ α(x)⊗ β(y1))ε(β ◦m(β(y2)⊗ β ◦ α(z))),
= ε ◦ β2(m(α(x)⊗ y1))ε ◦ β2(m(y2 ⊗ α(z))),
= ε(m(β ◦ α(x)⊗ β(y1)))ε(m(β(y2)⊗ β ◦ α(z))).

Corollaire 3.1.2. Soit B = (A,m, η,∆, ε) une bialgèbre faible et β un morphisme
de Hom-bialgèbre faible alors,

Bβ = (A,mβ = β ◦m, η,∆β = ∆ ◦ β, ε, β),

est une Hom-bialgèbre faible.

Démonstration. De façon simple, on voit qu'une bialgèbre faible est une Hom-
bialgèbre faible Bid = (A,m, η,∆, ε, id). Il su�t ensuite d'appliquer le théorème
3.1.1. On obtient Bβ = (A, β ◦m, η,∆ ◦ β, ε, id ◦ β).

Corollaire 3.1.3. Soit B = (A,m, η,∆, ε, α) une Hom-bialgèbre faible multiplica-
tive, alors, pour tout entier n, nous avons :

Bαn = (A,mαn = αn ◦m, η,∆αn = ∆ ◦ αn, ε, αn+1)

est une Hom-bialgèbre faible.

Theorem 3.1.4. Soit B = (A,m, η,∆, ε, S, α) une algèbre Hom-Hopf faible et β est
un morphisme d'algèbre Hom-Hopf faible, tel que S ◦ β = β ◦ S. Alors,

Bβ = (A,mβ = β ◦m, η,∆β = ∆ ◦ β, ε, S, β ◦ α)

est une algèbre Hom-Hopf faible.

Démonstration. Il su�t de véri�er les conditions de l'antipode (3.0.18), (3.0.19),
(3.0.20)

1) mβ ◦ (id⊗ S) ◦∆β(x) = β ◦m ◦ (id⊗ S) ◦∆ ◦ β(x),
= β2 ◦m ◦ (id⊗ S) ◦∆(x),

= β2 ◦ (ε⊗ α) ◦ (m(11 ⊗ h)⊗m(12 ⊗ 1)),

= (ε⊗ β ◦ α) ◦ (β ⊗ β) ◦ (m(11 ⊗ x)⊗m(12 ⊗ 1)),

= (ε⊗ β ◦ α) ◦ (mβ(11 ⊗ x)⊗mβ(12 ⊗ 1)).
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2) mβ(S ⊗ id)∆β(x) = β ◦m(S ⊗ id)∆ ◦ β(x),
= β2 ◦m(S ⊗ id)∆(x),

= β2 ◦ (α⊗ ε)(m(11 ⊗ x)⊗m(12 ⊗ 1)),

= (β ◦ α⊗ ε) ◦ (β ⊗ β) ◦ (m(11 ⊗ x)⊗m(12 ⊗ 1)),

= (β ◦ α⊗ ε) ◦ (mβ(11 ⊗ x)⊗mβ(12 ⊗ 1)).

3) mβ(mβ ⊗ β ◦ α) ◦ (S ⊗ id⊗ S) ◦ (∆β ⊗ β ◦ α)∆β(x),

= β ◦m ◦ (β ◦m⊗ β ◦ α) ◦ (S ⊗ id⊗ S) ◦ (∆ ◦ β ⊗ β ◦ α) ◦∆ ◦ β(x),
= β ◦m ◦ (β ◦ β) ◦ (m⊗ α) ◦ (S ⊗ id⊗ S) ◦ (β2 ⊗ β2 ◦ β2) ◦∆(x),

= β ◦m ◦ (β ⊗ β) ◦ (m⊗ α) ◦ (β2 ⊗ β2 ◦ β2) ◦ (S ⊗ id⊗ S) ◦∆(x),

= β ◦m ◦ (β ⊗ β) ◦ (β2 ⊗ β2) ◦ (m⊗ α) ◦ (S ⊗ id⊗ S) ◦∆(x),

= β4 ◦m ◦ (m⊗ α) ◦ (S ⊗ id⊗ S) ◦∆(x),

= β4 ◦ S ◦ α4(h),

= (β ◦ α)4 ◦ S(h).

Corollaire 3.1.5. Soient B = (A,m, η,∆, ε, S) une algèbre de Hopf faible et β un
morphisme d'algèbre Hom-Hopf faible tel que β ◦ S = S ◦ β, Alors

Bβ = (A,mβ = β ◦m, η,∆β = ∆ ◦ β, ε, S, β),

est une algèbre Hom-Hopf faible.

Corollaire 3.1.6. Soit B = (A,m, η,∆, ε, S, α) une algèbre Hom-Hopf faible. Alors,
pour un entier quelconque n,

Bαn = (A,mαn = αn ◦m, η,∆αn = ∆ ◦ αn, ε, S, αn+1),

est une algébre Hom-Hopf faible.

Exemple 3.1.7 (Algèbres Hom-Hopf faibles de Sweedler et Taft). Soient
n ≥ 2 un nombre entier et λ est un élément primitif de la racine nime de l'unité.
On considère l'algèbre de Taft Hn2(λ) qui est la généralisation de l'algèbre de Hopf
Sweedler dé�nie par les générateurs c et x où e est l'unité avec les relations :
cn = e, xn = 0, x · c = λ c · x.

Soit H′ l'algèbre obtenue en adjoignant une nouvelle unité 1 à Hn2(λ). On dé�nit
l'application linéaire β : H′ → H′, donnée par :

β(1) = 1, β(e) = e, β(c) = c, β(x) = tx, où t ∈ K.

On remarque que c'est un morphisme d'algèbre Hom-Hopf faible. Alors, on applique
le théorème 3.1.1, on obtient alors la structure dé�nit comme suit :
La multiplication est donnée par :mβ(x, y) = β(x.y) = β(x)β(y),
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La coalgèbre est donnée par :

∆β(1) = (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e,
∆β(e) = e⊗ e, ∆β(c) = c⊗ c, ∆β(x) = c⊗ x+ x⊗ e,
ε(1) = 2, ε(e) = 1, ε(c) = 1, ε(x) = 0.

Alors, H′ devient une Hom-bialgèbre faible de dimension (n2 + 1), qui a pour base
{1, cixj, 0 ≤ i, j ≤ n− 1}.
On peut rendre cette structure de Hom-bialgèbre faible, une algèbre Hom-Hopf faible,
si on choisit l'antipode donnée par :

S(1) = 1, S(e) = e, S(c) = c−1, S(x) = −c−1 · x.

Cette nouvelle structure d'algèbre s'appelle l'algèbre Hom-Hopf faible de Sweedler et
Taft.

3.2 Constructions de Kaplansky de type-Hom

Dans cette section, nous proposons des constructions des Hom-bialgèbres faibles
et des algèbres Hom-Hopf faibles construites à partir d'une algèbre Hom-associative
voir l'article [12]. Ces constructions sont inspirées par les bialgèbres construites par
Kaplansky voir [23].

Theorem 3.2.1. Soit (A,m, α) une algèbre Hom-associative quelconque (non né-
cessairement unitaire) avec une base b. Soit B le résultat de l'adjonction successive
à A de deux éléments unitaires e et 1, tels que : m(1 ⊗ 1) = 1, m(e ⊗ e) = e,
m(1⊗ a) = m(a⊗ 1) = m(e⊗ a) = m(a⊗ e) = α(a), ∀a ∈ b et, α(1) = 1, α(e) = e.
Sur l'espace vectoriel B engendré par l'espace vectoriel A et les genérateurs {e, 1},
on dé�nit les opérations données par :

∆(1) = (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e,
∆(a) = α(a)⊗ α(a), ∀a ∈ b,

ε ◦ α(a) = ε(a) = 1, ∀a ∈ b,

ε(1) = 2.

Alors, l'extension par linéarité nous permet d'a�rmer que les applications ∆ et ε
sont bien dé�nies pour tout élément de B. Si on suppose de plus que :

∀a, b, c ∈ b on a : m(a⊗ b) ∈ b,

∆(α(a)) = α2(a)⊗α2(a), ε(α(a)) = ε(α2(a)) = ε(a) = 1, et ε(m(m(a⊗b)⊗α(c))) = 1.
(3.2.1)

Alors, B deviendra une Hom-bialgèbre faible.
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Démonstration. Nous véri�ons que ∆ est Hom-coassociative : ∀a ∈ b.

(∆⊗ α)∆(a) = (∆⊗ α)(α(a)⊗ α(a)) = ∆(α(a))⊗ α2(a) = α2(a)⊗ α2(a)⊗ α2(a),

(α⊗∆)∆(a) = (α⊗∆)(α(a)⊗ α(a)) = α2(a)⊗ α2(a)⊗ α2(a), ∀a ∈ b \ {1}.
Nous avons aussi,

(∆⊗ α)∆(1) = ∆(1)⊗ 1−∆(1)⊗ e−∆(e)⊗ 1 + 2∆(e)⊗ e,
= 1⊗ 1⊗ 1− 1⊗ e⊗ 1− e⊗ 1⊗ 1 + 2e⊗ e⊗ 1− 1⊗ 1⊗ e+ 1⊗ e⊗ e,
+ e⊗ 1⊗ e− 2e⊗ e⊗ e− e⊗ e⊗ 1 + 2e⊗ e⊗ e,
= 1⊗ 1⊗ 1− 1⊗ e⊗ 1− e⊗ 1⊗ 1 + e⊗ e⊗ 1− 1⊗ 1⊗ e+ 1⊗ e⊗ e,
+ e⊗ 1⊗ e,
= (1− e)⊗ (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e⊗ e.

D'autre part :

(α⊗∆)∆(1) = 1⊗∆(1)− 1⊗∆(e)− e⊗∆(1) + 2e⊗∆(e),

= 1⊗ 1⊗ 1− 1⊗ e⊗ 1− e⊗ 1⊗ 1 + e⊗ e⊗ 1− 1⊗ 1⊗ e+ 1⊗ e⊗ e
+ e⊗ 1⊗ e,
= (1− e)⊗ (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e⊗ e.

Alors,
(∆⊗ α)∆(1) = (α⊗∆)∆(1).

Nous montrons la condition de compatibilité (3.0.11). En e�et :

(1⊗∆(1)) · (∆(1)⊗ 1) = (∆(1)⊗ 1) · (1⊗∆(1)),

= (1− e)⊗ (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e⊗ e.

En faisant les calculs prévues, on obtient que la relation (3.0.11) est satisfaite. Main-
tenant, nous a�rmons les identitées ∀a ∈ b

(ε⊗ id)∆(1) = ε(1)1− ε(1)e− ε(e)1 + 2ε(e)e = α(1),

(id⊗ ε)∆(1) = ε(1)1− ε(e)1− ε(1)e+ 2ε(e)e = α(1),

(ε⊗ id)∆(e) = ε(e)e = e = α(e),

(id⊗ ε)∆(e) = ε(e)e = e = α(e),

(ε⊗ id)∆(a) = ε(a)a = a = α(a),

(id⊗ ε)∆(a) = ε(a)a = a = α(a).

La comultiplication ∆ est dans ce cas un morphisme algèbre (3.0.8). En e�et :
∆(a) ·∆(1) = (α(a)⊗ α(a)) · (1⊗ 1− 1⊗ e− e⊗ 1 + 2⊗ 1⊗ 1) = α2(a)⊗ α2(a)−
α2(a)⊗α2(a)−α2(a)⊗α2(a)+2α2(a)⊗α2(a) = α2(a)⊗α2(a) = ∆(α(a)) = ∆(a ·1).

∆(a) ·∆(e) = (α(a)⊗α(a)) ·(e⊗e) = α(a) ·e⊗α(a) ·e = α2(a)⊗α2(a) = ∆(a ·e).

Soit a1, a2 ∈ b, ∆(a1) ·∆(a2) = (α(a1)⊗α(a1)) · (α(a2)⊗α(a2)) = α(a1) ·α(a2)⊗
α(a1) · α(a2) = α(a1 · a2)⊗ α(a1 · a2) = ∆(a1 · a2).
De la même manière, on véri�e que ε satisfait la condition faible (3.0.12).
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Proposition 3.2.2. Ètant donnée la Hom-bigèbre faible dé�nie dans le théorème
(3.2.1). Alors, elle ne peut être doter d'une structure d'algèbre Hom-Hopf faible.

Démonstration. Si on suppose que c'est vrai, nous aurons

m ◦ (αS)∆(x) = m ◦ (id⊗ S)(α(x)⊗ α(x)) = m(α(x)⊗ S(α(x))), ∀x ∈ A,

et

(ε⊗α)∆(1)(x⊗1) = (ε⊗α(1−e)⊗α(1−e)·(x⊗1)+(e⊗e)·(x⊗1) = (ε⊗α)(α(x)⊗e) = ε(α(x)e = e.

Alors, dans ce cas on doit avoir

α(x) · S(α(x)) = e.

Cette égalité n'est pas vraie pour tout x dans A, donc, c'est une contradiction avec
les hypothèses.

Corollaire 3.2.3. Soit (A,m, α) une algèbre Hom-associative multiplicative et uni-
taire où 1 est son unité et soit b une base de A. Nous supposons que pour tout
élément a, b ∈ A on a m(a ⊗ b) ∈ b, et qu'il existe un élément e dans A tel que :
m(e⊗a) = m(e⊗a) = α(a), ∀a ∈ b, et α(e) = e. Considérons les opérations dé�nies
par :

∆(1) = (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e,
∆(a) = α(a)⊗ α(a),∀a ∈ b,

ε(1) = 2,

ε ◦ α(a) = ε(a) = 1,∀a ∈ b, a ̸= 1,

et ∀a, b, c ∈ b nous avons,

∆(α(a)) = α2(a)⊗ α2(a), ε(α(a)) = ε(α2(a)) = 1, ε(m(m(a⊗ b)⊗ α(c))) = 1.

Alors, (A,m, 1,∆, ε, α) possède la structure de Hom-bialgèbre faible.

Démonstration. Il su�t de prouver que ∆ est un homomorphisme d'algèbre (voir la
preuve du théorème 3.2.1 :
∆(1) ·∆(1) = ∆(1 · 1) = ∆(1),
∆(1) ·∆(g) = [(1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e] • [α(a)⊗α(a)] = ∆(1 · a) = ∆(α(a)), ∀a ∈ b
∆(a1) ·∆(a2) = ∆(a1 • a2) = α(a1) · α(a2)⊗ α(a1) · α(a2), ∀a1, a2 ∈ b.

Corollaire 3.2.4. Soit (A,m, α) une algèbre Hom-associative multiplicative et uni-
taire de dimension n et 1 est son unité. Nous supposons qu'il existe une base b =
{ei}1≤i≤n de A ou e1 = 1 et les éléments {ei}2≤i≤n sont nilpotents d'ordre 2 qui
engendrent l'hyperplan avec une base orthogonale. Alors, il existe une structure de
Hom-bialgèbre sur A donnée par : pour tout entier �xé, k ∈ {2, · · ·n}, sur la base
orthogonale de l'hyperplan, {ei}2≤i≤n,

∆(1) = (1− α(ek))⊗ (1− α(ek)) + α(ek)⊗ α(ek),
∆(ei) = α(ei)⊗ α(ei), ∆(α(ei)) = α2(ei))⊗ α2(ei), i ∈ {2, · · ·n},
ε(1) = 2,

ε(ei) = ε(α(ei)) = ε(α2(ei)) = 1, i ∈ {2, · · ·n}
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Démonstration. Un simple calcul de routine.

Dans ce qui suit, on présente un résultat plus général.

Theorem 3.2.5. Soit (A,m, α) une algèbre Hom-associative multiplicative et uni-
taire d'unité e1 = 1 et de dimension �nie n. On �xe un entier p telle que : p ≤ n et
b = b1 ∪ b2 est une base de A avec, b1 = {ei}i=1,··· ,p. On suppose que :

m(ei ⊗ ej) = emax(i,j), ∀i, j = 2, · · · , p
m(ei ⊗ g) = m(g ⊗ ei) = α(g), ∀g ∈ b2.

α(ei) = ei,∀j = 1, · · · , p,
α(g) ∈ b2.

La comultiplication ∆ est la counité ε sont dé�nies par :

∆(ep) = ep ⊗ ep,
∆(ei) = (ei − ei+1)⊗ (ei − ei+1) + ∆(ei+1), ∀i, i = 1, · · · , p− 1,

∆(g) = α(g)⊗ α(g), ∀g ∈ b2,

ε(ei) = p− i+ 1, ∀i, i = 1, · · · , p,
ε(g) = 1, ∀g ∈ b2,

Ces hypothèses confèrent à A une structure de Hom-bialgèbre faible.

Démonstration. La sous Hom-bialgèbre engendrée par b1 est une Hom bialgèbre
faible, voir 3.0.8. Il su�t de véri�er dans ce cas uniquement les conditions pour les
éléments g de b2. On remarque que ∆(α(a)) = α2(g)⊗ α2(a),∀g ∈ b2. Il su�t dans
ce cas de montrer que ∆ est compatible avec la multiplication. En e�et, un simple
calcul nous assure que pour tout : g ∈ b2 que ∆ est compatible avec la multiplica-
tion :
∆(ep−i)·∆(g) = [(ep−i−ep−i+1)⊗(ep−i−ep−i+1)+(ep−i+1−ep−i+2)⊗(ep−i+1−ep−i+2)+
...+(ep−i+j−ep−i+j+1)⊗ (ep−i+j−ep−i+j+1)+ ...+(ep−1−ep)⊗ (ep−1−ep)+ep⊗ep] ·
(α(g)⊗α(g)) = ep ·α(g)⊗ep ·α(g) = α(g)⊗α(g) = ∆(ep−i ·g),∀g ∈ b2,∀i = 0...p−1.
Nous supposons que : i < k,
∆(ep−i) ·∆(ep−k) = [(ep−i − ep−i+1)⊗ (ep−i − ep−i+1) + (ep−i+1 − ep−i+2)⊗ (ep−i+1 −
ep−i+2)+ ...+(ep−i+j−ep−i+j+1)⊗ (ep−i+j−ep−i+j+1)+ ...+(ep−1−ep)⊗ (ep−1−ep)+
ep⊗ ep] · [(ep−k − ep−k+1)⊗ (ep−k − ep−k+1) + (ep−k+1− ep−k+2)⊗ (ep−k+1− ep−k+2) +
...+(ep−k+t−ep−k+t+1)⊗(ep−k+t−ep−k+t+1)+ ...+(ep−1−ep)⊗(ep−1−ep)+ep⊗ep] =
∆(ep−i) ·∆(ep−k) = [(ep−i − ep−i+1)⊗ (ep−i − ep−i+1) + (ep−i+1 − ep−i+2)⊗ (ep−i+1 −
ep−i+2) + ... + (ep−i+j − ep−i+j+1)⊗ (ep−i+j − ep−i+j+1) + ... + (ep−1 − ep)⊗ (ep−1 −
ep) + ep ⊗ ep = ∆(ep−i) = ∆(ep−i · ep−k), ∀ i, k = 0...p− 1.

Montrons que ε satisfait la version faible :
Supposons que : j ≤ k
ε(ei · ej • ek) = ε(ei · ek) = p−max(i, k) + 1,
D'autre façon :
ε(ei · (ej)(1))ε((ej)(2) · ek) = ε(ei · (ej − ej+1))ε((ej − ej+1) · ek)) + ε(ei · (ej+1 −
ej+2))ε((ej+1− ej+2) · ek)+ ε(ei · (ej+2− ej+3))ε((ej+2− ej+3) · ek))+ ...+ ε(ei. · (ek−
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ek+1))ε((ek−ek+1) ·ek)+ ...+ε(ei · (ep−1−ep))ε((ep−1−ep) ·ek)+ε(ei ·ep)ε((ep ·ek) =
ε(ei · (ek − ek+1))ε(ek − ek+1) + ε(ei · (ek+1− ek+2))ε(ek+1− ek+2) + ...+ ε(ei · (ep−1−
ep))ε(ep−1− ep)+ ε(ei · ep)ε(ep) = ε(ei · (ek− ek+1))+ ε(ei · (ek+1− ek+2))+ ...+ ε(ei ·
(ep−1−ep)+ε(ei ·ep) = ε(ei ·ek)−ε(ei ·ek+1)+ε(ei ·ek+1)−ε(ei ·ek+2)+ε(ei ·ek+2)+
...− ε(ei · ep−1) + ε(ei · ep−1)− ε(ei · ep) + ε(ei · ep) = ε(ei · ek) = p−max(i, k) + 1.
Si j > k, alors,
ε(ei · ej · ek) = ε(ei · ej) = p−max(i, j) + 1,
ε(ei·(ej)(1))ε((ej)(2)·ek) = ε(ei·(ej−ej+1))ε((ej−ej+1)·ek)+ε(ei·(ej+1−ej+2))ε((ej+1−
ej+2)·ek)+ε(ei·(ej+2−ej+3))ε((ej+2−ej+3)·ek)+...+ε(ei·(ep−1−ep)ε((ep−1−ep)·ek)+
ε(ei ·ep)ε(ep ·ek) = ε(ei ·(ej−ej+1))ε(ej−ej+1)+ε(ei ·(ej+1−ej+2))ε(ej+1−ej+2)+...+
ε(ei ·(ep−1−ep))ε(ep−1−ep)+ε(ei ·ep)ε(ep) = ε(ei ·(ej−ej+1))+ε(ei ·(ej+1−ej+2))+
...+ε(ei ·(ep−1−ep))+ε(ei ·ep) = ε(ei ·ej)−ε(ei ·ej+1)+ε(ei ·ej+1)−ε(ei ·ej+2)+ε(ei ·
ej+2)+ ...−ε(ei ·ep−1)+ε(ei ·ep−1)−ε(ei ·ep)+ε(ei ·ep) = ε(ei ·ej) = p−max(i, j)+1.
Les autres conditions sont obtenues par des calculs directs.

Theorem 3.2.6. Soit (A,m) une algèbre unitaire d'unité e2 et α est un endomor-
phisme d'algèbre dé�ni sur A. On suppose que la multiplication est donnée relative-
ment à la base {ei}i=2,··· ,n par : m(ei⊗ ej) = emax(i,j), i, j = 2, · · · , n et α(e2) = e2.

Soit B l'espace vectoriel résultant de l'adjonction d'une seconde unité e1 = 1 à
A. On suppose que la comultiplication et la counité ont pour expression

∆(en) = α(en)⊗ α(en),
∆(ei) = (α(ei)− α(ei+1))⊗ (α(ei)− α(ei+1)) + ∆(ei+1), ∀i, i = 1, · · ·n− 1,

ε(ei) = n− i+ 1, ∀i, i = 1, · · ·n,

alors, sous ces hypothèses, B a une structure de Hom-bialgèbre faible.

Démonstration. Il est facile de voir que α est un morphisme d'algèbre. m(ei⊗ e1) =
m(e1 ⊗ ei) = α(emax(i,1)) = α(ei),
m(α(ei)⊗m(ej⊗ek)) = m(α(ei)⊗α(emax(j,k))) = α◦m(ei⊗emax(j,k)) = α2(emax(i,j,k)).
D'autre part,
m(m(ei⊗ej)⊗α(ek)) = m(α(emax(i,j))⊗α(ek)) = α◦m(emax(i,j)⊗ek) = α2(emax(i,j,k)).
Ainsi, m est Hom-associative en respectant la multiplicativité avec α. Maintenant,
montrons par induction la Hom-coassociativité.
(∆⊗ α)∆(en) = (∆⊗ α)(α(en)⊗ α(en)) = α2(en)⊗ α2(en)⊗ α2(en),
On suppose que la propriété est vraie au rang i+1 et prouvons qu'elle est vraie aussi
au rang i.

(α⊗∆)∆(ei) = (α⊗∆)(α(ei)− α(ei+1))⊗ (α(ei)− α(ei+1)) + (α⊗∆)∆(ei+1),

= (α2(ei)− α2(ei+1))⊗ (∆(α(ei))−∆(α(ei+1))) + (∆⊗ α)∆(ei+1),

= (α2(ei)− α2(ei+1))⊗ (α2(ei)− α2(ei+1))⊗ (α2(ei)− α2(ei+1)) + (∆⊗ α)∆(ei+1),

D'autre part :
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(∆⊗ α)∆(ei) = (∆⊗ α)(α(ei)− α(ei+1))⊗ (α(ei)− α(ei+1)) + (∆⊗ α)∆(ei+1),

= (∆(α(ei))⊗ (α2(ei)− α2(ei+1))−∆(α(ei+1))) + (∆⊗ α)∆(ei+1),

= (α2(ei)− α2(ei+1))⊗ (α2(ei)− α2(ei+1))⊗ (α2(ei)− α2(ei+1)) + (∆⊗ α)∆(ei+1),

= (α⊗∆)∆(ei),

Ce qui con�rme que ∆ est Hom-coassociative.
Nous prouvons dans ce qui suit que la multiplication m est compatible avec la struc-
ture de Hom-coalgèbre.
On suppose que i < k,
∆(ep−i) · ∆(ep−k) = [(α(ep−i) − α(ep−i+1)) ⊗ (α(ep−i) − α(ep−i+1)) + (α(ep−i+1) −
α(ep−i+2))⊗ (α(ep−i+1)− α(ep−i+2)) + ...+ (α(ep−i+j)− α(ep−i+j+1))⊗ (α(ep−i+j)−
α(ep−i+j+1))+ ...+(α(ep−1)−α(ep))⊗ (α(ep−1)−α(ep))+α(ep)⊗α(ep)] · [(α(ep−k)−
α(ep−k+1))⊗(α(ep−k)−α(ep−k+1))+(α(ep−k+1)−α(ep−k+2))⊗(α(ep−k+1)−α(ep−k+2))+
...+(α(ep−k+t)−α(ep−k+t+1))⊗ (α(ep−k+t)−α(ep−k+t+1))+ ...+(α(ep−1)−α(ep))⊗
(α(ep−1)− α(ep)) + α(ep)⊗ α(ep)] = (α(ep−i)− α(ep−i+1))⊗ (α(ep−i)− α(ep−i+1)) +
(α(ep−i+1)− α(ep−i+2))⊗ (α(ep−i+1)− α(ep−i+2)) + ...+ (α(ep−i+j)− α(ep−i+j+1))⊗
(α(ep−i+j)−α(ep−i+j+1))+ ...+(α(ep−1)−α(ep))⊗(α(ep−1)−α(ep))+α(ep)⊗α(ep) =
∆(ep−i) = ∆(ep−i · ep−k), ∀i, k = 0, . . . , p− 1.

Maintenant, nous prouvons la compatibilité avec la counité :
(id ⊗ ε)∆(en) = (id ⊗ ε)(α(en) ⊗ α(en)) = ε(en)α(en) = α(en). Une autre fois par
induction, on suppose que la propriété vraie pour i+1 et donnons la preuve pour i.
(id ⊗ ε)∆(ei) = (id ⊗ ε)[(α(ei) − α(ei+1) ⊗ α(ei − α(ei+1))] + (id ⊗ ε)∆(ei+1) =
(α(ei)− α(ei+1))(ε(ei)− ε(ei+1)) + α(ei+1)) = α(ei).

(ε ⊗ id)∆(ei) = (ε ⊗ id)[(α(ei) − α(ei+1) ⊗ α(ei − α(ei+1))] + (ε ⊗ id)∆(ei+1) =
(ε(ei)− ε(ei+1))(α(ei)− α(ei+1)) + α(ei+1)) = α(ei).
La condition faible de la counité se véri�e facilement.

Proposition 3.2.7. Sous les hypothèses du corollaire (3.2.6), il existe n− 1 struc-
tures de bialgèbre associées à A deux à deux non isomorphes. On prend j tel que
j = 2, · · · , n. La structure de la Hom-coalgèbre est dé�nie par :
∆(e1) = (α(e1) − α(e2)) ⊗ (α(e1) − α(e2)) + (α((e2) − α(e3)) ⊗ (α((e2) − α(e3)) +
...+ (α((ej−1)− α(ej))⊗ (α(ej−1)− α(ej)) + α(ej)⊗ α(ej),
Si i<j,
∆(ei) = (α(ei) − α(ei+1) ⊗ (α(ei) − α(ei+1)) + ... + (α(ej−1) − α(ej) ⊗ (α(ej−1) −
α(ej) + α(ej)⊗ α(ej).
Si i=j,
∆(ej) = α(ej)⊗ α(ej).
Si p ≥ i > j,
∆(ei) = (α(ei)− α(ei+1))⊗ (α(ej + α(ej))⊗ (α(ei)− α(ei+1)),
et ε(ei) = α ◦ ε(ei) = j − i+ 1, i = 1, · · · , j − 1.
ε(ej) = α ◦ ε(ej) = 1 et ε(ei) = α ◦ ε(ei) = 0, i = j + 1, · · · , n.
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Démonstration. Pour tout j tel que j = 2, · · · , n, on considère la structure de Hom-
bialgèbre faible dé�nie ci-dessus. La vérifcation est similaire au thèoréme 3.2.6.

Corollaire 3.2.8. Il existe une structure de Hom-bialgèbre faible pour une Hom-
algèbre associative quelconque engendré par n éléments orthogonaux nilpotents d'ordre
deux.

Theorem 3.2.9. Soient (A,m, η,∆, ε, α) une Hom-bialgèbre et e2 est l'unité. Nous
considérons l'ensemble B résultant de l'adjonction de l'unité e1 à A qui respecte la
multiplication. Supposons que,

α(e1) = e1, α(e2) = e2,

m(e1 ⊗ e1) = e1,m(e1 ⊗ e2) = m(e2 ⊗ e1) = m(e2 ⊗ e2) = e2,

∆(e1) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + e2 ⊗ e2, (3.2.2)

ε(e1) = 2.

Alors, B devient une Hom-bialgèbre faible.

Démonstration. La condition (1.7) est satisfaite, voir Théorème 2.1.9. Ainsi, nous
avons,
(ε⊗ id)∆(e1) = ε(e1)e1 − ε(e1)e2 − ε(e2)e2 + 2ε(e1)e1 = 1,

(id⊗ ε)∆(e1) = ε(e1)e1 − ε(e1)e2 − ε(e2)e2 + 2ε(e2)e2 = 1,

ε(e1 · e1 · e1) = ε(e1 · e1)ε(e1 · e1)− ε(e1 · e1)ε(e2 · e1)− ε(e1 · e2)ε(e1 · e1) + ε(e1 ·
e2)ε(e2 · e1) = ε(e1)ε(e1)− ε(e1)ε(e2)− ε(e2)ε(e1) + 2ε(e2)ε(e2) = 4− 2− 2 + 2 = 2,

ε(ei ·e1 ·e1) = ε(ei ·e1)ε(e1 ·e1)−ε(ei ·e1)ε(e2 ·e1)−ε(ei ·e2)ε(e1 ·e1)+2ε(ei ·e2)ε(e2 ·
e1) = ε(ei)ε(e1)−ε(ei)ε(e2)−ε(ei)ε(e1)+2ε(ei)ε(e2) = 2ε(ei)−ε(ei)−2ε(ei)+2ε(ei) =
ε(ei),
ε(e1 · ei · e1) = ε(ei · e1) = ε(ei),

ε(e1 · ei · e1) = ε(e2 · ei · e2) = ε(e2 · ei(1))ε(ei(2) · e2) = ε(e1 · ei(1))ε(ei(2) · e1) =
ε(e1 · ei(2))ε(ei(1) · e1).

On suppose que : i, k ̸= 1,

ε(ei · e1 · ek) = ε(ei · ek) = ε(ei)ε(ek),
ε(ei·e1·ek) = ε(ei·e1)ε(e1·ek)−ε(ei·e1)ε(e2·ek)−ε(ei·e2)ε(e1·ek)+2ε(ei·e2)ε(e2·ek) =
2ε(ei)ε(ek)− ε(ei)ε(ek)− ε(ei)ε(ek) + 2ε(ei)ε(ek) = ε(ei)ε(ek).

Remarque 3.2.10. La counité de B n'est pas un morphisme algèbre et dimB =
dimA+ 1.

Corollaire 3.2.11. Soient (A,m, η,∆, ε, α) une Hom-bialgèbre faible et u est son
unité. Soit B le résultat de l'adjonction successive à A des éléments unitaires e et 1
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respectant la multiplication qui peut s'étendre par linéarité dans B.
On suppose que :

α(1) = 1, α(e) = e, α(u) = u,

m(1⊗ 1) = 1,m(e⊗ 1) = m(1⊗ e) = m(e⊗ e) = e,

m(1⊗ u) = m(u⊗ 1) = m(u⊗ e) = m(e⊗ u) = m(u⊗ u) = u,

∆(1) = 1⊗ (e− u) + u⊗ (1− 2e+ 2u),

∆(e) = e⊗ (e− u) + u⊗ (2u− e),
ε(1) = 2, ε(e) = 2.

Alors, B est une Hom-bialgèbre faible.

La counité de B obtenue dans le corollaire n'est pas un morphisme d'algèbre.

Corollaire 3.2.12. Soient (A,m, η,∆, ε, α) une Hom-bialgèbre faible et u est son
unité. Soit B le résultat de l'adjonction successive à A de deux èlèment e et 1 pour
la multiplication. On pose :

α(1) = 1, α(e) = e, α(u) = u,

m(1⊗ 1) = 1,m(e⊗ 1) = m(1⊗ e) = m(e⊗ e) = e,

m(1⊗ u) = m(x⊗ 1) = m(u⊗ e) = m(e⊗ u) = m(u⊗ u) = u,

∆(1) = (1− e)⊗ (1− e) + (e− u)⊗ (e− u) + u⊗ u,
∆(e) = (e− u)⊗ (e− u) + u⊗ u,
ε(1) = 3, ε(e) = 2.

Alors, B est une structure de Hom-bigèbre faible.

Remarque 3.2.13. La counité de la bigébre B n'est pas un morphisme d'algèbre.

Theorem 3.2.14. Soient B une bialgèbre et B′ = span{B, e, 1} une bialgèbre faible
obtenue par la construction du théorème de Kaplansky. En appliquant la construction
Twist à B, alors, La construction version Hom de type Kaplansky obtenue est équi-
valente à la Hom-algèbre obtenue en appliquant la construction Twist à la structure
bialgèbre B′.

Démonstration. Si B est la structure de bialgèbre alors, la structure de bialgèbre
faible B′ = span{B, e, 1} est obtenue en ajoutant ∆(1) = (1 − e) ⊗ (1 − e) + e ⊗
e,∆(e) = e⊗ e, ε(1) = 2, ε(e) = 1.
Maintenant, nous construirons la structure Hom-bialgèbre à partir du morphisme
de bialgèbre β. En �xant

β(1) = 1, β(e) = e,mβ(x, y) = β(x) · β(y),∆β(x) = ∆ ◦ β(x),∀x ∈ B,

ce qui mène à la structure de Hom-bialgèbre (B′,mβ, η, ε,∆β).
D'autre part, on prend B et on applique la construction Twist avec β. On obtient la
structure de Hom-bialgèbre (B,mβ, η, ε,∆β, β), avec mβ(x · y) = β(x) · β(y) et
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∆β = ∆ ◦ β, ε ◦ β = ε. Pour la dernière structure, nous e�ectuons la construction
Kaplansky, voir le Théorème 2.1. Par conséquent,

B′ = span{B, e, 1}, β(1) = 1, β(e) = e,

∆β(1) = ∆ ◦ β(1) = ∆(1) = (1− e)⊗ (1− e) + e⊗ e,
∆β(e) = ∆ ◦ β(e) = ∆(e) = e⊗ e,

ε ◦ β = ε.

Ce qui montre qu'on a la même structure de la Hom-bialgèbre faible donnée ci-
dessus.
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Chapitre 4

Classi�cation
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Dans cette partie, on décrit les variétés algébriques des bialgèbres faibles et al-
gèbres Hopf faibles par l'action du groupe linéaire. On établit la classi�cation en
dimension 2 et 3. De plus nous calculons pour chaque classe son groupe d'automor-
phisme à un isomorphisme prés.

4.1 Variété algèbrique de bialgèbres faibles

Soit A un espace vectoriel de dimension n sur le corps K et b = {e1, · · · , en} une
base associée à A.

Soit H = (A,m, η,∆, ε) (resp. H = (A,m, η,∆, ε, S)) une bialgèbre faible (resp.
une algèbre Hopf faible), où m représente la multiplication, η l'unité , ∆ la comulti-
plication, ε la counité et en�n S l'antipode, exprimés, respectivement dans la base
b, par :

m(ei, ej) =
n∑

k=1

Ck
i,jek, ∆(ek) =

n∑
i,j=1

Di,j
k ei ⊗ ej, ε(ek) = fk, S(ei) =

n∑
i,j=1

si,jej.

La collection {Ck
i,j, D

i,j
k , fk : i, j, k = 1, · · · , n} dé�nit l'ensemble des constantes

de structure d'une bialgèbre faible H, respectivement d'une algèbre de Hopf faible
dans la base b.

Chaque bialgèbre faible de dimension n, respectivement une algèbre de Hopf
faible de dimension n s'identi�e à un point de K2n3+n, déterminée par la collection
{Ck

i,j, D
i,j
k , fk : i, j, k = 1, · · · , n} ∈ K2n3+n, en satisfaisant pour i, j, k, s ∈ {1, .., n}

les équations suivantes :

n∑
ℓ=1

Cℓ
i,jC

s
ℓ,k − Cs

i,ℓC
l
j,k = 0, (4.1.1)

Cj
1,i = Cj

i,1 = δij (4.1.2)

ou δij est le symbole de Kronecker,

n∑
ℓ=1

Dℓ,k
s Di,j

ℓ −D
i,ℓ
s D

j,k
ℓ = 0, (4.1.3)

Dk,j
i fk = Dj,k

i fk = δi,j, (4.1.4)
n∑

ℓ=1

(Cℓ
i,jD

s,k
ℓ −

n∑
p,q,m=1

Dℓm
i Dp,q

j Cs
ℓ,pC

k
m,q) = 0, (4.1.5)

n∑
ℓ=1

(Dℓ,j
1 Ds,k

ℓ −
n∑

m=1

Dℓ,j
1 Ds,m

1 Ck
ℓ,m) = 0, (4.1.6)

n∑
ℓ,m=1

(Cℓ
i,jC

m
ℓ,kfm −

n∑
p,q=1

Dℓ,m
j Cp

i,ℓC
q
m,kfpfq) = 0. (4.1.7)
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Nous notons par BFn l'ensemble des bialgèbres de dimension n. Le système
d'équations de BFn le dote d'une structure de variété algébrique a�ne plongée dans
K2n3+n.

De façon similaire, une algèbre de Hopf faible de dimension n donnée par :
H = (A,m, η,∆, ε, S) est déterminée, dans une base donnée, par la collection des
constantes de structure suivantes.
{Ck

i,j, D
i,j
k , fk, si,j : i, j, k = 1, · · · , n} ∈ K2n3+n2+n, satisfaisant les équations

(4.1.1)-(4.1.7), et en plus, on a les équations suivantes :
pour i, j ∈ {1, .., n}

n∑
t,r,k=1

Dt,k
i sk,rC

j
t,r −

n∑
t,k=1

Dt,j
1 C

k
t,ifk = 0, (4.1.8)

n∑
t,r,k=1

Dk,t
i sk,rC

j
r,t −

n∑
t,k=1

Dj,t
1 C

k
i,tfk = 0, (4.1.9)

n∑
p,q,k,r,m,ℓ,t=1

Dp,q
i Dk,r

p sr,msq,ℓC
t
m,rC

j
t,ℓ − si,j = 0. (4.1.10)

Nous notons par : HFn l'ensemble des algèbres de Hopf faibles de dimension n.
On dé�nit l'action du groupe linéaire sur la variété algébrique des bialgèbres faibles
BFn et de même sur la variété algébrique des algèbres de Hopf faibles HFn par :

GLn(K)× BFn → BFn,

(g,H) 7−→ g · H.

Cette action est déterminée pour tout x, y dans H par :

(g ·m)(x⊗ y) = g−1(m(g(x)⊗ g(y))),
(g ·∆)(x) = g−1 ⊗ g−1(∆g(x)),
(g · ε)(x) = ε(g(x)).

L'action sur l'antipode est donnée par :

g · S = g−1 ◦ S ◦ g.

L'orbite de la bialgèbre faible (resp. l'algèbre de Hopf faible) H décrit à un
isomorphisme prés la classe :

ϑ(H) = {g · H : g ∈ GLn(K)}.

le stabilisateur de H est donné par :

stab(H) = {g ∈ GLn(K) : g · H = H},

ce qui correspond au groupe automorphisme de H.

Nous avons : dim ϑ(H) = n2 − dim Aut(H).
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4.2 Classi�cations et groupes d'automorphismes

Dans cette section, on établit la classi�cation, à isomorphisme prés, des bialgèbres
faibles et des algèbres de Hopf faibles de dimension 2 et 3. Ce travail a été publier
dans les Actes des journées scienti�ques Algéro-Françaises en physique théorique et
mathématiques en 2006 Voir [11].

4.2.1 Classi�cation des algèbres associatives

La classi�cation des algèbres associatives de dimension n est connue pour : n ≤ 5,
([18], [33]). Nous rappelons les résultats dans les dimensions 2 et 3. Soit {e1, · · · , en}
une base de l'espace vectoriel sous-jasent.

Proposition 4.2.1. Toute algèbre associative de dimension 2 est isomorphe à l'une
des algèbres suivantes :

m2
1(e1, e1) = e1, m

2
1(e1, e2) = e2, m

2
1(e2, e1) = e2, m

2
1(e2, e2) = 0,

m2
2(e1, e1) = e1, m

2
2(e1, e2) = e2, m

2
2(e2, e1) = e2, m

2
2(e2, e2) = e2.

Proposition 4.2.2. Toute algèbre associative de dimension 3 est isomorphe à l'une
des algèbres suivantes :

m3
1(e1, e1) = e1, m

3
1(e1, e2) = e2, m

3
1(e2, e1) = e2, m

3
1(e2, e2) = e2, m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3, m

3
1(e2, e3) = e3, m

3
1(e3, e2) = e3, m

3
1(e3, e3) = e3,

m3
2(e1, e1) = e1, m

3
2(e1, e2) = e2, m

3
2(e2, e1) = e2, m

3
2(e2, e2) = e2, m

3
2(e1, e3) = e3,

m3
2(e3, e1) = e3, m

3
2(e2, e3) = e3, m

3
2(e3, e2) = e3, m

3
2(e3, e3) = 0,

m3
3(e1, e1) = e1, m

3
3(e1, e2) = e2, m

3
3(e2, e1) = e2,m

3
3(e2, e2) = e2, m

3
3(e1, e3) = e3,

m3
3(e3, e1) = e3, m

3
3(e2, e3) = 0, m3

3(e3, e2) = 0, m3
3(e3, e3) = 0,

m3
4(e1, e1) = e1, m

3
4(e1, e2) = e2, m

3
4(e2, e1) = e2, m

3
4(e2, e2) = 0, m3

4(e1, e3) = e3,

m3
4(e3, e1) = e3, m

3
4(e2, e3) = 0, m3

4(e3, e2) = 0, m3
4(e3, e3) = 0,

m3
5(e1, e1) = e1, m

3
5(e1, e2) = e2, m

3
5(e2, e1) = e2, m

3
5(e2, e2) = e2, m

3
5(e1, e3) = e3,

m3
5(e3, e1) = e3, m

3
5(e2, e3) = e3, m

3
5(e3, e2) = 0, m3

5(e3, e3) = 0.
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4.2.2 Classi�cation des algèbres de Hopf

Les orbites de Hopfn correspondent aux classes d'isomorphisme. La classi�cation
complète des algèbres de Hopf n'est pas connue. Néanmoins, il y a de nombreux
résultats de classi�cation en dimensions �nies. Pour une dimension de l'algèbre n
�xée, la classi�cation est établie pour
−n = p (p premier),
−n = p2 (p premier),
� Pour de petites dimensions n, n < 14, n = 15, 21, 35.
De plus, des résultats substantiels sont connus pour certaines classes comme les

algèbres de Hopf pointées, et les algèbres de Hopf triangulaires (Etingof voir [17]).
Dans la suite, nous allons utiliser les notations suivantes : Zn désigne le groupe

cyclique à n éléments, Dn le groupe diédral, Sn le groupe symétrique , H4 le groupe
des quaternions et Al le groupe alterné. On note aussi KG l'algèbre de Hopf du
groupe �ni G et (KG)∗ son algèbre de Hopf duale.

Theorem 4.2.3. ([61]) Toute algèbre de Hopf de dimension p, où p est un nombre
premier, est isomorphe à l'algèbre de groupe K[Zp].

Theorem 4.2.4. Toute algèbre de Hopf de dimension p2, où p est un nombre pre-
mier, est isomorphe à l'une des algèbres de Hopf suivantes :

1. K[Zp2 ]
2. K[Zp]×K[Zp]
3. Tp2 algèbre de Hopf de Taft-Sweedler.

Theorem 4.2.5. Si H est une algèbre de Hopf de dimension n ≤ 13, alors H est
isomorphe à l'une des algèbres de Hopf suivantes :

� n ∈ {2, 3, 5, 7, 11, 13}
Comme la dimension est un nombre premier alors il y a que l'algèbre de groupe

KZn .
� n=4
Il y a 3 classes d'isomorphisme, l'algèbre de Hopf semi-simple KZ4 et K(Z2× Z2)

, l'algèbre de Taft-Sweedler T4.
� n = 6

KZ6, KS3 et (KS3)
∗.

� n = 8

les algèbres de Hopf semi-simples sont : K(Z2 × Z2 × Z2), K(Z2 × Z4), KZ8,
KD4, KD4)

∗, K H4, (K H4)
∗ et A8, où A8 est dé�nie par :

K < x, y, z >

< x2 − 1, y2 − 1, z2 − 1
2
(1 + x+ y − xy), xy − yx, zx− yz, zy − xz >

. (4.2.1)

la structure de coalgèbre ∆, ε et l'antipode S sont déterminées par

∆(x) = x⊗ x, ∆(y) = y ⊗ y, ∆(z) =
1

2
(1⊗ 1 + 1⊗ x+ y ⊗ 1− y ⊗ x)(z ⊗ z),

ε(x) = ε(y) = ε(z) = 1,

S(x) = x, S(y) = y, S(z) = z.
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Les algèbres de Hopf qui ne sont pas semi-simples sont :
1.

AC2 =
K < x, y, g >

< g2 − 1, x2, y2, gx+ xg, yg + gy, xy + yx >
, (4.2.2)

la structure de coalgèbre et l'antipode sont déterminées par :

∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x, ∆(y) = y ⊗ g + 1⊗ y,
ε(x) = ε(y) = 0, ε(g) = 1.

S(x) = −gx, S(y) = −gy, S(g) = g.

2.

A′
C4

=
K < x, g >

< g4 − 1, x2, gx+ xg >
, (4.2.3)

la structure de coalgèbre et l'antipode sont déterminées par :

∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1,

S(x) = −xg3, S(g) = g3.

3.

AȷC4 =
K < x, g >

< g4− 1, x2− g2 + 1, gx+ xg >
, (4.2.4)

la structure de coalgèbre et l'antipode sont déterminées par :

∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1,

S(x) = −xg3, S(g) = g3.

4.

A′′′
C4,q

=
K < x, g >

< g4− 1, x2, gx− qxg >
, (4.2.5)

où q est la racine primitive de l'unité d'ordre 4.
la structure de coalgèbre et l'antipode sont déterminées par :

∆(g) = g ⊗ g,∆(x) = x⊗ g2 + 1⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1,

S(x) = −xg3, S(g) = g3.

5. (AȷC4)
∗ .

6.
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AC2×C2 =
K < g, h, x >

< g2 − 1, h2 − 1, x2, gx+ xg, hx+ xh, gh− hg >
, (4.2.6)

la structure de coalgèbre et l'antipode sont déterminées par :

∆(g) = g ⊗ g,∆(h) = h⊗ h,∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = ε(h) = 1,

S(g) = g, S(h) = h, S(x) = −xg.

� n = 9

KZ9, K(Z3 × Z3) et l'algèbre de Taft T9.
� n = 10

KZ10, KD5 et (KD5)
∗.

� n = 12

Les algèbres de Hopf semi-simples sont : KZ12 , K(Z6×Z2), K(Z4×Z3), KD6,
(KD6)

∗,Al4, (Al4)∗,A+ et A−,
où A+ et A− sont dé�nies comme des KS3-anneaux engendrés par v et les rela-

tions :

v2 = v, av = va (a ∈ KS3), (4.2.7)

la structure de coalgèbre ∆, ε et l'antipode S de A+ (resp. A− ) sont déterminées
par :

∆(σ) = σv ⊗ σ + σ(1− v)⊗ σ2,
∆(τ) = τ ⊗ τ(resp.∆(τ) = τv ⊗ τ + τ(1− v)⊗ τ(2v − 1)),

∆(v) = v ⊗ v + (1− v)⊗ (1− v),
ε(σ) = ε(τ) = ε(v) = 1,

S(σ) = σ(1− v) + σ2v, S(τ) = τ(resp.S(τ) = τ(2v − 1)), S(v) = v.

Les algèbres de Hopf qui ne sont pas semi-simples sont :
1.

A0 =
K < x, g >

< g6− 1, x2, gx+ xg >
, (4.2.8)

la structure de coalgèbre et l'antipode sont déterminées par :

∆(g) = g ⊗ g,∆(x) = x⊗ 1 + g ⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1.

S(g) = g − 1, S(x) = −xg

2.

A1 =
K < x, g >

< g6− 1, x2 + g2− 1, gx+ xg >
, (4.2.9)
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la structure de coalgèbre et l'antipode sont déterminées par :

∆(g) = g ⊗ g,∆(x) = x⊗ 1 + g ⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1,

S(g) = g − 1, S(x) = −xg.

3.

B0 =
K < x, g >

< g6− 1, x2, gx+ xg >
, (4.2.10)

la structure de coalgèbre et l'antipode sont déterminées par :

∆(g) = g ⊗ g,∆(x) = x⊗ 1 + g3⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1,

S(g) = g − 1, S(x) = −xg.

4.

B1 =
K < x, g >

< g6 − 1, x2, gx− qxg >
, (4.2.11)

où q est la racine primitive de l'unité d'ordre 6.
La structure de coalgèbre et l'antipode sont déterminées par :

∆(g) = g ⊗ g,∆(x) = x⊗ 1 + g3 ⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1,

S(g) = g − 1, S(x) = −x.g.

4.2.3 Composantes irréductibles

Une composante de la variété algébrique Hopfn est dite irréductible si elle ne
se décompose pas comme une réunion de deux sous-variétés algébriques. Les résul-
tats suivants précisent les composantes irréductibles dans les variétés algébriques
correspondantes aux classi�cations citées ci-dessus.

Theorem 4.2.6. Toute algèbre de Hopf dans Hopfp ou Hopfp2 , p premier, est
rigide, c'est à dire que son orbite pour l'action du groupe linéaire est un ouvert de
Zariski. De plus, la variété Hopfp est formée d'une seule orbite et Hopfp2 est une
union de (p+ 1) orbites ouvertes de Zariski.

Dans la suite, nous allons construire en dimension 2 et 3 les bialgèbres faibles et
les algèbres de Hopf faibles en se basant sur la classi�cation des algèbres associatives
précédentes. Tous les calculs sont faits en utilisant un logiciel de calcul formel, ici
Mathematica.
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4.2.4 Classi�cation en dimension 2 des bialgèbres faibles et
des algèbres de Hopf faibles

Soient {e1, e2} une base de A = C2.

Proposition 4.2.7. Toutes bialgèbre faible de dimension 2 est isomorphe, à un
isomorphisme prés, à l'une des bialgèbres faibles suivantes :

1.
m2

2(e1, e1) = e1,m
2
2(e1, e2) = e2,m

2
2(e2, e1) = e2,m

2
2(e2, e2) = e2,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e2 ⊗ e2,
ε(e1) = 1, ε(e2) = 1.

2.
m2

2(e1, e1) = e1,m
2
2(e1, e2) = e2,m

2
2(e2, e1) = e2,m

2
2(e2, e2) = e2,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2)⊗+e2 ⊗ e2,
ε(e1) = 1, ε(e2) = 1.

3.
m2

2(e1, e1) = e1,m
2
2(e1, e2) = e2,m

2
2(e2, e1) = e2,m

2
2(e2, e2) = e2,

∆(e1) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + e2 ⊗ e2,
∆(e2) = e2 ⊗ e2,
ε(e1) = 2, ε(e2) = 1.

De la classi�cation précédente, nous tirons les classes des algèbres de Hopf faibles.

Proposition 4.2.8. Il existe, à un isomorphisme près, deux classes d'algèbres de
Hopf faibles en dimension 2 dont leurs expressions sont :

1.
m2

2(e1, e1) = e1,m
2
2(e1, e2) = e2,m

2
2(e2, e1) = e2,m

2
2(e2, e2) = e2,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + e2 ⊗ e2,
ε(e1) = 1, ε(e2) = 1,
S(e1) = e1, S(e2) = e2.

2.
m2

2(e1, e1) = e1,m
2
2(e1, e2) = e2,m

2
2(e2, e1) = e2,m

2
2(e2, e2) = e2,

∆(e1) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + e2 ⊗ e2,
∆(e2) = e2 ⊗ e2,
ε(e1) = 2, ε(e2) = 1,
S(e1) = e1, S(e2) = e2.

4.2.5 Classi�cation des bialgèbres faibles et des algèbres de
Hopf faibles tridimensionnelles

Soit A = C3 un espace vectoriel tridimensionnel dont la base est : {e1, e2, e3}.
Nous exhibons toutes les bialgèbres faibles tridimensionnelles. Ensuite, nous spéci-
�ons celles d'entre elles correspondantes à une algèbre de Hopf faible.
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Proposition 4.2.9. Toute bialgèbre faible tridimensionnelle est isomorphe à l'une
des bialgèbres faibles suivantes, à un isomorphisme prés.

1.
m3

1(e1, e1) = e1,m
3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e1 ⊗ (e1 − e3) + e2 ⊗ (2e3 − e2) + e3 ⊗ (2e2 − e3 − e1),
∆(e3) = e1 ⊗ (e2 − e3) + e2 ⊗ (e1 − 2e2 + e3) + e3 ⊗ (e2 + e3 − e1),
ε(e1) = ε(e2) = ε(e3) = 1.

2.
m3

1(e1, e1) = e1,m
3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e2 ⊗ e2,
∆(e3) = e3 ⊗ e3,
ε(e1) = ε(e2) = ε(e3) = 1.

3.
m3

1(e1, e1) = e1,m
3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e2 ⊗ e2,
∆(e3) = (e2 − e3)⊗ e3 + e3 ⊗ (e2 − e3),
ε(e1) = ε(e2) = 1, ε(e3) = 0.

4.

m3
1(e1, e1) = e1,m

3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = (e2 − e3)⊗ e3 + e3 ⊗ e2,
∆(e3) = e3 ⊗ e3,
ε(e1) = ε(e2) = ε(e3) = 1.

5.
m3

1(e1, e1) = e1,m
3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e2 ⊗ e2 + (e1 − e2)⊗ e3,
∆(e3) = (e1 − e3)⊗ e3 + e3 ⊗ e2,
ε(e1) = ε(e2) = 1, ε(e3) = 0.

6.
m3

1(e1, e1) = e1,m
3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ (e1 − e2),
∆(e3) = e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 − e3 ⊗ e3,
ε(e1) = ε(e2) = ε(e3) = 1.
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7.

m3
1(e1, e1) = e1,m

3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + e2 ⊗ e2,
∆(e3) = e3 ⊗ e3,
ε(e1) = ε(e2) = ε(e3) = 1.

8.

m3
1(e1, e1) = e1,m

3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + e2 ⊗ e2,
∆(e2) = e2 ⊗ e2,
∆(e3) = e3 ⊗ e3,
ε(e1) = 2, ε(e2) = 1, ε(e3) = 1.

9.

m3
1(e1, e1) = e1,m

3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + e2 ⊗ e2,
∆(e2) = e2 ⊗ e2,
∆(e3) = (e2 − e3)⊗ e3 + e3 ⊗ (e2 − e3),
ε(e1) = 2, ε(e2) = 1, ε(e3) = 0.

10.

m3
1(e1, e1) = e1,m

3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + (e2 − e3)⊗ (e2 − e3) + e3 ⊗ e3,
∆(e2) = (e2 − e3)⊗ (e2 − e3) + e3 ⊗ e3,
∆(e3) = e3 ⊗ e3,
ε(e1) = 3, ε(e2) = 2, ε(e3) = 1.

11.

m3
1(e1, e1) = e1,m

3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = e1 ⊗ (e2 − e3) + e3 ⊗ (e1 − 2e2 + 2e3),
∆(e2) = (e2 − e3)⊗ (e2 − e3) + e3 ⊗ e3,
∆(e3) = e3 ⊗ e3,
ε(e1) = 2, ε(e2) = 2, ε(e3) = 1.

12.

m3
2(e1, e1) = e1,m

3
2(e1, e2) = e2,m

3
2(e2, e1) = e2,m

3
2(e2, e2) = e2,m

3
2(e1, e3) = e3,

m3
2(e3, e1) = e3,m

3
2(e2, e3) = e3,m

3
2(e3, e2) = e3,m

3
2(e3, e3) = 0,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2,
∆(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 − e3 ⊗ e2,
ε(e1) = 1, ε(e2) = ε(e3) = 0.
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13.

m3
2(e1, e1) = e1,m

3
2(e1, e2) = e2,m

3
2(e2, e1) = e2,m

3
2(e2, e2) = e2,m

3
2(e1, e3) = e3,

m3
2(e3, e1) = e3,m

3
2(e2, e3) = e3,m

3
2(e3, e2) = e3,m

3
2(e3, e3) = 0,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2,
∆(e3) = e1 ⊗ e3 − e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 − e3 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3,
ε(e1) = 1, ε(e2) = ε(e3) = 0.

14.

m3
2(e1, e1) = e1,m

3
2(e1, e2) = e2,m

3
2(e2, e1) = e2,m

3
2(e2, e2) = e2,m

3
2(e1, e3) = e3,

m3
2(e3, e1) = e3,m

3
2(e2, e3) = e3,m

3
2(e3, e2) = e3,m

3
2(e3, e3) = 0,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2,
∆(e3) = e1 ⊗ e3 − e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1,
ε(e1) = 1, ε(e2) = ε(e3) = 0.

15.

m3
2(e1, e1) = e1,m

3
2(e1, e2) = e2,m

3
2(e2, e1) = e2,m

3
2(e2, e2) = e2,m

3
2(e1, e3) = e3,

m3
2(e3, e1) = e3,m

3
2(e2, e3) = e3,m

3
2(e3, e2) = e3,m

3
2(e3, e3) = 0,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2,
∆(e3) = e1 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2 + e3 ⊗ e1 − e2 ⊗ e3,
ε(e1) = 1, ε(e2) = ε(e3) = 0.

16.

m3
3(e1, e1) = e1,m

3
3(e1, e2) = e2,m

3
3(e2, e1) = e2,m

3
3(e2, e2) = e2,m

3
3(e1, e3) = e3,

m3
3(e3, e1) = e3,m

3
3(e2, e3) = e3,m

3
3(e3, e2) = 0,m3

3(e3, e3) = 0,
∆(e1) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + e2 ⊗ e2,
∆(e2) = e2 ⊗ e2,
∆(e3) = e3 ⊗ e3,
ε(e1) = 2, ε(e2) = ε(e3) = 1.

17.

m3
3(e1, e1) = e1,m

3
3(e1, e2) = e2,m

3
3(e2, e1) = e2,m

3
3(e2, e2) = e2,m

3
3(e1, e3) = e3,

m3
3(e3, e1) = e3,m

3
3(e2, e3) = e3,m

3
3(e3, e2) = 0,m3

3(e3, e3) = 0,
∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2,
∆(e3) = e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 − e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2,
ε(e1) = 1, ε(e2) = ε(e3) = 0.

18.

m3
3(e1, e1) = e1,m

3
3(e1, e2) = e2,m

3
3(e2, e1) = e2,m

3
3(e2, e2) = e2,m

3
3(e1, e3) = e3,

m3
3(e3, e1) = e3,m

3
3(e2, e3) = e3,m

3
3(e3, e2) = 0,m3

3(e3, e3) = 0,
∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2 − e3 ⊗ e3,
∆(e3) = e1 ⊗ e3 − e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 − e3 ⊗ e2,
ε(e1) = 1, ε(e2) = ε(e3) = 0.
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19.

m3
3(e1, e1) = e1,m

3
3(e1, e2) = e2,m

3
3(e2, e1) = e2,m

3
3(e2, e2) = e2,m

3
3(e1, e3) = e3,

m3
3(e3, e1) = e3,m

3
3(e2, e3) = e3,m

3
3(e3, e2) = 0,m3

3(e3, e3) = 0,
∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e2 ⊗ e2,
∆(e3) = e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2,
ε(e1) = ε(e2) = 1, ε(e3) = 0.

20.

m3
5(e1, e1) = e1,m

3
5(e1, e2) = e2,m

3
5(e2, e1) = e2,m

3
5(e2, e2) = e2,m

3
5(e1, e3) = e3,

m3
5(e3, e1) = e3,m

3
5(e2, e3) = e3,m

3
5(e3, e2) = 0,m3

5(e3, e3) = 0,
∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3,
∆(e3) = e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2,
ε(e1) = ε(e2) = 1, ε(e3) = 0.

Les algèbres de Hopf faibles tridimensionnelles sont données par la proposition
qui suit :

Proposition 4.2.10. Toute algèbre de Hopf faible est isomorphe à l'une des algèbres
de Hopf faibles suivantes, à un isomorphisme prés.

1.

m3
1(e1, e1) = e1,m

3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = e1 ⊗ e1,
∆(e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2 − e2 ⊗ e3 − e3 ⊗ e2 + 2e3 ⊗ e3,
∆(e3) = e1 ⊗ e3 + e2 ⊗ e2 − 2e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 − 2e3 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3,
ε(e1) = 1, ε(e2) = ε(e3) = 0,
S(e1) = e1, S(e2) = e2, S(e3) = e2 − e3.

2.

m3
1(e1, e1) = e1,m

3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + e2 ⊗ e2,
∆(e2) = e2 ⊗ e2,
∆(e3) = (e2 − e3)⊗ e3 + e3 ⊗ (e2 − e3),
ε(e1) = 2, ε(e2) = 1, ε(e3) = 0,
S(e1) = e1, S(e2) = e2, S(e3) = e3.

3.

m3
1(e1, e1) = e1,m

3
1(e1, e2) = e2,m

3
1(e2, e1) = e2,m

3
1(e2, e2) = e2,m

3
1(e1, e3) = e3,

m3
1(e3, e1) = e3,m

3
1(e2, e3) = e3,m

3
1(e3, e2) = e3,m

3
1(e3, e3) = e3,

∆(e1) = (e1 − e2)⊗ (e1 − e2) + (e2 − e3)⊗ (e2 − e3) + e3 ⊗ e3,
∆(e2) = (e2 − e3)⊗ (e2 − e3) + e3 ⊗ e3,
∆(e3) = e3 ⊗ e3,
ε(e1) = 3, ε(e2) = 2, ε(e3) = 1,
S(e1) = e1, S(e2) = e2, S(e3) = e3.
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4.2.6 Groupes d'automorphismes

Dans cette partie, on calcule les groupes d'automorphisme des bialgèbres faibles
et des algèbres de Hopf faibles bidimensionnelles et tridimensionnelles données ci-
dessus.

Tout d'abord, nous écrivons les conditions qui doivent être remplies pour que
deux bialgèbres faibles se trouvent dans la même orbite.

SoientH1 = (A,m,∆1, ε1) etH2 = (A,m,∆2, ε2) deux bialgèbres faibles qui sont
dans la même orbite, alors, il existe une application linéaire bijective g : A → A qui
assure le transport de la structure.

Soit {ei}i=1,··· ,n une base, on pose :

g(ei) =
n∑

j=1

Ti,jej, m(ei, ej) =
n∑

k=1

Ck
i,jek,

∆1(ei) =
n∑

j,k=1

Dj,k
1,i ej ⊗ ek, ∆2(ei) =

n∑
j,k=1

Dj,k
2,i ej ⊗ ek,

ε1(ei) = f1,i, ε2(ei) = f2,i.

Deux bialgèbres faibles H1 et H2 sont isomorphes si les conditions suivantes sont
satisfaites :

n∑
p=1

Ti,pD
s,r
1,p −

n∑
p,q=1

Dp,q
2,iTp,sTq,r = 0 i, s, r = 1, · · · , n, (4.2.12)

n∑
j=1

Ti,jf1,j − f2,i = 0 i = 1, · · · , n, (4.2.13)

n∑
t=1

Tt,kC
t
i,j −

n∑
s,r=1

Ti,sTj,rC
k
s,r = 0 i, j, k = 1, · · · , n. (4.2.14)

Groupes d'automorphismes des bialgèbres bidimensionnelles

Les groupes automorphismes des bialgèbres faibles bidimensionnelles sont d'ordre
2, ils sont donnés par :

G =< {
(

1 1
0 −1

)
} > .

On obtient le même groupe pour les algèbres de Hopf faibles bidimensionnelles.

Groupes des automorphismes des bialgèbres faibles tridimensionnelles

Les groupes automorphismes des bialgèbres faibles
Pour les classes (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7), (8), (9), (10), (11), sont isomorphes à

un seul groupe d'ordre 6 donné par :

G =< {

 1 0 0
0 1 1
0 0 −1

 ,

 1 1 0
0 0 1
0 −1 −1

} > .
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Le groupes d'automorphismes des bialgèbres pour les classes :(12), (13), (14),
(15), (16), (17), (19) sont isomorphes à un seul groupe donné par :

G = {

 1 0 0
0 1 0
0 0 αθ

 , θ ∈ Z, α ∈ C∗}.

Le groupe d'automorphismes de la bialgèbre (18) est le groupe :

G =< {

 1 0 0
0 1 0

0 −r/2 ±1/2 2
√

(4e− r2)

 , 4e− r2 ̸= 0, r, e ∈ C} > .

Le groupe d'automorphismes de bialgèbre (20) est le groupe :

G =< {

 1 0 0
0 1 0

0 r/2 ±1/2 2
√

(4e+ r2)

 , 4e+ r2 ̸= 0, r, e ∈ C} > .

Le groupe d'automorphisme d'une algèbre de Hopf faible tridimensionnelle est iso-
morphe au groupe d'ordre 6 donné par :

G =< {

 1 0 0
0 1 1
0 0 −1

 ,

 1 1 0
0 0 1
0 −1 −1

} > .
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Chapitre 5

Extensions d'Ore

5.1 Extensions d'Ore des algèbres de Hopf faibles

Dans ce chapitre on étudie la généralisation du théorème d'extension d'Ore des
algèbres de Hopf à certaines classes d'algèbres de Hopf faibles obtenues en ajou-
tant une seconde unité à une algèbre de Hopf. Ce travail est inspiré de l'article de
A.N.Panov publié en 2003 voir [1].

5.1.1 Généralités

Soit R une algèbre sur le corps K et R[t] un module libre gauche qui est formé

des polynômes de la forme P =
n∑

i=1

ait
i prenant ses coe�cients dans l'algèbre R.

Si an̸=0, on dé�nit le degré du polynôme P par deg(P ) = n ; On prend conven-
tionnellement que le degré d'un polynôme nul sera donné par : deg(0) = − ∝.

Dé�nition 5.1.1. Soit α une application K-linéaire de l'algèbre R. On dit qu'un
endomorphisme δ de R est une τ -dérivation si et seulement si :

δ(a.b) = τ(a)δ(b) + δ(a).b,∀a, b ∈ R. (5.1.1)

Il s'ensuit de cette dé�nition que : δ(1) = 0.

5.1.2 Généralisation de la notion d'extension d'Ore

La généralisation de la notion d'extension d'Ore d'une algèbre de Hopf à l'ex-
tension d'Ore d'une algèbre de Hopf faible est possible grâce au le théorème de
généralisation suivant valable même si l'anneau admet des diviseurs de zéro voir
[14].

58



5.1.3 Théorème d'extension d'Ore

Theorem 5.1.2. (i) On suppose que R[t] a une structure d'algèbre telle que l'inclu-
sion naturelle de R dans R[t] soit un morphisme d'algèbre et tel que : deg(P,Q) ≤
deg(P )+deg(Q) pour toute paire (P,Q) d'éléments de R[t]. Alors, il existe un unique
endomorphisme d'algèbre injective τ de R et une seule τ -dérivation δ de R telle-que :

t.a = τ(a).t+ δ(a), ∀, a ∈ R. (5.1.2)

(ii) Inversement, étant donné un endomorphisme α et une α-dérivation de R,
alors il existe une unique structure d'algèbre sur R[t] telle que l'injection canonique
de R dans R[t] soit un morphisme d'algèbre et telle que (5.1.2) est véri�ée.

Démonstration. (i) On prend un élément quelconque de 0 ̸= a ∈ R et on considère
le produit t.a. nous avons : deg(t.a) ≤ deg(t) + deg(a) = 1.

De la dé�nition de R[t], il existe des éléments déterminés d'une manière unique
τ(a) et δ(a) de R tels qu'on a : (5.1.2).

Ce qu'il permettra de dé�nir les applications τ et δ d'une manière unique.
La multiplication gauche par t étant linéaire, τ et δ le sont également.
Le développement des deux membres de l'égalité (t.a).b = t(a.b) ∈ R[t] et en

utilisant (5.1.2) nous donne,

τ(a)α(b)t+ τ(a)δ(b) + δ(a)b = τ(ab)t+ δ(ab).

Il s'ensuit que : τ(a)τ(b) = τ(ab) et δ(ab) = τ(a)δ(b) + δ(a)b,
τ(1)t+ δ(1) = t1 = t. Ainsi, τ(1) = 1 et δ(1) = 0.
Par ailleurs, on sait que τ est un endomorphisme et δ est une τ dérivation.
L'unicité de τ et de δ découle de l'indépendance de R[t] par rapport R.

(ii) Nous avons besoin de construire une multiplication sur R[t] qui est une exten-
sion de la loi d'algèbre dans R dé�nie par :(1.0.15). Pour cela, il su�t de déterminer
la multiplication t.a, ∀a ∈ R.

Soit M = (fij)i,j≥1 ; fi,j ∈ EndkR chaque diagonale et chaque colonne étant
uniquement déterminée par fi,j ̸= 0 et

I =


1 0 . . 0
0 1 . . .
. . . . .
. . . . 0
0 0 . . 1

 est l'identité de M.

Pour a ∈ R, soit â : R→ R satisfaisant â(r) = ar. Alors, â ∈ EndkR;
∀r ∈ R, (τ â)(r) = τ(ar) = τ(a)τ(r) = τ̂(a)τ(r),

(δâ)(r) = δ(ar) = τ(a)δ(r) + δ(a)r = τ̂(a)δ + (δ̂(a))(r),

donc, τ â = τ̂(a)τ, δâ = τ̂(a)δ + δ̂(a) dans ∈ EndkR,
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et ainsi, ∀a, b ∈ R, âb = âb̂, â+ b = â+ b̂.

Soit T =


τ δ 0 . . 0
0 τ δ . . 0
0 0 τ . . .
. . 0 . . .
. . . . . δ
0 0 0 . . τ


∈M et on dé�nit ϕ : R[t] −→M qui a pour image ϕ(

n∑
i=0

ait
i) =

n∑
i=0

(âiI)T
i.

Il apparait que ϕ est une application K-linéaire.

Lemme 5.1.3. L'application ϕ est injective.

Démonstration. Soit p =
n∑

i=0

ait
i. Considérons ϕ(p) = 0.

pour ei =



01
.
.

0i−1

1i
0i+1

.

.

.
0n


, évidemment, {ei}i≥1 sont linéairement indépendants.

Comme δ(1) = 0 et τ(1) = 1, on a :

Tei =



01
.
.

0i−1

δ(1)i
α(1)i+1

0i+2

.

.
0n


= ei+1

et T ie1 = ei+1,∀, i ≥ 0. D'autre part :
0 = Φ(p)e1 =

∑n
i=0 âiT

ie1 =
∑n

i=0 âiei+1.

Ainsi :âi = 0, ∀, i ≥ 0,

Alors, ai = ai1 = âi1 = 0. Ce qui donne p = 0.

Lemme 5.1.4. On a l'égalité suivante :T (âI) = (τ̂(a)I)T + δ̂(a)I.
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Démonstration. Nous avons : T (âI) =


τ δ 0 . . 0
0 τ δ . . 0
0 0 τ . . .
. . 0 . . .
. . . . . δ
0 0 0 . . τ




â 0 . . 0
0 â . . .
. . . . .
. . . . 0
0 0 . . â

 =

τ̂(a)T + δ̂(a)I = (τ̂(a)I)T + δ̂(a)I.

Maintenant, nous allons compléter la démonstration du (5.1.2).
Soit S la sous-algèbre engendrée par T et par âI (pour tout a ∈ R) dans M.

Ci-dessus, on voit que chaque élément de S peut être engendré linéairement par
quelques éléments sous la forme (âI)T n (a ∈ R, n ≥ 0).

Mais, Φ(atn) = (âI)T n, alors Φ(R[t]) = S, c-à-d : Φ est surjective.

Ensuite suivant le lemme (5.1.4), Φ est bijective. Il s'ensuit que R[t] et S sont
linéairement isomorphes.

On dé�nit t.a = Φ−1(T (âI)), puis on peut étendre cette formule pour dé�nir la
multiplication dans R[t] avec

f.g = Φ−1(xy), ∀f, g ∈ R[t] et x = Φ(f), y = Φ(g).
Avec cette dé�nition, R[t] devient une algèbre et Φ est un isomorphisme d'algèbre

de R[t] vers S.

Et, t.a = Φ−1(T (âI)) = Φ−1((τ̂(a)I)T + δ̂(a)I) = τ(a)t+ δ(a),∀a ∈ R.
Évidemment, l'inclusion de R dans R[t] est un morphisme d'algèbre.

Remarque 5.1.5. Il y a lieu de noter que le théorème 1.3 [1] dans le cas d'une algèbre
de Hopf peut être généraliser dans le cas d'une algèbre de Hopf faible, cela ce fait
sans peine grâce au travail cité dans la bibliographie voir (I.7.1[14]) même si une
algèbre R n'est pas nécessairement sans diviseurs de zéro, alors le théorème d'exten-
sion Ore reste toujours valable voir [24], dans ces conditions τ n'est pas forcément
injective et on a seulement inégalité (5.1.2).

Dé�nition 5.1.6. On appelle l'algèbre construite à partir de τ et δ une extension
d'Ore d'une algèbre de Hopf faible de R, notée R[t, τ, δ].

Soit Sn,k l'endomorphisme linéaire de R dé�ni comme la somme (
n
k
) de tout les

combinaisons possibles de k copies de δ et de n-k copies de α.
Par induction n, à partir de (5.1.2) sous la condition du théorème (5.1.2),
on obtient : tn.a =

∑n
i=0 Sn,k(a).t

n−k

et par suite, (
∑n

i=0 ai.t
i)(
∑n

i=0 bi.t
i =

∑n
i=0 ci.t

i où
ci =

∑i
p=0 ap

∑p
k=0 Sn,k(a).b

i−p+k. .

Corollaire 5.1.7. Sous la condition du Théorème 5.1.2, on déduit les résultats sui-
vants :
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(i) Si R est un R-module gauche, R[t, τ, δ] est une base libre {ti}, i ≥ 0 ;

(ii) Si τ est un automorphisme, alors R[t, τ, δ] est aussi un R-module libre droit
avec la même base {ti}, i ≥ 0.

Démonstration. (i) Il résulte du fait que R[t, τ, δ] est juste R[t] en tant que R-module
gauche.

(ii) A priori, on peut montrer que R[t, τ, δ] =
∑

i≥0 t
iR, c-à-d : pour toutp ∈

R[t, τ, δ], il existe a0, a1, · · · , an ∈ Rtels que
∑n

i=0 ait
i.

Par équivalence, on montre par induction sur n que pour tout b ∈ R, b.tn peut
prendre la forme

∑n
i=0 t

i.ai.

Quand n = 0, il est clair.

Supposons que pour n ≤ k − 1 la proposition est vraie.

Considérons le cas : n = k. Comme α est surjective, il existe a ∈ R tel que :
b = τn(a) = Sn,0(a).

Mais tn.a =
∑n

i=0 Sn,k(a).t
n−k,

on obtient : b.tn.a = tn.a −
∑n

k=1 Sn,k(a).t
n−k =

∑n
i=0 t

i.ai par hypothèse d'in-
duction pour ai

avec an = a. et ∀a, b ∈ R, (tia)b = ti(ab) comme R[t, τ, δ] est une algèbre.

Alors, R[t, τ, δ] est un R-module droit.
Supposons que f(t) = tnan + · · ·+ ta1 + a0 = 0,∀, ai ∈ Retan ̸= 0.
Alors, f(t) peut s'écrire comme un élément de R[t] par la formule tn.a =

∑n
k=0 Sn,k(a).t

n−k

dont le terme au degré le plus élevé est
tn.an =

∑n
k=0 Sn,k(an).t

n−k, c-à-d : τn(an)tn.
De (i) découle, τn(an)tn = 0, ce qui implique que : an = 0.
Ce qui est contradictoire. De ce fait, R[t, τ, δ] est un R-module libre droit.

Nous aurons besoin de ce qui suit :

Lemme 5.1.8. Soit R une algèbre, τ un automorphisme d'algèbre et δ une τ -
dérivation de R. Si R est un Noetherian gauche (resp. droit), il en est de même
pour l'extension d'Ore faible R[t, τ, δ].

Démonstration. La preuve peut être établie de manière similaire à celle du théorème
5.1.2 dans la référence [1].

5.2 Théorème d'extension d'Ore d'une algèbre de

Hopf faible

Dé�nition 5.2.1. Soit A une algèbre de Hopf faible sur le corps K.
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L'algèbre de Hopf faible R = [y; τ, δ] est nommée extension d'Ore d'une algèbre
de Hopf faible de A si et seulement si

∆(y) = y ⊗ r1 + r2 ⊗ y, ∀r1, r2 ∈ A, (5.2.1)

avec A est une sous algèbre de Hopf faible de R.

Proposition 5.2.2. Dans une extension d'Ore d'une algèbre de Hopf faible les élé-
ments r1 et r2 sont des éléments groupe-like.

Démonstration. Dans ce qui suit, quand on applique la coassociativité à l'expression
de (5.2.1), on aboutit à

(1⊗∆)∆(y) = y ⊗∆(r1) + r2 ⊗ y ⊗ r1 + r2 ⊗ r2 ⊗ y,

(∆⊗ 1)∆(y) = y ⊗ r1 ⊗ r1 + r2 ⊗ y ⊗ r1 +∆(r2)⊗ y,

En e�et, en comparant ces deux expressions on obtient par identi�cation :

y ⊗ (r1 ⊗ r1 −∆(r1)) = (∆(r2)− r2 ⊗ r2)⊗ y,

d'où : ∆(ri) = ri ⊗ ri,
On suppose que chaque élément ri commute avec S(ri), donc on peut poser :

ri.S(ri) = S(ri).ri = e, avec e ∈ A.

On suppose aussi que l'élément e est une deuxième unité pour les lois d'algèbres
dé�nies par A et R.

En remplaçant l'élément générateur y par ỳ.S(r1), on voit que :

∆(ỳ.S(r1)) = ∆(ỳ).∆(S(r1)) = (ỳ⊗r1+r2⊗ỳ).S(r1)⊗S(r1)ỳ.S(r1)⊗r1.S(r1)+r2.S(r1)⊗ỳ.S(r1).

Compte tenue des remarques faites avant, nous considérons dans ce qui suit que
l'élément y dans une extension d'Ore d'une algèbre de Hopf faible satisfaisant la
relation

∆(y) = y ⊗ e+ r ⊗ y, ∀r ∈ A. (5.2.2)

Comme convenue,

Adr(a) = r.a.S(r) (5.2.3)

et
Adl(a) = S(r).a.r. (5.2.4)
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Lemme 5.2.3. Si R est une extension Ore d'une algèbre de Hopf faible, alors

ε(yn) = 0, ∀n ∈ N∗ (5.2.5)

ε(a.yn) = ε(yn.a) = 0,∀n ∈ N∗,∀a ∈ A (5.2.6)

S(yn) = (−1)n(S(r).y)n,∀n ∈ N∗ (5.2.7)

Et en plus si :
∆(h) = h⊗ e, (5.2.8)

alors, h ∈ K ⊂ A
Démonstration. En utilisant la propriété principale de la counité,

a = a1ε(a2),
on voit que : y = ε(y)e+ ε(r)y = ε(y) + y. Ceci implique que : ε(y) = 0.

ε(yn) = ε(y.e.yn−1) = ε(y.e)ε(e.yn−1) = ε(y)ε(yn−1) = 0.
ε(a.yn) = ε(a.e.yn) = ε(a.e)ε(e.yn) = ε(a)ε(yn) = 0.
ε(yn.a) = ε(yn.e.a) = ε(yn.e)ε(e.a) = ε(yn)ε(a) = 0.
En utilisant la condition de l'antipode,

m(m ⊗ id)(S ⊗ id ⊗ S)(∆ ⊗ id)∆(y) = m(m ⊗ id)(S ⊗ id ⊗ S)(y ⊗ e ⊗ e + r ⊗
y ⊗ e+ r ⊗ r ⊗ y) = S(y).e.S(e) + S(r).y.S(e) + S(r).r.S(y) = S(y).

Finalement, nous obtenons : S(y) = −S(r).y.

S(yn) = S(y).S(y).S(y)...S(y) = (−S(r).y).(−S(r).y)...(−S(r).y) = (−1)n(S(r).y)n.

De manière, la propriété de la counité donne
a = a1ε(a2), et aussih.e = h = ε(h)e, alors h ∈ K.

Theorem 5.2.4. Soit A une algèbre de Hopf faible construite à partir d'une algèbre
de Hopf qui possède deux unités 1 et e. R[A, y, τ, δ] sera une extension d'Ore d'une
algèbre de Hopf faible si et seulement si :

(1) il existe un caractère χ : A 7−→ K tel que :

τ(a) = χ(a1)a2 (5.2.9)

pour tout a ∈ A (c.à.d, τ est l'automorphisme twist de A) ;

La relation suivante résulte :

χ(a1)a2 = Adr(a1)χ(a2); (5.2.10)

La τ -dérivation δ obéit à la relation

∆δ(a) = δ(a1)⊗ a2 + r.a1 ⊗ δ(a2). (5.2.11)

Démonstration. Nous allons présenter cette preuve en trois grandes parties.
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5.3 Première partie : Comultiplication.

Le but cette partie est de démontrer que la comultiplication ∆ peut être prolon-
ger de A à R = [y; τ, δ]. On voit que l'homomorphisme ∆ conserve la relation (5.1.2)
ceci nous ramène à dire que,

∆(y).∆(a) = ∆(τ(a)).∆(y) + ∆(δ(a)).

∆(y).∆(a) = (y⊗e+r⊗y)a1⊗a2 = (τ(a1.y+δ(a1))⊗a2+r.a1⊗(τ(a2).y+δ(a2) =
(τ(a1)⊗ a2)(y ⊗ e) + (r.a1.S(r)⊗ τ(a2))(r ⊗ y) + δ(a1)⊗ a2 + r.a1 ⊗ δ(a2),

∆(τ(a)).∆(y) + ∆(δ(a)) = ∆(τ(a))(y ⊗ e+ r ⊗ y) + ∆(δ(a)),

= ∆(τ(a))(y ⊗ e) + ∆(τ(a))(r ⊗ y) + ∆(δ(a)).
Il est clair que ∆ sous la condition(5.1.2) en tenant compte de (5.2.2), elle admet

un prolongement si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

∆(τ(a)) = τ(a1)⊗ a2, (5.3.1)

∆(τ(a)) = Adr(a1)⊗ a2, (5.3.2)

∆(δ(a)) = δ(a1)⊗ a2 + r.a1 ⊗ δ(a2), (5.3.3)

Nous allons prouver que les relations (5.3.1) et (5.3.2) impliquent (5.2.9) et
(5.2.10).

Posons : χ(a) = τ(a1.S(a2) ∈ A. Des calculs directs donnent

∆(χ(a)) = ∆(τ(a1))∆(S(a2)) = (τ(a1) ⊗ a2)(S(a22) ⊗ S(a21)) = τ(a11)S(a22) ⊗
a12S(a21) = τ(a1)S(a4) ⊗ a2S(a3) = τ(a1)S(a3) ⊗ ε(a2)e = χ(a) ⊗ e = χ(a)e ⊗ e =
χ(a)∆(e).

On conclut du lemme (5.2.8) que χ(b) ∈ A.

On peut considérer l'application χ : A −→ K. Avec τ est un endomorphisme et
χ est caractère, il s'ensuit que :

χ(ab) = τ(a1b1)S(a2b2) = τ(a1)τ(b1)S(a2)S(b2) = τ(a1)χ(b)S(a2) = χ(a)χ(b),

χ(a+ b) = τ((a+ b)1)S((a+ b)2) = τ(a1)S(a2) + τ(b1)S(b2) = χ(a) + χ(b).

En e�et, χ est un caractère

χ(a1)a2 = τ(a1)S(a2)a3 = τ(a1)ε(a2) = τ(a1)ε(a2) = τ(a).
Ceci prouve (5.2.9).

65



En substituant τ dans (5.3.2), nous obtenant :
∆(χ(a1)a2 = Adr(a1)⊗ χ(a2)a3, χ(a1)∆(a2)Adr(a1)χ(a2)⊗ a3,

χ(a1)a2 ⊗ a3 = Adr(a1)χ(a2)⊗ a3.

D'autre part :

χ(a1)a2a3S(a4) = Adr(a1)(χ(a2)a3S(a4), χ(a1)a2ε(a3) = Adr(a1)(χ(a2)ε(a3),

χ(a1)a2 = Adr(a1χ(a2)

Ceci prouve (5.2.10). Inversement si les égalités (5.2.9)-(5.2.11) sont réalisées alors :

∆(τ(a)) = χ(a1)a2 ⊗ a3 = τ(a1)⊗ a2,

et

∆(τ(a)) = ∆(Adra1χ(a2)) = Ad∆(r)(a1⊗a2)χ(a3) = Adr(a1)⊗Ad(a2)χ(a3) = Adr(a1)⊗τ(a2)).

Ce qui prouve que ∆|A peux être prolonger en un homomorphisme unique
∆ : R −→ R⊗R.

En e�et : (id⊗∆)∆(a) = (∆⊗id)∆(a), ∀, a ∈ A et (id⊗∆)∆(y) = (∆⊗id)∆(y),
ainsi, ∆ est coassociative.

5.4 Deuxième partie :Counité

Supposons que R admet une comultiplication (c.à.d les relations ((5.2.9)-(5.2.11))
sont satisfaites). L'existence de la counité sur R dépend du prolongement de l'ho-
momorphisme ε|A en une version plus faible et véri�ant l'égalité suivante :
ε(y.a) = ε(τ(a).y) + ε(δ(a)).
Dans ce cas ε admet un prolongement si et seulement si

ε(δ(a)) = 0 (5.4.1)

En appliquant l'action m(id⊗ ε) à((5.2.11)) on obtient :

m(id⊗ ε)(∆δ(a) = m(id⊗ ε)(δ(a1 ⊗ a2 + r.a1ε(δ(a2)).

δ(a) = δ(a1)ε(a2) + r.a1ε(δ(a2)) = δ(a) + r.a1ε(δ(a2)).

Ainsi : r.a1ε(δ(a2)) = 0.

Comme r est un élément groupe-like d'ordre �ni n pour la loi d'algèbre, en
multipliant cette expression par rn−1 on obtient :

a1ε(δ(a2)) = 0.
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En appliquant ε à cette expression, nous aurons :

ε(a1ε(δ(a2)) = ε(0) = 0,

donc : ε(δ(a2))ε(a1) = ε(δ(a2))ε(a1) = εδ(ε(a1)a2)) = ε(δ(a)).

La condition (5.4.1) et en posant b =
∑
ci.y

i conduisent à dire que ε : R → K
peut être prolonger en une application linéaire qui réalise la version faible.

5.5 Troisième partie : Antipode

On veut dans cette étape trouver les conditions pour qu'une antipode d'une
algèbre faible peut être prolonger en une extension d'Ore admettant une antipode.
On applique S à (5.1.2), on conclue que :

S(a)S(y) = S(y)S(τ(a)) + S(δ(a)). (5.5.1)

D'autre part : si la relation ci-dessous est établie alors S peux se prolonger en un
antiautomorphisme de A à R par l'égalité (5.2.5). Il su�t de prendre un élément
quelconque b = Σciyi de R, et voir que l'application S : R −→ R à une antipode.
Ceci nous ramène à conclure à l'existence de S, l'équivalence de (5.2.6) et (5.5.1).

−S(a)S(r)y = −S(r)yS(τ(a)) + S(δ(a)),

−S(a)S(r)y = −S(r)τ(S(τ(a)))y − S(r)δ(S(τ(a))) + S(δ(a)).

La condition (5.5.1) est satisfaite si et seulement si :

S(a)S(r) = S(r)τ(S(τ(a))), (5.5.2)

S(δ(a)) = S(r)δ(S(τ(a))). (5.5.3)

Montrons (5.5.2), nous avons :

τ(S(τ(a))) = τ(Sχ(a1))a2,

= τ(χ(a1)S(a2)),

= χ(a1)τ(S(a2)).

(5.5.4)

= χ(a1)Adr(S(a3)χ(S(a2))) = χ(a1S(a2))AdrS(a3) = AdrS(a). (5.5.5)

Maintenant, notre objectif est de prouver (5.5.3).
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De l'égalite (5.2.9), on a :

S(τ(a)) = S(χ(a1)a2) = χ(a1)S(a2).

D'autre part : (5.5.3) sera équivalente à la forme suivante :

rS(δ(a)) = χ(a1)δ(S(a2)) (5.5.6)

On pose : L = rS(δ(a)) et M = χ(a1)δ(S(a2)).

L'action de m(id⊗ S) appliquée à l'égalité ((5.2.11)), donne :

m(id⊗ S)∆(δ(a)) = m(id⊗ S)(δ(a1))⊗ a2 + ra1 ⊗ δ(a2),

ε(δ(a)) = δ(a1)S(a2) + ra1S(δ(a2)) = 0,

On en déduit que : a1S(δ(a2)) = −S(r)δ(a1)S(a2).
Alors :

L = rS(δ(a)) = rε(a1)S(δ(a2)) = rS(a1)a2S(δ(a3)),

= −rS(a1)S(r)δ(a2)S(a3),
= −Adr(a1)δ(a2)S(a3).

(5.5.7)

L'action de δ sur les deux membres de l'égalité ε(a) = a1S(a2), nous donne :

δ(a1)S(a2) + τ(a1)δ(S(a2)) = 0, c-à-d δ(a1)S(a2) = −τ(a1)δ(S(a2)), (5.5.8)

M = χ(a1)δ(S(a2)) = χ(a1)ε(a2)δ(S(a3)) = χ(a1)τ(S(a2))a3δ(S(a4)). (5.5.9)

En tenant compte de (5.5.8), on obtient :

χ(a1)τ(S(a2))a3δ(S(a4)) = χ(a1)τ(S(a2))τ(a3)δ(S(a4)), (5.5.10)

= −χ(a1)τ(S(a2))δ(a3)S(a4),
= −χ(a1)Adr(S(a3))χ(S(a2))δ(a4)S(a5),
= −Adr(S(a1)δ(a2)S(a3).

En comparant (5.5.7) et (5.5.10), on conclue que : L=M. Ce qui con�rme (5.5.6).
D'où l'existence de l'antipode.
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Chapitre 6

Déformation
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Dans ce chapitre, on décrit la théorie des déformations formelles à un paramètre,
introduite par Gerstenhaber pour les algèbres associatives. Cette théorie est intime-
ment liée à une cohomologie de l'algèbre. On fera quelques observations concernant
les déformations bialgèbres faibles et les algèbres de Hopf faibles.

6.1 Suites exactes

Soit R un anneau (associatif mais pas nécessairement commutatif). Pour M et
N deux R-modules à gauche, on a que HomR(M,N) est un groupe additif. Soit
f ∈ HomR(M,N), on pose

� ker f = {m ∈M : f(m) = 0} (noyau),
� Im f = f(M) = {f(m) : m ∈M} (image),
� coker f = N/f(M) (co-noyau).

Dé�nition 6.1.1. Une suite de R-modules est d'homomorphismes

M1
f1−→M2

f2−→M3 · · ·
fn−1−→Mn

est exacte en Mi si Ker fi = Im fi−1 pour 2 ≤ i ≤ n− 1.
Elle est dite exacte, si elle exacte en tout Mi avec 2 ≤ i ≤ n− 1.
Une suite exacte est dite courte si elle est de la forme

0 −→ L
f−→M

g−→ N−→0.

Une suite exacte courte est équivalente à

1. f injective,

2. Im f = Ker g,

3. g surjective.

Elle induit un isomorphisme M/f(L) ≃ N .

Proposition 6.1.2. 1. Pour tout R-module X et pour toute suite exacte de R-
modules

0 −→ L
f−→M

g−→ N,

on associe la suite exacte suivante

0 −→ HomR(X,L)
f∗−→ HomR(X,M)

g∗−→ HomR(X,N).

2. Pour tout R-module Y et pour toute suite exacte de R-modules

L
f−→M

g−→ N −→ 0,

on associe la suite exacte de groupes additifs

0 −→ HomR(N, Y )
g∗−→ HomR(M,Y )

f∗
−→ HomR(L, Y ).
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Dé�nition 6.1.3. Soit R un anneau. Un complexe (C, d) pour R est un ensemble
indéxé par Z de R-modules C = (Ci)i∈Z et un ensemble de R-homomorphismes
di : Ci → Ci−1, d = {di : i ∈ Z} tels que pour tout i, di−1di = 0.

Soient (C, d) et (C ′, d′) deux complexes, un homomorphisme de C dans C ′ est un
ensemble α = {αi : i ∈ Z} d'homomorphismes αi : Ci → Ci−1 tel que le diagramme

Ci
di
−→ Ci−1

αi ↓ ↓ αi−1

C ′
i

−→
d′i

C ′
i−1

soit commutatif.

Exemple 6.1.4. 1. Tout module M dé�nit un complexe (C, d), avec Ci =M et
di = 0.

2. Soit M un module à droite sur R et δ :M →M une di�érentielle (δ2 = 0).
On pose Ci = 0 pour i ≤ 0, C1 = C2 = C3 =M et Cj = 0 pour j > 3,
d2 = d3 = δ et di = 0 pour i ̸= 2, 3.

3. Toute suite exacte courte dé�nit un complexe.

On note par R-comp la catégorie des complexes sur un anneau R où les objets
sont de la forme (C, d) et les morphismes sont α. C'est une catégorie abélienne :
hom(C,C ′) est un groupe abélien.

Pour tout n ∈ Z, on dé�nit le n-ième foncteur d'homologie allant de la catégorie
R-comp dans la catégorie des R-modules. Pour un complexe (C, d), on pose

Zn := Zn(C) = Ker dn, et Bn := Bn(C) = dn+1(Cn+1).

Les éléments de Zn sont appelés n-cycles (Zn est un sous-module de Cn), et les
éléments de Bn sont appelés n-bords. On a dndn+1(Cn+1) = 0, donc Bn est un sous-
module de Zn.
Le n-ième module d'homologie de (C, d) est

Hn = Hn(C) = Zn/Bn.

On appelle complexe positif (resp. negatif) tout complexe (C, d) tel que Cn = 0
pour tout n < 0 (resp. n > 0). En général, on considère soit des complexes positifs,
appelés complexes de chaînes, ou bien des complexes négatifs, appelés complexes de
cochaînes.

Soit (C, d) un complexe négatif. En posant C−n = Cn et d−n = dn, on obtient
un complexe de cochaînes

0 −→ C0 d0−→ C1 d1−→ C2 −→ · · · .

On dé�nit
� Zn := Ker dn,
� Bn := dn−1(Cn−1).
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Les éléments de Zn sont appelés n-cocycles et les éléments de Bn sont appelés n-
cobords et d qui est déterminé par les dn est appelé opérateur cobord.
On a dn+1dn(Cn) = 0, Bn est un sous-module de Zn et Hn = Hn(C) = Zn/Bn est
le n-ième groupe de cohomologie de (C, d).

En terme de foncteurs dérivés, Ext est le foncteur dérivé de hom(−, N) et Tor
est le foncteur dérivé de hom(M,−).

La cohomologie (resp. l'homologie) d'une algèbre A à valeurs dans un moduleM
sont dé�nies par :

Hn(A,M) = ExtnAe(A,M), Ae = A⊗Aop,

Hn(A,M) = TorA
e

n (A,M).

6.1.1 (Co)homologie de Hochschild

On rappelle dans ce paragraphe la dé�nition de l'homologie (resp. la cohomologie)
de Hochschild. Elles concernent les algèbres associatives et s'étendent naturellement
aux algèbres de Hopf.

Soit A une algèbre associative sur le corps K, µ sa multiplication (on note parfois
µ(x, y) par xy) et M un A-bimodule (A-A-bimodule qui est équivalent à A⊗Aop-
module à droite et un A⊗Aop-module à gauche).

Homologie de Hochschild

On considère, pour n > 0, les modules Cn(A,M) := M ⊗ A⊗n. Un bord de
Hochschild est donné par des K-homomorphismes d : M ⊗ A⊗n → M ⊗ A⊗n−1

dé�nies par

d(m, a1, · · · an) := (ma1, a2, · · · , an) +
n−1∑
i=1

(−1)i(m, a1, · · · , aiai+1, · · · , an)

+(−1)n(anm, a1, · · · , an−1).

On dé�nit le complexe de Hochschild par C(A,M) = C∗(A,M) et

· · · −→ Cn(A,M)
d−→ Cn−1(A,M) · · · d−→ C1(A,M)

d−→M.

Les groupes d'homologie (qui sont en fait des K-modules) sont dé�nis par Hn =
Zn/Bn, avec Zn = Ker(d : Cn(A,M)→ Cn−1(A,M)) etBn = Im(d : Cn+1(A,M)→ Cn(A,M)).

En particulier, on a

H0(A,M) =MA =M/[A,M ] =M/{am−ma : a ∈ A, m ∈M},

qui est appelé module des coinvariants de M par A.

Cohomologie de Hochschild

Une cochaîne de degré n (ou une n-cochaîne ) est une application multilinéaire
de A⊗n dans M . Pour n ≥ 1, on pose Cn(A,M) = Hom(A⊗n,M). En particulier,
C0(A,M) =M . On pose, pour n < 0, Cn(A,M) = {0}.
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L'espace des cochaînes deA à valeurs dansM est dé�ni par C(A,M) = ⊕n∈ZCn(A,M).
L'opérateur cobord d est dé�ni par ses restrictions dn aux espaces des n-cochaînes

(n ≥ 0). Il est donné par les homomorphismes

dn :
Cn(A,M)→ Cn+1(A,M)

φ→ δnφ

dé�nis pour tout (a1, · · · , an+1) ∈ A⊗(n+1) et φ ∈ Cn(A,M) par

dnφ(a1, · · · , an+1) = a1φ(a2, · · · , an+1) +
n∑

i=1

(−1)iφ(a1, · · · , µ(ai, ai+1), · · · , ap)

+(−1)n+1φ(a1, · · · , an)an+1.

et d0φ(a) = aφ pour tout φ ∈ C0(A,M) =M et a ∈ A.
Ces opérateurs véri�ent dn+1 ◦ dn = 0. Les espaces des cobords sont

Bn(A,M) = {φ ∈ Cn(A,M) : φ = dn−1(f), f ∈ Cn−1(A,M)}.

Les espaces des cocycles sont

Zn(A,M) = {φ ∈ Cn(A,M) : dn(φ) = 0}.

On a Bn(A,M) ⊂ Zn(A,M) car d2 = 0.
L'espace quotient Hn(A,M) = Zn(A,M)/Bn(A,M) est appelé ni ème groupe de

la cohomologie de Hochschild de A à valeurs dans M.
On note la somme directe par H(A,M) = ⊕n≥0H

n
H(A,M). En particulier, on a

H0(A,M) =MA = {m ∈M : am = ma, ∀a ∈ A}.

Pour n = 1, les 1-cocycles sont les homomorphismes de K-modules D : A → M
véri�ant

D(a1a2) = a1D(a2) +D(a1)a2, ∀a1, a2 ∈ A.

On note Z1(A,M) par Der(A,M) et ses éléments sont appelés dérivations.

H1(A,M) = Der(A,M)/{dérivations intérieures}.

Le groupe H1(A,M) est parfois appelé groupe des dérivations extérieures.

Cohomologie de Hochschild à valeurs dans l'algèbre

La cohomologie de Hochschild à valeurs dans l'algèbre joue un rôle important
dans la théorie des déformations formelles. On spéci�e les formules dans ce cas
particulier M = A.

Les opérateurs cobord de Hochschild dn :
Cn(A,A)→ Cn+1(A,A)

φ→ dnφ
sont dé�nis

pour tout (a1, ..., an+1) ∈ A⊗(n+1) par

dnφ (a1, ..., an+1) = µ (a1, φ (a2, ..., an+1))+∑n
i=1 (−1)

i φ (a1, ..., µ (ai, ai+1) , ..., an) + (−1)n+1 µ (φ (a1, ..., an) , an+1)
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Le noyau de dn dans Cn(A,A) est le groupe des n-cocycles :

Zn (A,A) = Kerdn =
{
φ : A⊗n → A : dnφ = 0

}
.

L'image par dn−1 de Cn−1 (A,A) est le groupe des n-cobords, qui est nul pour
n = 0 :

Bn (A,A) = Imdn−1 =
{
φ : A⊗n → A : φ = dn−1f, f ∈ Cn−1(A,A)

}
L'espace quotient Hn (A,A) = Zn (A,A) /Bn (A,A) est le n-ième groupe de coho-
mologie de Hochschild de l'algèbre A à valeurs dans A.

En particulier,
� H0 (A,A) (centre de l'algèbre) :

Z(mathbbA) = H0 (A,A) = {a ∈ A : µ (a, b) = µ (b, a) , ∀b ∈ A) .
� H1 (A,A) L'algèbre des dérivations :

Der(A)) = {f : A → A, f (µ (a, b)) = µ (f (a) , b) + µ (a, f (b)) , ∀a, b ∈ A}

On dé�nit deux applications

◦G : Cm(A,A)× Cn(A,A)→ Cm+n−1(A,A)

(φ ◦G ψ)(a1, · · · , am+n−1) =
∑

i>0(−1)i(n−1)φ(a1, · · · , ai, ψ(ai+1, · · · , ai+n), · · · )

et

[., .]G : Cm(A,A)× Cn(A,A)→ Cm+n−1(A,A)

[φ, ψ]G = φ ◦G ψ − (−1)(n−1)(m−1)ψ ◦G φ.

Remarque 6.1.5. L'espace (C(A,A), ◦G) est une algèbre preLie et (C(A,A)[., .]G)
est une algèbre de Lie graduée. Le crochet [., .]G est appelé crochet de Gerstenhaber.
Le carré de [µ, .]G s'annule et dé�nit un opérateur 2-cobord. La multiplication µ de
A est associative si [µ, µ]G = 0.

Les groupes de cohomologie suivants interviennent en théorie des déformations for-
melles.

� B2 (A,A) = {φ : A⊗A → mathbbA : φ = d1f, f ∈ End (A)}
∀a, b ∈ A

d1f (a, b) = µ (f (a) , b) + µ (a, f (b))− f (µ (a, b)) .

� Z2 (A,A) = {φ ∈ C2 (A,A) : d2φ = 0} ,
∀a1, a2, a3 ∈ A

d2φ (a1, a2, a3) = µ (φ (a1, a2) , a3)− µ (a1, φ (a2, a3)) +

φ (µ (a1, a2) , a3)− φ (a1, µ (a2, a3)) .

� B3 (A,A) = {Ψ : A⊗A⊗A → A : Ψ = d2φ, φ ∈ C2 (A,A)} .
� Z3 (A,A) = {φ ∈ C3 (A,A) et : d3φ = 0} ,
∀a1, a2, a3, a4 ∈ A

d3φ (a1, a2, a3, a4) = µ (a1, φ (a2, a3, a4))− φ (µ (a1, a2) , a3, a4)

+φ (a1, µ (a2, a3) , a4)− φ (a1, a2, µ (a3, a4)) + µ (φ (a1, a2, a3) , a4) .
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6.2 Anneau des séries formelles et espaces formels

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Les séries formelles sont
une généralisation des polynômes. On rappelle qu'il su�t de considérer la suite de
nombres (a0, a1, · · · , an) dans K pour étudier le polynôme f(t) = a0+a1t+· · ·+antn,
qui correspond à la fonction génératrice de la suite. Étant donnée une suite in�nie
(a0, a1, · · · , an, · · · ), on peut écrire f(t) = a0 + a1t + · · · + ant

n + · · · . L'expression
est appelée série formelle. L'ensemble des séries formelles à une variable t en K est
noté par K[[t]]

K[[t]] = {
∑
i≥0

ait
i ai ∈ K}.

On suppose que les éléments de K commutent avec le paramètre t. L'ensemble des
polynômes correspond aux sommes �nies et se note K[[t]].

Deux séries formelles f(t) = a0 + a1t + · · · + ant
n + · · · et g(t) = b0 + b1t +

· · · + bnt
n + · · · de K = [[t]] sont égales si ai = bi pour tout i ≥ 0. Les opérations

addition, multiplication sont dé�nies de la même manière que les polynômes. Soient
f(t) =

∑
i≥0 ait

i et g(t) =
∑

i≥0 bit
i deux séries formelles dans K[[t]]. La somme est

la série formelle dé�nie par f(t) + g(t) =
∑

i≥0 (ai + bi)t
i et la multiplication est la

série formelle f(t)g(t) =
∑

k≥0 (
∑k

i=0 aibk−i)t
k. L'ensemble K[[t]] est un anneau et

l'élément neutre est la série formelle constante 1.

6.2.1 Propriétés des séries formelles

On montre à quelle condition une série formelle dans K[[t]] admet un inverse.

Theorem 6.2.1. Toute série formelle f(t) =
∑

i≥0 ait
i dans K[[t]] telle que le terme

constant a0 est non nul admet une série formelle inverse f(t)−1.

Démonstration. On cherche une série formelle g(t) =
∑

i≥0 bit
i telle que f(t)g(t) = 1.

On obtient
∑

k≥0 (
∑k

i=0 aibk−it
k) = 1. Ceci conduit à a0b0 = 1 et

∑k
i=0 aibk−i = 0

pour tout k > 0. Alors b0 = a−1
0 puisque a0 ̸= 0. L'équation suivante a0b1 + a1b0 =

0 implique b1 = a−2
0 a1. Supposons qu'on ait les coe�cients de 1, t, t2, · · · , tn−1 et

b0, b1, · · · , bn−1 déjà déterminés. Le coe�cient de tn correspond à l'équation

a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 = 0.

D'où bn = −a−1
0 (a1bn−1 + · · ·+ anb0). Puisque b0, b1, · · · , bn−1 sont déjà déterminés,

on en déduit la valeur bn.

Toute fraction f(t)
g(t)

de deux séries formelles de K[[t]] est une série formelle dans
K[[t]] si le terme constant b0 de g(t) est non nul. En particulier, une fraction ration-
nelle de deux polynômes peut être représentée par une série formelle.

Remarque 6.2.2. Le Théorème 6.2.1 traduit le fait que K[[t]] est un anneau local
dont l'idéal maximal est tK[[t]], c'est à dire l'idéal engendré par t.

Theorem 6.2.3. Soit f(t) =
∑

i≥0 ait
i une série formelle de K[[t]] telle que a0 ̸= 0.

Pour tout b0 véri�ant bk0 = a0, il existe une série formelle g(t) =
∑

i≥0 bit
i telle que

(g(t))k = f(t).
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Démonstration. La preuve est similaire à celle du théorème 6.2.1.

Soit n > 0. L'ensemble des polynômes de degrés inférieurs où égaux à n, notée
Kn[t], peut s'obtenir comme le quotient of K[t] par l'ideal engendré par tn.

Il existe un morphisme associant à toute série formelle
∑

i≥0 ait
i sa classe

∑n−1
i≥0 ait

i

modulo (tn).
Soit

πn : K[[t]] → Kn[t]∑
i≥0 ait

i →
∑n−1

i≥0 ait
i

L'application πn est surjective et son noyau est engendré par tnK[[t]]. Il induit
l'isomorphisme suivant

K[[t]]/tn ∼= K[t]/tn.

Proposition 6.2.4. L'application πn : K[[t]] → lim←−K[t]/(tn) est un isomorphisme
d'algèbre.

Remarque 6.2.5. L'ensemble K[[t]] peut être muni de la topologie t-adique. Les sous-
espaces tnK[[t]] forment une base de voisinage de 0. Il s'ensuit que K[[t]] est un
espace de Hausdor� complet.

6.2.2 Espaces formels

Soit V un K-espace vectoriel. On désigne par V [[t]] l'ensemble des séries formelles
à coe�cients dans V , V [[t]] = {

∑
i≥0 xit

i xi ∈ V }. L'espace V [[t]] est un K[[t]]-
module avec l'action dé�nit par (

∑
i≥0 ait

i,
∑

j≥0 xjt
j) →

∑
p≥0

∑
i+j=p aixjt

p, où
ai ∈ K et xi ∈ V .

Notons que V est un sous-module de V [[t]]. La structure d'espace vectoriel de V
est étendue naturellement à V [[t]], en remplaçant le domaine des coe�cients K par
K ((t)), le corps des séries formelles de K [[t]].

On désigne par V [[t]] la limite projective des espaces V [[t]]n := V [[t]]/(tn+1V [[t]]).
Soit f un K[[t]]-morphisme, f : V ⊗K[[t]]→ V [[t]], dé�ni par f(x⊗ λ) = λx.

Proposition 6.2.6. 1. f est injectif.

2. Si V est de dimension �nie, alors f est surjectif. Il s'ensuit que V ⊗K[[t]] et
V [[t]] sont isomorphes.

3. Si (ei)i∈I est une base de V , alors (ei)i∈I est une base topologique de V [[t]].

(ei)i∈I est une base topologique de V [[t]] signi�e que les éléments de V [[t]] sont
de la forme

∑
i∈I λiei où λi parcourt K[[t]] et tend vers 0 suivant le �ltre des com-

pléments de sous-espaces �nis de I.

6.3 Déformations formelles

Dans cette section on décrit les déformations formelles d'une algèbre et leurs liens
avec la cohomologie. L'objectif est d'étudier les structures voisines d'une structure
�xée, par exemple, pour montrer des résultats de stabilité, de classi�cation, de calculs
d'invariants, ou encore pour construire de nouveaux objets.
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La théorie la plus populaire pour les déformations de structures algébriques a été
introduite par Gerstenhaber pour les anneaux et algébres associatives. Les articles
fondateurs de M. Gerstenhaber [20] fournissent l'outil de ces déformations sur la base
des séries formelles. Ensuite, cette théorie a été relancée, dans les années 80, par la
théorie de quanti�cation par déformation et dans les années 90 par l'intérêt porté
aux groupes quantiques, introduits par Drinfel'd, et qui proviennent naturellement
d'une déformation d'algèbre de Hopf (par exemple de l'algèbre enveloppante d'une
algèbre de Lie).

Pour la clarté de la présentation, on se restreint ici aux algèbres associatives. La
même approche reste valable pour toute structure algébrique dont on connait une
cohomologie à valeurs dans l'algèbre, adaptée à cette théorie.

6.3.1 Dé�nitions

Soit (A, µ0) une algèbre associative et A[[t]] l'ensemble des séries formelles à
coe�cients dans A.

Étant donnée une application K-bilinéaire f : A × A → A, elle admet naturel-
lement une extension en une application K[[t]]-bilinéaire f : A[[t]]×A[[t]]→ A[[t]],
c'est à dire, si x =

∑
i≥0 ait

i et y =
∑

j≥0 bjt
j alors f(x, y) =

∑
i≥0,j≥0 t

i+jf(ai, bj).

Dé�nition 6.3.1. Soit A un K-espace vectoriel et A0 = (A, µ0) une algèbre associa-
tive. Une déformation formelle deA0 est donnée par une application K[[t]]-bilinéaire
µt : A[[t]]×A[[t]]→ A[[t]] de la forme

µt =
∑
i≥0

µit
i,

où µi est une application K-bilinéaire, µi : A×A → A (étendue en une application
K[[t]]-bilinéaire), telle que pour x, y, z ∈ A, la condition formelle d'associativité :

µt(x, µt(y, z))− µt(µt(x, y), z)) = 0. (6.3.1)

soit satisfaite.

On notera la déformation formelle de A0 = (A, µ0) par At = (A, µt). La res-
triction de At à A, au lieu de considérer A[[t]], est justi�ée par la K[[t]]-linéarité de
µt.

Proposition 6.3.2. La multiplication µt =
∑

i≥0 µit
i est associative si et seulement

si [µt, µt]G = 0.

Démonstration. on a [µt, µt]G(x, y, z) = 2(µt(x, µt(y, z))− µt(µt(x, y), z)).

6.3.2 Équation de déformation

Le premier problème consiste à donner des conditions sur les µi de sorte que µt

soit associative, c'est à dire, pour tout x, y, z ∈ A on a

µt (µt (x, y) , z)− µt (x, µt (y, z)) = 0.
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En développant l'équation et en regroupant les termes suivant les puissance de t, on
obtient le système in�ni suivant{ ∑

i+j=k i,j≥0

µi (µj (x, y) , z)− µi (x, µj (y, z)) = 0 k = 0, 1, 2, · · · (6.3.2)

Ce système est appelé équation de déformation et il est équivalent à{
k∑

i=0

µi (µk−i (x, y) , z)− µi (x, µk−i (y, z)) = 0 k = 0, 1, 2, · · · (6.3.3)

La première équation (k = 0) correspond à l'associativité de µ0. La deuxième équa-
tion montre que µ1 est un 2-cocycle pour la cohomologie de Hochschild (µ1 ∈ Z2 (A,A)).
Plus généralement, supposons que µp soit le premier coe�cient non nul après µ0 dans
la déformation µt.

Theorem 6.3.3. L'application bilinéaire µp est un 2-cocycle pour la cohomologie de
Hochschild de A à valeurs dans l'algèbre A.

Démonstration. On considère (6.3.3), avec k = p et µ1 = · · · = µp−1 = 0.

Dé�nition 6.3.4. Le cocycle µp est dit intégrable si c'est le premier terme, après
µ0, d'une déformation associative.

L'intégrabilité de µp implique une suite in�nie de relations qui peuvent être
interprétées comme des obstructions à l'intégrabilité de µp.

6.3.3 Obstructions

En regroupant le premier et le dernier termes de la kième équation de (6.3.3),
pour k quelconque, k > 1, L'équation s'écrit

d2µk (x, y, z) =
k−1∑
i=1

µi (µk−i (x, y) , z)− µi (x, µk−i (y, z)) .

Supposons que la déformation tronquée, à l'ordre m− 1, c'est à dire µt = µ0+ tµ1+
t2µ2 + ....tm−1µm−1, satisfasse l'équation de déformation. La déformation s'étend en
une déformation d'ordre m, µt = µ0 + tµ1 + t2µ2 + ....tm−1µm−1 + tmµm satisfaisant
l'équation de déformation si

d2µm (x, y, z) =
m−1∑
i=1

µi (µm−i (x, y) , z)− µi (x, µm−i (y, z)) . (6.3.4)

Le terme de droite de l'équation (6.3.4) s'appelle obstruction pour déterminer µm.
En utilisant l'opération "◦G" : µi ◦µj (x, y, z) = µi (µj (x, y) , z)−µi (x, µj (y, z)) ,

l'obstruction peut s'écrire

Ψ(x, y, z) =
m−1∑
i=1

µi ◦ µm−i ou encore Ψ(x, y, z) =
∑

i+j=m i,j ̸=m

µi ◦ µj.
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Lemme 6.3.5. Soient f et g deux applications bilinéaires sur A, alors

d3 (f ◦ g) = d2f ◦ g − f ◦ d2g.

Démonstration. Calcul direct.

Theorem 6.3.6. Les obstructions sont des 3-cocycles de la cohomologie de Hoch-
schild .

Démonstration.

d3

( ∑
i+j=m, i,j ̸=m

µi ◦ µj

)
=

∑
i+j=m i,j ̸=m

d3(µi ◦ µj)

=
∑

i+j=m i,j ̸=m

d2µi ◦ µj − µi ◦ d2µj

=
∑

i+j+k=m i,j,k ̸=m

µi ◦ µj ◦ µk − µi ◦ µj ◦ µk = 0.

Remarque 6.3.7. 1. La classe de cohomologie de l'élément
∑

i+j=m, i,j ̸=m µi ◦ µj

est la première obstruction à l'intégrabilité de µm.
Supposons m = 1 et µt = µ0 + tµ1 + t2µ2. L'équation de déformation est
équivalente à 

µ0 ◦ µ0 = 0 (µ0 est associative)
d2µ1 = 0 (µ1 ∈ Z2 (A,A))

µ1 ◦ µ1 = d2µ2.

On a µ1 ◦ µ1 est la première obstruction à l'intégrabilité de µ1 et µ1 ◦ µ1 ∈
Z3 (A,A) .
Les éléments µ1◦µ1 qui sont des cobords permettent d'étendre la déformation
d'ordre 1 à une déformation d'ordre 2. Mais les éléments deH3 (A,A) donnent
des obstructions à l'intégrabilité de µ1.

2. Si µm est intégrable, alors la classe de cohomologie deΨ =
∑

i+j=m i,j ̸=m µi◦µj

dans H3(A,A) doit être nulle.
Dans l'exemple précédant µ1 est intégrable implique, µ1 ◦ µ1 = d2µ2, ce qui
signi�e que la classe de cohomologie de µ1 ◦ µ1 est nulle.

Corollaire 6.3.8. Si H3 (A,A) = 0 alors toutes les obstructions s'annulent et tout
élément µm ∈ Z2 (A,A) est intégrable.

D'où le théorème suivant :

Theorem 6.3.9. Soit µt = µ0 + tµ1 + t2µ2 + ....tm−1µm−1 une déformation d'order
m − 1 de l'algèbre (A0, µ0). Alors elle s'étend en une déformation d'ordre m si et
seulement si la classe de cohomologie de

∑
i+j=m i,j ̸=m µi ◦ µj est nulle.
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6.3.4 Déformations équivalentes et triviales

Le problème suivant consiste à caractériser les déformations équivalentes et dé-
formations triviales. Étant données deux déformations µt et µ

′
t de µ0, on dit qu'elles

sont équivalentes s'il existe un isomorphisme formel ft, qui est une application K [[t]]-
linéaire de la forme

ft = Id+ tf1 + t2f2 + · · · où fi ∈ EndK (A) ,

tel que µt = ft · µ
′
t, c'est à dire

µt(x, y) = f−1
t ◦ µ′

t ◦ (ft (x) , ft (y)) pour tout x, y ∈ A. (6.3.5)

Une déformation µt de µ0 est dite triviale si et seulement si µt est équivalente à µ0.
La condition 6.3.5 peut s'écrire

ft (µt(x, y)) = µ′
t(ft (x) , ft (y)) pour tout x, y ∈ A. (6.3.6)

Par identi�cation des coe�cients de t on obtient µ1 = df1.
En général, les déformations µt et µ′

t de µ0 sont équivalentes si µ′
1 = µ1 + df1.

D'où la proposition suivante :

Proposition 6.3.10. L'intégrabilité de µ1 dépend seulement de sa classe de coho-
mologie.

Rappelons que deux éléments sont cohomologues si leur di�érence est un cobord.
dµ1 = 0 implique dµ′

1 = d (µ1 + df1) = dµ1 + d (df1) = 0.
Si µ1 = dg alors µ′

1 = dg − df1 = d (g − f1) .
Remarque 6.3.11. Les éléments de H2 (A,A) déterminent les déformations in�nis
d'ésimales (µt = µ0 + tµ1).

Proposition 6.3.12. Soit A0 = (A, µ0) une algèbre associative. Il existe sur K[[t]]/t2,
une correspondance biunivoque entre les éléments de H 2 (A,A) et les déformations
in�nis d'ésimales de A0 dé�nies par

µt(x, y) = µ0(x, y) + µ1(x, y)t, ∀x, y ∈ A. (6.3.7)

Démonstration. L'équation de déformation est équivalente à d2µ1 = 0, c'est à dire
µ1 ∈ Z 2 (A,A).

Supposons maintenant que µt = µ0 + tµ1 + t2µ2 + · · · soit une famille de défor-
mation à un paramètre de µ0 telle que µ1 = · · · = µm−1 = 0.
L'équation de déformation implique dµm = 0 (µm ∈ Z2 (A0,A0)). Si de plus µm ∈
B2 (A,A) (c'est à dire µm = dg), en considérant le morphisme formel ft = Id+ tfm,
on obtient pour tout x, y ∈ A

µ′
t(x, y) = f−1

t ◦ µt ◦ (ft (x) , ft (y)) = µ0 (x, y) + tm+1µm+1 (x, y) · · ·

Ainsi µm+1 ∈ Z2 (A,A) .
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Theorem 6.3.13. Soit µt une déformation formelle à un paramètre de µ0. Alors µt

est équivalente à µt = µ0+t
pµ′

p+t
p+1µ′

p+1+· · · où µ′
p ∈ Z2 (A,A) et µ′

p /∈ B2 (A,A).

Corollaire 6.3.14. Si H2 (A,A) = 0, alors toute déformation de A est équivalente
à une déformation triviale.

En e�et, supposons qu'il existe une déformation non triviale de µ0. D'après le
théorème 6.3.13, cette déformation est équivalente à µt = µ0 + tpµ′

p + tp+1µ′
p+1 + · · ·

où µ′
p ∈ Z2 (A,A) et µ′

p /∈ B2 (A,A). Ce qui est impossible car H2 (A,A) = 0.

6.3.5 Déformations des algèbres unitaires

Dans ce paragraphe, on s'intéresse aux déformations des algèbres unitaires. Le ré-
sultat principal montre que toute déformation d'une algèbre unitaire est une algèbre
unitaire.

Soit A = (A, µ0) une algèbre associative unitaire d'élément neutre 1 ∈ A, c'est
à dire que µ0(x, 1) = µ0(1, x) = x pour tout x ∈ A. Dans le langage des algèbres
de Hopf, cela veut dire qu'il existe une application linéaire η : K → A telle que
µ ◦ (η ⊗ id) = µ ◦ (id⊗ η) = id.

Theorem 6.3.15. 1. L'élément neutre 1 de A est aussi l'élément neutre de
toute déformation formelle At = (A, µt) de A si et seulement si

µn(x, 1) = µn(1, x) = 0 ∀n > 0, x ∈ A. (6.3.8)

Dans le langage des algèbres de Hopf, si η est l'unité de A, alors l'unité ηt de
la déformation At est dé�nie par

ηt(
∑
n

ant
n) =

∑
n

an1t
n.

2. Si A est une algèbre unitaire, alors tout élément inversible dans A est inver-
sible dans At.

3. Toute déformation formelle At = (A, µt) d'une algèbre unitaire A est équi-
valente à une déformation formelle At = (A, µ′

t) avec la même unité que
A.

Démonstration. La première assertion découle d'un calcul direct. L'élément 1 est un
élément unité pour µt si

µt(x, 1) = x = x+
∑
n>0

µn(x, 1)t
n.

Par identi�cation, on obtient : µn(x, 1) = 0, ∀n > 0, x ∈ A.
(2) Soit a un élément inversible dans A. On considère les endomorphismes vt et

wt, sur K[[t]], dé�nis pour x ∈ A par

vt(x) = µt(x, a) et wt(x) = µt(a, x).

Les endomorphismes vt et wt sont inversibles puisque v0 et w0 sont inversibles.
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(3) Deux déformations formelles sont équivalentes s'il existe un isomorphisme
formel ft, qui soit une application K [[t]]-linéaire s'écrivant sous la forme

ft = Id+ tf1 + t2f2 + · · · où fi ∈ EndK (A)

tel que (6.3.6) soit satisfaite. Ce qui est équivalent à

µ′
n(x, y) = µn(x, y) + fn(µ0(x, y))− µ0(fn(x), y)− µ0(x, fn(y)) (6.3.9)

D'autre part, on considère la nième équation de (6.3.2),∑
i+j=n

µi (µj (x, y) , z)− µi (x, µj (y, z)) = 0

dans laquelle on pose y = z = 1 respectivement x = y = 1 et z = x. Alors on a

µn(x, 1) = µ0(x, µn(1, 1)) (6.3.10)

µn(1, x) = µ0(µn(1, 1), x)

On considère l'isomorphisme formel véri�ant

f1(1) = µ1(1, 1), fn = 0 pourn ≥ 2.

En utilisant (6.3.9) et (6.3.10), la multiplication équivalente conduit à une nouvelle
multiplication déformée véri�ant

µ′
1(x, 1) = µ1(x, 1) + f1(µ0(x, 1))− µ0(f1(x), 1)− µ0(x, µ1(1, 1))

= µ1(x, 1) + f1(x)− f1(x)− µ1(x, 1) = 0

De manière similaire on obtient : µ′
1(1, x) = 0. Par induction, on montre que pour

tout n, µ′
n(1, x) = µ′

n(x, 1) = 0. En e�et, on suppose µ′
k(1, x) = µ′

k(x, 1) = 0 pour
k = 1, · · · , n−1. On considère un isomorphisme ft véri�ant fn(1) = µn(1, 1) et fk =
0 ∀k ̸= n. Alors, à l'aide de (6.3.9) et (6.3.10), on obtient µ′

n(1, x) = µ′
n(x, 1) = 0.

Notons que le produit (1+fntn) · · · (1+fntn) converge quand n tend vers l'in�ni.

La théorie des déformations des coalgèbres se fait naturellement par dualité.

Dé�nition 6.3.16. Soit A un K-espace vectoriel et C0 = (A,∆0) une coalgèbre
coassociative. Une déformation formelle de C0 est donnée par une application K[[t]]
linéaire ∆t : A[[t]]→ A[[t]]×A[[t]] de la forme

∆t =
∑
i≥0

∆it
i,

où ∆i est une application K-linéaire, ∆i : A → A⊗A (étendue en une application
K[[t]]-linéaire), telle que pour x ∈ A, la condition formelle de coassociativité :

(id⊗∆t)∆t(x)− (∆t ⊗ id)∆t(x) = 0. (6.3.11)

soit véri�é.
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En développant l'équation et en regroupant les termes suivants les puissance de
t, on obtient le système in�ni suivant :{ ∑

i+j=k i,j≥0

(∆i ⊗ id)∆j(x)− (id⊗∆i)∆j(x) = 0 k = 0, 1, 2, · · · (6.3.12)

Ce système est appelé équation de déformation de la coagèbre et il peux être repré-
senté par :{

k∑
i=0

(∆i ⊗ id)∆k−i(x)− (id⊗∆i)∆k−i(x) = 0 k = 0, 1, 2, · · · (6.3.13)

Dans cette récurrence l'équation (k = 0) correspond à la coassociativité de ∆0. La
deuxième pour la valeur (k = 1) montre que ∆1 est un 2-cocycle pour la cohomologie
de Hochschild (∆1 ∈ Z2 (A,A)).

Dé�nition 6.3.17. Soit C0 = (A,∆0) une coalgèbre counitaire et Ct = (A,∆t) la
déformation de cette coalgèbre, on dé�nit la déformation de sa counité par l'appli-
cation linéaire εt : A[[t]] 7→ K, donnée par la série formelle : εt = ε0 + ε1t + ε2t2 +
ε3t3 + ... + εiti + ...+ où ε0 = ε et εi des applications linéaires de A dans K et εt
véri�e la condition de compatibilité avec la coalgèbre et la condition faible suivante :

εt(x.y.z) = εt(x.y1)εt(y2.z),∀x, y, z ∈ A.

Dé�nition 6.3.18. Soit B = (A,m, η,∆, ε) une bialgèbre faible, on dé�nit la dé-
formation de cette bialgèbre faible la structure de bialgèbre faible notée par :Bt =
(A[[t]],mt, ηt,∆t, εt), la déformation de sa multiplication µ, sa unité η, sa coalgèbre
∆, sa counité ε.

Remarque 6.3.19. La déformation d'une bialgèbre faible ne donne pas automatique-
ment une bialgèbre faible, comme dans le cas des bialgèbre. Une étude approfondie
des déformations sera faite ultérieurement.
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Abstract 
 

In this thesis, we study the structure of weak bialgebras and weak 

Hopf algebras. These structures appeared in Physics, in particular in 

renormalization in quantum fields theory and  q-deformations of 

oscillator algebras. They are generalization of bialgebras and Hopf 

algebras obtained by relaxing the condition that the comultiplication 

and the counit are algebra maps with respect to the unit element. 

In this work, we provide a complete study of weak bialgebra and weak 

Hopf algebras structures. We recall definitions and properties. 

Moreover a classification in dimension 2 and 3 are given. The main 

results deal with Kaplansky-type constructions. Indeed we show 

various constructions providing weak bialgebras and weak Hopf 

algebras, starting by an associative algebra. A second part of this 

thesis is dedicated to twisted structures, which are Hom-type algebras. 

We introduce weak hom-bialgebras and weak Hom-Hopf algebras for 

which we obtain similar results. In the last part of the thesis, we 

explore Ore extensions and deformations of weak bialgebras and weak 

Hopf algebras. 
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 ملخص

في هذه الرسالة ، نقدم دراسة حول بنية جبرية 

الضعيف.  Hopfالضعيف وجبر  bialgebrasمعقدة تسمى 

ظهرت هذه التراكيب في القوانين الفيزيائية ، ولا 

وقوانين إعادة التشكيل من  qسيما قوانين تشويه 

الديناميكا الكهربائية الكمية. في بعض الأحيان 

كأداة لحل الكثير من المشاكل المادية مثل حل 

، وإعطاء فكرة حول Yang Baxterمعادلة يانغ باكستر 

 bialgebrasتشوه الفضاء. نقدم دراسة تفصيلية لهياكل 

 الضعيفة مع التعريفات التي Hopfالضعيفة وجيوب 

 Twistتترافق معها ، وبالتالي توفر تركيبات من نوع 

مقترحة بحدس خوارزمي  Kaplanskyومنشورات من نوع 

لتكون قادرة على الحصول عليها. يتم تمييز تصنيف 

. ننتهي من دراسة هذه 3و  2في أبعاد صغيرة 

، وتعميم هياكل  Homالهياكل باستخدام لغة هوم

 .Poisonالمكبر والجسور بواسونLieالجبر 
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Résumé 

Dans cette thèse, on présente une étude de la structure des 

bialgèbres  faibles et  des algèbres de Hopf faibles.  Ces structures 

sont apparues en  physique,  en particulier en renormalisation dans la 

théorie des champs et dans les q-déformation de l’algèbre des 

oscillateurs. Dans ce travail, on présente une étude approfondie des 

bialgèbres faibles et des algèbres de Hopf  faibles.  On rappelle les 

définitions et propriétés. On a établi une classification de ces 

structures en dimensions  2 et 3. Les principaux résultats de  la thèse 

concernent les constructions de type Kaplansky. On s’inspire de l’idée 

de Kaplansky pour construire une bialgèbre à partir d’une algèbre 

associative pour établir de nombreuses constructions de bialgèbres 

faibles et d’algèbres de Hopf faibles. Cela permet par exemple de 

construire une version faible des algèbres de Taft-Sweedler. Par 

ailleurs, on introduit les notions de Hom-bialgèbre et algèbres Hom-

Hopf faible pour lesquelles des constructions analogues sont données 

en considérant les algèbres Hom-associatives.  De plus dans ce travail 

nous examinons les extensions d’ore et les déformations de ces 

algèbres. 
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