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Introduction générale

L�étude des systèmes dynamiques non linéaires ont tardivement fait l�objet d�intenses

recherches et explorations. En 1963, le météorologue Edward Lorenz venait de découvrir

le phénomène de sensibilité aux conditions initiales. Les systèmes répondant à cette

propriété seront à partir de 1975 dénommés les systèmes chaotiques par Tien-Yien Li

et James A Yorke qui ont présenté pour la première fois le terme chaos. Cependant, les

travaux de David Ruelle et du mathématicien Floris Takens menaient bien avant cette

découverte, et vont être très utiles à la compréhension de la dynamique chaotique.

Vers la �n du XIXeme siècle Henri Poincaré, avait mis en évidence le phénomène de

sensibilité aux conditions initiales lors de l�étude astronomique du problème des trois corps.

Toujours au XIXeme siècle, le mathématicien russe Aleksandr Mikhailovich Lyapunov

e¤ectuait des recherches sur la stabilité du mouvement. Les travaux de Lyapunov seront

très précieux pour étudier certains aspects de la théorie du chaos.

Parallèlement aux travaux sur le chaos, une autre branche développée dans le domaine

des systèmes dynamiques attire l�intérêt des chercheurs scienti�ques, c�est la synchroni-

sation. Ce phénomène est devenu un sujet de recherche active. lié au développement de

la télécommunication, il a connu des améliorations très remarquables dans le début du

XXeme siècle.

En 1990, Carroll et Pecora, pionniers de la synchronisation, ayant comme idée d�employer

un signal chaotique entre deux systèmes dynamiques identiques. Le premier système pro-

duisant le signal chaotique, s�appelle le système émetteur (maître), le deuxième est le

1
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système récepteur (esclave) ; c�était la synchronisation identique.

Vu le développement puissant des moyens de la télécommunication, la synchronisation des

systèmes chaotiques commence à attirer l�attention de plusieurs chercheurs multidiscipli-

naires à travers le monde, notamment les Chinois. De nos jours, elle trouve des applications

potentielles dans plusieurs domaines telles que les communications, la programmation, la

biologie, l�informatique, l�ingénierie, la physique, la médecine, la robotique, etc.

Par conséquent, plusieurs types de synchronisation sont présentés tels que la synchro-

nisation généralisée (GS) (en anglais : Géneralized Synchronization), (FSPS) (en

anglais : Full State Projective Synchronization), etc. Très récemment, des nouvelles

types hybrides sont proposés, par exemple, la synchronisation (HFPS) (en anglais : Hy-

brid Function Projective Synchronization) et FSHFPS (en anglais : Full State

Hybrid Function Projective Synchronization).

Bien que l�étude de ces types de synchronisation est assez importante, investir leurs pro-

blèmes inverse parait une idée séduisante. En e¤et, d�autres schémas sont introduites tels

que (IGS) inverse de GS et IFSHFPS l�inverse de la FSHFPS. De plus, et pour nos

connaissances, l�étude de la combinaison de plusieurs types de synchronisation des sys-

tèmes dynamiques est rarement disputée.

Les travaux que nous avons réalisés dans cette thèse s�inscrivent dans ces contextes dont

les objectifs sont d�apporter des nouvelles méthodes de synchronisation des systèmes dy-

namiques chaotiques et hyperchaotiques à temps continu.

A�n d�atteindre nos objectifs, cette thèse est scindée en cinq chapitres, sa structuration se

présente comme suit : le premier chapitre est un état de l�art sur les systèmes dynamiques

chaotiques et hyperchaotiques en général, en particulier aux systèmes à temps continu.

Ainsi, les notions générales sur les systèmes dynamiques seront cernés.

Le deuxième chapitre est réservé à la théorie de chaos, une série de dé�nitions de ce

phénomène sont introduites et les caractéristiques du chaos seront aussi présentées. Des

exemples, célèbres, des systèmes chaotiques et hyperchaotiques clôturent ce chapitre.
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Un sujet qui a acquis beaucoup d�attention dans notre thèse est la synchronisation des sys-

tèmes chaotiques, notion évoquée dans le troisième chapitre. Une étude bibliographique

est présentée, ou presque toutes les méthodes sont abordées. Notre première contribution

vient par la présentation d�un nouveau type de synchronisation tiré de l�inverse de la syn-

chronisationHFPS, notée (IHFPS), pour une classe générale des systèmes chaotiques de

n-D à temps continu.

Le quatrième chapitre est focalisé sur l�étude de la combinaison de deux types de syn-

chronisation, à savoirGS et son inverse, notée (IGS) pour les systèmes dynamiques chao-

tiques et hyperchaotiques d�ordre entier à temps continu en 3-D et 4-D, respectivement.

Dans le cinquième chapitre, on s�intéresse toujours au phénomène de la coexistence de

certains types de synchronisation, mais cette fois-ci, ce sont les schémas hybrides qui nous

attirent. Alors, on a illustré des schémas basés sur la coexistence de la synchronisation

FSHFPS et son inverse, notée (IFSHFPS). Ces nouveaux schémas sont conçus pour at-

teindre la synchronisation entre un système maître tridimensionnel et un système esclave

à quatre dimensions en 4-D et 3-D, respectivement.
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Chapitre 1

Préliminaires sur les systèmes

dynamiques

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de fournir les principales clés pour étudier le comportement

d�un système dynamique avec un accent particulier sur le temps continu. On introduit,

notamment, les notions de trajectoire, orbite, etc.

Ensuite, on s�intéresse aux questions qualitatives : elles permettent de voir le comportement

des solutions sans avoir à résoudre l�équation di¤érentielle du système. Nous rappelons

quelques concepts relatifs à la stabilité des systèmes dynamiques en particulier au sens de

Lyapunov.

L�analyse d�une bifurcation est une méthode d�étude des valeurs de paramètres sur le com-

portement du système dynamique. Elle est évoquée à la �n du chapitre où nous présontons

les di¤érents types de bifurcations avec illustrations graphiques.
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1.2 Dé�nitions d�un système dynamique

Un système dynamique est un ensemble mécanique, physique, économique, environnemen-

tal ou de tout autre domaine dont l�état (ensemble de grandeurs su¢ sant à quali�er le

système) évolue en fonction du temps. L�étude de l�évolution d�un système nécessite donc

la connaissance :

� de son état initial, c�est-à-dire son état à l�instant t0 ;

� de sa loi d�évolution.

Dé�nition 1.2.1 Un système dynamique est un modèle permettant de décrire l�évolution

au cours du temps d�un ensemble des objets en interaction, il est dé�ni par un triplet

(X;T; f) constitué de l�espace d�état X, du domaine temporel T , et d�une application de

transition d�état f : X�T ! T , qui permet de dé�nir à partir d�un vecteur de conditions

initiales, l�état du système à tout instant.

Donc, on peut dé�nir un système dynamique comme une description d�un phénomène

physique qui évolue au cours du temps (système continu), ou par rapport à une autre

variable (système discret).

Dé�nition 1.2.2 Un système dynamique sur Rn est une application :

f : R+ � Rn ! Rn

dé�nie sur tout R+ � Rn, telle que :

� f (:; x) : Rn ! Rn est continue,

� f (t; :) : R+ ! Rn est continue,

� f (0; x) = x,

� f (t+ s; x) = f (t; f (s; x)) pour t; s 2 R+; x 2 Rn:
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Dé�nition 1.2.3 Soit le système dynamique linéaire :

8><>: _x (t) = Ax

x (0) = x0

; t 2 R+; x0 2 Rn: (1.1)

où A est une matrice constante. La solution de (1.1) est :

x (t) = eAtx0.

Le système (1.1) engendre un système dynamique du fait que l�application :

f : R+ � Rn ! Rn.

qui à tout t 2 R+; x 2 Rn associe :

f (t; x) = eAtx. (1.2)

véri�ée les quatre propriétés précédentes.

Dé�nition 1.2.4 Soit le système non linéaire :

_x (t) = f (x) , (1.3)

On appelle point critique ou point d�équilibre du système (1.3) le point x� 2 Rn tel que :

f (x�) = 0.
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Dé�nition 1.2.5 Considérons le système (1.3). Le système :

_x (t) = Ax (t)

où

A =

�
@fi
@xj

(x�)

�
= Df (x�) ; 1 � i; j � n.

et

f (x0) = 0.

est appelé linéarisation de (1.3) en x0.

Dé�nition 1.2.6 On appelle point critique hyperbolique de (1.3), le point x0 telle que A

n�a aucune valeur propre avec une partie réelle nulle.

1.3 Classi�cation des systèmes dynamiques

1.3.1 Systèmes dynamiques à temps continu

Un système dynamique dans un temps continu est représenté par un système d�équations

di¤érentielles de la forme :

_xt = f (x; t; p) où x 2 Rn et p 2 Rr. (1.4)

où f : Rn � R+ ! Rn désigne la dynamique du système.

Si on associé à cette dynamique un état initial :

x0 = x (t0) :
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pour chaque couple choisi, (x0; t0), on peut identi�er une solution unique :

� (:; x0; t0) : R+ ! Rn:

telle que :

�f (t0; x0; t0) = x0 et _�f (t; x0; t0) = f(�f (t; x0; t0) ; t): (1.5)

Cette solution fournit les états successifs occupés par le système à chaque instant t.

1.3.2 Systèmes dynamiques à temps discret

Un système dynamique dans le cas discret est représenté par une application (fonction

itérative) sous la forme :

xk+1 = f(xk; p); xk 2 Rn et p 2 Rr; k = 1; 2; 3; :: (1.6)

où f : Rn � Z+ ! Rn indique la dynamique du système en temps discret.

On peut également identi�er pour chaque couple (x0; k0) une solution unique :

�f (:; x0; k0) : Z+ ! Rn:

telle que :

�f (k0; x0; k0) = x0 et _�f (k + 1; x0; k0) = f(�f (k; x0; k0) ; k): (1.7)

1.3.3 Systèmes conservatifs et systèmes dissipatifs

Les systèmes conservatifs sont caractérisés par l�existence d�une quantité, fonction des

variables du système, se conservant au cours du mouvement. Les systèmes Hamiltoniens

rentrent dans cette catégorie. D�ailleurs, à l�exception de quelques systèmes particuliers,

ce sont les seuls systèmes conservatifs généralement considérés.

8



Chapitre 1. Préliminaires sur les systèmes dynamiques

En étant très schématique, nous dirons que les systèmes conservatifs sont au c�ur de la

mécanique classique (mécanique céleste en particulier) et de la mécanique statistique, et

que les systèmes dissipatifs sont appropriés à la description des phénomènes physiques où

il y a justement des sources de dissipation d�énergie, par frottement, par exemple.

Dé�nition 1.3.1 Un système déterministe est conservatif, si et seulement si la dynamique

du système associée a chaque condition initiale x0 un et un seul état �nal x (t), il faut pour

cela qu�il existe une application bijective ' de l�espace des phases :

' : X � R+ ! X,

(x; t) 7! 't (x) = ' (x; t) .
(1.8)

qu�on appelle �ot et qui possède les propriétés suivantes :

't (x0) = x0,

't+s (x0) = 't ('s(x0)) pour tous t; s 2 R+.
(1.9)

Remarque 1.3.1 Si le système est dissipatif, le �ot n�est pas bijectif et existe en générale

un (ou plusieurs) attracteur dans l�espace des phases du système.

1.3.4 Systèmes autonomes et ou non autonomes

� Lorsque la variable libre t apparaît explicitement dans l�expression de f , le système est

dit non autonome.

� En général, c�est un inconvénient majeur pour la résolution numérique et il est préférable

de s�en a¤ranchir.

� On peut toujours transformer un système non autonome en système autonome (où t

n�apparaît pas explicitement).

Remarque 1.3.2 Par un changement de variable approprié on peut transformer un sys-

tème non autonome de dimension n à un système autonome équivalent de dimension n+1.
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1.4 Comportement des systèmes dynamiques

Un système dynamique est caractérisé par un certain nombre de variables d�état, qui est la

propriété de dé�ni complètement l�état du système à un instant donnée. Le comportement

dynamique du système est ainsi relié à l�évolution de chacune de ces variables d�état.

1.4.1 Espace de phase

L�espace de phase est un espace souvent multi-dimensionnel permettant d�interpréter géo-

métriquement le mouvement d�un système dynamique décrit par des équations di¤éren-

tielles par rapport au temps.

1.4.2 Espace d�état

L�espace d�état est l�ensemble des coordonnés nécessaires à la description complète d�un

système. Cet espace peut être continu ou discret.

1.4.3 Flot d�un système dynamique

Soit M un ensemble quelconque, et G un groupe additif (R ou Z). Considérons f'tgt2G
un groupe à un paramètre d�applications M dans M indexées par le groupe G.

On appelle �ot ou système dynamique le couple
�
M; f'tgt2G

�
. L�ensemble M précédent

constitue l�espace des phases du �ot. Tout point x de cet espace représente un état du

système dynamique.
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1.4.4 Trajectoires et orbites

Dé�nition 1.4.1 Soient
�
M; f'tgt2G

�
un système dynamique et x un état de l�espace des

phases. On appelle trajectoire d�un point x de M l�application dé�nie sur G et à valeurs

dans M par :

' : G!M;

t! 't (x) :
(1.10)

Donc, la trajectoire est une solution du système di¤érentiel.

Dé�nition 1.4.2 On appelle orbite d�un point x (FIG. 1.1), l�image de la trajectoire issue

de x c�est à dire le sous ensemble  (x) de l�espace des phases dé�ni par :  (x) = 't (x) ;

t 2 G.

Fig. 1.1 �Exemple de trajectoire d�un système dynamique.

1.5 Propriétés des systèmes dynamiques

1.5.1 Point �xe

Les propriétés des systèmes dynamiques non linéaires, qui évoluent au cours du temps,

sont fortement liées à l�évolution des points d�équilibre du système.

11



Chapitre 1. Préliminaires sur les systèmes dynamiques

Tout changement dans leur nombre ou leur stabilité agit parfois de façon dramatique sur

le comportement du système. De plus, ces changements se font suivant un petit nombre de

scénarios qui permettent d�indiquer une classi�cation des changements des comportements.

Dé�nition 1.5.1 (à temps continu) Un point critique (ou point singulier, ou point

stationnaire) de l�équation _xt = f (x; t; p) est un point x� de l�espace des phases véri�ant

l�équation f(x�) = 0.

Dé�nition 1.5.2 (à temps discret) Un point �xe d�une application xk+1 = f(xk; p) est

un point invariant par f , c�est-à-dire un point x� de l�espace des phases véri�ant l�équation

f(x�) = x�.

Géométriquement, le point �xe est une intersection de la courbe de la fonction y = f(x)

avec la bissectrice y = x.

1.5.2 Portrait de phase, cycles limites et orbite périodique

Dé�nition 1.5.3 Soit le système planaire :

8><>: _x = P (x; y);

_y = Q(x; y).
(1.11)

où P;Q sont des polynômes en x et y. Les solutions (x(t); y(t)) du système (1.11) repré-

sentent dans le plan (x; y) des courbes appelées orbites. Les points critiques du système

(1.11) sont des solutions constantes et la �gure complète des orbites de ce système ainsi

que ces points critiques représentés dans le plan (x; y) s�appelle portrait de phase, et le

plan (x; y) est appelé plan de phase.

12



Chapitre 1. Préliminaires sur les systèmes dynamiques

Dé�nition 1.5.4 1. Une solution périodique du système (1.11) est une solution telle

que :

(x (t+ T ) ; y (t+ T )) = (x (t) ; y (t)) pour T > 0.

à toute solution périodique correspond une orbite fermée dans l�espace des phases.

2. Un cycle limite du système (1.11) est une orbite isolée, c�est-à-dire qu�on ne peut

pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.

3. L�amplitude d�un cycle limite est la valeur maximale de la variable x sur le cycle

limite.

4. Un cycle d�ordre p (ou orbite périodique d�ordre p ou encore un (p - cycle) est un

ensemble de p points
�
x�0; x

�
1; :::; x

�
p�1
	
véri�ant :

x�i+1 = f (x�i ) ; i = 0; 1; :::; p� 2;

x�p = f
�
x�p�1

�
= x0;

x�i = fp (x�i ) ; i = 0; 1:::; p� 1;

x�i 6= fh (x�i ) ; i = 0; 1:::; p� 1; 1 � h � p:

où p est l�entier minimal tel que : x�0 = fp(x�0). Ainsi, les n éléments d�une orbite de

période n correspondent aux points �xes propres de fn.

1.6 Stabilité des systèmes dynamiques à temps continu

La notion de stabilité d�un système dynamique caractérise le comportement de ses tra-

jectoires autour des points d�équilibre. L�analyse de la stabilité d�un système dynamique

permet donc d�étudier l�évolution de sa trajectoire d�état lorsque l�état initial est proche

d�un point d�équilibre. Il existe quelques concepts pour la stabilité des systèmes dyna-

miques tels que la stabilité au sens de Lyapunov.
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1.6.1 Classi�cation des points d�équilibres

a. Cas des systèmes linéaires

Considérons le système linéaire :

_x (t) = Ax: (1.12)

où x = (x1; x2; :::; xn) et A une matrice constante inversible. Soient �1; �2; :::; �n les valeurs

propres de A:

Dé�nition 1.6.1 1. Si les valeurs propres �1; �2; :::; �n sont réelles et de même signe,

la solution x = 0 est appelée noeud.

2. Si les valeurs propres �1; �2; :::; �n sont réelles, non nulles et de signe di¤érent, la

solution x = 0 est appelée selle.

3. Si les valeurs propres �1; �2; :::; �n sont complexes avec Re (�i) 6= 0; i = 1; :::; n, la

solution x = 0 est appelée foyer.

4. Si les valeurs propres �1; �2; :::; �n sont complexes avec Re (�i) = 0; i = 1; :::; n, la

solution x = 0 est appelée centre.

Tous ces cas sont regroupés (FIG. 1.2).

Fig. 1.2 �Classi¢ cation des points d�équilibre dans R2.
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b. Cas des systèmes non linéaires

Considérons maintenant le système non linéaire :

_x (t) = f (x) : (1.13)

Dé�nition 1.6.2 Un point critique de x� de (1.13) est appelé puits si toutes les valeurs

propres de la matrice A = Df(x�) ont des parties réelles négatives, il est appelé sources

si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x�) ont des parties réelles positives, il

est appelé selle s�il est hyperbolique et si A = Df(x�) a au moins une valeur propre avec

une partie réelle positive ou au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

Théorème 1.6.1 Soit _x = f (x) ; x 2 Rn, f 2 C1, un système dynamique à temps

continu. Si x� un point �xe (f(x�) = 0), alors si les valeurs propres de Df(x�) sont de

partie réelle négative x� est stable, et instable si l�une de ces valeurs propres de Df(x�) est

de partie réelle positive.

1.6.2 Stabilité au sens de Lyapunov en temps continu

Considérons une classe des systèmes non linéaires décrits par le système dynamique :

8><>: _x (t) = f(x(t); t);

x (t0) = x0.
(1.14)

où x(t) 2 Rn et f : Rn � R+ ! Rn continue.

Nous désignons par x� un point d�équilibre de (1.14) f(x�; t) = 0; 8t � t0;et par x(t; t0; x0)

la solution à l�instant t � t0 du système (1.14) initialisée en x0 à l�instant t0, et f une

fonction non linéaire.
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Dé�nition 1.6.3 (Stabilité) L�origine est un point d�équilibre x� stable au sens de Lya-

punov du système (1.14) est :

8" > 0;9 � = � (") > 0 : kx(t0)� x�k < � =) kx(t; x(t0))� x�k < ";8t > t0. (1.15)

Dé�nition 1.6.4 (Stabilité uniforme) L�origine est un point d�équilibre x� uniformé-

ment stable au sens de Lyapunov du système (1.14) est :

8" > 0;9 � = � (") > 0 : kx(t0)� x�k < � =) kx(t; x(t0))� x�k < ";8t > t0. (1.16)

Dé�nition 1.6.5 (Attractivité) L�origine est un point d�équilibre x� attractif du système

(1.14) est :

9 � = � (t0) > 0 : kx(t0)� x�k < � =) lim
t!+1

(x(t; t0; x0)) = 0;8t > t0. (1.17)

Lorsque � (t0) = +1, on dit que l�origine est globalement attractive.

Dé�nition 1.6.6 (Stabilité asymptotique) L�origine est un point d�équilibre x� asymp-

totiquement (resp.globalement asymptotiquement ) stable du système (1.14) s�il est stable

et attractif (resp.globalement attractif).

9 � > 0 : kx(t0)� x�k < � =) lim
t!+1

kx(t; x(t0))� x�k = 0. (1.18)

Donc, la stabilité asymptotique signi�é qu�on peut déterminer un voisinage du point d�équi-

libre tel que n�importe quelle trajectoire, issue d�un point x(0) appartenant à un voisinage

de x�, tend vers x� lorsque t! +1.
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Dé�nition 1.6.7 (Stabilité exponentielle) L�origine est un point d�équilibre x� loca-

lement exponentiellement stable du système (1.14) s�il existe deux constantes strictement

positives a; b telles que :

8" > 0;9 � > 0 : kx(t0)� x�k < � =) kx(t; x(t0))� x�k < a kx(t0)� x�k exp (�bt) ;

8 t > t0;8 2Br.

Lorsque Br = Rn, on dit que l�origine est globalement exponentiellement stable.

Dé�nition 1.6.8 (Instabilité) Le point d�équilibre x� est dit instable s�il n�est pas stable

au sens de Lyapunov.

Dé�nition 1.6.9 Une solution �(t) du système (1.14) telle que �(t0) = �0 est dite stable

au sens de Lyapunov tel que toute solution x(t) de (1.14) dont la valeur initiale x(t0)

véri�e :

8" > 0;9 � = � (") > 0 : kx(t0)� �0k < � =) kx(t)� � (t)k < ";8t > t0: (1.19)

si en plus de cette dé�nition on a :

lim
t!+1

kx(t)� � (t)k = 0. (1.20)

alors la solution �(t) est dite asymptotiquement stable.

Tous ces cas sont montrés (FIG. 1.3).
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Fig. 1.3 �Di¤érents types de stabilité de Lyapunov.

Exemple 1.6.1 (n = 2)Soit le système :

8><>: _x (t) = �y

_y (t) = x
;

0B@ x (0)

y (0)

1CA =

0B@ 0

0

1CA . (1.21)

La solution qui véri�e (x(0); y(0)) = (x0; y0) est :

0B@ x (t)

y (t)

1CA =

0B@ x0 cos t� y0 sin t

x0 sin t� y0 cos t

1CA ; �(t) =
0B@ 0

0

1CA . (1.22)

8" > 0;9 � > 0 telle que :


0B@ x0

y0

1CA
 < � )


0B@ x (t)

y (t)

1CA
 < "; 8t > 0:
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0B@ x (t)

y (t)

1CA
 = jx(t)j+ jy(t)j = jx0 cos t� y0 sin tj+ jx0 sin t� y0 cos tj < 2 (jx0j+ jy0j) .

= 2


0B@ x0

y0

1CA
 < 2�; on prend � � "

2
; � =

"

2
.

d�où �(t) =

0B@ 0

0

1CAest stable au sens de Lyapunov.

lim
t!+1


0B@ x (t)

y (t)

1CA�
0B@ 0

0

1CA

2

= lim
t!+1

�
x2 (t) + y2 (t)

�
= x20 + y20 = c > 09 0. (1.23)

Donc, la solution n�est pas asymptotiquement stable.

On va présenter les deux méthodes de Lyapunov (méthode directe et méthode in-

directe), ces deux méthodes sont concrétisées par des exemples pratiques tirés de la

littérature.

a. Première méthode de Lyapunov (méthode indirecte)

La première méthode de Lyapunov est basée sur l�examen de la linéarisation autour du

point d�équilibre x� du système (1.14). Plus précisément, on examine les valeurs propres �i

de la matrice Jacobienne évaluée au point d�équilibre. Selon cette méthode, les propriétés

de stabilité de x� s�expriment comme suit :

� Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne ont une partie réelle strictement

négative, x� est exponentiellement stable.

� Si la matrice Jacobienne possède au moins une valeur propre à partie réelle strictement

positive, x� est instable.
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Remarque 1.6.1 Cette méthode ne permet pas de dire si l�équilibre est stable ou instable

quand la matrice Jacobienne comporte au moins une valeur propre nulle, et aucune va-

leur propre avec partie réelle strictement positive. Dans ce cas, les trajectoires du système

convergent vert un sous-espace (une variété) dont la dimension est le nombre de valeurs

propres nulles de la matrice Jacobienne, la stabilité de l�équilibre peut être étudiée dans ce

sous-espace par la seconde méthode.

Exemple 1.6.2 (Méthode indirecte de lyapunov) Soit le système :

8>>>><>>>>:
_x = y2 � x,

_y = x3 � 2y � xz,

_z = �z + xy.

(1.24)

L�origine 0 est un point �xe. Son linéarisation est :

Df(0) =

0BBBB@
_x

_y

_z

1CCCCA =

0BBBB@
�1 0 0

0 �2 0

0 0 �1

1CCCCA
0BBBB@

x

y

z

1CCCCA . (1.25)

Les valeurs propres de Df(0) sont �1 = �1, �2 = �2, �3 = �1 toutes négatives, d�où le

point d�équilibre 0 est asymptotiquement stable.

b. Seconde méthode de Lyapunov (méthode directe)

La première méthode de Lyapunov est simple à appliquer, mais elle ne permet d�analyser la

stabilité des équilibres que très partiellement. En outre, elle ne donne aucune indication sur

la taille des bassins d�attraction. La seconde méthode est plus di¢ cile à mettre en �uvre,

mais elle est d�une portée beaucoup plus générale. Elle est basée sur la dé�nition d�une

fonction particulière, notée V (x) et appelée fonction de Lyapunov, qui est décroissante le

long des trajectoires du système à l�intérieur du bassin d�attraction. Le théorème suivant

résume cette méthode.
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Théorème 1.6.2 Le point d�équilibre x� du système (1.14) est stable s�il existe une fonc-

tion V (x) : D ! R continuellement di¤érentiable ayant les propriétés suivantes :

i) D est un ouvert de Rn et x� 2 D.

ii) V (x�) = 0 et V (x) > V (x�); 8x 6= x� dans D.

iii) _V (x) � 0; 8x 6= x� dans D.

� Si de plus pour x; _V (x) < 0; 8x 6= x� dans D; alors x� est asymptotiquement stable au

sens de Lyapunov.

� Si on suppose encore que V tend vers l�in�ni lorsque x 2 Rn tend vers l�in�ni (en norme),

alors toutes les trajectoires, même celles qui démarrent loin de x�, tendent vers x�

(on dit que x� est globalement asymptotiquement stable).

Remarque 1.6.2 Il n�y a aucune méthode pour trouver une fonction de Lyapunov.

Exemple 1.6.3 (Méthode directe de Lyapunov) Soit le système :

8><>: _x = y + ax(x2 + y2),

_y = �x+ ay(x2 + y2).
(1.26)

Ce système à un point d�équilibre unique (0; 0). On pose V (x; y) = x2 + y2 :

D�après le théorème de Lyapunov :

a. Si a < 0, le point �xe est asymptotiquement stable.

b. Si a = 0, le point est au moins stable au sens de Lyapunov.

c. Si a > 0, le système est stable au sens de Lyapunov .

Remarque 1.6.3 Le Théorème 1.6.2 est une condition su¢ sante de stabilité mais ne

permet pas de guider l�utilisateur dans le choix de la fonction de Lyapunov et ne permet

pas conclure si on ne trouve pas une telle fonction.
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1.7 Etude qualitative des systèmes dynamiques

L�étude qualitative, en particulier, permet l�étude locale des solutions autour de points

d�équilibre. Pour avoir une étude complète d�un système dynamique, on attend en général

de la part de l�environnement un comportement stationnaire, ce dernier va être présenté

par la disparition des phénomènes transitoires en annulant la fonction de transition ou le

champ de vecteurs, dans ce cas le système va avoir l�un des deux états suivants :

1. État d�équilibre (points �xes, points périodiques).

2. État chaotique.

Pour faciliter cette étude, on utilise les propriétés de l�algèbre linéaire sur les équations qui

décrivent nos systèmes dynamiques, or que la majorité des systèmes dynamiques associés

à des phénomènes naturels ne sont pas linéaires, à cet e¤et, on est obligé de les linéariser.

1.7.1 Linéarisation des systèmes dynamiques non linéaires

Considérons le système dynamique non linéaire dé�ni par :

_x (t) = f(x (t)). (1.27)

où x = (x1; x2; :::; xn), et f = (f1; f2; :::; fn) et soit x� un point d�équilibre de ce système.

Supposons qu�une petite perturbation "(t) soit appliquée au voisinage du point d�équilibre

x�. La fonction f peut être développée en série de Taylor au voisinage du point x� comme

suit :

_"(t) + _x� = f(x� + "(t)) ' f(x�) + Jf (x
�):"(t). (1.28)
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où Jf (x�) est la matrice Jacobienne de la fonction f dé�nie par :

Jf (x
�) =

0BBBBB@
@f1

@x1

@f1

@x2
:::

@f1

@x2

::: ::: ::: :::

@fn

@x1

@fn

@x2
:::

@fn

@xn

1CCCCCA
x=x�

. (1.29)

Comme f(x�) = _x�, alors l�équation (1.28) devient :

_"(t) = Jf (x
�):"(t). (1.30)

L�écriture (1.30) veut dire que le système (1.27) est linéarisé.

1.7.2 Théorème de Hartmann-Grobman

Considérons le système dynamique (1.27). Soit x� un point d�équilibre du système (1.27)

et soit Jf (x�) la matrice Jacobienne au point x�, alors le théorème d�Hartmann-Grobman

s�énonce :

Théorème 1.7.1 Si Jf (x�) admet des valeurs propres non nulles ou imaginaires pures,

alors il existe un homéomorphisme qui transforme les orbites du �ot non linéaire vers celles

du �ot linéaire dans certains voisinages U de x�.

Ce théorème va nous permettre de lier la dynamique du système non linéaire (1.27) à la

dynamique du système linéarisé (1.30).

1.7.3 Variétés (in) stables

Dé�nition 1.7.1 La variété stable (resp. instable) d�une solution est la courbe tangente

au champ des vecteurs propres associés à une valeur propre du Jacobien dont la partie

réelle est négative (resp. positive).
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1.8 Bifurcations

L�aspect fondamental de l�étude des systèmes dynamiques est la notion de bifurcation.

Un terme qui a était introduit par Henri poincaré au début du XXe siècle dans ces travaux

sur les systèmes di¤érentiels. Pour certaines valeurs critiques des paramètres de contrôle

du système, la solution de l�équation di¤érentielle change qualitativement : on dit qu�il y

a bifurcation.

Une première approche pour l�étude des systèmes dynamiques consiste a rechercher les

points d�équilibre, c�est-a-dire les solutions stationnaires ne présentant pas l�évolution tem-

porelle.

L�étape suivante consiste à faire varier les paramètre de contrôle du système. On regarde

alors que deviennent les points d�équilibre, en particulier ceux qui étaient stables avant de

modi�er les paramètres du système et les bifurcations qui apparaissent.

Pour les valeurs des paramètres auxquelles de tels changements qualitatifs apparaissent,

valeurs dites de bifurcation, la construction du portrait de phase nécessite des outils adop-

tés.

1.8.1 Dé�nitions de bifurcation

Le terme bifurcation est généralement dé�ni, de manière assez vague, comme un change-

ment radical de comportement du système dynamique étudié.

Soit :
dx

dt
= f (x; t; �) . (1.31)

avec le paramètre de contrôle �, et soit x� sa solution.

Dé�nition 1.8.1 Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution x� du sys-

tème (1.31) lorsqu�on modi�e �, et d�une manière plus précise la disparition ou le chan-

gement de stabilité et l�apparition de nouvelles solutions.
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Dé�nition 1.8.2 Un système est dit structurellement stable ou robuste si le portrait de

phase ne change pas dans une perturbation de ses paramètres. Par conséquent une bifurca-

tion correspond à une perte de stabilité structurelle (la valeur du paramètre � pour laquelle

le système (1.31) ne sois pas structurellement stable).

1.8.2 Diagrammme de bifurcations

Dans les systèmes dynamiques, un diagramme de bifurcation montre les comportements

possibles d�un système, à long terme, en fonction des paramètres de bifurcation.

Dé�nition 1.8.3 Un diagramme de bifurcation est une portion de l�espace des paramètres

sur laquelle sont représentés tous les points de bifurcation.

1.8.3 Di¤érents types de bifurcations

Il existe plusieurs types de bifurcation selon les propriétés des secondes dérivées de la

famille des fonctions f .

Chacune de ces bifurcations est caractérisée par une forme normale, qui est l�équation

générale typique de ce type de bifurcation.

Parmi les di¤érents types de bifurcations, pour les systèmes dynamiques en temps continu,

on peut citer :

� Bifurcation de type noeud-col,

� Bifurcation transcritique,

� Bifurcation de fourche,

� Bifurcations globales.
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a. Bifurcation de type noeud-col

Une fonction linéaire ne change pas le nombre de racines. Le polynôme le plus simple qui

change de nombre de racines en fonction du paramètre � est le polynôme quadratique

f(x) = �� x2.

Considérons le système (1.32) :

f(x; �) = �� x2. (1.32)

Nous appelons la fonction (1.32) la forme normale de la bifurcation noeud-col. Étudions

le comportement de l�équation (1.32).

Les points �xes de cette dernière sont :

x�� = �
p
�, (1.33)

qui existent seulement pour � > 0, leur stabilité est déterminée par :

f
0
(x��) = �2x�� = �2(�

p
�) = �2p�, (1.34)

Selon les signes de f
0
(x�), on voit que x�+ =

p
� est instable, tandis que x�� = �

p
� est

stable.

Remarque 1.8.1 Même étude faite lorsque f(x; �) = �� � x2, f(x; �) = +� + x2 et

f(x; �) = ��+ x2.

Mais dans tous les cas, il y a une transition à � = 0 entre existence d�aucun point �xe et

de deux points �xes dont un est stable et l�autre instable.

La �gure (FIG. 1.4.a) présente le diagramme de bifurcation noeud-col (la variation du

point d�équilibre en fonction de paramètre � pour le cas f(x; �) = �� x2).
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b. Bifurcation transcritique

Si f est contrainte de ne pas avoir de terme constant, le développement limité mène à la

forme normale d�une bifurcation transcritique, qui est la dernière bifurcation stationnaire

dans une dimension :

_x = �x� x2. (1.35)

L�analyse usuelle donne :

x�(�� x�) = 0 =)

8><>: x� = 0,

x� = �.
(1.36)

f
0
(x�) = �� 2x� =

8><>: � pour x� = 0,

�� pour x� = �.
(1.37)

Donc, x� = 0 est stable pour � < 0, instable pour � > 0, tandis que x� = � fait le

contraire, ces points �xes échangent simplement leur stabilité (FIG. 1.4.b).

Fig. 1.4 �Diagrammes de bifurcation : (a) Noeod-col, (b) transcritique.
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c. Bifurcation fourche

Si on peut réduire f(x; �) à un polynôme cubique à ces quatre cas :

f(x; �) = �x� x3, (1.38)

f(x; �) = �x+ x3, (1.39)

f(x; �) = ��x+ x3, (1.40)

f(x; �) = ��x� x3. (1.41)

L�équation (1.38) s�appelle la forme normale d�une bifurcation fourche super critique.

Nous calculons les points �xes :

x�(�� x�2) = 0)

8><>: x� = 0 pour tout �,

x� = �p� pour � > 0.
(1.42)

Nous étudions la stabilité de ces points �xes :

f 0(x�) = �� 3 (x�)2 =

8><>: � pour x� = 0,

�� 3� = �2� pour x� = �p�.
(1.43)

Le point �xe x� = 0 est donc stable pour � < 0, et devient instable à � = 0 quand les

branches de nouveaux points �xes x� = �p� sont crées. Ces nouveaux points �xes sont

toujours stables quand ils existent.

Faisons le même calcul pour (1.39) qui est la forme normale d�une bifurcation fourche sous

critique.

x�(�+ (x�)2) = 0)

8><>: x� = 0 pour tout �;

x� = �p�� pour � < 0:
(1.44)

f 0(x�) = �+ 3 (x�)2 =

8><>: � pour x� = 0;

�+ 3(��) = �2� pour x� = �p�:
(1.45)
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Comme pour le cas super critique, le point �xe x� = 0 est stable pour � < 0 et devient

instable à � = 0. Mais contrairement au cas super critique, les autres points �xes �p�

existent dans la région où x� = 0 est stable, et sont toujours instables (FIG. 1.5.).

Fig. 1.5 �Diagramme de bifurcation fourche : (a) super critique, (b) sous critique.

d. Bifurcations globales

Ces types de bifurcations correspondent à des collisions de deux variétés et elles ne font

pas forcément intervenir le voisinage de la solution.

Ici, les linéarisations locales autour de la solution ne seront donc d�aucunes d�aide. C�est

pour cela que ces bifurcations sont appelées "globales", et deux types sont citées [1] :

orbites hétéroclines et orbites homoclines.

Les orbites hétéroclines et homoclines ont une grande importance pour l�étude du com-

portement chaotique des systèmes dynamiques et les solutions des ondes progressives dans

les équations aux dérivées partielles.
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d.1. Orbites hétéroclines : Ces bifurcations résultent de la collision de variétés stables

et instables de deux selles séparées. En e¤et, c�est un phénomène assez rare.

Exemple 1.8.1 Un exemple de l�apparition des orbites hétéroclines est montré à partir

du système non linéaire qui décrit le mouvement d�un pendule simple :

8><>: _x = �y;

_y = � sin (x) :
(1.46)

Les points �xes du système (1.46) sont les points (x�; y�) = (n�; 0) pour :

n = ::: � 2;�1; 0; 1; 2:::. Si n = 0 ou un nombre pair, les points �xes sont des centres, si

n est un nombre impair, les points �xes sont hyperboliques, points de selle (FIG. 1.6).

Fig. 1.6 �Bifurcations hétéroclines.
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d.2. Orbites homoclines : Ce sont les variétés stables et instables d�une même selle

qui entrent en collision selon le signe d�une certaine quantité.

Exemple 1.8.2 On considère le système suivant :

8><>: _x = y;

_y = �y + x� x2 + xy:
(1.47)

où � est un paramètre. Pour tous les valeurs de �; il y a deux points �xes f(0:0) ; (1:0)g.

Pour tous les valeurs de �, (0:0) c�est une selle. Mais pour le point �xe à (1:0), il y a un

changement de type de bifurcation (FIG. 1.7).

Fig. 1.7 �Bifucations homoclines.
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1.9 Conclusion

L�intérêt de ce chapitre est de fournir les notions de base des systèmes dynamiques, telles

que : la représentation mathématique des systèmes dynamiques, leurs classi�cations, l�es-

pace de phases, les orbites, les trajectoires, la variété stable, etc...

Ensuite, nous avons donné les di¤érentes dé�nitions relatives à la notion de stabilité. On a

aussi présenté les di¤érents types, théorèmes et critères de stabilité ainsi que les méthodes

pour l�étude de la stabilité (les deux méthodes de Lyapunov) pour les points d�équilibre

d�un système dynamique à temps continu. Et pour une bonne compréhension de la notion

de stabilité, plusieurs exemples sont exposés.

À la �n de ce chapitre, nous avons abordé la théorie de bifurcations, dé�nitions et types.

L�analyse de bifurcation est �nalement une sorte d�analyse des changements brutaux de

comportement des systèmes dynamiques.
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Théorie de chaos

2.1 Introduction

Chaos, ou un système chaotique, c�est un système produira des comportements di¤érents

à long terme lorsque les conditions initiales sont perturbées très légèrement. La sensibilité

aux conditions initiales des systèmes chaotiques a fait du chaos une situation indésirable.

Alors, l�homme s�interroge sur cette situation depuis la nuit des temps.

De nos jours, la théorie du chaos a envahi la plupart des sciences. En e¤et, de nom-

breux modèles mathématiques des processus physiques, des phénomènes biologiques, des

réactions chimiques et des systèmes économiques étaient dé�nis en utilisant des systèmes

dynamiques chaotiques et hyperchaotiques tant en temps continu qu�à temps discret.

Ce chapitre est dédié aux systèmes dynamiques chaotiques et hyperchaotiques. En com-

mençant par donner quelques caractéristiques du chaos, nous nous attardons les attracteurs

réguliers et étranges ainsi que les scénarios de transition vers le chaos. Pour �nir, nous

donnons des exemples célèbres sur les systèmes dynamiques chaotiques et hyperchaotiques

à temps continu.
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2.2 Systèmes dynamiques chaotiques

Le chaos tel que le scienti�que le comprend ne signi�e pas l�absence d�ordre ; il se rattache

plutôt à une notion d�imprévisibilité, d�impossibilité de prévoir une évolution à long terme

du fait que l�état �nal dépend de manière si sensible de l�état initial.

On appelle un système dynamique chaotique, un système qui dépend de plusieurs para-

mètres et caractérisé par une extrême sensibilité aux conditions initiales. Ils ne sont pas

déterminés ou modélisés par des systèmes d�équations linéaires ni par les lois de la méca-

nique classique, pourtant, ils ne sont pas nécessairement aléatoires, relevant du seul calcul

des probabilités.

On trouve dans la littérature plusieurs dé�nitions mathématiques du chaos, mais jusqu�à

présent, il n�existe aucune dé�nition mathématique universelle du chaos, avant de donner

la dé�nition du chaos, due à Devaney; quelques dé�nitions de base sont nécessaires.

Dé�nition 2.2.1 On dit que la fonction f : X ! X possède une sensibilité aux condi-

tions initiales s�il existe � > 0 tel que, pour x0 2 X et pour tous " > 0 il existe un point

y0 2 X et un entier j � 0 satisfait : d (x0; y0) < " ) d
�
f (j)(x0); f

(j)(y0)
�
> �, ou

représente la distance et f (j)(x0) la j ieme itération de f:

Dé�nition 2.2.2 Supposons que X un ensemble et Y un sous-ensemble de X ( Y � X),

on dit que Y est dense dans X si, pour tout x 2 X, il existe y 2 Y arbitrairement proche

de x , autrement dit Y est dense dans X si pour tout x 2 X on peut trouver une suite

fyngn2N de Y qui convergent vers x.

Dé�nition 2.2.3 f est topologiquement transitive si U et V étant deux ensembles non

vides ouverts dans X, il existe x0 2 U et un indice j > 0, tel que pour f (j)(x0) 2 V ou,

de façon équivalente, il existe un indice j > 0 tel que pour f (j)(U) \ V 6= ;.

On est maintenant en position d�énoncer la dé�nition du chaos au sens de Devaney.
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Théorème 2.2.1 (Théorème de Devaney) [2] : Soit un sous-ensemble V de X, la fonction

f : X ! X est dite chaotique sur V si :

i) La fonction f posséde une sensibilité aux conditions initiales,

ii) La fonction f est topologiquement transitive, dans le sens que pour toute paire de sous

ensembles ouverts U; V � X, il existe j > 0 telque f (j)(U) \ V 6= ;,

iii) L�ensembles des points périodiques de la fonction f sont denses dans X.

2.3 Caractéristiques du chaos

2.3.1 La non-linéarité

Pour prévoir des phénomènes réels générés par les systèmes dynamiques, la démarche

consiste à construire un modèle mathématique qui établit une relation entre un ensemble

de causes et un ensemble d�e¤ets. Si cette relation est une opération de proportionnalité,

le phénomène est linéaire. Dans le cas d�un phénomène non linéaire, l�e¤et n�est pas pro-

portionnel à la cause. En général, un système chaotique est un système dynamique non

linéaire, un système linéaire ne peut pas être chaotique.

2.3.2 Le déterminisme

Un système est dit déterministe lorsqu�il est possible de prédire (de calculer) son évolution

au cours du temps. La connaissance exacte de l�état du système à un instant donné,

l�instant initial, permis le calcul précis de l�état du système à n�importe quel autre moment.

Dans les phénomènes aléatoires, il est absolument impossible de prévoir la trajectoire d�une

quelconque particule.

Donc, un système chaotique a des règles fondamentales déterministes et non probabilistes.

Il est généralement régi par des équations di¤érentielles non linéaires qui sont connues,

donc par des lois rigoureuses et parfaitement déterministes.
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2.3.3 L�aspect aléatoire

Si le mouvement est aléatoire, les points du système remplissent l�espace des phases au

hasard : aucune structure n�apparaît. Quand le mouvement est chaotique, les points pa-

raissent à première vue aléatoires. Néanmoins, quand on observe le système su¢ samment

longtemps, on constate que les points dessinent une forme particulière.

La �gure (FIG. 2.1) montre l�aspect aléatoire d�un système dynamique chaotique, en oc-

currence, le système de Rössler.

Fig. 2.1 �L�aspect aléatoire du système de Rössler.

2.3.4 Sensibilité aux conditions initiales

Une autre propriété des phénomènes chaotiques est qu�ils sont très sensibles aux pertur-

bations. Eduard Lorenz venait de découvrir que dans des systèmes non linéaires, d�in�mes

di¤érences dans les conditions initiales engendraient à la longue des trajectoires totalement

di¤érentes. Lorenz a illustré ce fait par l�e¤et papillon. Pour deux conditions initiales arbi-

traires très voisines initialement, les deux trajectoires correspondant à ces données initiales

divergent exponentiellement. Par la suite, les deux trajectoires sont incomparables. Une

des propriétés essentielles du chaos est donc bien cette sensibilité aux conditions initiales

que l�on peut caractériser en mesurant les taux de divergence des trajectoires (FIG. 2.2).
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D�un point de vue mathématique, on dit que f montre une dépendance sensible aux

conditions initiales lorsque :

8" > 0;9� > 0;8x 2 D;9(y; p) 2 D; kx� yk < ") kfp(x)� fp(y)k > �: (2.1)

Fig. 2.2 �Sensibilité aux conditions initiales.

2.3.5 Spectre de puissance

Le spectre d�une variable d�un tel système ne contient donc qu�une assemblée de raies

�nes situées aux pulsations wi, à leurs harmoniques mwi avec m 2 N; aux combinaisons

linéaires de fréquences mwi + nwj avec m; n 2 Z, les spectres qui sont la combinaison

de plusieurs fréquences sans rapport simple sont dits quasi-périodiques. L�existence de

spectres larges est une caractéristique essentielle des mouvements chaotiques d�un système.

2.4 Les attracteurs

2.4.1 Dé�nitions d�attracteur

L�étude du comportement asymptotique d�un système dynamique régi par un �ot d�équa-

tions di¤érentielles non linéaires révèle très souvent la notion d�attracteur, dé�ni comme

l�ensemble compact de l�espace des phases invariant par ce �ot et vers lequel convergent
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toutes les trajectoires du système. En général, un attracteur est dé�ni comme une sous-

partie fermée de l�espace des phases qui "attire" touts les autres orbites vers elle.

Nous citons quelques dé�nitions mathématiques d�attracteur :

Dé�nition 2.4.1 (Guckenheimer et Holmes) [3] Soit (X; f) un système dynamique dis-

cret, une sous-partie A de X est appelée attracteur si et seulement si les conditions sui-

vantes sont réalisées :

1. A est fermée,

2. A est positivement invariante,

3. A est attractive, c�est- a- dire, il existe un voisinage ouvert U de A tel que :

a. U est positivement invariant,

b. U est attiré par A ; 8u 2 U , lim
t!+1

d (f t(u):A) = 0.

Dé�nition 2.4.2 (Ruelle) [4] Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent

toutes les trajectoires de l�espace des phases, c�est-à-dire, une situation ou un ensemble

de situations vers lesquelles évolue un système, quelles que soient ses conditions initiales.

Mathématiquement, si A un ensemble compact fermé de l�espace des phases, on suppose

que A est invariant par le �ot �t, l�ensemble A est attracteur si :

1. Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V de A tel que toute solution

x (t; x0) = �t (x0) restera dans U si x0 2 V ,

2. Il existe une orbite dense dans A, tel que \ �t (V ) = A; t � 0:

Dé�nition 2.4.3 (Zeraoulia et Sprott) [5] Soit A un ensemble fermé de l�ensemble non-

errant 
 (f), A est dit attracteur si :

1. A est invariant par f , c�est-à-dire f (A) = A,

2. Il existe un voisinage V de A dans Rn tel que : \
t�0

fn (V ) = A,

3. f est transitive (9C;D � A tel que fn (C) \D 6= ; ; C;D ouvert).
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2.4.2 Bassin d�attracteur

On rappelle que tout voisinage ouvert qui satisfait les conditions (3.a) et (3.b) dans la

dé�nition (2.4.1) est appelé voisinage attiré par A. Il faut remarquer que bien qu�il existe

un voisinage attiré U , on ne peut pas a¢ rmer qu�il est unique : en e¤et A peut admettre

plusieurs voisinages attirés par lui-même (FIG. 2.3).

Dé�nition 2.4.4 Le bassin d�attracteur B (A) d�un attracteur A est l�ensemble des points

de l�espace des phases qui donnent une trajectoire évoluant vers A, donc B (A) = [�t (V ).

On appelle bassin d�attracteur B (A) de A le plus grand des tels voisinages attirés, c�est-

à-dire B (A) = [fU 2 �(X)g ; U est un voisinage attiré A.

Fig. 2.3 �Bassin d�attracteur, A : Attracteur, B : Bassin d�attraction.

2.4.3 Les propriétés d�un attracteur

Un attracteur peut avoir les propriétés suivantes :

1. Tous points de l�espace d�état qui appartiennent à un attracteur demeurent à l�intérieur

de cet attracteur pour tout t.

2. Il existe un ensemble A � B, tel que pour tout voisinage de A, la trajectoire qui

prend son origine dans B se trouve au bout d�un temps �ni dans ce voisinage de A.
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Autrement dit, toute trajectoire qui a son origine dans B tend vers l�attracteur, est

le bassin d�attraction.

3. Un attracteur est indécomposable, c�est-à-dire que la réunion de deux attracteurs n�est

pas un attracteur.

2.5 Les di¤érents types d�attracteurs

Il existe deux types d�attracteurs : les attracteurs réguliers et les attracteurs étranges

(chaotiques).

2.5.1 Les attracteurs réguliers

Pour tous les attracteurs réguliers, c�est-à-dire pour tous les systèmes non chaotiques,

des trajectoires qui partent des "points" proches l�un de l�autre dans l�espace de phase

restent indé�niment voisines. On sait donc prévoir l�évolution de ces systèmes à partir

d�une situation connue.

Les attracteurs réguliers, caractérisant l�évolution d�un système non chaotique, peuvent

être de quatre sortes :

1. Point �xe

C�est le cas le plus courant et le plus simple d�attracteurs, dans lequel le système évolue

vers un état de repos (point). Le point d�équilibre unique d�un pendule amorti est l�exemple

classique de ce type d�attracteurs.

Dé�nition 2.5.1 Toute solution x� véri�ant la relation f(x�) = 0 est appelée position

d�équilibre, point singulier, point �xe, ou encore solution stationnaire.

On distingue seulement deux types d�attracteurs qui sont des points �xes ; les n�uds

stables et les foyers stables (FIG. 2.4.a).
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2. Cycle-limite périodique (orbites périodiques)

Dé�nition 2.5.2 Une solution X(t) d�un système dynamique autonome ou non est pério-

dique s�il existe un entier T pour lequel : pour tout t, X(t+T ) = X(t) et X(t+T ) = X(t)

pour 0 < T < T , T est alors appelé la période de la solution.

La représentation d�une telle solution dans le plan de phase nous donne une trajectoire

fermée appelé cycle-limite et telle qu�aucune trajectoire commençant, su¢ samment proche

d�elle, ne soit également fermée. En général, on a trois types de cycle-limite : cycle-limite

stable, cycle-limite instable et cycle-limite semi-stable (en pratique instable) (FIG. 2.4.b)

.

� Le cycle limite noté CL est stable si tous trajectoire commençant su¢ samment proche

de CL, l�approche pour t! +1, c�est-à-dire, s�enroule elle même sur le cycle-limite

CL. Un cycle limite stable est aussi ce qu�on appelle un attracteur périodique.

� Le cycle-limite noté CL est instable si toute trajectoire commençant su¢ samment proche

de CL, l�approche pour t! �1, c�est-à-dire, se déroule à partir de CL.

� Si les trajectoires approchent CL d�un côté et de l�autre s�en éloignent, on dira que CL

est semi-stable (en pratique instable).

3. Cycle-limite pseudo périodique

Il existe des systèmes dont la solution orbitale en régime permanent (dans le plan de phase)

oscille entre deux cycles-limites relativement proches sans jamais passer deux fois de suite

exactement sur la même trajectoire, on parle alors d�attracteur quasi-périodique.

4. Un tore

C�est un cas particulier de précédent. Il est caractérisé par un régime quasi-périodique

ayant n fréquences de bases indépendantes. Le système présente au moins deux périodes

simultanées dont le rapport est irrationnel. La trajectoire de phase ne se referme pas sur

elle-même, mais s�enroule sur une variété de dimension deux (FIG. 2.4.c).
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Fig. 2.4 �Les attracteurs réguliers : (a) Points �xes attracteurs, (b) Cycles limites, (c)
Un tore.

2.5.2 Les attracteurs étranges

Un système chaotique dissipatif possède (au moins) un attracteur d�un type particulier

appelé attracteur étrange.

Les attracteurs étranges sont caractéristiques de l�évolution des systèmes chaotiques au

bout d�un certain temps, tous les points de l�espace des phases (et appartenant au bassin

d�attraction de l�attracteur) donnent des trajectoires qui tendent à former l�attracteur

étrange.

Un attracteur chaotique possède notamment la propriété remarquable suivante : la trajec-

toire ne repasse jamais par un même état. Ce qui signi�e, entre autres, que cette trajectoire

passe par une in�nité d�états. Il est à noter que pour observer les trajectoires d�un attrac-

teur, il est parfois intéressant de réduire la dimension de l�espace de phases.
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Dé�nition 2.5.3 Un sous-ensemble borné A de l�espace des phases est un attracteur

étrange ou chaotique pour une transformation T de l�espace s�il existe un voisinage V de

A ; c�est-à-dire que pour tout point de A il existe une boule contenant ce point et contenue

dans R véri�ant les propriétés suivantes :

1. Attraction : V est une zone de capture, ce qui signi�e que toute orbite par T dont le

point initial est dans V est entièrement contenue dans R. De plus, toute orbite de

ce type devient et reste aussi proche de A que l�on veut.

2. Il est contenu dans un espace �ni. Son volume est nul. Sa dimension est fractale (non

entière).

3. Presque toute trajectoire sur l�attracteur a la propriété de ne jamais passer deux fois

sur le même point : chaque trajectoire est presque sûrement apériodique.

4. Deux trajectoires proches à l�instant t voient localement leur distance augmenter à une

vitesse exponentielle (sensibilité aux conditions initiales).

Dé�nition 2.5.4 Ruelle et Takens [6] Un attracteur étrange est caractérisé par la sensi-

bilité aux conditions initiales.

Dé�nition 2.5.5 Berge et al. [7] Un attracteur étrange est caractérisé par la sensibilité

aux conditions initiales et ayant une dimension fractale.

Dé�nition 2.5.6 Farmer et Sidorowich [8] Un attracteur étrange est un attracteur pos-

sédant un exposant de Lyapunov �k > 0.
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2.5.3 Di¤érents types d�attracteurs chaotiques (étranges)

Les attracteurs chaotiques (étranges) peuvent être classés en trois types principaux :

1. Attracteur hyperbolique

Les attracteurs hyperboliques sont des ensembles-limites structurellement stables. Géné-

ralement, la plupart des systèmes physiques connus n�appartiennent pas à cette classe des

systèmes d�attracteurs hyperboliques.

L�attracteur de Plykin est un exemple d�un attracteur hyperbolique [9] (FIG. 2.5.a).

2. Quasi-attracteur

Ces types d�attracteurs sont des ensembles-limites renfermant des orbites périodiques de

di¤érents types topologiques et des orbites structurellement instables. Par exemple, les

attracteurs générés par le circuit de Chua [10] (FIG. 2.5.b).

3. Attracteur de type Lorenz

Ces types des attracteurs ne sont pas structurellement stables, mais leurs orbites homo-

clines et hétéroclines sont structurellement stables (hyperboliques) et aucune des orbites

périodiques instables apparaissent sous les petites variations des paramètres, comme par

exemple dans le système de Lorenz lui-même [11].

Fig. 2.5 �Attracteurs chaotiques : (a) de Plykin, (b) de Chua.
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2.6 Détection du chaos

Il existe plusieurs méthodes qui permettent de déterminer si des systèmes non linéaires

sont ou non chaotiques. Elles ne sont généralement pas très nombreuses, ni réparties sur un

temps su¢ samment long à l�échelle du système étudié. On a choisi de mettre en �uvre deux

des méthodes les plus couramment utilisées qui sont appelées : la dimension fractale et

les exposants de Lyapunov.

2.6.1 Les exposants de Lyapunov

L�évolution chaotique est di¢ cile à appréhender, car la divergence des trajectoires sur l�at-

tracteur est rapide. Lorsque cette divergence croit exponentiellement avec le temps pour

presque toutes les conditions initiales voisines d�un point donné, on a le phénomène de sen-

sibilité aux conditions initiales, idée à laquelle sont attachés les exposants de Lyapounov,

qui donnent une mesure quantitative de cette divergence exponentielle locale et mesure

en fait le degré de sensibilité d�un système dynamique. Rappelons d�abord cette formule

et voyons comment Lyapunov a pu arriver à déduire une telle formule.

� = lim
n!+1

1

n

nX
i=1

ln jf 0 (xi�1)j : (2.2)

Considérons un système dynamique quelconque dont la condition initiale x0 est a¤ectée

d�une erreur in�nitésimale E0. Après n itérations, l�erreur initiale E0 sera donc ampli�ée

d�un facteur En
E0
.

Notons que l�erreur diminue lorsque le facteur est inférieur à 1 et augmente s�il est supérieur

à 1. Puisque
���EnE0 ��� = ��� En

En�1

��� : ���En�1En�2

��� : ���En�2En�3

��� ::: ���E2E1 ��� : ���E1E0 ���, il su¢ t alors de calculer ce produit
pour déterminer la façon dont s�ampli�e l�erreur initiale.

Le logarithme d�un produit correspond à une somme de logarithmes. Utilisons plutôt le
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logarithme du produit pour compléter cette étude.

ln

����EnE0
���� = ln

����� EnEn�1

���� : ����En�1En�2

���� : ����En�2En�3

���� ::: ����E2E1
���� : ����E1E0

�����
= ln

���� EnEn�1

����+ ln ����En�1En�2

����+ ln ����En�2En�3

����+ ::::+ ln

����E2E1
����+ ln ����E1E0

���� n

=
X
i=1

ln

���� EiEi�1

���� :

Avant de faire tendre cette dernière quantité vers l�in�ni, on calcule d�abord la moyenne

de la somme obtenue. On arrive ainsi à l�exposant de Lyapunov.

lim
n!+1

1

n

 
nX
ln

i=1

���� EiEi�1

����
!
: (2.3)

Ei et Ei�1 étant de très petites valeurs, le rapport correspond à la dérivée de la fonction

associée à l�équation utilisée si naturellement la fonction est dérivable. En e¤et, soit f(xi)

cette fonction :

Ei = f(xi�1 + Ei�1)� f(xi�1):

et
Ei
Ei�1

=
f(xi�1 + Ei�1)� f(xi�1)

Ei�1
: (2.4)

puisque :

lim
�x!0

f(x+�x)� f(x)

�x
= f 0(x): (2.5)

alors, si f est dérivable on a :

Ei
Ei�1

=
f(xi�1 + Ei�1)� f(xi�1)

Ei�1
= f 0(xi�1) lorsque Ei�1 ! 0: (2.6)

par conséquent :

� = lim
n!+1

1

n

nX
i=1

ln jf 0 (xi�1)j : (2.7)
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Lorsque l�exposant de Lyapunov est positif :

ln

����EnE0
���� > 0: (2.8)

et par conséquent : ����EnE0
���� > 1: (2.9)

Remarque 2.6.1 Les exposants de Lyapunov sont une généralisation des valeurs propres

pour le point �xe et des multiplicateurs caractéristiques pour les solutions périodiques.

Remarque 2.6.2 Pour un attracteur non chaotique, les exposants de Lyapunov sont tous

inférieurs ou égaux à zéro et leur somme est négative. Un attracteur étrange possédera

toujours au moins trois exposants de Lyapunov, dont un au moins doit être positif (Voir

le tableau TAB. 2.1).

A. Classi�cation des orbites suivant le signe de l�exposant de Lyapunov

Généralement, on peut distinguer trois cas des orbites suivant le signe de l�exposant de

Lyapunov :

1. Si � < 0, l�orbite est attractive vers un point �xe ou une orbite périodique stable, il

caractérise les systèmes dissipatifs. Ce type de système exhibe une stabilité asymp-

totique, plus l�exposant est négatif, plus la stabilité est grande. Les points �xes et

les points périodiques super-stables ont un exposant de Lyapunov � qui tend vers

�1.

2. Si � = 0, l�orbite est un point �xe neutre. Un système physique avec un tel exposant est

dit conservatif. Dans cette situation, les orbites gardent une séparation constante.

3. Si � > 0, l�orbite est instable et chaotique. Tous les points voisins doivent être visités,

ces points sont dits instables. Pour un système discret, on a un ensemble de points

sans aucun rapport de liaison. Pour un système continu, l�espace de phase est un

ensemble de lignes croisées.
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Etat stable Flot Dimension de Lyapunov Exposants de Lyapunov

Point d�équilibre point 0 �n � � � � � �1 � 0

Périodique cercle 1
�1 = 0

�n � � � � � �2 � 0

Période d�ordre 2 tore 2
�1 = �2 = 0

�n � � � � � �3 � 0

Période d�ordre k k -tore k
�1 = �2 = � � � = �k = 0

�n � � � � � �k+1 � 0

Chaotique Non entier
�1 > 0
nP
i=1

�i < 0

Hyperchaotique Non entier
�1 > 0; �2 > 0

nP
i=1

�i < 0

TAB. 2.1.Classi�cation des régimes permanents selon les éxposants de Lyapunov:

B. Caractérisation d�un attracteur par le signe des exposants de Lyapunov

Un exposant de Lyapunov positive indique que selon la direction qu�il représente la diver-

gence entre deux trajectoires voisines augmente exponentiellement avec le temps. Il s�agit

donc bien là d�un attracteur étrange.

Pour une application bidimensionnelle, on peut résumer la correspondance entre le type

de l�attracteur et signe des exposants de Lyapunov (ici ils sont deux) dans le tableau

(TAB.2.2).
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Type d�attracteur Signe des exposants de Lyapunov

Point �xe �;�;�

Cycle limite périodique 0;�;�

Cycle limite quasi périodique 0; 0;�

Attracteur étrange +; 0;�

TAB. 2.2.Caractérisation des attracteurs par le signe des éxposants de Lyapunov.

C. Exposant de Lyapunov pour un système à temps continu

En 1985, Wolf et al. [12] ont proposé une méthode de calcul du plus grand exposant et de la

somme des n exposants de Lyapunov à partir des séries chronologiques. Leur algorithme

est basé sur le contrôle de la divergence entre les trajectoires voisines. On choisit dans

un premier temps deux orbites très voisines, et on note d(t0) leur distance en un temps

ultérieur, soit t1, cette distance est devenue d0(t1). On e¤ectue alors un remplacement : on

choisit une autre orbite située à une distance d(t1) (FIG. 2.6). On recommence alors ces

opérations un grand nombre de fois pour les temps t1; :::; tM , et on calcule l�estimateur du

plus grand exposant par la relation suivante :

� =
1

tM � t0

nX
i=0

ln
d0(ti)

d(ti�1)
: (2.10)

Fig. 2.6 �Méthode de Wolf pour estimer le plus grand exposant de Lyapunov:
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2.6.2 Dimension fractale

Si, à l�issue du calcul de la dimension de l�attracteur d�un système étudié, nous obtenons

une valeur positive non entière, cela signi�e que le système possède un attracteur étrange.

Plusieurs dimensions ont été proposées telles que la dimension de Kolmogorov, dimension

de corrélation, dimension de Lyapunov.

Il y a une di¤érence légère entre chacune de ces dimensions, mais elles caractérisent toutes,

l�attracteur étrange avec sa dimension fractale et satisfont les trois propriétés suivantes :

1. A � B ) d(A) � d(B).

2. A = 0) d(A) = 0.

3. d(A�B) = d(A) + d(B).

A. Dimension de corrélation

Notons C(R) le nombre de boîtes requises pour chaque dimension N .

On peut caractériser la dimension de corrélation à l�aide d�une fonction appropriée, une

telle fonction est dé�nie par :

C(R) = lim
N!+1

1

N2
#: (2.11)

avec # représente le nombre de paires i; j dont la distance jXi �Xjj < R:

On peut réécrire la fonction (2.11) comme :

C(R) = lim
N!+1

1

N2

X
H(R� jXi �Xjj : (2.12)

La dimension de corrélation est alors dé�nie par :

v = lim
R!+1

log(C(R))

log(R)
: (2.13)
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B. Dimension de Lyapunov

Cette dimension est dé�nie par Li et Yorke [14] et elle est donnée par :

dl = m+

mP
i=1

�i

j�m+1j
: (2.14)

Classant les exposants de Lyapunov de l�attracteur d�un système dynamique par :

�1 � �2 � � �� � �m et m le plus grand entier tel que :

mX
i=1

�i � 0 et
m+1X
i=1

�i � 0: (2.15)

C. Dimension de capacité (Kolmogorov)

Soit X un ensemble de points de l�attracteur, on recouvre X par un nombre minimal N(")

d�hypercube de coté ":

� Si X est un carré de coté L; il peut être recouvert par N(") = (
L

"
)2 petits carrés de

cotés ":

� Dans le cas général, on a :

N(") = (
L

"
)d; (2.16)

d =
logN(")

logL� log "
quand "! 0; logL << � log ": (2.17)

Dé�nition 2.6.1 La dimension de Kolmogorov ou de capacité est dé�nie par :

dc = � lim
"!0

logN(")

log "
: (2.18)
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2.7 Transitions vers le chaos

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage vers le chaos. On constate dans tous les

cas que l�évolution du point �xe vers le chaos n�est pas progressive, mais marquée par des

changements discontinus qu�on a déjà appelés bifurcations. On peut citer trois scénarios

de transition d�une dynamique régulière à une dynamique chaotique lors de la variation

d�un paramètre.

2.7.1 Cascade de doublements de période

Ce phénomène se manifeste sur un oscillateur forcé. À mesure que la contrainte augmente,

la période d�un système forcé est multipliée par 2, puis par 4, puis par 8, etc. Ces double-

ments de périodes sont de plus en plus rapprochés, lorsque la période est in�nie, le système

devient chaotique [15, 16].

2.7.2 L�intermittence

Un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bou¤ées de turbulence. Lorsqu�on

augmente le paramètre de contrôle, les bou¤ées de turbulence deviennent de plus en plus

fréquentes, et �nalement, la turbulence domine [17, 18].

2.7.3 La quasi-périodicité

Ce scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux théoriques de

Ruelle et Takens [6]. Ce phénomène intervient quand un deuxième oscillateur perturbe un

système initialement périodique. Si le rapport des périodes des deux oscillateurs (systèmes)

en présence n�est pas rationnel, alors le système est dit quasi-périodique. Si le rapport entre

les deux périodes est rationnel, le comportement est périodique.
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2.8 Exemples des systèmes dynamiques chaotiques à

temps continu

2.8.1 Système de Lorenz

Le système de Lorenz [11] est un exemple célèbre du système di¤érentiel au comportement

chaotique. Ce système est dé�ni par les équations suivantes :

8>>>><>>>>:
_x = � (y � x) ;

_y = x (r � z)� y;

_z = xy � bz:

(2.19)

Lorsque les paramètres réels �; r et b prennent les valeurs suivantes : � = 10; et b = 8
3
, le

comportement du système (2.19) est chaotique.

Les di¤érents portraits de phases obtenus pour di¤érentes valeurs des paramètres de

contrôle sont largement étudiés, comme par exemple dans [13].

� Équilibre du modèle

On cherche les points d�équilibre (x; y; z) véri�ant _x = _y = _z = 0. Un premier point �xe

trivial est P0 = (0; 0; 0) pour r < 1, et pour r > 1, il y a deux autres points.

On a : 8>>>><>>>>:
_x = � (y � x) = 0

_y = x (r � z)� y = 0

_z = xy � bz = 0

,

8>>>><>>>>:
x = y;

z = r � 1;

y = �
p
b (r � 1):

(2.20)

donc, les deux points sont :

P1;2 =
�
�
p
b (r � 1);�

p
b (r � 1); (r � 1)

�
: (2.21)

L�étude de la stabilité des points d�équilibre repose sur le signe de la partie réelle des
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valeurs propres de la matrice Jacobienne DJ qui s�écrit par :

DJ =

0BBBB@
�� � 0

r �1 �x

y 0 �b

1CCCCA . (2.22)

� Stabilité de l�équilibre nul (au point (0; 0; 0))

Au point (0; 0; 0), les valeurs propres de la matrice Jacobienne sont :

DJ =

0BBBB@
�� � 0

r �1 0

0 0 �b

1CCCCA .

Donc jA� �Idj est dé�nie par :

jA� �Idj =

0BBBB@
�� � � � 0

r �1� � 0

0 0 �b� �

1CCCCA
Alors, l�équation caractéristique est dé�nie par :

P (�) = det (DJ � �I) = (�+ b) (�2 + (� + 1)�+ � (1� r)) = 0: (2.23)

Pour les racines, on a :

�1 =
�� � 1 +

q
(� + 1)2 + 4� (r � 1)

2
; �3 =

�� � 1�
q
(� + 1)2 + 4� (r � 1)

2
; �2 = �b:

On reporte les valeurs de � et b, on obtient :

�1 =
�11 +

p
40r + 81

2
; �3 =

�11�
p
40r + 81

2
; �2 = �

8

3
: (2.24)
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� Pour r < 1 ; les trois racines réelles sont négatives, �3 < �2 < �1 < 0, l�équilibre est

donc n�ud stable.

� Pour r > 1 ; une des valeurs propres est positive �1, l�équilibre est donc instable (col).

� Il y a une bifurcation quand r = 1 ; l�équilibre est dit : marginal.

Pour P1et P2, et avec la même procédure, on obtient :

� Pour r > 1, une des valeurs propres est positive �1, l�équilibre est donc instable (col).

� Pour r < 1 ; les trois racines réelles sont négatives, �3 < �2 < �1 < 0, l�équilibre est

donc n�ud stable.

Donc, les points P1; P2 sont stable pour jr � 1j << 1:

� Aspect aléatoire

La �gure (FIG. 2.7) illustre l�aspect aléatoire de l�état x du système (2.19).

Fig. 2.7 �Aspects aléatoires de l�état x du système de Lorenz.

� Attracteur étrange

Le système chaotique (2.19) présente un superbe attracteur étrange en forme d�ailes de

papillon (FIG. 2.8) pour les valeurs � = 10; b = 8
3
; r = 28.

On observe que la dynamique du système de Lorenz donné par le système (2.19) est

indépendante du temps t ; par conséquent, ce type de système est quali�é d�être autonome.
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Fig. 2.8 �Attracteur étrange de Lorenz.

� Les exposants de Lyaponov

Le calcul des exposants de Lyapunov (FIG. 2.9) donne les valeurs suivantes :

�1 = 0:85922 ; �2 = �0:0015763; �3 = �14:5208.

Nous constatons bien qu�il y a un exposant de Lyapunov positif, ce qui signi�e que le

système est chaotique.

Fig. 2.9 �Exposants de Lyapunov du système chaotique continu de Lorenz:
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2.8.2 Le système de Rössler

Le système dynamique de Rössler [19] est un système de trois équations di¤érentielles non

linéaires suivantes : 8>>>><>>>>:
_x = � (y + z) ;

_y = x+ ay;

_z = b� cz + xz:

(2.25)

avec a; b et c des constantes.

Pour a = 0; 2, b = 0; 2 et c = 5; 7, nous obtenons l�évolution aléatoire dans le temps de la

coordonnée z et l�attracteur de Rössler (FIG. 2.10).

Fig. 2.10 �Système chaotique de Rössler : (a) aspect aléatoire, (b) attracteur étrange.

� Points �xes

Pour trouver les points �xes, les trois équations du système de Rössler sont posées égales

à zéro, le système est alors résolu et donne le résultat suivant :

8>>>><>>>>:
� (y + z) = 0

x+ ay = 0

b� cz + xz = 0

)

8>>>><>>>>:
z = �y;

x = �ay;

y1 =
�c�

p
c2�4ab
2a

; y2 =
�c+

p
c2�4ab
2a

:

(2.26)
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donc :

x =
c�

p
c2 � 4ab
2

; y = �
�
c�

p
c2 � 4ab
2a

�
; z =

c�
p
c2 � 4ab
2a

: (2.27)

ce qui maintenant peut être utilisé pour présenter les points �xes pour des valeurs données

de paramètres :

�
c+

p
c2 � 4ab
2

;
�c�

p
c2 � 4ab
2a

;
c+

p
c2 � 4ab
2a

�
;�

c�
p
c2 � 4ab
2

;
�c+

p
c2 � 4ab
2a

;
c�

p
c2 � 4ab
2a

�
:

L�un des points instables est situé au centre de la spirale et l�autre se situe hors de l�at-

tracteur.

� Régimes périodiques et chaotiques

Posant a = 0; 1 et b = 0; 1 et en faisant varier le paramètre c, le système passe successive-

ment par divers régimes périodiques ou chaotiques.

Df

0BBBB@
x

y

z

1CCCCA =

0BBBB@
0 �1 �1

1 0:1 0

z 0 �c

1CCCCA .

jA� �Idj =

0BBBB@
�� �1 �1

1 0; 1� � 0

z 0 �c� �

1CCCCA = ��3 + �2 (0; 1� c) + 0; 1c�� c = 0.

Selon c, on va trouvé les types des points :

c = 4 ) période 1.

c = 6 ) période 2.

c = 8; 5 ) période 4.
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c = 9 ) chaotique.

c = 12 ) période 3.

c = 12; 6 ) période 6.

c = 13 ) chaotique.

c = 18 ) chaotique.

2.9 Exemples des systèmes dynamiques hyperchao-

tiques

Dé�nition 2.9.1 Un attracteur hyperchaotique est généralement dé�ni, comme étant un

comportement chaotique avec au moins deux exposants de Lyapunov positifs.

Remarque 2.9.1 La dimension minimale d�un système hyperchaotique (continu) est quatre

(4).

2.9.1 Le système hyperchaotique de Rössler

Le premier système hyperchaotique à 4 dimensions a été proposé en 1979 par Rössler

[20, 21]. Ce système est dé�ni par les équations suivantes :

8>>>>>>><>>>>>>>:

_x = � (y + z) ;

_y = x+ ay + w;

_z = b+ xz;

_w = �cz + dw:

(2.28)

Le système suit un comportement hyperchaotique (FIG. 2.11), quand les paramètres a; b; c

et d prennent les valeurs suivantes : a = 0:25; b = 3; c = 0:5 et d = 0:05:

Les conditions initiales peuvent prendre les valeurs suivantes :

x0 = �10; y0 = �6; z0 = 0; w0 = 10.
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Fig. 2.11 � Projection plane de l�attracteur hyperchaotique de Rössler en 4-D.

Les quatre exposants de Lyapunov correspondants sont : �1 = 0:112; �2 = 0:119; �3 = 0;

et �4 = �25:118. On constate bien que ce système répond aux conditions de passage

du chaos vers l�hyperchaos. Le caractère hyperchaotique de ce comportement n�est pas si

évident à partir de cette projection d�avion, qui ressemble un peu à un attracteur chaotique

"bruyant".

2.9.2 Les systèmes hyperchaotiques de Liu et de Chen

Le système de Liu [22] est proposé en 2001, il est dé�ni par les équations suivantes :

8>>>>>>><>>>>>>>:

_x1 = a1 (x2 � x1) ;

_x2 = a2x1 + x1x3 � x4;

_x3 = �a3x3 + x1x2 + x4;

_x4 = x4x1 + x2:

(2.29)

où a1 = 10; a2 = 35 et a3 = 1:4 et a4 = 5.
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Le système hyperchaotique de Chen est dé�ni par les équations suivantes :

8>>>>>>><>>>>>>>:

_x1 = �a1x1 + a1x2;

_x2 = 4x1 + a2x2 + 4x4 � 10x1x3;

_x3 = �a3x3 + x22;

_x4 = �a4x1:

(2.30)

où a1 = 35; a2 = 21; a3 = 3 et a4 = 2.

Remarque 2.9.2 Seulement peu de comportements hyperchaotiques expérimentaux ont

été identi�és. L�occurrence du comportement hyperchaotique a été trouvée, par exemple,

dans un circuit électronique [23].

2.10 Conclusion

Un système chaotique est un système déterministe et imprévisible, mais c�est aussi et

surtout un système non linéaire. Le lien qui relie ces deux notions paradoxales, détermi-

niste et imprévisible, est la propriété de sensibilité aux conditions initiales. La sensibilité

aux conditions initiales des systèmes chaotiques a fait du chaos une situation indésirable

pendant plusieurs années.

En e¤et, ce chapitre est réservé à la théorie du chaos. Le phénomène du chaos est caractérisé

par la sensibilité aux conditions initiales, son attracteur étrange, sa dimension fractale et

au moins l�un de ses exposants de Lyapunov est positif. Cependant, il existe un certain

nombre de scénarios de transition vers le chaos qui permettent de décrire l�évolution d�un

système dynamique.

Pour clôturer le chapitre, nous avons présenté quelques exemples, les plus célèbres, qui

illustrent le comportement des systèmes dynamiques chaotiques et hyperchaotiques en

temps continu. D�autres nouveaux systèmes sont exposés dans les deux derniers chapitres.
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Chapitre 3

Synchronisation des systèmes

dynamiques chaotiques

3.1 Introduction

Le phénomène de synchronisation est manifesté lorsque deux systèmes dynamiques évo-

luent d�une manière identique en fonction du temps. L�une des con�gurations de synchro-

nisation les plus populaires est la con�guration maître-esclave pour laquelle un système

dynamique appelé système esclave suit le rythme et la trajectoire imposés par un autre

système dynamique appelé système maître. Les perspectives de l�utilisation du chaos dans

diverses applications ont motivé les chercheurs à étudier la question de l�éventuelle pos-

sibilité de synchroniser le chaos. Cette synchronisation paraît di¢ cile à réaliser, car à

la di¤érence de la synchronisation où l�on cherche à reproduire seulement une période

d�oscillation, la synchronisation chaotique présente plus de contraintes.

Ce chapitre peut être vu comme une synthèse bibliographique compacte sur les di¤érentes

méthodes de synchronisation des systèmes dynamiques chaotiques (hyperchaotiques), dont

l�intérêt principal est de mieux mettre en évidence l�originalité des résultats que nous

proposerons dans ce chapitre et dans les deux derniers chapitres.
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3.2 Point de départ de la synchronisation des sys-

tèmes chaotiques

La synchronisation des oscillateurs non linéaires est un phénomène qui a attiré l�attention

des chercheurs depuis le constat et la description de ce phénomène par Christian Huygens

en 1673. Ce célèbre scienti�que néerlandais a rapporté son observation : deux horloges

à pendule supportées par une même planche en bois, �nissaient par avoir les mêmes os-

cillations périodiques (même phase, même fréquence) ; c�est-à-dire que les deux horloges

avaient une parfaite synchronisation. Dans la terminologie moderne, cela signi�e que les

deux horloges ont été synchronisées.

Dans la littérature, plusieurs concepts de synchronisation chaotique ont été proposés,

en premier par Fujisaka et Yamada [24]. Par la suite, des concepts importants liés à la

synchronisation chaotique ont été développés par Afraimovich et al. [25].

En 1990, Pecora et Carroll [26] ont montré que deux systèmes chaotiques identiques

peuvent se synchroniser. Alors, ils ont dé�ni la synchronisation chaotique connue sous

le nom de la synchronisation identique, développée sur la base de circuits chaotiques

couplés. Le premier système produisant le signal chaotique, s�appelle le système émet-

teur (maître) et le deuxième, c�est le système récepteur (esclave). Cette découverte a

ouvert la voie pour des applications du chaos aux di¤érents domaines et encore d�autres

méthodes pour synchroniser le chaos.

Une autre solution plus récente est la méthode de synchronisation généralisée dont

Rulkov et al. [27] ont posé les bases. Cette approche considère aussi une paire de systèmes

con�gurés en maître-esclave, mais cette fois le couplage n�est pas réservé à l�identité. De

leurs part, Mainieri et Rehacek [28] ont présenté en 1997 la synchronisation projective.

Bien que la synchronisation a trouvé un champs vaste dans les communications, cela a

motivé les chercheurs à exploiter des propriétés cryptographiques du chaos dans les appli-

cations de télécommunication et de transmission sécurisée d�informations. Alors, di¤érents

63



Chapitre 3. Synchronisation des systèmes dynamiques chaotiques

régimes de synchronisation ont été introduites tels que la synchronisation impulsive [29],

la synchronisation de phase [30] et la synchronisation adaptative [31]. De nos jours, plu-

sieurs méthodes pour la synchronisation des systèmes chaotiques et hyperchaotiques ont

été développés, ils ont été résumés dans les sections suivantes de cette thèse.

3.3 Dé�nition de la synchronisation

3.3.1 Dé�ntion générale

Les relations humaines se synchronisent sont l�une des premières choses que nous avons

apprises, car un bébé qui répond au sourire de sa mère, ne fait rien d�autre que de se

synchroniser sur les expressions du visage de sa mère.

Dé�nition 3.3.1 (de Larousse) Synchronisation est un mot grec décomposé en deux par-

ties : Syn veut dire ensemble et Chrono veut dire temps. C�est l�action de mettre en phase

pour créer une simultanéité entre plusieurs opérations, en fonction du temps.

Dé�nition 3.3.2 ( générale) La synchronisation est une manière de faire l�entretien d�un

mouvement périodique (ou chaotique). La synchronisation de deux systèmes dynamiques

signi�e que chaque système évolue en suivant le comportement de l�autre système.

3.3.2 Dé�nitions mathématiques de la synchronisation

Après plusieurs tentatives pour dé�nir un mouvement synchronisé, Brown et Kocarev [32]

ont récemment fourni une dé�nition mathématique de la synchronisation. Pour construire

la dé�nition, ils supposent qu�un système dynamique, global, de dimension �nie et déter-

ministe est divisible en deux sous-systèmes :

_X = F (X (t)); _Y = G(Y (t)): (3.1)

où,X (t) 2 Rn et Y (t) 2 Rm sont des vecteurs qui peuvent avoir des dimensions di¤érentes.
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Soit '(w0) une trajectoire du système globale donné par (3.1) avec la condition initiale

w0 = [x0; y0] 2 Rn � Rm.

Pour chaque sous-système, on forme une trajectoire 'x(w0) et 'y(w0) (w0 étant une condi-

tion initiale donnée).

On note par � l�espace de toutes les trajectoires du premier sous-système, et par � l�espace

de toutes les trajectoires du second sous-système, et on considère deux fonctions (pro-

priétés) gx : � � R ! Rd et gy : � � R ! Rd, qui ne sont pas identiquement nulle, le

premier R représente le temps, nous disons que les fonctions gx et gy sont des propriétés

des sous-systèmes dé�nis par (3.1) respectivement.

En�n, pour dé�nir un état synchronisé, Brown et Kocarev [32] exigent une fonction

h(gx; gy) : Rd � Rd ! Rd telle que khk = 0 ou khk ! 0 (où k�k est toute norme).

Nous disons que la fonction h, qui est indépendante du temps, compare les propriétés

mesurées sur les deux sous-systèmes, et les deux mesures convergent dans le temps si et

seulement si h(gx; gy) = 0.

Dé�nition 3.3.3 Brown et Kocarev [32] Les sous-systèmes dans les équations (3.1) sont

synchronisés sur la trajectoire de '(w0), par rapport aux propriétés gx et gy; s�il existe un

instant indépendant de l�application h tel que kh(gx; gy)k = 0.

Avec le choix de gx, gy et h on peut déterminer le type de synchronisation. Cette approche

conduit à l�idée qu�il existe des di¤érents types de synchronisation qui pourraient être

englobés dans un même formalisme.

Théorème 3.3.1 Le système maître et le système esclave sont synchronisés si et seule-

ment si tous les exposants de Lyapunov du système esclave, appelés les exposants de Lya-

punov conditionnels, sont négatifs.
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3.4 Di¤érents types de synchronisation

Depuis le résultat de Pecora et Caroll [26], une multitude d�articles a été consacrée à la

synchronisation de systèmes chaotiques et de nombreux critères de synchronisabilité ont

alors été dé�nis.

Dans cette section, au sens d�une étude bibliographique extensive, nous avons recueilli

di¤érents types et schémas de la synchronisation telle que la synchronisation complète

(CS), l�anti-synchronisation (AS), la synchronisation décalée, la synchronisation généra-

lisée (GS), la synchronisation projective (PS), etc.

3.4.1 Synchronisation complète (CS)

On considère un système chaotique maître représenté par :

_X = F (X (t)) ; (3.2)

où X (t) est le vecteur d�état du système maître de dimension n, et le système esclave

représenté par la formule suivante :

_Y = G (Y (t)) + U: (3.3)

où Y (t) est le vecteur d�état du système esclave de dimension m; F : Rn ! Rn,

G : Rm ! Rm et U = (ui)ni=1 2 Rn déterminent le vecteur de contrôle.

L�erreur de la synchronisation complète est dé�nie par :

e (t) = Y (t)�X (t) telle que lim
t!+1

ke (t)k = 0: (3.4)

où k:k la norme euclidienne.

� Si F = G, la relation devient une synchronisation compléte identique.
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� Si F 6= G, c�est une synchronisation compléte non identique.

Donc, la synchronisation (CS) est une coïncidence complète entre les variables d�état des

deux systèmes synchronisés.

3.4.2 Anti-synchronisation

Dé�nition 3.4.1 On dit que deux systèmes sont en anti-synchronisation, si le système

maître et le système esclave ont des vecteurs d�état identiques en valeur absolue, mais avec

signes opposés, et la somme de ces vecteurs d�état de deux systèmes tend vers zéro lorsque

le temps tend vers l�in�ni. Alors, l�erreur de l�anti-synchronisation est présentée par :

e (t) = Y (t) +X (t) : (3.5)

3.4.3 Synchronisation décalée

Dé�nition 3.4.2 Diao et al.[33] On dit que deux systèmes dynamiques chaotiques non-

identiques présentent une synchronisation décalée si et seulement si le temps est décalé.

Dé�nition 3.4.3 Si les variables d�état Y (t) du système chaotique esclave convergent

vers les variables d�état X(t) du système maître en temps décalé, on dit qu�il existe une

synchronisation retardée comme l�indique la relation suivante :

lim
t!+1

kY (t)�X (t� �)k = 0; 8x (0) : (3.6)

3.4.4 Synchronisation généralisée (GS)

La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la synchro-

nisation complète, l�anti-synchronisation et la synchronisation projective dans le cas des

systèmes chaotiques de dimensions et de modèles di¤érents [34]. Elle se manifeste par une

relation fonctionnelle entre les deux systèmes chaotiques.
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En comparaison avec la synchronisation identique, la synchronisation généralisée notée

par GS (en anglais : Generalized Synchronization) peut donner une dynamique plus

riche, car elle peut aussi envisager certains cas désynchronisés, dus aux disparités des

paramètres, aux déformations des canaux de transmission et autres. En conséquence, les

possibilités d�appliquer la GS peuvent être plus larges que la synchronisation identique.

Parmi les premières publications sur cette méthode, on cite les travaux de Rulkov et al. [27]

et de Kocarev et parlitz [35]. Yan et Li [36] ont introduit la synchronisation généralisée

pour des systèmes chaotiques uni�és. Récemment, cette méthode est étudiée pour les

systèmes chaotiques de dimension arbitraire par un contrôle non linéaire [37].

Cependant, il n�existe que peu de résultats théoriques sur la synchronisation généralisée

des systèmes dynamiques chaotiques de di¤érentes dimensions, alors ce type de recherche

est juste en début.

Pour dé�nir la GS, on considère un couple de systèmes maître-esclave représenté par :

8><>:
_X = F (X(t));

_Y = G(Y (t)) + U:
(3.7)

où X(t) 2 Rn, Y (t) 2 Rm sont les états du système maître et le système esclave, res-

pectivement, F : Rn ! Rn; G : Rm ! Rm et U = (ui)
n
i=1 2 Rn est un contrôleur à

déterminer.

Dé�nition 3.4.4 S�il existe une fonction � : Rn ! Rm, telles que toutes les trajectoires

du système maître et du système esclave, avec les conditions initiales x(0) et y(0) véri�ent :

lim
t!+1

kY (t)� �(X (t))k = 0; 8x (0) ; y (0) : (3.8)

alors, les systèmes maître-esclave (3.7) se synchronisent au sens généralisé par rapport à

la fonction �.
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3.4.5 Synchronisation pojective (PS)

Parmi tous les types de synchronisation de chaos, la synchronisation projective notée par

PS (en anglais : Projective Synchronization) a été largement étudiée au cours des der-

nières années, car elle peut réaliser une communication plus rapide avec sa caractéristique

proportionnelle.

La PS a été d�abord rapportée par Mainieri et Rehacek [28] dans les systèmes chaotiques

partiellement linéaires, dans lesquels les réponses des deux systèmes identiques synchro-

nisent jusqu�à un facteur d�échelle constant.

Puis, Daolin Xu [38] a montré que le facteur échelle de PS de deux systèmes couplés

partiellement linéaires est imprévisible et peut être arbitrairement man�uvré par l�intro-

duction d�un contrôle de rétroaction au système maître.

Xu et al. [39] ont également introduit plusieurs régimes de contrôle basés sur la théorie

de stabilité de Lyapunov pour mener le facteur échelle à une valeur souhaitée et dérivé la

condition générale pour la synchronisation projective que tous conditionnels des exposants

de Lyapunov sont non-positifs pour les systèmes en temps continu.

Plus tard, certains auteurs étendus à réaliser PS pour les systèmes partiellement non

linéaires qui est une classe générale des systèmes chaotiques sans limitation partielle de

linéarité [40, 41]. Par la suite, plusieurs schémas de PS ont été largement examinés [42, 43].

Dé�nition 3.4.5 On dit qu�on a une synchronisation PS si les variables d�état yi(t) du

système chaotique esclave Y (t) = (yi(t))1�i�n (3.3)se synchronisent avec une constante

multiple de l�état xi(t) du système chaotique maître X(t) = (xi(t))1�i�n(3.2) tels que :

9�i 6= 0; lim
t!+1

kyi (t)� �ixi (t)k = 0; 8 (x (0) ; y (0)) ; i = 1; 2; :::; n: (3.9)

� Le cas où tous les �i sont égaux à 1 représente un cas de synchronisation complète.

� Le cas où tous les �i sont égaux à �1 représente un cas d�anti-synchronisation complète.
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3.4.6 Synchronisation GPS

La synchronisation notéeGPS (en anglais :Generalized Projective Synchronization)

signi�e que les vecteurs émetteur et récepteur synchronisent jusqu�à un facteur d�échelle

h, c�est-à-dire que les vecteurs deviennent proportionnels.

On considère le système chaotique suivant :

8><>:
_X = F (X (t)) ;

_Y = G (Y (t)) + U:
(3.10)

où X (t) est le vecteur d�état du système maître de dimension n, Y (t) est le vecteur d�état

du système esclave de dimension n, F et G sont des champs de vecteurs, F;G : Rn ! Rn

et U = (ui)
n
i=1 2 Rn est un contrôleur à déterminer.

Dé�nition 3.4.6 Yan et Li [36] Pour le système (3.10), on dit qu�il y a une synchronisa-

tion GPS, s�il existe une constante h (h 6= 0), telle que lim
t!+1

kX (t)� hY (t)k = 0, ainsi,

la GPS du système (3.10) est atteinte, et nous appelons h facteur d�échelle.

Quelques études ont été menues pour investir GPS telle que les travaux de Li [44].

Exemple 3.4.1 Prenons l�exemple du système chaotique identique de Lorenz dont le sys-

tème maître est donné par :

8>>>><>>>>:
_xm = � (ym � xm) ;

_ym = xm (r � zm)� ym;

_zm = xmym � bzm:

(3.11)

où
�
� = 10; b = 8

3
; r = 28

�
, pour assurer l�attracteur chaotique.

A�n d�atteindre GPS, à l�aide de la technique de contrôle actif, le système esclave est
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construit comme suit : 8>>>><>>>>:
_xs = � (ys � xs) + u1;

_ys = xs (r � zs)� ys + u2;

_zs = xsys � bzs + u3:

(3.12)

Il y a trois fonctions de contrôle ui (i = 1; 2; 3) qu�elles vont être déterminées ultérieure-

ment.

Dé�nissons le vecteur d�erreur en tant que :

e1 = xm � hxs; e2 = ym � hys; e3 = zm � hzs: (3.13)

où h est le facteur d�échelle désiré.

Ensuite, on obtient le système d�erreur dynamique en soustrayant (3.11) à partir de

(3.12) : 8>>>><>>>>:
_e1 = � (e2 � e1)� hu1;

_e2 = re1 � e2 � xmzm + (xm � e1)(zm � e3) =h� hu2;

_e3 = xmym � (xm � e1)(ym � e2)=h� be3 � hu3:

(3.14)

Se référant aux méthodes originales de contrôle actif, on dé�nit les trois fonctions de

contrôle ui comme suit :

8>>>><>>>>:
hu1 = �v1;

hu2 = �v2 � xmzm + (xm � e1)(zm � e3) =h;

hu3 = �v3 + xmym � (xm � e1)(ym � e2)=h:

(3.15)

d�où, le système d�erreur devient :

8>>>><>>>>:
_e1 = v1 + � (e2 � e1) ;

_e2 = v2 + re1 � e2;

_e3 = v3 � be3:

(3.16)

Le système d�erreur (3.16) devra être contrôlé en un système linéaire d�une entrée de
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contrôle actif v1; v2 et v3 en fonction des erreurs e1; e2; e3. Tant que ces évaluations

stabilisent le système (3.16), e1; e2;et e3 convergent vers zéro à mesure que le temps tend

vers l�in�ni, ce qui implique que GPS de deux systèmes identiques de Lorenz est obtenue

avec un facteur d�échelle h.

Il y a beaucoup de choix possibles pour les contrôleurs v1; v2 et v3. A�n de rendre le

système (3.16) en boucle fermée stable, le bon choix du contrôle devrait garantit que le

système de rétroaction doit avoir toutes les valeurs propres en parties réelles négatives.

Pour simpli�er, on choisit :

0BBBB@
v1

v2

v3

1CCCCA = A

0BBBB@
e1

e2

e3

1CCCCA =

0BBBB@
0 � 0

�r 0 0

0 0 0

1CCCCA
0BBBB@

e1

e2

e3

1CCCCA : (3.17)

Dans ce choix particulier, les trois valeurs propres du système en boucle fermée (3.16) sont

��,�1 et �b. Comme le système en boucle fermée a toutes les valeurs propres qui sont

trouvées avoir des parties réelles négatives, le système se converge. Autrement dit, ce choix

se traduira par un système stable et la GPS de deux systèmes identiques de Lorenz est

atteinte.

Ce qui mérite d�être mentionné, c�est que les valeurs des valeurs propres jouent un rôle

important dans la stabilité du système d�erreur. A�n d�accélérer le rythme de convergence,

on devra rendre ces valeurs plus petites.

Les résultats numériques pour le facteur d�échelle h = 5 sont montrés (FIG. 3.1).

3.4.7 Synchronisation FSPS

Wen et Xu [40] ont présenté la synchronisation notée FSPS (en anglais : Full State

Projective Synchronization) qui signi�e que les deux systèmes émetteur et récepteur

synchronisent jusqu�à une constante non-nulle h.
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Dé�nition 3.4.7 Pour le système (3.10), on dit qu�il y a une synchronisation FSPS,

s�il existe un constant h (h 6= 0), telle que lim
t!+1

kY (t)� hX (t)k = 0, c�est-à-dire,

lim
t!+1

kyi (t)� hxi (t)k = 0; i = 1; 2; :::; n, ainsi, la (FSPS) de système (3.10) est atteinte.

Fig. 3.1 �La GPS entre deux systèmes identiques de Lorenz : (a) L�évolution dans le
temps des vecteurs d�erreur, (b) La projection des attracteurs synchronisés sur le plan x-z
après des états transitoires.

3.4.8 Synchronisation FSHPS

La synchronisation notée FSHPS (en anglais : Full State Hybrid Projective Syn-

chronization) signi�e que les vecteurs émetteur et récepteur se synchronisent jusqu�à une

matrice diagonale de mise en échelle constante H. La synchronisation FSHPS a

été annoncée pour la première fois par Hu et al. [45].

Dé�nition 3.4.8 Pour le système (3.10), on dit qu�il y a une synchronisation FSHPS,

s�il existe une matrice diagonale constante H (H 6= 0) et H = diag(h1; h2; :::; hn) telle que

lim
t!+1

kY (t)�HX (t)k = 0, c�est-à-dire, lim
t!+1

kyi (t)� hixi (t)k = 0; i = 1; 2; :::; n, ainsi,

la FSHPS du système (3.10) est atteinte.
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Remarque 3.4.1 Il est facile de voir que la dé�nition de la synchronisation FSHPS

englobe la synchronisation complète, l�anti-synchronisation et la synchronisation projective

en posant la matrice H égale a I, �I et �I (� est une constante), respectivement.

Plusieurs études ont été menues à travers cette méthode pour la synchronisation des

systèmes chaotiques et hyperchaotiques et ainsi pour les systèmes d�ordre di¤érent et pour

les systèmes à temps discret [46, 47, 48, 49].

3.4.9 Synchronisation Q-S

La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de tous les types de

synchronisations précédentes [50].

Dé�nition 3.4.9 Nous disons qu�un système maître, n-dimensionelle, X(t) et un système

esclave, m dimensionnlle, Y (t) sont en synchronisation Q-S dans la dimension d, s�il

existe un contrôleur U = (ui)1�i�m et deux fonctions Q : Rn ! Rd, S : Rm ! Rd telle

que l�erreur de synchronisation e (t) = Q(X (t))� S(Y (t)), véri�e lim
t!+1

ke (t)k = 0:

3.4.10 Synchronisation MPS

Guo-Hui Li [51] a proposé une nouvelle méthode de synchronisation appelée la synchro-

nisation notéeMPS (en anglais :Modi�ed Projective Synchronization), où les deux

systèmes émetteur et récepteur se synchronisent jusqu�à unematrice de mise à l�échelle

constante. Certains critères globaux de synchronisation sont donnés pour le placement

de pôle technique de cette méthode.

Par rapport à la synchronisation projective PS, laMPS est caractérisée par une matrice

de mise à l�échelle et que les deux systèmes se synchronisent proportionnellement.

Dé�nition 3.4.10 Pour le système (3.10), s�il existe une matice constante :

H = diag (h1 ; h2 ; ::: ; hn) telle que : lim
t!+1

kX (t)�HY (t)k = 0, alors nous appelons cette

synchronisation MPS et nous appelons H matrice de mise à l�échelle.
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Remarque 3.4.2 En toute évidence, la synchronisation complète CS et la synchronisa-

tion projective PS sont des cas particuliers de la synchronisation MPS

lorsque h1 = h2::: = hn = 1 et h1 = h2::: = hn, respectivement.

Exemple 3.4.2 Pour le système chaotique de Lorenz (3.11), les résultats de la simulation

numériques montrent que la réponse de temps de l�erreur de synchronisation

e = [e1; e2; e3]
T tend vers zéro lorsque t! +1 (FIG. 3.2).

Fig. 3.2 �La MPS pour le système de Lorenz : l�évolution des vecteurs d�erreurs pour
une matrice H = diag(1; 2; 3).

3.4.11 Synchronisation FPS

La plupart des e¤orts de recherche mentionnés ci-dessus se sont concentrés sur l�étude d�un

facteur d�échelle constant. Récemment, Chen et Li [52] ont présenté une nouvelle méthode

de synchronisation notée FPS (en anglais : Function Projective Synchronization).

Par la suite, Hongyue Du et al. [53] ont montré qu�un contrôle peut être utilisé pour

manipuler le facteur échelle de telle sorte que le système émetteur et le système récepteur

peuvent être synchronisés jusqu�à une fonction de mise à l�échelle souhaitée.
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La FPS est une dé�nition plus générale de la PS. En comparaison avec la PS, la FPS

signi�e que les deux systèmes maître-ésclave peuvent être synchronisés à une fonction

de mise en échelle, mais pas une constante. Cette fonction pourrait être utilisée

pour obtenir une communication plus sécurisée, car il est évident que l�imprévisibilité de

l�échelle de la fonction dans la méthode FPS peut en outre améliorer la sécurité de la

communication.

Pour le meilleur de nos connaissances, à l�heure actuelle, il y a peu de résultats théoriques

sur la FPS. Motivés par cette raison, nous référons aux travaux de Hongyue Du et al. [53]

pour donner une dé�nition et un exemple de la méthode.

Pour dé�nir la synchronisation FPS, on décrit le terme d�erreur par :

e (t) = X (t)�H(t)Y (t)

où H(t) est une fonction continûment di¤érentiable bornée et H(t) 6= 0 pour tout t.

Dé�nition 3.4.11 Pour le système (3.10), s�il existe une fonction de mise à l�échelle

H(t) telle que lim
t!+1

ke(t)k = 0,alors nous appelons cette synchronisation FPS.

Remarque 3.4.3 Il est facile de voir que la dé�nition de la FPS englobe la PS lorsque

la fonction de mise à l�échelle H(t) est prise par une constante h.

Nous allons montrer, par la suite, que le contrôle peut être utilisé pour manipuler le

facteur d�échelle de telle sorte que les deux systèmes émetteur et récepteur pourraient être

synchronisés jusqu�à une fonction de mise à l�échelle désirée.

Exemple 3.4.3 Par souci de commodité, on considère l�exemple de système chaotique

partiellement linéaire pour montrer la faisabilité de la méthode FPS, qui est le système de

Lorenz (3.11).

76



Chapitre 3. Synchronisation des systèmes dynamiques chaotiques

Les deux systèmes chaotiques identiques (3.11) couplés à travers la variable z sous la forme

(3.18) avec les contrôleurs adaptatifs donnés par :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

_xd = �(yd � xd);

_yd = xd (r � z)� yd;

_z = xdyd � bz;

_xr = � (yr � xr) + u1;

_yr = xr (r � z)� yr + u2:

(3.18)

où fxd; ydg et fxr; yrg sont les vecteurs émetteur et récepteur, respectivement.

On dé�nit les erreurs de la FPS comme suit :

8><>: e1 = xd �H(t)xr;

e2 = yd �H(t)yr:
(3.19)

où H(t) est la fonction de mise à l�échelle.

Il est évident que, si le vecteur d�erreur e(t) tend vers zéro, la FPS a lieu avec la fonction

de mise à l�échelle souhaitée.

La dérivée du temps de l�équation (3.19) est donnée par :

8><>: _e1 = _xd �H(t) _xr � _H (t)xr;

_e2 = _yd �H(t) _yr � _H (t) yr:
(3.20)

En substituant (3.18) dans (3.20), on obtient les erreurs dynamiques suivantes :

8><>: _e1 = � (yd � xd)�H (t) (� (yr � xr) + u1)� _H (t)xr;

_e2 = xd (r � z)� yd �H (t) (xr (r � z)� yr + u2)� _H (t) yr:
(3.21)
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En présentant la fonction de Lyapunov suivante :

V =
1

2
e21 +

1

2
e22: (3.22)

la dérivée temporelle de V le long des trajectoires des équations (3.22) est :

_V = e1 _e1 + e2 _e2 = e1

h
� (yd � xd)�H (t) (� (yr � xr) + u1)� _H (t)xr

i
(3.23)

+e2

h
xd (r � z)� yd �H (t) (xr (r � z)� yr + u2)� _H (t) yr

i

Ainsi, la fonction de contrôle peut être formulée sous la forme :

U =

�
u1
u2

�
=

1

�(t)

�
�e2 � _H (t)xr

(r � z) e1 � _H (t) yr

�
: (3.24)

En substituant (3.24) dans (3.23), on obtient :

_V = ��e21 � e22 < 0: (3.25)

Selon la théorie de stabilité de Lyapunov, le vecteur d�erreur e(t) tend vers zéro asympto-

tiquement, ce qui implique que toutes les variables d�état ont tendance à synchroniser dans

une relation de fonction proportionnelle. Une simulation numérique des erreurs e1 et e2,

de la FPS, et de la fonction d�échelle H(t) est représentée (FIG. 3.3).

Fig. 3.3 �La variation des erreurs de la FPS et de la fonction mise à l�échelle H(t) pour
le système de Lorenz.
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3.4.12 Synchronisation MFPS

Une nouvelle méthode de synchronisation notéeMFPS (en anglais :Modi�ed Function

Projective Synchronization) a été présentée par Hongyue Du et al. [54]. Dans ce type

de synchronisation, les deux systèmes émetteur et récepteur synchronisent jusqu�à une

matrice de fonction de mise à l�échelle désirée. La synchronisationMFPS est une

dé�nition plus générale deMPS et FPS où la matrice de fonction de mise à l�échelle est

prise par une matrice constante H et une fonction de mise à l�échelle H(t), respectivement.

Il est évident que l�imprévisibilité de la matrice de fonction de mise à l�échelle dans la

synchronisationMFPS peut en outre améliorer la sécurité des communications.

Pour dé�nir la synchronisationMFPS, le terme d�erreur est donné par :

e (t) = X (t)�H(t)Y (t)

où H(t) est une matrice diagonale d�ordre n, H(t) = diag(h1(t); h2(t); ::::::hn(t)) et hi(t)

est une fonction continûment di¤érentiable bornée, et hi(t) 6= 0 pour tout t.

Dé�nition 3.4.12 Pour le système (3.10) ),s�il existe une matrice de fonction de mise

à l�échelle telle que lim
t!+1

ke(t)k = 0, alors nous appelons cette synchronisation MFPS.

Remarque 3.4.4 Il est facile de voir que la FPS et laMPS sont des cas particuliers de

la MFPS, où h1(t) = h2(t) = ::::::hn(t) = h(t) et h1(t) = h1 ; h2(t) = h2 ; :::; hn(t) = hn,

respectivement.

3.4.13 Synchronisation GFPS

En 2010, la synchronisation notée GFPS (en anglais : Generalized Function Projec-

tive synchronization) a été présentée par Yu et Li [55], où les deux systèmes émetteur

et récepteur se synchronisent vers une matrice de fonction de mise à l�échelle.
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Pour dé�nir la synchronisation GFPS, le terme d�erreur est présenté par :

e (t) = Y (t)�H(t)X (t)

où e (t) = (e1; e2; :::; en)T ,H(t) = diag(h1(t); h2(t); ::::::hn(t)) est réversible et di¤érentiable

et hi(t) : R+ ! R; hi(t) 6= 0 sont des fonctions continûment di¤érentiables bornées.

Dé�nition 3.4.13 Pour le système (3.10), s�il existe une matrice de fonction de mise à

l�échelle H (t) d�ordre n telle que lim
t!+1

ke(t)k = 0, alors nous appelons cette synchroni-

sation Generalized Function Projective synchronization (GFPS).

� Si h1(t) = h2(t); :::::: = hn(t), alors la GFPS est simpli�ée à la FPS.

� Si hi(t) = hi; (i = 1; 2; :::::; n) où hi 2 R et hi 6= 0, la GPS est atteinte.

� Si H = �In où � 2 R est une constante et In est la matrice identité, la GFPS est

réduite à la PS.

3.4.14 Synchronisation HPS

Très récemment, la synchronisation notée HPS (en anglais : Hybrid Projecive Syn-

chronization) a été proposé par Manfeng Hu et al. [56]. Dans ce type de synchronisation,

les deux systèmes émetteur et récepteur peuvent synchroniser jusqu�à des di¤érents fac-

teurs d�échelle. LaHPS peut être considérée comme une extension de la synchronisation

projective PS, car la synchronisation complète et anti-synchronisation sont ses deux cas

particuliers. Depuis, la synchronisation HPS ne cesse d�être étudiée pour plusieurs disci-

plines, en particulier les communications [57].

Pour dé�nir la synchronisation HPS, le terme d�erreur est proposé comme :

e(t) = H (t)Y (t)�X (t)
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où H (t) est une matrice de mise à l�échelle, H (t) = diag(h1 ; h2 ; ::::::hn); hi est un facteur

d�échelle et hi 6= 0 pour tout t.

Dé�nition 3.4.14 Pour le système (3.10), s�il existe une matrice réversible de mise à

l�échelle H d�ordre n telle que lim
t!+1

ke(t)k = 0. il est dit qu�il y a une synchronisation

HPS.

Remarque 3.4.5

� Si H = I, où I est la matrice unité, alors la synchronisation est appelée CS.

� Si H = �I, alors la synchronisation est nomée AS.

� Si H = �I, et � 6= �1 un réel constant di¤érent de zéro, alors la synchronisation est

appelée PS.

� Si H = diag(h1 ; h2 ; ::::::hn) et h1 ; h2 ; ::::::hn sont des constantes di¤érentes non nulles,

alors la synchronisation est nommée MPS. Donc CS, AS, PS et MPS sont des

cas particuliers de la HPS.

3.4.15 Synchronisation HFPS

Zhang et Li [58] ont développé un nouveau type de synchronisation notée par HFPS (en

anglais : Hybrid Function Projective Synchronization), dans laquelle les deux sys-

tèmes émetteur et récepteur se synchronisent jusqu�à une matrice de fonction de mise

à échelle. De sa part, cette méthode améliore la sécurité dans les télécommunications.

Pour dé�nir la synchronisation HFPS, le terme d�erreur est fourni par :

e(t) = Y (t)�H(t)X(t)

oùH(t) est une matrice de fonction de mise à l�échelle,H(t) = diag(h1 (t) ; h2 (t) ; ::::::hn (t)),

et hi(t) est une fonction continûment di¤érentiable bornée et hi(t) 6= 0 pour tout t.
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Dé�nition 3.4.15 Pour le système (3.10), s�il existe une matrice de fonction de mise à

échelle H telle que lim
t!+1

ke(t)k = 0, il est dit qu�il y a une synchronisation HFPS.

3.5 Méthodes du contrôle pour la synchronisation

Cette section est consacrée à la présentation de diverses méthodes pour la synchronisation

les plus performantes et les plus rencontrées.

3.5.1 Méthode du contrôleur actif

L�application du contrôle actif pour la synchronisation des systèmes chaotiques a été pro-

posée par Bai et Lonngren [59]. C�est une technique e¢ cace qui a montré sa puissance non

seulement pour la synchronisation des systèmes identiques, mais aussi pour la synchronisa-

tion des systèmes non identiques. De plus, cette méthode o¤re une simplicité remarquable

pour l�implémentation de l�algorithme [60].

Soit deux systèmes chaotiques à synchroniser, maître et esclave, dé�nis par :

_X = F (X (t)); (3.26)

_Y = G(Y (t)) + U: (3.27)

où X(t) 2 Rn; Y (t) 2 Rn sont les états des systèmes maître et esclave, respectivement,

F;G : Rn ! Rn; et U = (ui)1�i�n est un contrôleur à déterminer.

Pour que les deux systèmes se synchronisent, il faut que l�erreur entre les trajectoires

des deux systèmes converge vers zéro lorsque le temps tend vers l�in�ni. Cette erreur est

obtenue comme suit :

_e(t) = _Y (t)� _X(t) = G(Y (t))� F (X (t)) + U: (3.28)
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Si on peut écrire la quantité G(Y (t))� F (X (t)) de la façon suivante :

G(Y (t))� F (X (t)) = Ae(t) +N (X (t) ; Y (t)) : (3.29)

l�erreur peut être exprimée comme suit :

_e (t) = Ae(t) +N (X (t) ; Y (t)) + U: (3.30)

où A 2 Rn�n est une matrice constante et N une fonction non linéaire. Le contrôleur U

est proposé comme suit :

U = V �N (X (t) ; Y (t)) : (3.31)

où V est le contrôleur actif dé�ni par :

V = �Le(t): (3.32)

où L est une matrice de contrôle inconnue. Donc, on obtient la formule �nale suivante de

l�erreur :

_e (t) = (A� L)e(t): (3.33)

Donc le problème de la synchronisation entre le système maître (3.26) et le système esclave

(3.27) est transformé en problème de zéro-stabilitée du système (3.33). Maintenant le

Théorème qui suit est un résultat immédiat de la théorie de la stabilité des systèmes

dynamiques linéaires continues.

Théorème 3.5.1 Le système maître (3.26) et le système esclave (3.27) sont globalement

synchronisés sous la loi du contrôle( 3.31), si et seulement si la matrice de contrôle L

est choisie telles que les valeurs propres de (A� L) se trouvant à l�intérieur du disque de

l�unité.
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3.5.2 La méthode backstepping

La méthode du backstepping est une méthode récursive qui se base sur le choix d�une

fonction de Lyapunov avec la conception du contrôleur nécessaire [61, 62].

En considère que le système maître et le système esclave sont dé�nis comme suit :

8>>>>>>><>>>>>>>:

_x1 = f1 (x1; x2) ;

_x2 = f2 (x1; x2; x3) ;

:::::

_xn = fn (x1; x2; x3; :::; xn) :

(3.34)

et 8>>>>>>><>>>>>>>:

_y1 = f1 (x1; x2) ;

_y2 = f2 (x1; x2; x3) ;

:::::

_yn = fn (x1; x2; x3; :::; xn) + u:

(3.35)

où f1 est une fonction linéaire, fi (i = 2; 3:::; n) sont des fonctions non linéaires et u est

un contrôleur qui doit être choisi convenablement pour obtenir la synchronisation entre

les systèmes (3.34) et( 3.35).

L�erreur de synchronisation est dé�nie comme suit :

8>>>>>>><>>>>>>>:

e1 = y1 � x1;

e2 = y2 � x2;

:::::

en = yn � xn:

(3.36)
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Alors, la dynamique du système d�erreur s�écrit :

8>>>>>>><>>>>>>>:

_e1 = g1(e1; e2);

_e2 = g2(e1; e2; e3);

:::::

_en = gn(e1; e2; :::; en) + u:

(3.37)

où g1 est une fonction linéaire, gi (i = 2; 3; :::; n) sont des fonctions non linéaires.

L�objectif est de calculer une loi de contrôle u qui assure la convergence du système ei,

(i = 2; 3; :::; n) vers l�origine en utilisant l�algorithme backstepping. Pour cela, le système

d�erreur (3.37) doit être décomposé en sous-système :

e1; (e1; e2); (e1; e2; e3); :::; (e1; e2; :::; en):

Et pour chaque sous-système, on dé�ni une fonction de Lyapunov V positive : Vj(ej; uj; �j),

où j est l�ordre du sous-système, uj; �j représentent, respectivement, la loi de contrôle et

le contrôleur virtuel du sous système d�ordre j ; uj et �j sont calculés à chaque fois de tel

sorte que : _Vj < 0:

Remarque 3.5.1 Il existe plusieurs avantages dans cette méthode :

� Elle présente une procédure systématique pour la sélection du contrôleur.

� Elle peut être appliquée à di¤érents systèmes chaotiques.

� Elle o¤re la possibilité de réaliser la synchronisation avec un seul contrôleur.

� Le contrôleur calculé o¤re une simplicité dans l�implémentation de l�algorithme.
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3.6 Etude d�un problème inverse IHFPS

Parmi les synchronsations qui sont largement considérées, on peut citer la synchronisation

notée FSHPS (Full State Hybrid Function Projective Synchronization) [58].

Dans la synchronisation HFPS, le système maître et le système esclave pourraient être

synchronisés avec une matrice de fonction de mise à l�échelle, l�imprévisibilité de la matrice

de fonction de mise à l�échelle dans le schéma HFPS peut améliorer la sécurité dans la

télécommunication. D�autre part, l�étude du problème inverse de laHFPS qui produit un

nouveau type de synchronisation notée IHFPS (en anglais : Inverse Hybrid Function

Projective Synchronization) est une idée séduisante et importante.

Dans cette section, nous introduisons la IHFPS pour une classe générale des systèmes

chaotiques de n-dimensions à temps continu. Pour atteindre la IHFPS, nous proposons un

schéma général fondé sur des nouveaux contrôleurs non linéaires. Les résultats théoriques

ainsi dérivés sont prouvés en utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov. A�n de véri�er

l�e¢ cacité de la méthode proposée, nous l�appliquons à des systèmes chaotiques en 5-D à

temps continu. Des simulations sont données pour montrer l�e¢ cacite du nouveau résultat.

Le contenu de cette section a fait l�objet d�une publication internationale :"A General

Control Method for Inverse Hybrid Function Projective Synchronization of a

Class of Chaotic Systems" [63].

3.6.1 Description des systèmes maître-esclave

Nous considérons le système chaotique maître décrit par :

_xi =
nX
j=1

aijxj +
dX

pn=1

:::

dX
p1=1

�(i)p1:::pnx
p1
1 :::x

pn
n + i; i = 1; 2; :::; n: (3.38)

où (aij) 2 Rn�n;
�
�
(i)
p1:::pn

�
2 Rd�d; (i = 1; 2; :::; n), tels que :

�
(i)
10:::0 = 0; �

(i)
01:::0 = 0; :::; �

(i)
00:::1 = 0; (i = 1; 2; :::; n) ; (i)1�i�n sont des nombres réels.
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Comme système esclave, nous considérons le système chaotique décrit par :

_yi =
nX
j=1

bijyj +

dX
pn=1

:::
dX

p1=1

�(i)p1:::pny
p1
1 :::y

pn
n + �i + ui; i = 1; 2; :::; n: (3.39)

où (bij) 2 Rn�n;
�
�(i)p1:::pn

�
2 Rd�d; (i = 1; 2; :::; n), tels que :

�
(i)
10:::0 = 0; �

(i)
01:::0 = 0; :::; �

(i)
00:::1 = 0; i = 1; 2; :::; n; (�i)1�i�n sont des nombres réels et

(ui)1�i�n sont des contrôleurs à déterminer.

3.6.2 Dé�nition de la synchronisation IHFPS

Tout d�abord, signalons que nous avons précédemment donné la dé�nition de la synchroni-

sation HFPS (Section 3.4.15). Maintenant, nous présentons la dé�nition de la synchro-

nisation notée IHFPS (en anglais : Inverse Hybrid Function Projective Synchro-

nization) pour les systèmes chaotiques maître-esclave donnés dans les équations (3.38)

et (3.39).

Dé�nition 3.6.1 Le système maître (3.38) et le système esclave (3.39) on dit synchro-

nisés au sens de la synchronisation IHFPS, s�il existe des contrôleurs (ui)1�i�n et des

fonctions continûment di¤érentiables bornées hi (t) 6= 0, pour tous t; 1 � i � n, tels que

les erreurs de synchronisation ei (t) = xi�hi (t) yi; 1 � i � n, satisfaites : lim
t!+1

ei (t) = 0;

i = 1; 2; :::; n.

3.6.3 Méthode de la synchronisation IHFPS

Selon laDé�nition 3.6.1, le système d�erreur entre le système maître (3.38) et le système

esclave (3.39) peut être dérivé comme suit :

_ei (t) =
nX
j=1

aijej (t) + �i + 'i +  i � hi (t)ui; i = 1; 2; :::; n: (3.40)

où
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�i =
dX

pn=1

:::

dX
p1=1

�(i)p1:::pnx
p1
1 :::x

pn
n ; i = 1; 2; :::; n: (3.41)

'i = �hi
dX

pn=1

:::
dX

p1=1

�(i)p1:::pny
p1
1 :::y

pn
n ; i = 1; 2; :::; n: (3.42)

et

 i = hi (t)
nX
j=1

(aij�bij) yj � _hi (t) yi + i � hi (t) �i; i = 1; 2; :::; n: (3.43)

Pour atteindre la synchronisation IHFPS entre le système maître (3.38) et le système

esclave (3.39), nous choisissons la loi de contrôle comme suit :

ui =
1

hi (t)

 
i�1X
j=1

(2aij + aji) ej (t) + kiei (t)�
nX

j=i+1

ajiej (t) + �i + 'i +  i

!
: (3.44)

pour i = 1; 2; :::; n;où (ki)1�i�n sont des constantes de contrôle à déterminer ultérieurement.

En substituant l�équation (3.44) dans l�équation (3.40), le système d�erreur peut s�écrire

sous la forme :0BBBBBBBBBBBBBB@

_e1(t)

_e2(t)

�

�

�

_en(t)

1CCCCCCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBBBBBB@

a11 � k1 a21 + a12 � � � an1 + a1n

�(a21 + a12) a22 � k2 � � � an2 + a2n

� � � �

� � � �

� � � �

�(an1 + a1n) �(an2 + a2n) ann � kn

1CCCCCCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBBBBBBB@

e1(t)

e2(t)

�

�

�

en(t)

1CCCCCCCCCCCCCCA
: (3.45)

Maintenant, la réécriture du système d�erreur (3.45) dans la forme compacte :

_e (t) =
�
L+K � LT

�
e (t) : (3.46)
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où K = diag f(a11 � k1) ; :::; (ann � kn)g et L = (lij)n�n tels que :

lij =

8><>: � (aij + aji) si j < i

0 si j � i:
(3.47)

Théorème 3.6.1 Si les constantes de contrôle (ki)1�i�n sont choisis telles que :

ki > aii; i = 1; 2; :::; n, alors les deux systèmes (3.38) et (3.39) sont globalement synchro-

nisés au sens IHFPS sous les contrôleurs (3.44).

Preuve. Considérons la fonction de Lyapunov sous la forme : V (e (t)) = 1
2
eT (t) e (t),

alors nous obtenons :

_V (e (t)) =
1

2

�
_eT (t) e (t) + eT (t) _e (t)

�
(3.48)

=
1

2

�
eT (t)

�
LT +KT � L

�
e (t) + eT (t)

�
L+K � LT

�
e (t)

�
= eT (t)Ke (t) =

nX
i=1

(aii � ki) e
2
i (t) < 0:

Ainsi, par la théorie de stabilité de Lyapunov, il est montré immédiatement que :

limt!1 ei (t) = 0; i = 1; 2; :::; n.

Nous concluons que les systèmes (3.38) et (3.39) sont globalement synchronisés au sens de

la synchronisation IHFPS.

3.6.4 Application de la synchronisation IHFPS pour deux sys-

tèmes chaotiques en 5-D à temps continu

Un exemple de deux systèmes chaotiques est considéré pour valider cette nouvelle mé-

thode de synchronisation chaotique. Le système maître et le système esclave sont décrits,
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respectivement, comme étant :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

_x1 = a1 (x2 � x1) + x2x3x4x5;

_x2 = a2 (x1 + x2)� x1x3x4x5;

_x3 = �x3 + 0:1x21;

_x4 = �a3x4 + x1x2x3x5;

_x5 = �a4 (x5 � x4)� a5x1 + x1x2x3x4:

(3.49)

et 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

_y1 = a1 (y2 � y1) + y2y3y4y5 + u1;

_y2 = a2 (y1 + y2)� y1y3y4y5 + u2;

_y3 = �y3 + 0:1y21 + u3;

_y4 = �a3y4 + y1y2y3y5 + u4;

_y5 = �a4 (y5 � y4)� a5y1 + y1y2y3y4 + u5:

(3.50)

où a1; a2; a3; a4; a5 sont des paramètres de bifurcations et (ui)1�i�5 sont des contrôleurs de

synchronisation. Le système (3.49) a un attracteur chaotique,

quand (a1; a2; a3; a4; a5) = (37; 14:5; 10:5; 15; 9:5) [58].

Selon la méthode de contrôle présentée, les erreurs de synchronisation entre le système

maître (3.49) et système esclave (3.50) peuvent être dérivées comme suit :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

_e1 (t) = a1 (e2 (t)� e1 (t)) +R1 � h1 (t)u1;

_e2 (t) = a2 (e1 (t) + e2 (t)) +R2 � h2 (t)u2;

_e3 (t) = �e3 (t) +R3 � h3 (t)u3;

_e4 (t) = �a3e4 (t) +R4 � h4 (t)u4;

_e5 (t) = �a4 (e5 (t)� e4 (t))� a5e1 (t) +R5 � h5 (t)u5:

(3.51)
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où 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

R1 = x2x3x4x5 � h1 (t) y2y3y4y5 � _h1 (t) y1;

R2 = �x1x3x4x5 + h2 (t) y1y3y4y5 � _h2 (t) y2;

R3 = 0:1x
2
1 � h3 (t) (0:1y

2
1)� _h3 (t) y3;

R4 = x1x2x3x5 � h4 (t) y1y2y3y5 � _h4 (t) y4;

R5 = x1x2x3x4 � h5 (t) y1y2y3y4 � _h5 (t) y5:

(3.52)

et (hi (t))1�i�5 sont les fonctions de mise à l�échelle.

Pour atteindre la synchronisation IHFPS entre les deux systèmes (3.49) et (3.50), les

contrôleurs de synchronisation sont proposés comme suit :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u1 =
1

h1(t)
(a2e2 (t)� a5e5 (t) +R1) ;

u2 =
1

h2(t)
(a1e1 (t) + ke2 (t) +R2) ;

u3 =
1

h3(t)
R3;

u4 =
1

h4(t)
(a4e5 (t)R4) ;

u5 =
1

h5(t)
R5:

(3.53)

où k est une constante de contrôle à déterminer.

Ensuite, les erreurs de synchronisation (3.51) peuvent être décrites comme :

0BBBBBBBBBB@

_e1 (t)

_e2 (t)

_e3 (t)

_e4 (t)

_e5 (t)

1CCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBB@

�a1 a1 � a2 0 0 a5

a2 � a1 a2 � k 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �a3 �a4

�a5 0 0 a4 �a4

1CCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBBB@

e1 (t)

e2 (t)

e3 (t)

e4 (t)

e5 (t)

1CCCCCCCCCCA
: (3.54)

Et en utilisant la même procédure de la preuve duThéorème 3.6.1, nous pouvons obtenir

le résultat suivant :

Corollaire 3.6.1 Si une constante de contrôle k est choisis telle que : k > a2, alors les

deux systèmes (3.49) et (3.50) sont globalement synchronisés de type IHFPS sous la loi
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de contrôle (3.53).

A�n de valider les résultats théoriques obtenus, une simulation numérique est élaborée

(FIG. 3.4).

Fig. 3.4 �Évolution du temps des erreurs de la synchronisation IHFPS entre le système
maître (3.38) et le système esclave (3.39)

3.7 Conclusion

L�objectif principal de ce chapitre était de présenter les di¤érents types de synchronisation

et les diverses méthodes de synchronisation les plus performantes. On a tout d�abord

abordé l�histoire de la synchronisation chaotique. Nous avons ensuite dé�ni plusieurs

schémas de synchronisation des systèmes dynamiques chaotiques (hyperchaotiques). Le

contrôle actif et le backstepping sont les méthodes les plus utilisées pour réaliser la syn-

chronisation des systèmes dynamiques.

L�étude des problèmes inverses est un sujet qui vient d�être traité très récemment, elle

donne naissance à des nouveaux schémas de synchronisation assurant la sécurité dans les

télécommunications.
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En e¤et, nous avons introduit la synchronisation (IHFPS) (en anglais : Inverse Hybrid

Function Projective Synchronization), inspirée de HFPS, pour une classe générale

n-dimensionnelle des systèmes chaotiques à temps continu. Le résultat théorique obtenu

est prouvé en utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov. A�n de véri�er l�e¢ cacité de la

méthode proposée, nous l�avons appliquée aux systèmes chaotiques 5-D à temps continu.

Quoi que l�étude du problème inverse est largement évoquée, le concept de la combinaison

de di¤érents types de synchronisation, notamment un type avec son inverse, reste une

nouveauté. Alors, ce sujet sera abordé dans les deux derniers chapitre.
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Chapitre 4

La coexistence de GS et IGS entre

systèmes chaotiques et

hyperchaotiques

4.1 Introduction

Le comportement non linéaire telles que la stabilité, le contrôle et la synchronisation des

systèmes dynamiques chaotiques et hyperchaotiques est devenu un domaine de recherche

actif. Il a attiré de plus en plus l�attention de nombreux chercheurs dans les domaines

de la science et de la technique en raison de ses applications potentielles dans di¤érentes

disciplines [64, 65, 66, 67]. Vu l�importance des systèmes dynamiques non linéaires, ces

applications ont trouvé des champs importants [68, 69, 70, 71, 72, 73].

À la recherche de la stabilité, plusieurs méthodes robustes et pratiques ont été développées,

par exemple, le contrôle actif et le backstepping [74, 75]. Par conséquence, beaucoup types

de synchronisation des systèmes chaotiques (hyperchaotiques) à temps continu qu�à temps

discret ont été présentés et introduites, telles que CS [76], A-S [77], la GS [80, 78, 79],

PS [80, 81], la synchronisation �� � [82] et la synchronisation ��� [83].
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Parmi tous ces types de synchronisation, la synchronisation généralisée (GS) (Generalized

synchronization) est largement considérée. L�étude de son inverse donne naissance à un

nouveau schéma de synchronisation pour assurer la sécurité dans la télécommunication,

c�est la synchronisation notée (IGS) (en anglais : Inverse Generalized synchroniza-

tion) [84].

Bien que Ouannas et al. [85] ont rapporté pour la première fois la coexistence de (GS)

et (IGS) pour les systèmes d�ordres fractionnaires de di¤érentes dimensions, les études

pour la coexistence de la (GS) et (IGS) pour des systèmes dynamiques di¤érentiels

d�ordres entiers de dimensions di¤érentes n�ont pas encore été explorés. Alors, ce chapitre

se concentre sur la coexistence de la synchronisation (GS) et son inverse (IGS) entre les

systèmes chaotiques et hyperchaotiques en 3-D et 4-D.

En utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov et la théorie de stabilité des systèmes

dynamiques linéaires à temps continu, quelques conditions su¢ santes ont été dérivé pour

prouver la coexistence de (GS) et (IGS) pour synchroniser deux systèmes de dimen-

sions di¤érentes, à savoir, un système chaotique maître en 3-D et un système esclave

hyperchaotique en 4-D. Le contenu de ce chapitre est une version remaniée d�une pu-

blication :"Coexistence of generalized synchronization and inverse generalized

synchronization between chaotic and hyperchaotic systems" [86].

4.2 Dé�nitions de GS et IGS

La synchronisation généralisée GS est caractérisée par l�existence d�une relation fonction-

nelle � entre l�état Y (t) du système esclave et l�état X(t) du système maître, de sorte

que Y (t) = �(X(t)) après un temps transitoire [87]. Di¤érents types de synchronisation

peuvent être obtenus à partir du GS en fonction du choix de �. Une variation est repré-

sentée par son inverse (IGS). Pour IGS, la synchronisation devient X(t) = �(Y (t)) après

un temps transitoire.
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Pour dé�nir GS et IGS, nous considérons le système maître et le système esclave, respec-

tivement par :

_X(t) = F (X(t)); (4.1)

_Y (t) = G(Y (t)) + U: (4.2)

où X(t) = (xi(t))1�i�n ; Y (t) = (yi(t))1�i�m sont les états du système maître et du système

esclave, respectivement, F : Rn ! Rn; G : Rm ! Rm et U = (ui)1�i�m est un contrôleur

vectoriel.

Dé�nition 4.2.1 Le système maître (4.1) et le système esclave (4.2) sont en synchronisa-

tion généralisée (GS), s�il existe un contrôleur U = (ui)1�i�m et une fonction di¤érentiable

� : Rn ! Rm, tel que lim
t!+1

ke (t)k = lim
t!+1

kY (t)� �(X (t))k = 0:

Dé�nition 4.2.2 Le système maître (4.1) et le système esclave (4.2) sont en synchro-

nisation (IGS), s�il existe un contrôleur U = (ui)1�i�m et une fonction di¤érentiable

' : Rm ! Rn, tel que lim
t!+1

ke (t)k = lim
t!+1

kX (t)� '(Y (t))k = 0:

4.3 Coexistence de GS et IGS en 3-D

4.3.1 Description des systèmes maître-esclave

Ici, nous supposons que le système maître peut être considéré comme suit :

_xi(t) =

3X
j=1

aijxj(t) + fi(X(t)); i = 1; 2; 3: (4.3)

où X(t) = (xi(t))1�i�3 est l�état du système maître (4.3), (aij) 2 R3�3; fi : R3 ! R;

i = 1; 2; 3.
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Aussi, nous considérons le système esclave comme suit :

_yi(t) = gi(Y (t)) + ui; i = 1; 2; 3; 4: (4.4)

où Y (t) = (yi(t))1�i�4 est l�état du système esclave (4.4), gi : R4 ! R, et ui; i = 1; 2; 3; 4

sont des contrôleurs.

4.3.2 Formulation du problème en 3-D

Dé�nition 4.3.1 On dit que GS et IGS coexistent dans la synchronisation du système

maître (4.3) et du système esclave (4.4), s�il existe des contrôleurs ui; i = 1; 2; 3; 4, et des

fonctions di¤érentiables �1; �2 : R3 ! R; ' : R4 ! R, de telle sorte que les erreurs de

synchronisation : 8>>>><>>>>:
e1 (t) = y1 (t)� �1 (X (t)) ;

e2 (t) = x2 (t)� ' (Y (t)) ;

e3 (t) = y3 (t)� �2 (X (t)) :

(4.5)

satisfont lim
t!+1

ei (t) = 0; i = 1; 2; 3:

4.3.3 Résultats analytiques en 3-D

Le système d�erreur (4.5) peut être dérivé comme suit :

_e1(t) = _y1 (t)�
3X
j=1

@�1
@xj

_xj (t) ; (4.6)

_e2(t) = _x2 (t)�
4X
j=1

@'

@yj
_yj (t) ;

_e3(t) = _y3 (t)�
3X
j=1

@�2
@xj

_xj (t) ;
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En outre, le système d�erreur (4.6) peut être écrit comme suit :

_e1(t) = u1 +R1; (4.7)

_e2(t) = �
4X
j=1

@'

@yj
uj +R2;

_e3(t) = u3 +R3:

où

R1 = g1(Y (t))�
3X
i=1

@�1
@xi

 
3X
j=1

aijxj(t) + fi(X(t))

!
; (4.8)

R2 =
3X
j=1

a2jxj(t) + f2(X(t))�
4X
j=1

@'

@yj
gj(Y (t));

R3 = g3(Y (t))�
3X
i=1

@�2
@xj

 
3X
j=1

aijxj(t) + fi(X(t))

!
.

Pour atteindre la synchronisation entre le système maître (4.3) et le système esclave (4.4),

nous supposons que : @'
@y2

6= 0 et les contrôleurs ui; (i = 1; 2; 3; 4) sont construits comme

suit :

u1 =
3X
j=1

(a1j � c1j) ej(t)�R1; (4.9)

u2 = �
@'
@y1
@'
@y2

 
3X
j=1

(a1j � c1j) ej(t)�R1

!
� 1

@'
@y2

 
3X
j=1

(a2j � c2j) ej(t)�R2

!

�
@'
@y3
@'
@y2

 
3X
j=1

(a3j � c3j) ej(t)�R3

!
;

u3 =

3X
j=1

(a3j � c3j) ej(t)�R3;

u4 = 0:

où (cij)3�3 sont des constantes de contrôle.
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En substituant la loi de contrôle (4.9) dans (4.7), le système d�erreur peut être écrit comme

suit :

_ei(t) =
3X
j=1

(aij � cij) ej(t); i = 1; 2; 3: (4.10)

ou sous la forme compacte :

_e(t) = (A� C) e(t): (4.11)

où e(t) = (ei(t))1�i�3, A = (aij)3�3 et C = (cij)3�3.

Construire la fonction candidate de Lyapunov sous la forme V (e(t)) = eT (t)e(t), on ob-

tient :

_V (e(t)) = _eT (t)e(t) + eT (t) _e(t)

= eT (t)(A� C)T e(t) + eT (t) (A� C) e (t)

= eT (t)
�
(A� C)T + (A� C)

�
e(t):

Si la matrice de contrôle C est choisie telle que : (A � C)T + (A � C) est une matrice

dé�nie négative, nous obtenons _V (e(t)) < 0.

Ainsi, à partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, c�est la solution nulle du système

d�erreur (4.11) qui est globalement asymptotiquement stable, c�est-à-dire :

lim
t!+1

kei(t)k = 0; i = 1; 2; 3. Par conséquent, les systèmes (4.3) et (4.4) sont globalement

synchronisés.

Théorème 4.3.1 Il existe une matrice de contrôle appropriée C = (cij)3�3 pour réaliser

la coexistence de GS et IGS entre le système maître (4.3) et le système esclave (4.4) sous

la loi de contrôle (4.9).
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4.4 Coexistence de IGS et GS en 4-D

4.4.1 Description des systèmes maître-esclave

Maintenant, le système maître et le système esclave peuvent être écrits, respectivement,

dans les formes suivantes :

_xi(t) = fi(X(t)); i = 1; 2; 3: (4.12)

_yi(t) =

4X
j=1

bijyj (t) + gi(Y (t)) + ui; i = 1; 2; 3; 4: (4.13)

où X(t) = (xi(t))1�i�3 ; Y (t) = (yi(t))1�i�4 sont les états du système maître et du système

esclave, respectivement, fi : R3 ! R; (i = 1; 2; 3), (bij) 2 R4�4; gi : R4 ! R sont des

fonctions non linéaires et ui; (i = 1; 2; 3; 4) sont des contrôleurs.

4.4.2 Formulation du problème en 4-D

Dé�nition 4.4.1 On dit que GS et IGS coexistent dans la synchronisation du système

maître (4.12) et du système esclave (4.13), s�il existe des contrôleurs ui; i = 1; 2; 3; 4, et

des fonctions di¤érentiables �1; �2 : R4 ! R;  1;  2 : R3 ! R, de telle sorte que les

erreurs de synchronisation :

8>>>>>>><>>>>>>>:

e1 (t) = x1 (t)� �1 (Y (t)) ;

e2 (t) = y2 (t)�  1 (X (t)) ;

e3 (t) = x3 (t)� �2 (Y (t)) ;

e4 (t) = y4 (t)�  2 (X (t)) :

(4.14)

satisfont lim
t!+1

kei(t)k = 0; i = 1; 2; 3; 4.
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4.4.3 Résultats analytiques en 4-D

Le système d�erreur (4.14) peut être décrit comme suit :

_e1(t) = �
4X
j=1

@�1
@yj

uj + T1; (4.15)

_e2(t) = u2 + T2;

_e3(t) = �
4X
j=1

@�2
@yj

uj + T3;

_e4(t) = u4 + T4:

où

T1 = f1(X(t))�
4X
i=1

@�1
@yi

 
4X
j=1

bijyj (t) + gi(Y (t))

!
; (4.16)

T2 =
4X
j=1

b2jyj (t) + g2(Y (t))�
3X
j=1

@ 1
@xj

fj(X(t));

T3 = f3(X(t))�
4X
i=1

@�2
@yi

 
4X
j=1

bijyj (t) + gi(Y (t))

!
;

T4 =
4X
j=1

b4jyj (t) + g4(Y (t))�
3X
j=1

@ 2
@xj

fj(X(t)):

Dans ce cas, nous supposons que : @�1
@y3

@�2
@y1
� @�1

@y1

@�2
@y3

6= 0.

Ensuite, les contrôleurs ui; (i = 1; 2; 3; 4), sont conçus comme suit :

u1 =
4X
i=1

�i

 
4X
j=1

(bij � lij) ej(t)� Ti

!
; (4.17)

u2 =

4X
j=1

(b2j � l2j) ej(t)� T2;

u3 =

4X
i=1

�i

 
4X
j=1

(bij � lij) ej(t)� Ti

!
;

u4 =
4X
j=1

(b4j � l4j) ej(t)� T4:
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où (lij)4�4 sont des constantes de contrôle, et :

�1 =

@�2
@y3

@�1
@y3

@�2
@y1
� @�1

@y1

@�2
@y3

; �2 =

@�2
@y3

@�1
@y2
� @�1

@y3

@�2
@y2

@�1
@y3

@�2
@y1
� @�1

@y1

@�2
@y3

;

�3 =
�@�1
@y3

@�1
@y3

@�2
@y1
� @�1

@y1

@�2
@y3

; �4 =

@�2
@y3

@�1
@y4
� @�1

@y3

@�2
@y4

@�1
@y3

@�2
@y1
� @�1

@y1

@�2
@y3

;

�1 =
�@�2
@y1

@�1
@y3

@�2
@y1
� @�1

@y1

@�2
@y3

; �2 =

@�1
@y1

@�2
@y2
� @�1

@y2

@�2
@y1

@�1
@y3

@�2
@y1
� @�1

@y1

@�2
@y3

;

�3 =

@�1
@y1

@�1
@y3

@�2
@y1
� @�1

@y1

@�2
@y3

; �4 =

@�1
@y1

@�2
@y4
� @�1

@y4

@�2
@y1

@�1
@y3

@�2
@y1
� @�1

@y1

@�2
@y3

:

En utilisant la loi de contrôle (4.17), le système d�erreur (4.15) peut être écrit comme suit :

_ei(t) =
4X
j=1

(bij � lij) ej(t); i = 1; 2; 3; 4: (4.18)

où

_e(t) = (B � L) e(t): (4.19)

où e(t) = (ei(t))1�i�4, B = (bij)4�4 ; L = (lij)4�4 est une matrice constante de contrôle.

Dans ce cas, la matrice de contrôle L est sélectionnée de sorte que toutes les valeurs propres

de B � L aient une partie réelle négative.

Ainsi, par la stabilité asymptotique des systèmes linéaires à temps continu, toutes les

solutions du système d�erreur (4.19) tend vers zéro comme t ! 1. Par conséquent, les

systèmes (4.12) et (4.13) sont globalement synchronisés.

Théorème 4.4.1 Il existe une matrice de contrôle appropriée L = (lij)4�4 pour réaliser

la coexistence de IGS et GS entre le système maître (4.12) et le système esclave (4.13)

sous la loi de contrôle (4.18).
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4.5 Exemples numériques

4.5.1 Exemple 1

En tant que système maître, nous considérons un nouveau système chaotique 3-D proposé

par Pham et al. [88] : 8>>>><>>>>:
_x1 = �ax3;

_x2 = bx1x3 � cx33;

_x3 = x41 + x42 � k � dx1x3:

(4.20)

Lorsque les valeurs de paramètre sont prises comme : a = 0:1, b = 3, c = 2:2, d = 0:2,

et k = 0:81, le système (4.20) présente un comportement chaotique, avec des équilibres

situés sur la boucle carrée arrondie (FIG. 4.1).

Fig. 4.1 �Les attracteurs chaotiques pour le système maître (4.20) en 2D.
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En tant que système esclave, nous considérons un nouveau système hyperchaotique en 4-D

introduit par Vaidyanathan [89] :

8>>>>>>><>>>>>>>:

_y1 = � (y2 � y1) + y2y3 + y4 + u1;

_y2 = �y1y3 + �y2 + u2;

_y3 = y1y2 � � + u3;

_y4 = �� (y1 + y2) + u4:

(4.21)

Le système (4.21), avec u1 = u2 = u3 = u4 = 0, présente un attracteur hyperchaotique

étrange pour les valeurs des paramètres � = 60, � = 27,  = 160, � = 0:3 et � = 2:8.

Le système (4.21) n�a pas de points d�équilibre. Par conséquent, le système (4.21) a des

attracteurs cachés. Lorsque les conditions initiales sont prises :

(y1 (0) ; y2 (0) ; y3 (0) ; y4 (0)) = (1:2; 0:4; 0:3; 1:4), la projection en 3D du nouveau système

hyperchaotique est montrée (FIG. 4.2).

Fig. 4.2 �Les attracteurs chaotiques pour le système esclave (4.21) avec u1 = u2 = u3 =
u4 = 0 en 2D.
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Selon laDé�nition (4.3.1), les erreurs entre le système maître (4.20) et le système esclave

(4.21) sont décrites comme suit :

8>>>><>>>>:
e1 = y1 � �1 (x1; x2; x3) ;

e2 = x2 � ' (y1; y2; y3; y4) ;

e3 = y3 � �2 (x1; x2; x3) :

(4.22)

où �1 (x1; x2; x3) = x1 + x2 + x3, ' (y1; y2; y3; y4) = y1 + 2y2 + 3y3 + y24,

et �2 (x1; x2; x3) = x1x2 + x3. Alors,
@'
@y1
= 1; @'

@y2
= 2 et @'

@y3
= 3:

En utilisant les notations présentées dans la Section 4.3, la partie linéaire A et la partie

non linéaire f du système maître (4.20) sont données comme suit :

A =

0BBBB@
0 0 �0:1

0 0 0

0 0 0

1CCCCA et f =

0BBBB@
0

bx1x3 � cx33

x41 + x42 � k � dx1x3

1CCCCA :

Ensuite, la matrice de contrôle C est choisie comme suit :

C =

0BBBB@
1 0 �0:1

0 2 0

0 0 3

1CCCCA : (4.23)

En s�appuyant sur l�équation (4.9), les contrôleurs u1; u2; u3 et u4 sont conçus comme suit :

8>>>>>>><>>>>>>>:

u1 = �e1 �R1;

u2 =
1
2
e1 +

1
2
R1 +

1
2
e2 +

1
2
R2 ++

9
2
e3 +

3
2
R3;

u3 = �3e3 �R3;

u4 = 0:

(4.24)
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où 8>>>>>>><>>>>>>>:

R1 = � (y2 � y1) + y2y3 + y4 + ax3 + (d� b)x1x3 + cx33)� x41 � x42 + k;

R2 = bx1x3 � cx33 � (�+ 2�)y2 + �y1 � y4) + 2y1y3 + 3� � y2 (3y1 + y3)

+2�y4 (y1 + y2) ;

R3 = y1y2 � � + ax2x3 � bx21x3 + cx33 � x41 � x42 + k + dx1x3:

(4.25)

Il est facile de montrer que : (A � C)T + (A � C) est une matrice dé�nie négative. Par

conséquent, les systèmes (4.20) et (4.21) sont globalement synchronisés en 3-D.

Le système d�erreur peut être décrit comme suit :

8>>>><>>>>:
_e1 = �e1;

_e2 = �2e2;

_e3 = �3e2:

(4.26)

La �gure FIG. 4.3 montre l�évolution du temps des erreurs e1; e2 et e3 entre le système

maître (4.20) et le système esclave (4.21).

Fig. 4.3 �Evolution du temps des erreurs e1; e2 et e3 entre le système (4.20) et le système
(4.21).
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4.5.2 Exemple 2

Dans cet exemple, le système maître est dé�ni par le nouveau système 3-D suivant [90] :

8>>>><>>>>:
_x1 = x2;

_x2 = �x1 + x3x2;

_x3 = �x1 � ax1x2 � bx1x3 + c:

(4.27)

Quand (a; b; c) = (15; 1;�0:001) et les conditions initiales (x1 (0) ; x2 (0) ; x3 (0)) = (0; 0:5; 0:5),

le système (4.27) présente un attracteur chaotique sans équilibre (FIG. 4.4).

Fig. 4.4 �Les attracteurs chaotiques pour le système maître (4.27) en 2D.
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Le système esclave est décrit par :

8>>>>>>><>>>>>>>:

_y1 = � (y2 � y1) + y4 + u1;

_y2 = �y1y3 � y2 + y4 + u2;

_y3 = y1y2 � y3 � � + u3;

_y4 = �� (y1 + y2) + u4:

(4.28)

Le système (4.28) présente un attracteur hyperchaotique étrange pour les valeurs des pa-

ramètres � = 4, � = 20,  = 0:2 et � = 0:5 [91]. Le système (4.28) n�a pas de points

d�équilibre. Par conséquent, le système a des attracteurs cachés. Lorsque les conditions

initiales sont prises (y1; y2; y3; y4) = (0:4; 0:4; 0:4; 0:4), la projection 3-D du nouveau sys-

tème hyperchaotique est présentée (FIG. 4.5).

Fig. 4.5 �Les attracteurs chaotiques pour le système esclave (4.28) avec u1 = u2 = u3 =
u4 = 0 en 2D.
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Selon la Dé�nition (4.4.1), le système d�erreur entre le système maître (4.27) et le

système esclave (4.28) est décrit par :

8>>>>>>><>>>>>>>:

e1 = x1 � �1 (y1; y2; y3; y4) ;

e2 = y2 �  1 (x1; x2; x3) ;

e3 = x3 � �2 (y1; y2; y3; y4) ;

e4 = y4 �  2 (x1; x2; x3) :

(4.29)

où �1 (y1; y2; y3; y4) = y1 + y3 + y2y4;  1 (x1; x2; x3) = x1 + x2 + x3,

�2 (y1; y2; y3; y4) =
1
3
(y31 � y3 + y2y4) et  2 (x1; x2; x3) = x1 + x2x3:

Alors, @�1
@y3

@�2
@y1
� @�1

@y1

@�2
@y3

= y21 + 1 6= 0.

Sur la base des notations utilisées dans la Section 4.4, la partie linéaire B et la partie

non linéaire g du système esclave (4.28) sont données comme suit :

B =

0BBBBBBB@

�4 4 0 0:2

0 �1 0 0:2

0 0 �1 0

�0:5 �0:5 0 0

1CCCCCCCA
et g =

0BBBBBBB@

0

�y1y3

y1y2 � �

0

1CCCCCCCA
:

Ensuite, la matrice de contrôle L est sélectionnée comme suit :

L =

0BBBBBBB@

0 4 0 0:2

0 0 0 0:2

0 0 0 0

�0:5 �0:5 0 3

1CCCCCCCA
: (4.30)
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Selon l�équation (4.17), les contrôleurs u1; u2; u3 et u4 sont conçus comme suit :

8>>>>>>><>>>>>>>:

u1 =
1

y21+1
[(4e1 + T1) + 2y4 (e2 + T2) + (e3 + T3) + 2y2 (3e4 + T4)] ;

u2 = �e2 � T2;

u3 =
4y21
y21+1

(e1 + T1) + y4 (e2 + T2)� 1
y21+1

(e3 + T3) + 3y2 (e4 + T4) ;

u4 = �3e4 � T4:

(4.31)

où 8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

T1 = x2 � � (y2 � y1) + y4 (� + y1y3 + y2 � y4)� y1y2 + y3 + �

+�y2 (y1 + y2) ;

T2 = �y1y3 � y2 + y4 + x1(2 + bx3)� x2 (1 + x3) + ax1x2 � c;

T3 = �x1 � ax1x2 � bx1x3 + c� y21 (� (y2 � y1) + y4)

�y4 (�y1y3 � y2 + y4) + (y1y2 � y3 � �)� y2 (�� (y1 + y2)) ;

T4 = �� (y1 + y2)� x2(x
2
3 + c) + x1x2 (1 + ax2 + bx3) + x1x3:

(4.32)

Nous pouvons montrer que toutes les valeurs propres de B � L ayant des parties réelles

négatives. Par conséquent, les systèmes (4.27) et (4.28) sont globalement synchronisés en

4-D.

Le système d�erreur peut être écrit comme suit :

8>>>>>>><>>>>>>>:

_e1 = �4e1;

_e2 = �e2;

_e3 = �e3;

_e4 = �3e4:

(4.33)

Les résultats numériques représentés montrent l�e¢ cacité du schéma proposé (FIG. 4.6).
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Fig. 4.6 �Evolution du temps des erreurs e1; e2, e3 et e4 entre le système (4.27) et le
système (4.28).

4.6 Conclusion

Motivés par l�importance de la synchronisation généralisée pour améliorer la sécurité et

la transmission rapide de l�information, nous avons présenté dans ce chapitre un nouveau

schéma de synchronisation. Ce nouveau schéma est basé sur la combinaison de la synchro-

nisation généralisée (GS) et son inverse (IGS) entre un système en 3-D arbitraire et un

système esclave à 4-D dans di¤érentes dimensions.

En utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov, nous avons d�abord analysé la coexistence

de (GS) et (IGS) en 3-D basé sur le contrôle de la partie linéaire du système maître.

Ensuite, nous avons prouvé la coexistence de la synchronisation (IGS) et (IGS) en 4-D

en contrôlant la partie linéaire du système esclave en utilisant la théorie de la stabilité des

systèmes linéaires à temps continu. Quelques exemples numériques sont incorporés dont

l�attention de montrer l�e¢ cacité des approches développées.
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En étudiant la combinaison de deux di¤érents types de synchronisation, à savoir (GS) et

(IGS), nous sommes trouvés fascinés par ce type analyse toujours en progression. Alors,

c�est tout à fait logique que nous introduisons dans le dernier chapitre deux schémas basés

sur la coexistence d�autres types de synchronisation chaotique (hyperchaotique).
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Chapitre 5

Di¤érents schémas de la coexistence

de FSHFPS et IFSHFPS

5.1 Introduction

Récemment, le concept de synchronisation hybride est étendu pour réaliser la coexistence

de plus de deux types de synchronisation entre di¤érents systèmes chaotiques dimension-

nels (hyperchaotiques) dans les systèmes à temps discret, les systèmes di¤érentiels à ordre

entier et les systèmes di¤érentiels à ordre fractionnaires [92, 93, 94, 96, 97, 98, 99, 100].

Parmi les di¤érents types de synchronisation des systèmes dynamiques, la synchronisation

notée FSHPS [49]. Lorsque le schéma inversé est mis en �uvre, la synchronisation inverse

notée IFSHPS (en anglais : Inverse Full State Hybrid Projective Synchronization)

est obtenue [101]. À partir de ce schéma, on peut obtenir des schémas de synchronisation

hybrides notée (FSHFPS) (Full State Hybrid Function Projective Synchroniza-

tion) [102] et son inverse IFSHFPS (Inverse Full State Hybrid Function Projective

Synchronization) [95], respectivement.

À notre connaissance, l�étude de la coexistence de la synchronisation (FSHFPS) et son

inverse (IFSHFPS) pour des systèmes dynamiques di¤érentiels d�ordres entiers de dimen-
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sions di¤érentes n�a pas encore été explorée. Alors, le présent chapitre se focalise sur la

combinaison de (FSHFPS) et (IFSHFPS) entre les systèmes chaotiques et hyperchao-

tiques de dimensions non identiques et di¤érentes.

Spéci�quement, ce travail illustre de nouveaux schémas, qui prouvent la coexistence de

(FSHFPS) et (IFSHFPS) entre un système maître tridimensionnel et un système es-

clave à quatre dimensions en 4-D et 3-D, respectivement. Ces systèmes maître-esclave

appartiennent à des classes générales, qui comprennent plusieurs systèmes chaotiques (hy-

perchaotiques) caractérisés par des dimensions di¤érentes. Le contenu de ce chapitre est

une version remaniée d�une publication :"Di¤erent Schemes of Coexistence of Full

State Hybrid Function Projective Synchronization and Inverse Full State Hy-

brid Function Projective Synchronization" [103].

5.2 Dé�nition de FSHFPS et IFSHFPS

Pour la synchronisation (FSHPS), chaque variable du système esclave se synchronise avec

une combinaison linéaire de variables du système maître. Lorsque les facteurs d�échelle

sont remplacés par des fonctions d�échelle, on obtient des schémas de synchronisation

hybrides basés sur cette fonction, soit la synchronisation (FSHFPS) [102] et son inverse

(IFSHFPS) [95].

Pour dé�nir ces deux types de synchronisation, nous considérons le système maître et le

système esclave, respectivement :

_X(t) = F (X(t)); (5.1)

_Y (t) = G(Y (t)) + U: (5.2)

où X(t) = (xi(t))1�i�n ; Y (t) = (yi(t))1�i�m sont les états du système maître et du système

esclave, respectivement, F : Rn ! Rn; G : Rm ! Rm et U = (ui)1�i�m est un vecteur de

contrôle.
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Dé�nition 5.2.1 On dit qu�il y a une synchronisation FSHFPS entre le système maître

(5.1) et le système esclave (5.2), s�il existe des contrôleurs

U = (ui)1�i�m, et des fonctions di¤érentiables �ij : R+ ! R; i = 1; 2; :::;m; j = 1; 2; :::; n

de telle sorte que les erreurs de synchronisation :

ei (t) = yi (t)�
nX
j=1

�ij (t)xj (t) ; i = 1; 2; :::;m:

satisfont lim
t!+1

ei (t) = 0:

Dé�nition 5.2.2 On dit qu�il y a une synchronisation IFSHFPS entre le système maître

(5.1) et le système esclave (5.2), s�il existe des contrôleurs

U = (ui)1�i�m, et des fonctions di¤érentiables �ij : R+ ! R; i = 1; 2; :::; n; j = 1; 2; :::;m

de telle sorte que les erreurs de synchronisation :

ei (t) = xi (t)�
mX
j=1

�ij (t) yj (t) ; i = 1; 2; :::; n:

satisfont lim
t!+1

ei (t) = 0.

5.3 Coexistence de IFSHFPS et FSHFPS en 4-D

Ici, nous supposons que le système maître peut être considéré comme suit :

_xi(t) = fi(X(t)); i = 1; 2; 3: (5.3)

oùX(t) = (xi(t))1�i�3 est le vecteur d�état du système maître (5.3), fi : R3 ! R; i = 1; 2; 3.
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En outre, on considère le système esclave comme suit :

_yi(t) =
4X
j=1

bijyj (t) + gi(Y (t)) + ui; i = 1; 2; 3; 4: (5.4)

où Y (t) = (yi)1�i�4 est le vecteur d�état du système esclave (5.4), (bij) 2 R4�4; gi : R4 ! R

sont des fonctions non linéaires et ui; i = 1; 2; 3; 4, sont les contrôleurs à concevoir.

Dé�nition 5.3.1 Soit (�j (t))1�j�4 ;
�
�j (t)

�
1�j�3 ;

�
j (t)

�
1�j�4 et (�j (t))1�j�3 étant conti-

nûment di¤érentiables et des fonctions bornées, on dit que IFSHFPS et FSHFPS co-

existent dans la synchronisation du système maître (5.3) et du système esclave (5.4), s�il

existe des contrôleurs ui; i = 1; 2; 3; 4, de telle sorte que les erreurs de synchronisation :

e1 (t) = x1 (t)�
4X
j=1

�j (t) yj (t) ; (5.5)

e2 (t) = y2 (t)�
3X
j=1

�j (t)xj (t) ;

e3 (t) = x3 (t)�
4X
j=1

j (t) yj (t) ;

e4 (t) = y4 (t)�
3X
j=1

�j (t)xj (t) :

satisfons lim
t!+1

ei (t) = 0; i = 1; 2; 3; 4:

Les conditions su¢ santes de la coexistence de IFSHFPS et du FSHFPS entre les sys-

tèmes (5.3) et (5.4) sont donnés par le Théorème 5.3.1 suivant.

Théorème 5.3.1 La coexistence de IFSHFPS et FSHFPS entre le système maître (5.3)

et le système esclave (5.4) se produira si �3 (t) 1 (t)��1 (t) 3 (t) 6= 0, et la loi de contrôle
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est conçue comme suit :

u1 =
4X
i=1

Pi

 
4X
j=1

(bij � cij) ej(t)�Ri

!
; (5.6)

u2 =
4X
j=1

(b2j � c2j) ej(t)�R2;

u3 =

4X
i=1

Qi

 
4X
j=1

(bij � cij) ej(t)�Ri

!
;

u4 =
4X
j=1

(b4j � c4j) ej(t)�R4:

où (cij)4�4 sont les constantes de contrôle à sélectionner, et

P1 =
3 (t)

�3 (t) 1 (t)� �1 (t) 3 (t)
; (5.7)

P2 =
3 (t)�2 (t)� �3 (t) 2 (t)

�3 (t) 1 (t)� �1 (t) 3 (t)
;

P3 =
��3 (t)

�3 (t) 1 (t)� �1 (t) 3 (t)
;

P4 =
3 (t)�4 (t)� �3 (t) 4 (t)

�3 (t) 1 (t)� �1 (t) 3 (t)
;

Q1 =
�1 (t)

�3 (t) 1 (t)� �1 (t) 3 (t)
;

Q2 =
�1 (t) 2 (t)� �2 (t) 1 (t)

�3 (t) 1 (t)� �1 (t) 3 (t)
;

Q3 =
�1 (t)

�3 (t) 1 (t)� �1 (t) 3 (t)
;

Q4 =
�1 (t) 4 (t)� �4 (t) 1 (t)

�3 (t) 1 (t)� �1 (t) 3 (t)
;
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et

R1 = f1(X(t))�
4X
j=1

_�j (t) yj (t)�
4X
i=1

�i (t)

 
4X
j=1

bijyj (t) + gi(Y (t))

!
; (5.8)

R2 =
4X
j=1

b2jyj (t) + g2(Y (t))�
3X
j=1

_�j (t)xj (t)�
3X
j=1

�j (t) _xj (t) ;

R3 = f3(X(t))�
4X
j=1

_j (t) yj (t)�
4X
i=1

i (t)

 
4X
j=1

bijyj (t) + gi(Y (t))

!
;

R4 =
4X
j=1

b4jyj (t) + g4(Y (t))�
3X
j=1

_�j (t)xj (t)�
3X
j=1

�j (t) _xj (t) :

Preuve. Le système d�erreur (5.5) peut être di¤érencié comme suit :

_e1(t) = _x1 (t)�
4X
j=1

_�j (t) yj (t)�
4X
j=1

�j (t) _yj (t) ; (5.9)

_e2(t) = _y2 (t)�
3X
j=1

_�j (t)xj (t)�
3X
j=1

�j (t) _xj (t) ;

_e3(t) = _x3 (t)�
4X
j=1

_j (t) yj (t)�
4X
j=1

j (t) _yj (t) ;

_e4(t) = _y4 (t)�
3X
j=1

_�j (t)xj (t)�
3X
j=1

�j (t) _xj (t) :

De plus, le système d�erreur (5.9) peut être écrit comme suit :

_e1(t) =

4X
j=1

�j (t)uj +R1; (5.10)

_e2(t) = u2 +R2;

_e3(t) =

4X
j=1

j (t)uj +R3;

_e4(t) = u4 +R4;

où Ri; i = 1; 2; 3; 4; ont été décrits dans (5.8).
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En substituant la loi de contrôle (5.6) dans (5.10), le système d�erreur peut être écrit

comme suit :

_ei(t) =
4X
j=1

(bij � cij) ej(t); i = 1; 2; 3; 4: (5.11)

ou sous la forme compacte :

_e(t) = (B � C) e(t): (5.12)

où B = (bij)4�4 et C = (cij)4�4 sont les matrices de contrôle.

Si nous sélectionnons la matrice de contrôle C de sorte que toutes les valeurs propres de

B � C sont strictement négatives, il est immédiat que toutes les solutions du système

d�erreur (5.12) tends à zéro quand t!1. Par conséquent, les systèmes (5.3) et (5.4) sont

globalement synchronisés en 4-D.

5.4 Coexistence de FSHFPS et IFSHFPS en 3-D

Maintenant, le système maître et le système esclave peuvent être écrits, respectivement,

dans les formes suivantes :

xi(t) =
3X
j=1

aijxj(t) + fi(X(t)); i = 1; 2; 3: (5.13)

yi(t) = gi(Y (t)) + ui; i = 1; 2; 3; 4: (5.14)

où X(t) = (xi)1�i�3 ; Y (t) = (yi)1�i�4 sont les états du système maître et du système

esclave, respectivement, (aij) 2 R3�3; fi : R3 ! R sont des fonctions non-linéaires,

gi : R4 ! R et ui; = 1; 2; 3; 4, sont les contrôleurs à construire.

Dé�nition 5.4.1 Soit (�j (t))1�j�3 ;
�
�j (t)

�
1�j�4 et (�j (t))1�j�3 étant continûment dif-

férentiables et des fonctions bornées, on dit que FSHFPS et IFSHFPS coexistent dans

la synchronisation du système maître (5.13) et du système esclave (5.14), s�il existe des
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contrôleurs ui; i = 1; 2; 3; 4 de telle sorte que les erreurs de synchronisation :

e1 (t) = y1 (t)�
3X
j=1

�j (t)xj (t) ; (5.15)

e2 (t) = x2 (t)�
4X
j=1

�j (t) yj (t) ;

e3 (t) = y3 (t)�
3X
j=1

�j (t)xj (t) :

satisfont lim
t!+1

ei (t) = 0; i = 1; 2; 3:

Par conséquent, nous avons le Théorème 5.4.1 suivant :

Théorème 5.4.1 Pour réaliser la coexistence de FSHFPS et IFSHFPS entre le système

maître (5.13) et le système esclave (5.14), on suppose que �2 (t) 6= 0 et la loi de contrôle

est construit comme suit :

u1 =
3X
j=1

(a1j � l1j) ej(t)�R1; (5.16)

u2 = ��1 (t)
�2 (t)

 
3X
j=1

(a1j � l1j) ej(t)�R1

!
� 1

�2 (t)

 
3X
j=1

(a2j � l2j) ej(t)�R2

!

��3 (t)
�2 (t)

 
3X
j=1

(a3j � l3j) ej(t)�R3

!
;

u3 =

3X
j=1

(a3j � l3j) ej(t)�R3;

u4 = 0:

où (lij)3�3 sont des constantes de contrôle à déterminer, alors que R1, R2 et R3 sont
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choisies comme suit :

R1 = g1(Y (t))�
3X
j=1

(a1j � l1j) ej(t)�
3X
j=1

_�j (t)xj (t) (5.17)

�
3X
i=1

�i (t)

 
3X
j=1

aijxj(t) + fi(X(t))

!
;

R2 =
3X
j=1

a2jxj(t) + f2(X(t))�
3X
j=1

(a2j � l2j) ej(t)

�
4X
j=1

_�j (t) yj (t)�
4X
j=1

�j (t) gj(Y (t));

R3 = g3(Y (t))�
3X
j=1

(a3j � l3j) ej(t)�
3X
j=1

_�j (t)xj (t)

�
3X
i=1

�i (t)

 
3X
j=1

aijxj(t) + fi(X(t))

!
:

Preuve. Le système d�erreur (5.15), entre le système maître (5.13) et le système esclave

(5.14), peut être dérivé comme suit :

_e1(t) = _y1 (t)�
3X
j=1

_�j (t)xj (t)�
3X
j=1

�j (t) _xj (t) ; (5.18)

_e2(t) = _x2 (t)�
4X
j=1

_�j (t) yj (t)�
4X
j=1

�j (t) _yj (t) ;

_e3(t) = _y3 (t)�
3X
j=1

_�j (t)xj (t)�
3X
j=1

�j (t) _xj (t) :

Le système d�erreur (5.18), après quelques manipulations algébriques, devient :

_e1(t) =
3X
j=1

(a1j � l1j) ej(t) + u1 +R1; (5.19)

_e2(t) =
3X
j=1

(a2j � l2j) ej(t)�
4X
j=1

�j (t)uj +R2;

_e3(t) =

3X
j=1

(a3j � l3j) ej(t) + u3 +R3:
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où Ri; i = 1; 2; 3; ont été données par (5.17).

En considérant la loi de contrôle (5.16), il s�ensuit que les erreurs dynamiques entre les

systèmes (5.13) et (5.14) sont décrient par :

_ei(t) =
3X
j=1

(aij � lij) ej(t); i = 1; 2; 3: (5.20)

ou sous la forme compacte :

_e(t) = (A� L) e(t): (5.21)

où e(t) = (ei(t))1�i�3, A = (aij)3�3, L = (lij)3�3.

Construire la fonction candidate Lyapunov sous la forme V (e(t)) = eT (t)e(t), on obtient :

_V (e(t)) = _eT (t)e(t) + eT (t) _e(t)

= eT (t)(A� L)T e(t) + eT (t) (A� L) e (t)

= eT (t)
�
(A� L)T + (A� L)

�
e(t):

(5.22)

Si la matrice de contrôle L est choisie telle que (A�L)T +(A�L) est une matrice dé�nie

négative, on obtient _V (e(t)) < 0.

Ainsi, à partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, c�est la solution nulle du système

d�erreur (5.21) est globalement asymptotiquement stable, c�est-à-dire : lim
t!+1

ei (t) = 0;

i = 1; 2; 3. Par conséquent, les systèmes (5.13) et (5.14) sont globalement synchronisés en

3-D.

5.5 Exemples numériques

Dans cette section, nous fournissons deux exemples de la coexistence de FSHFPS et

IFSHFPS entre des systèmes chaotiques 3-D et des systèmes hyperchaotiques 4-D en

4-D et en 3-D, respectivement. Chaque exemple numérique est lié à l�un des théorèmes

développés dans les Sections 5.3 et 5.4.
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5.5.1 Exemple 1

Dans cet exemple, le système maître est dé�ni par le nouveau système 3-D suivant

[104] : 8>>>><>>>>:
_x1 = a1 (x2 � x1) ;

_x2 = x1x3;

_x3 = 50� a2x
2
1 � a3x3:

(5.23)

Quand a1 = 2:9, a2 = 0:7, a3 = 0:6 et les conditions initiales sont prises comme :

(x1 (0) ; x2 (0) ; x3 (0)) = (0:6; 0:5; 0:4), le système (5.23) présente des attracteurs chao-

tiques (FIG. 5.1 et FIG. 5.2).

Fig. 5.1 �Portraits de phase pour le système maître (5.23) en 2D.
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Fig. 5.2 �Portraits de phase pour le système maître (5.23) en 3D.

Le système esclave est décrit par :

8>>>>>>><>>>>>>>:

_y1 = b1 (y2 � y1) + y2y3 + y4 + u1;

_y2 = b2y1 + y4 � b3y1y3 + u2;

_y3 = �b4y3 + b5y1y2 + u3;

_y4 = �y1 � y2 + u4:

(5.24)

Lorsque les contrôleurs u1 = u2 = u3 = u4 = 0; (b1; b2; b3; b4; b5) = (18; 40; 5; 3; 4) et les

conditions initiales sont données comme (y1 (0) ; y2 (0) ; y3 (0) ; y4 (0)) = (0:5; 0:8; 0:2; 1:3),

le système (5.24) présente des attracteurs hyperchaotiques [105] (FIG. 5.3 et FIG. 5.4).
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Fig. 5.3 �Portraits de phase pour le système esclave (5.24) en 2D.

Fig. 5.4 �Portraits de phase pour le système esclave (5.24) en 3D.
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En s�appuyant sur les notations utilisées dans la Section 5.3, la partie linéaire B et la

partie non linéaire g du système esclave (5.24) sont données comme suit :

B =

0BBBBBBB@

�18 18 0 1

40 0 0 1

0 0 �3 0

�1 �1 0 0

1CCCCCCCA
et g =

0BBBBBBB@

y2y3

�5y1y3

4y1y2

0

1CCCCCCCA
:

Selon l�approche développée dans la Section 5.3, les erreurs de synchronisation entre le

système maître (5.23) et le système esclave (5.24) sont dé�nies comme suit :

8>>>>>>><>>>>>>>:

e1 = x1 � �1 (t) y1 � �2 (t) y2 � �3 (t) y3 � �4 (t) y4;

e2 = y2 � �1 (t)x1 � �2 (t)x2 � �3 (t)x3;

e3 = x3 � 1 (t) y1 � 2 (t) y2 � 3 (t) y3 � 4 (t) y4;

e4 = y4 � �1 (t)x1 � �2 (t)x2 � �3 (t)x3:

(5.25)

où �1 (t) = sin t; �2 (t) = 1; �3 (t) = 1
t+1
; �4 (t) = 2; �1 (t) = 3; �2 (t) = cos t; �3 (t) = 4;

1 (t) = e�t; 2 (t) = 2; 3 (t) = 0; 4 (t) =
1

t2+1
; �1 (t) =

t
t+1
; �2 (t) = 0; �3 (t) = sin 3t.

Alors,

�3 (t) 1 (t)� �1 (t) 3 (t) =
1

et (t+ 1)
6= 0: (5.26)

La coexistence de la synchronisation IFSHFPS et la synchronisation FSHFPS, dans cet

exemple, est atteinte lorsque la matrice de contrôle C est sélectionnée comme suit :

C =

0BBBBBBB@

0 18 0 1

40 1 0 1

0 0 0 0

�1 �1 0 1

1CCCCCCCA
: (5.27)
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et les contrôleurs ui; 1 � i � 4, sont construits selon (5.6) comme suit :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u1 = �2et (�e2 �R2) + et (�3e3 �R3)� et

t2+1
(�e4 �R4) ;

u2 = �e2 + 5y1y3 � 40y1 � y4 �R2;

u3 = � (t+ 1) (�18e1 �R1)

+et (t+ 1)
�
� (2 + 2e2 + 2R2 + 3e3 +R3) sin t+

�
sin t
t2+1

� e�t
�
(�e4 �R4)

�
;

u4 = �e4 + y1 + y2 �R4:

(5.28)

où 8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

R1 = 2:9 (x2 � x1)� y1 cos t+
1

(t+1)2
y3 � sin t (18 (y2 � y1) + y2y3)

+ 1
t+1
(4y1y2 � 3y3)� y1 � y2;

R2 = �5y1y3 + 40y1 + y4 + x2 sin t� 8:7 (x2 � x1)� x1x3 cos t;

R3 = 50� 0:7x21 � 0:6x3 + e�ty1 +
2t

(t2+1)2
y4 � e�t (18 (y2 � y1) + y2y3)

+10y1y3 + 80y1 � 2y4 + 1
t2+1

(y1 + y2) ;

R4 = �y1 � y2 � t+1�t2
(t+1)2

x1 � 3x3 cos 3t� 2:9t
t+1
(x2 � x1)

� (50� 0:7x21 � 0:6x3) sin 3t:

(5.29)

Nous pouvons montrer que toutes les valeurs propres de B � C ont des parties réelles

négatives. On peut voir que toutes les conditions du Théorème 5.3.1 sont satisfaites.

Par conséquent, les fonctions d�erreur entre les systèmes (5.23)et (5.24) sont décrites par :

8>>>>>>><>>>>>>>:

_e1 = �18e1;

_e2 = �e2;

_e3 = �3e3;

_e4 = �e4:

(5.30)

Les résultats numériques indiquent que la coexistence de IFSHFPS et de FSHFPS est

e¤ectivement réalisée dans 4-D (FIG. 5.5).
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Fig. 5.5 �Evolution du temps des erreurs e1; e2, e3 et e4 entre le système (5.23) et le
système (5.24).

5.5.2 Exemple 2

Ici, le système maître est sélectionné comme un système chaotique 3-D. Ce système

proposé dans [106] est donné par le système EDO suivant :

8>>>><>>>>:
_x1 = x2;

_x2 = x3;

_x3 = �c1x1 (1� x1)� x2 + c2x
2
2:

(5.31)

Le système (5.31), quand (c1; c2) = (0:2; 0:01) et (x1 (0) ; x2 (0) ; x3 (0)) = (0:0:1;�0:0:1; 0:0:1),

possède des attracteurs chaotiques représentés (FIG. 5.6 et FIG. 5.7).
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Fig. 5.6 �Portraits de phase pour le système maître (5.31) en 2D.

Fig. 5.7 �Portraits de phase pour le système maître (5.31) en 3D.
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En utilisant les notations présentées dans la Section 5.4, la partie linéaire A et la partie

non linéaire f du système maître (5.31) sont données comme suit :

A = (aij)3�3 =

0BBBB@
0 1 0

0 0 1

�0:2 �1 0

1CCCCA and f =

0BBBB@
0

0

0:2x21 + 0:01x
2
2

1CCCCA :

En tant que système maître esclave, nous considérons un nouveau système hyperchaotique

4-D donné par le système EDO suivant [107] :

8>>>>>>><>>>>>>>:

_y1 = d1 (y2 � y1) + y2y3 � y4 + u1;

_y2 = d2y2 � y1y3 + y4 + u2;

_y3 = y1y2 � d3y3 + u3;

_y4 = �d4 (y1 + y2) + u4:

(5.32)

Le système (5.32), lorsque u1 = u2 = u3 = u4 = 0, (d1; d2; d3; d4) = (40; 20:5; 5; 2:5)

et (y1 (0) ; y2 (0) ; y3 (0) ; y4 (0)) = (0:5; 0:8; 0:6; 0:2), a¢ che les attracteurs hyperchaotiques

(FIG. 5.8 et FIG. 5.9).

Fig. 5.8 �Portraits de phase pour le système esclave (5.32) en 2D.
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Fig. 5.9 �Portraits de phase pour le système esclave (5.32) en 3D.

Selon le schéma de contrôle présenté dans la Section 5.4, les erreurs de synchronisation

pour cet exemple sont données comme suit :

8>>>><>>>>:
e1 = y1 � �1 (t)x1 � �2 (t)x2 � �3 (t)x3;

e2 = x2 � �1 (t) y1 � �2 (t) y2 � �3 (t) y3 � �4 (t) y4;

e3 = y3 � �1 (t)x1 � �2 (t)x2 � �3 (t)x3:

(5.33)

où �1 (t) = e�t; �2 (t) = sin 2t; �3 (t) = 0; �1 (t) = 0; �2 (t) =
1p
t+1
; �3 (t) =

1
1+cos2 t

;

�4 (t) = 4; �1 (t) =
1

ln(t+1)
; �2 (t) =

1
1+sin2 t

et �3 (t) = 0:

En sélectionnant la matrice de contrôle L comme suit :

L =

0BBBB@
0:1 1 0

0 2 1

�0:2 �1 3

1CCCCA : (5.34)
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et en utilisant (5.16), les contrôleurs u1; u2; u3 et u4 sont conçus comme suit :

8>>>>>>><>>>>>>>:

u1 = �e1 �R1;

u2 = �
�p

t+ 1
�
(�2e2 �R2)�

p
t+1

1+cos2 t
(�3e3 �R3) ;

u3 = �3e3 �R3;

u4 = 0:

(5.35)

où

R1 = 40 (y2 � y1) + y2y3 � y4 + e1 + e�tx1 � 2x2 cos 2t� x2e
�t (5.36)

�x3 sin 2t;

R2 = x3 + 2e2 �
y2

2
p
t
�p

t+ 1
�2 � y3

2 sin t cos t

(1 + cos2 t)
� 1p

t+ 1
(20:5y2 � y1y3 + y4)

� 1

1 + cos2 t
(y1y2 � 5:5y3) + 10 (y1 + y2) ;

R3 = y1y2 � 5:5y3 + 3e3 +
1

(t+ 1) ln2 (t+ 1)
x1 +

2 sin t cos t�
1 + sin2 t

�x2
� x2
ln (t+ 1)

� x3
1 + sin2 t

:

il est clair de voir que (A� L)T + (A� L) est une matrice dé�nie négative.

De plus, on peut facilement montrer que toutes les conditions du Théorème 5.4.1 sont

satisfaites. Par conséquent, les fonctions d�erreur entre les systèmes (5.31) et (5.32) sont

décrites par : 8>>>><>>>>:
_e1 = �0:1e1;

_e2 = �2e2;

_e3 = �3e3:

(5.37)

D�après nos résultats numériques, on peut conclure que la coexistence de la synchronisation

FSHFPS et de la synchronisation IFSHFPS est e¤ectivement réalisée en 3-D (FIG. 5.10).
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Fig. 5.10 �Evolution du temps des erreurs e1; e2 et e3 entre le système (5.31) et le système
(5.32).

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté de nouveaux résultats liés à la combinaison de

la synchronisation (FSHFPS) et son inverse (IFSHFPS) entre des systèmes chaotiques

non identiques et de di¤érentes dimensions. Plus précisément, nous avons proposé de

nouveaux schémas, qui assurent la coexistence de (FSHFPS) et (IFSHFPS) entre un

système maître en 3-D et un système esclave en 4-D.

Les schémas réalisés sont conçus par des approches générales et la seule restriction sur

les fonctions de mise à l�échelle est qu�elles doivent être des fonctions di¤érentiables et

bornées. Deux exemples numériques de la coexistence de types de synchronisation sont

introduites a�n de montrer clairement l�e¢ cacité de l�approche développée ici. Notez que

cette approche permet de prouver la coexistence de (FSHFPS) et (IFSHFPS) dans

plusieurs cas.
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On a étudié dans cette thèse la synchronisation des systèmes dynamiques à temps continu.

On a réservé la première partie à la présentation des systèmes dynamiques chaotiques

(hyperchaotiques), ils peuvent présenter des régimes permanents très complexes. La non-

linéarité, le déterminisme et l�aspect aléatoire sont leurs principales caractéristiques.

Depuis la nuit des temps, les études sur les systèmes dynamiques chaotiques ne cessent de

s�ampli�er. Cependant, le problème de synchroniser deux systèmes dynamiques est apparu

di¢ cile à atteindre, même impossible. Néanmoins, les chercheurs du dernier siècle venait

de déchi¤rer ce phénomène complexe.

En e¤et, dans les deux dernières décennies, plusieurs méthodes et schémas de synchronisa-

tion des systèmes dynamiques chaotiques et hyperchaotiques ont été proposés et appliquées

telles que : (CS), (GS) et (PS). Cette dernière a été largement considérée vue son e¢ cacité

dans les communications sécurisées.

Plus récemment, les synchronisations hybrides telles ques la synchronisation (HPS), dont

les di¤érentes variables d�état peuvent synchroniser jusqu�à des facteurs de mise à l�échelle

di¤érents, est évoquée. Cependant, la synchronisation (HFPS) pour des systèmes chao-

tiques est largement considérée. D�autre part, étudiant le problème inverse des schémas

produit des nouveaux type de synchronisation, est une idée séduisante et importante. Les

types inverses ont été trouvé très e¢ cace dans la cryptologie.
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Dans la synchronisation (HFPS) (en anglais : Hybrid Function Projective Synchro-

nization), le système maître et le système esclave pourraient être synchronisés avec une

matrice de fonction de mise à l�échelle pouvant améliorer la sécurité dans la télécommuni-

cation. Ainsi, nous avons contribué à présenter une nouvelle méthode de synchronisation

notée (IHFPS) qui est l�inverse de (HFPS). Cette nouvelle méthode de synchronisation

pourrait être, de sa part, utilisée pour obtenir une communication plus sécurisée, car il est

évident que l�imprévisibilité de la fonction de matrice de mise en échelle dans ce concept de

synchronisation peut en outre améliorer la sécurité de la communication. A�n de montrer

l�e¢ cacité de cette méthode proposée, elle a été appliquée pour synchroniser des systèmes

dynamiques chaotiques identiques continus en 5-D. Un exemple numérique est exploité

pour illustrer l�e¢ cacité de la méthode proposée.

À notre connaissance, l�étude de la coexistence de deux types de synchronisation pour des

systèmes dynamiques est rarement discutée. En premier temps, on a prouvé la coexistence

de la synchronisation généralisée (GS) et son inverse (IGS) en 4-D en contrôlant la partie

linéaire du système esclave et en utilisant la théorie de la stabilité des systèmes linéaires à

temps continu. Les exemples numériques ont clairement con�rmé l�e¢ cacité de l�analyse

théorique.

En deuxième temps, on a examiné la coexistence de la synchronisation notée (FSHPS)

(en anglais : Full State Hybrid Function Projective Synchronisation) et son in-

verse notée (IFSHFPS) pour des systèmes dynamiques en 4-D et 3-D. Sur la base de la

complexité des nouveaux schémas proposés, on peut améliorer et rendre rapide la commu-

nication d�informations.

Le schéma de la synchronisation proposé peut être utilisé pour synchroniser : i) de larges

classes de systèmes maître-esclave chaotique (hyperchaotique) ; ii) des systèmes non iden-

tiques avec des dimensions di¤érentes ; iii) des schémas dans lesquels le facteur d�échelle

de la combinaison linéaire peut être n�importe quelle fonction arbitraire di¤érentiable.

Pour mettre en évidence les approches proposées, deux exemples numériques sont testés.
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Ainsi, la thèse arrive à son aboutissement, plusieurs perspectives sont envisagées :

� Dans le but de con�rmer les résultats de la nouvelle méthode proposée notée IHFPS,

il serait très intéressant de la faire appliquer à d�autres systèmes dynamiques de dimen-

sions di¤érentes, entres autres, en temps discret et aussi son extension pour des systèmes

hyperchaotiques.

�D�autres développements et analyses approfondies concernant l�application des approches

proposées dans les dispositifs de communications chaotique et les systèmes de communi-

cation sécurisés devraient être mis en �uvre.

� En outre, de nouveaux schémas complexes basés sur la coexistence de di¤érents types

de synchronisation peuvent étudier dans le futur.
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Résumé
Dans la dernière décennie, la synchronisation de chaos a été amplement explorée et étudiée

à cause de ses applications potentielles dans les communications, les réactions chimiques,

les systèmes biologiques, la science de l�information, etc. De ce fait, diverses approches ont

été proposées pour la synchronisation des systèmes chaotiques, comme la synchronisation

complète, la synchronisation généralisée, la synchronisation projective, etc.

Récemment, la synchronisation (HFPS) des systèmes chaotiques est largement considé-

rée. D�autre part, étudier le problème inverse de ce schéma produit un nouveau type de

synchronisation notée (IHFPS) est une idée séduisante et importante. Alors, nous avons

introduit dans cette thèse la synchronisation (IHFPS) pour une classe générale de sys-

tèmes chaotiques à 5-D en temps continu. Le résultat tiré est prouvé en utilisant la théorie

de stabilité de Lyapunov.

Plus récemment, les nouvelles recherches ont porté sur l�étude de la combinaison de plu-

sieurs types de synchronisation. Par conséquent, et en premier temps, nous avons construit

un nouveau type de synchronisation chaotique hybride basé sur la coexistence de la syn-

chronisation généralisée (GS) et son inverse (IGS). En utilisant la théorie de stabilité

de Lyapunov et la théorie de la stabilité des systèmes linéaires à temps continu, quelques

conditions su¢ santes sont dérivées pour prouver l�existence de (GS) et (IGS) entre un

système maître à 3-D et un système esclave à 4-D en 3D et 4D, respectivement. Dans un

second temps, nous avons illustré des nouveaux schémas qui prouvent la coexistence de la

synchronisation (FSHFPS) et de son inverse (IFSHFPS) entre un système maître à 3-D

et un système esclave à 4-D en 4D et 3D. Quelques exemples avec simulations numériques

nous ont permis de véri�er l�e¢ cacité des analyses théoriques développées ici.

Mots clés
Chaos, Erreur de synchronisation, Stabilité de Lyapunov, Synchronisation généralisée,

Synchronisation Projective, Systèmes Dynamiques, Vecteur de contrôle.



Abstract

In recent years, chaos synchronization has been widely explored and studied because of

its potential applications, such as in secure communication, chemical reactions, biologi-

cal systems, information science. Thereby, a variety of approaches have been proposed

for the synchronization of chaotic systems, such as complete synchronization, generalized

synchronization and projective synchronization.

Recently, hybrid function projective synchronization (HFPS) for chaotic systems is ex-

tensively considered. On the other hand, studying the inverse problem of this scheme with

produce, a new synchronization type called Inverse Hybrid Function Projective Synchro-

nization (IHFPS), is an attractive and important idea. So, we introduce in this thesis the

IHFPS for 5-D general class of chaotic systems in continuous-time. To achieve IHFPS,

we use the lyapunov stability theory.

More recently, new research has focused on studying the combination of several types

of synchronization. Therefore, at the �rst, we constructed a new type of hybrid chaos

synchronization based on the on coexistence of Generalized Synchronization (GS)

and its inverse (IGS). By using Lyapunov stability theory and stability theory of linear

continuous-time, some su¢ cient conditions are derived to prove the existence of (GS)

and (IGS) between 3-D master system and 4-D slave hyperchaotic system in 3D and

4D, respectively. Secondly, we illustrate new schemes which prove the existence of the

Full State Hybrid Function Projective Synchronization (FSHFPS) and its in-

verse (IFSHFPS) between a 3-D master system and a 4-D salve system in 4D and 3D,

respectively. Some examples with numerical simulations allowed us to verify the e¤ective-

ness of the theoretical analyzes developed herein.

Key words

Chaos, Synchronization Error, Lyapunov Stability, Generalized Synchronization, Projec-

tive Synchronization, Dynamical Systems, Vector Controllers.



 

ملخــــــــــــص 

 

فِ الؼششّت الأخْشة، ػشفج البحٌد الوخؼلقت بوزاهنت الفٌضَ انخشاسا ًاسؼا حْذ قذهج الؼذّذ هن الذساساث 

ًّشصغ رلك إلَ حطبْقاحيا الوخنٌػت لا سْوا فِ هضالاث الاحصالاث الوؤهنت، الخفاػلاث الكْوْائْت، الأنظوت 

ػلَ ىزا الأساس، اقخشحج هضوٌػت هخنٌػت هن النيش لخزاهن الفٌضَ لضولخْن . البٌْلٌصْت، الإػلاهْت، ًغْشىا

. فٌضٌّخْن، هزل الوزاهنت الوكخولت، الؼاهت، الوخبادلت، الخ

هن ناحْت أخشٍ، . للضول الفٌضٌّت حٌسؼا هلحٌظا) HFPS(حذّزا، ػشفج هزاهنت الذالت الوخبادلت اليضْنت 

دساست الوشكلت الؼكسْت ليزا الونياس ّنخش هنياصا صذّذا ّسوَ الوزاهنت الذالت الوخبادلت اليضْنت الؼكسْت، ًّؼخبش 

 ) IHFPS (ًػلْو، فِ ىزه الأطشًحت سنقذم الوزاهنت الذالت الوخبادلت اليضْنت الؼكسْت . رلك فكشة صزابت ًىاهت

لخحقْق ىزه الوزاهنت، نقخشط نظشّت . لقسن ػام هن الأنظوت الفٌضٌّت راث خوست أبؼاد فِ الزهن الوسخوش

.  الإسخقشاس للْابٌنٌف

فِ ىزا الإطاس، . أنٌاع هخخلفت هن الوزاهناث بْن الخؼاّش إّضاد الضذّذة ػلَ حشحكزالبحٌد الأخْشة، آًنت فِ

 للأنظوت الذّناهْكْت الفٌضٌّت )IGS) ًػكسيا )GS(الوزاهنت الؼاهت  بْن ًفِ هشحلت أًلَ، قونا بخحقْق الضوغ

فِ . الوسخوشة الخطْت الأنظوت اسخقشاس ًنظشّت راث رلارت ًأسبؼت أبؼاد باسخخذام نظشّت الاسخقشاس للْابٌنٌف

 الذّناهْكْت للأنظوت (IFSHFPS(هؼكٌسيا ً )FSHFPS) لوزاهنت اليضْنت ا بْن الضوغ أربخنا الوشحلت الزانْت،

.  راث أسبؼت ًرلارت أبؼاد ػلَ الخٌالِ

 .النظشُ الزُ حن ػشضو فِ ىزه الأطشًحت الخحلْل فؼالْت ً النوزصت الشقوْت حؤكذ الؼذدّت الأهزلت

 

 خطأ الوزاهنت، إسخقشاس لْابٌنٌف، الوزاهنت الؼاهت، الوزاهنت الوخبادلت، الأنظوت ، الفٌضَ: يحتالكلمات المفا

  .الذّناهْكْت، شؼاع الوشاقبت
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