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Introduction générale

L a théorie de dérivation fractionnaire est un sujet présque aussi ancien que le calcul clas-
sique tel que nous le connaissons aujourd’hui. Ces origines remontent a la fin du 17-iéme
siecle, I'époque ot Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et
intégral. La premiére question qui a conduit au calcul fractionnaire était : Est ce que la déri-
vée d’ordre entler "I peut étre étendue a avoir un sens lorsque n est une fraction ? Plus tard,
la question est devenue n peut étre n‘importe quel nombre : Fractionnel, irrationnel ou com-
plexe ? Parceque cette derniére question a été répondu par l'affirmative, le calcul fractionnaire
est devenu un terme mal approprié et pourrait mieux étre appelé intégration et différenciation
d’ordre fractionnaire.

Leibniz a introduit le symbole I pour désigner la dérivée n-ieme d’une fonctlon f Quand
il a annoncé dans une lettre a L’Hopltal en 1695, L'Hopital a répondu : Que 51gn1f1e Tl sin = 37

Aujourd’hui, cette lettre est admise comme le premier incident de ce que nous appelons la
dérivation fractionnaire, et le fait que L’'Hopital a demandé spécifiquement pour n = 1, (c’est-
a-dire un nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie mathématique.

Les dérivées non entieres possedent un effet de mémoire qu’elles partagent avec plusieurs
matériaux tels que les matériaux viscoélastiques ou polymeéres. Ce fait est également une des
raisons pour lesquelles le calcul fractionnaire a connu récemment un grand intérét. L'utilisa-
tion de 'effet mémoire des dérivées fractionnaires dans la construction des modéles matériels
simples est livrée avec un cotit élevé en ce qui concerne la résolution numérique. Tout en utili-
sant un algorithme discrétisation des dérivées non entieres on doit tenir compte de sa structure
non locale qui signifie en général un haut stockage d’information et une grande complexité
de I’algorithme. De nombreuses tentatives pour résoudre les équations faisant intervenir diffé-
rentes types d’ordre non entier peuvent étre trouvées dans la littérature.

J. L. Lagrange a contribué au calcul fractionnaire indirectement. En 1772, il a développé la
loi des exposants (indices) pour les opérateurs différentiels d’ordre entier et a écrit :

dm dn B dm+n
de™ dgn?  dgmtr

f.

Dans la notation moderne, le point est omis, car ce n’est pas la multiplication. Plus tard,
lorsque la théorie du calcul fractionnaire est développée, les mathématiciens sont intéressés a
savoir ce que les restrictions devaient étre imposées a f(x) de sorte qu'une regle analogue était
vraie pour m et n arbitraires.

En 1812, P. S. Laplace a défini une dérivée fractionnaire a I'aide d’une intégrale, en 1819, la
premiére mention d’une dérivée d’ordre arbitraire apparait dans un texte.
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S. F. Lacroix a consacré moins de deux pages de ce texte de 700 pages a ce sujet. Il a dé-
veloppé un exercice mathématique simple généralisé a partir d'un cas d’ordre entier. En com-
mencant par f(z) = 2™, (m est un entier positif), Lacroix a développé facilement la dérivée
n-ieme.

arf m! e

dzn (m—n)!x ’ mzn.

Grace al'utilisation du symbole de Legendre pour la factorielle généralisée (la fonction Gamma),

il a obtenu
d"f Fm+1) . .
= e 3 m Z n.
dzn T'(m—n+1)

Il a donné alors I'exemple de f(z) =z etn = %, eta obtenu :

dif 2z
do3 VT

Maintenant, nous citons quelques mathématiciens qui ont fourni des contributions impor-
tantes au calcul fractionnaire jusqu’au milieu du 20-ieme sciecle :

PS. Laplace(1812), ]J.B.J. Fourier(1822), N.H. Abel(1823 — 1826), J. Liouville(1832-1873), B.
Riemann(1847), H. Holmgren(1865-1867), A.K. Grunwald(1867-1872), A.V. Letnikov(1868-1872),
H. Laurent(1884), P.A. Nekrassov(1888), A. Krug(1890), J]. Hadamard(1892), O. Heaviside(1892-
1912), S. Pincherle(1902), G.H. Hardy et J.E. Littlewood(1917-1928), H. Weyl(1917), P. Levy
(1923), A. Marchaud(1927), H.T. Davis(1924-1936), A. Zygmund(1935-1945), E.R. Amour(1938-
1996), H. Kober(1940), D.V. Widder(1941), M. Riesz(1949)

Cependant, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi, depuis seule-
ment un peut plus de 30 ans, elle a été objet de quelques conférences spécialisées. Pour la pre-
miere conférence, le mérite est attribué a B. Ross qui a organisé la premiere conférence sur les
calculs fractionnaires et ses applications a l'université de New Haven en juin 1974, et il a édité
les débats. Pour la premiere monographie le mérite est attribué a K.B. Oldham et J. Spanier, qui
ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974 apres une collaboration commune,
commencé en 1968.

De nombreuses définitions ont été alors données sur la dérivation et l'intégration fraction-
naire ([1], [23], [28]).

Au cours des dernieres années un intérét considérable est donné aux applications des dé-
rivées fractionnaires dans plusieurs domaines. Nous citons maintenant quelques exemples sur
ce sujet :

e Les dérivées fractionnaires ont été utilisées largement a la viscoélasticié des matiéres ([60],
[69]).

e Les problémes électromagnétiques peuvent étre décrits en utilisant les équations intégro-
différentielles fractionnaires ([49], [46]).

e Les échauffements de la conductance comme un processus dynamique peut étre modéliser
aussi par des modeles d’ordre fractionnaire ([70]).

¢ En économie, quelques systemes de finance peuvent afficher une dynamique d’ordre fraction-
naire ([?]).

¢ En biologie, il a été déduit que les membranes des cellules de 1’organisme biologique ont la



conductance électrique d’ordre fractionnaire ([16]).

e En traitement du signal ([48]) et le traitement d’image ([55]), clarifient parfaitement I'impor-
tance de considération et I’analyse de systémes dynamiques avec les modeles d’ordre fraction-
naire.

Le travail présenté dans cette these s’inscrit dans le cadre d’étude de quelques équations et
systémes différentiels fractionnaires non linéaires, en utilisant plusieurs techniques de résolu-
tion suivant le probléme a étudier.

Cette these se décompose de cing chapitres partagés de la fagon suivante :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous présentons quelques outils de base sur les transformées
de Laplace et de Fourier et quelques définitions des fonctions spéciales utiles tout au long de
notre these telles que : la fonction gamma d’Euler, la fonction béta, la fonction de Mittag-Leffler
avec des exemples et quelques propriétés intéressantes.

Chapitre 2 : Le chapitre 2 est consacré pour les définitions des dérivées et intégrales fraction-
naires aux sens de Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov et Caputo et les liens entre ces déri-
vées avec quelques exemples et quelques propriétés complémentaires ainsi que leurs transfor-
mées de Laplace.

Chapitre 3 : Ce chapitre est dédié a la résolution explicite de quelques équations différentielles
et intégrales fractionnaires, pour une bonne compréhension et une bonne manipulation du cal-
cul opérationnel fractionnaire.

Chapitre 4 : Le chapitre 4 a pour but, I'étude de l'existence et 1'unicité de solutions de quelques
équations différentielles fractionnaires non linéaires avec des conditions intégrales aux limites,
en utilisant les techniques du point fixe.

Chapitre 5 : Ce chapitre est consacré a 1'étude de la non-existence globale de solutions des
équations et des systemes différentiels fractionnaires hyperboliques non linéaires basé sur la
méthode des fonctions tests a la recherche des exposants critiques de type Fujuta.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Meéthodes opérationnelles

Le calcul opérationnel est un outil souvent utilisé pour la résolution des problemes d’'ingé-
nierie. Il s’avere étre puissant et indispensable, notamment dans 1'étude des systemes fraction-
naires. C’est pourquoi, nous allons rappeler dans ce paragraphe quelques éléments de base sur
la transformée de Laplace et la transformée de Fourier dans le cas entier que nous allons par la
suite I’étendre au cas fractionnaire.

1.1.1 Eléments sur la transformée de Laplace

Définition 1.1.1 Soit f : Rt — R, si l'intégrale O+°° e st f(t)dt existe, alors elle s’appelle transformée
de Laplace de la fonction f et on note :

+oo
P(s) = L0} = £l = [ (o )
0
la fonction f(t) est appelée fonction originale.
Exemples :
kty _ [too —st — ‘ (k=s)t 30— 13 (k—s)e _ _ :
1 L") = [ e f(t)dt €E+moo i e dt eginoo _S[e 1] k_8,51s>k.
En particulier, pour k = 0ona £(1) = £, s > 0.
2. L(t") = 0+°° e *'t"dt, une intégration par parties donne : L(t") = ZL(t""'), si s > 0, par
P 11 n!
reccurence on aboutit a L(t") = S—nﬁ(to) = ot
3. L(cos(kt)) = ﬁ, s > 0. En utilisant la définition et une double intégration par partie.
S
2 2t 2 1 2 1 s An A L sls
3. Lt +t+2+ e’ +cos(kt) = =+ = + -+ + ,s > 2. Grace a la linéarité
2 82 s s—2 s$2+1

de I'opérateur L et les exemples précédents.

Définition 1.1.2 Une fonction f(t) est dite sectionnellement continue sur [a, b], si elle est continue sauf
en un nombre fini de points, et la disconctinuité en ces points est de premiere espece.
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Définition 1.1.3 On dit que f(t) est d’ordre exponentiel quand t — +o0, s’il existe des constantes
positives M, b et t, telles que : | f(t)] < Me" pour t > to. On dit alors que f(t) est de I'ordre de e
quand t — +o0.

Théoreme 1.1.1 Si f(t) est sectionnellement continue sur chaque intervalle fini [0, a], a > 0, et est de
Vordre de € quand t — +o0, la transformée de Laplace existe pour s > b.

L'originale f(t) peut étre reconstituée a partir de la transformée de Laplace F'(s) a I’aide de
la transformée de Laplace inverse.

c+ico
ft) =L HF(s);t} = e F(s)ds, ¢ = Re(s) > ¢y, (1.2)

c—100

ol ¢y se trouve dans le demi-plan droit de la convergence absolue de 'intégrale de Laplace (1.2).

Le calcul direct de la transformée de Laplace inverse en utilisant la formule (1.2) est "sou-
vent compliqué", cependant, parfois elle donne une information utile sur le comportement de
I'inconnue originale f(t) qu’on cherche.

La transformée de Laplace de la convolution

F(t)* g(t) = / £(t — r)g(r)dr = / f(r)g(t - 7)dr (1.3)

de deux fonctions f(¢) et g(t), qui sont égales a zéro pour ¢ < 0, est égale au produit de leurs
transformées de Laplace :

LLf(E) + g(t): s} = F(s)G(s) (1.4)

sous I'hypothése que F'(s) et G(s) existent.

Une propriété utile dont on aura besoin est la formule de la transformée de Laplace de la
dérivée d’ordre entier n de la fonction f(¢) :

L™ @s} = F(s) = 3 8 Lf(0)

= S$"F(s)— ”Z s* k=), (1.5)
k=0

qui peut étre obtenue de la définition (1.1) par intégration par parties sous I'hypothese que les
intégrales correspondantes existent.



1.1.2 Eléments sur la transformée de Fourier

La transformée de Fourier d"une fonction continue A(t), absolument intégrable dans (—oo, +00)
est définie par

FAh(t);w} = /+OO e h(t)dt (1.6)

et 'originale h(t) peut étre reconstituée a partir de sa transformée de Fourier H,.(t) a I'aide de
sa transformée de Fourier inverse :

I

h(t) H,(w)e ™“'dw. (1.7)

:% N

La transformée de Fourier de la convolution
“+o00

h(t) * g(t) = / h(t — 7)g(T)dT = / h(T)g(t — T)dT (1.8)

—0o0 —00

+oo

de deux fonctions h(t) et g(t), définies sur (—oo, +00), est égale au produit de leurs transfor-
mées de Fourier :

FAR(t) % g(t);w} = Ho(w)Ge(w) (1.9)

sous I'hypothese H.(w) et G(w) existent.

Une autre propriété utile de la transformée de Fourier, qui est fréquement utilisée dans la
résolution de problemes appliqués est la transformée de Fourier des dérivées de h(t). A savoir
si h(t), (), ..., h(t)"~V tendent vers zéro quand ¢t — +oo0, alors la transformée de Fourier de
la n-iéme dérivée de h(t) est

FAR™ (1);w} = (—iw)" He(w). (1.10)

La transformée de Fourier est un outil trés puissant pour plusieurs domaines des systémes
dynamiques linéaires.

1.2 La fonction Gamma

La fonction Gamma a été introduite par le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-1783)
dans son objectif de généraliser la factorielle des valeurs non entieres. Plus tard, en raison de
sa grande importance, elle a été étudiée par d’autres éminents mathématiciens comme Adrien
-Marie Legendre (1752-1833) , Carl Friedrich Gauss (1777-1855) , Christoph Gudermann (1798-
1852) , Joseph Liouville (1809-1882) , Karl Weierstrass (1815-1897) , Charles Hermite (1822-1901)
et beaucoup d’autres. La fonction Gamma appartient a la catégorie des fonctions transcendantes
spéciales et nous verrons que certaines constantes mathématiques célébres se produisent dans
son étude. Elle apparait également dans divers domaines, comme les séries asymptotiques ,
lI'intégration définie , série hypergéométrique , fonction zéta de Riemann , théorie des nombres
...Pour plus de détails sur cette fonction (voir [12], [38]).
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1.2.1 Définition de la fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler I'(z). La
fonction Gamma I'(z) est définie par I'intégrale suivante :

+oo
[(z) = / t*~le~tdt, (1.11)
0
avec I'(1) = 1, I'(04) = 400, I'(2) est une fonction strictement décroissante pour 0 < z < 1.

Tt

.
4+

3+

FIGURE 1.1 — Courbe représentative de la fonction Gamma

1.2.2 Quelques propriétés de la fonction Gamma

Une propriété importante de la fonction Gamma I'(2) est la relation de récurrence suivante :
[(z+1) =z2I'(2) (1.12)

qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

400 400 t=+o0 400
Nz+1) = / tEHDtemt gy — / tFe tdt = [—t'zet} + 2z / t* e tdt = 2I(2).
0 0 0

t=0

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car I'(n + 1) = n!, Vn € N, en effet



['(1) = 1, et en utilisant (1.12) nous obtenons :

rQe) = 1.0(1) =1,
r(3) = 20(2)=2.1=2,
I'(4) = 3I(3)=32=3l,
Pn+1) = nl(n)=n(n—1)! =n 113)

Nous montrons maintenant que I'(3) = /7.
De la définition (1.11), nous avons

1 +o0
]?(—) :(/q t3etdL,
2 0

Si nous posons ¢t = y?, alors dt = 2ydy, et nous obtenons maintenant

1 oo
F(—) = 2/ e Y dy. (1.14)
2 0

De facon analogue, on peut écrire :

1 T
F(—) = 2/ e dx. (1.15)
2 0

Si nous multiplions ensemble (1.14) et (1.15) nous obtenons :

1\1° foo oo L,
(=) =4 e @) dady. (1.16)
2 0 0

L’équation (1.16) est une intégrale double, qui peut étre évaluée en coordonnées polaires pour

obtenir
1\1? 3ot
[F (—)] = 4/ / e "drdf = . (1.17)
2 0o Jo
Ainsi, I'(3) = /7.

L’équation fonctionnelle (1.12) entraine pour les entiers relatifs positifs n (voir [34])

F<n+1> _ 135001 o

2 2n

AN 1.4.7...(371—2) Y
o) = )
F<n+4> _ U r<4),

et pour les valeurs négatives,

F( e 1) - 13(5_1();5”— 1) v
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Aucune expression de base est connue pour I (%) oul (i), mais il a été prouvé que ces

chiffres sont transcendantales (respectivement par Le Lionnais en 1983 et Chudnovsky en 1984).

Maximum de chiffres, les valeurs numériques de certaines de ces constantes sont :

I’(%) = 1.77245385090551602729816748334114518279754945612238...

F(%) = 2.67893853470774763365569294097467764412868937795730...

F<1> = 3.62560990822190831193068515586767200299516768288006...

F(1> = 4.590843711998803053200475827592915200343410999829340...

1.2.3 Représentation de la fonction Gamma sous forme d’une limite

La fonction Gamma peut étre représentée aussi par la la limite

nln?
I'(z) = 1
Q oo 2(z4+1)..(z4+n)

oll nous supposons que Re(z) > 0.

Pour prouver (1.18), nous introduisons la fonction auxiliaire suivante :

fu(2) = /On (1 — %) ntz—ldt.

(1.18)

(1.19)

Effectuant maintenant la substitution 7 = £, puis en répétant I'intégration par parties, nous

obtenons :
1
fu(z) = nZ/ (1—7)"7* tdr
n? 0 !
= —n/ (1—7)""trodr
0

z

n*n! b
= TN T
2(z+1)..(z4+4n—-1) /0
n*n!

2(z+1)..(z+n—1)(2+n)

(1.20)

(1.21)



nous arrivons a :

n—>o00 n—>o0 n

n t " “+o0o
lim f,(z) = lim <1 - —) = dt :/ e 't* L dt, (1.22)
0 0

ce qui termine la preuve de la représentation (1.18) de la fonction Gamma, si la relation (1.22)
est justifiée. Pour ce faire, nous estimons la différence

+o0
A = / e 7l dt — fo(2)
0

n t n —+oc0o
= / et—1—=| [ttt + / e 't dt. (1.23)
0 n 0

Prenons un € > 0 arbitraire. En raison de la convergence de l'intégrale (1.11), il existe un N
tel que pour n > N, on a

+oo
/ ettt

Fixons maintenant NV et considérons n > N, nous pouvons écrire A comme une somme de
trois intégrales :

A= (/DNJF/NTL) [e—t — (1 — %) n] tz—ldt+/n+oo e 't (1.25)

Le dernier terme est inférieur a 5. Pour la seconde intégrale, nous avons :

‘/Nn [e_t : (1 . %>n] v < /Nn le_t - (1 - %)n] to Lt

400 €
< / e 't < -, (1.26)
oli, comme ci-dessus, (r = Re(z)).

+oo
< / et 1dt < % (z = Re(2)). (1.24)

N 3
Pour l'estimation de la premiere intégrale dans (1.25) nous avons besoin de 'inégalité auxi-

liaire suivante :

2n

n t n
1—e (1 - 3) - / e (1 - 1) Tar (1.28)
n 0 nj| n

B AN
O<e’'—|(1—=] <—, (0 <t <mn), (1.27)



et

t " t 2
0< / e’ (1 — Z) Tar < / e Ldr = ett—. (1.29)
0 nj) n g N 2n

(La relation (1.28) peut étre verifiée en différenciant les deux cotés).

En utilisant 'inégalité auxiliaire (1.27), nous obtenons pour n assez grand et NV fixé :

ARER

En tenant compte des inégalités (1.24), (1.26) et (1.30) et que € est arbitraire, nous concluons
que (1.22) est justifiée.

< i/Nﬂ“dt << (1.30)
2n J, 3 '

Ceci termine certainement la preuve de la formule (1.18) pour Re(z) > 0.

A l'aide de (1.12), la condition Re(z) > 0. peut étre affaiblie pour z # 0,—1,—-2... de la
maniere suivante.

Si —m < Re(z) < —m + 1, oll m est un nombre entier positif, alors

I'(z+m)

) = 2(z+1)...(z+m—1)

z—i—mn!

1 ) n
2(z+1)..(z4+m—1) nh_r)noo (z4+m)...(z+m+n)
1 lim (n —m)*™(n —m)!
2(z+1)..(z4+m—1)n—o (z+m)(z+m+1)...(z +n)
, n*n!
- nh—r>noo 2(z+1)...(z4+n) (131)

Par conséquent, la représentation (1.18) est vraie pour tout z, z # 0, —1, —2...

1.3 La fonction Béta

Dans de nombreux cas il est plus commode d’employer la fonction Béta au lieu d"une cer-
taine combinaison des valeurs de la fonction Gamma.

B(z,w) = /0 711 — 1), (Re(z) >0, Re(w) > 0). (1.32)

Pour établir la relation entre la fonction Gamma et la fonction Béta nous allons utiliser la
transformée de Laplace.
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Considérons l'intégrale suivante

hyw(t) = /o (1 — 7). (1.33)

Evidemment, /. ,(t) est une convolution des fonctions 7°~! et 7~ et on a h. (1) = B(z,w).

Puisque la transformée de Laplace de deux fonctions est égale au produit de leurs transfor-
mées de Laplace, nous obtenons :

H.o(s) — F(z)'F(w) _ F(z)I’(w)’ (1.34)

§% sw Sz—l—w

ou H,,(s) est la transformée de Laplace de la fonction A, ().

D’autre part, puisque I'(2)I'(w) est une constante, il est possible de reconstituer la fonction
originale h,(t) par la transformer de Laplace inverse, du coté droit de (1.34). En raison de
I'unicité de la transformée de Laplace, nous obtenons donc :

L)l (w)

_ ztw—1
h%w(t) - F(Z + w)t ) (135)

si on prend ¢ = 1, nous obtenons l'expresion suivante :

B(z,w) = %, (1.36)
qui nous donne
B(z,w) = B(w, 2). (1.37)

La définition de la fonction Béta (1.32), n’est valable que pour Re(z) > 0, Re(w) > 0. La relation
(1.36) fournit le prolongement analytique de la fonction Béta pour tout le plan complexe, si
nous avons la fonction analytique continue Gamma.

Grace a la fonction Béta, nous pouvons établir les deux relations importantes suivantes pour
la fonction Gamma.

La premiére relation est :

™

I')ra--z) = (1.38)

sin(7z)

nous obtiendrons la formule (1.38) sous la condition 0 < Re(z) < 1 et ensuite nous montrons
qu’elle est valable pour z # 0, +1, +2......

En utilisant (1.32) et (1.36), nous pouvons écrire :

T()T(1 = 2) = B(z,1 — 2) = /0 <L> _dr (1.39)

12



ot I'intégrale converge si 0 < Re(z) < 1. Effectuant la substitution 7 = ;& nous obtenons :

7_z—l

1+7

L)1 —2) = /0+OO dr. (1.40)

Considérons maintenant I'intégrale

[ s o=

le long du contour de la figure 1.2

La fonction f(7) a un p6le simple en s = ™. Donc, pour R > 1 on a

/L £(s)ds = 2mi

Resf(s)] = —2mie™”,

s=eT?

D’autre part, les intégrales le long des circonférences | s |= e et | s |= R sont nulles quand
e — 0et R — +o0, et I'intégrale le long du bord inférieur est différente de l'intégrale le
long du bord supérieur par le facteur —e*™*. Pour cette raison, pour ¢ — 0 et R — +00, on
obtient :

/Lf(S)ds = 271 Resf(s)] = —2mie™* = T(2)[(1 — 2) (1 B eZﬂ'iz)

s=eT?

et —
DT —2) = 277 T ()< Re(2) < 1).

e?mz — 1 sin(wz)’

Sim < Re(z) < m+1, alors nous pouvons mettre z = a+m, ot 0 < Re(z) < 1. En exploitant
la relation (1.12), on obtient :

Frrad—-z = (-H"MNo)l'l —«)
B (=1)™m o

sin(m(a +m))  sin(mz)’

ce qui montre que la relation (1.38) est vraie pour z # 0, +1, £2..........
En prenant z = 3, on obtient & partir de (1.38) une valeur particuliere de la fonction Gamma

PG) =7 (1.41)

La seconde relation importante pour la fonction Gamma, facilement obtenue a 1'aide de la
fonction béta, est la formule de Legendre

F(z)F(z + %) = /m2*7'0(22),(22 #0,—1,-2.......) (1.42)
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FIGURE 1.2 — Contour L

Pour prouver la relation (1.42), nous considérons

B(z,z2) = /0 [7‘(1 — 7')] dr, (Re(z)>0). (1.43)

En tenant compte de la symétrie de la fonction y(7) = 7(1 — 7), et en effectuant la substitution
s =47(1 — 1), on obtient :

B(z,z) = 2/0; [Tu—f)] ZldT
gy (1 )

et en utilisant la relation (1.36), on obtient a partir de la relation (1.44), la formule de Legendre
(1.41).

En prenant z = n + % dans (1.42), nous obtenons un ensemble de valeurs particulieres de la
fonction Gamma

N[ =

ds =2""%B <z, %), (1.44)

(1.45)

F( ;) _ VAT@n+1) _ (2n)!

M) T Ty 2l

contenant également (1.41).
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1.4 La fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle exp(z), joue un rdle tres important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier. La fonction Mittag-Leffler a un seul parametre qui généralise la
fonction exponentielle a été introduite par Mittag-Leffler en 1903 (voir [56]) et désignée par la
fonction suivante :

E.(z) = - 1.46

(2) kz% T(ak + 1) (1.46)

La fonction Mittag-Leffler & deux parametres, joue un role tres important dans la théorie du

calcul fractionnaire. Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdelyi en 1953 — 1954 et elle
est définie par un développement en serie suivant :

o)
Zk

ek i 5 (> 0,8>0). (1.47)

Eo5(2) =
k=0

A partir de la relation (1.47), on trouve les relations suivantes :

o0 k
z
Z) = Z m = Ea(Z). (148)
k=0
o0 o0 k
z
E1 1 Z F Z H = e”. (14:9)
k=0 k=0
> = 2F 1 o= 2kt e —1
p— p—_ 1.
Era(z ZFk+2 Z(k;+1)! zz(lﬁ—l) z (1.50)
k=0 k=0 k=0
> S 1 = ZFt2 _e€—1-z
= — 1.51
Eralz Zrk+3 Zk—l—Q! 22 k+2)! 2 (1.51)
k=0 k=0 k=0

et en général

1 P2 2k
Eip(2) = 551¢ = D0 (- (1.52)
k=0

Les cosinus et les sinus hyperboliques sont aussi des cas particuliers de la fonction Mittag-
Leffler (1.47) :

Eyi(?) =) =——— - 2/<;+ 5 => i cosh(z), (1.53)
k=0 k=0
= I o= 2%+ sinh(z)
2y _ S = ) 1.54
E2a(=) kz (2k:+2 ZZ%F%H 2 (1.54)

Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire, la fonction de Mittag-Leffler joue le
méme role que la fonction exponentielle. Les deux figure ci-dessous montrent le comporte-
ment de la fonction de Mittag-Leffler a un seul prametre pour différentes valeurs de o et a deux
parametres pour différentes valeurs de v et 3.
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FIGURE 1.3 - La fonction de Mittag-Leffler & un seul parametre

L) T U Ll Ll I I T T

Eiq(z) : (e = 3 =1) trait en pointillé

Ezia(2): (a= V2, 8 = 1.3) trait plein P

z) el Jc-‘\/r._;‘,_;{(:;}

fl-‘|||(:

FIGURE 1.4 - La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres

1.4.1 Transformée de Laplace de la fonction Mittag-Leffler a deux para-

metres
La transformée de Laplace de la fonction de Mittag-Leffler & deux parametres s’écrit sous la
forme (voir [23]) : 16



klpe—F

+oo
/ e P81 B (1ot = (Re(p) > |al).
0

(p™ £ a)F 1’
En particulier, poura = 3 =1
/ e B (2av/A)de B (Rep) > ).
0 272 (\/ﬁ + q)k+1

1.5 La fonction d’erreur

En mathématiques, la fonction d’erreur (appelée aussi fonction d’erreur de Gauss) est une
fonction entiére utilisée en analyse. Cette fonction se note erf et fait partie des fonctions spé-

ciales.
rft) == [

On note que er f(4o00) = 1.

I1 arrive que la fonction plus générale E,, définie par :

E.(z)= n!/ e dt,
0

soit utilisée et I, est appelée erreur intégrale. D’autres fonctions d’erreurs utilisées en analyse,
notamment :
e La fonction d’erreur complémentaire notée erfc et définie par :

erfe(z) =1 — erf(z) \/_/m

e la fonction ierfc, opposée de l'intégrale de la fonction d’erreur complémentaire erfc :

_2

N

e La fonction d’erreur imaginaire notée erfi et définie par :

erfi(z) = eer \/_/ “dt.

Elle n’est souvent définie que dans certains logiciels de calcul formel, tels que Mathematica et
Maple. Elle peut néanmoins étre décrite a I’aide d'un développement en série

ierfe(z) = — z.erfe(z).

. 2 n
erfi(z) = WZ 2n+1) H2n+1
2 2 2
= — T T
7Tz—F3+5—|-7+(z))



A partir de la relation (1.47), si on pose a = 1 et 3 = 1 on obtient :

00
Zk

E%@);%;éiij

La série asymptotique de la fonction d’erreur est :

= e erfe(—z).

e = W135.2n—1) e = . (2n)!
erfe(z) = e [1+Z(—1) 2 ] = 1+;(—1) i@ |

n=1

1.6 La fonction Mellin-Ross

La fonction Mellin-Ross, E;(v,a), se pose lors de la recherche de l'intégrale fractionnaire
d’une fonction exponentielle ¢**. Elle est définie par :

Ei(v,a) = t"e"T* (v, t),

ou .
1
I"(v,t) = F(V)t”/o e “z"'dr, Re(v) >0,
qui peut s’écrire aussi :
E\(v,a) t”i (a)" By (at)
v,a) = _ = v .
0o < T(k+v+1) b
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Chapitre 2

Dérivées et intégrales fractionnaires

2.1 Deérivées fractionnaires au sens de Griinwald-Letnikov

L’idée principale de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov est de donner une gé-
néralisation de la définition classique de la dérivation entiere d'une fonction a des ordres arbi-
traires.

La dérivée premiere (d’ordre 1) d’une fonction f au point ¢ est donnée par :

£ (t) = lim fO) = ft=h) 2.1)

h—0 h

Par dérivation successive de la fonction f, on obtient une généralisation de la formule (2.1) a
I'ordre n (n est un entier positif ou nul) de la forme :

n

PO = i D (1) (1) ste— s @2

ou

n\ n! _n(n—1)..(n—k+1)
k) kl(n—k)! k! '

La formule (2.2) représente la dérivée d’ordre entier n, si n est positif et 'intégrale répétée n fois
si n est négatif.

Grace a la propriété fondamentale I'(n + 1) = n!,Vn € N, on peut arriver a une expression plus

générale dans le cas ot n est négatif ou nul

(_1)k(n> —n(l—n)..(k—n—1) I'(k—n)

k)~ k! T T(k+ DI(=n)

On définit donc la dérivée d’ordre non entier o par :

“Dyf(t) = lim ! Zr( Ltk o) f(t —kh)

h=0 he <= T'(k + 1)I'(—a)

= / (t —7)" > f(r)dr (2.3)



et

e}

_a L 1 Lk + «)
CDrof(t) = mh”k AR
1 ! a—1
- / (t— 7)° f(r)dr (24)

Les formules (2.3) et (2.4) définissent respectivement les dérivées fractionnaires d’ordre o et
d’ordre (—a) au sens de Griinwald-Letnikov de la fonction f, ot f est une fonction continue
sur l'intervalle fermé [a, t].

Si f est de classe C™, des intégrations par parties de (2.3) et (2.4) nous permit d’écrire :

m_1 k) t _ a)k o 1 ¢
G o et )
- Zo fk—a+1)  [(m—a) / (¢ =7y f o (r)dr (2.5)
et
m—1
G- f k) t _ a)k-l—a 1 ‘ et
AP kZ:O Fk+a+1> +F(m+o¢)/a(t_7-) tartfm (r)dr 2.6)

La formule (2.5) est obtenue sous ’hypothése que les dérivées f*)(¢), (k=1,2,...,m) sont conti-
nues sur l'intervalle fermé [a, t] et que m est un entier vérifiant la condition m > «. La plus petite
valeur possible de m est déterminée par 1'inégalité suivante :

m-—1<a<m.

2.1.1 Dérivée fractionnaire de (¢t — a)”

Calculons la dérivéee fractionnaire “Df f(t) au sens de Griinwald-Letnikov de la fonction
polynomiale
f) = (t=a)?,
ol a est un nombre réel.

On va commencer par considérer des valeurs négatives de p, c’est-a-dire qu’on va commen-
cer par évaluer 'intégrale fractionnaire d’ordre (—p).

Utilisons la formule (2.3) :

1 t
GDpt—ao‘:—/ t—71) P Y1 —a)¥dr, (2.7)
a t( ) F(_p) . ( ) ( )
et supposons o > —1 pour la convergence de I'intégrale. En effectuant dans (2.7), le changement

de variables 7 = a + £(t — a) et en utilisant la définition (1.32) de la fonction Béta on obtient :

Spt—a) = (- [ - e

= ——— 2 _(t—a)*? (p<0,a>-—1). (2.8)



Considérons maintenant le cas : 0 < m < p < m + 1. Pour appliquer la formule (5.5) on a
besoin d’imposer o > m pour la convergence de l'intégrale dans (5.5). Alorson a :

1 t d™ (T — a)*
GnP(+ _ 4\ — _ L \m—Pp
DY (t —a) N E—— /a (t—r7) T dr. (2.9)

En tenant compte de

—de(T —a)° =ala—1)..(a —m)(t —a)* ™ = —F(a +1)

_ \a—m+1
e p— (T —a) )

et en effectuant le changement de variables 7 = a + £(t — a), on arrive a :

aGDf(t —a)* = F(_m)l;((a_;—_’l_)m ) /a (t — 7)™ P(r —a)* ™ dr
T(a+1)B(—p+m+1,a—m)
I'(la =m)l(=p+m+1)
_ e+ ap
- I(—p+a+1) (t—a)™™". (2.10)

(t—a)*”

Notons que I'expression (2.10) est formellement identique a I'expression (2.8), on peut donc
conclure que la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov de la fonction polynomiale
f(t) = (t — a)* est donnée par la formule :

I'a+1)

CDY(t—a)* = T prarnt (2.11)

avecC
(p<0,a>—1) oubien (0<m<p<m+1, a>m).
2.1.2 Dérivée fractionnaire d’une constante

La dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov d’une fonction constante est en général ni
nulle ni constante, en effet :

Si f(t) = C et anon entier, on a f*(t) = 0 pour k = 1,2,...m et dong,
= B (a)(t — a)Fe 1 !

GDo‘ft = / + / t—T m*aflf(m) T)dT
a t () Pt F(k—a+1) F(m ) a( ) ()
c o P = a)f
T +; T(k —a—l—l)

! ~ y
i 1 /t<t )m « lf(m( )
Tm—a) )~ :
0
C —a
B F(l—@)(t_a)

21



2.1.3 Composition avec les dérivées d’ordre entier

Proposition 2.1.1 Soient m un entier strictement positif et p non enier. Alors :

G (CDtr@)) =S 1)
et
2 (dm ft >) ppersey - 3 L@ (2.13)
ot gpm 2 T(k—p—m+1)

Preuve: Pourn —1 < p < n,onad’une part:

am p B n+m-— 1f t_@) (p+m)
dtm(aG f()) = Z —(p+m)+1)
1

I'(n+m—

t
(p " m)) / (t . 7_)n-i—m—(p—l—m)—lf(n—l—m) (7_)de
autrement dit o
G (eorrw) = o,
et d’autre part,

o (" _ N P@ L ey g
PGl 0) = TR e e

k=0
ntm-1 f(k:( )t — a)k (p+m)

I'(k—(p+m)+1)

1 o ynbm—(pm) 1 plntm) () g
G —@+mnl“ ) o

B Z t_a)k p—m
k: p—m+1)’

a

k=0

alors,

N o fO@ -

Ce qui veut dire que, la dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle ne commutent

que si f*)(a) = 0 pour tout k = 0,1,2,....,m — 1.

2.1.4 Composition avec les dérivées fractionnaires

Proposition 2.1.2 Trois cas sont a distinguer :
1. Pourqg<0OetpeR,ona:

oDy (fD? (f <t>>> = 9D (t)
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2.5i0<m<qg<m+1,p<O0etlafonction f(t) vérifie les conditions

f®(a) = 0,pour tout k=0,1,2,....,m — 1
alors,

“p (et = ors)
3.5i0<m<qg<m+1,0<n<p<n+ 1letlafonction f(t) vérifie les conditions
f®(a) = 0, pour tout k=0,1,2,...,r — 1 ott r = max(m,n)
alors,
cop(epitaen ) = ot(Sotsn ) = o

Preuve : Pour la preuve de cette proposition, on pourra consulter [23].

2.2 Deérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Dans cette section, nous citons quelques définitions et résultats du calcul fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville. Nous allons commencer par la définition de 1'intégrale de Riemann-
Liouville.

2.21 Intégrales d’ordre arbitraire

Soit f : [a,b) — R (ou a valeurs vectorielles) une fonction continue. b pouvant étre fini ou
infini.
Une primitive de f est donnée par 1'expression

@00 = | fryar

Pour une primitive seconde on aura

(Laf)(t) = /: (/:f(t)dt)ds.

En utilisant le théoreme de Fubini, on peut écrire

(I2f)(t) = / (t —7)f(7)dr,
en itérant, on arrive a : . 1
@ = [ %f (r)dr:
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Définition 2.2.1 Soit f : [a,b) — R. On appelle intégrale de Riemann-Liouville de f I'intégrale
définie par la formule suivante :

1

120 = / (t — 7y f(r)dr, (2.14)

oil cv est un nombre réel ou complexe

Remarque 2.2.1 La formule (2.14) est une généralisation de la n-ieme primitive avec un ordre de pri-
mitivation o non entier.

2.2.2 Intégrales fractionnaires de quelques fonctions usuelles
Soit la fonction f(t) = (t — a)’ ou 8 > —1.

* —CLB:L t — 7)Y —a)Pdr.
-0 = i [ =i - o

Pour évaluer cette intégrale on effectue le changement de variables 7 = a + (t — a)s

I¢(t —a)’ = %/01(1 — 5)* Pt
—a B+a
_ =a)m r@f) Bla, 8 +1)

(t—a)™ T(I(B+1)
I'(«a) I'B+1+a)
T'(6+1) o

r(ﬁ+1+a)(t_a)ﬁ '

(2.15)

La relation (2.15) montre que l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre
a d’une constante est donnée par :

C
R—a «a a
a t a F(OZ+ 1)( a)
Et en particulier, si o = 3,
_1 ) . T
R 0
_D 2 = 2 = 2 —
it gt =l
3
RDt_%xl = F(g)x% _A e
-1 I'3) s 16 [ab
R 2
D 2 = _ — _
‘ ! F(%):m 5V 7



Proposition 2.2.1 Soient « et 3 deux nombres complexes et f € C°([a,b)).

i) IIPF)=1I°TFf  (Re(a) >0, Re(a) > 0) (2.16)
ii) i(fa ) = IH)(), Re(a) >1 (2.17)
iii) alin (I°f)(t) = f(t), Re(a)>0 (2.18)

Preuve:
i) Pour la démonstration on utilise la fonction Béta d’Euler . En effet :

NI - ﬁ [ e=srazneas

_ / / )1 (s — 7)5) f(7)drds,

en utilisant le théoreme de Fubini, on pourra permuter 1’ordre d’intégration et on obtient :

12 (I8 )](1) = m / f(T)[ / <t—s>a1<s—7>ﬂ1ds]df.

Le changement de variables s = 7 + (¢ — 7)u, nous donne

1

t
/ (t=9)"s—7)""Mds = (t—7)"77" [ (L= )"y’ "ldp
T 0

L(a)I'(8)
F(a—i—ﬂ)

_ (t _ T)a—O—ﬁ 1

2NN = prts [ =07y = (15 )0

ii) Pour justifier la deuxieme identité on utilise les théoremes classiques de dérivation d’une
intégrale dépendant d'un parametre et la relation fondamentale de la fonction Gamma d’Euler :
INa)=(a—1)I'(a—-1).

iii) Pour la derniere identité, on considere la fonction f € C°([a, b)), on a

IO = 5 [ (=71 (@

De I'exemple (2.15), on peut écrire

(t —a)

e 1 da— 0.
F(a—l—l)—) quand o

(LaD)(t) =
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D0 - L ff)f(t)' s [ - s [ o
< s [ =) - s
-/ ) - S0
b s - s 219)

D’une part, on a f est continue sur [a, b) qui nous permet d’écrire
Vi, 7 € la,b), Ye>0, 30>0: |1—t|<d=|f(r)— f(t)] <e,
ce qui entraine

t t 504
/ (t— )91 f(r) — f(8)]dr < e / (t— r)o-tgr = &% (2.20)
t—9 t—68 (0%
D’autre part,

1 t—6 ot B L t—3 o 7. ]
ma [ e = sl < g [ = e+ )

t—0
(§)|/ (t —7)* 7, Vt € [a,b)

IA
[\
[0}
o
P o]
=

£€last]
(2.21)
Une combinaison de (2.19), (2.20) et (2.21) donne :
e _ (t — a)a 1 e o s
290 ~ 11O S @yl +2M (@ - o) =)
1 (6% (0% _ (6%
= F(a+1)[65 +2M((t — a)® — §%)],
en faisant tendre o vers 0, on obtient :
. «a _ (t — a)a
Jm 200~ £ 0] <
autrement dit :
11%+(Igf)(t) - f(t) S g, Ve > Oa
c’est-a-dire que :
Tim (12 )() = £(2)
|
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2.2.3 Dérivées d’ordre arbitraire

Définition 2.2.2 Soit a € [m — 1, m[avec m € N*. On appelle dérivée d’ordre o au sens de Riemann-
Liouwille la fonction définie par

Rpe ) - (%) (e f) (1)
1 dam

2.2.4 Dérivées fractionnaires de quelques fonctions usuelles

Calculons la dérivée de Riemann-Liouville de la fonction f(t) = (t — a)”. Par la formule
(2.15) on peut écrire :

-0 = (5) |- o],

dt f+14+m—a)
_ LB +1) d\" ma
T T(B+14+m—a) (%) (t = a)™me, 223)

on sait que :

(%)m@—aw-a = B+m—-a)B+m—a—-1)..(B—a+1)(t—a)f ™ (224)

Par substitution de (2.24) dans (2.23), on obtient :

Ry _ DB+ )Btm—a)f+m—a-1).(B-a+l) 45,
aDt(t—aJ)B - F(B—i—l—‘—m-o{) (t )B
FB+1)B+m—-a)f+m—-a—-1)..(0-a+1)
B+m—-—a)(f+m—a—-1)...0—a+])(B—-—a+1)
L(B+1) Y
—F(ﬁ—a+1)(t_a)6 : (2.25)

Remarque 2.2.2 i) Pour o = 1, la formule de dérivation (2.25) se réduit a

I'B+1) _ o, d
Eplt—a)’ = —C———(t—a)’ 1 =B(t—0a)’ ! = —(t —a)”. 22
a t (t a’) F(ﬁ) (t a‘) B(t a’) dt (t a) ( 6)
ii) Si on prend 3 = 0 dans l'exemple précédent, on arrive au résultat suivant :

RpNaq _ (t - a)—a

Drl= r'l—a)’

c’est-a-dire que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d'une constante n’est pas ni nulle ni
constante ! mais on a :

iprC =



Définition 2.2.3 (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche)

Vt>a, JDf() = ﬁ / (t—7)* " f(7)dr

Définition 2.2.4 (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche)

wsa 100 = () [

Les deux définitions précédentes utilisent le passé de f, c’est-a-dire les valeurs de f(7) pour
a < 7 < t. Nous pouvons définir des opérateurs similaires, qui utilisent le futur de f, c’est-a-
dire les valeurs de f(7) pour ¢t < 7 < b. On définit ensuite les deux opérateurs suivants :

Définition 2.2.5 (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite)

Rp-P —L bT— B=Lr(r)dr
w<b MDA = g [ =07 (o)

Définition 2.2.6 (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a droite)

Vit < b, bRfo(t) = m ( — %) /t (7— _ t)m_ﬂ_lf(T)dT.

Notons bien que f est une fonction telle que #Dg f(t) et f%Df f(t) sont définies.

2.2.5 Compositions

Proposition 2.2.2 ( Composition avec les intégrales fractionnaires)
Pourp >0ett >0

SDYCIDTE() = DY, f (1) = f(1), (2.27)

qui signifie que I'opérateur de dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville est inverse gauche de I’ opé-
rateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville du méme ordre.

Preuve: Pourp=m >1,ona:

D) = o [ o f

dtm
d t
- & | s = s,

Supposons maintenant que m — 1 < p < m et utilisons la regle de composition des intégrales
fractionnaires au sens de Riemann-Liouville. on a donc :

Rp;m ey =% Dy P (RDf(n)),
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d’ou

Epr(RDym () C‘;;{RD "PEDT ()}

CAEDI (0} = (),

ce qui termine la preuve de (2.27). Et en général on a

"y (mw) R g,

(2.28)
Proposition 2.2.3 Si la dérivée fractionnaire *D}" f(t), (
intégrable, alors :

[
— 1 < p < m), d'une fonction f(t) est

— in: RDp z (t - a)p—i
=1

T T (2.29)

SD(IDY ()

Preuve: D’une part,ona

“DPEDI0) = o [ - D

t
_ %[F(p;—i—l) / (t — 7)PRDP f(r)df]. (2.30)
D’autre part, en effectuant des intégrations par parties répétées et en exploitant (2.16), nous
obtenons :
o [y = s [ EDn e
P +1)/, n Pp+1)/, drm e T

_ 1 ' — =R p=(m=p) £\ Jr
o L D g

—Z[j; o p>f<t>>] s

t:al“(2 +p—1)
ST A e e (G
-3 [fDM(t)] o

_ I'2+p—1)

_ th—(P—m—l) <th—(m—P)f(t))

B i RDp_if(t) (t _ a)PfiJrl
— | ! t:ar(2+p—z’)

_ RD‘lf(t)—Z[RD”‘if(t)] C—a™™ o3
o =1 A W CE TR
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Par substitution de (2.31) dans (2.30), on arrive a la relation (2.29).

Proposition2.24 Si0 <m—-1<g<m,ona

e (tous) <1 o

Preuve :
nous obtenons :

"y (fD?f(t)) -

Ms

— (I+p—1)

[RD‘“ ] F(t_i (2.32)

Pour prouver la relation (2.32), nous exploitons les relations (2.16), (2.28) et (2.29) et

fDE"’{fD;q (fof(t)> }

m

fo‘p{f@) -2 [fD?‘Z’f(t)] %}

i=1

S RTIURD DI [ TO] e et e

Comme la dérivation et l'intégration d’ordre entier, la dérivation et 'intégration fraction-
naires ne commutent pas en général.

Proposition 2.2.5 (Composition avec les dérivées d’ordre entier)
La composition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville avec des dérivées d’ordre entier

apparait dans plusieurs problemes appliqués.

En utilisant la définition (2.22) de la dérivée de Riemann-Liouville, nous obtenons :

d” N
pre (th f(t)>

dr 1 dm [t e
E(Wﬁ—m [e= f<¢>d7)

R
I'(m — a) dtntm / (¢ =) (r)dr

1 t m=a=l () dr
F((n+m)—(n+cz))/a(t_7) f(r)d

BDpref(t). (2.33)

Maintenant, nous considérons I’ordre inverse des opérateurs. En tenant compte du fait que

XD ()

= Gy -

2D (a)(t — a)
- -y s 239

1=
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et que
D) = D (fD;”f(t)) - (2.35)

Une combinaison de (2.34), (2.35) et (2.25) nous donne :

" (—di;;?’) ~ Ay (fD;“th))

R motn O (a)(t — a)
= b {f(t)_zf r<(z')(+1) >}

B
- fo*”f(t)—Z (E— (2.36)

On déduit alors que la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville et la dérivation d’ordre entier
ne commutent que si fV(a) =0, pourtouti=0,1,2,...,n — 1.

Proposition 2.2.6 (Composition avec les dérivées fractionnaires)
Soientn —1 <p <netm—1 < g < m. En utilisant la définition (2.22) de la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville, les formules (2.29) et (2.33), on aura :

fo(fD?f(t)) - jt—i{thM (fD?f(t)>}

_ am R mypt+q—m - R pyg—i (t_a)mipii
— dt_m{“Dt f@‘Z[th f(t>] F(1+m—p—@')}

i=1 t=a
- i t—a) Pt
= Rpripn) Y lfpg f(t)] P((l_—;_i). (2.37)
i=1 t=a
En permutant p et q, la relation (2.37) donne
Rpya( Rpyp _ RDp+q S R pp- z (t—a) "' 238
DI\ D) ) = HOED SN g7 (238)
=1 t=a

Une comparaison des relations (2.37) et (2.38), montre que les deux opérateurs de dérivations fraction-
naires "D et " D{ ne commutent que si p = q ou si les conditions suivantes sont vérifiées simultanément

[fo"’f(t)] =0, pourtouti=0,1,2,...,m, (2.39)

t=a

et

[foif(t)] =0, pourtouti=0,1,2,..,n. (2.40)
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Remarque 2.2.3 Si f est de classe C™, alors en faisant des intégrations par parties et des dérivation
répétées on obtient :

)(
i—p+1)
S T0)

Dans ce cas 'approche de Griinwald-Letnikov et I'approche de Riemann-Liouville sont équi-
valentes.

©« fOa)(t—a)i? 1 ' m—p—1 4(m
EDPf(t) = ; F(a ¢ +F(m—p)/a(t_T) p=1 rm) (1) dr

2.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Dans le développement de la théorie des intégrations et des dérivations fractionnaires ainsi
que ses applications en mathématiques pures, la définition de Riemann-Liouville a joué un role
tres important. Néanmoins, les résolutions des problemes physiques requiérent une certaine
révision de cette approche bien établie. Plusieurs travaux sont apparus, notamment en diffusion
et en électricité o1 la dérivation fractionnaire est utilisée pour mieux décrire certaines propriétés
physiques.

En général, les probléemes appliqués requierent des définitions permettant 1'utilisation des
conditions initiales interprétables

physiquement. Malheureusement, la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville conduit a des conditions initiales de types fractionnaires qui sont difficiles a interpré-
ter physiquement. En dépit du fait quun tel probleme de valeur ou condition initiale peut
étre bien résolu en utilisant une représentation diffusive [25]. Cependant, Sabatier et al [57]
montrent que ni 'approche de Riemann-Liouville, ni I'approche de Caputo ne peuvent étre
utiliser pour prendre en compte les conditions initiales d'une maniere commode d’un point
de vue physique. Pour éventuellement pallier a cette situation, Caputo dans [35] propose une
nouvelle définition de la dérivée fractionnaire qui porte d’ailleurs son nom et qui incorpore les
conditions initiales de la fonction a traiter, ainsi que ses dérivées entiéres. Cette approche a été
adoptée par Caputo et Mainardi [36] dans leurs travaux en viscoélasticité.

Définition 2.3.1 ([24], [20]) La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction f(t) donnée sur

Uintervalle [a, ] est définie par la relation suivante :

C o — 1 ' —r m—a—1 g(m) dr
D2 fit) = mretear (2.41)

I'(m — «
avec m € Net m = [a] + 1, oit [a] désigne la partie entiere de c.

Remarque 2.3.1 L'avantage principal de 'approche de Caputo est que les conditions initiales de la
dérivée fractionnaire au sens de Caputo des équations différentielles fractionnaires prennent la méme
forme que dans le cas des équations différentielles d’ordre entier.

Définition 2.3.2 (Dérivée fractionnaire de Caputo a gauche)

YVt > a, aCDtO‘f(t) = ! ) /t(t — T)m_a_lf(m)(T)dT,

I'im—a«
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Définition 2.3.3 (Dérivée fractionnaire de Caputo a droite)

Vt<b, 9DJf(t)= ! )(—1)m/b(7'—t)m_ﬂ_lf(m)(T)dT.

'(m-p

Notons bien que f est une fonction telle que ¢ Df f(¢) et tCDf f(t) sont définies.

Les opérateurs dont l'intégrale porte sur [a, t] (respectivement [t, b]) seront qualifiés d’opé-
rateurs passés (respectivement opérateurs futurs).

2.3.1 Relation avec la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
1) [1] (page 91) Soient a € R*, m € N*etm = [o] + 1. Si YDV f(t) et DY f(¢) existent, alors :

m—1 ,;
N C o _R pa fz(a t—CL) -
i) YDy f(t) =" Dy f(t) ; a1 (2.42)
on déduit que si f*(a) = 0 pour touti = 0,1,..m — 1, on aura D¢ f(t) = Dy f (¢).
m— lfi
i) CDgf(t) =" Dg( Z t—a ) (2.43)

2) Si0 < o < 1, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et celle de Caputo sont définies
respectivement par :

"2 10 = 5 (P00 0) = gy [ € s 44
Cppf(t) =" D (d‘l;(;)> - 1_ 3 / (t = 1)~ f'(r)dr, (2.45)

et on a les propriétés suivantes :

2.3.2 Proriétés
1) [1] (page 73)

Bpef(t) = F(ﬁ_@)((ﬂa@))a + / (t—T)O‘f/(T)dT)

_ 1 fla) oo
T T(l—a)(t—a)p Dy f(t), (2.46)

2) [11(page91)
Cpef(t) =" D (f(t> - f<a>). 2.47)
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3) i) [1] (page 95) Si f est continue sur |a, b], alors
CDRIZ () = (1), (2.48)

4) [1] (page 96) Si f € C™[a, b], alors
[aC’Da _ Z

Alors, l'opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur
d’intégration fractionnaire de Caputo du méme ordre, mais il n’est pas un inverse droit.

i

t — a)’ (2.49)

Exemple 2.3.1 Soient la fonction f(t) = (t —a)®, m un entier et p un réel tels que 0 <m—1<p<m
avec B >m — 1.
Ona

woy_ LB+ o
O =t F-—mrn Y
d
e CDa(t _ CL)B _ F(ﬁ + 1) /t(t . T)m—a—l(T _ a)ﬁ—de
- T(m — (3 —m+1) J, /

en effectuant le changement de variables T = a + s(t — a) on obtient :

Cpot— o) — L(B+1) ! _ ymea=l( _ \Bm g
aDt(t ) F(m_a)l—x(ﬂ_m+1)\/a'(t ) ( ) d
F(ﬁ—i_l) —a)f @ ! — 3 m—a—lsﬁ—a
M=) G—men" /0(1 )

L(m —a)l'(5 —m+1)
g+ 1Hr'm—a)l'(B—m—+1)

(t —a)’™
I'm—-a)I'(B—m+1I'(F—a+1)
I'(g+1) o
NCETESY (t —a)P=. (2.50)

Remarque 2.3.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d'une fonction constante est nulle, autre-
ment dit :  DfC = 0.

24 Approche complexe des intégrales non entiéres

Soit f(z) une fonction analytique dans un ouvert O du plan complexe et une courbe régu-
liere C autour du point z dans 0. On a

n

Lodar o f(©)

2T

La derniere égalité peut s’étendre formellement a des puissances non entiéres.

veC\{-1,-2,..} : D"f(2) = F(;; D /c G f(g))yﬂdg.
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On va montrer que si Re(r) < 0, on retrouve l'intégrale non entiere définie par la relation (1.14).
Que devient la formule dans le cas ott z = x € R? Evaluons, pour z > 0

70
/ﬁ C— oy

sur le contour Ly, Lo,y oll ¢ < = éventuellement ¢ = —oc.
Sur v, on prend la détermination

log(( —z)=Inr+id, r>0, —r<f<m

(C—2) " =exp(—v —1)(Inr +if) =

1 OXP —i(v+1)6

donc

/ (¢ f(i))uﬂ dC‘ < pfel) /7r |f(x+ rew)\de.

Pour Re(v) < 0,ona:

(5

r—=0 [ (¢ — z)r*l

Sur Ly, en prenant t = Re((), alors :

d¢ =0

Im¢{

il
9

FIGURE 2.1 — Coube C

Q. £
/Ll C—apr® = / xpl(o - (]t —a]) - in]

= exp—(v+ 1)ir

~—
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et sur Ly, on trouve :

f(©) . / f(t)
= 1 ———dt.
Jo s = enteos vir [ g
Par passage a la limite quand r tend vers 0, on obtient :

lexp(v + 1)im — exp —(v + 1)in] /a: %dt = 2isin(v + )7 /a: %dt.

On a dong, pour une boucle C autour de = ne rencontrant pas {t < =}
At » / AU
EEUAS VS ) 1 S\
/c (C—x)”“dc isin(v+ )7 @ —t)”+1dt

En utilisant la relation I'(2)I'(1 — 2) = Sy Onarrivea:

F(v+1) (<) B sin(v + 1)m , T f()
i /c (oot = 5 vt ”/c ((a): — g
B I'v+1) TSt
= r<y+1>r(—y)/c @ =t

R
- r<—u>/c @

Pour ¢ =0 < z, et v < 0 on retrouve donc (I;" f)(x).
Une intégrale d’ordre négatif dans le corps complexe est donc une intégrale d’ordre opposé.

2.5 Propriétés des dérivées fractionnaires

Dans cette section, nous intéressons aux propriétés de dérivation et d'intégration fraction-
naire, qui sont utilisées a la suite de cette these.

2.5.1 Linéarité
La dérivation fractionnaire est une opération linéaire :
D (AF(0) + nglt) ) = AD*S0) + uD"s(0), 251)

ou DP désigne n'importe quelle approche de dérivation fractionnaire considérée dans cette
these.

La linéarité de la dérivation fractionnaire découle de la définition correspondante. Par exemple,
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pour les dérivées fractionnaires de Griinwald-Letnikov définies par la formule (2.3), on a:

aD%’(Af(tHug(t)) — lm wi(—lr(f)(Af(t—rmwg(t—rh))

h—0 r=0
= A lim APS (1) < b ) Ft—rh)
h—0 TZ:; r
+ p lim h_pZ(—l)T ( P ) g(t —rh)
h—0 r=0 r

= AaDVf() + paDig(t).

et pour les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre p (k — 1 < p < k) définies
par la formule (2.22), on a

wp (30 +a0) = s = (Ao o) ar

A dn [t —
- Fa =

I am [ m—p—1
mdt—m/a (t—r7) g(T)dr

= N'DYF(t) + p'Dig(t).

2.5.2 Regle de Leibniz

En partant de la regle connue de Leibniz pour calculer la dérivée n-ieme du produit de deux
fonctions f(t)g(t), on a pour tout entier n :

n

G 0a0) = X (1) 1900, @252)

dtn
k=0

Cette formule se généralise en remplagant I'entier n par un parametre réel p. dans le membre a
droite de (2.52) a la formule :

Dr(0ate) =3 (§) OO0 ) - B0 nzpe .53)
ou

RO = S T(-p) [ (=07 gtryar [ 7o) - € 25
avec

lim RP(t) = 0.

n—-+00
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Si f et g avec toutes ses dérivées sont continues sur [a, ], la regle de Leibniz pour la dériva-
tion fractionnaire s’écrit sous la forme :

D(7(0(0) = X (1) 100900 255)

k=0

DP désigne la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov ou au sens de Riemann-
Liouville.

2.5.3 Intégration par parties

Dans ce paragraphe, nous intéressons a la formule d’intégration par parties pour les déri-
vées fractionnaires de Riemann-Liouville et celles de Caputo.

Donnons d’abord la formule d’intégration par parties pour les dérivées fractionnaires de
Riemann-Liouville :

Théoréme 2.5.1 Soient0 < a < leta <t <b. Alors:

[ 70171 - [ 10 )|2zato)]ar (256)
ab b
/t [RDZ? f(7) } / f(r {RD‘” )} dr. (2.57)

En particulier,

/a {RD?JC( } / ) [RDbg )]d (2.58)
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Preuve :

/at |:aRDtaf(7'>:|g(7')dT = F(ll—a) /atd%(/aT<T — u)af(u)du>g(7)d7

- [ o) _?D?gv): dr

La seconde formule se montre de la méme maniére.
[ |

Contrairement au cas classique, aucun terme de bord n’apparait dans cette formule. Il n’en
va pas de méme pour la dérivée de Caputo.

Théoréme 2.5.2 Soient 0 < a < leta <t < b. Alors:

/: :ECDtaf(T): g(r)dr = /atf(r) _TCDtag(T)_ ir

LoD 5 (1) — Fa)uDy " g(a) (2.59)
br b b r 1
/t D¢ f(r)| g(r)dr = / ()| D2g(r) |dr
+g(t): Dy TV () — F(0).Dy TV g(b), (2.60)

En particulier,

/ab {fo‘f(t)} g(t)dt = /ab f(t) {fpgg@} dt

+9(0)u Dy TV F () — fa)uDy "V g(a). (2.61)
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Preuve :

/at [Sfo(T)]g(T)dT = /t [GRD?f(T)}g(T)dT _ % /at(T _ a)g(r)dr

= [ )| FDi9()|ar = £(@1aD7 gt

= [ entaar+ 20 [a-nser

~[(@)aD; " g(a)
- / £(0)|€Dg(r) | dr + g(#)aD; = £ (1)
— f(a)eD; Y g(a). (2.62)

Il en va de méme pour l'autre formule.

2.6 Transformée de Laplace des dérivées fractionnaires

2.6.1 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov

Supposons que f admet une transformée de Laplace F(s), alors, d’apres la formule (2.5)
aveca =0onaPour(0<p<1,

fo)r 1
T(i—p) T T-

G Do = t — 1) Pf(T)dr. .
G g f(t) = p)/oa ) f (r)d (2.63)

alors,

sl-p ~ gl-»

= sPF(s). (2.64)

cfovprwish = L9+ L (ke - 10)

Dans les applications, il faut savoir que la formule (2.64) a un sens dans le cas classique seule-
ment pour 0 < p < 1, mais pour p > 1 elle a lieu au sens des distributions.(voir [23])

2.6.2 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

L’'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment s’écrire comme le produit
de convolution de la fonction g(t) = t*! et f(¢).

R oo [t T)t o B,
"D = | S = s £, (2.65)

La transformée de Laplace de la fonction g(¢) = t*~! est donnée dans [23] par :

G(s) = L{t* s} =T(a)s™™. (2.66)
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Ainsi, en utilisant la formule de la transformée de Laplace de convolution, on obtient la
transformée de Laplace de 'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et au sens de
Griinwald-Letnikov.

L{TDRf(t); s} = LLTE DY f(1); 5} = s~ F(s). (2.67)

Pour obtenir la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville de la fonction f(t), posons

D f(t) = g™ (1), (2.68)

ce qui entraine

: )/O(t_f)”‘“‘lf(f)dﬂ n—l<p<n. (2.69)

g(t) =" Dt_("_"‘)f(t)r(n—_&

L'utilisation de la transformée de Laplace de la dérivation d’ordre entier conduit a :

LURDf(E): 5} = °G(s) — 3 gD (0) @70)
k=0
ou
G(s) = s "YF(s). (2.71)

En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, il vient :

dnfkfl

g (1) S0 () = D) (272

o dtn—k—l 0

Par substitution de (2.71) et (2.72) dans (2.70), nous obtenons 1’expression finale de la trans-
formée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville,

n—1

L{ED; f(t); s} = s*F(s) — Z 5" {fo‘_k_lf(t)} , n—1<a<n. (2.73)

k=0 t=0

I'application pratique de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville, est limitée par I’absence d’une interprétation physique des valeurs limites des déri-
vées fractionnaires en la borne inférieure ¢ = 0.

En partculier, sin = 1 et n = 2, on a respectivement
L{EDY f(t); s} = s“F(s)—IFDp7'f(0), 0<a<l1 (2.74)
LUMDEf(t)is) = s"F(s) — RDp'f(0) — s"Dy2f(0), 1<a <2. (2.75)

Le lableau 2.1 donne un bref résumé de quelques transformées de Laplace utiles. Nous al-
lons souvent se référer a ce tableau le long de cette these. a et b sont deux réels constants (a # b)
et a, > 0 arbitraires.
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F(s) | f(t) HE(s); 1}
l tafl
s I'(a)
1 o1 —at
Gt Ia) ©
= t* 1 By o (at®)
s(sf’:-a) Ea(_ata)
s(s‘g—i-a) 1— Ea(—ata)
So‘(sl—a) taELoH,l(a,t)
s B — «
p— P By g(at®)
(sfa)l(sfb) ﬁ(eat o ebt>

TABLE 2.1 — Transformée de Laplace de quelques fonctions

Casa=0,ona:

L [3 Df‘f] (5)

tn—l—a

Soient f € C*®[a,+oo[,n —1 < a <n,eta <0.

+o00 .
B /‘ ’ {r<
+oo +o0o
7st
wal /
+o0 +o0
/ / —s(u+T) n 1-— af ( )d'LLdT
’I”L—Oé 0 0

(L) ([ o)

1

TL—Oé

nlaf

(n

_ ‘C{r——

«

el

s*L [ f<”>] ().

Puisque £ [f(")] (s) = s"L[f](s) — s"7Lf(0) — s"2f'(0) —

clepes|o) =

2.6.3 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo

/ (= ryio f<n>(7)d7} dt

)(1)dtdr

— f®=1(0), alors

sa“{fﬁvKﬁ—wflfm)—s”QfW)—

s"L[f](s) -

s*71f(0) —
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- §(0)
o Sa—nf(n—l) (0) )
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Cas général :

ELCDf‘f](s) - /O me—st[ﬁ /at(t—T)"—l—af<n>(T)dT]dt
- /O P {ﬁ /0 (1= e f(")(T)dT] it

+ /O e [ﬁ / "t = - f<">(7)d7] dt

= L f(")- (s) + / 0 ( /0 m e-st%dt) F(1)dr

_ anp :f<n>: (s) + / ' g{%} (5) £ (7)dr

e |50 5) 4 o / e O (), (2.77)

Une intégration par parties, nous donne :

0 0 0
/ e FO (r)dr = / se= fOD (1) dr + {eSTf(”)(T)}

0
= 5/ e*STf(”*l)(T)dT + f("fl)(O) — efasf("*l)(a).
En intégrant encore une fois par parties, on obtient;
0 0
/ e’STf(")(T)dT = §° / e f(n2) (T)dT + {sf(”z)(O) + f("l)(O)}
—e [s£ ) + 10
ce que l’'on généralise par parties :
0 0
/ e~ () (r)dr = s"/ e Tf(r)dr + {snlf(()) + ...+ f("l)(O)}
—e {s”—l fla)+ ...+ f(”_l)(a)} : (2.78)
Une combinaison de (2.77) et (2.78), en simplifiant les termes en f (})(0), on obtient finalement

L [g‘Df f} (s) = s“L[f](s) — e {sa—l fla)+s*72f(a) + ... + 27" f(”_l)(a)} : (2.79)

2.7 Interprétations des dérivées fractionnaires

Les dérivées et les intégrales d’ordre entier, s’interpretent physiquement et géométrique-
ment d"une maniére claire en général, c’est pour cette raison que leurs usages dans la résolution
des problemes appliqués dans des différents domaines des sciences est simple.
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Les manques de ces interprétations ont été reconnu dans plusieurs conférences internatio-
nales sur le calcul fractionnaire. L’absence d"une réponse a cette question a rendu la théorie de
la dérivation et I'intégration fractionnaire trés mystérieuse. Par conséquent, il restait toujours
un des probléemes ouverts.

La dérivation et I'intégration fractionnaire sont des généralisations de la dérivation et 1'in-
tégration d’ordre entier. Pour ceci, il serait trés intéressant d’avoir les interprétations physique
et géométrique des opérateurs d’ordre fractionnaire qui fourniront un lieu aux interprétations
classiques des dérivations et intégrations d’ordre entier.

L’interprétation physique de 1'intégration et de la dérivation fractionnaires repose sur 'uti-
lisation de deux types de temps : le temps cosmique et le temps individuel, par contre le calcul
différentiel et intégral classique est basé sur 1'utilisation du temps mathématique.
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Chapitre 3

Quelques méthodes de résolutions
d’équations différentielles fractionnaires

Dans ce chapitre, on va exposer quelques méthodes de résolutions d’équations différen-
tielles et intégrales fractionnaires, dont on va traiter explicitement quelques exemples pour une
bonne compréhension.

3.1 Exemples d’équations différentielles fractionnaires

Exemple 3.1.1

On considere 1'équation différentielle fractionnaire

“Fwlvo

DR y(t) = ay(t),

ol a est une constante rélle.
Comme 0 < a = % < 1, nous pouvons utiliser la formule (2.74). En prenant la transformée de
Laplace des deux cotés de 1’équation, on obtient :

LD y(1)} = al{y(t)},
ce qui implique
s3Y (s) — D, 7Vy(0) = ay (s). (3.1)

—(1-2 _1 _1
La constante D, =5)00) = BD, ?y(0) est la valeur de *D, *y(t) en t = 0. Si nous suppo-
sons que cette valeur existe, et I’appeler ¢;, alors (3.1) devient :

S%Y(S) —c1 = aY(s).

La résolution de cette équation donne :

Y(s) = —

$3 —a
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Finalement, on utilise le tableau 2.1, pour trouver 1'inverse de la transformée de Laplace de
Y (s), puis on conclut que :

Dans 'exemple 3.1.1 (et toute autre situation similaire), on peut se demander si 'existence

1
de FD, *y(0) implique que sa valeur est en faite ¢; comme 1'on a supposé. Nous allons montrer
que c’est effectivement le cas.

Encore, une autre fois nous utilisons la transformée de Laplace (2.74), on trouve

cfmotn | = v (32)

Comme

alors,

par conséquent,

_1 2_q
—1 c18 3 C1S3

ent = 0, on obtient

Exemple 3.1.2
Nous allons résoudre maintenant 1’équation
R 4
0 Dtgy(t) = 0

Puisque 1 < a =
Laplace des deux

[@ RIS

2, nous pouvons utiliser la formule (2.75). En prenant la transformée de
s de cette équation, on trouve

<
oté
L{;Diy(t)} =0,

ce qui nous donne

_(9_4 (14
s3Y (s) — s"D; *y(0) — BD; T y(0) = 0. (3.3)
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—(2—4
Imitant I’exemple 3.1.1, nous supposerons que les constantes *D, @

existent et les appeler ¢, et ¢, respectivement, alors (3.3) devient

S%Y(S) — s — =0,

En résolvant par rapport a Y (s) nous obtenons :

finalement, nous utilisons le tableau 2.1, on trouve la transformée de Laplace inverse de Y (s)

et nous concluons que :
C1S8 C
oo = ot S
S S§3

Exemple 3.1.3 (L’oscillateur harmonique)

L’étude de 'oscillateur fractionnaire va nous permettre de découvrir le lien entre le nombre
de conditions initiales et la composition des dérivées fractionnaires.

Dans le cas classique, le cadre souvent le plus adapté pour décrire I'oscillateur est le forma-
lisme hamiltonien. Faisons de méme pour le cas fractionnaire.

considérons le systeme hamiltonien H = $p? + v(z) avec l'oscillateur simple v = Jw?z?

CDya(t) = G = p(t)

op
(3.4)
CDep(t) = =9 = —w2x(t)
avec 0 < a < 1.
Le systeme (3.4) est équivalent au systéeme suivant :
o Df g Dya(t) = TDPp(t) = —w’a(t)
o D 5 Dep(t) = § D (—w?x(t) = —w?p(t)
c’est-a-dire :
Dy CDpa(t) + w?zx(t) =0
(3.5)
o DF §Dip(t) + w?p(t) = 0
A titre de comparaison, introduisons le systéme suivant :
“D?x(t) + wiz(t) =0
(3.6)

“D?p(t) + w?p(t) =0

47



Le systeme (3.6) pourrait étre vu comme un prolongement de 1'équation classique

d*z 9
ﬁ(t) + w?z(t) = 0. (3.7)

Nous allons voir que les systémes (3.5) et (3.6) ne conduisent pas aux mémes solutions.
Résolution du systéeme (3.5)

Pour la résolution du systeme (3.5), nous avons besoin d’exprimer 'opérateur ¢ Dy ¥ D¢ sous
une autre forme. Pour cela, nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.1.1 Soit 0 < o < 1. Alors :

1
“DrOYDf(t) = “Di*f(t), si 0<a< 3

°ppppfn) = O+ @=L i Lcac
o e e r2—20)" ~ 2° ‘
Preuve : Par définition, on a:
C na C Nna o 1 ! _ —ozi T _ —a r!
CDY DY f(t) = TA—a)F /a (t—1) o [/a (1 —w)"*f(u)du|dT. (3.8)

En utilisant le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, on trouve :

%[/@T(T—u)_af'(u)du] — / Ao (r— W)~ f (u)du

~ —a [ - e

a

Une intégration par parties donne :

[ = [0S f’(U)I - [
- - - [

Donc,

2| [ =] = @ ar@s [ oo,

par substitution dans (3.8), nous obtenons :

“DrCDef(t) = m /at@e — 7)™ [(T —a)"*f'(a) + /a7<r — u)_o‘f”(u)du} dr

= —f’(a) t — 7)1 —a) %dr
= F—ap ) e
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Calculons maintenant chaque terme séparément. Pour cela rappelons tout d’abord que :

B(z,y) = /0 (1—7) v ldr = —11:((?_1;_(5;

En effectuant le changement de variables 7 = ¢t — u(t — a), on arrive a :

—f’(a) t — 7)1 —a)%dr = —f’(a) — )l 1u’°‘ —u) “du
o [, ¢ 7= = gt [
= —[F({ ECLL)P (t—a) 2Bl -a,1—a)
f'(a) (t a)l—?ar<1 —a)l'(1—-a)
[(1 —«a))? ['(2 — 2a)
F/(@)(t — a)i=2
I'(2-2a) (3.10)
Il en va de méme pour le second terme.
M/ (t—71)" < /T(T - u)_af"(u)du> dr
_ M/ /T(t — 1) — ) () dur
= Ti_ap i e / / (t—7)" 7 —u)"*f"(u)rdu
= / (ﬁ/ (t—7)"%7 — u)adT> 1" (u)du
— / —Eli(_l Ii) O:>]Z%(1 —a,1—a)f"(u)du
_ ﬁgéiﬁ/kp_MPMfmmm. (3.11)
Alors, deux cas sont a considérer :
eSil<a<1, cestadirel <2a<2o0na:
ﬂ?éiﬁ/(p—m1Mfwmmsz?ﬂw (3.12)
eSi0<a< %, c’est-a-dire 0 < 2o < 1, une intégration par parties donne :
! (t — u)li%é 1" _ ! (t — U)72a / (t — u)li%é / '
K T@— 20y W = 44w2—mmfwmu+{n2—m@fwﬂa
=§®%ﬂw—%é?%§ﬂw. (313)

Par substitution de (3.12) et (3.13) dans (3.9), on obtient :
1
“DrOYDf(t) = “Di*f(t), si 0<a< 3

(t— a)l—Qa

CDp D) = DR+ @) ey

- < a<l.
sz2_a
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Lemme 3.1.2 Soit 0 < o < 1. Alors :
LDy C D f](s) = s L[f](s) — e 5™ f(a) (3.14)

Preuve : En exploitant la formule (2.79), on obtient :
eSi0<ax< %,

LIC Dy €Dy f(s)

L[ D f](s)
= s L[f](s) — e *s** ! f(a), car 0 <2a < 1.

051%§04<1,

Do) = LD + e[ ]

_ SQa,C[f](S) — s (320‘_1]‘?(&) + SQa—Qf/(a)) + e—ass2a—2f/(a)
= $*L[f](s) — e s> ' f(a). car 1< 2a < 2.

Nous pouvons a présent résoudre les équations (3.5) et (3.6) grace a la transformée de Laplace.

On rappelle que £ {#17) ==
La transformée de Laplace de I'équation (3.5) en = s’exprime par I'équation suivante :
s2*X (s) — s '2(0) + w? X (s) = 0, (3.15)
520471

ou X (s) = L[z](s) = z(0) Farz-

Prenons maintenant sa transformée inverse.

Pour ce fait, on introduit la fonction de Mittag-Leffler & deux parametres définie au premier
chapitre par la relation (1.47).

400 k
X
Eu(2) =Y . v >0,
Hy (3:) — F(/,Lk+y) w, v

et qui semble jouer un role important dans le calcul fractionnaire.
Cette fonction est intéressante via notamment son lien avec la transformée de Laplace.

L {tV—‘sEm_Hl(Aﬂ)} (s) = ;6:11. (3.16)
On obtient donc :
X(s) =z(0)L {Egml(—thQO‘)} (s). (3.17)

Il en va de méme pour I'équation en p.
En prenant la transformée de Laplace inverse de ces équations, nous en déduisons que les
solutions des équations du systéme hamiltonien (3.5) sont données par :

z(t) = 2(0) By 1 (—w?t?*®)
(3.18)
p(t) = p(0) Ega 1 (—w?t?®)

50



Résolvons a présent 1'équation (3.6). Il convient de distinguer deux cas :
¢ S5i0 < a < 3, c'est-a-dire 0 < 2a < 1; d’apres la formule (2.79),

LIEDFx(t))(s) = s** X (s) — s> 'z(0) (3.19)

La transformée de Laplace de 1'équation en x est donc :

s2*X (s) — s 'z(0) + w? X (s) = 0. (3.20)
Par conséquent,
820471
X(s) =200) s

Les solutions sont alors identiques aux équations (3.18).
eSil <a<1,cest-a-dire 1 < 2a < 2; un nouveau terme apparait dans ce cas :

LIE D x(t)](s) = s** X (s) — s> 'z(0) — s> 22/(0), (3.21)
ainsi, X (s) = 2(0) Sz + 2/(0) S
Par conséquent,
2(t) = 2(0) Byg 1 (—w?t?®) + 2/(0) Byg o (—w?t?®). (3.22)

Il en va de méme pour p.
Dong, les solutions du systéeme (3.6) sont données par :
eSi0<a< %,

z(t) = 2(0) By 1 (—w?t*®)

(3.23)
p(t) = p(O)Eza,l(—UJQtza)
o Si % <a<l,
z(t) = 2(0) Egq 1 (—w?t?*) + 2/(0) Egq o (—w?t**)
(3.24)
p(t) = p(0) Esq1 (—w?t?™) + p/(0) Eaq o (—w?t**)
[ |

Remarque 3.1.1 La figure (3.1) présente 'allure des solutions du systeme (3.5), danslescas f = 1,8 =
0.9 et 8 = 0.4 pour les valeurs x(0) = 1,w = 1, en remarquant que le cas 5 = 1 n’est autre que la
solution classique x(t) = cos(t). La figure (3.2) présente l'allure des solutions du systéme (3.6) dans
lescas p = 1,5 =09 et B = 0.6 en prenant x(0) = 1,2'(0) = —1,w = 1. Le cas § = 1 présente la
solution de I"équation classique x(t) = cos(t) — sin(t).

Les figures 3.1 et 3.2 nous permet de remarquer que plus [3 est petit, plus la solution est amortie.

Les dérivées fractionnaires ont donc un caractére amortissant intrinseque, pour plus de détails (voir [2]
et[15]).

Le deuxieme remarque concerne l'incompatibilité des systemes (3.5) et (3.6). Cela constitue une bonne
illustration de la nécessité d’écrire les équations sous une bonne forme avant d’effectuer un prolongement
fractionnaire.

51



1.0 —

0.5 —

0.0 T L 1 \. L/}T{h \\.\\J..J\_
o 1 15 20

|D|m|

—1.0 —

cos(x)
beta=0.9

beta=0.4

FIGURE 3.1 — Solutions de I'équation (3.5), pour 8 =1, =0.9et 8 = 0.4.

cos(x)-sin(x)

beta=0.9

beta=0.6

FIGURE 3.2 - Solutions de I'équation (3.6), pour 5 =1, =0.9et 8 = 0.6.
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Cette différence entre les formulations se traduit notamment par un nombre différent de conditions
initiales. Une équation ne faisant intervenir que I'opérateur © D0 < 8 < 1 conduira a une solution
caractérisée uniquement par sa valeur initiale, de maniere similaire au cas classique. Mais ce qui devient
remarquable dans le cas fractionnaire est que I'opérateur ¢ D o © D¢ conduit aussi a une seule condition
initiale, tandis que ¢ D}* peut en induire deux. La différence entre ¢ D3 et Dy o © D ne se résume
donc pas a un simple terme de bord supplémentaire, mais conditionne le nombre de degré de liberté du
systeme.

Dans l'article [2], A.A. Stanislavsky considere que les systemes (3.5) et (3.6) sont équivalents et ne
résout que le second. Les développements précédents semblent montrer le contraire. Pour étre complet,
mentionnons aussi que les solutions du systeme (3.6) different de celles trouvées par A.A. Stanislavsky
car celui-ci semble finalement utiliser les résultats des dérivées de Riemann-Liouville pour sa résolution
(voir [15].)

3.2 Exemples d’équations intégrales fractionnaires

3.2.1 Equation intégrale d’Abel

L'équation intégrale d’Abel est bien étudiée, et il existe de nombreuses sources consacrées
a ses applications dans des différents domaines. Parmis les nombreux ouvrages existants sur
divers aspects des équations d”Abel nous citons par exemple [53] et [65].

I1 existe aussi d’autres types d’équations intégrales, qui apparaissent dans les applications
et qui peuvent étre réduites a I'équation intégrale d’Abel.

Définition 3.2.1 L'équation intégrale

1 boo(r)dr B
I'(a) /0 (t—7)l-o 1), (t>0), (3.25)

ot 0 < ae < 1, est appelée équation intégrale d’Abel.

Remarque 3.2.1 La solution de I'équation d’Abel est donnée par la formule

B 1 d (" f(r)dr
*O) =T @/o T >0 (3.26)
que nous préférons a écrire sous la forme inversée
1 d (" f(r)dr B
el I S U ) (327)

En terme des dérivées d’ordre fractionnaire, les équations (3.25) et (3.27) prennent respectivement les
formes :

ED;o(t) = [, (1>0), (3.28)
et

FDRf() =gt (1> 0). (3:29)
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3.2.2 Quelques équations réductibles a ’équation d’Abel

La résolution de nombreux problémes appliqués conduit a des équations intégrales, qui a
premiere vue n’ont rien en commun avec 1’équation intégrale d’Abel, et a cause de cette im-
pression des efforts supplémentaires sont entrepris pour le développement de la procédure

analytique ou numérique pour résoudre ces équations.

Cependant, leurs transformations a la forme de 'équation intégrale d’Abel peuvent souvent
étre pratique pour obtenir rapidement la solution, ce qui est la raison pour donner quelques
exemples typiques d’équations qui peuvent étre réduites a 1’équation d’Abel. Pour plus de dé-

tails nous pouvons consulter [52], [53].

Exemple 3.2.1

On considere 1'équation

Posons

Nous pouvons donc écrire 1’équation (3.30)sous la forme

+oo 82 28_@
/O P(st+ s = B2

En effectuant le changement de variables = = y?, £ = s*. Alors
=5 = df =2sds
— d¢ =2¢2ds
1
= ds= 55—%d5.

Par substitution dans (3.31), on arrive a

f(Wz)
N

Effectuant encore une autre fois le changement de variable 7 =

+o0 )
| etrarom-

1 . 1
T = — = -
x+¢€ T
1
= d§ = ——dr.
T
et d’autre part,
1
r+£ T

1

z+E€7

on aura d’une part,

(3.30)

(3.31)

(3.32)



donc

Cherchons maintenant les bornes de l'intégrale pour la nouvelle variable 7. On a

1
X

§— 400 = 7—0".

Si nous substituons dans (3.32), nous obtenons

/; —x7 (1 - T)_éTgF(l)dT _ JWe) (3.33)

apres simplification, on trouve

/oi G - T>_%7_3FG) dr = f(Vx), (3.34)

si on pose maintenantt = 1, et (1) = 772 F( 1) onarrive a une équation d’Abel de type (3.25)
p z = q yp

1

avec o = ;5

/Ot(t — ) E3()dr = f(%) (3.35)

Par la relation (3.29), on déduit que la solution de I'équation (3.35) s’écrit sous la forme :

o=yl (&) - oo ()

c’est-a-dire que :

(3 ()
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Exemple 3.2.2
Soit I'équation plus générale

D’une fagon analogue que celle utilisée dans 1’exemple 1, I'équation (3.38) s’écrit sous la forme

—+00
/ s"F(s* +y*)ds = %, (3.39)
0

posons z = y? et £ = s™. Alors :

dé = ns"lds
et

P - 1—%,
donc )

dé = n&'nds

et parsuite,
1
ds = —&ntdg.
n

Par substitution dans (3.39), on arrive a I'équation

f(Wx)
\/E )

+o0o
/0 F(x+ €)&nd¢ = (3.40)

z+€ T2

gnde = —T—2<1—x>"d7

si on pose T = — on obtient : d¢ = —Ldr et & = <% — l‘) , donc

En substituant dans (3.40), on arrive a I’équation

/0”15 (i —7)’1}23@(%)&: f%f), (3.41)

. _o9_ 1 . . <
si nous posons ¢(7) = 7% n (%) , alors par le changement de variables ¢t = £ on arrive a une

équation d’Abel avec a =

/0 (t —7)nep(r)dr = t'5w f(i), (3.42)



dont la solution est :

ou encore .
1 tztn oo it 1
()=t (e (1)
(%) o(m) ( Vi

En particulier, si par exemple n = 2, on trouve que la solution de I'équation

/*"O PV ) 5o fY)
0 \/m 2y

est

) - F3la)

Exemple 3.2.3 (équation intégrale de Poisson)

Soit I’équation intégrale de Poisson suivante :

/2 V(1 cosw) sin®* ™ wdw = f(r). (3.43)
0

Ce type d’équations peut se réduire a une équation intégrale d’Abel par le changement de
variables : x = r cosw. En effet,

r=rcosw =— dxr = —rsinwdw

et aussi

r=rcosw = z°=r1*1-sin’w)

, r?—a? 72
— sin“w = o
d'unautrecoté ona:w=0=r=retw =5 =1 =0.
En substituant dans 1'équation (3.43), on arrive a I’équation
T .ZE2 I
/0 (1 - r_2) Y(x)de =rf(r), (3.44)
si on pose maintenant y = =, alors I'équation (3.44) devient :
7 1 (/1
1 —yzH)p(x)de = —f(—> (3.45)
0 wyue = (-
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ou plus simplement,

<

/0 (1= ya?)yp(z)dr = g(y) (3.46)

™ o(y) = %f%)

o
puisque (1 — yz?)* = y* (% - xQ) , alors I’équation (3.46) peut se mettre encore sous la forme :

/0 v <1 - x2) Y(x)dr =y "g(y) (3.47)

Y
En effectuant le changement de variables 7 = 2%, t = | on obtientdz = #dT, yHhg(y) = thg (%)
et par suite I'équation (3.47) s’écrit sous la forme

1

[e=rruwn—

dr = 2thg (%) (3.48)

si on pose (1) = w(\\/@, h(t) = 2ttg (%) , on arrive a une équation intégrale d”Abel
t
/ (t — 7)o (r)dr = h(t), (3.49)
0
avec o = i + 1 dont la solution est donnée par :
plt) = T DR
PR i

Exemple 3.2.4

Dans de nombreux problemes appliqués, une équation intégrale du type suivant apparait.
Y 1
/ Gt = 1) (3.50)
0

y* —a?)P

Dans ce type d’équations, on nous effectuons souvent le changement de variables 7 = 22, ¢t = 3.
Ce qui nous donne : dz = #dT, (1 =0,six =0)et (7 =t,six = y). Par substitution dans
(3.50), on arrive a 1’équation

N L
/O(t ) v dr = 2f(\V1), (3.51)
ou plus simplement,
/0 (t —7)Po(r)dr =2f(V1), (3.52)
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(3.53)

avec ¢(71) = ¢i}f), qui est une équation intégrale d”Abel avec a = 1 — 3, dont la solution est de
la forme :
2
t) = ———ED!Pf(\V1).
Donc la solution de I'équation (3.50) est donnée par :
2V
\/E — —RDl—/B \/¥ )
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Chapitre 4

Survey de quelques résultats d’éxistence et
d’unicité

Le but de ce chapitre est 'étude de I'existence et l'unicité de solutions d"une équation diffé-
rentielle fractionnaire hyperbolique non linéaire avec des conditions intégrales aux limites, en
utilisant la théorie du point fixe. Pour cela nous présentons dans I’annexe quelques théoremes
d’existence et d'unicité basés sur des théoremes classiques qui affirment 1’existence et 1'unicité
des points fixes de certains opérateurs. Nous utiliserons des définitions connues et des notions
de I'analyse fonctionnelle qui peuvent étre trouvées, par exemple, dans le livre de Kolmogorov
et Fomine [3]

Le travail effectué dans ce chapitre fait 1'objet d"une publication internationale : "Existence
and uniqueness of solution for nonlinear hyperbolic fractional differential equation with inte-
gral boundary conditions. International Journal of Applied Mathematical Research. vol. 5(1)(2016),
pp 18-23." (voir [8])

4,1 Existence et unicité de solutions

41.1 Introduction

Au cours des dernieres années, les équations différentielles fractionnaires ont été d’un grand
intérét pour de nombreux mathématiciens, en raison du développement de la théorie du calcul
fractionnaire et ses applications en physique, mécanique economie Viscoelasticité, electrochime,
electromagnétisme, etc. (voir [14], [23], [33], [54], [68]). Pas mal d’auteurs ont discuté 1'existence
de solutions des équations différentielles fractionnaires non linéaires, citons a titre d’exemple
les papiers [4], [59], [62], [52], [30], [63]. Benchohra et Ouaar ont discuté dans [34], I'existence
de solutions du probléme aux limites

“D(t) = f(t,y(t)), teJ=[0,T], ac(0,1], (4.1)

y(0) + / y(s)ds = y(T), 4.2)

ot “ D> désigne la dérivée fractionnaire de Caputo, f : J x R — R est une fonction continue et
e R*.
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Dans [66], Sotiris K. Ntouyas a etudié l'existence et I'unicité de solutions du probleme

CDix(t) = f(t,x(t)), 0<t<1l, 0<qg<1, (4.3)

z(0) = alPz(n), 0 <n <1, (4.4)

ou ¢ D7 désigne la dérivée fractionnaire d’ordre ¢ de Caputo, f : [0,1] x R — R une fonction
continue, o € R tel que o # I'(p + 1) /P, I est la fonction d'Euler et 17, (O<p<1) est 'intégrale
fractionnaire d’ordre p de Riemann-Liouville

Dans cette section, nous considérons I'équation différentielle fractionnaire non linéaire avec
des conditions intégrales aux limites :

CDoy(t) = f(ty(t)), te T =[0,1] (4.5)
y(0) = / y(s)ds (4.6)
y(1) = ﬁ / (1 — )5 y(s)ds 47)

ot “ D> désigne la dérivée fractionnaire d’ordre o de Caputo, 1 <o <2,0< < let
f:[0,1] x R — R est une fonction continue.

Lemme 4.1.1 [67] Si o > 0, alors I"équation différentielle
“D*h(t) =0

admet une solution
h(t) = co + cit + cot® 4+ ... + e t™ 1,

o, R, i=0,1,2,...,n—1,n=[a] + 1.
Lemme 4.1.2 [67] Si o > 0, alors

I°9Dh(t) = h(t) + co + ert + cot? + oo+ cpit"
o, €Ri=0,1,2,...,n—1,n=[a] + 1.

Définition 4.1.1 Une fonction y € C(J,R) est dite solution du probleme (4.5)-(4.7), si y satisfait
I'équation © Dy(t) = f(t,y(t)) sur J, et les conditions (4.6) et (4.7).

Pour I'étude d’existence de solutions du probléme (4.5)-(4.7), nous avons besoin du lemme
auxiliaire suivant :
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Lemme 4.1.3 Soit 1 < o < 2 et soit h : J — R une fonction donnée continue. Alors, le probleme aux
limites

“DYy(t) =h(t), teJ (4.8)
y(0) = / y(s)ds 4.9)
y(1) = ﬁ / (1 - )5 y(s)ds (4.10)

admet une solution unique donnée par :

y(t) = ﬁ/o (1 — $)° h(s)ds +

[ [ [ 0w Sl s () — a4 o v

1 1
R R A RS ]

o

Preuve:
En appliquant le lemme 4.1.2 nous pouvons réduire le probléme (4.8)-(4.10) a une équation
intégrale équivalente

y(t) = Igh(t) +co + it
1 /t .
= —— [ (t=8)*""h(s)ds + ¢y + cit, (4.11)
() Jo
Pour certaines constantes ¢y, ¢; € R. Par intégration, et en utilisant le théoreme de Fubini, nous
obtenons :

1 1
B (1—7)° a
/0 y(s)ds = /o oT(a) h(T)dT + co + 5" (4.12)
En appliquant (4.11), on trouve :
y(O) = Cp,

et par (4.9) et (4.12), nous arrivons a :

alors,

¢ = —2/1 (1= T)ah(f)df. (4.13)
0



En exploitant (4.10) et (4.11), nous obtenons :

e RN O

—sﬁ 1 — ) ! rds
) 1 h(r)drd
+ F(Oﬁ)/o (1—s)"" F(ﬁ)/o (1 —5)""sds,

C’est-a-dire :

1 ! a1 - 1 5 1 ya!
m/o (1—95)*""h(s)ds+co+c1 = T(@)T(3) / / (1—3s) — h(r)drds
‘o 1 1 .
+ —5) 1 —5)" "sds,
£ ) / e
apres simplifications, nous trouvons :
1 ! a—1 o a 1
m/o (1—=98)*""h(s)ds+co+c1 = / / (1—r)° - h(s)drds
+ +
(6 v 1) (6 n 2)’

ce qui peut s’écrire aussi,

(1—m>co+(1—r(ﬁ;+2))q = T@rQ) // (1 —r)~(r — 5)* *h(s)drds

1 / L
— —— | (1—=5)*""h(s)ds. (4.14)
I'(a) Jo
Enposant v, =1 — m, Yo =1-— F(B o alors (4.14) devient :
1 1
Y€y + Y2C1 = / / (1—7)"(r —s)*th(s )drds—m/ (1 —5)*'h(s)ds.
0

En utilisant (4. 13) nous trouvons :

o = 71F // (1—=r)"(r—s5)h(s )drds—%%(a)/ol(l—s)alh(s)ds

2’72 /
1 —5)%h(s)ds 4.15
ot [ ) (415)
une combinaison de (4.11), (4.13) et (4.15) nous conduit a :
1 t
t) = — t —5)* 1 h(s)ds + ———— / / — 5)* 'h(s)drds
WO = g [ = s+ (5

. 1 ' _ a—1 272 —5)@
ma)/o (=) h(s)ds + [wn ) " al(a >“ (1= s)"h(s)ds,
ou d’une autre maniere,

(1) = ﬁ/o (t — 5)*'h(s)ds +

[l [t B (e
[ |
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4.1.2 Résultats d’existence et d’unicité

Notre premier résultat d’existence est basé sur le théoréme de l'application contractante de
Banach.

Théoreme 4.1.1 Supposons que la fonction f : [0, 1] x R — R est continue et qu’il existe une constante
L > 0 telle que

(HI) : |f(t,I) - f(tay)| < le - yla te [07 ]-]7 T,y € R.

Si LA < 1, alors le probléeme aux limites (4.5)-(4.7) admet une solution unique, oit

1 B 1 2 2
A= + (6,0) + + ol . (4.16)

Fla+1)  Imlla+B@rB)  Inl(e+1)  mfla+2) Ila+2)

Preuve :
On définit 'opérateur F, par :

<Fyxw::f%514<t—sr%4fuay@»ds+lé [iifgﬁigjj"m-—rw-%r—-@aqdr

(A=)t 2y, 2 S VN
er(a) (’YlaF(Ol) aF(a))u ) ]f( 7y( ))d ; te [O’ 1]' (4.17)

Posons sup |f(t,0)] = M et montrons que FB, C B,, ou B, = {y € C([0,1],R) : |ly|| < p} et
t€0,1]

P>y

Soienty € B,ett € [0,1],ona:

|(Fy)(t)]
SSW{F; - a%@m»@+wﬂw L//“vwﬁl—@av@mmm@

telo 1]

- @ /j ‘3“Vsy<W“+5@%%5A(vwwﬂaM$mS

ozI?Za) /01(1 - S)Qf(&y(s))ds}
clon {ﬁ/t(t_s)a 1<|f(8 y(s)) = f(5,0)|+|f(s,0)|)d5

te[0,1]

v |0 = (1) - £5.0) 176500 Yaras

IN

1 1 - L 8 8
- |71|P(a)/0 (1=3) <If(8,y(s)) f(s,0)] + [ £( ,O)|>d

2l 1 —5)* 5,y(s)) — f(s s s
b [ () - £501+ 1150
2t
al'(a)

A%“*V(wa@n—ﬂ&mHﬂﬂamow}. 4.18)
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s—r
Posons v = -

1 1
/ / (1- 7« L —s)* ldrds = / (1-— s)‘”ﬁlds/ (1-— u)ﬁfluo‘*ldu
0 0

_ B(8,0)
- i (4.19)

,cequidonne 1 —r = (1 —u)(1 —s), dr = (1 — s)du et par suite :

Par substitution dans (4.18) et apres simplifications, nous obtenons :

1 B(3, ) 1 2|7,
[(Fy)O)] < (LP+M>{r(a+ D mlla+B8)(@)l(B) " nPla+1)  [m|l(a+2)
p
Tt 2)}
< (Lp+ M)A < p, (4.20)

ce qui implique que F'B, C B,.
Supposons maintenant que =,y € C([0,1],R) et ¢ € [0, 1]. Nous avons donc :

L t a-l — f(s,y(s))|ds
[(F2) = (Fy)|| < SUP}{m/(t—S) |f(s,2(s)) — f(s,y(s))|d

te(0,1

* mr r( // (1 =77 (r = 8)* M f(s,2(s)) — f(s,y(s))|drds

b [ () ~ )

b [ sl - s

b [ stsato) = JGsuto)ias

< e~ ey * e e T+ TS * e
+I‘(a2—|— 2)}

~ LAllo—y|

Par hypothése on a 0 < LA < 1, alors F' est une contraction. En appliquant le principe de
I'application contractante de Banach, on déduit que le probleme (4.5)-(4.7) admet une solution
unique.

|
Exemple 4.1.1 Considérons le probleme aux limites suivant :
CDay(t) = ! X il +tcos’t, t€0,1] (4.21)
2+4° 1+ || ’ ’ '
1
y0) = [ yis)ds @22)
0
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I 1
y(1) = = / (1 —s) 2y(s)ds. (4.23)
I'(3) Jo
Dans cet exemple, o« = 3, 8 = 5 et f(t,x) = 7 X lJlrI||:r\ +tcos?t.
Ona:
1 ||| — lyl|
t iz = X
1

donc, L = %

Par un calcul simple, on trouve : LA ~ 0.3715... < 1, et d’aprés le théoréme (4.1.1) on déduit que le
probléme (4.21)-(4.23) admet une solution unique.

Le second résultat d’existence est obtenu en utilisant le théoréme du point fixe de Krasnoselskii.

Théoreme 4.1.2 Soit f : [0,1] x R — R une fonction continue qui satisfait les conditions (H,) et
(Hs) : |f(t,2)] < p(t), V( z) € [0,1] x Ret u € C([0,1], RY). Supposons que
%(ﬁ’ O‘) 1 2|’)/2| 2 }
L + + + <1. 4.24
{ 7l|(a+ B)T(@)I(B)  ml(a+1)  |mlNa+2) TI'(a+2) (4.24)

Alors, le probleme aux limites (4.5)-(4.7) admet une solution unique.

Preuve:
Posons sup [pu(t)] = [lu(t)|l

te(0,1]
1 B(5, 1 2 2
( ) 72| }

Fla+1)  nlla+B)@I(B)  [m[Ma+1)  [nul(e+2) I(a+2)
et nous considérons I’'ensemble B, = {y € C([0,1],R) : ||y| < p*}.

Nous déffinissons les deux opérateurs P et () sur B, par:

Nous fixons p* > HMH{

1

wwwﬁ@/ww#<mwmmu

mmszr(//hﬁl — ) (s yls)drds

)~ 1 279 ! a
ylr /0 Flsy(s ))d5+m/o (1 —5)f(s,y(s))ds

* m/o (1= 9)"f(s,y(s))ds, t €[0,1].
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Soient z,y € B,+, nous avons :

2] /t - HMH // I =
Pz +Qyl| < =— t—s)"ds + ————— (1 —7)°"Yr — 5)* drds
e ) R O E) )
1 1
T |wmm)/(Lﬂy%
0 0

RAINCY 7T (e +1
20pll [ o
+ F(a—i—l)/o(l_s) ds
! B(5, ) 1 2]7,| 2
= el { Tat+D) et AT@IB) T+  mla+2)  Dat2)

< p.

Donc, Pz + Qy € B,-.
Nous avons :

H@@wwwnsuu—m{

%B(4, ) 1 2l 2
M@+ BB | e+ 1) rmma+m+rm+m}

Par exploitation de (4.24), on déduit que () est une contraction. D’apres la définition de 1’opéra-
teur P, on déduit que la continuité de f implique celle de P. En plus, nous avons :

P < mmﬁﬁgg}ws

[ 4]
T(a+ 1) (4.25)

ce qui implique que P est uniformément borné.
Maintenant, nous montrons que P est compact. Ona:

(Py)(t:) — (Py)(t2) =-i—AYm—@*vww@w»~i—17m—@*va@mS

I'(a) I'(a)
= ([ = satnas - [T st
- [t
Posons f* =  sup  |f(t,x)|. En tenant compte de la condition (H), nous obtenons :

(t,)€[0,1] x B =

(Py) (1) — (Py)(t)| = ﬁg

[ e o= st
# [t o e

f* h a—1 a—1 /t2 a—1
< - _ _ _ _
)| J, |:(t2 s) (t1 — s) ds + 3 (to — ) "ds|,
un calcul simple nous conduit a :
I
< 07 (64 . X
[(Py)(t1) — (Py)(t2)] < T( 1) 15 — 7] (4.26)
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Le second membre de (4.26) est indépendant de y et tend vers zéro quand ¢, — ¢t; — 0, donc
P est équicontinu. En utilisant le théoréme d’Arzela-Ascoli, on déduit que P est compact dans
B,-. Ainsi, tous les hypotheses du théoreme du point fixe de Krasnoselskii sont satisfaits. Ceci,
implique que le probléeme aux limites (4.5)-(4.7) admet une solution unique sur [0, 1].
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Chapitre 5

Résultats de non-existence des solutions
des équations et des systemes différentiels
fractionnaires

Dans ce chapitre, on établit des conditions nécessaires de non-existence globale de solutions
de deux problemes de Cauchy pour des équations différentielles fractionnaires non-linéaires
I"une de type parabolique et I’autre de type hyperbolique.

5.1 Non-existence de solutions d'un probleme de Cauchy de
type parabolique

Dans ce paragraphe nous discutons la non-existence globale de solutions pour les problemes
de Cauchy suivants :

Dijyu+ (=A)F (™) = w [P +f(z.1), (2.1) € Qr, 5.)
(:C O) - uO(:C) Z Oa VS RN?
et
Dijgu+ (=A)2 (™) =| v [P +/(@,1),  (2,1) € Qr,
Dy + (=8)2(v") =[ u | +g(x,1),  (2,1) € Qr, (5.2)
u(,0) = up(x) >0, r e RY,
v(z,0) = vo(x) >0, reRY,
avec Dg,, D 0‘ , désignent les dérivées fractionnaires d’ordre o, § €|0, 1] au sens de Caputo,

(—A)g, (—A)? ott 3,7 €]1,2[, sont les Laplaciens fractionnaires de puissances (g), (%) définis

par:
(=2)20(e,t) = F (1€ 1P SO @, t). (=A)3v(w,t) =F (| €] F@)(©) ().

ou § est la transformée de Fourier et §~! son inverse.

Qr =R x(0,7), L} (Qr,dxdt) est'espace de fonctions v :Qr — Rtel que [, | v [P dadt <
oo, pour tout compact K dans Q7.
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5.1.1 Introduction

Plusieurs auteurs ont établi des conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence et la
non-existence globale de solutions pour des équations différentielles fractionnaires, voir par
exemple [15],[27],[37],[21],[42],[22],[44],[32],[18], et [61].

Dans ce travail, nous suivons une idée présentée dans quelques références citées ci-dessus
en ajoutant une fonction f(z, t) vérifiant certains hypoheses.

Dans [21], Fujita a considéré le probléme de Cauchy suivant :

u = Au+ [ul"P (z,t) e RN x Rt = Q,
u(x,0) = a(x) >0, r € RV,

ot p > 0.Si P. = £ (c désigne critique) nous avons :

Msi0 < P < P.et a(zg) > 0 pour un certain z,. Alors toute solution du probleme de Cauchy
explose en temps fini.

(Il) si P > P., alors il existe des solutions dans @ ainsi que des solutions sur RY x (0,7) qui
s’explosent en temps fini 7" mais pas sur (). (Pour ces valeurs de P, pas toutes les solutions sont

1 1
globales, en effet, si 5 / |Vug|*dz — P updx < 0), la solution ne peut pas étre globale
RN RN
[19].

Le cas critique P = P, a été etudié plus tard par Hayakawa [29] pour N = 1,2 et par
Kobayaki, Sirao et Tanaka [31] pour N > 3.

Plus tard, Nagasawa, et Sirao [44], Sujitani [61] et Guedda, Kirane [39] ont considéré le pro-
bleme :

= <x,t>|u|1“5 (x,t) € RN x RY = Q,
>0 r e RV,

{ u + (—A)% (u)
u(x,0) = uo(x)

Nagasawa et Sirao ont pris c¢(z,t) = c¢(x), Sujitani ¢(x,t) = 1, tandis que Guedda et Kirane
).

[39] ont étudié le cas ¢(z,t) = ¢(t). Guedda et Kirane [40] ont etendu les résultats précédents a
I'équation :

N

w+ (—A)2 (w) = bz, t)[u|*7,  (2,t) € Q,

ou
h(z,t) = O(t7|z|") forlarge |z|.

Finalement, Kirane et Qafsaoui [42] ont traité I"équation plus générale
w+ (A5 (™) + a(z,1).Vul = f(z, O™, (2.0) € Q.
En partculier, S. Q. Zhang [50] a étudié 1’équation :
w — A™) = |zt T, (2,t) € Q.

Pour avoir une bonne idée sur les problémes posés, on est renvoyé aux contributions impor-
tantes [11],[30],[17],[44],[5],[45] et [50].

Remarque 5.1.1 Dans le cas o« = 1, 3 = 1, le probléeme (5.1) se réduit a celui de la chaleur classique.
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5.1.2 Préliminaires

Avant d’entamer nos problemes on ait besoin de quelques définitions utiltes a la suite de
nos résultats.

Définition 5.1.1 Pour 0 < a < let ¢ € L*(0,T), on définit respectivement les dérivées fractionnaires
a gauche et a droite de Riemann-Liouville par :

DEo(t) = ﬁl/ (¢“°ad@

I'l—a)dt J, (t—o0)
! L d T o)
t\T¢( )= ma/ﬁ (a—t)adg’

ou I' désigne la fonction Gamma d’Euler.

Définition 5.1.2 Soient 0 < o < 1et ¢/ € L'(0,T). Les dérivées fractionnaires a gauche et a droite de
Caputo sont définies respectivement par :

o 1 b o@(o)
Dio®) = v = /0 = opl™

et

LT do)
Dirolt) =~ | o

Les dérivées de Caputo et de Riemann-Liouville sont liées par la relation (voir [65]) :

DG:o(t) = Dgs(6(t) — ¢(0)).

Enfin, en tenant compte de la formule d’intégration par parties suivante (voir [65]).

/f Doltg / () t\Tf()ta 0<a<l,
on donne les définitions suivantes :

Définition 5.1.3 Soit Q1 l'ensemble défini par Qr = RY x (0,T). On dit que u € L}, .(Qr) est une
solution faible locale du probleme (5.1) définie sur Qr, 0 < T < +o0, siu € L} (Qr) N L7.(Qr) telle
que :

/ uo(:c)foTgo(x,t)dxdt—i-/ | |P (p(x,t)da:dt—i-/ o(x,t)f(x,t)dxdt

T T T

= / (u)m(—A)ggo(x,t)dxdt+/ uDjrp(x, t)dzdt, (5.3)

T

pour toute fonction ¢ € Cf:tl (Qr) satisfaisant ¢(x,T) = 0.
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Définition 5.1.4 On définit de la méme maniere les formulations faibles du systéme (5.2) par :

/ uo(2) Dijrpr (2, t)dadt —I—/ | v [P p1(z,t)dzdt + f(z, t)p1(z, t)dxdt

T T Qr
= / um(—A)ggol(a:, t)dxdt + / uDgrpr(x, t)drdt (5.4)
T T
et
/ Uo(x)Df‘TQOQ(J:,t)dxdt +/ | w |? o, t)dxdt +/ gz, t)po(z, t)dxdt

T T T

= / Um<_A)ggO2<x,t)d$dt+/ va|Tg02(a:,t)dxdt. (5.5)

T T

Remarque 5.1.2 Si T' = +o00, les solutions des problems (5.1) et (5.2) sont dites globales.

5.1.3 Enoncés des resultats
Théoreme 5.1.1 Soient N > 1,1 < m < pet f(z,t)dzxdt > 0. Si
QT
B+ amN
aN + 5(1 — a)

alors, le probléeme (5.1) n’admet pas de solution globale non triviale.

l<p<P. =

Preuve :
Supposons que u est une solution globale non triviale. La solution u existe dans (0,7*) pour

B(P—1) _ .
tout 7* > 0. Soient T et R deux réels tels que 0 < TR=P=m < T*. Soit ¥ € C3(R"), une fonction
décroissante telle que :

C(1si0<y<l,
\Ij(y)_{OSiyzQ,

et0 < W¥ < 1.

On choisit :

telle que :

$(o1) = w("%)

B __m a ’ ,Ii
/|<—A>2¢|pm¢pm<+ooet/ | D3z 675 < +oo.

T

Pour estimer le membre a droite de (5.3) sur >, on utilise I'inégalité e—Young et pour les
exposants conjugués = et £ on obtient :

B
2

[ @reayiod = [ @)moF (-8)i0)  dude
Q Q

|u P qﬁdmdt+0(e)/ | (=A)2g |77 ¢ pomdadt.
Q

TR

(VAN
[}
@\

o

(5.6)
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D’une maniere analogue, on trouve :

/Q t‘TRg odxdt = /Q u¢p(Dt\TR%¢)¢ P d:L‘dt

TR

N
~
=y
N

D@l o7 dadt.

IA
[}
@\..

| u [P pdxdt + C’(e)/@ |

TR

SN

(5.7)

Pour ¢ assez petit, (5.3), (5.6) et (5.7) donnent :

J

TR

fodzdt + / |u [P pdadt <
Q

SN
N
-
o

C(e)(/@ | (~A)2¢ |77 d)‘pi"mdde/Q | Dy i ® P o d:z:dt)
(5.8)

2
TRO

Posons ,
¢(x,t) = ¢(Ry, Ro7) = x(y,7)

avec ) )
t=RoT, =Ry, dedt =R " odydr

et définissons I'ensemble 2 par :
Q= {(y,7) e RN xRy, |y >+ <2},

Maintenant, nous estimons les deux intégrales dans le membre & droite de (5.8). Commengons

par

L 18

On sait que : , , )
P 09 o
Aqﬁ = a—x% + 8_:753 ............ + %
et
%:ﬂxﬁyl_lxax
Jdry Oy Oxy R Oy
Alors,

¢ _ 0 (96) _ O Oy Ox O
0x2  Ox \O0x | Oy Oz1 \ Oy 8x1

2
_ 1 9
oy?
0%y
— R 2y 2124
8 oy3
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Un calcul similaire donne :

¢ o Px ¢ O
a_x% — R 8_y%’ ............ 3 % R ﬂ7
donc
%y  0%¢ 0%¢ L[ 0*x 0%y 0%y
Ap=—5+ —5 4+ .. — D =R =4+ L —=
O= 52 T T Tor = G Tag T o |
i.e.
Ap = R2Ax

Alors, on arrive a :

Par substitution, on obtient :

“A)2¢ |imm ¢ rmdrdt = o Sx |7 pm RN*E dydr
| (=A)2¢ |77 ¢ 7mdad R | (-8) y
Q

— Rim / | (—=A)2y [ pim dydr.
(5.9)
Maintenant, on passe a
p p
/Q Dy el 6 “dadt
TRO
Par définition, nous avons :
2
1 d TR (o)
— do. 1
t|TR9 30 = (1 —«)dt /t (0 —1t) 7 (510
En effectuant le changement de variables
u:% ie. 0 =uR?
Re
alors ,
do = Redu
et ;
o=t u=—F5=7
Re

o=TRi < u="T.
En substituant dans (5.10), on trouve :

-1 1d [ X (u) 2
= Rid
P P(l—a)RﬁdT/T (Réu— RoT)e o

g o,
I'l—a)Rs R% dr ). (u—T1)

_ T
B U}
'l—a)dr J. (u—71)°
= R_TQQDﬁTX?

74



par conséquent,

—201p/

|oon el oFdude = [ RV Dax 0 R ayar
Q Q

SN

TR

= R [ Do dyar
Q

(5.11)
Egalisons les deux puissances de R dans (5.9) et (5.11) nous obtenons :
Bp 209
p—m 0
ie.
2a(p —m)
9 p—
Blp—1)
Substituons (5.9) et (5.11) dans (5.8), il vient :
/ fo + / P é<CR (5.12)
Q 2 Q 2
TRO TRO
ou,
B P __m_ o ;o =P
¢ = 0(6)/9{ | (=A)z¢ [P ¢ r i+ [ Dpx [P @7 }dydf,
et

s/ B )
p—m a(p —m)
Remarquons que la derniere expression nous donne 1’exposant critique pour le probleme (5.1)
qui est égale a :
B+ amN
‘" aN+8(1-a)

alors, deux cas sont a distingués :
Premier cas :
Pour v < Oi.e. (P < P.). On fait tendre R vers +oo, en appliquant (5.12), on arrive a :

/ f+ / | u "< 0,
RNXR+ RNXR+

par conséquent, u = 0, ce qui est en contradiction avec ’hypothése : u non triviale
Second cas :
Pour v = 0i.e. (P = P.), larelation (5.12) devient :

/Qf¢+/Q ru|p¢gcz~.e./Q upo<C

2 2 2
TRO TRO TRO

d’ott la convergence de l'intégrale [,  |u [’ ¢.
TR

I

Maintenant, posons

Cr={(z,t) e RN xRy : R*<|z|* +t’ <2R?},
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donc,

lim | u |P ¢pdxdt = 0. (5.13)

R—+o0 Cr

En exploitant (5.3), on obtient

my AYS o
Lo [ twres [ wrieatods [ juiny o de

2
TR TRO

SN

2
TRO TR

I

(5.14)

Par 'inégalité de Holder, on arrive a :

/ | u ™ (—A)gqﬁ | dedt = / lu |™ 6% | (_A)§¢ O dudt
N Q

TR

g(/Q

I
SN

TR
m p—m

|<—Aﬁ¢vﬁn¢ﬂﬁmﬂg p

| u [P gzﬁdacdt) ! (/Q

TRY TRD
la derniere expression peut aussi s’écrire sous la forme :
B v B8 _D —m_ b
[ lureayio i < (/ |u\p¢> (/ \(—A)lep—mxp—mdydf) .
Q2 Q2 931
TRO TRO
(5.15)
Appliquons une autre fois 1'inégalité de Holder, on trouve 1’expression suivante :
1 o i%
Lo relion ot = [ puteh |0 oo dads
TRO TRO
1 p—m
< P o Yoy E
< (/Q R ¢> (/Q 1Dy 0t o dxdt)
TRO TRO
ie.
1 p—m
e P e p’ %?
L rulip, o tdsar < (/Q ol ¢> (/Qlwtm X dydf)
TRO TRO
(5.16)
ou

Q= {(y.7) RV xRy : 1|y +7' <2},
par substitution de (5.15) et (5.16) dans (5.14), il vient :

géﬂﬁf¢+[%R\uF¢ < (L;
+(/Q

m p—m

P Q P —m P
up ¢> ( / (&Nt X,,_mdydT)
2 (o
9

1 p—m
|UP® (/ID%xWx5@“> ‘
2 1971
9
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En appliquant (5.13) a la derniere expression et on fait tendre 12 vers +oo on obtient :

[.oe [, lurso
RNXR+ RNXR+

/ |u [P<0
RNXR+

donc, on arrive aussi a une contradiction avec I'hypothese « est non triviale et ceci termine la
démonstration l

ie.

Théoreme 5.1.2 Soient N > 1,1 < m < pet f,g deux fonctions vérifiant fQT f(z, t)dsdt > 0 et
‘[QT g(x,t)dsdt > 0. Si

m(p—m)s | (g=m)a '’ m(g—m)a | (p—m)é
pqY + qB +

mo m? mao m?2
1<N§max{7+a_(1_ﬁ) 7+6_(1_E)},

pqpB pY

alors le systéme (5.2) n’admet pas de de solution globale non triviale.

Preuve :
On procede toujours par contradiction. Posons

24 | o | ,
(bj(xat):(b(%)? j:172

o R>0,0,="2eth =1
En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient :

m qg—m

m —Ag q ’ _Ag #fﬁ ’
/Qmuu )¢1|§</G?TR|U|¢2) (/QTRI( Vo |77 6 )

q—m

/ U|D§TTR¢1IS</ |u\q¢2> (/ |Dﬁm¢1|w¢2qm)
QTR QTR QTR

d’oti, par la formulation (5.4) il vient :

et

/ | v [P ¢1 + f¢n§</ !uP¢% A, (5.17)
TR Qrr TR

a—-m ga—-m

B q e ! o —4_ _ﬁ !
A=</ [ (a)Er [ 6,7 ) +</ | Dirrer [ ¢; ) .
QTR Qrr

D’une maniere analogue, la formulation (5.5) donne :

ou

m

/TR‘qu@—i-/TRg@S(/TRM’p(bl)p‘B’ (5.18)
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p—m

B=</ |<—A>3¢2|p—”m¢fw) +</ |Df|TR¢grpf’m¢Iw) .
QTR QTR

En utilisant les inégalités (5.17) et (5.18), nous pouvons écrire :

m
q

/ | v [P ¢+ Jor < / \u!q@) A

QTR QTR Qrr

</ \U|p¢1> B

i Qrr

= ([ 1era) Bia
Qrr

1—m?

(/‘ Mﬂp%> pqslf?A (5.19)
QTR

m
q

A

IN

par conséquent,

et

2

(/EIUP@> MSA%B. (5.20)
QTR

Pour A, on effectue le changement de variables ¢t = R7, = = R%y, et pour B on effectue le

)
changementt = R7, v = Rvy.
Grace a l'expression (5.19) on arrive a :

i.e.

</ \UV¢J <R, (5.21)
TR

ou




mly
q

Pour =1 + [, > 0, on trouve la valeur critique pour la premiere équation du systeme (5.2).

mo m?2

mi 4o (1—m)

q Pq

- m(p—m)Jd + (g—m)a (5'22)
pgY qpB

N

d’une maniere similaire, en utilisant (5.20), on trouve la valeur critique pour la deuxieme équa-
tion du systeme (5.2).

ma g (1 m)

Pq
m(g—m)a + (p—m)d ° (5.23)
pgpB Y

Sous les conditions ci-desus (valeurs critiques), en faisant tendre R vers +oo dans (5.21), on
obtient :

m2

</ | v [P ¢1) : <0 (5.24)
Qrr

La méme méthode de démonstration, en considérant la condition mTZQ + [, > 0, on trouve :

1_L2
(/ | |? ¢2) <0. (5.25)
QTR

L'une des inégalités (5.24) ou (5.25) nous conduit a I'une des contradictions u est non triviale ou
v est non triviale, c’est-a-dire que le systeme (5.2) n’admet pas de solution globale non triviale.
|

5.2 Non-existence de solutions d'un probleme de Cauchy de
type hyperbolique

Dans ce paragraphe, nous intéressons a 1'équation

a y
Diu+ Djyu+ (~A)Fu=h(t,2) | u P 1 - ul?

définiesur Q = Rt x RV, oup,g > 1, -1 <a<1,0< <2 0<~<2etf <1+ aavec
les conditions u(z, 0) = ug(z), u(z,0) = ui(z), et au systeme de type (SDF) avec des conditions
initiales
D ut Diju+ (=8)Fu = In(t,2) [0 [ 1—v ", (t2)€Q
Dy v+ Do+ (=A) Fv = ha(t,x) [u [P 1= u |, (t,2) €Q
u(r,0) = up(x) > 0, w(x,0) =ui(w) >0, veRY
0(2,0) = v0(z) > 0, v(x,0) = vi(x) >0, RV

ou—1<a;<1,0<3,<2,0<y<2,etf <1+ aq,.

Nous trouvons un exposant critique de type Fujuta pour les différentes valeurs p;, ¢;, o, B, v,
(i=1,2)et N.

Le travail effectué dans ce paragraphe a fait 1'objet d'une publication internationale : "No-
nexistence of global solutions for a fractional problem with a nonlinearity of the Fisher type".
Global Journal of Pure and Applied Mathematics. Vol. 12(2)(2016), pp 1613-1627." (voir [9])
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5.2.1 Introduction

Dans le calcul fractionnaire, nous utilisons les dérivées et les intégrales d’ordre non entier.
Des équations et des systémes fractionnaires ont été étudié dans plusieurs documents (voir
par exemple ([41],[43],[66]) ot il était utilisé I'opérateur différentiel fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre « € (0, 1).

Dans [43], Kirane et Tatar ont considéré un probleme de Cauchy pour I'équation différen-
tielle fractionnaire hyperbolique :

uy + Dyju = Au+ hit,x) [ u]”, (5.26)

oup > letp € (0,1). Cette équation est utilisée pour décrire la diffusion anomale, média
de fractal, phénomenes biologiques etc...(voir [20]). Les deux auteurs ont établi que sous la
condition

28+ p

l<p<iq_2TP_
P= ity N2

(5.27)

I’équation précédente (5.26) n"admet pas des solutions globales.

Un grand nombre de chercheurs ont été traité le cas ou = 1, de sorte que beaucoup de
résultats de non-existence ont été prouvé, également les résultats d’existence globale ont été
trouvé en utilisant I’équation du télégraphe fractionnaire D*’u + Du = Au, 0 < 8 < 1,
ou par 1'étude d’autres équations fractionnaires hyperboliques de mouvements Brownien par
exemple. Voir aussi [64] ou S. Fuquin et al ont utilisé un exposent critique tout en étudiant un
systeme hyperbolique de type réaction-diffusion d’un point de vue de l'existence et de la non-
existence des solutions.

Dans [47], Nasser-eddine Tatar a étudié le probleme différentiel fractionnaire suivant :

1+« By — p + N
{D u+ Du=Au+h(t,z)|ulP, (t,z) € RT xR (5.28)

u(0,7) = up(z) € L (RY), u(0,7) = uy(z) € L} (RY), x € RV,

ol —1<a<letd<f <2 Ilaprouvé quesiug(z),u;(z) >0, 0 < a,f < 1etlafonction h
vérifie h(t,r) > 0, h'"7 € L} (RT x RY) et h(tR?* xR?) = RPh(t,z) pour p > 0 et R > 0 assez
grand alors, le probleme (5.28) n’admet pas de solution globale non triviale en temps.

Dans [30], Saoudi et Haouam ont considéré le systeme différentiel fractionnaire suivant :

Dy u+ Doju+ (=A)Fu=| v [P, (t,z) € Rt xRN
Dyi®*v+ Dpw + (—A)Fv=|u |9, (t,x) € RY x RV

u(x,0) = up(z) >0, w(z,0) =us(x) >0, reRY (5.29)

v(z,0) = vo(x) >0, ve(z,0) =vi(z) >0, zeRY,

oup,g>1,—-1<a;<1,0< B, <2et0< f; <14 ay, (z':1,2).Ilontprouvéquepourp,q> 1,
0<a;<1,0<pB;<1(i=1,2).5i

N _ max{ 1+pg(Ba— 1)+ Bip  1+pg(Bi— 1)+ Bag
- Bi(p — 1) + Palqg — 1)p’ B2lg — 1) + Bi(p — 1)g

2
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alors, le probléme (5.29) n’admet pas pas de solution globale non triviale.

Dans ce chapitre, nous considérons deux problemes. Le premier est le suivant :

oft

D}rey 4 D0|t u+ (—A)Zu=nh(t,z) |ulP|1—ul?, (t,z) e RT xRN (5.30)
(0 l‘) = UQ( ) € LlOC(RN)7 ut<07$) = ul( ) € LZOC(RN)7 x € RY

avec des données initiales otip,g > 1, -1 <a < 1,0< < 2,0 <y <2etB <1+ a. DY DP
désignent respectivement les dérivées fractionnaires en temps d’ordres arbitraires o et 5 aux
sens de Caputo, (—A)? est réservé pour le laplacien fractionnaire, par rapport a z, d’ordre 2
lequel est défini par

(=2)%ult, @) = F I €] Flu)(©)(t, @),
ou F désigne la transformée de Fourier et 7! son inverse. Et le deuxiéme probléme est donné
par

D(l)rtralu"‘Doour( AVsu=htz) v 1—v|?, (tz)eRT xRY
Dgi®*v + Ditv + (= AVFv=ho(t,z) |ulP2|1—u|®, (t,z) e RT x RY

(0 J7> = UO( ) S L (RN% Ut(o,l') — U1( ) e LZOC(RN)y e RN (531)

0(0,) = w(z) € LL(RY), ul0,2) = v1(x) € L (RY), z € RN

01‘1—1<ozi<1,0<ﬁi<2,0<%§2,etﬁi<1—1—04,».

5.2.2 Organisation et objectif

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante :
e Dans la section 5.3, nous rappelons quelques définitions de la dérivée fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville et de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et le lien entre les deux
définitions, nous donnons aussi quelques définitions de solutions faibles du probleme cité.
e La section 5.4, est consacrée a 1’étude de la non-existence de solutions du probleme (5.30).
e Dans la section 5.5, nous établissons un résultat sur la non-existence de solutions pour le
systéme fractionnaire (5.31).

Remarque 5.2.1 Particulierement, le second terme de I'équation (5.30) et dans le systeme (5.31) sont
pris dans une forme de type Fisher (voir [51]), qui interprétent un modele mathématique pour la crois-
sance de la simulation et de la propagation d'une population bactérienne particuliere dans un domaine
non borné .

Remarque 5.2.2 Dans le cas oit ¢ = 0 et v = 2, le probléme (5.30) se réduit au probleme de Cauchy
(56.28) étudié dans [50]

Remarque 5.2.3 Dans le cas oit hy(t,x) = hao(t,x) = 1, 1 = g2 = 0 et 7y = o = 2 le systeme (5.31)
se réduit au systeme (5.29) étudié dans [30].
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5.2.3 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons deux définitions différentes de dérivées fractionnaires,
certaines de leurs propriétés et la définition de solutions faibles de notre probléme( 5.30)

Pour la courtoisie du lecteur, on rappelle ici quelques définitions et propriétés des dérivées
fractionnaires au sens de Riemman-Liouville et de Caputo.

Définition 5.2.1 La dérivée a gauche et la dérivée a droite au sens de Riemman-Liouville sont définies
respectivement par :

ﬁ(%)n/o (t—7)" 7" f(r)dr, n=[y]+1, v>0.

Dipf(t) = s () [ (r =0 ), m= 1, >0

La dérivée de Caputo est donnée dans le cas général par :

IYﬂﬂ:F@%in@—rwﬂqﬂWﬂm,n:hhﬂ,7>0

Définition 5.2.2 Soit 0 < a < let 0 < < 1. On appelle solution faible du probléme (5.30) toute
fonction u localement intégrable telle que v € L (Qr, hdtdz) et qui satisfait

/ ohluP|1—u|?dtde = / u(t,:v)fo;lgodtda: —/ uy () Djjppdtda
Qr Qr Qr

_ /RN uo(z) Dyjpp(0)dx +/ [u(t, z) — uo(:v)]DﬁTgpdtdx

T

+ /‘u@xﬂ—Aﬂwﬁm: (5.32)

T

pour toute fonction p > 0 telle que p € C3(Qr) et (T, x) = Dirp(T, x) = 0.

On désigne par Qr l'ensemble Qr = (0,T) x RN et par L} (Qr,hdtdx) I'espace de toutes les

loc

fonctions v : RT x RN — Rftelles que [, | v [P h(t,z)dtdz < +oo pour tout compact C' dans
RT x RV,

Les intégrales dans la formule (5.32) sont supposées convergentes et si ' = +o0, la solution est dite
globale.

Définition 5.2.3 Soient 0 < o < 1,1 < < 2. et f < 1+ a. On appelle solution faible du probleme
(5.30) toute fonction u localement intégrable telle que u € Ly (Qr, hdtdx) et qui satisfait

loc

/ oh|ulP|1—u|?dtde = / u(t,x)fo;flgpdtdm —/ uy () Djjppdtda

T

— /RN uo () Dijrp(0)dx +/ [u(t,x) — uo(x)]DﬁTgpdtd:p

T

+ /‘u@xﬂ—Aﬂ¢ﬁm: (5.33)

T

pour toute fonction p > 0 telle que o € C3(Qr) et (T, z) = Dir(T, z) = Dﬁ;lgo(T, x) =0.
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Remarque 5.2.4 Afin d’obtenir les formulations faibles dans les définitions ci-dessus, nous avons utilisé
certaines propriétés en tant que :

Ditef = D.D§,f et Dyief=—D.Dipf

et la propriété
D" f(t) =D"D*f(t), 0<a<l, n=12,..

5.2.4 Enoncés des résultats

Ici, nous considérons seulement le cas 0 < a < 1 et 0 < 5 < 1. Les autres cas peuvent étre
traités de la méme maniére.

Théoreme 5.2.1 Supposons que ug(x),ui(z) >0, 0 < «, 8 < 1,et h une fonction qui vérifie h(t, z) >
0, et h(tR*,xRP) = RPh(t, ) pour p > 0 et R > 0 assez grand. Alors,si 1 < p < 1+ %’ le
probleme (5.30) n’admet pas de solution globale non triviale en temps.

Preuve :

Supposons par contradiction, qu’il existe une solution v # 0 pour tous les temps ¢t > 0, et
considérons la solution u sur (0, 7). T et R sont deux constantes positives telles que 0 < TR? <
T.. Nous considérons comme fonction test,

1264 |z |4
@(tax) = %o (W)

=0.
. TR2 . . . .
La fonction ¢, € C3(R, ), est non négative, non croissante et satisfaisant :

telle que o(T'R?, ) = Diippe (2, 7)

1 st 0<2<1,
wo(2) =

0 st z22>2,

avec 0 < g < 1.
De la définition 5.2.2 la formulation faible de solutions de notre probléme est :

J

oh|uP|1—u|?dtde + /

QTR2

+ /N () Dyjrpep(0)dx :/ u(t,x)fo;C}lzzgpdtdx
R

QTR2
-
Q
Dans la formulation (5.34), il est clair que Df'T p > 0Oet DP @ > 0, alors :

tT
/Q

u1 () Dy pepdtds + / uo(m)DﬁTR2 pdtdx

TR? Qrpg2

u(t, a:)DflTRngdtdx —|—/ u(t, z)(—A)2 pdtda.

TR2 Qrp2

(5.34)

oh |ulP| 1 —ul|?dtde < / u(t,x)Dfl‘;}%ngdtdx +/ u(t,m)DﬁTRngdtdx
Q

TR2 Qrpg2 TR?

+ /‘ u(t, z)(—A)2 pdtda. (5.35)
Q

TR2
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Par I'inégalité de Young, on a :

a 1 —a _1
/ u(t, x)Df“;}%ngdtdx = / u(l —u)r(ph)r (1 —u) »( tl;}__i%p)(wh) rdtdx
Q Q

TR2 TR2
< 6/ oh |wlP| 1 —u|? dedt + C. |1 —u |77 Dﬁ;}g2¢|p% (ph) "7 dtda.
Qrp2 Qrpg2
(5.36)
D’une maniere analogue :
q 1 _4q =1
/ qu'TRngdtdm = / u(l —u)r(ph)r(1 —u) » (DﬁTm(p)(gOh) v dtdx
Qrr2 Qrg2
< 5/ oh|ulP|1—ul|? dxdt—f—Ca/ | 1—u|7ﬁ] DﬁTRggo |le1 (gph)_ﬁdtdx.
QTRQ QTRQ
(5.37)
et
/ u(—A) pdtdz = / u(l—u)? (ph)» (1 —u) 5 ((—~A)3¢)(ph) 7 dtdz
Qrp2 Qrg2
< 5/ oh | wlP|1—ul|? dadt + C. | 1—u| 70| (=A)3p |71 (h) 7 dtdz.
Qrp2 Qrr2
(5.38)
Une substitution de (5.36), (5.37) et (5.38) dans (5.35) donne, pour ¢ < % :
/ oh|uP|1—u|?dedt < C. [Al + As + Ag:l. (5.39)
Qrg2
Ou,
A = / [ 1—u |77 (ph) ™71 | Dibag |7 dtda (5.40)
QTR,2
Ay — / 1= |55 (ph) 7T | D2y |77 did (5.41)
QTR2
Ay = / |1 —u |71 (gph)_ﬁ | (—A)2 ¢ |P%1 dtdx. (5.42)
QTR2
Maintenant, nous estimons le membre a droite de (5.39). Pour u # 1 et u # 0.
Ona:
q2
Vu>0,(u#1),Yuy>1>0:[1—u| 1< C,, (5.43)
En utilisant (5.39) et (5.43), nous pouvons écrire :
/ oh |u Pl 1—u |7 dtde <
QTR2
-5 patl 55 i1 | DB =
C (ph)™ 71 | Difpep |71 dtdz + (ph) »= | Do [T didz +
Qrp2 Qrpg2
/ (ph) 7T | (=A)3p |71 dtdx}. (5.44)
QTR,2
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Pour certaine constante positive C.
Ensuite, nous effectuons les changements de variables t = R?7 et z = Ry, en définissant
I’ensemble 2 et la fonction x par:

Q={(r,y) e R* x RN . 7264 |y \4§ 2}
et

X(7,y) = o(R*7, Ry) = o(t, ).

Clairement, nous avons :
dtdr = R**PNdrdy,

Da+1 o= R—2(a+1 Da+1

t|TR2 7T X
B _ 28 "B
Dt|TR2¢ =R"D 77X

et

wu

(—Ap)? = R (=Ax)?.

Par substitution, nous obtenons :

_ 1 o _P_ _2(+lp_ _p_ at
/ (ph) 77 | Difhatp [71= RONF2 55 / (xh) 77 | DI |71, (5.45)
Qrr2 Q
/C‘QTRZ

o P _M_L ~ _P_

/ (ph) 7 | (~A)Fp |71= RONF22 58 (xh) (A X . (547)
Q

TR2

P 2<a+1>p L _ 1 _P_
(o) 7 | Dippap [F1= R385 [y | DR 77, (6.46)
Q

Les relations (5.45)-(5.47) avec (5.44) impliquent que :

/ oh|u|P|1—wul|!dtde
QTR2

Bap P

_Bw_ _p o P
< crrit [y [w“x\wﬂ%x\wﬂ( A)iy [

< CRMT 171, (5.48)

Observons que, SN + 2 — %

—£- < ( est équivalent a notre hypotheése p < 1 + 5212

p— 2+BN—B~"

Sip <1+ %%}YV—J“_”M, alors Rlirfm - h|u|’|1l—u|?=0.Celaimplique que u = 0 ouu =1

puisque h(t,z) > 0 sur Rt x RY. C’est une contradiction avec notre hypothese.
Deuxieme cas :

Sip=1+ %, alors en exploitant (5.48), nous obtenons :

/ hlulP|l—uli<C. (5.49)
Qoo
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En appliquant 1'inégalité de Holder a tous les termes du membre a droite de (5.35), nous trou-
1

vons :
1
p
[ enturtiups ([ entupii-ar)
QTR? Cr

:K([;!1—UI7W(wM_P{|Dﬁ?XV“+\lfwa“+|Gﬁvgxwﬂ) ’
R

ou
1 1
—+—=1et Cr={(t,x) e R" xRN :0< ¥+ |z ["< 2R"}.
p p
Par passage a la limite quand R — +o0, en tenant compte de la convergence de I'intégrale dans

(5.49), nous arrivons a
hluP|l—=ul’=01ie. u=0 ou w=1 (puisque h(t,z)>0).

Qoo

On conclut donc, qu’il n’existe plus de solutions globales non triviales.
|

Remarque 5.2.5 Siy = 2, q = 0, nous obtenons l'exposant critique p < 1+ %2135%25

(56.28) traité par Nasser-eddine Tatar dans [47].

pour le probléeme

Maintenant, nous considérons le probleme de Cauchy (5.31) pour un systéme fractionnaire
hyperbolique non-linéaire avec données initiales.

Théoréme 5.2.2 Soient N > 1,p>1,¢>1,0<a; <1,0< f; < 1,pouri=1,2.5i

N < max 24 2p1pa(B2 — 1) + 2B1p1 + p(pr + 1) 2+ 2p1p2(Br — 1) + 2Ba2p2 + p(p2 + 1)
N Bi(pr — 1) + Bapi(p2 — 1) ’ Ba(p2 — 1) + Bipa(p1 — 1)

pour N > 1. Alors le systeme (5.31) n’admet pas de solutions globales faibles non triviales avec u # 1 et

v# 1.

Preuve :

Nous procédons toujours par contradiction. Supposons qu’il existe une solution positive non
triviale (u,v) # (1, 1) pour tout ¢ > 0 dans (0,7™), avec T* > 0 arbitraire.

Soient T' et R deux constantes positives telles que 0 < TR?* < T*. Nous considérons la fonction

test 2 ‘ ‘4
t*Pi4- | x )
%‘(tax) = @O<W)a J=12

= 0.
. K TR2 . . .
La fonction ¢, € CS(RJr) est positive, non croissante et satisfait

telle que ¢;(T'R? =) = Dyrrep;(t, x)

C[1ifo0<z<],
%@>{o¢fzzz
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De la définition 5.2.2 la formulation faible de solutions de notre probleme est :

J

prh v P 1 —o |® dtde + /

QTR2

u (%) Dy e prdtda +/ uo(:v)Df'lTRzgoldtdx

QTR2

+ / uo(x)Dto‘,}FRﬂpl(O)dx:/ u(t,x)fo;Eggoldtdz
RN

Qrpg2
+ /

TR2

u(t,x)Dﬁ;RQgpldtdx —i—/ u(t, z)(—A) 7 pdtda.

TR2 Qrpg2

(5.50)

et

01(@) Djjf e p2dtdr + / Vo (9[,')D§2TR2 podtdx

QTR2

/ oo | 21— u | dida +/
Q Q

TR2 TR2

+ / UO(I)D%Rﬂ)Q(O)dx:/ v(t,x)D%‘;@gdtdx
RN Q

TR2

+ / U(t,l’)Dﬁ%RQ@thdl‘—f-/ v(t,m)(—A)%gpgdtdx.
Q

TR? Qrp2

(5.51)

De (5.50) et (5.51), tandis que Dt‘TﬁrRzgpi > 0et Df'g,Rz w; > 0,14,5 = 1,2, alors nous obtenons les
estimations suivantes :

/ oih |v [P |1 —v | dtde < / u(t,x)foszggoldtd:E +/ u(t,x)Dﬁ;Rngldtdx
Q Q

TR2 Qrpg2

+ / u(t, z)(—A) 7 pydtda. (5.52)
et

/Q oah | u P 1 —u|® dtde < / U(t,I)D;T;:;IQQOthdQT —I—/ v(t,x)Df';Rzgozdtdx

TR2 QTR2 QTR2

+ / o(t, ) (—A) 7 podtde. (5.53)
Q

TR2

Maintenant, nous estimons les quantités qui se trouvent dans le second membre de (5.52) et
(5.53). En utilisant 1'inégalité de Holder nous arrivons a :

/ u(t, :U)Dﬁszlzgpl
Q

TR2

1 / / L/
P2 _492pPy / _P2 \p
<( [ enturiiou ) (e g 1 e R )
QTR2 QTR2
1 , L
P2 12 _p72 p
SC(/ Wh'“'m'l‘“'%) (/ | DSt 1% (p2h) )
QTR2 QTR2
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et

J

nous avons aussi :

| utaesFase( [ panturii-we ) (et e F)
Q Qrp2 Q

TR2 TR2

S

” 5 L
pat [u P L= uf )" ([ Db 1 ()5
2

TR2 Qrr

u<t7$)Dﬁ'}1R2901 S C(/
Q

TR2

S

Par conséquent,

J

1 1

, _P2\ ¥ , _P2\ ¥

A= (ke =) (1D P e 5 )
2 2

TR TR

1
H([1eaFar e ®) "
Q

TR2

wlhwml—mmgc(/ mru|m|1—u|q2)”.ft (5.54)
Q

TR2 TR2

ou

D’une fagon analogue, nous avons l’estimation suivante :

/ g02h|u]p2|1—u|q2§0(/
Q Q

1 1

/ AN , AN

b= </ | Dyzthes Pt (p1h) ) T </ | Dypaa [P (p1h) > 1
2 2

TR TR

A

Les inégalités (5.54) et (5.55) impliquent que :

(
(/

En effectuant les changements de variables t = R?t et z = Rfy, i = 1,2 dans A et B, nous

obtenons :
(/]

ph|vP|1—v|® ) B (5.55)

TR2 TR2

ou

1
(=) E gy 1 (solh)‘m) 1

TR2

" p1p2

g 1—v|m) < OB A

TR2
et

_ 1
P1P2

osh | u |72 1—u|q2) < O AW B,

TR2

i k= pk
eih v [ 1 —o|" < Ci(R™)m R™

TR2
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et

1

(/ oah | |P?| 1 —u |® ) o < C’l(RkQ)%Rkl.

Qrr
ou 24 BN 2 1 BN
/ﬁ:i—Qﬁl—ﬁet l{igzi—zﬁg—ﬁ
Y4 D1 Do P2
Notons que :
k 2+ 2 —1)+2 1
kg e N< + 2p1p2(Ba — 1) + 2B1p1 + p(p1 + 1)
D2 Bi(pr — 1) + Bapr(p2 — 1)
et

ky 24 2p1p2(Br — 1) + 2B9p2 + p(p2 + 1)
— 4+ ky <— N )
D2 ? Ba(p2 — 1) + Bip2(p1 — 1)

L =1, Nous obtenons l'exposant critique :

- 1,1 _ 1
Tandlsquep—l—l——,1 =let -+

P

24 2p1pa(B2 — 1) + 2B1p1 + p(pr + 1) 2+ 2p1p2(Br — 1) + 2Ba2p2 + p(p2 + 1) }

Nﬁmax{ Bi(pr — 1) + Bapi(pe — 1) ’ Ba(p2 = 1) + Bipa(pr — 1)

pour N > 1.
En faisant tendre R vers +oo dans ; = {(t,z) € RT x RY : 0 < ¢*fi+ | x [*< 2R%i} avec la
convergence de certaines intégrales , nous amene a

/ Blw )1 —u|P=0 ic. / u =0,
R+ xRN R+ xRN

et

/ hlvfP1—v|"=0 ,ie. / | u [P2= 0,
Rt xRN Rt xRN

ce qui conduitau = 0ouwu = 1letv = 0 ouv = 1. Donc notre probleme n’admet pas de solutions
globales non triviales. Ceci termine la preuve.

Remarque 5.2.6 Si p = 0, et ¢ = g = 0 nous recupérons le systéme étudié par Saoudi et Haouam
[301, par conséquent nous obtenons le méme resultat trouvé par eux, i.e.

N < { L+pipa(Bo— 1)+ Bipr 1+ pipa(Br — 1) + Bapa
< max

2 Bi(pr — 1) + Bapr(p2 — 1) Ba(p2 — 1) + Brpa(pr — 1)} pour N > 1.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése nous avons vu quelques méthodes de résolutions des équations différen-
tielles et intégrales fractionnaires basées sur les transformations de Laplace et les changements
de variables. Puis nous avons appliqué quelques théoréemes du point fixe pour établir 1’exis-
tence et 'unicité des solutions des équations différentielles fractionnaires, ot on a transformé
un probleme de Cauchy fractionnaire en un probléme du point fixe.

Enfin, nous avons étudié des conditions suffisantes de non-existence des solutions des équa-
tions et des systemes différentiels fractionnaires ott nous avons prouvé l'existence des exposants
critiques de type Fujita, en utilisant les techniques des fonctions tests.

Nous espérons étudier au futur quelques problemes pour des dérivées fractionnaires a deux
ordres, ot la motivation de c’est le fait que 1’on peut trouver dans la nature des systémes avec
deux couches différentes et paralleles avec des propriétés différentes, comme par exemple le
mouvement de I'eau dans l'aquifere avec des couches paralleles et des propriétés différentes.
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Annexe A

Quelques théoremes du point fixe

A.1 Théoréeme du point fixe de Banach

Ce théoreme est dit aussi le théoreme de I’application contractante, c’est la base de la théorie
du point fixe. Ce théoreme garantit I’existence d’un point fixe unique pour toute application
contractante d"un espace métrique complet dans lui méme.

Définition A.1.1 Soient (X, d) un espace métrique complet et T' une application de X dans X. On dit
que T est une application Lipschitizienne s'il existe une constante positive k telle que I'on ait :

Ve,ye X 0 d(T (), T(y)) < kd(z,y).
e Si k < 1, T est appelée contraction.

Théoreme A.1.1 Soit T une application continue sur un espace de Banach X. alors les assertions sui-
vantes sont vraies :
1) S’il existe x,y € X tels que

lim T"(z) =y,

n—-+o0o

alors, y est un point fixe de T', i.e. T'(y) = y.
2) SiT(X) est un ensemble compact dans X et pour tout e > 0 il existe un x. € X tel que

1T (ze) = el <e,
alors T admet un point fixe.

Preuve :
1) Soity, =T"(x),n =1,2,... Si T est une application continue, alors
T(y)=T( lim y,) = lim T(y,) = lm yni1 =y,

n—-+o00

ce qui preuve la premiere assertion.
2) Supposons que les hypotheses de 2) sont remplies. Alors pour n = 1,2,...ona z, € X tel
que:

I7(e) = all < - (A1)

T(X) est un ensemble compact implique qu’il existe une sous suite convergente (7'(x,, )2 de
(T(x,,)); 2 de limite z. Alors en exploitant (A.1) et le fait que 7' est continue, on déduit que z
est un point fixe de 7.
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Théoréeme A.1.2 (Théoréme du point fixe de Banach)[26]

Soient X un espace de Banach et 7 : X — X une application contractante. Alors 7" admet un
point fixe unique, autrement dit :
NreX: Tr=u.

Preuve :
Existence
Considérons la suite (z,,),en définie par

zn=T(z,), n>1
o € X

On démontre que (z,,) est une suite de Cauchy dans X.
Pour m < n,ona:

|20 = Tl < |Tmi1 = Tl + [[Tmp2 — T || + oo + [0 — 2na]-
Puisque T est une contraction, alors :
[#p41 — 2yl = [[Txp = Tapa|| < kllzp — 3p||, pourp=>1.

En répétant cette inégalité, on obtient :

Hxn —l’m” < (km+]€m+1 + o k”fl)Hxl —.Z'[)H
< E"(14k+ ... + B ) |2y — x|
< e - ol
- 1—-k

On déduit que la suite (z,), est de Cauchy dans X qui est complet, donc (), converge vers x
dans X.
Puisque T est continue, alors :

r= lim z,= lim T(z,—1)=T( lim z,,)="Tz.
r——+00 r——+00 Tr——+00

Dongc, = est un point fixe de 7.
Unicité
Supposons que Tr = z et Ty = y. Alors :

[z =yl = Tz =Tyl < klz = yl],
puisque k£ < 1, on déduit que ||z — y|| = 0 c’est-a-dire x = y, d’ot1 I'unicité du point fixe de T'.

|
Le théoréme du point fixe de Banach se généralise de la maniére suivante :

Théoréme A.1.3 Soit T une application sur un espace de Banach X telle que T" soit une contraction
sur X pour un entier positif N. Alors T admet un point fixe unique.
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Preuve :
Le théoreme du point fixe de Banach implique qu’il existe un point fixe pour T"V. Appelons z
ce point fixe. Maintenant, il suffit de noter que :

IT(w0) — ol = 1T (T'(w0)) — T (20) | < K[| T (0) — ol

ceci implique que T'(zo) = xpcar 0 < k < 1.
L'unicité est claire puisque un point fixe de T est également un point fixe pour 7%,

A.2 Théoréme du point fixe de Brouwer

Soient N > 1, R > O et f € C(Bg, Br) avec Bg = {x € RY ||z|| < R}. (on muni RY d’une
norme notée ||.||) Alors f admet un point fixe, c’est-a-dire il existe z € By tel que: f(z) = =.

Définition A.2.1

On dit qu'un espace topologique X a la propriété du point fixe si toute application continue
T : X — X possede un point fixe.

Théoreme A.2.1 (Théoréme du point fixe de Brouwer)[13]

Soit B, la boule unité fermée de R". La boule B,, a la propriété du point fixe pour tout n € N*.

A.3 Théoréme du point fixe de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréeme de Brouwer pour la démonstration de 1’exis-
tence d’un point fixe d’une application continue sur un convexe compact dans un espace de
Banach. Le théoreme du point fixe de Schauder affirme qu’'une application continue sur un
convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Théoreme A.3.1 (Théoréeme du point fixe de Schauder)[13] Soient K un sous ensemble non vide,
compact et convexe d’'un espace de Banach X et T' : K — K une application continue. Alors T admet
un point fixe.

Preuve :
Soit T : K — K une application continue. Comme K est compact, alors 7" est uniformément
continue. Donc pour ¢ fixé, il existe § > 0 tel que, pour tout z,y € K,ona:

[z —yll<d=|T(x)-T(y) [<e,

de plus, il existe un ensemble fini de points {z1, zs,...,2,} C K tel que les boules ouvertes de

rayon ¢ centrées aux points z; recouvrent K; c’est-a-dire, K C U B(z;,96).
1<j<p
Sion pose L := vect(T(x}))1<;j<p, alors L est de dimension finie, et K* := K N L est compact

93



convexe de dimension finie.
Pour 1 < j < p, on définit la fonction continue 7); : X — R par:

0 sil|x—x;||>6

1—% ST non

Il est clair que 1, est strictement positive sur B(z;,d) et nulle en dehors. On a donc, pour tout
p

x € K, Z Y;(z) > 0, et par la suite on peut définir sur K les fonctions continues positives ¢,

par:
2169

> ()

pj(r) =

p
pour lesquelles on a Z @;(z) =1, pour tout z € K.

Jj=1
Posons maintenant, pour x € K,

=Y @)

La fonction g est continue (somme des fonctions continues) et prend ses valeurs dans K* (car g
est un barycentre des 7'(x;) ).

Si on prend la restriction g/K* : K* — K*, (d’apres le théoreme de Brouwer) g possede un
point fixey € K*.

De plus :

T(y)—y = T(y)—9y)

= Z Spj Z 903
- e (T(y) - T<scj>).
Orsip;(y) # 0alors | y — x; ||< 9, et par suite || T'(y) — T'(x;) ||< . Dong, on a pour tout j

1T -yl < Z% 1T (y) = T(y) |l

< Zewj(y) =e

Donc, pour tout entier ,m on peut trouver un point y,, € K tel que || T(ym) — ym [|< 277
Et puisque K est compact, alors de la suite (v,,)mez On peut extraire une sous suite (y,,, ) qui
converge vers un point y* € K. Alors 7" étant continue, la suite (7'(y,, )) converge vers T'(y*), et
on conclut que T'(y*) = y*, c’est-a-dire y* est un point fixe de 7" sur K.
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|
Pour les applications, la généralisation suivante s’avere utile.

Théoreme A.3.2 (Théoréeme du point fixe de Schauder généralisé)[13] soit F' un ensemble fermé
convexe sur un espace de Banach X et soit T' : F' — F une application continue telle que T'(F') est un
sous-ensemble relativement compact de F. Alors T' admet un point fixe.

Théoréeme A.3.3 Supposons que T' est une application continue entre deux espaces de Banach X et Y.
Si K est un ensemble compact dans X alors, T'(K) est un ensemble compact dans Y.

Preuve :
Soit ' : X — Y une application continue et soit K un ensemble compact dans X. supposons
une suite arbitraire (y,) C T'(K). Alors il existe une suite (z,,) C K telle que T'(x,) = y, pour
tout n. Puisque K est compact, alors il existe une sous-suite (z,, ) convergente de (z,) dans K,
i.e. il existe un élément = € K tel que z,, — = quand k — +o0. De plus, puisque 7" est continue,
nous avons

Tp, = T =Yy, = T(x,,) > T(x) e T(K).

Ceci temine la preuve.

|
Soit T : X — Y une application entre deux espaces de Banach. Les différentes notions de
continuité utilisées dans ce chapitre sont : 7" est dite
e Continue : si pour tout z € X et tout € > 0, il existe 6 = 6(z, €) tel que quelque soity € X :

ly —zllx <0 =[T(y) = T(2)]y <e

e Uniformement continue sur A : (A € X), si pour tout € > 0, il existe 6 = 0(¢) tel que quels
que soient z,y € A nous avons :

ly —zllx <0 =[T(y) = T(x)ly <e

SiT\: X =Y, (X € A), un ensemble d’applications entre deux espaces de Banach. T est dite
e Equicontinue sur A : (A € X), si pour tout € > 0, il existe § = §(¢) tel que quels que soient
z,y € A et quelque soit A € A nous avons :

ly — zllx <= [ITa(y) = Ta(@)[ly <e

Théoreme A.3.4 (Théoréeme d’Ascoli-Arzela)[58] Soit A C C(K,R"), (K = [a,b] C R).
A est relativement compact (i.e, A est compact) si et seulement si :
1. A est uniformément borné.
2. Aest équicontinu.
e On rappelle qu'une fonction f est uniformément bornée dans A s’il existe un constante M > 0 telle
que :
171l = sup|f(z)] < M. Ve A
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A4 Théoreme du point fixe de Krasnoselskii

On a vu précédemment deux théoremes principaux de la théorie du point fixe a savoir le
théoreme de Schauder et le théoréme de l'application contractante de Banach. Krasnoselskii a
combiné ces deux théoréme.

Théoreme A.4.1 (Théoréeme du point fixe de Krasnoselskii )[58] Soit F' un ensemble non vide,
fermé, et convexe d'un espace de Banach X. Ty et T, sont deux applications de F dans X telles que :

1. Ty(z) + Tx(y) € F, Ya,y € F,

2. T\ est une contraction,

3. T, est compacte et continue.

Alors, Ty + T admet un point fixe dans F, autrement dit, il existe x € F tel que T1(x) + Tx(z) = .

Preuve :
Supposons que les applications 7 et 75 satisfont les hypotheses du théoreme. En particulier, il
existe k € (0,1) tel que::

172 (x) = Wyl < kllz —yll, =,y € F.

Ceci donne :

I =T)(x) = (I = T)y)|| = ||z = yll = [ITu(z) = Ta)]| = (1 = B)||lz -y,

et
(I =T)(z) = (I =Tyl < llz =yl + [[Ta(z) = Ta(y)[| < A+ K)llz =yl

Par conséquent, I — Ty : F' — (I — T)(F') est un homéomorphisme et (I — 77) ! existe, puisque
(I —T1)(F) est continue. De plus on remarque que pour tout y € F, I’équation

z="Ti(z) + Ta(y)

a une solution unique z € F selon le théoréme du point fixe de Banach. De cette derniere
équation nous concluons que Ty(y) € (I—-T})(F) pour touty € Fetque (I—-T,)'Ty : F — F est
bien définie comme étant une application continue. Puisque 75 est une application compacte, il
s’ensuit que (I — T7) T, : F — F est aussi une application compacte. Finalement, le théoréme
du point fixe de Schauder généralisé nous garantit la conclusion du théoréme.

Pour plus de détails, nous recommandons toute personne intéressée par les théorémes du
point fixe de parcourir le livre [11] par Smart oti des résultats supplémentaires et beaucoup plus
de références peuvent étre trouvées.
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Annexe B

Fiches B

FIGURE B.1 — Georg Friedrich Bernhard Riemann

Né le 17 septembre 1826 a Breselenz, Etat de Hanovre, mort le 20 juillet 1866 a Selasca,
hameau de la commune de Verbania , Italie, est un mathématicien allemand. Influent sur le plan
théorique, il a apporté une contribution importante a 1’analyse et a la géométrie différentielle.

En 1840, Bernhard s’établit & Hanovre pour vivre chez sa grand-mere et aller au college.
Apres le déces de sa grand-mere en 1842, il va a Lunebourg pour continuer ses études secon-
daires. Au lycée, Riemann étudie la Bible intensivement, mais il est distrait par les mathéma-
tiques; il essaye méme de prouver, mathématiquement, I'exactitude de la Genese. Ses profes-
seurs sont surpris par ses capacités a résoudre des problémes complexes en mathématique.

En 1846, agé de 19 ans, grace a 'argent de sa famille, il commence a étudier la philosophie
et la théologie pour devenir pasteur afin de financer sa famille.

En 1847, son pere l'autorise a étudier les mathématiques. Il étudie d’abord a 'université de
Gottingen ou il rencontre Carl Friedrich Gauss, puis a I'université de Berlin, ot il a entre autres
comme professeurs Jacobi, Steiner et Dirichlet. Il effectue sa thése a Gottingen sous la direction
de Gauss.

Dans sa these, présentée en 1851, Riemann met au point la théorie des fonctions d"une va-
riable complexe, introduisant notamment le concept des surfaces qui portent son nom.

On lui doit également d’importants travaux sur les intégrales, poursuivant ceux de Cauchy,
qui ont donné entre autres ce qu’on appelle aujourd’hui les intégrales de Riemann. Intéressé
par la dynamique des gaz , il jette les bases de I'analyse des équations aux dérivées partielles
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de type hyperbolique et résout un cas particulier de ce qu’on appelle maintenant le probleme
de Riemann.
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FIGURE B.2 - Joseph Liouville

Né le 24 mars 1809, Joseph est le fils d"un militaire qui survit aux campagnes napoléoniennes
et qui, en 1814, établit sa famille a Toul.

Joseph Liouville est diplomé de 1’école polytechnique en 1827. Deux ans plus tard, il integre
I’école des ponts et chaussées, dont il n’obtient pas le dipldme en raison de problemes de santé
et, surtout, de sa volonté de suivre une carriere académique plutdt qu'une carriere d’ingénieur.

Il obtient le doctorat és sciences mathématiques en 1836 devant la faculté sous la direction de
Simeon Denis Poisson et Louis Jacques Thenard. Aprés quelques années dans diverses institu-
tions comme assistant et comme professeur a I’école centrale (1833, ot il était répétiteur depuis
1831), il est nommé professeur a 1’école polytechnique en 1838. Il obtient une chaire en mathé-
matique au Collége de France en 1850 et une chaire en mécanique a la Faculté des sciences de
Paris en 1857. Il est élu membre de 1’Académie des sciences le 3 juin 1839 (il en sera président
pendant I’année 1870).

A coté de ses réussites académiques, il était un remarquable organisateur. Liouville fonda en
1836 le Journal de mathématiques pures et appliquées appelé parfois journal de Liouville, qui
garde sa haute réputation de nos jours (il est édité depuis 1997 par I'éditeur anglo-néerlandais
Elsevier Science). Il a beaucoup publié dans ce journal, en son nom ou en utilisant le pseudo-
nyme Besge.

11 fut le premier a lire les travaux inédits d’Evariste Galois, en reconnut I'importance et les
publia dans son journal en 1846. Le mathématicien Olry Terquem fut 1'un des célebres auteurs
de son journal. Liouville s'impliqua aussi en politique et fut membre de 1’assemblée consti-
tuante en 1848. Cependant, aprés sa défaite aux élections a la députation en 1849, il quitta la
politique.

D’un point de vue familial, on sait que Liouville a eu deux filles, Céline et Marie
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Solving fractional differential equations

Abtract

In this work we have studied the existence and non-existence of solutions of
nonlinear fractional differential equations. For the study of the existence and
uniqueness the fixed point theory has been applied and for non-existence the
weak formulations and the test function technique have been used.

Our task in this thesis is to detail the demonstrations of certain articles that
treat the subject in order to make them clearer for the readers. For this, we
organized this work as follows:

Chapter 1: In this chapter, we present some basic tools on Laplace and Fourier
transforms and some definitions of special functions useful throughout our
thesis such as: Euler gamma function, beta function, function of Mittag-Leffler
with examples and some interesting properties.

Chapter 2: Chapter 2 is devoted to the definitions of derivatives and fractional
integrals in the sense of Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov and Caputo and
the links between these derivatives with some examples and some
complementary properties as well as their Laplace transforms.

Chapter 3: This chapter is dedicated to the explicit resolution of some
fractional differential and integral equations, for a good understanding and a
good manipulation of the fractional operational calculus.

Chapter 4 : The purpose of this chapter is to study the existence and
unigueness of solutions of some nonlinear fractional differential equations with
integral boundary conditions, using fixed-point techniques.

Chapter 5: This chapter is devoted to the study of the global non-existence of
solutions of nonlinear hyperbolic fractional equations and fractional differential
systems based on the test function method in search of Fujuta-type critical
exponents.



Résolution des équations différentielles fractionnaires

Résumé

Dans ce travail on a étudié I'existence et la non-existence de solutions des équations
différentielles fractionnaires non- linéaires . Pour I'étude de I’existence et I'unicité on
a appliqué la théorie du point fixe et pour la non-existence on a utilisé les
formulations faibles et la technique des fonctions test.

Notre tache dans cette these est de détailler les démonstrations de certains articles
qui traitent le sujet afin de les rendre plus claires pour les lecteurs. Pour cela, nous
avons organisé ce travail de la fagon suivante :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous présentons quelques outils de base sur les
transformées de Laplace et de Fourier et quelques définitions des fonctions spéciales
utiles tout au long de notre these telles que : la fonction gamma d’Euler, la fonction
béta, la fonction de Mittag-Leffler avec des exemples et quelques propriétés
intéressantes.

Chapitre 2 : Le chapitre 2 est consacré pour les définitions des dérivées et intégrales
fractionnaires aux sens de Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov et Caputo et les
liens entre ces dérivées avec quelques exemples et quelques propriétés complémen-
taires ainsi que leurs transformées de Laplace.

Chapitre 3 : Ce chapitre est dédié a la résolution explicite de quelques équations
différentielles et intégrales fractionnaires, pour une bonne compréhension et une
bonne manipulation du calcul opérationnel fractionnaire.

Chapitre 4 : Le chapitre 4 a pour but, I'étude de I'existence et 'unicité de solutions de
guelques équations différentielles fractionnaires non linéaires avec des conditions
intégrales aux limites, en utilisant les techniques du point fixe.

Chapitre 5 : Ce chapitre est consacré a I'étude de la non-existence globale de
solutions des équations et des systemes différentiels fractionnaires hyperboliques
non linéaires basé sur la méthode des fonctions tests a la recherche des exposants
critiques de type Fujuta.





