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Introduction

Un systéeme dynamique discret en 3-D, est justement écrit sous forme générale par :
Xni1 = f(X,) ou f est une application réguliére engendrée par l'itération d’une appli-
cation ou d’un diffémorphisme d’un ouvert de R?® dans lui méme. Par exemple dans les
sciences de vie, deux animaux maéle et femelle d'un type de “lapin” sont mis dans un en-
droit lapiniére chaque mois qui passe en voit que leur nombre croit et la population (les
lapins) est multipliée par un certain parameétre \, le paramétre A définissant les conditions
de vie de cette population. La loi de croissance de cette population s’écrit sous la forme :
X1 = AX,, ou l'indice n indique le temps (numéro d’ordre de mois), le temps est discret
sera donc noté par une variable n qui prend les valeurs entiéres (n€ Z). Le premier état
est X7 = AXo, out X désigne la population initiale ou la condition initiale de I’état de
la population, le second état qui suit immeédiatement le premier est Xo = AX; = A\*Xo,
et ainsi de suite de telle sorte que la n — iéme état est donné par : X,, = \"Xo. On a
donc une croissance exponentielle. Imaginons le nombre de cette population (les lapins)
aprés un an ou deux ans. En mathématiques, une application quadratique en 3-D est un
polynome de degré deux avec un nombre quelconque de variables. Par exemple, le carré
de la distance comprise entre deux points dans un espace euclidien en 3-D, donne une
application quadratique de six variables qui sont les trois coordonnées des deux points.
Les applications polynomiales interviennent dans de nombreux domaines scientifiques :
mathématiques financiéres, géométrie algorithmique, théorie des nombres, théorie des
jeux, biologie moléculaire, statistique, etc., les applications en 3-D n’ont pas été aussi
largement étudiées comme les applications en 2-D, ces derniéres années il y a une aug-
mentation considérable de leurs études [52], [51], [15], [54], [34], [57], [16], [14]. L’une
des raisons importantes pour cet état est le fait que les multi-systémes dynamiques de
dimension (la dimension de I’espace des phases est au moins quatre pour les flots et trois
pour les applications) présentent des dynamiques encore plus riches et complexes qui

sont décidément distinctes du cas de dimensions inférieures. En particulier, ils peuvent



posséder de nouvelles variétés d’attracteur chaotique, appelées

“ wild hyperbolic attrac-
tors ” dans certaines régions de parameétres [34]. Le premier objectif de notre thése est
d’étudier 'existence des conditions suffisantes dans laquelle, I'application quadratique
(2.1) en 3-D possede des orbites bornées ou non bornées, c’est-a-dire nous cherchons les
conditions suffisantes qui satisfaisent les parametres (a;, b;, ¢;), <i<o € R3° dans lesquelles
les orbites de 'application (2.1) sont bornées ou non bornées car la plupart des orbites
chaotiques sont bornées. Le deuxiéme objectif de notre thése a pour but d’étudier a la
fois analytiquement et numériquement les comportement dynamiques de nouvelles ap-
plications qui sont obtenues par des modifications des applications de Hénon en 3-D,
les nouvelles applications sont de types affines par morceaux et sinusoidales, capables
de réaliser des attracteurs chaotiques de type Lorenz, de type Multiples-plies, de type
Lozi et autres nouveaux attracteurs chaotiques. Notre thése est organisée a travers cingq
chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre : On rappellera les principales définitions et notions
générales et spécifiques aux applications discrétes, utilisées tout au long de ce manuscrit
(these) concernant, les points fixes et leurs stabilités, bifurcation, attracteurs, attracteurs
chaotiques, exposants de Lyapunov.

Dans le deuxiéme chapitre : Nous présentons en détail quelques propriétés de ’ap-
plication quadratique (2.1) en 3-D concernant, le 1°" objectif principal de ce travail, c’est
'investigation des régions de paramétres de bifurcations (a;, b;, Ci)ogi < € R3° dans les-
quelles les orbites de ’application (2.1) sont bornées ou non bornées, aussi nous trouvons
les conditions nécessaires et suffisantes de la stabilité asymptotique des points fixes de
I'application (2.1), et nous donnons une preuve stricte et rigoureuse de ’hyperchaoticité
d’une nouvelle application a temps discret en 3-D. enfin, nous proposons une nouvelle
famille d’applications sinusoidales qui présente un comportement chaotique par la méme
route vers le chaos.

Dans le troisiéme chapitre : On citera d’abord les travaux de D. A. Miller, G.

Grassi, S. V. Gonchenko, I. I. Ovsyannikov, J. D. Meiss, D. Turaev, J. C. Tatjar et autres



sur les diffeomorphismes en 2-D et 3-D. Nous parlerons ensuite sur les principales notions
et définitions concernant les applications de Cremona en 3-D, les applications réduite, les
applications Cremona symplectiques et les formes normales des applications quadratiques
en 3-D, et on terminera par une exploration sur les applications de Hénon en 3-D. En
fin nous étudierons le comportement dynamique d’une nouvelle application de Hénon en
3-D.

Dans le quatriéme chapitre : Nous emméne au coeur du 2¢™¢ objectif principal
du travail réalisé, il sera consacré a ’étude des nouvelles applications de Hénon en 3-
D modifiées par fonction affine par morceaux, les points fixes et leurs stabilités et les
bifurcations sont étudiés en détail, le comportement dynamique de base est décrit brie-
vement, I’existence d’attracteurs chaotiques de types Multiples-plies et Lozi, est justifiée
par méthodes numériques.

Dans le cinquiéme chapitre : Toujours au coeur du 2°™¢ objectif principal du
travail réalisé, ce chapitre est consacré a ’étude d’une nouvelle application de Hénon en
3-D modifiée par application réelle bornée, cette nouvelle application réalise de nouveaux
phénomeénes comme l’existence d’une région chaotique. Les points fixes, la stabilité et
la bifurcation, les comportements dynamiques sont décrits avec satisfaction, la structure
dynamique et 'existence d’attracteurs chaotiques de types Lorenz, et d’autres nouveaux

attracteurs chaotiques, sont justifiés par des méthodes numériques.



Chapitre 1

Applications discrétes en 3-D :

Bifurcation et attracteurs chaotiques

Un systéme (application & temps discret ou continue dans le temps) est dit chaotique
lorsque son évolution dans le temps est tellement sensible aux conditions initiales que ’'on
ne peut prédire exactement dans quel état il va se trouver si I’on attend trop long temps.
C’est a dire, des différences infimes dans les conditions initiales (comme des erreurs d’ar-
rondi dans les calculs numériques) entrainent des résultats totalement différents pour de
tels systémes, rendant en général toute prédiction impossible & long terme. Les applica-
tions discretes sont les plus étudiées a cause de la facilité relative de leurs étude, et la
clarté des notions utilisées. En fait, la plupart des méthodes de traitement du chaos sont
appliquées et testées sur les applications discrétes avant de passer aux autres. De ce fait,
elles sont présentées comme une source de chaos de référence dans beaucoup d’études.
Comme exemple les applications quadratiques (application logistique en 1-D, application
de Hénon en 2-D et en 3-D) qui sont principalement des applications discretes dont 1’état

chaotique dépend d’un ou plusieurs parameétres de bifurcation.

Définition 1.1 On appelle application de R?® dans R3 une fonction réelle telle que tout

élément x de R? ait, par cette fonction une image y de R3.



Un systéme dynamique discret (R? N, F') est complétement déterminer par ’applica-

tion F de R3 dans R3 :

Tp1 = F(z,)

ou

F'(z) = FoFo..oFE(x)=f(n), YneN et F°=id.
——

n — fois

Dans un langage plus prosaique, l'application F' est appelée récurrence, itération
ou transformation ponctuelle. Si le systéme dynamique discret est inversible, ’égalité

précédente reste vraie pour n € Z.

1.1 Stabilité locale

De maniere générale, la notion de stabilité joue également un réle en mathématiques
et en mécanique, dans les modeéles économiques, les algorithmes numériques, la mécanique
quantique, la physique nucléaire, etc.

Soit f : R® — R3 une fonction réelle définie une application discréte, soit D f(xg) sa
matrice Jacobienne évaluée au point fixe xo de 'application f, pour simplifier les notions
de la stabilité locale du point fixe zy on introduit la notion de multiplicateur et pour

caractériser la nature de ce point fixe nous donnons les définitions :

Définition 1.2 Les valeurs propres du jacobien D f(xg) sont appelées multiplicateurs

caractéristiques de f en xg.

Définition 1.3 Si ses multiplicateurs caractéristiques sont tous de module strictement

inférieur a 1, alors le point fixe xog de f est dit asymptotiquement stable.
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Fic. 1-1 — Exemple : Un point fixe non hyperbolique d’une application discréte en 3-D.

Cette condition de stabilité sur les multiplicateurs caractéristiques n’est pas néces-
saire, elle n’est que suffisante. On a aussi la condition suffisante (mais non nécessaire)

d’instabilité suivante :

Définition 1.4 Si ['un des multiplicateurs caractéristiques et de module strictement su-

périeur a 1, alors le point five xo de f est dit instable.

Définition 1.5 Si ses multiplicateurs sont tous de modules différents de 1, alors le point
fixe xg de f est dit hyperbolique. St certains sont strictement inférieurs et d’autres stric-

tement supérieurs en module que 1, alors le point fixe xoq de f est un point selle.

1.1.1 Bifurcation (Route vers le chaos)

La théorie de la bifurcation étudie le changement que subit une application sous
la variation d’'un parameétre ou plus donc la bifurcation signifie un changement dans
le comportement qualitatif d’une application (un systéme), suite a une variation d’un
paramétre de l'application. Ce changement se produit & des points particuliers appelés

points de bifurcation. Par exemple déstabilisation d’un point fixe stable, apparition ou

11



disparition d’un cycle ou d’un attracteur. La valeur pour laquelle la bifurcation se produit
est nommeée le point de bifurcation. Notons que la transition vers le chaos s’opére selon
des bifurcations, il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point fixe au
chaos. On constate dans tous les cas que I’évolution du point fixe vers le chaos n’est

progressive, mais marquée des changements discontinus qu’on a déja appelés bifurcation.

1.1.2 Différents types de bifurcations réguliéres

Dans cette section, on considére trois types de bifurcations locales : La bifurcation
de doublement de période, la bifurcation point selle (ou noeud-col) et la bifurcation de
Neimark. Ces bifurcations sont locales car elles peuvent étre analysées par la linéarisation
de I’ application au voisinage d’un point fixe ou d’un cycle limite. Tous les types de bifur-

cations étudiées correspondent toujours a |A;| = 1 (ou \; représente les multiplicateurs)

Bifurcation flip ou doublement de période (A = —1)

Cette bifurcation a lieu lorsqu’un des multiplicateurs est égales & —1. Un cycle d’ordre
k qui subie cette bifurcation va changer de nature et créer un cycle d’ordre 2k de la méme
nature. C’est-a-dire, un point fixe stable d’ordre 1, par exemple, devient instable en méme

temps que I'apparition d’un cycle d’ordre 2 stable.

Bifurcation fold ou nceud-col (A = +1)

La bifurcation A = +1 correspond & la situation ot I'un des multiplicateurs est égale
a +1. Ce type de bifurcation donne naissance & deux cycles d’ordre £ en méme temps,

I'un est attractif et autre est instable.

Bifurcation de Neimark (\ = ¢*%)

Cette bifurcation se produit lorsque la matrice Jacobienne posséde deux multiplica-

teurs complexes conjuguées \; = o et de plus |Xiz12| = 1.

12



Fi1c. 1-2 — Exemple : Diagramme de bifurcation de I’application de Hénon (3.8) obtenu
poura=0,c=09et —0.7 < b < —0.5.

1.1.3 Diagramme de bifurcation

Le diagramme de bifurcation est un tracé des points de ’état stationnaire du systéme
en fonction du parameétre du controle (ou bifurcation). Les graphiques qui explicitent
ces bifurcations, sont logiquement appelés diagrammes de bifurcation. Typiquement, on
choisit un état variable et on trace la valeur limite de celui-ci en fonction d’un seul
parametre de controle. Pour les systémes discontinus, on trace simplement les valeurs
successives d'un état variable. Un diagramme de bifurcation résume l'information sur
I’espace d’état et la variation en fonction du parameétre peut étre visualisée. La transition

d’un état stationnaire vers le chaos peut étre observée.

1.2 Attracteurs chaotiques

Dans la littérature on trouve plusieurs définitions d’attracteurs. En général, un attrac-
teur est défini comme une sous-partie fermée de I’espace des phases qui "attire" toutes

les autres orbites vers elle.
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1.2.1 Attracteur

Définition 1.6 [26] Soit (R3, f) un systéme dynamique discret, une sous-partie A de R?
est appelée attracteur si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

1. A est fermée;

2. A est positivement invariante ;

3. A est attractive, c’est- a- dire, il existe un voisinage ouvert U de A tel que :

(a) U est positivement invariant ;

(b) U est attiré par A :Vu e U Jim d(f(u), A) = 0.

Bassin d’attraction

On rappelle que tout voisinage ouvert qui satisfait les conditions 3.a et 3.b dans la
définition sous-dessus est appelée voisinage attiré par A. Il faut remarquer que bien qu’il
existe un voisinage attiré U, on ne peut pas affirmer qu’il est unique : en effet A peut
admettre plusieurs voisinages attires par lui-méme. Le Bassin d’attraction est I’ensemble
des points de I’espace des phases qui subissent le phénomeéne d’attraction. Les trajectoires

de ces points évoluent toutes vers 'attracteur.

Définition 1.7 On appelle bassin d’attraction B(A) de A le plus grand des tels voisi-
nages attirés, c’est-a-dire : B(A) = U {U € P(R?) : U est un voisinage attiré par A} .

Propriétés d’un bassin d’attraction :
1. Le comportement qualitatif d’un systéme dynamique dépend fondamentalement du
bassin d’attraction.

2. La frontiére d’un bassin peut étre lisse ou fractale, la fractalité est une conséquence

du mouvement chaotique des orbites sur la frontiére.

3. Les frontiéres d’'un bassin peuvent étre des types qualitativement différents. Par
exemple la nature d’un bassin peut changer a partir d’une courbe simple lisse & un

autre fractale. Ce phénomeéne est appelé métamorphose (voir [15]).
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Différents types d’attracteurs

Comment distinguer un phénomeéne chaotique d’un phénoméne aléatoire? C’est la
question que se posent les physiciens lorsqu’ils sont confrontés au comportement chaotique
d’un systéme. Il existe trois types d’attracteurs qui caractérisent 1’évolution de systémes
non chaotiques, et ils peuvent étre de trois sortes : Les points fixes, les cycles limites

(orbites périodiques) et les cycles limites (quasi-périodiques).

1.2.2 Attracteurs chaotiques

Jusqu’en 1963 on ne connaissait que trois types d’attracteurs : le point fixe, le cycle li-
mite et le tore. Le tracé représentant 1’évolution d’un systéme chaotique dans I’espace des
phases en fonction du temps se comporte de maniére «étrange» par rapport aux attrac-
teurs des systémes simples comme nous ’avons vu plus haut. C’est pourquoi D. Ruelle
I’a nommé «attracteur étrange». Un attracteur est dit étrange ou chaotique lorsque les
points le constituant générent des trajectoires sensibles aux conditions initiales. Un at-
tracteur chaotique est généralement associé a l’existence d’une infinité de trajectoires

instables de tous ordres.

Définition 1.8 Soit A est un attracteur de R3, on dit que A est un attracteur étrange
si il est chaotique (A vérifié la notion de sensibilité aux conditions initiales), un lecteur

intéressé pourra consulter [15].

Différents types d’attracteurs chaotiques

Nous rapportons une classification des attracteurs chaotiques des systémes dyna-
miques non linéaires. En régle générale, a I'heure actuelle, les attracteurs chaotiques

peuvent étre classés en trois catégories principales [15] :

Attracteur hyperbolique Les attracteurs hyperboliques sont des ensembles-limites

pour lesquels "I'axiome A" de Smale est satisfait, c’est-a-dire les attracteurs hyperboliques

15



sont structurellement stables. Les orbites périodiques et les orbites homoclines sont denses
et de mémes types de selles, les variétés stables et instables ont la méme dimension et elles
se coupent transversalement. Généralement, la plupart des systémes physiques connus
n’appartiennent pas a la classe des systémes hyperboliques. D’autre part, les attracteurs

chaotiques hyperboliques sont robustes (structurellement stable).

Attracteur de type de Lorenz les attracteurs de types de Lorenz ne sont pas struc-
turellement stables, mais leurs orbites homoclines et hétéroclines sont structurellement
stables (hyperboliques), et aucune orbite périodique stable apparait sous les petites va-
riations des paramétres de bifurcation, comme par exemple dans le systéme de Lorenz

lui-meéme [15].

Quasi-attracteurs Les quasi-attracteurs sont des ensembles-limites consistent des or-
bites périodiques des types topologiquement différents, et des orbites structurellement
instables. Par exemple, les attracteurs générés par le circuit de Chua [33]. On note que
ces types sont plus complexes que les deux attracteurs précédents et donc ne conviennent
pas pour certaines applications potentielles comme “la sécurité de la communication”.

Pour plus d’informations sur ces types d’attracteurs chaotiques, voir [15].

1.3 Exposant de Lyapunov

La sensibilité aux conditions initiales généralement appelée ‘“I’effet papillon” a été
popularisée par le météorologue Edward Lorenz [12]. Elle se caractérise par le fait que
la distance entre deux trajectoires de phase initialement voisines, tend & augmenter de
maniére exponentielle au cours du temps. Le mathématicien russe Alexander Lyapunov
[3] s’est penché sur le phénomeéne de sensibilité aux conditions initiales et a proposé une
grandeur permettant de la quantifier. Cette grandeur est appelée "exposant de Lyapu-
nov". On dit que 'on a la propriété de sensibilité aux conditions initiales, si au moins un

des exposants de Lyapounov est strictement positif. En outre, ’exposant de Lyapunov
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Fic. 1-3 — Exemple : Variation de ’exposant de Lyapunov de l'application de Hénon
(3.8) obtenue pour a =0, ¢ = 0.9 et —0.7 < b < —0.5.

permet de caractériser quantitativement le caractére chaotique d’un systéme dynamique.
Pour les systémes discrets, les exposants de Lyapunov sont définis dans [8], [17] comme
suit :

On considére le systeme discret :
Xot1 = f(Xn), Xn €R®n=0,1,2, ... (1.1)

ou la fonction f : R? — R3, est un champ de vecteurs (ou difféomorphisme) associé du

systéme (1.1). Soient J (X,,) sa Jacobienne en X,, € R*, n =10,1,2, ... et la matrice :
Ty (Xo) =J (Xy_1)J (Xn_2) ... (X1)J(Xp).

D’autre part, soit J;(Xo, V) le module de la valeur propre ¢ éme de la matrice produit
Ty (Xo),0oui=1,2,3. et N=0,1,2, ...
D’apres ce qui précéde nous avons la définition :

Définition 1.9 les exposants de Lyapunov du systéme discret en 3-D de la trajectoire

17



1ssue du point Xy sont définis s’il existe par :
l; (Xo) = In (N lim JZ-(XO,N)11V> i=1,2,3. (1.2)
— 400

Dans certaines situations, il est important d’estimer la borne inférieure et la borne su-
périeure des exposants de Lyapunov d’un systéme dynamique donné en 3-D. Des résultats

intéressents pour les applications discrétes ont été donnés par [8], [17] :

Théoréme 1.1 Si l'on considére le systeme X, 11 = f(X,), X, € QCR3 n=0,1,2,...

tel que

1D (@) = 1]l = v/ Amax (JTJ) < N < 400,

et que la plus petite valeur propre de J*'J satisfait
Amin (JTJ) > 60> 0,

ot N2 > 0, alors pour tout X, € Q, tous les exposants de lyapunov au point X, sont

situés a l'intérieur de lintervalle [%, In N } , C’est-a-dire

In@
DT <1;(Xo) <InN, i=1,2,3.

ot l; (Xo) sont les exposants de lyapunov de l'application f, et ||.|| est la norme euclidienne

de R3.
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Chapitre 2

Propriétés d’applications discrétes

quadratiques en 3-D

L’application discréte quadratique en 3-D est un couple (R3, f), formé par I'espace
R3 appelé espace des phases et f un diffeomorphisme en général, appelé application
récurrence, dans ce travail nous nous intéressons au cas ou la variable temporelle est
discréte. Dans ce chapitre on étudiera certaines propriétés trés importantes dans 1’étude
des applications quadratiques (2.1) en 3-D. Le contenu de ce chapitre a fait 'objet de

trois publications internationales [42], [43], [41].

2.1 Classification des orbites

Dans les domaines mathématiques et physique, les systémes chaotiques sont des sys-
temes dynamiques qui, bien qu’étant en principe déterministes, présentent des compor-
tements complexes, extrémement sensibles aux conditions initiales et paraissant désor-
donnés. De plus, les trajectoires d’'un systéme chaotique dans ’espace des phases sont
bornées et imprévisibles (imprédictibles). Dans cette subsection nous examinons les do-
maines des paramétres (a;, b;, Ci)ogigg € R dans lesquelles les orbites de 1’application

(2.1) sont bornées ou non bornées. Nous utilisons I'idée de la non existence des points
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fixes [17]. Notons aussi que le nombre de points fixes dépend principalement de la forme
de P'application (2.1) et 'ensemble des coefficients (a;, b, ¢;)<;<q- L'existence des orbites
bornées joue un roéle trés important dans I’étude des systémes dynamiques, car la plupart
des orbites périodiques, quasi-périodiques et les orbites chaotiques sont bornées. D’autre
part dans plusieurs cas de l'application (2.1), s’il n’y a pas de points fixes donc, il n’y a
pas de chaos, et s’il existe des points fixes, alors il existe des domaines qui contiennent
les orbites bornées et des domaines contiennent les orbites non-bornées.

La forme générale de ’application quadratique en 3-D est donné par :

fi(z,y,2) = ag + a1x + asy + azz + asx* + asy? + agz® + arry + agrz + agyz
f(x,y,2)= fo (2,9, 2) = by + iz + boy + b3z + byx? + bsy? + bg2? + bray + bgwz + beyz

f3(x,y,2) = co + 17 + oy + 32 + 42 + c5y® + c62% + cray + sz + coyz
(2.1)

tel que (ay, by, Ci)0§i§9 € R3 sont des parameétres réels, appelés les parameétres de bifur-

cation.

2.1.1 Orbites non bornées

Tout d’abord, un point fixe (x, y, z) de application (2.1) doit satisfaire simultanément

les égalités suivantes :

Ao + a1 + asy + asz + asx? + asy?® + agz® + arry + agrz + agyz = x
bo + bz + bay + b3z + byw® + bsy? + bgz? + bray + bgrz + boyz =y

Co+ 1T + Yy + 32 + c4x2 + c5y2 + 0622 + CrxY + C3TZ + CoYz = 2

lapplication (2.1) ne posséde pas de points fixes si I'une des inégalités est vérifiée,

20



pour tout (z,y,z) € R3 :

asr® + (a1 + azy + agz — 1)x + asy + azz + a5y2 + agz® + agyz +ag # 0
byx® 4 (by + byy + bgz — 1)x + boy + bgz + bsy® + bgz® + boyz + by # 0

ca? + (c1+ cry + csz — 1)x + coy + c32 + c5y2 + g2 + coyz +cog # 0
d’ou

asr” + (a1 + ary + asz — 1)z + agy + asz + azy® + agz” + agyz + a9 > 0.....(1)
asx”® + (a1 + azy + agz — 1)z + agy + a3z + a5y’ + a2’ + agyz + a9 < 0....(2)
by + (by + bry + bgz — 1) + byy + bsz + bsy® + bz + boyz + by < 0.....(3)
by + (b + bry + bgz — 1)x + byy + sz + bsy” + bz + boyz + by > 0.....(4)
ca® 4 (e1 + cry + g2 — D)o+ oy + 32 + esy” + c62” +coyz o < 0.....(5)

( ) )

c4$2+ c1+cry+cgz—1 x+02y+03z+c5y2+06z2+09yz—|—co > 0.....(6

Nous cherchons les conditions suffisantes de ’existence des orbites non bornées, supposons
nous comme exemple l'inégalité (1) f; (z,y,2) > x, soit xy > 0 alors on a pour tout
entier k, fi (zk, Yk, 2x) > T Cest-a-dire xpy > Tp > Tp_1 > ... z9 > 0. Considérons
la distance euclidienne d(zy,0) = ||zg|| = z) représente la mesure de la distance entre
le premier composant x; de Iapplication (2.1) et lorigine O de la droite réelle. D’ou
on a d(zgs1,0) > d(xg,0) > d(zk_1,0) > ....d(z,0) > 0, alors il existe un nombre
réel 0 strictement positif, tel que d(zy,0) = d(z_1,0) + § ce qui implique d(z,0) =
d(xg,0) + (k 4+ 1)d. Alors on a limyg_;e0d(xg,0) = +00. Si 2y < 0 on utilise la méme
méthode.

Le discriminant A; de (1) est :

Ay = (a1 + ary + agz — 1)? — day(agy + asz + asy® + agz® + agyz + ag) (2.2)
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'inégalité (1) est vérifiee pour tout (z,y,z) € R? si et seulement si A; < 0 et ag > 0

pour tout (y, z) € R? il vient

ag > 0
(2.3)
fy? + pioy + iz < 0.....(%)
ou
py = a2 — dayas
fia = 2[(aras — 2a4a9)z + az(ar — 1) — 2a2a4] (2.4)
py = (a3 — dagag)z® + 2(ayag — 2azaq — ag)z + (a1 — 1)? — dagay

le discriminant Ay de () est :

Doy = 15 — 4puy i (2.5)

L’inégalité (*) est vérifice pour tout (y, z) € R? si et seulement si Ay < 0 et p; < 0 pour

tout z € R, il vient

a? — 4asas < 0 (26)

w12% 4+ wez + w3 < 0.....(*x)

le discriminant Az de (*x) est :
A3 = w% - 4&]1&]3
'inégalité (xx) est vérifiée pour tout z € R si et seulement si Az < 0 et wy < 0, il vient

agai + asai + asai — dagasag — azagag < 0 @7)
w3 — dwiws <0

n iqu méme mé i- u ur utr . Té ui précéde, nou
On applique la méme méthode ci-dessus pour les autres cas. D’apreés ce écede, nous

avons prouvé le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 Si (a;,bi, i)ycicg € = UZLS; C R, alors toutes les orbites de 'ap-

plication (2.1) ne sont pas bornées.
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ou (S;)1<i<e sont les sous-ensembles suivants :

Sli

SQI

551

S62

et

wy = 16ay(asa? + asa? + agai — 4asasaq — aragag)

;

2
a7
ag >0, a5 > =
aga? + asai + asai — dasasas — azagag < 0
2
w; — 4wiws <0
a?
as <0 ,a5 < Ta;
agag + a5a§ + a4a§ — daqasa6 — a7agag > 0

w3 — dwws < 0

5
4by

bﬁbg + b5b§ + b4bg — 4bybsbg — bybgbg < 0
V5 — 4113 <0

by >0 ,b5 >

by <0 ,b5 < %
b6b$ + b5b§ + b4b¢3 — 4b4b5b6 — b7bgbg >0
)y — 41195 <0

2
Ci
cs >0 ,c5 > é
C6CE + C5CE + 4¢3 — 4cqcsce — cregcg < 0

& — 46,6 <0

ce;c% + c5c§ + c4c§ — 4deycscq — creglg > 0

€5 — 4,6, <0

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

wy = 16a4(aza2 — 4azaqas + 2a1asas — a1a7ag + 2a9a4a9 — aza7a8 — 2azag + azag)

w3 = 16a4(apa? + alas + aday — dagasas — ajasay — 2ayas + azar + as)
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et

1y = 16b4(bsb2 + bsb3 + byb: — 4bsbsbg — brbsgbo)
hy = 16b4(b3b2 — 4b3babs + 2b1bsbg — bybrbg + 2bybybg — babrbg — 2bs5bs + brbg)

1y = 16b4(bb2 + b2bs + b2by — Abobsbs — bybabr — 2b1bs + boby + bs)
(2.15)

et

£, = 16¢4(ceC% + c5C2 + c4ch — degescs — crescy)
£y = 16¢4(c3¢2 — 4escacs + 2010508 — €107Co + 209C4Co — CoCrCg — 2058 + +CrCy)

&5 = 16¢4(coc? + cies + cacy — 4egeacs — c1cacy — 2¢105 + Cacr + C5)

(2.16)
2.1.2 Orbites bornées
On considére les sous-ensembles de R3° :
¢ .
Sll tag <0
- a2
812 tay < ﬁ (217)

513 : CLGCLg + a5a§ + CL4CL3 — daqasae — ayagag > 0

S_M:w§—4w1w3>0

So1 i ay >0

- 2
522 > as > 27
' das (2.18)
So3 : aga? + asa: + asa? — dagasag — aragag < 0

S_M:w§—4w1w3>0

5313b4<0
R b2
5321b5<ﬁ

o (2.19)
533 : b@b% + b5b§ + b4bg — 4b4b5b6 — b7b8b9 >0

S3a1 0 — 43 > 0
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S4lib4>0

_ 2
b7

S42 : b5 > Is (2 20)
S+ bb2 + bsb2 + bab? — Absbsbs — brbghy < 0

5_44:w§—4¢1¢3>0

5_51 ey <0
T c?

52 1 C5 < g7 (2.21)
Ss3 1 CeC2 + 52 + 4¢3 — degesce — cregey > 0

5_54553_45153>0

5_61 ey >0
g cf

62 : C5 > 1.0 (2.22)
Se3 : C6C2 + 52 + 4t — deyescg — cregy < 0

Soa 1 &5 — 46165 > 0

Alors on a
S = U=, i=1,2,3,4,5,6 (2.23)

J=1

tels que, les sous-ensembles (S;), ., sont les complémentaires dans R*® des sous-ensembles

1<i

<
(Si)1<i<¢ donnés par (2.8), (2.9), (2.10), (2.11), (2.12) et (2.13). D’aprés ce qui précede,

nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 2.2 Si (a;,b;, ¢;)ge;c € Q= NS U2 S;; € R®, alors il y a une possibilité

de Uezistence des orbites bornées de 'application (2.1).

Ici, ensemble Q est le complémentaire de 'ensemble Q dans R3°.
Exemple : Comme exemple, nous examinons les régions des paramétres de bifurca-
tion a,b et ¢ d’une fagon que les orbites de 1’application (2.24) soient bornées ou non

bornées.
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L’application de Hénon (2.24) en 3-D [15] est bien définie par :

T Y
fly2)=1 75 |= z (2.24)
Z a+bxr +cy — 22

Nous étudions le nombre de points fixes, un point fixe de I'application (2.24) est la solu-
tion réelle de 'équation f (z,y,2) = (z,y, z) par conséquent on doit résoudre I’équation
(y,z,a + bx + cy — 2%) = (x,y, 2), alors on a I'équation —2% + (c+b— 1)z +a = 0, son
discriminant est A = (¢ + b — 1)? + 4a.

1. Si A <0 c’est-a-dire (c+b—1)2+4a < 0 on obtient a < —W, donc 'application

(2.24) ne possede pas de point fixe.
2. Si A > 0 c’est-a-dire (c+b—1)?+4a > 0 on obtient a > —W, alors 'application

(2.24) admet au moins un point fixe.

o (c+b—1)2

1 alors nous nous permettons d’énoncer le théo-

Si nous posons Ay (b, c) =

réme suivant :

Théoréme 2.3 a) Sia < Ay(b,c) alors, toutes les orbites de l'application (2.24) ne sont
pas bornées.
b) Sia > Ag(b,c) alors, il y a une possibilité de [’existence des orbites bornées de

Uapplication (2.24).

Nous testons numériquement les résultats analytiques ci-dessus. Les régions des or-
bites bornées et non bornées sont obtenues de Iapplication (2.24) pour b = 0.7, et
—6 < ¢ < 6, elles sont représentées dans Fig.2-1, ou (C') est la courbe d’équation
(C):a= —M. D’autre par, s’il existe des points fixes, c’est-a-dire a > —W,
alors, il existe des domaines contenant toutes les orbites bornées, c’est-a-dire il est pos-

sible d’existe des attracteurs chaotiques de différents types pour 'application (2.24), car

Iexistence d’attracteurs chaotiques sans points fixes est rarement le cas.
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F1G. 2-1 — Les zones des orbites non bornées et bornées dans le plan (a; ¢) de 'application
de Hénon (2.24).

Choisissons les parameétres a = 0,c¢ = 0.9, et b = 0.68, application (2.24) possede
deux points fixes P;(0,0,0) et P»(0.58,0.58,0.58). Les valeurs propres de la matrice Ja-
cobienne au point P; sont : A\; = —0.604633 — 0.443558i, Ay = —0.604633 + 0.4435581,
et A3 = 1.20927, alors ‘)\i(izlg)} < 1 et |A3] > 1 dans ce cas le point fixe P; est selle, les
exposants de Lyapunov correspondants sont : [y, = Lo, = —0.287838 et L3 = 0.190017.
Les valeurs propres de I’équation caractéristique de la matrice Jacobienne de I’applica-
tion (2.24) au point P, sont : A\; = —1.45739, Ay = —0.550375, et A3 = 0.847764, alors
Al > 1 et ‘)\i(izg,g)‘ < 1, par conséquent le point fixe P, est selle, les exposants de
Lyapunov correspondants sont L; = 0.376647, Ly = —0.597155 et L3 = —0.165153. Deux

attracteurs de Hénon en 3-D de 'application (2.24), sont représentés en Fig.2-2.

2.2 Stabilité des points fixes

Dans cette section nous présentons le critere qui détermine rigoureusement les do-

maines des parametres (a;, b;, ¢;)y<;cq € R3% dans lesquels les points fixes de I’application
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F1G. 2-2 — Attracteurs chaotiques de 'application (2.24) de Hénon en 3-D dans le plan
x —y. (a) pour a = 0,b=0.68 et ¢ = 0.9. (b) pour a = 0.13,b = 0.85 et ¢ = 0.65.

(2.1) soient asymptotiquement stables. En regle générale, le chaos peut apparaitre dans
l’application (2.1) s’il y a au moins un point fixe qui n’est pas asymptotiquement stable,
c’est-a-dire qu’il doit étre un point fixe selle ou un point fixe instable. D’autre part les
points selle sont un cas composé des valeurs propres de module inférieur et supérieur de
I'unité. Ils sont donc & la fois des points stables et instables, cette dualité est la source
de comportements plus complexes comme les points homocliniques.

Nous appliquons le critére de Schur-Cohn-Jury [45] pour obtenir les conditions néces-
saires et suffisantes satisfaisant par les coeflicient (a;, b;, ¢;), <i<o € R3Y. dans lesquelles les
solutions du polynéme caractéristique de 3¢ degré (2.26) sont asymptotiquement stables,
c’est-a-dire les solutions sont a 'intérieur du cercle d’unité, le critere de Schur-Cohn-Jury

est :

Critére 2.4 Les zéros du polynome caractéristique P(N) = bs\> + baA? + b\ + by sont &
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[intérieur du cercle d’unité si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

|bo| < b3
P(+1)=bg+by+by+bp>0
P(—=1)=—=bs+by—by+by <0
b2 — b2 < boby — bybs

\

ot by, by, by et bg sont des nombres réels et by > 0.

Utilisons le critére (2.4) pour déterminer le comportement asymptotique des points
fixes du systéme non linéaire discret (2.1). La matrice jacobienne de I'application (2.1)
a1 Qr2 a3

en un point fixe. est A = | a9, a9y as3 |, le polynome caractéristique de la matrice

gy Qaz2 0433
jacobienne calculé en un point fixe est un cubique et prend la forme :

P(A) = N —tr(A)N* + mp(A)X — det(A) (2.25)

Dont les coefficients dépendent de la matrice A = [a;;] : Sa trace tr(A), son déterminant
det(A), et la deuxieme trace mp(A).

Posons :

a=tr(A) = an + az + ass
c=mp(A) = aj1a92 — a12a91 + A11G33 — A31013 + 22033 — 32023

b= det(A) = G11(a22a33 - a32a23) - a12(a21a33 - CL316L23) + CL13(CL21CL32 - G31a22)
(2.26)

Pour déterminer les conditions de stabilité des points fixes, nous appliquons le critére [45]
(équivalent aux conditions [55]). Notons que le polyndome caractéristique de la matrice
Jacobienne maintenant est un cubique qui prend la forme : P3(\) = A\* — a)\® 4 ¢\ — b,
les valeurs propres de P3 en un point fixe S(xg,yo,20), sont appelées multiplicateurs

caractéristiques de P3 en S(zg, Yo, 20). Le critére 2.4 affirme que tous les multiplicateurs
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caractéristiques ont un module inférieur a 1 si les conditions suivantes sont vérifiées :

Critére 2.5 Le point fixe S(xo,yo, 20) de Uapplication (2.1) est asymptotiquement stable

si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

b < 1
l—-a+c—b>0
(2.27)
l+a+c+b>0
\ 1—0®>c—ab
ou
a = aiq -+ 929 -+ ass
C = Q11022 — Q12021 + 411033 — 431013 + (22033 — G32023 (2-28)
b= a11(a22a33 - CL32CL23) - CL12(CL216L33 - Cl310l23) + a13((l21(l32 - a31a22)
et les fonctions indiquées par a;; : R* — R sont définies par
(
aj; = ay + 2a4% + aryo + agzo
a2 = ag + 2asYo + arxo + agzo
a3 = a3 + agrgy + 2@620 + aglYo
as1 = by + 2bswo + bryo + bszo
Q99 = b2 -+ 2b5y0 + b7l’0 + ngo (229)

93 = b3 + bgl’o + 2b620 + bgyo
az; = ¢1 + 2¢4x0 + C7Yo + 820

azy = ¢y + 2¢5Yo + 7o + C920

[ a33 = C3 + sy + 2c620 + CoY,.

2.3 Comportement hyperchaotique

Le terme “Hyperchaotique” a été introduit par Rossler [44], la génération hyperchao-

tique garantie par deux ou plusieurs exposants de Lyapunov positifs. Pour les systémes a
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temps continu, le comportement hyperchaotique n’existe pas que dans les systémes auto-
nomes de dimensions n (n > 4), et il existe uniquement dans les systémes & temps discret
en dimensions n (n > 2) [10],[18],[19]. Le comportement hyperchaotique est un sujet qui
attire depuis peu une attention considérable en raison de ses applications théoriques et
pratiques dans divers champs comme, les circuits, les communications [31],[46] etc.
Dans cette section, nous donnons une preuve rigoureuse de ’hyperchaoticité d’une
nouvelle application & temps discret en 3-D, en utilisant la définition 1.8 de ’exposant de
Lyapunov le plus grand celui est le test stricte et le plus usuel du comportement chao-
tique et hyperchaotique. D’autre part, quelques formules des exposants de Lyapunov des
applications quadratiques en 3-D existent dans [16]. Le calcul des exposants de Lyapunov
de la forme générale de Papplication quadratique (2.1) en 3-D semble ici assez difficile et

trés compliqué. La matrice jacobienne de 'application (2.1) en point (z,y, z) est :

a1 + 2a47 + azy + agz  as + 2a5y + arx + agz  as + asx + 2a6z + agy
J (33, Y, Z) = bl + 2b4$ + b7y + ng b2 + 2b5y + b7l’ + ng bg + bgl’ + 2b62’ + bgy

1+ 2¢c4x + cry + gz co + 2c5y + crx 4 c9z 3 + 3T + 2062 + coyy.
(2.30)

Si,a2:a4:a6:a7:a8:a9:0,b1:b3:b4:b5:b7:b8:b9:0,
€1 =C =C =c¢C; =Cg = C7 = Cg = cg = 0, il est possible de calculer analytiquement
les exposants de Lyapunov de Iapplication discréte (2.32) en 3-D qui n’est pas étudié

auparavant, elle est définie par les équations suivantes :

ap + a1, + azz, + a’5yT2L
f (xna Yn, Zn) = b() + bgyn + bﬁzfl (231)

Co + Cc3zy,

la jacobienne est

ar 205y, a3
J (-Tna Yn, Zn) = 0 bo 2bg 2y, (232)
0 0 Cs
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nous obtenons la matrice Ty (X)) :

Oyn_1 Oyn—_2 dyo

ay 2as oy as a1 2as oy as a1 2as By as
Tn(Xo)=1] 0 by  2p222 0 by 2622 || 0 by 2b%0
0 0 C3 0 0 C3 0 0 c3
(2.33)
Apres la simplification nous obtenons :
a¥ A B
Iy (Xo)=1 0 b)Y C (2.34)
0 0 ¥

tels que A, B et C sont les éléments de la matrice (2.35), carrée triangulaire supérieure,
il n’y a aucune importance de calculer les éléments A, B et C, alors les valeurs propres

de T (Xp) sont données par :

(51 = (Iiv
6y = bY
53 = Cév

donc on obtient

Jl (Xo,N) = |51| = !CLJIV|
JQ (X[),N) - ’(52’ - |bé\7|
J3 (Xo, N) = 03] = |¢5|
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Alors, les exposants de Lyapunov [; (X;) sont définis par :

I (Xo) = ln( lim Jl(Xo,N)Jif)zln( lim {ajlv|1{’>:ln|a1|

N-—+0c0 N—+00
lh(Xo) = In (Nirgmjz(XO,N)fv) —In (Nl_i{rim!bé\f!’lv) — In |by|

2z~

Is(Xo) = In (Nirgmjg(xo,N)ﬁ) = In (Nirgm|cévl ) = In |3

Finalement, on a démontré les deux théorémes suivants :

Théoréme 2.6 L’application (2.32) est chaotique au sens de l’exposant de Lyapunov le

plus grand, si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

|(l1| > 1, |b2| <1, |03| <1 (235)
|(l1| <1, |b2| > 1, |03| <1 (236)
|CL1| <1, ’b2| <1, ‘Cg| > 1 (237)

Théoréme 2.7 application (2.32) est hyperchaotique au sens de l’exposant de Lyapu-

nov le plus grand, si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

|CL1| > 1, |b2| > 1, |Cg| <1 (238)
|CL1| > 1, |b2| < 1, |Cg| >1 (239)
|(11| <1, |b2| > 1, |03| > 1 (240)

Traitons un exemple de I’étude analytique ci-dessus. En effet, nous choisissons les
paramétres : ag = 0,a7 = 3,a3 = 0,a5 = —1,bp = 1,by = 2,bs = —1,¢9 = 1/2 et
c3 = —1/2. Dans ce cas I'application (2.32) présente un comportement hyperchaotique,
car il admet deux exposants de Lyapunov positifs L; = 1.098, Ly, = 0.693, et un seul
exposant Lyapunov négatif L3 = —0693. Car, le seul point fixe de 'application (2.32) est
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16
3.3 0
Je=10 2 2 (2.41)
00 —3

et son polynome caractéristique est Pg(A) = (3 — A)(2 — A)(—3 — A). Par conséquent, le

point E est un point fixe selle sous les parameétres sélectionnés.

2.4 Doublement de période route vers le chaos

Nous proposons une nouvelle famille d’applications discrétes sinusoidales en 3-D, de
douze parametres de bifurcation a , b et a;(,_, ) cette famille présente des attracteurs
chaotiques par le méme doublement de période route vers le chaos. Ce phénoméne de
physique est justifié par méthode numérique.

Nous considérons la nouvelle application sinusoidale discréte en 3-D, définie par :

T acosxT
y | = bsiny (2.42)
z f(z,y,2)

ou f(z,y,2) = ag + a1x + asy + azz + a4 + asy® + agz® + arxy + agrz + agyz et

(a,b,a;),.,., € R'? sont les parametres de bifurcation et (z,y,z) € R? sont les variables
d’état. D’autre part 'application associée de la nouvelle application discréte sinusoidale
en 3-D (2.44) est continue et différentiable sur R3. Pour le cas (2.45) 'application (2.44)
est bijectif et de classe C°°(R?).

A ce jour, on a distingué au moins trois routes vers le chaos ou transitions dans les-
quelles une application discréte non linéaire peut devenir chaotique si un parameétre du

controle (bifurcation) externe est varié. Toutes ces routes peuvent étre vérifiées expéri-

mentalement et montrent un comportement universel fascinant. Par exemple 'attracteur
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chaotique de la fameuse application de Hénon en 2-D [39] est obtenu & partir d’une route
de doublement de période vers le chaos, et l'attracteur chaotique de Lozi [33] est obtenu
a partir d’une collision de frontiére route vers le chaos.

Avec les mémes conditions initiales zo = 0.25, yo = 0.2, zg = 0.02 et les parameétres
de bifurcation a = 2.64 et b = —3.66 les comportements dynamiques de ’application
(2.44) pour tous les cas (2.45) jusqu’a (2.50) sont vérifies numériquement. Fig.1 montre
le diagramme de bifurcation de 'application proposé (2.44) dans les cas (2.45) jusqu’a
(2.50), le diagramme de bifurcation dans Fig.1, illustre identique route vers le chaos par
doublement de période, pour les valeurs des paramétres de bifurcation sélectionnées a
et b, c’est-a-dire, les attracteurs chaotiques du 6 cas de 1’application (2.44) sont obtenus
par la méme route de doublement de période vers le chaos. Fig.2 montre le portrait de

phases de I'application (2.44) pour les cas (2.45) jusqu’a (2.50).

Fla,y,2) = = (2.43)
flz,y,2) =y+=z2 (2.44)
oy, z)=c+y+z (2.45)
flz,y,2) = +y+2z+2° (2.46)
flz,y,2) =z +y+z+y? (2.47)
flz,y,2) =2z +y+ 2+ 22 +9° (2.48)
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Fic. 2-3 — Diagramme de bifurcation de lapplication (2.44) pour les cas (2.45)
jusqu’a (2.50) obtenu pour b = —3.66 et 0 < a < 2.95.

1.7

T T T T T
-2.4 -l1.2 1] 1.2 x 2.4

Fi1c. 2-4 — Portrait de phases de l'application (2.44) pour les cas (2.45) jusqu’a (2.50)
obtenu pour a = 2.64 et b = —3.66.
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Chapitre 3

Applications de Hénon en 3-D

L’étude de la dynamique des applications polynomiales dans R™ fait depuis longtemps
I'objet d’une étude systématique, notamment grace a ses propriétés physiques et ses
nombreuses applications potentielles. Elles sont trés utilisées dans de nombreux domaines,

par exemple, elles sont utilisées dans I’étude des accélérateurs de particules [2].

3.1 Applications de Cremona en 3-D

L’étude des applications polynomiales & jacobienne constante, devient un pole d’in-
térét majeur dans plusieurs disciplines telles que les mathématiques et en physiques [22].
On appelle ensemble de Keller, I’ensemble des applications polynémiales du plan dont le
Jacobien est constant et non nul. Ces applications s’appellent applications de Keller. Une
application de Keller est un difféomorphisme, puisque son Jacobien ne s’annule pas, si
son inverse est aussi polynomiale, celle ci est appelée application de Cremona. I’ensemble
des applications polynomiales avec inverses polynomiaux est appelé “groupe de Cremona
affine”. Un probléme de mathématiques intéressant c’est I’'obtention d’une forme normale
d’une application de Cremona de degré arbitraire. Ce probléme n’est pas résolu car on
ne sait pas dans le cas général quelle application a un inverse polynomiale ? Ce sujet trés

abordé et trés étudié “conjecture jacobienne”. La célébre conjecture Jacobienne affirme
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qu’'une application polynomiale de R" dans R" est bijective si et seulement si son Jaco-

bienne est constante non nulle (le cas n = 1 est clair, mais la conjecture commence par

n=2).

Définition 3.1 Soit f : R" — R", on dit que f est une application de Cremona si f est

un polynome de Jacobien constant non nul et son inverse est un polynome.

Théoréme 3.1 Conjecture (0. T. Keller (1939)). Soit f : R" — R™ est une application

de Cremona. Alors f est bijective et son inverse est un polynome.

3.1.1 Application réduite

Certaines formes de difféomorphismes en 3-D du second degré sont bien connues [52],
[34], [18], [30] en particulier celles qui ont un inverse quadratique, dans se cadre il a été
montré [53] que tout diffefomorphisme quadratique en 3-D & un inverse quadratique et
a Jacobien constant peut étre écrit sous une forme normale. Cependant, ce résultat ne
donne aucune information sur les formes de ce type d’applications. Dans le cas de 2-D, la
structure de ce groupe a été développée en 1942 par Jung [22]. Le théoréme de Jung dit
que les difféomorphismes polynomiaux de 2-D sont réduites c’est-a-dire qu’ils peuvent étre
écrits comme une composition finie d’applications affines et élémentaires. Remarquons
que les automorphismes affines sont de type élémentaire. Plus récemment, un travail
remarquable a été déroulé en 1989 par Friedland et Milnor [50], ils ont montré qu’en
général les difféeomorphismes polynémiaux du plan & Jacobien constant, sont conjugués a
des compositions d’applications de Hénon généralisées, aussi ils ont montré que n’importe
quelle application dans le groupe de Cremona affine, soit conjuguée a des compositions
d’applications de Hénon généralisées ou bien la dynamique de I'application est triviale.

Rappelle, on appelle application de Hénon généralisée en 2- D toute application qui

s’écrit sous la forme :

Hi(z,y) = (3.1)



ou p;(y) est un polynome, et b # 0.

Notons que toute application de Hénon généralisée a un inverse polynomiale :

5 (—y +pil@))

X

D’autre part, nous ne connaissons pas beaucoup du sujet de la structure du groupe de
Cremona affine pour les dimensions supérieures. Et en 2004 I. P. Shestakov, et U. U.
Umirbaevil [23] ils ont prouvé depuis peu que I'application de Cremona en 3-D qui prend

la forme :
r—2y(zz + %) — z(xz + y?)?

F(z,y,z2) = y+ 2(zz + y?) (3.2)
z

n’est pas réduite. Aussi, ils ont montré que la forme normale du groupe de Cremona
affine de 3-D doit étre composée de plusieurs applications réduites. Cependant, il est
toujours possible que la dynamique des applications non-réduites est triviale, comme
dans l'exemple (3.2) ci-dessus. Un autre probléme intéressant concerne ’approximation
de difféeomorphismes lisses par des difféomorphismes polynomiaux. En 2003 un résultat
dit a [11] dans cette direction pour la classe de C*-difféomorphismes symplectique qui

peut étre approximés par des compositions d’applications de Cremona symplectique :

@y —@o=| " ° (3.3)
—x + Vp(y)

tel que z € R™, y € R" et ) est une constante de R" et p est un polynéme de R" dans R.

3.1.2 Forme normale

Il a été démontré dans [30], [20] que toute application quadratique en 3-D de jaco-

bien constant, dont I'inverse est aussi quadratique et de dynamique non triviale on peut
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transformée cette application par une transformation affine sous la forme :

z y
gy | = z (3.4)
z a+br+cy+dz+q(y,z)

ou b c’est le jacobien (b = 1), et q(y, 2) = apy? + a1yz + azz? et |ag + a; + az| = 1, et P'un
des parametres ¢ ou d peut étre éliminé par un changement de coordonnées.
S. V. Gonchenko, et autres [53] ont prouvé que la dynamique des applications ci-

dessous (3.5) et (3.6) sont triviales :

1
($7y7 Z) - (‘7_77 g7 2) = (77 + 5377 n—az, 5 +cz+ by + Q(I, Z)) (35)
1
(l‘,y, Z) - (ja g? 2) = (77 + Yy + ax, ft— Eaja 5 + bez + C](Qf, y)) (36)
Nous notons qu’il n’est pas difficile de construire un difféomorphisme du second degré en

3-D, ne rentre pas dans cette classification, parce qu’il admet une application inverse de

degré supérieur. Par exemple :
floy,2) = (3,9,2) = (1 -z +ay®,2° = bz,y) (3.7)
admet une application inverse quadratique f~! de degré 4 :

1
f(z,y,2) — (2,9,2) = |1 —x+az2,z,5 [—y—i— (1 —x—i—azQ)Q}

3.2 Applications de Hénon en 3-D

Les applications quadratiques discrétes en 3-D, surtout les applications de Hénon en
3-D, aujourd’hui il y a une augmentation considérable de leurs études, en raison de ses
propriétés et ses nombreuses applications potentielles. D’une part, les applications de

Hénon en 3-D, sont exactement des éléments du groupe des automorphismes polyno-
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miaux. Ces automorphismes fournissent des exemples de systémes dynamiques ayant un

comportement trés riche.

Définition 3.2 [51] Soit f est une application (difféomorphisme ) de R® dans R3. On
dit que [ est une application de Hénon en 3-D si :

(i) Le Jacobien de f est constant;

(ii) f et f ~'sont toutes quadratiques ;

(11i) Les coordonnées ne sont pas découplées par l’action de f.

Notation 3.2 On note que toutes les applications quadratiques & jacobienne constante
ne sont pas du type de Hénon, par exemple lapplication (T,7,%) = (az,y + bx?, z + y?),
ot (a,b) € R? a une application inverse mais n'est pas quadratique. Un autre exemple
sur les coordonnées découplées, c’est lapplication (Z,7,2) = (ay + x, —x,bz + %) ou
(a,b) € R%, on observe que l'image (Z,7) dépend seulement de (z,y), et un autre exemple
sur les coordonnées découplées de lapplication (Z,7,2) = (y +z, —y, 2 +y*) on remarque

que ['tmage y dépend seulement de y.

Comme exemple 'application (3.10) est une application de Hénon selon la définition

3.2.

3.2.1 Exemple

On considére les deux applications (3.8) et son inverse (3.9) [15] :

T y

gy |= z (3.8)
z a-+br + cy — 2*

T y

vy | = z (3.9)
z a+br+cz—y>?
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tel que (z,y,2) € R3, a,b et ¢ les paramétres de bifurcation. D’une part, d’prés la défini-
tion 3.2, les deux applications (3.8) et (3.9) sont de Hénon.

Les deux applications (3.8) et (3.9) appartiennent a la forme (3.4) et jouent un role trés
important dans la théorie de bifurcation des applications en 3-D. Notez que ’application
(3.9) a été présentée dans [56]. Et aussi comme exemple il a été démontré dans [53] qu’on
peut écrire 'application Arneodo-Coullet-Tresser [4], [5] sous la forme (3.4). Nous notons
en particulier que l'application (3.8) présente trés intéressante dynamique chaotique.
En plus il a été montré dans [52], [53] que P’application (3.8) a un attracteur appelé “
wild Lorenz-like attractor ” pour certaines valeurs de ces parameétres de bifurcation voir
Fig.3-1. L’existence de ces attracteurs pour 'application (3.9) est un probléme toujours

ouverte. La notation “

wild hyperbolic attractor ” a été introduite dans [34], Fig.3-2
présente un attracteur chaotique de I'application (3.9). Un intéressant résultat a été
trouvé par [20] montre que si b = 1, les deux applications de Hénon (3.8) et (3.9) en 3-D,
constituent les formes normales des éléments quadratiques du groupe de Cremona affine.
Si b # 1 lapplication (3.9) est une forme normale pour certaine classe d’applications
quadratiques [25]. Aussi [15] a généralisé les résultats de [20] et de plus, montre clairement

que I'application (3.4) est une forme normale du difféomorphismes quadratiques avec un

inverse quadratique si b # 1.

Théoréme 3.3 [3] Soit [ : R® — R3 un difféeomorphisme quadratique avec un inverse
quadratique et de jacobienne constante detD f(x,y, z) = b. Si, aprés un changement affine
de coordonnées, on ne peut écrire f sous la forme (3.4), alors la dynamique de [ est

triviale.

3.2.2 Nouvelle application de Hénon en 3-D

Nous étudions dans cette section le comportement dynamique d’un nouveau exemple
d’application de Hénon en 3-D, surtout les points fixes et leur stabilité, les conditions

suffisantes de I'existence des orbites bornées et non bornées ainsi ’existence des régions
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F1G. 3-1 — Attracteur chaotique de 'application de Hénon (3.8) pour a = 0.002,b = 0.65
et ¢ = 0.87.

Fi1a. 3-2 — Attracteur chaotique de 'application de Hénon (3.9) pour a = 0,b = 0.7 et
c = 1.258.
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chaotiques et attracteurs chaotiques. L’existence d’attracteurs chaotiques est justifiée et
représentée par des résultats numériques comme les diagrammes de bifurcation et les
variations de L’exposants de Lyapunov.

Considérons 'application discréte f en 3-D n’a pas été étudiée dans la littérature

(j’g? 2) = f(ﬂj,y, Z) :

T 1+ 2 — ay?
g |= r—bz (3.10)
z y

ou (z,y,2) € R3 a et b € R sont les deux paramétres de bifurcation. En effet, ’appli-
cation (3.10) est quadratique, de jacobiennne constante, de déterminant égal & b, et son
application réciproque est quadratique ainsi les coordonnées ne sont pas découplées par
laction de I'application f. Par conséquent, il est évident de l'appeler “application de

Hénon en 3-D”.

Points fixes et stabilité

Si a > 0, les points fixes de I’application de Hénon (3.10) sont S;((14 b)y;, vi, y;) avec
i=1,2, donc y; = \/Lav Yy = _\/La' En outre si a < 0, toutes les orbites de I’application
de Hénon (3.10) ne sont pas bornées, et si a > 0, alors il y a une possibilité d’existe des
orbites bornées et peut-étre chaotiques. Fig.3-3 présente les régions de comportements
dynamiques de l'application de Hénon (3.10). D’autre part, la matrice jacobienne de

I'application de Hénon (3.10) correspondant aux points S; (i = 1,2) est écrite sous la

forme :
1 —2ay; O
Js=11 0 —b | .,detJ =10 (3.11)
0 1 0
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et leur polynome caractéristique est donné par Pg,(A) = A* — A% + (b + 2ay;) A — b. Alors

les valeurs propres au point S; sont les racines du polynome caractéristique :
Ps,(\) =X = N+ (b+2ya)A —b

D’apres le critére 2.4 le point S; est asymptotiquement stable si et seulement si les
coefficients du polynome caractéristique vérifient les conditions : (i) |b] < 1, (i7) 24/a > 0,
(iii) 1+ b+ +/a > 0 et (iv) 1 — b* > 24/a, la condition (i7) donne a > 0 et les conditions
(i), (17) et (iv) donnent —/1 — 2y/a < b < /1 — 2\/a avec a < 1/4. Donc on a démontré

le théoréme suivant :

Théoréme 3.4 La région M de stabilité du point fize S; de Uapplication Hénon (3.10)

M:{(a,b):0<a§1/4,—\/1—2\/5<b<\/1—2\/5} (3.12)

D’une maniére analogue, les valeurs propres au point Sy sont les racines du polynome

est

caractéristique :

Ps,(A\) = N> = N + (b—2Va)A — b

le critere 2.4 affirme que le point fixe S n’est pas asymptotiquement stable car une des
conditions du critére 2.4, n’est pas vérifiée (—24/a > 0).

Fixons les parameétres a = 0.01,b = —0.7, application (3.10) posséde deux points
fixes S1(3,10,10) et Sy(—3,—10,—10). La matrice jacobienne au point S; de l'applica-
tion (3.10) posseéde trois valeurs propres distinctes : \; = —0.782436, Ay = 0.891218 —
0,3168164, et A3 = 0.891218 + 0,3168164, alors |\1<<3)| < 1, par conséquent le point
fixe S; est asymptotiquement stable. Les exposants de Lyapunov correspondants sont
Ly = —0.245343, L, = L3 = —0.0556659, la matrice jacobienne au point Sy de l'ap-
plication (3.10) possede trois valeurs propres : A\; = —0.891206, A\, = 0.615888, et
A3 = 1.27532, nous avons |)\i(1§i§2)} < 1, et |A3] > 1 donc le point fixe Sy n’est pas
asymptotiquement stable (S3 est un point selle). Les exposants de Lyapunov correspon-

dants sont L; = —0.11518, Ly = —0.48469, et L3 = 0.243195.

45



b

0300
0788
0E7s
0563
0.450
0338
0.225

0113

0.000
000 -0E25 0280 0125 0G00 0875 1.2500 1630 2000
a

Fia. 3-3 — Les régions du comportement dynamique dans le plan a — b de I'application
de Hénon (3.10), orbites non bornées (couleur bleu), orbites périodiques (couleur rouge),
chaos (couleur vert).

Observation des nouveaux attracteurs chaotiques

D’aprés I'analyse ci-dessus, il est évident que la stabilité de points fixes de I'appli-
cation de Hénon (3.10) est modifiée par la modification des parameétres de bifurcation,
et le comportement de I’application de Hénon (3.10) sera dans un état différent. Pour
déterminer le comportement et les régions chaotiques nous représentons numériquement
le diagramme de bifurcation et le diagramme de I'exposant de Lyapunov le plus grand
de 'application de Hénon (3.10).

Variations du parameétre a

Nous fixons le paramétre b = 0.3, et la condition initiale z = y = z = 0.01, et nous
varions a. Alors pour a € [0.04, 0.5], 'application de Hénon (3.10) présente les compor-
tements dynamiques suivants comme indiqué sur Fig.3-4-1 : Pour 0.04 < a < 0.2102
lapplication (3.10) converge vers un point fixe, pour les valeurs de a dans 'intervalle
0.2102 < a < 0.3758, I'application de Hénon (3.10) converge vers une orbite périodique,

comme a été montré sur Fig.3-4-a, pour 0.3758 < a < 0.4264 sauf un nombre de fenétres
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périodiques, 'application de Hénon (3.10) converge vers un attracteur quasi-périodique-2,
comme indiqué sur Fig.3-4-b, pour 0.4264 < a < 0.5, sauf un nombre de fenétres pério-
diques, ’application de Hénon (3.10) converge vers un attracteur chaotique similaire a ce
lui qui est dans Fig.3-4-c-d. Fig.3-4-2, représente I'exposant de Lyapunov de ’application
de Hénon (3.10).

63,
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Fig.3-4-1 : Diagramme de bifurcation  Fig.3-4-2 : Variation de I’exposant de
de I'application (3.10) pour b = 0.3 et Lyapunov de I'application (3.10) pour
0.04 <a<0.5. b=0.3et 0.04 <a<0.