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Introduction

L’objet de la statistique non paramétrique est d’étudier des phénoménes
dont la loi de probabilité nous est inconnue sans supposer que cette loi ap-
partient & une des familles de modéles théoriques dépendant d’un nombre
fini de paramétres (comme le modéle gaussien ou exponentiel) qui reléve de
la statistique paramétrique. En fait, dans certaines situations concrétes, rien
ne permet de faire un choix raisonnable. Bien que la fonction de répartition
détermine entiérement la loi d’une variable aléatoire, elle ne donne pas d’in-
formation concernant la symétrie, la multimodalité ou I'aplatissement de la
loi. C’est la fonction de densité qui permet de mieux visualiser la loi, d’ot
I'intérét de son estimation. Il existe plusieurs méthodes pour estimer la den-
sité et nous nous intéressons dans cette thése a 'estimation par la méthode
du noyau. L’estimateur a noyau de la densité a été introduit par Rosenblatt
(1956), il s’écrit comme un produit de convolution entre un noyau K convena-
blement rééchelonné et la fonction de répartition empirique. Cet estimateur
a été largement étudié par la suite. Nous citons a titre d’exemple les travaux
de Parzen (1962) qui a montré sa convergence en moyenne quadratique, Ro-
senblatt (1971) qui a montré sa normalité asymptotique et Silverman (1978)
qui a montré sa convergence presque stire. En dehors du fait qu’il présente
lui méme de l'intérét, il peut étre utilisé pour estimer la fonction du taux de
hasard, fonction trés employée dans I’analyse de survie et en fiabilité. L’esti-

mation non paramétrique du taux de hasard a été introduite pour la premiére



fois par Watson et Leadbetter (1964).

Mais dans la pratique, il arrive qu'un phénoméne de censure empéche
I’observation compléte de la variable d’intérét. Par exemple quand on s’inté-
resse au temps de survie a une maladie grave, la fixation du temps de I’étude
va introduire une censure & droite. En effet, a la fin de I’étude, il est possible
que certains malades soient encore vivants (heureusement pour eux!). Mais
le statisticien ne disposera que de l'information partielle que leurs temps de
survie dépassent les valeurs observées. Les estimateurs précédents ne sont
plus valables dans un tel modéle, aussi Kaplan et Meier (1958) ont proposé
un nouvel estimateur de la fonction de survie (complément & 1 de la fonc-
tion de répartition). En se basant sur cet estimateur, Foldes et al. (1981)
ont introduit un estimateur a4 noyau de la densité qui généralise I'estimateur
de Rosenblatt. Ils ont remplacé dans I'expression de ce dernier, la fonction
de répartition empirique par 'estimateur de Kaplan-Meier. L’estimateur de
Foldes et al. (1981) a fait Uobjet de plusieurs travaux comme ceux de Miel-
niczuk (1986) et Diehl et Stute (1988) qui se sont intéréssés a sa convergence
presque slre et en probabilité et & sa normalité asymptotique et Kagba (2004)
qui a montré sa convergence en moyenne quadratique. Quant & I'estimation
du taux de hasard, elle a été considérée par plusieurs auteurs dans le cadre
de la censure & droite, comme Nelson (1969, 1972), Aalen (1978) et Xiang
(1994).

Il est vrai que la censure a droite est la plus fréquente dans la pratique,
mais un phénomeéne de censure a gauche peut aussi intervenir dans certaines
situations. Les données censurées a gauche correspondent au cas ou nous
n’observons pas la variable d’intérét mais nous savons seulement qu’elle est
inférieure a la variable de censure. Généralement, la censure & gauche s’ac-
compagne de la censure a droite ce qui donne des données doublement cen-
surées. Parmi les modéles qui traitent ce genre de données deux ont été lar-

gement étudiés dans la littérature statistique, a savoir le modele de Turnbull



(1974) connu par le modéle de censure double et le modéle de Patilea et Rolin
(2006) que nous nommons par le modéle de censure mixte. Le premier modéle
suppose que la variable de censure a gauche est plus petite que la variable de
censure & droite. Ce modéle est trés présent dans la pratique, nous renvoyons
le lecteur & Turnbull (1974) et Chang et Yang (1987) pour des exemples de
son application. Dans ce cadre, Turnbull (1974) a proposé des estimateurs
pour les fonctions de survie des variables latentes, donnés par un systéme
d’équations intégrales connues par les équations de self-consistance. Ensuite,
Ren (1997) a proposé un estimateur de la densité généralisant les estimateurs
a noyau connus dans les cas des données complétes et censurées a droite. En
effet, il a remplacé la fonction de répartition empirique (ou l'estimateur de
Kaplan-Meier) par estimateur de Turnbull. Ren (1997) a montré la conver-
gence presque slre et la normalité asymptotique pour cet estimateur ainsi
que pour un estimateur du taux de hasard qu’il a lui méme introduit.

Contrairement au modeéle de Turnbull (1974), le modéle de Patilea et Ro-
lin (2006) suppose que les variables latentes sont indépendantes. Des exemples
d’application de ce modéle peuvent étre trouvés dans Morales et al. (1991)
et Patilea et Rolin (2006). Patilea et Rolin (2006) ont proposé un estimateur
produit-limite de la fonction de survie qui généralise, comme ’estimateur de
Turnbull, 'estimateur de Kaplan-Meier. Shen (2011, 2012) a proposé deux
estimateurs alternatifs. Ensuite, Kitouni et al. (2015) ont utilisé 'estimateur
de Patilea et Rolin pour introduire, par analogie aux cas précédents, des es-
timateurs a noyau de la densité et du taux de hasard pour lesquels ils ont
prouvé la convergence presque compléte uniforme avec taux.

Dans cette thése, nous définissons un cadre général de censure qui englobe
tous les modéles précédents et nous montrons la normalité asymptotique des
estimateurs & noyau de la densité et du taux de hasard introduits. Cette
étude unifiée est alors appliquée a trois cas de censure. Le premier, a savoir

la censure & droite, a permis d’améliorer légérement (en allégeant un peu les



hypothéses) le résultat établi en 1986 par Mielniczuk. Le second cas, consacré
a la censure double a également permis d’améliorer, en termes d’hypothéses
moins contraignantes, un résultat déja connu et di a Ren en 1997. Le dernier
cas, qui concerne la censure mixte, est un résultat établi pour la premiére fois
dans le cadre de cette theése. Une étude de simulation a permis d’illustrer,
d’une part, les bonnes performances des estimateurs étudiés pour une taille
finie de 1’échantillon (100) et a pu vérifier, d’autre part, la normalité asymp-
totique des estimateurs en question. Tout cela a été testé sur des modéles treés
utiles en pratique : la loi de Weibull et la loi de Berthelon qui contrairement
a la premiére tient compte aussi bien des défaillances accidentelles que celles
dues au vieillissement et qui a été introduite en 2001.

Ensuite, nous montrons la convergence en moyenne quadratique des mémes
estimateurs dans le cas de la censure mixte. Quoique la censure complique
le calcul de la variance, des idées développées pour l'établissement de la
convergence presque compléte dans Particle de Kitouni et al. (2015) ont été
exploitées avec succés. Dans la premiére partie, le noyau utilisé était d’ordre
fini, mais il est connu que pour des densités infiniment dérivables les noyaux
d’ordre infini sont plus adéquats. C’est la raison pour laquelle, des taux de
convergence en moyenne quadratique ont été donnés dans ce cas et se sont
avérés, sans surprise, meilleurs que les premiers. Finalement, une étude de
simulation a permis d’appuyer les résultats théoriques pour le modéle de cen-
sure mixte et de laisser penser a la possibilité d’avoir des résultats théoriques
semblables pour le modéle de censure double.

Dans une deuxiéme partie de la thése, nous nous intéressons a des modéles
semi-paramétriques définis par un nombre fini de contraintes linéaires avec un
paramétre inconnu. Ce genre de modéles est trés présent dans la pratique et
particuliérement en économétrie. La méthode la plus utilisée pour traiter ces
modéles est la méthode de la vraisemblance empirique (EL) introduite par

Owen (1988, 1990). Plusieurs auteurs ont travaillé dans ce cadre comme Qin



et Lawless (1994) et Corcoran (1998). Pour les données censurées a droite, il
existe plusieurs généralisations de la méthode EL. Nous citons par exemple
les travaux de Wang et Jing (2001), Ren (2001) et Pan et Zhou (2002). Par
ailleurs, Broniatowski et Keziou (2012) ont utilisé la théorie des divergences
développée dans Broniatowski et Keziou (2006) pour traiter les modéles de
contraintes linéaires dans le cas des données complétes. Leur approche gé-
néralise la méthode EL. Dans la présente thése, nous initions I'extension
de leurs résultats au cas des données censurées a droite. Nous construisons
des estimateurs pour le paramétre d’intérét et nous étudions leurs propriétés
asymptotiques. Nous comparons également notre approche avec la méthode
EL de Wang et Jing (2001) a aide d’une étude de simulation. Les résultats
de cette derniére conjugués avec des résultats de convergence montrent que

notre approche améliore la méthode EL qu’ils proposent.

Organisation de la thése

Cette thése est organisée comme suit.

Chapitre 1 : Nous y présentons le modéle de censure a droite ainsi que
les estimateurs de la fonction de survie, de la densité et du taux de
hasard pour ce modéle. Nous rappelons également quelques résultats
de convergence de ces estimateurs que nous utilisons dans les chapitres

qui suivent.

Chapitre 2 : Il est consacré aux modéles de censure double et mixte.
Nous introduisons les estimateurs d’intérét (des fonctions de réparti-
tion, de densité et de hasard) pour tous ces modéles et nous rappelons

quelques résultats concernant leurs propriétés asymptotiques.

Chapitre 3 : Nous y considérons un cadre général de censure qui en-
globe tous les cas traités dans les chapitres précédents. Nous commen-

cons par établir la normalité asymptotique d’un estimateur a noyau
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que nous introduisons, ensuite nous appliquons ce résultat pour dé-
duire la normalité asymptotique des estimateurs de la densité et du
taux de hasard pour les modéles de censure double, de censure mixte
et de censure a droite. Nous terminons par une étude de simulation qui
a pour but d’illustrer les performances des estimateurs étudiés ainsi

que leur comportement gaussien.

Chapitre 4 : Nous y montrons la convergence en moyenne quadratique,
avec taux, des estimateurs de la densité et du taux de hasard dans
le cas de la censure mixte. Nous présentons également une étude de

simulation afin de conforter les résultats théoriques obtenus.

Chapitre 5 : Il est voué a 'étude des modéles semi-paramétriques vé-
rifiant des contraintes linéaires, avec des données censurées a droite.
Nous appliquons la théorie des divergences et de la dualité pour pro-
poser des estimateurs pour le parameétre d’intérét. Nous terminons par
I'illustration des performances des méthodes proposées par une étude

de simulation.



Chapitre 1

Estimation non paramétrique
dans un modéle de censure a

droite

Soit X une v.a.r. définie sur un espace de probabilité (2, A, P), de fonction
de répartition F' et de densité de probabilité f. Pour estimer ces caractéris-
tiques fonctionnelles de la loi de X, nous nous basons sur un échantillon de
données qui peuvent étre complétes ou bien censurées a droite et /ou a gauche.
Le but de ce chapitre est de rappeler les principales méthodes et résultats
de ’estimation non paramétrique pour des données censurées & droite. Mais
comme ces méthodes sont généralement inspirées de celles connues dans le

cas des données complétes, nous commengons d’abord par regarder ce cas.



1.1 Le cas des données complétes

1.1.1 Estimation de la fonction de répartition

Dans ce cas on dispose d’un échantillon de n v.a.i.id. Xy,..., X, de
méme loi que X. Un estimateur naturel de F' est la fonction de répartition

empirique, définie pour tout z € R par :
1 n

Fy(x) = - 2 Lix,<a}-
1=

L’étude asymptotique de cet estimateur a beaucoup suscité l'intérét des
statisticiens. Glivenko (1933) et Cantelli (1933) ont montré sa convergence
presque stre uniforme. La vitesse de cette convergence a été précisée par les
lois du logarithme itéré unidimensionnelle de Chung (1949) et multidimen-
sionnelle de Kiefer (1961). Un autre résultat fondamental sur la loi asymp-
totique de F¢ est le test de Kolmogorov-Smirnov (voir Kolmogorov (1933);
Smirnov (1939)).

Dans la suite nous allons rappeler quelques bornes exponentielles pour F¢,

que nous utiliserons ultérieurement.

Dvoretzky et al. (1956) ont donnée la borne suivante appelée la borne DKW.

Théoréme 1. Il existe une constante D < +oo tel que pour tout u > 0, nous

avons

P (\/ﬁsgﬂg |FY(2) — F(x)] > u) < D exp(—2u?).

Massart (1990) a montré que ce Théoréme est vrai pour D = 2 et que
cette constante est la meilleure que 'on peut obtenir. En effet, Kolmogorov

(1933) a montré que si F' est continue, on a

n—oo z€R

lim P (\/ﬁsup |FS(z) — F(x)] > u> = QZ(_l)jil exp(—2j°u?),

10



et lorsque u augmente le membre droit est équivalent & 2 exp(—2u?).

SiX = (XM, XA X)) est avaleurs dans R™, sa fonction de répar-

tition empirique est définie pour tout z = (2™, 2® ... (™) € R™ comme
suit
1 n
c ._
() = . Lx0 <o x® <o, x0W <gmy
i—1

Kiefer (1961) a donné la borne exponentielle suivante pour Ffm

Théoréme 2. Pour tous m et ¢ > 0, il existe une constante D(e,m) telle

que pour tous F', n et u > 0, nous avons

P (\/ﬁsup \Ffm(:b’) — F(z)| > U) < Dexp(—(2 —e)u?).

zeR

Ces bornes exponentielles permettent d’obtenir, de fagon directe, la conver-
gence presque compléte avec un taux de convergence de l'ordre de (/logn/n
(voir Kitouni et al. (2015)). Quant a la convergence faible, elle est donnée

par le Théoréme de Donsker suivant.

Théoréme 3. Le processus empirique /n(FS — F) converge faiblement vers

un processus gaussien centré de fonction de covariance donnée par
[(s,t) :=F(s)(1— F(t)) pour s < t.

Démonstration.
Voir Pollard (1984) page 97. O

1.1.2 Estimateur & noyau de la densité

Bien que la fonction de répartition détermine entiérement la loi d’une

variable aléatoire, elle ne donne pas d’information concernant la symétrie,

11



la multimodalité ou 'aplatissement de la loi. C’est la fonction de densité
qui permet de mieux visualiser la loi, d’ot1 I'intérét du probléme de son esti-
mation. Une solution intuitive & ce probléme a été proposée par Rosenblatt
(1956). Pour h > 0 assez petit on a :

F(x+h)— F(z —h)

fla) ~ o ,

en remplacant F par son estimateur F, nous obtenons I'estimateur suivant
de f:

FC(x+h) — FC(x — h)

HOE 7

= — Z Liz—h<xi<z+h}
2nh —
1 r—X;
- Nk :
nh ; 0 ( ) ’
o Ko(u) = $1qjuj<1y-

Ceci méne a généraliser cet estimateur comme suit

fi(@) = %z:f( (x Xi) , (1.1)

ou K : R — R est une fonction intégrable, telle que fK(u)du = 1, c’est

Iestimateur & noyau de f. La fonction K est le noyau et le paramétre h est
la fenétre.
Voici quelques exemples de noyaux usuels :

e K(u) = 11fu<1} : noyau rectangulaire,

o K(u) = (1 — |u|)1fjy<1} : noyau triangulaire,

e K(u)=3(1—u?)1yy<1} : noyau d’Epanechnikov ou parabolique,
o K(u)=12(1 —u?)?1y <1y : noyau quadratique,

o K(u)= \/%exp( u?/2) : noyau gaussien,

o K(u) = exp(—|u|/v2)sin(|u|/v/2 + 7/4) : noyau de Silverman.

21
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En général, la fenétre h est prise comme une suite (h,,),>1 qui tend vers zéro
lorsque n tend vers 'infini.

L'estimateur f¢ a été largement étudié dans la littérature. Sa convergence
uniforme faible et forte a été considérée par plusieurs auteurs comme Schuster
(1969), Van Ryzin (1969), Rosenblatt (1971) et Silverman (1978). La loi
du logarithme itéré a été établie par Deheuvels (1991). Par ailleurs, Parzen
(1962) a montré sa convergence en moyenne quadratique en appliquant le

théoréme de Bochner suivant.

Théoréme 4. Soient g et K deux fonctions intégrables, avec K bornée et

12| K (2) H—> 0, et posons : go(z) == = [ K()g(x — 2) dz, 0t (hy)n>1 est
z|—00 n n -

une suite de nombres réels strictement positifs qui converge vers 0.

Si g est continue au point x € R, alors g,(x) — g(z) [ K(z)dz
n—oo

Démonstration.
Voir Bochner (1955). O

En effet, en supposant (en plus des hypothéses du théoréme de Bochner)

que nh, — 00, nous obtenons en vertu du théoréme de Bochner

BI) = oBn ()

n

h

=hi/ ( n)f(y)dy
1

AL

hi> ( — 2)dz — f(x),

n—oo

n




1.2 Le cas des données censurées a droite

Dans la pratique, il n’est pas toujours possible de disposer d’un échantillon
de données complétes. Une variable de censure R peut empécher I'observation
de la vraie variable d’intérét et ne nous fournit alors qu'une information
partielle sur elle. Il existe plusieurs types de censure dont la censure a droite,
qui est I'objet d’étude dans cette section. Nous parlons de donnée censurée a
droite lorsque nous observons la censure R et non pas la variable d’intérét X,
et que nous savons que X > R. Donc dans un tel modéle, nous n’observons la
variable d’intérét que lorsqu’elle est inférieure a la variable de censure, et par
conséquent, les observations sont des répliques du couple (Z := X AR, A :=
lix<ry) ot A est l'indicateur de censure valant 1 quand I'observation est
compléte et 0 quand elle est censurée. Ce modéle est le plus fréquent en
pratique, il est par exemple adapté au cas ou 1'événement d’intérét est le
temps de survie & une maladie et ou la date de fin de ’étude est préalablement
fixée ; les patients vivants a la fin de I’étude fournissent des données censurées
a droite. La censure n’est pas nécessairement fixe, elle peut étre aléatoire, ¢’est
le cas par exemple d’un individu perdu de vue ou mort dans un accident au

cours de étude.

1.2.1 L’estimateur de Kaplan-Meier

Dans toute la suite, pour toute variable aléatoire U, nous notons Fy
sa fonction de répartition et Sy := 1 — Fy sa fonction de survie. De plus,
on définit le point initial du support de U, noté Iy, par : Iy := inf{t €
R/Fy(t) > 0}, et le point terminal du support de U, noté Ty par : Ty =
sup{t € R/Fy(t) < 1}. Iy et Ty possédent les propriétés suivantes :

i) Iy <U<Typ.s.

i1) Si V est une v.a.r. indépendante de U, on a : Iyy = Iy A Ly, Ipyy =

Iy VI, Tyny =Ty NTy et Tyyy =Ty V Ty
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Nous supposons que les variables aléatoires X et R sont positives et
indépendantes. A partir de I’échantillon de n couple de v.a.iid. (Z; =
Xi AN Ri, A; = lyx,<r;})1<i<n, Kaplan et Meier (1958) ont construit I'esti-

mateur produit-limite suivant pour F.

Fit)y=1- ][ (1 — Agfg;) LVt >0,

ou
(Zi)1<j<m (m < n) sont les valeurs distinctes des (Z;)i<i<n rangées dans
I’ordre croissant,

n
M(Z}) = EAil{ZZ:Z}} est le nombre de morts exactes a I'instant Z;
1=

n
et U(Z}) :== > 1z>z; est le nombre d’individus & risque juste avant ins-
i=1

tant ZJ’-.

Cet estimateur coincide avec la fonction de répartition empirique quand
il n’y a pas de données censurées. Il est donc naturel que les statisticiens se
soient intéressés a étendre les résultats connus pour la fonction de répartition
empirique au cas de 'estimateur de Kaplan-Meier. La convergence presque
sire uniforme et la loi du logarithme itéré ont été montrées respectivement
par Winter et al. (1978) et Foldes et Rejté (1981a). Ensuite, Stute et Wang
(1993) ont montré la loi forte des grands nombres dans le cas de la censure a
droite, qui entraine, entre autres, la convergence presque siire de F'%. Quant a
la convergence presque compléte, elle a été montrée par Foldes et al. (1980),
avec un taux de convergence de l'ordre de \/W. Puis en imposant
la continuité de F' et de Fpg, Foldes et Rejté (1981b) ont amélioré le taux
de convergence qui est passé a 'ordre de \/W. Ensuite, Kitouni et al.
(2015) ont montré qu’on peut se passer de cette hypothése de continuité en

utilisant la borne exponentielle suivante.
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Théoréme 5. [ existe une constanie absolue D telle que, pour toul réel

positif u,

P (\/ﬁsup Sg(x)|FR(z) — F(z)| > u) < 2.5exp(—2u’® + Du).

zeR

Démonstration.
Voir Bitouzé et al. (1999). O

En ce qui concerne la convergence faible, Breslow et Crowley (1974) ont

donné le résultat suivant.

Théoréme 6. Soit T' < oo vérifiant Fz(T) < 1 et supposons que F et Fg
sont continues. Donc la fonction aléatoire /n(ER — F), pour 0 < t < T,
converge faiblement vers un processus gaussien centré, de fonction de cova-
riance donnée par

ar <t
S .
SXSZJ —

[(s,t) := Sx(s)Sx(t) /Os

Gill (1983) a montré qu’on peut se passer de la continuité de Fp.
Nous énoncons également le résultat suivant, de convergence uniforme en

probabilité, que nous utilisons dans la suite.

Théoréme 7. Supposons que F(Ty) < 1 et soit p € ]O,%[. Nous avons

sup [, (t) — F(t)] = Op(n”?)

t<Ty
st et seulement si -
(U spar)
hir_l);lzlp Sn®) < 00.
Démonstration.
Voir Chen et Lo (1997) Théoréme 3.1. page 1064. O
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1.2.2 Estimation de la densité

En s’inspirant de (1.1), Foldes et al. (1981) ont proposé d’estimer f dans

ce cas de censure a droite par

0 = [ 1 (520 art) (12)

Foldes et al. (1981) ont montré dans le méme article la convergence presque
compléte ponctuelle et uniforme de f*. Ensuite, plusieurs auteurs se sont
intéréssés a cet estimateur. Nous citons a titre d’exemple les travaux de
Diehl et Stute (1988) et Karunamuni et Yang (1991) qui ont donné des taux
de convergence uniforme presque sire et en probabilité, Marron et Padgett
(1987) qui ont proposé une méthode de validation croisée pour le choix de la
fenétre et Gannoun et Saracco (2002) qui ont proposé une nouvelle preuve
de la convergence uniforme presque stre de fI.

Dans la suite, nous allons détailler quelques résultats de normalité asymp-
totique et de convergence en moyenne quadratique de fX car ce sont les
modes de convergence d’intérét dans cette thése.

Concernant la normalité asymptotique, Mielniczuk (1986) a donné le résultat

suivant.

Théoréme 8. Soit © € RT tel que f(x)Sgr(x) > 0, sous les hypotheses
e [ admet une dérivée seconde bornée au voisinage de x,
e R admet une densité de probabilité continue au point x,
o K est une densité bornée, paire et a support dans [—1,1],
e h, =o(n"?) et nh, — oo,
n—00

nous avons

Vb (f(2) = f(2)) =5 N (0’ éﬁ& / K0) dy)'

. D Lo .
(ot — désigne la convergence en loi).
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Démonstration.
Voir Mielniczuk (1986) corollaire 3-ii) page 772. O

Louani (1998) a montré un résultat plus général qui concerne la normalité
asymptotique de fZ& ainsi que ses dérivés.
Quant a la convergence en moyenne quadratique, Kagba (2004) a montré le

résultat suivant.

Théoréme 9. Soit x € RT, sous les hypothéses
o f et Fr sont deux fois différentiables et ayant des dérivées d’ordre 3
bornées au voisinage de x,
o K est une densité paire a support compact et a variation bornée,
e h, — 0 et nh, — o0,

n—00 n—00
nous avons

MSB(f2(x) = [f O ([ rwar)

| L [ ey <

@) e fo) 1 . - e
T Uo r)Sat) SX(;C)SR(@}W(MHO( hn)+o((nhn) ™).

Démonstration. Voir Kagba (2004) Théoréme 2.1. page 30. O

1.2.3 Estimation du taux de hasard
Le taux de hasard de X est défini par

A(t) = { S sSx(t) £ 0,

0 sinon.

Si X est le temps écoulé avant la survenue d’un certain événement, alors A(t)
représente la probabilité que cet événement survienne a l'instant ¢ sachant
qu’il n’est pas arrivé avant. Par exemple si X est le temps de survie & une
maladie grave, A(t) représente la probabilité qu'un individu meurt a l'ins-

tant ¢ sachant qu’il était vivant juste avant. En fiabilité, \(¢) représente la
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probabilité qu’un appareil tombe en panne a 'instant ¢ sachant qu’il fonc-
tionnait juste avant; on 'appelle dans ce cas taux de panne ou bien taux de
défaillance.

Plus généralement, si X est une v.a.r. (pas nécessairement absolument conti-

nue), la mesure de hasard de X est définie par

A(e) = g

ot h(t™) désigne la limite a gauche (lorsqu’elle existe) de h au point ¢ pour
toute fonction h.

On définit également la fonction de hasard cumulé de X par

A(t) = /0 CaA(s),

Si X est absolument continue alors
t
dA(t) = A(t)dt et A(t) = / A(s) ds.
0

Le taux de hasard et la fonction de hasard cumulé caractérisent la loi de

probabilité de X, car elles sont liées & f et Sx par les relations suivantes
Sx(t) = exp(—A(t)),
f(t) = At) exp(—A(t))
et A(t) = (—log Sx (1))’

et ceci pour tout t tel que Sx(t) # 0.

D’aprés la définition de A, il s’avére naturel de 'estimer par

fa(®)
A(t) = Tml{pg(t)#}-

Plusieurs auteurs ont étudié cet estimateur ainsi que d’autres types d’esti-
mateurs de A. Nous citons par exemple les travaux de Foldes et al. (1981),
Tanner et Wong (1983), Diehl et Stute (1988), Muller et Wang (1994) et
Xiang (1994).
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Chapitre 2

Estimation non paramétrique
pour des données doublement

censurées

On parle de censure a gauche lorsque la variable d’intérét n’est observée
que si elle est supérieure a une certaine variable de censure. Dans la pratique,
ce mode de censure accompagne généralement la censure a droite ce qui
donne des échantillons censurées a droite et & gauche au méme temps. Il
existe plusieurs modéles non paramétriques qui traitent ce genre de données,
comme les modéles de Peto (1973), Turnbull (1974), Samuelsen (1989), Huang
(1999) et Patilea et Rolin (2001, 2004, 2006). Nous allons nous intéresser a
deux de ces modéles qui sont trés utilisés dans la littérature, a savoir le modéle
de Turnbull (1974) connu par le modéle de censure double et le modéle de

Patilea et Rolin (2006) que nous appelons par le modéle de censure mixte.
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2.1 Le modéle de Turnbull (1974)

Dans ce modele, la variable d’intérét X est censurée a droite par une
variable R et min(X, R) est lui méme censuré a gauche par une variable L.
De plus, X est indépendante du couple (L, R), P(0 < L < R) = 1 et nous
n’observons que le couple (Z, A) o Z := max(min(X, R), L) et

0 siL<X<R,
A:=4¢ 1 siX >R,
2 st X <L

A prend la valeur 0 lorsque Z = X (donnée compléte) et la valeur 1 lorsque
Z = R (donnée censurée a droite) et la valeur 2 lorsque Z = L (donnée
censurée a gauche).

Un exemple pratique qui correspond a ce modéle est I’étude de la précocité
des enfants kényens menée par Leiderman et al. (1973). Ils disposaient d’un
échantillon de 65 enfants nés entre le 1 juillet et le 31 décembre 1969, et ils
commencaient en janvier 1970 a vérifier chaque mois si les enfants ont appris
a accomplir certaines taches standard. La variable d’intérét est donc 'age
d’apprentissage de ces taches. Les enfants qui n’arrivent pas a accomplir une
tache a la fin de ’étude représentent des données censurées a droite, et les
enfants qui maitrisent une tache avant d’entrer dans 1’étude représentent des

données censurées a gauche.

2.1.1 Les estimateurs self-consistants

Turnbull (1974) a proposé des estimateurs non paramétriques pour Sy,
Sk et Sr notés respectivement par S Sl(%n) et Sén). L’inconvénient de ces
estimateurs est le fait qu’il n’existe pas de formules explicites connues pour
eux, mais ils sont définis comme les solutions d’équations intégrales appelées

les équations de self-consistance. Ces équations sont données dans Ren (1997)
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pour tout ¢ > 0 par

n SP) 1—SP(t) )
— ") _ - "n\"
() oy dQ\" (u)
Sp (t>_1+/{ugt} —S}}(u) , t < By,

dQ(”)
o= [ 1,
L= TSP

ol

QY (1) = 30 Lzsraimyy 5 € {0, 1,2},

Q(n) = Z?:o QE"),

A, =min{Z;/SP(Z;) < 1}

et B, :=max{Z;/SP(Z) > 0}.

Les propriétés asymptotiques de SP (convergence presque siire, convergence
faible, efficacité asymptotique,...) ont fait I'objet de divers travaux, parmi
lesquels ceux de Tsai et Crowley (1985), Chang et Yang (1987), Chang (1990),
Gu et Zhang (1993) et Bih-Sheue et Cheun-Der (2004).

Nous allons expliciter deux de ces résultats dont nous aurons besoin dans la

suite. Pour cela considérons les hypothéses suivantes.
D1 Vi >0, Sg(t) — SL(t) > 0.

D2 Sx, Sk et Sp, sont des fonctions continues de ¢ pour ¢ > 0, et 0 <
Sx(t) <1 pourt > 0.

D3 Sx(0) = Sr(0) = 1 et lim, 0o Sx(u) = limy oo Sr(u) = lim, o Sr(u) =
0.

D4 il existe a et 5,0 < a < f < 00, tels que P(L €]0,a[)=0 et P(L <
B) = 1.

Théoréme 10. Sous les hypothéses D1 et D2 nous avons

sup |5, () — Sx ()] = 0,
t>0
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sup |SW (1) — Sr(t)] 25 0

>0
et sup|SU(t) — ()| 25 0.
£>0
Démonstration.
Voir Chang et Yang (1987) Théoréme 4.2 page 1546. O

Notons D0, 5] I'espace des fonctions réelles définies sur [0, 3], continues a
droite et ayant des limites a gauche en tout point de [0, 5] (les fonctions
cadlag). Le résultat suivant concerne la convergence faible des estimateurs
SD, S5 et SV

Théoréme 11. Sous les hypothéses D1-D4, le processus u™ = Vn(SP —
Sx, Sgl) — Skg, Sén) — Sp) converge faiblement vers un processus gaussien sur

DI0, 5] x D[0, 5] x D[0, £].

Démonstration.
Voir Chang (1990) Théoréme 3.1. page 399. O

2.1.2 Estimation de la densité et du taux de hasard

Par analogie aux cas des données complétes et censurées a droite, Ren

(1997) a proposé d’estimer la densité f de X par

2= [ 5 () ar 21

ou FP.=1-5P.

Ren (1997) a montré la convergence presque stre uniforme et la normalité
asymptotique de fP. Dans le chapitre suivant, nous montrons un résultat
de normalité asymptotique pour I'estimateur a noyau de la densité dans un
cadre général de censure. Notre résultat entraine, entre autres, la normalité
asymptotique de f2 sous des conditions légérement différentes de ceux impo-
sées par Ren (1997). Rappelons alors le résultat de Ren (1997) pour pouvoir

le comparer au notre.
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Théoréme 12. Soit v € RT, sous les hypotheses D1-D4 et si
o f est bornée, f(x) > 0 et au voisinage de x, la dérivée seconde de
f(Sr — SL) existe et elle est bornée,
o K est une densité paire, bornée et a support dans [—1,1],
e nhd — 0 et nh, — oo,

n—00 n—00
nous avons

D D f(z) 2
V(126 = 5@ 2> N (0.5 A [ ay).

Démonstration.
Voir Ren (1997) Théoréme 2-(ii) page 35. O

Ren (1997) a également étudié I'estimateur suivant du taux de hasard A

AD(e) = L

il a montré que sous les mémes hypothéses du Théoréme 12 ci-dessus

D) — \z)) -2 f(z) 2
Vimo2te) =36 2N (0 et B [ ).

(Voir Ren (1997) Corollaire page 35).

2.2 Le modéle de Patilea et Rolin (2006)

Patilea et Rolin (2006) ont étudié deux modeles de censure mixte. Nous
nous intéressons au modéle I ou la variable d’intérét X est censurée a droite
par une variable R, min(X, R) est censuré a gauche par une variable L et
les variables X, L et R sont positives et indépendantes. L’observation dis-

ponible consiste en n répliques indépendantes du couple (Z,A) ou Z :=
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max(min(X, R), L) et A est I'indicateur de censure défini par

0 siL<X<R,
A=< 1 siL<R<X,
2 sl min(X,R) < L.

Un exemple d’application de ce modéle donné par Patilea et Rolin (2006)
consiste & considérer un systéme de trois composants C;, Cy et (3, avec
C1 et Cy en série et (5 en paralléle avec le systéme composé de C et Cs.
Les variables X, R et L représentent les temps de survie de (', Cy et C3
respectivement, et nous pouvons déterminer quel composant tombe en panne
au méme temps que le systéme. Donc au lieu d’observer X, on peut seulement

observer le couple (Z, A).

2.2.1 L’estimateur de Patilea et Rolin

Patilea et Rolin (2006) ont proposé un estimateur produit limite de F
s’écrivant en supposant qu’il n’y a pas d’ex-zequo parmi les X;, ce qui est

naturel dans notre situation d’existence de la densité, comme suit

Ten, —
Frty=1-57(t)=1- [ {1~ = {A’C*O}() :
k:Zp <t n (FLn (Z,) - F, (Zk_)>

ol FJ(t) = LS 1izi<) est la version empirique de F et

?: 1 Zi=7" ,0;=2

(n)
iz >t nky (Z]/)

((Z5)1<j<m (m < n) étant les valeurs distinctes des (Z;)1<i<n) est 'estimateur
produit limite de la fonction de répartition de L qui est censurée & gauche
par min(X, R). Cet estimateur peut étre déduit de celui de Kaplan-Meier en

inversant le temps.
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Patilea et Rolin (2006) ont montré la convergence presque stre uniforme de
FT(t), 1a vitesse de cette convergence a été précisée par la loi du logarithme
itéré de Messaci et Nemouchi (2011, 2013). Kitouni et al. (2015) ont donné un
taux de la convergence presque compléte uniforme, de 'ordre de \/W.
Notons Hy(t) := P(Z < t,A =k), k € {0,1,2} les sous loi de Z et Iy, :=
inf{t € R/Hy(t) > 0} le point initial du support de Hy. Dans la suite nous

aurons besoin des deux résultats suivants de la convergence faible.

Théoréme 13. Sous les hypothéses
T1 ]L S ]X etTX S TR,
dH>(u)

T2 f{U>IH0 ;)2 < OO,
nous avons

i) \/H(FL(R) — Fr) converge faiblement vers un processus gaussien centré

dans DIy, , 0],
i) /n(SI — Sx) converge faiblement vers un processus gaussien cenlré

dans DI]0, 7], ot T est tel que Iy, < 7 et Ho(T) + Hyi(7) < 1.

Démonstration.

i) Voir Patilea et Rolin (2006) Lemme 7.2. page 935.

ii) Voir Patilea et Rolin (2006) Théoréme 7.3. page 937.
Remarquons que FL([0,t])—FJ([0,t]) (resp. FL-([0,t])—FL([0,])) de Patilea
et Rolin (2006) n’est autre que F\"(t) — FL(t) (resp. Sx(t) — ST(t)) pour
t > Iy (resp. sous '’hypothése T1). O

2.2.2 Estimation de la densité et du taux de hasard

Par analogie aux cas précédents, Kitouni et al. (2015) ont proposé 'esti-

mateur suivant pour f

o= [5(52)arw 22

et ils ont montré sa convergence presque compléte énoncée comme suit.
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Théoréme 14. (Kitouni, Boukeloua et Messaci 2015).
Soit C un compact inclus dans [0, min(Tx, Tg)[, sous les hypothéses
e max(/y, Igr) < Iy,
e h, — 0 et nh?/logn — oo,
e K est une fonction continue & droite, a variation bornée, a support
compact et telle que [ K(u)du =1,
nous avons
i) S’il existe un entier r > 2 telle que f est r fois contindment différen-

tiable autour de C' et [ W K(u)du=0,V1<j<r—1, alors

sup| £ () = f(x)| = Ope (h; + hi\/ 10g”> .
zeC n n

i) Sl existe a, B, ¢ € RY tels queVor € C,Vy €lr —e,x +¢|, |f(zx) —
fy)| < alz —y|?, alors

1 logn
sup |7 (z) — f(2)| = Oy (hﬁ o & ) .
zeC n n

Kitouni et al. (2015) ont également montré des résultats similaires pour
Iestimateur du taux de hasard suivant
" ST+,
ol u, > 0 est le terme général d’une suite qui converge vers zéro et qui sert
a éviter la division par zéro.
Dans le chapitre suivant, nous montrons la normalité asymptotique de fI et

d’un estimateur du taux de hasard légérement différent de AL.
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Chapitre 3

Normalité asymptotique des
estimateurs a noyau basés sur des

données censurées

Dans les chapitres précédents, nous avons présenté des estimateurs a
noyau de la densité pour des types différents de données censurées. Dans
ce chapitre, nous considérons un cadre général de censure, qui englobe tous
les cas précédents et nous proposons un estimateur de la densité qui généra-
lise les estimateurs que nous avons déja introduits. Ensuite, nous montrons
la normalité asymptotique de cet estimateur qui va entrainer celle des esti-
mateurs de la densité dans les cas de la censure a droite, la censure double
et la censure mixte. Nous en déduisons également la normalité asymptotique
des estimateurs du taux de hasard que nous avons introduits dans ces mémes
cas. Ce travail a fait I'objet d’une publication dans la revue "Journal of

Nonparametric Statistics" (Boukeloua et Messaci (2016)).

28



3.1 Le résultat principal

Soit X une durée d’intérét de fonction de répartition F' et de densité de
probabilité f. On suppose que X peut étre censurée, donc au lieu d’obser-
ver un échantillon de X, nous disposons d’un échantillon (Z;, A;)1<i<, de n
variables aléatoires indépendantes et de méme loi que le couple (Z, A), o
Z = X si et seulement si U'indicateur de censure A prend la valeur 0 (ob-
servation compléte). En s’inspirant des estimateurs &, f& fD et fI' (voir

(1.1), (1.2), (2.1) et (2.2) respectivement), nous estimons f par

hio = [ (522) ano) .1

ou F,, est un estimateur de F', continu a droite, & variation bornée et vérifiant

d’autres conditions que nous précisons dans la suite (voir I'hypothése H4),

K est le noyau et h,, est la fenétre.

Posons ¢(t) :== P(A = 0|X = t), nous avons besoin des hypothéses

suivantes pour énoncer la normalité asymptotique de f,, en un point fixé z.
H1 f est dérivable au point .
H2 1 est continue au point z.
H3 Ja > 0 tel que inficjp_qpya ¥(t) >0

H4 F,, est une fonction en escalier ayant des éventuels sauts uniquement

TLAF( )1{A 0} {A( 3)}

en (Z;)1<i<n et telle que \/n max;.z;cjp—a,2-+]

Or(1) et S0y AF(Z)1 a0y = 0 (v/hafn).

Si nous disposons d’un échantillon de données complétes (

alors f,(z) = fS(z) = W Y K <%> Puisque F < (
E (K (%)), il semble naturel de remplacer K ( ) par K (

quand X est censurée. Nous introduisons alors
Lia,=o0y
= K 3.2
nh Z ( ) V(Zi) (32)
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qui va étre asymptotiquement normal (comme démontré dans la preuve du
Théoréme 15). L’hypothése H4 va permettre a I'estimateur défini dans (3.1)
d’étre proche en probabilité de f;l avec un taux adéquat.

Comme on va le montrer dans la section suivante, les hypothéses H3 et H4
sont vérifiées pour les modéles de censure a droite, de censure double et
de censure mixte sous des conditions appropriées. Nous supposons en plus,
quelques hypothéses standard, dans le cadre de la statistique non paramé-

trique, concernant K et h,
H5 K est une densité bornée et a support compact sur [—b, b|.
H6 nh, — oo et nh3 — 0, lorsque n — .

Notre résultat principal s’énonce comme suit.

Théoréme 15. (Boukeloua et Messaci 2016) Sous H1-H6, nous avons

Vamn(ga) = 1) 2 a7 (0.8 [ 52 a2,

Démonstration.

Rappelons que

~ 1 — r—Z;\ lia—oy
n(r) = — K .
fnl) nhy, ZZI < b, ) V(Zi)
Notons que sous H5 et H6, on peut prendre Z; € [x — a,x + a] pour n assez
grand, donc (Z;) # 0 en vertu de H3.
Considérons maintenant la décomposition suivante
falz) = f(z) = (ful@) = [u(@)) + (fulz) = Efa(z)) + (Efa(z) — f(2)).
Nous allons étudier chacun de ces termes a part.
Etape 1 : Etude du terme f,(z) — Ef, ().
Nous avons ﬁl(x) - Eﬁ(w) =" &nis OU
1 Xr — Zz 1{A,:0} 1 T — Zz 1{AYZO}
ni -— K - - EF(K : . 3.3

Nous allons appliquer le Théoréme de Lindeberg suivant.
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Théoréme 16. Soient &1, {n2, - .-, nn des v.a.r. indépendantes, centrées

et de carrés intégrables et notons

S?L = Z VCLT‘(fmZ'),
=1

st pour tout € > 0

lim —ZE (& Llgnat>esnt) = O, (34)

n—s00 32

alors .
Siz% 25 N(0,1).
=1
Démonstration.
Voir Billingsley (1995) Théoréme 27.2. page 359. O

Les &, ; définies dans (3.3) sont bien indépendantes, centrées et de carrés
intégrables, il reste & montrer la condition de Lindeberg (3.4) qui s’écrit dans

ce cas comme suit

"lggo Var (fn( )> ZE (fm {|£n1|>EW}) (3.5)

Pour n suffisamment grand, nous avons

AR 1
infte[:c—a,z+a] ¢(t) nhn

Y

ol || K|/ est la norme uniforme de K sur R.
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Donc

n

Var ( 7o) 2" (it

]

n

m (nl {Itn 1|>5W})

1 4K, 1 .
P ol Var | f,(z
=V () Wi 0O ('5 i1 eyver (i )>>

1 . 4| K12, L B
Var (ﬁ(ﬂ) (infrep—aara ¥(0)*  nhT - c2ygr (ﬁz(I)>

<

)

en vertu de I'inégalité de Chebyshev—Bienaymé (voir inégalité (5.32) page 80
de Billingsley (1995)).
D’ou

o ) 5 ()

1 4| K13 1 EE,
= f 1 3 X s X
Var ( Mx)) (0fyeprania O(1)2  nh2~ &nBE,

WK 1

e2(inficp—apta Y (1))? n?h2Var (ﬁ(@)

4| K2 1

e s VOP iy i Var (K (52) L20)

IN

I1 nous reste a calculer

1 r— 21\ lia =0y
lim — K .
ﬁﬁhvw( (hn)wwn>
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Pour cela calculons la limite suivante
e (e (52) )
“ g (e (2 () )
=8 (1 (557 g ® (ol
— lim 1 K2 (x u> o(u) du, ou p(u) = %1[:5—&1-%(1](“)

n—o0 hn ’I’L

n—oo h

_w(a:)/K (2)dz, (3.7)

grace au Théoréme de Bochner (voir Théoréme 4) qui est applicable sous les
hypothéses H1I-H3, H5 et H6.

Par un argument similaire, nous obtenons également

1 r— 21\ lia=0y )
i ( (77 ) S ) -

1 =71\ L=y |\~ _
e (e 22) )

En combinant ceci & (3.7) nous obtenons

Tim h—lnv@r <K (x ;n%) 1;?23}) - %/Kz(z)dz. (3.8)

La condition de Lindeberg (3.5) découle facilement de (3.6), (3.8) et H6.

Nous en déduisons alors que
fa(@) = Efu(x)
Var <]?;1(:v)>

= lim —/K2 (%) x — z)dz (changement de variable z = x — u)

ce qui donne

25 N(0,1),
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et que

Vit (7o)~ 510) 5 (0.5

/ Em) / K?(z)dz> . (3.9)

vu (3.8).
Etape 2 : Etude du terme Ef,(z) — f(x).

En procédant comme dans (3.7) nous obtenons
~ 1 T — Zl) 1{A1:0})
Efy(r)=—F K
ho =52 (# (7))
1 _
= h_n/K (xhnu) f(u) du (3.10)

b —_—
= / K(2)f(x — hyz)dz (Changement de variable z = xh u)
_b n

donc 'application de La formule de Taylor-Young donne
_ b

BF@) = 1) = [ K@= he) = f() ds
—b

= /_bK(z) (=hnzf'(x) + hnzn(h,2)) dz, (3.11)

ot 1 est une fonction de R dans R vérifiant lim,_,on(u) = 0, donc Ja > 0,
Vu € R: |u| < a = |n(u)] <1 et puisque h,, tend vers 0, nous avons pour n
assez grand |h,z| < bh,, < a donc |n(h,z)| < 1 et par conséquent

|[Efu(@) = f(@)] <b(f'(x) + 1Ay = O(hy).

Il vient alors de I’hypothése H6

lim \/nh,(Ef,(z) — f(z)) = 0. (3.12)

n—oo

Etape 3 : Il reste a traiter le terme f,(z) — fo(z).
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Il est facile de voir que pour n suffisamment grand, nous avons

Vnh, ZK(
: nin () 12?23}

2 (50 tz?z?
+ \/}TiK (CE W )AF (Zi)L{a. 0y
< nhniKCU;nZ)
\/7 ( )AF (Zi)1(a,20y

< {vnhn max

:Z;€[x—a,x+a]
nhy ZK(

Sous H4 et H6 nous avons

fule) = Fulw)| = /b, %) ar2)

1

1en =
TLAF( )1{Az—0} 7}}?12(;} }X

) Ky - ZAF a0y,

lia,=
nAF,(Zi)1{a,=0y — 72?124(;}

1/ ZAF 1{A7£0}—>0

De plus, Parzen (1962) a montré que
Xi\ P

1 n
nh, Zl K (x
35

v/ nhy, max
:Z;€[z—a,x+a]

P
— 0,

et




D’ou
falz) = fulz)| 2 0.

v/ nhy,

En combinant ceci & (3.9) et (3.12), nous obtenons le résultat voulu. O

3.2 Application a des cas particuliers

Dans cette section nous allons appliquer le résultat du Théoréme 15 pour
établir la normalité asymptotique de I'estimateur a noyau de la densité dans
les modéles de censure double et de censure mixte, ensuite nous déduisons le
résultat pour le modéle de censure a droite.

Nous sommes dans la situation ou X est censurée a droite par une v.a.r.
R et min(X, R) est censuré a gauche par une v.a.r. L. En d’autres termes
Z = max(min(X, R), L). Dans toute cette section, nous supposons (sans

perte de généralité) qu'il n’y a pas d’ex-sequo parmi les (X;)1<;<p.

3.2.1 Le modéle de censure double

On se place dans le modele de Turnbull (1974) décrit dans la section
2.1, autrement dit la durée de survie X est indépendante du couple (L, R),
PO<SL<R)=1et A:=1{x>py +2 x l{x<z). Dans cette situation, nous

avons pour tout borélien A de R
/ lia—gydP = / /1{l<t<r}dPL,R(lv r)dPx(t)
{XeA} A
_ / P(L < t < R)dPy(t)
A
= [ (5at") = Sl )P (t)
A

Done ¥ (t) = Sp(t~) — Sp(t7).
n)

Rappelons les équations de self-consistance des estimateurs S2, Sz(z et S(Ln)
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de Sx, Sg et Sp respectivement, donnés a la section 2.1.

n SY(t) ) 1=SP(t)
Y On (t) 1-054()
sp0=QUw - [ e+ [ i gsdel e,
() Q" (u)
Sp (t>_1+/{ugt} —S}Ll?(u) , t < By,

dQ(”)
g :_/ —2___ > A,
L= T 50w

ou

Q§n)(t) = %Z?:l 1{Zi>t,Ai:j}7 J € {0: L, 2}7
QM =32 @\,

A, =min{Z;/SP(Z;) < 1}

et B, = max{Z;/SP(Z;) > 0}.

Nous imposons les conditions suivantes comme dans Ren (1997).

SU0) =1, Lim S (u) =0 et SP(t) =

U—00

{ 1 sit<mingci<, Z;,

0 sit Z maxi<i<n Zz

Sous cette derniére hypothése A, et B, sont respectivement le plus petit et
le plus grand points de discontinuité de SP (voir Ren (1997) page 30).

En remplagant dans (3.1) F,, par FP = 1— SP nous retrouvons 'estimateur
(2.1) introduit par Ren (1997) qui a imposé, en particulier, les hypothéses

suivantes :
D1 Vvt > O, SR(t) — SL(t) > 0.

D2 Sy, Sg et Sy, sont des fonctions continues de ¢ pour t > 0, et 0 <
Sx(t) <1 pour t > 0.

D3 Sx(0) = Sr(0) = 1et lim, 0o Sx(u) = limy oo Sr(u) = lim, o Sr(u) =
0.

D4 il existe a et £, 0 < a < 5 < o0, tels que P(L €]0,a[)=0 et P(L <
B) = 1.

37



Ces conditions nous permettent d’appliquer le Théoréme 11 dans la preuve
du corollaire suivant qui donne la normalité asymptotique de f2 et AP ou

AP est Iestimateur de A donné par
A (@) = %1{55@#0}-
Corollaire 1. (Boukeloua et Messaci 2016) Soit x €|1x,Tx|, sous H1, H5,
H6 et D1-D4, nous avons
i) Vaha(fP(@) = () 25 A (0 ,SRLJ’K? ).
i1) V(A2 () = M) = N (0, sty J K2(:) d2)

r(z)

Ren (1997) a donné les mémes résultats sous des conditions différentes sur
[ (voir Théoréme 12). Notons de plus que la variance asymptotique de AP
est plus grande que celle de f2, donc AP est asymptotiquement plus variant

que fP.

Démonstration.
i) Afin d’appliquer le Théoréme 15, nous devons vérifier les hypothéses
H2, H3 et H4.
e [’hypothése H2 découle directement de D2.
e D2 implique que pour tout 7" > 0, 3ty € [0, 7] tel que infiejo 7(Sr(t)—
Sp(t)) = Sgr(to) — SL(te) > 0 (grace a D1) ce qui donne H3.
o Il reste a vérifier H4.
Posons T' := x+a. En vertu des hypothéses D1 et D2, du Lemme 3.1.
(page 35) et de la relation (2.26) (page 33 de Ren (1997)), pour n assez

grand, F'P est une fonction en escalier vérifiant pour tout Z; € [0, 7]

[ W si Zi = Ay,
n(Sie (An) =517 (4n)
(n) {Aizoin) si ZZ E}An’ Bn[’
AFP(z) = { e’ Z0-8"(2) (3.13)
" D) - ) si Z; = By et B, <T,
n(Sg " (Bn)—SL " (Bn))
L{a,=0} siZ;=C,et B,>T,

L (S8 (Cr)—S (Cn))
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avec la probabilité 1, ou C,, := max{Z;/Z; < min(B,,T)}.

Donc pour tout Z; < T nous avons

Lin,=0} Lia,=0} Lin,=0}
Vi \nAFP(Z) 1 gy — —522 = /i : _ i
( ) {A;=0} ¢(ZZ) Sgl)(ZZ) . Sén)(Zz) SR(ZZ) _ SL(Zz)
1 1
<+/n sup —
welo1) | S () — SM (1) Sr(t) — Si(t)

_ Vsuieon (S5 (8) = S17(1) = (Sr(t) = S())]
~ infieor |55 () = SL ()] infieon (Sr(t) — Si(#)

(3.14)
Sous les hypothéses D1-D4, le Théoréme 11 est applicable et il donne
Vv osup [S(t) — Sg(t)| = Op(1), (3.15)
t€[0,T]
et
v sup [S(t) = Su(t)| = Op(1). (3.16)
te[0,7)

De plus pour €; €]0, inf;cjo.71(Sr(t) — Si(t))[ nous avons

nf 1557 (1) = SPV (1)) < &1 = 3t € (0,7, S5 (ta) — S5 (to)| < &1

ce qui implique

sup (S (8) — Sy (t)) — (Sr(t) — St(t)] = (Sr(to) — Si(te))—

te[0,T
1S5 (to) — 1 (ko))
> inf — -
> tel[%,T}(SR<t) Si(t)) — e
= 771 > 0,

d’ou

P( inf [S¥)(t)—S"
(Lint, 136 = 70 <=

<P ( sup (S (t) — S{ (1)) — (S(t) — S(t)| > m) . (3.17)

te[0,7
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En combinant ceci a (3.14), (3.15) et (3.16) nous obtenons

1a,
nAFP(Z) a0} — ;?Z(;} —0p(1).  (3.18)

D’autre part, d’aprés la relation (3.13) nous avons

N — 2
\/ h—ZAFf(Zz’)l{Aiio} <
=1

Vil infieom S5 () — ST (1)

Or pour tout ¢ € [0, 7] nous avons

v/n max

1:Z;€[0,T]

1S5 () — SP (1)) = Sr(t) — Si(t) — (S5 () — SPV(t)) — (Sw(t) — S(t)]
> inf (Sp(t) —Si(t)) — sup |(S§(t) — SP”(1) — (Sr(t) — Si(t))].

- te0,7] t€[0,7]

et comme sup,c (o7 (S (£) — Sy (£)) — (Sr(t) — Sp(t))] 22 0 (grace
au Théoréme 10 qui est applicable sous D1 et D2), nous en déduisons
que pour n assez grand

160 gy g (g > e (Sr(t) — Sr(t))
A0t 157 (8) = .70 = 5 :

et par conséquent

N — 4
J—Y AFP(Z) a0y < : :
hn zzl ( ) (80} \% nhn lnftE[O,T](SR(t) - SL (t))

D’ou

n hn
=1

n

en vertu de H6.
Les relations (3.18) et (3.19) montrent que H4 est vérifice ainsi que
le résultat visé.

i1) D’aprés le point i), nous avons

nha(fP(z) = f(z)) = N (0, 5 (x{ (_"””?SL ® / K?(z) dz)
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et le Théoréeme 11 implique que

nous en déduisons alors que

Vnha(fP(2), SP(x)) — ) = (Y,0),

o6 := (f(x),Sx(z)) et Y est une v.a.r. de loi N’ (O, % [ K*(z) dz).
Donc I'application de la méthode delta pour r,, := \/nh,, (r, — 400
grace 3 H6) et
¢ R.xR, —R,
(21, 22) = T+ 1(an 0,
donne

Vb, (AD () — \(x)) = & (Y, 0),

ou @) est la différentielle de @ en 0 (P est différentiable au point 6
car Sx(x) # 0). Le calcul donne @,(Y,0) = %(m), ce qui implique le
résultat visé.

]

3.2.2 Le modéle de censure mixte

On se place dans le modéle I de Patilea et Rolin (2006) décrit dans la sec-
tion 2.2. En d’autres termes, nous supposons que les variables X, L et R sont
positives et indépendantes et que A := 1icrexy +2 X Limin(x,r)<r}- Rappe-
lons que Pestimateur de Patilea et Rolin (2006) peut s’écrire, en supposant

qu’il n’y a pas d’ex-aequo parmi les X;, comme suit

Lia,=0}
Flty=1-8"t)=1- ] {1~ {2 ,
ki Zp <t n (Fén)(Zzg) - Fg”(&?))
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ou Fé") (t) = 237, 1yz,<s est la version empirique de F et

n Z?:l 1{Zi:Z]/'7Ai:2}

(n)
G Z>t nky (ZD

((Z)1<j<m (m < n) étant les valeurs distinctes des (Z;)1<i<n) est I'estima-
teur produit limite de F7p.

En remplagant cette fois-ci dans (3.1) F,, par FX, nous retrouvons l’estima-
teur f7 de f.

Par ailleurs, 'indépendance des variables latentes permet d’écrire pour tout
borélien A de R

/ 1{A:0}dP://1{[<t§r}dPL7R(l,7")dP)((t)
{XeA} A

- / P(L <t < R)dPx(t)
A

_ / Fu(t)Sa(t™)dPx (1)

Donc 1(t) = Fr(t7)Sgr(t™).
Notons par ailleurs Hy(t) := P(Z <t,A =k), k € {0,1,2} les sous loi de Z
et Iy, ;= inf{t € R/Hy(t) > 0} le point initial du support de Hj.

Afin de déduire la normalité asymptotique de f7

du Théoréme 15, nous avons
besoin des conditions suivantes.

T1 I, <Ixet Ty <Tkg.

T2 f{u>1H0} % < 0.

T1 assure 'identification du modéle étudié et elle est introduite dans Patilea
et Rolin (2006). C’est une hypothése naturelle puisque L est une variable de
censure a gauche et R est une variable de censure a droite. Quant & T2, elle
correspond a la condition (11) de Patilea et Rolin (2006) (voir page 935).
Notons qu’elle est moins restrictive que la condition I}, V Iz < [x supposée
dans Messaci et Nemouchi (2011, 2013) et dans Kitouni et al. (2015). En effet,

cette derniére hypothése combinée a l'indépendance de X, L et R implique
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que Iz = (IxNIg) VI, < Ix < Ig, (car Hy(t) = P(X <t,A=0) < P(X <
t) = F(t)) et par conséquent Fz(Iy,) # 0 et donc T2 est vérifiée.

Le corollaire suivant donne la normalité asymptotique de fI ainsi que celle
de 'estimateur suivant de .

fa ()
W (#) = Gry Lty

Corollaire 2. (Boukeloua et Messaci 2016) Soit x €|Ix, Tx|, sous les hypo-
theses H1, H2, H5, H6, T1 et T2, nous oblenons

i) Viha(£() = f(@) 5 N (0, s [ K2(2) )-
ii) V(3 () = M) > N (0, b [ K3 (2) dz)

Comme dans le cas de la censure double, nous remarquons que ! est
asymptotiquement plus variant que f! car sa variance asymptotique est plus

grande.

Démonstration.

i) Nous allons vérifier que H3 et H4 sont satisfaites pour pouvoir appli-
quer le Théoréme 15.
D’abord, en choisissant a €]0, min(x — Iy, Tx — z)[ et en posant ¢, :=
x —a et 0, := x + a, nous obtenons inf,cjp, 9, () = Fr(0,)Sr(0y),
donc H3 vient directement de T1.
Maintenant, il reste a vérifier H4.
Puisque A; #£ 0 = AF!(Z;) = 0, nous avons Y ;| AFT(Z;)1a, 201 =
0.

De plus, en remarquant que F, — F; = F.SxSg (car F'y = F,Fxap =
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Fr(1 — SxSg) ), nous obtenons pour tout Z; € [0y, 65]

T Lia—0
\/E TLAFn (Zi>1{Ai:0} — @/J(ZZ)
_ S ( z)l{A 0} Sx(Zi)1a,=0y
_\f W7y~ F(z7)  Sx(Z)Fu(Z)Sk(Z; )‘
_ Sp(Z; )1{A o0 Sx(Zi)lia—o
=V S o) - F 2 FulZ) - Fal)
_Jn Sp(Z7)FL(Z7) = F2(Z7)) + Sx(Zi)(FL(Z;) — Fz(Z]))
(FL(Z0) = Fo(Z)(F(Z0) = FPP(Z0))

_Sx(Z)(Fi(Z]) — Fa(Z0)) + 5x(Z)(F(2)) ~ F(Z0) ||
(FL(Z7) = FAZO)(FS(27) — FS(27) e
< VIS ) 1ST(#7) = Sx(t)

" FL(07)Sr(03 ) Sx (62) infyeimax(on 1 00 | FL (£7) = F57(£0))
VIS ) [(F(67) = F (7)) = (Fiu(t7) = Fz(t))]
FL(07)Sr(07)Sx (02) infyemax(or 1) 00) | P (1) = FE2 ()]

(3.20)

(Notons que lorsque A = 0, nous avons Z > Iy, p.s. car Hy(Iy, ) = 0).
D’une part,
e en vertu du Théoréme de Donsker (voir Théoréme 3), nous avons

Vi sup  |FSV(t7) = Fy(t7)] = Op(1). (3.21)

tG[IHO ,02]

e sous T1 et T2, le Théoréme 13 donne

vn sup |[F(t7) = Fp(t7)] = Op(1) (3.22)
tE[IHO,QQ]
et
vn sup ]ys,f(f) — Sx(t)] = Op(1). (3.23)
te IHO’HQ
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D’autre part,
on peut montrer comme dans (3.17) que pour g5 €0, F1,(07)Sgr(05)Sx(02)]
il existe 1, > 0 tel que

P ( o IF™M @) — FU ()| < 52) <
te|max

(01:1H,),02]

P ( sup (FL () = FU(E) = (Fu(t) = Fa(t)] > 772) .
te[max (61,1, ),0]
Ceci combiné a (3.20), (3.21), (3.22) et (3.23) montre que H4 est
vérifiée.
1) Comme dans le Corollaire 1-i7), ce point découle du point i) et du
Théoréme 13 par application de la méthode delta.
[

Maintenant en supposant que L = 0 p.s., nous nous ramenons au modéle
de censure a droite et nous trouvons que ¥ (t) = Sg(t~). De plus, dans ce cas
les estimateurs F7, fI' et AT coincident avec F*, f2 et \I respectivement.
Notons que 'hypothése I, < Ix (resp. T2) est nécessairement vérifiée car
I, =0 (resp. H, =0).

Ainsi, nous obtenons aisément le résultat suivant.

Corollaire 3. (Boukeloua et Messaci 2016) Soit © €|1x,Tx|, en supposant
que Tx < Tp, nous obtenons sous les hypothéses H1, H2, H5 et H6

i) Vila(£R() = f(@)) > N (0,285 [ K3(2) ) .
i) V(M (@) = A(@)) = N (0 sl [ K3 dz)

Rappelons que Mielniczuk (1986) donne le méme résultat que i) sous des

conditions plus fortes (voir Théoréme 8).
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3.3 Etude de simulation

Dans le but de montrer les performances des estimateurs que nous avons
étudiés sur des échantillons de tailles finies, nous allons mené une étude de
simulation. D’abord, nous présentons la qualité d’estimation en comparant
la courbe de chaque estimateur, basé sur un échantillon d'une loi connue avec
la courbe de la fonction théorique correspondante. Ensuite, nous illustrons
le comportement gaussien des mémes estimateurs en appliquant des tests
numériques et graphiques.

Les modéles théoriques utilisés dans cette étude sont basés sur deux lois
de probabilité connues dans ’analyse de survie, a savoir la loi de Weibull et
la loi de Bertholon. La loi de Weibull (notée W(n, 5)) est caractérisée par la

densité de probabilité suivante :

)=~ (;)B exp (— (5)6) ool (@),

oun > 0et f > 0 sont les paramétres de la loi; n est dit le paramétre
d’échelle, et § est dit le paramétre de forme. La particularité de cette loi est
que son taux de hasard peut étre croissant ou décroissant, suivant la valeur
de 3 :

e Si 3 < 1: Le taux de hasard décroit.

e Si =1 : Le taux de hasard est constant.

e Si 3 >1: Le taux de hasard croit.

Donc cette loi modélise parfaitement les défaillances d’un appareil qui vieillit,
car le taux de hasard (ou de panne) d’un appareil est généralement décrois-
sant durant la période de rodage, ensuite il devient constant pendant la pé-
riode de vie utile et il termine croissant dans la période de vieillissement. Mais
la loi de Weibull ne permet pas de tenir compte des défaillances accidentelles

que court un appareil, ces derniers sont modélisés par la loi exponentielle qui,
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elle méme, ne tient pas compte des défaillances diies au vieillissement. Pour
pallier & ces insuffisances, dans Bertholon (2001) est proposée une nouvelle
loi de probabilité qui permet de modéliser a la fois les défaillances acciden-
telles et les défaillances diies au vieillissement, et elle est définie comme suit :
Une variable aléatoire B est dite de loi de Bertholon si B = min(E, W), ot
E est une v.a.r. de loi exponentielle de paramétre 1y et W est une v.a.r. de

loi W(n1, 8). Donc la fonction de survie de B est donnée par

1 sinon,

et on obtient facilement la densité et le taux de hasard de B

= (e () ) (= () ) et
Ap(z) = <% +£ (%)B_l> 110, +00((@)-

On note B(no,m, ) la loi de Bertholon de paramétres ng, 1y et 3.

3.3.1 Simulation des estimateurs étudiés

Pour tracer les courbes des estimateurs étudiés, nous générons 200 échan-
tillons de taille 100 des variables latentes et nous calculons I'estimateur de la
densité (ou du taux de hasard) donné par chaque échantillon. Ensuite, nous
calculons la valeur approximative de Perreur quadratique intégrée (ISE) qui
correspond a chaque échantillon. Finalement, nous sélectionnons la courbe
qui correspond au quantile d’ordre 95% des approximations de I'ISE et nous
la tragons avec la courbe de la densité (ou du taux de hasard) théorique. Nous
faisons la méme chose avec la médiane et le quantile d’ordre 5% de I'ISE et

nous tragons les courbes correspondantes dans le méme graphe, dans le but
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d’illustrer la variabilité dans I'estimation a travers les échantillons générés.
Dans ce paragraphe, nous utilisons le noyau gaussien et une fenétre optimale
obtenue en minimisant 'ISE de 'estimateur en question parmi un ensemble

de valeurs de la fenétre.

Le cas de la censure double

Dans le premier modéle que nous considérons X ~ W(10,4), L ~ W(6,4)
et R := L+ V ou V est une v.ar. de loi W(22,1). Pour ce modéle, le
taux de censure & droite (resp. & gauche) est de 15% (resp. 11%). Dans le
deuxiéme modele, X ~ B(2,12,4), L ~ B(12,6.5,4) et R := L + (1.75) X
W ot W est une v.a.r. de loi W(5,50). Dans ce cas, le taux de censure
a droite (resp. a gauche) est de 16.3% (resp. 13.7%). Notons que pour les
deux modeles, le choix de R satisfait a ’hypothése L < R p.s. et X est
générée indépendamment du couple (L, R). Nous obtenons la figure 3.1 pour
le premier modéle et la figure 3.2 pour le deuxiéme. Dans chaque figure, le
graphique gauche représente ’estimateur de la densité et le graphique droit

représente 'estimateur du taux de hasard.

0.5

— True density 7| = True failure rate A

010

005

0.00

w
e Estimated densities:

95% percentile of ISE
& 50% percentile of ISE
< 5% percentile of ISE

04

0.3

0.2

0.1

0.0

_| & 50% percentile of ISE

Estimated failure rates:
95% percentile of ISE

© 5% percentile of ISE

FIGURE 3.1: Représentation des estimateurs étudiés pour le premier modéle

de censure double.
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002
|
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FIGURE 3.2: Représentation des estimateurs étudiés pour le deuxiéme modele

de censure double.

Le cas de la censure mixte

Dans le premier modéle X ~ W(2,2), R ~ W(4,2) et L ~ W(0.6,2).
Le taux de censure a droite (resp. a gauche) est de 18% (resp. 10%). Dans
le deuxieme modéle X ~ B(%,2,2), R ~ B(20,4,2) et L ~ B(2.5,0.5,3).
Le taux de censure a droite (resp. a gauche) est de 19% (resp. 12%). Dans
chaque modéle les variables X, R et L sont générées de maniére indépen-
dante. Nous obtenons la figure 3.3 pour le premier modele et la figure 3.4
pour le deuxiéme. Comme précédemment, le graphique gauche (resp. droit)

représente 'estimateur de la densité (resp. du taux de hasard).
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FIGURE 3.3: Représentation des estimateurs étudiés pour le premier modéle

de censure mixte.

o
— True density . 2 7 — True failure rate
Estimated densities: Estimated failure rates:
< | 95% percentile of ISE 95% percentile of ISE
7 £ 50% percentile of ISE £ 50% percentile of ISE
© 5% percentile of ISE & | © 5% percentile of ISE e
o
bl o
o
(=]
IS
o
™ 28
(=]
w
2 -
e O
o
o
T T T T T “ T T T T T T T
0 1 2 3 4 0.00 0.05 010 0.15 020 0.25 0.30

FIGURE 3.4: Représentation des estimateurs étudiés pour le deuxiéme modéle

de censure mixte.

Nous remarquons que pour un taux de censure avoisinant les 30% (qui
est un taux acceptable), les estimateurs étudiés donnent, pour tous les mo-
déles, une bonne estimation des fonctions théoriques correspondantes. Sans

surprise, la qualité d’estimation s’améliore lorsque I'ISE décroit.
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3.3.2 La normalité asymptotique

En un point fixé x qui va étre spécifié dans chaque cas, nous calculons
200 valeurs de l'estimateur a noyau de la densité (ou du taux de hasard) basé
sur des échantillons de taille 100. Ensuite, nous centrons et nous normalisons
les valeurs obtenues en retranchons la vraie valeur de la densité (ou du taux
de hasard) et en divisant par I’écart-type de ces valeurs. Finalement, nous
tragons ’histogramme et l'estimateur a noyau de la densité de I’échantillon
obtenu, que nous comparons avec la courbe de la densité de la loi normale
centrée réduite. Nous utilisons également le test graphique Q-Q plot corres-
pondant & cet échantillon pour confirmer la convergence de sa distribution
vers la loi normale centrée réduite.

Pour calculer nos estimateurs, nous utilisons le noyau gaussien et une fenétre
optimale obtenue en minimisant la distance entre la valeur de 'estimateur et
la valeur de la fonction théorique qui lui correspond, parmi un ensemble de
valeurs de la fenétre.

Nous considérons les mémes modéles du paragraphe précédent. Pour le pre-
mier modéle de censure double, nous obtenons, en x = 13, la figure 3.5 pour
I’estimateur de la densité et la figure 3.6 pour ’estimateur du taux de hasard.
Quant au deuxiéme modéle de censure double, nous obtenons, en x = 8, la
figure 3.7 (resp. 3.8) pour l'estimateur de la densité (resp. du taux de hasard).
En ce qui concerne la censure mixte, nous obtenons, dans le premier modéle
la figure 3.9 (resp. 3.10) pour l'estimateur de la densité (resp. du taux de
hasard), avec x = 1. Dans le deuxiéme modéle, nous obtenons, pour x = 3,
les figures 3.11 et 3.12 pour les estimateurs de la densité et du taux de hasard

respectivement.
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FIGURE 3.5: Normalité de I'estimateur de la densité dans le premier modéle
de censure double.
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FIGURE 3.6: Normalité de 'estimateur du taux de hasard dans le premier
modeéle de censure double.
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FIGURE 3.7: Normalité de ’estimateur de la densité dans le deuxiéme modéle

de censure double.
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FIGURE 3.8: Normalité de ’estimateur du taux de hasard dans le deuxiéme

modéle de censure double.
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FIGURE 3.9: Normalité de I'estimateur de la densité dans le premier modéle

de censure mixte.
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FIGURE 3.10: Normalité de ’estimateur du taux de hasard dans le premier

modéle de censure mixte.
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FI1GURE 3.11: Normalité de 'estimateur de la densité dans le deuxiéme mo-

déle de censure mixte.
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FIGURE 3.12: Normalité de 'estimateur du taux de hasard dans le deuxiéme

modéle de censure mixte.

Pour environ 30% de censure, les figures obtenues montrent que le com-
portement des lois asymptotiques étudiées est proche a celui de la loi normale
centrée réduite. Ceci est confirmé par les tests de Kolmogorov-Smirnov et de
Shapiro-Wilk qui acceptent la normalité avec les valeurs-p données dans le ta-
bleau suivant. Notons que les estimateurs du taux de hasard présentent plus
de variabilité par rapport aux estimateurs de la densité, ce qui est conforme

avec les résultats théoriques des corollaires 1 et 2.
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La figure |La valeur-p (Kolmogorov-Smirnov)|La valeur-p (Shapiro-Wilk )
Figure 3.5 0.781 0.804
Figure 3.6 0.153 0.406
Figure 3.7 0.781 0.911
Figure 3.8 0.372 0.420
Figure 3.9 0.860 0.776
Figure 3.10 0.367 0.380
Figure 3.11 0.465 0.560
Figure 3.12 0.165 0.570

TABLE 3.1: Les valeurs-p des tests de Kolmogorov-Smirnov et de Shapiro-

Wilk.
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Chapitre 4

Convergence en moyenne
quadratique d’estimateurs a
noyau dans le cas de la censure

mixte

Dans ce chapitre, nous nous plagons dans le cadre du modéle T de Pa-
tilea et Rolin (2006) et nous gardons les notations précédemment utilisées
dans ce contexte. Notre but est d’étudier I'erreur quadratique moyenne des
estimateurs & noyau de la densité fI' et du taux de hasard AI que nous
avons déja introduits. Suivant la régularité de f, nous montrons que ces esti-
mateurs convergent en moyenne quadratique et nous précisons la vitesse de
cette convergence. Les sections 4.1 et 4.2 de ce chapitre ont fait I'objet d’une
publication dans la revue “Statistics and Probability Letters” (Boukeloua
(2015)).
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4.1 Un Lemme préliminaire

Pour établir la convergence en moyenne quadratique de fI et AL, nous
avons besoin des résultats asymptotiques suivants :
— En vertu de la borne DKW (voir Théoréme 1), nous avons pour tout

c>0
clogn

P <sup E7 (1) = F2 (0] > 4/ =
teR n

> =0(n"°). (4.1)

— Puisque Hy(t) = P(X < t,L— X < 0,X — R < 0), on peut lui

appliquer le Théoréme 2 qui donne pour tous u > 0 et € > 0

teR

P (\/ﬁsup HE (6) — Hy(t)] > u) < D(e)e @,

ou D(g) est une constante qui ne dépend que de . Donc pour tout

¢ > 0, nous obtenons en choisissant u = /clogn et ¢ < 1

clogn

teR n

P <sup \H{ (t) — Ho(t)] > ) < D(g)e~@ el — O(50).
(4.2)
— En adaptant le Théoréme 5 au cas de la censure & gauche, nous obte-

nons pour tout ¢ > 0 et 7 > min(Ix, Ig)

t>1 2n

P (Sup (1= Sx (8)Sr(t) (Fy(t) = Fi(t))] > w>

Y

1)1
< 2.5exp{—(c—|— 1)logn + k M}

ol k est une constante. En remarquant que exp {k: (CH)%} <n

pour n assez grand, nous obtenons

n c+1)logn e

P <sgp (1= Sx@SeO)FE (@) — F(1)] > ¢> — 0(n™)
t>1
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et puisque

sup |(1=Sx (£)Sr(t)) (F” (t)— Fy.(t))| > (1—Sx (7)Sa(r)) sup | L™ (t)— FL(1)],

t>T1 t>T1

il s’ensuit que

P<wm%Ww—Eﬁﬂ 1 erDlogn) _ gpey.

b 7 1= Sx(r)8r(7) 2n

(4.3)

Nous avons également besoin de I’hypothése d’identification suivante sup-
posée dans Messaci et Nemouchi (2011, 2013) et dans Kitouni et al. (2015).

Al max(IL, IR) < Ix.
Puisque L est une variable de censure a gauche, la condition I;, < Ix est
naturelle. De plus, nous avons également besoin d’estimer F7, et I’hypothése
Ir < Ix est introduite pour pouvoir appliquer la formule (4.3) sur tout le
support de la variable d’intérét X.

Le Lemme suivant est le moteur des preuves de nos résultats visés.

Lemme 1. Sous A1, nous avons pour tout ¢ > 0, < min(Tx,Tg) et 0’ > I,

i) Il existe a > 0 tel que

P (sup 1ST(t) — Sx(t)] > a log”) = O(n).

<6 n

ii) Il existe a’ > 0 tel que

P | sup
6'<t<6

Démonstration.

S (t) o Sx(t)
F) = F{ () FrL(t) — Fz(t)

) ot

i) Nous enlevons la preuve vu qu’elle découle de (4.1), (4.2) et (4.3) de

la méme fagon que le Théoréme 1 dans Kitouni et al. (2015).
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i1) Puisque F, — Fy = F1,SxSg (déja vu), nous avons pour tout t € [¢/, 0]

ST Sx() | |SE@FEL®) - FZ<>> Sx(O)(F () — F(1))
EV() — FyO(t)  Fut) = Fz(t)] (F(t) = F3P(8)(FL(t) — Fz(1))
Sx (t)(FL(t) Fz<t>>—sx<t><FL<t> Fy(t))
(F(t) = F3P(8) (FL(t) — Fz(1))
ST (t) — Sx(t)]
() — FyY ()

(
Sx ()| (1) — SV (t) — (Fu(t) — Fo(t)]
(FL(t) — F2(t)|F7(t) — FY (1))

[FM () = F3O(t) — (FL(t) — Fo(1))
(FL(t)Sx(O)Sr(®)| FLV(t) — Fy (1)
Sy 57 (1) — Sx(w)
" infy ey | FLY (u) — FYY(u)]
Sy <ucp |FL" (1) = FLP(u) = (Fi(u) = Fy(w)]

(FL(0")Sx (0)Sr(0)) infy <y |Fy" (u) — Fy" (u)]
(4.4)

Et pour ¢ €]0, F1(0')Sx(0)Sr(0)[, on peut montrer comme dans (3.17)

que

(n)
P, int, 1F70) ~ PP (0] < )

<P ( sup |Fp(u) — F{™(u) + FS (u) — Fy(u)] > €> :

0’ <u<f

ou € = Fr(0')Sx(0)Sr(0) — €o. Ceci combiné avec (4.1), (4.3), (4.4) et

le point i) entraine le résultat visé.

]
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4.2 Résultats et preuves

Maintenant, nous sommes en mesure d’établir la convergence en moyenne
quadratique, avec taux, de f! (donné a la relation 2.2) et AL en un point fixé
x €|lx, min(Tx,Tr)[, ot rappelons le

fa (@)

A (@) = ST(x) + (4.5)

ol u, > 0 est le terme général d’une suite qui converge vers zéro et qui sert
a éviter la division par zéro. Notons que Foldes et al. (1981) ont étudié un
estimateur analogue pour des données censurées a droite, avec u,, = 1/n.
Considérons les conditions suivantes habituellement supposées dans le cadre
de I'estimation non paramétrique.
A2 f est continue au point z.
A3 Il existe un entier r > 1 tel que f est r fois dérivable au point z et
JWEK(u)du=0,V1<j<r-1.
A4 Ja,B,e>0,Vy €|z —e,x+ ¢, | f(@) — fly)| < alz —y|°.
A5 hy = O (k) et nhy — o0,
A6 K est une fonction bornée a support compact et telle que [ K(u) du =
1.
Remarquons que les hypothéses A3 et A4 sont plus restrictives que A2 ; elles
nous permettent d’obtenir les taux de la convergence en moyenne quadratique
de f,.
Théoréme 17. (Boukeloua 2015) Pour tout x €]Ix, min(Tyx, Tr)[ nous avons

i) Sous A1, A2, A5 et A6,
lim MSE(fF(z)) = 0.
n—oo

ii) Sous Al, A3, A5 et A6,

MSE(E ) =0 (1 + 1)
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iii) Sous A1l et A4—AB6,

MSE(f(z)) =0 <h3f + nihn) .

En posant r = 2 dans ii), nous retrouvons le résultat de Rosenblatt
(1956) dans le cas des données complétes, ol il suppose que f est trois fois
dérivable en x. Pour les données censurées a droite, Kagba (2004) donne le
méme résultat en supposant que f et F'r admettent des dérivées d’ordre trois

bornées au voisinage de = (voir Théoréme 9).

Démonstration.

Dans ce cadre de censure mixte, f, défini dans (3.2) s’écrit comme suit

S S S Lo,
falz) = i ;K< h, ) Fi(Z;)Sr(Z;)

_ 1 3 K<x_ZJ) Sx(Zj)a,=0) ‘
TLhn 1 h FL<Z;) — Fz(Z;>

n

Remarquons 1a aussi que grace a A5 et A6, nous pouvons prendre, pour n
assez grand, Z; € [0',0], ou 0’ €]Ix, x[et 6 €]z, min(Tx, Tg)[. Donc, F(Z;)—
Fz(ZJ_) = FL(ZJ_)S)((ZJ)SR(ZJ_) 7é 0 en vertu de Al.

De plus, en se basant sur la relation
MSE(f(2)) < 2B(f} (x) = fu(@))* + 4Var(fu(x)) + A(Efu(z) = f(2))’,

il suffit de traiter les étapes suivantes.
Etape 1 : Etude du terme E(f7(z) — f,(2))2.

Soit ¢ > 4 une constante, selon le Lemme 1, il existe ' > 0 vérifiant la
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relation ii) du Lemme et nous pouvons écrire

T rs 2
E(fn (x) - fn(m)) B / sE () Sx () ;. [logn
SUPgr << Fén)(t*)fFén)(t*)_FL(t_)fFZ(t—) <a —
T
dP
" / sT() _ Sx(®) oyt /T (fo (z) — fn( ))
SUPgr<t<g Fl(ln>(t7)*an)(t7) FL(t—)—Fz(t) a -
= [nJ(m) + [n,Z(l')- (46)

En tenant compte du fait que Z; € [#', ] pour n assez grand, nous obtenons

Si (t7) Sx ()
(”)(t )— F(")a ) FLG)-Fz(t~

Su(Z;) B Sx(Z;)
Pz - F{(Z7)  FulZy) = Fa(Z
Su ()

1 T — Z;
fm(l‘):w/{ . (ZK< )
n SUPg/ <¢<g
sE(o) Sx(t)

1 / (
< — sup
= 212 ;
n hn {Supelgtge FI(‘ >(t . F(")(t : TEL )Py 0'<t<0
S)(<t) Xr — Zj
— K lin.— dP
Fi(t) = Fo(t)|) Z he ) 9T

2
(a')?logn = r—X;
S e P\ B\ e
n j=1 n

V() - FyY (1)

(a)?| K]0 log n 1 r—X;
< —F K
=" wh, \h hn

. ()*(n* —n)logn (iE‘K <I—X1)D2’

n3 hy,

ou, rappelons-le, || K || = sup,ep | K ()|
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Maintenant nous devons traiter le terme hiE ‘K (x;i) ‘

En utilisant le changement de variable z = x — u, nous obtenons

b ()= e (o ose g f o 5 e

Sous les hypothéses A2, A5 et A6, le Théoréme de Bochner (voir Théoréme

4) est applicable et il donne

lim iE‘K ("” _Xl)‘ - f(x)/\K(z)ydz, (4.7)

n—oo h,, h,

d’on

Ina(x) = O( ! ) (4.8)

nhy,
en vertu de A5 et A6.

Par ailleurs nous avons

SEE—) Sx (t)

FM ) —rM =) FLE)=Fz(t7)

>a/ loin} [321 <F£H)<Z_

dP.

1
In,Q(x) S /
n2 h’121 {sup9/<t<9

+ mz;S)X Ezﬁz(z;)) " ‘K (5.7) ’ Hasmor

Puisque pour tout j € {1,...,n} tel que A; = 0, =
n L j —
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AFT(Z;) <1, nous obtenons

2
1
(” + _FLw'f—)sR(ef))
n2h?2

< |,
{sup9/<t<9

2
1
5 IK1% (n + W)

Sty s |, [l
“r (9/229 FM-y—=FP @)  Fut) - FZ@)' g n )

1
—O(n—hn)’

grace & Ab, ii) du Lemme 1 et le fait que ¢ > 4. En combinant ceci a (4.6)

In,Q(J}) S

2
T — 4,
(5 o)

sE(E—) _ Sx ()
P =) r =) FLGT)=Fz ()

n j=1

o

et (4.8), nous obtenons

BUL@) - @) =0 () (19)

nh,

Etape 2 : Etude de la variance de f,(z).

L’indépendance et I’équidistribution des pairs (Z;, A;)1< <, permettent d’écrire

~ R r—Z;\ Sx(Z;)1{a,=0,0<z,<0}
_ K J J j=% US4
Var(fu(r)) w2h2 ;Var ( ( 0 ) FL(ZJ-_) — FZ(Zj_)

< {morsrt (e ()

“o(). 10

En vertu de (4.7) et de ’hypothése A6.

L, K(rﬁfl) Lias=0,0:<7,<0}
~ nh} Fr(Z7)Sr(Z))
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Etape 3 : Il reste a traiter le terme (Efn(m) — f(2))2.

Selon (3.10) nous avons

Ef(z) = hin/f( (‘C];“) F(u) du.

Donc

— Sous les hypothéses A2, A5 et A6, le Théoréme de Bochner implique

lim EJ,(z) = lim i/K (—) Flo—2)ds = f(z).

n—00 n—oo R

— Sous les hypothéses A3 et A6, le changement de variable z = % et

Iapplication de la formule de Taylor-Young donnent

Ef(x) - f(z) = / K(2) (f(x — 2ha) — f()) dz

r ) (1
= /K(z) (Z(—l)kzkhﬁf k'( >+zrh;77(zhn)> dz

e 1)
ool

(-1 / SK(2)dz 4 W / n(eha) K (2) dz,

(4.11)

ot 7 est une fonction de R dans R vérifiant lim, ,on(u) = 0, donc
sous A5 et A6 on peut montrer comme dans (3.11) que 7 est bornée

indépendamment de z et n, pour n assez grand. Donc

Efu(z) — f(z) = O(hL),

en vertu de AG6.

— Sous les hypothéses A4—A6, nous avons pour n assez grand x — zh,, €

|t — e,z + €], donc
BF@) = £(a) < [ 1K) (fo = 2ha)  f(a) | d:
<a [ 1K)
— o).
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Le résultat suivant, obtenu du Théoréme 17, concerne 'erreur quadratique
moyenne de AL, pour cela nous avons besoin de I'’hypothése suivante
A’5 : A5 est vérifice et il existe d > 0 tel que 3=— = O(n?).
Théoréme 18. (Boukeloua 2015) Soit x €|Ix, min(Tx,Tg)|

i) Sous A1, A2, A’5 et A6, nous avons

lim MSE(\!(x)) = 0.

n—0o0

ii) Sous Al, A3, A’5 et A6 el avec un choiz de u, = O (h; + AL >,

nhy

nous obtenons

MSE\(z)) =0 (hff + n;ﬂ) .

iii) Sous A1, A4, A’5 et A6 et avec un choizx de u, = O (hﬁ + \/ann>,
nous oblenons

MSE\I'(z)) =0 (hff + n—iﬂ) .

Démonstration.
Nous avons

MSE@&@>=/“ (N (2) — A(x))*dP

{Sg(x)+un<SXT(z>} "

M(z) = Nx))*dP

+ oY
{ST (@) +un> X

= Jp1(z) + Jn2(x). (4.12)

Il suffit donc d’étudier ces deux termes séparément.

Sous A6 on a
1Kl _ 1K

T
< .
= ST ) =
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En choisissant ¢ > 2d + 1 (d étant la constante spécifiée dans I'hypothése
A’5) et en appliquant le Lemme 1, il existe a > 0 tel que

d’une part

Jurlz) <2 /{ i R #2007

gz(”}gﬂz + Mz ))P(Sf(a:)+un<SXT(x)).

Or

S ()t < X 5T (@) 5 (@) = (@)~ (a) >

pour n assez grand.

Nous en déduisons alors que

ni(z) < (”hz”Q +A<w>2)P<\sZ<x>—sx<x>\>a 1°g"> — O(n),

n
(4.13)
en vertu du Lemme 1 et de ’hypothése A’5.
D’autre part, la décomposition
_ falx) = f(2) Az)
A (@) = Ma) = ST(x) tuy + (Sx(z) = S, (x) — Un)m
implique que
(fa (@) = f(2))?
‘]TLQ(I) = 2/{ST (z)+un >3 I)} ( n(l‘ + un)2 P
(Sx(7) — Sy (x) — un)?
2\ ()? dpP
R /{(>} (ST@) + ur)?
8 16A(x)? T 16A(x)?
< S (@) MSE(f (x)) + Sx(2)? MSE(S, (z)) + Sx(x)Qu”‘
(4.14)
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Grace au Théoréme 17, il reste a traiter MSE(S! (x)).

MSB(SE(z)) = [

{|ST( )—Sx (2)|< \/m}<sg<x) ) SX(‘T))%ZP

+/ (S;{(:p) — SX(I’))QCZP
{‘SE(I)*SX($)|>Q\/@}

1 |
< 28" Ly p (ys;{(x) — Sx(2)] > ay/ Og”>
n n
_0 (logn) ’
n

en vertu du Lemme 1. En combinant ceci avec (4.12), (4.13), (4.14), 'hypo-

theése A’5 et le Théoréme 17, nous obtenons les résultats visés. O

4.3 Utilisation des noyaux d’ordre infini

Dans la section précédente, nous avons utilisé un noyau K d’ordre fini r,
ou r est un entier qui quantifie la régularité de f, car nous avons supposé
que f est r fois dérivable (voir I'hypothése A3). Dans ce cas, nous avons
obtenu un taux de convergence en moyenne quadratique de f! de l'ordre
de h*" + 1/(nh,). Mais lorsque f est infiniment dérivable, la relation (4.11)
montre que 'utilisation d’un noyau d’ordre fini r n’est pas recommandée, car
le taux de convergence de Ef,(z) vers f(z) reste toujours O(h}), méme si
on peut développer f en une série infinie. Donc dans ce cas, le fait que f
soit infiniment dérivable ne permet pas d’améliorer le taux de convergence a
cause du choix du noyau. Pour cela, Devroye (1992) a introduit des noyaux

d’ordre infini vérifiant
/qu(u) du =0, Vj € N¥,

et définis par
1 [T ,
K(x) = —/ k(t)e ""dt,

21 J_ o
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ou
k(t):{ 1 silt) <1,
g(Jt]) sinon,

avec g une fonction continue, de carré intégrable, majorée en valeur absolue
par 1 et telle que g(1) = g(—1) = 1.

Ce type de noyaux est donc plus adéquat pour estimer les densités infi-
niment dérivables. Dans la suite, nous donnons des taux de convergence de
'estimateur f basé sur ce type de noyaux. Le degré de régularité de f sera

quantifié par le taux de convergence vers 0, de sa transformée de Fourier, que

nous notons . Ceci est précisé dans les hypothéses suivantes.
A7 3p >0 tel que [0 [t|P|®(t)]dt < oo.
A8 3¢, D > 0 tels que |®(t)| < De vt € R.
A9 @ est a support compact.

Théoréme 19. Soit x €]lx, min(Tx,Tr)],

i) Sous les hypothéses Al et A5—AT et pour un choiz de h, ~ an™"
avec a >0 et B = (2p+1)71, nous obtenons

MSE(f! () = O (%),

ii) Sous les hypothéses A1, A5, A6 et A8, et pour un choiz de h,, ~ —>

alogn

avec a > i, nous oblenons

n

MSE(fI() =0 (“E"),

iii) Sous les hypothéses A1, A5, A6 et A9, nous obtenons

MSE(f ) =0 (- ).

Remarquons que ces taux de convergence sont meilleurs que ceux du Théo-
réme 17. Berg (2007) a montré des résultats similaires pour des données

censurées a droite.
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Démonstration. Commengons par traiter la variance de fI(z).

Nous avons
Var(f1(z)) < 2B (f;{(a;) _ };(x))g +4E (fn(x) - Eﬁ(ac))2
+4(Efu(x) — Ef] (x))”
< 6E (fg(x) - fn(;c))2 +4E (fn(x) - Eﬁ(x)f

~0 (mlln) , (4.15)

en vertu de (4.9) et (4.10).

Passons maintenant au biais de fI(x), noté b(f(z)).

En procédant comme dans le théoréme 7 de Berg (2007), nous pouvons mon-
trer que

— Sous A7, nous avons

b7 (@) = o (n37FT)

— Sous A8, nous avons

s =0 ().

b(f (x)) =0,

en combinant ceci avec (4.15), nous obtenons les résultats visés. ]

— Sous A9, nous avons

En suivant la méme démarche du Théoréme 18, nous obtenons les résul-
tats suivants pour AL (z).
Théoréme 20. Soit x €]lx, min(Tx,Tr)],

i) Sous les hypothéses A1,A’5,A6 et AT et pour un choiz de h, ~ an™"
aveca >0 et B=2p+1)"" et de u, = O (n%>, nous obtenons

—2p

MSE\. (z)) = O <n+> ,
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i1) Sous les hypothéses Al, A’5, A6 et A8, el pour un choix de h, ~

1
L avec a > L et de u, = O <ER ) nous obtenons
alogn 2q n ’

MSEOE (@) =0 ().

n

i) Sous les hypothéses Al, A’5, A6 et A9 et pour un choix de u, =

@) <\/+T>, nous obtenons

MSEO (2)) :o( ! )

nh,

4.4 FEtude de simulation

Dans le but de conforter les résultats théoriques prouvés dans ce cha-
pitre, nous allons présenter une étude de simulation. Dans cette étude, nous
évaluons le biais, la variance et I'erreur quadratique moyenne des estima-
teurs étudiés pour quelques valeurs fixées de z. Pour cela, nous calculons
200 valeurs de chaque estimateur, auxquelles nous retranchons la valeur de
la fonction théorique correspondante. Nous calculons ensuite la moyenne, la
variance et la moyenne des carrés de I’échantillon que nous obtenons, qui ap-
prochent respectivement le biais, la variance et 'erreur quadratique moyenne
de 'estimateur considéré.

Pour calculer nos estimateurs, nous utilisons le noyau gaussien et une fenétre
optimale obtenue en minimisant la distance entre la valeur de ’estimateur et
la valeur de la fonction théorique qui lui correspond, parmi un ensemble de
valeurs de la fenétre. Afin de montrer 'effet de la taille d’échantillon sur la
qualité de I'estimation, nous utilisons a chaque fois deux tailles d’échantillon
n = 100 et n = 250.

Nous allons considérer les deux types de censure : la censure mixte et la

censure double et ceci pour guider I'intuition sur la possibilité d’étendre les
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résultats prouvés dans ce chapitre au cas de la censure double.

Comme dans le chapitre précédent, nous considérons deux modéles pour
chaque type de censure. Dans le premier modéle de censure mixte, X ~
W(3,3), R ~W(4.5,4) et L ~ W(1.7,3). Pour ce modéle les taux de censure
a droite et a gauche sont respectivement de 16% et 17%. Dans le deuxiéme
modéle, X ~ B(10,2,4), R ~ B(20,5,1.7) et L ~ B(2.5,0.5,0.2). Dans ce
cas, le taux de censure a droite (resp. a gauche) est de 16.4% (resp. 18.1%).
Quant aux modéles de censure double, nous les considérons comme suit :
dans le premier modéle X ~ W(12,4), L ~ W(7,4) et R := L+ V ou V
est une v.a.r. de loi W(22,1). Le taux de censure a droite (resp. a gauche)
est de 18.4% (resp 10.3%). Dans le deuxiéme modéle, X ~ B(100,10,5),
L~ B(12,7,5) et R:=L+3xW, ot W est une v.a. de loi W(2,25). Le
taux de censure & droite (resp. a gauche) est de 17.2% (resp. 16.7%). Les

résultats que nous avons obtenus sont présentés dans les tableaux suivants.

r=1 =3 r=4
n =100 | n =250 n =100 n = 250 n =100 | n =250
Biais [8.02 x 1073|1.94 x 1072 —2.97 x 1072 | —1.42 x 1072| 1.6 x 1072 |1.47 x 102
Variance |7.79 x 1074]2.12 x 107*| 1.08 x 1073 | 6.48 x 10~* [2.55 x 107%|1.15 x 10~*
MSE [8.39 x 107%{5.85 x 1074| 1.96 x 1073 | 8.48 x 10* [5.11 x 107%| 3.3 x 10~*

TABLE 4.1: L’estimateur de la densité dans le premier modéle de censure

mixte.
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z=0.5 r=1.5 =3
n = 100 n = 250 n = 100 n = 250 n = 100 n = 250
Biais |6.62 x 1073{4.06 x 107*| —2.88 x 1072| —=1.51 x 1072 | =7.75 x 1072 | —4.68 x 1072
Variance [3.82 x 1074 2.6 x 107* | 5.71 x 107* | 3.38 x 107* | 2.15 x 1072 | 9.29 x 1073
MSE [4.24 x 1074 2.6 x 107* | 1.4x 1073 | 5.66 x 107* | 2.74 x 1072 | 1.14 x 1072

TABLE 4.2: L’estimateur du taux de hasard dans le premier modéle de censure

mixte.
r=0.5 r=1.5 r=25
n =100 | n =250 n =100 n = 250 n = 100 n = 250
Biais [3.11 x 1072|1.49 x 1072| —3.03 x 1072 —2.18 x 107%| —6.06 x 1073 | —5.6 x 1073
Variance |8.32 x 1074 [6.77 x 107 | 4.81 x 107 | 2.91 x 1073 | 1.75 x 107" | 7.43 x 10~°
MSE [1.79 x 1073(8.96 x 107*| 5.71 x 1072 | 3.37 x 1073 | 2.11 x 10™* | 1.05 x 10~*

TABLE 4.3: L’estimateur de la densité dans le deuxiéme modéle de censure

mixte.
r=0.2 x=0.5 r=1
n = 100 n = 250 n = 100 n = 250 n = 100 n = 250
Biais | 7.3 x 1073 [1.35 x 1072[2.95 x 1072|2.12 x 1072|1.65 x 1072{2.03 x 1073
Variance |5.39 x 1074]2.05 x 107*|1.37 x 1072|8.14 x 1074|8.34 x 107*| 2.8 x 1074
MSE | 5.9 x 107% |3.86 x 107%{2.24 x 1073[1.26 x 1073 | 1.1 x 1073 |2.83 x 1074

TABLE 4.4: L’estimateur du taux de hasard dans le deuxiéme modéle de

censure mixte.
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T =295 x =10 r=13
n = 100 n = 250 n = 100 n = 250 n = 100 n = 250
Biais | 3.4 x 1072 |3.12x 1073|—1.35 x 1073| —=1.03 x 1072| —8.65 x 1073 | —5.36 x 1073
Variance [2.77 x 107°|2.14 x 107°] 1.25 x 107* | 744 x 107° | 1.73 x 107* | 9.32 x 107°
MSE (391 x107°|3.1x107°| 3.08x107* | 1.8 x107* | 248 x107* | 1.21 x 10*

TABLE 4.5: L’estimateur de la densité dans le premier modéle de censure

double.
=2 r=4 r=17
n =100 n = 250 n=100 | n=250 n = 100 n = 250
Biais |—9.49 x 107°|—5.63 x 107%|3.06 x 1073{2.29 x 1073 |—2.54 x 107*| —2.13 x 1073
Variance| 4.41 x 1076 | 3.22 x 1076 |3.59 x 107°|2.37 x 107°| 1.48 x 10™* | 5.31 x 107°
MSE | 44 x107% | 352 x107% |4.51 x 107°|2.88 x 107%| 1.47 x 10~* | 5.74 x 10~

TABLE 4.6: L’estimateur du taux de hasard dans le premier modéle de censure

double.
T =95 =10 r =13
n = 100 n = 250 n = 100 n = 250 n = 100 n = 250
Biais [1.08 x 1072|5.74 x 1073| 1.2 x 1072|7.83 x 1073|1.75 x 1073| —1.63 x 1073
Variance |1.09 x 1074[8.57 x 107°| 3.97 x 107* {2.84 x 107%|1.05 x 107*| 4.85 x 107
MSE [2.25 x 107*|1.18 x 1074|522 x 107* [3.44 x 107*|1.07 x 10~*| 5.09 x 10~°

TABLE 4.7: L’estimateur de la densité dans le deuxiéme modéle de censure

double.
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T =2 r=2>5 r=2_8
n = 100 n = 250 n = 100 n = 250 n = 100 n = 250
Biais [8.17 x 107%{3.75 x 1073|8.36 x 1073 |1.67 x 1073| —1.93 x 1072 |—1.11 x 1072
Variance |5.37 x 107°]1.43 x 1075]2.01 x 107*|1.41 x 107*| 5.81 x 107* | 3.22 x 10~*
MSE [5.41 x 107°{2.83 x 107°| 2.7 x 107* |1.43 x 107*| 9.5 x 10™* | 4.43 x 10~*

TABLE 4.8: L’estimateur du taux de hasard dans le deuxiéme modéle de

censure double.

Pour les tailles d’échantillon n = 100 et n = 250, 'erreur quadratique

moyenne des estimateurs étudiés est assez petite, ce qui confirme leur per-

formance. Sans surprise, la qualité de ’estimation s’améliore lorsque la taille

d’échantillon augmente. Grosso-modo, les erreurs quadratiques moyennes des

estimateurs étudiés dans le cas de la censure double sont plus petites que

celles de la censure mixte, ce qui nous meéne a penser a la possibilité de prou-

ver des résultats similaires & ceux obtenus dans ce chapitre pour le modéle

de censure double.
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Chapitre 5

Utilisation des divergences dans
I’étude de modéles
semi-paramétriques avec des

données censurées

5.1 Introduction

Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition inconnue
F'. Nous nous intéressons a des modéles semi-paramétriques, définis par des

contraintes de moments, de la forme
E(g(X,0)) =0, (5.1)

ot g = (g1,...,9)" € R est une fonction connue définie sur R x © et
0 € ® C R? est un paramétre vectoriel. Pour les données complétes, ces mo-
déles ont été largement étudiés dans la littérature. Nous citons par exemple
les travaux de Qin et Lawless (1994), qui ont utilisé la méthode de la vrai-

semblance empirique (EL) (voir Owen (1988, 1990, 2001)), pour proposer des
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estimateurs de 6 et F', et pour construire des régions de confiance pour 6 et
des tests relatifs au paramétre. Par ailleurs, Corcoran (1998) a considéré le
modeéle (5.1) avec g(x,0) = x — 0 (i.e. 0 est la moyenne de X) et a introduit
deux classes de statistiques généralisant la méthode EL. Les modéles (5.1)
peuvent étre traités par la méthode des moments généralisée (GMM) intro-
duite par Hansen (1982), mais dans ce cas, le biais des estimateurs obtenus
croit, en général, avec le nombre de contraintes (voir Newey et Smith (2004)).
Comme alternative aux estimateurs GMM, Smith (1997) a introduit la classe
d’estimateurs de vraisemblance empirique généralisée (GEL). Les propriétés
de ces estimateurs ont été étudiées dans Newey et Smith (2004) et comparés
aux estimateurs GMM. Smith (2011) et Chang et al. (2015) ont étudié le
modeéle (5.1) pour des données dépendantes.

Pour les données censurées a droite, la méthode la plus utilisée pour trai-
ter le modéle (5.1) est la méthode EL. Plusieurs auteurs ont travaillé dans
ce domaine comme Wang et Jing (2001) qui ont étudié le modeéle (5.1) avec
g(x,0) = £(x) — 0 (on & est une fonction connue). Ils ont appliqué la mé-
thode EL pour construire des intervalles de confiance pour 6. Ren (2001) a
considéré le modéle (5.1) avec g(x,0) = x — 0 et a proposé une méthode du
rapport de vraisemblance empirique qui donne des intervalles de confiance
pour 6, qui est, dans ce cas, la moyenne de X . Pan et Zhou (2002) ont proposé
une méthode EL en termes de la fonction de hasard cumulée. Par ailleurs,
He et al. (2015) ont utilisé certaines fonctions d’influence pour améliorer les
intervalles de confiance obtenus par la méthode EL. Zheng et al. (2014) ont
proposé une autre méthode pour améliorer la méthode EL, appelée la vrai-
semblance empirique ajustée. Shen et al. (2016) ont construit des intervalles
de confiance pour 6 dans le cas des données doublement censurées, avec un
ou deux échantillons. De plus, plusieurs auteurs ont étudié les problémes a
deux échantillons et les problémes de régression liés au modéle (5.1) comme
Wang et Wang (2001), Fang et al. (2013), He et Liang (2014) et Wu et al.
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(2015).

Par ailleurs, la théories des ¢-divergences et de la dualité développée dans
Broniatowski et Keziou (2006) a été largement utilisée dans I'inférence statis-
tique, voir Keziou (2003) et Broniatowski et Keziou (2009) pour les problémes
paramétriques et Keziou et Leoni-Aubin (2008) pour un probléme de rapport
de densité avec deux échantillons. Broniatowski et Keziou (2012) ont étudié
le modéle (5.1) avec des données complétes en utilisant les ¢-divergences.
Ils ont proposé des estimateurs de 6 et ont étudié leurs propriétés asympto-
tiques. De plus, ils ont construit des régions de confiance pour 6 ainsi que des
tests pour le modéle et pour . Ils ont donné la distribution asymptotique
des statistiques de ces tests aussi bien sous I’hypothése nulle que sous les
alternatives, méme lorsque ces derniéres contiennent une mauvaise spécifi-
cation. L’obtention des distributions statistiques sous les alternatives leur a
permis de déduire des approximations de la fonction de puissance et de la
taille d’échantillon qui assure une puissance voulue pour une alternative don-
née. Dans ce chapitre, nous initions I'extension de leurs résultats au cas des
données censurées a droite. Nous construisons des estimateurs pour 6 basés
sur la mesure empirique de Kaplan-Meier et nous étudions leurs propriétés
asymptotiques. Pour cela, nous appliquons un théoréme central limite (TCL)
dans le cas des données censurées (voir Zhou (2015)) et une loi faible uniforme
des grands nombres (LFUGN) que nous prouvons dans le présent chapitre.
Les résultats théoriques que nous obtenons ont plusieurs applications comme

celle donnée dans ’exemple suivant.

Ezemple 1. Considérons le modéle (5.1) avec g(z,0) = (x— 6,22 —h(9))", ot
h est une fonction connue. Dans ce cas, la vraie valeur de 6 est la moyenne
de X. Ces modéles contiennent toutes les distributions pour lesquelles le mo-
ment d’ordre deux peut étre écrit comme fonction du moment d’ordre un.
Plusieurs lois usuelles dans ’analyse de survie appartiennent a cette classe

de distributions, comme la loi exponentielle et la loi de Rayleigh. Le fait de

79



considérer le modéle semi-paramétrique (5.1), au lieu d'un modéle compléte-
ment, paramétrique, méne a des estimateurs plus robustes de la moyenne de
X.

Nous renvoyons le lecteur & He et al. (2015) pour plus d’exemples d’applica-
tion du modéle (5.1) pour les considérations de 'analyse de survie.

La méthode EL a été adaptée au cas des données censurées par Wang et
Jing (2001). Ils ont remplacé, dans la formule de la vraisemblance empirique,
le i®™e élément de Péchantillon X;, par une quantité observable et qui a la
méme espérance. Par ailleurs, Broniatowski et Keziou (2012) ont donné un
autre point de vue de la vraisemblance empirique. En effet, utiliser la méthode
EL revient a projeter la mesure empirique de I’échantillon sur le modéle,
en choisissant la divergence de Kullback-Leibler modifiée pour évaluer les
distances entre les mesures. Dans ce travail, nous suivons ce méme point de
vue et nous estimons 6 en projetant la mesure empirique de Kaplan-Meier
sur le modéle. Ceci donne un estimateur différent de celui de Wang et Jing
(2001), mais une comparaison par une étude de simulation a montré que
notre estimateur est plus performant.

Ce chapitre est organisé comme suit. La section 5.2 décrit la mesure empi-
rique de Kaplan-Meier. Dans la section 5.3, nous introduisons les estimateurs
du minimum de divergences empiriques. Dans la section 5.4, nous donnons les
propriétés asymptotiques des estimateurs proposés. La section 5.5 présente

des résultats de simulation.

5.2 La mesure empirique de Kaplan-Meier

Soit X une durée de survie de fonction de répartition continue F. Nous
supposons que X est censurée a droite par une v.a. positive R, indépendante
de X. Donc au lieu d’observer X, nous disposons d’un échantillon de n v.a.

indépendantes et de méme loi que le couple (Z,A), ou Z := min(X, R) et
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A= 1{X§R}-
Rappelons que dans ce cas F' peut étre estimée par 'estimateur de Kaplan-

Meier suivant

Filz)=1-=Su(z):=1- ][] (1 — 5((?;) ,

i/Z! <z

ol (Z!)1<i<m (m < n) sont les valeurs distinctes des (Z;)1<i<n, D(Z]) =
Y Ajliz—zy et U(Z]) := Y 1(z,>2z . La mesure empirique de la fonction
j=1 j=1

de répartition FF¥ peut étre écrite comme suit

BR() = S AENZ)i,() =3 T(LZ<Z)>5Z.<.>,

i=1 i=1
avec la convention 8 := 0, d,(.) désigne la mesure de Dirac au point x, pour
tout .
Soit SI(;) Pestimateur produit-limite, de S, donné par
() . D(Z))
o= 11 (7).
i/Z!<x

ol ﬁ(ZZ/) = Z(l — Aj)l{Zj:ZZf}-

j=1
Puisque pour tout z

n 1 ¢ -
Su(@)Si (1) = =D Uzpoey = Halw),
j=1

nous obtenons




D’ou

AFR(Z) A
D(Z) nsi(z)
et
PR() = B 5 0)

5.3 Les estimateurs du minimum de divergence

Notons M Tespace de toutes les mesures finies et signées (m.f.s.) sur

(R, B(R)) et considérons le modéle statistique suivant.

M = UMQ,

0cO®

ou
My = {Q € M telle que /dQ(aj) =1 and /g(x,&)d@(x) = O} :
R R

g = (g1,...,q)" € R étant une fonction vectorielle de z € R et dun
paramétre § € @ C RY,

Nous notons 6y, si elle existe, la valeur du paramétre telle que (tq) Px € My,
(ou Py est la loi de probabilité de X'). Nous allons construire des estimateurs
de 6y, basés sur la notion des divergences et de la dualité, que nous rappelons
dans la suite.

Soit ¢ une fonction convexe définie de R dans [0, +00] telle que son do-
maine dom,, := {x € R tq ¢(z) < 0o} est un intervalle de bornes a, < 1 < b,,
(qui peut étre borné ou non, ouvert ou non). Nous supposons que ¢(1) =0
et que ¢ est fermée (i.e., si a, ou b, est fini alors p(r) — ¢(a,), quand
x| ay, et p(r) — p(b,), quand = 1 b,). Pour toute mesure de probabilité
(m.p.) P sur Uespace probabilisable (R, B(R)) et pour toute m.f.s. Q € M,

la p-divergence entre () et P, lorsque () est absolument continue par rapport
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a (a.c.p.r.d) P, est définie par

D7)~ [ (520) arw),

ot dQ/dP(.) est la dérivée de Radon-Nikodym. Lorsque () n’est pas a.c.p.r.a
P, nous posons D, (Q, P) := 4o0c. Pour toute m.p. P, Papplication @ € M
D,(Q, P) est convexe, positive et vérifie D, (P, P) = 0. Si ¢ est strictement

convexe au voisinage de z = 1, alors
D,(Q, P) = 0 si et seulement si Q) = P. (5.2)

Dans toute la suite, nous supposons que ¢ est strictement convexe sur son
domaine (a, b,) et deux fois continument différentiable sur |a,, b, [, 'intérieur
de son domaine. Donc, ¢/(1) = 0, ¢"(z) > 0 pour tout = €la,,b,[, et la
propriété (5.2) est vérifiée.
Si 2 est une partie de M, nous définissons la p-divergence, entre 2 est une
m.p. P, par

D(2,P) = jnf D,(Q,P).

Une mesure finie Q* € Q, telle que D,(Q*, P) < oo et

D,(Q*,P) < D,(Q, P) pour tout () € €2,

est dite une projection de P sur (). Cette projection peut ne pas exister, et
peut ne pas étre unique.

Par ailleurs, les problémes d’optimisation avec contraintes peuvent étre
transformés en des problémes sans contraintes, et ceci grace a la notion de la
dualité de Lagrange et de la transformée de Fenchel-Legendre. La transformée
de Fenchel-Legendre (ou la conjuguée convexe) de ¢ est définie par

©* it € R ¢*(t) := sup{tx — ¢(x)}.
zeR
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La fonction ¢* est convexe et fermée, son domaine est un intervalle (a7, b7,)

dont les bornes

a’ = lim —(’0(@

¥ T—r—00 €T
vérifient af, < 0 < b} avec ¢*(0) = 0.
La convexité stricte de ¢ sur son domaine (ay, b,) est équivalente au fait que

sa conjuguée ¢* soit "essentiellement réguliere", i.e., dérivable avec

lim *'(t) = —ooc si a, est fini
tglngo() oo si a;, est fini,

lim o™ (t) = i b, est fini.
t#rbrl@() +00 si by, est fini

Inversement, ¢ est essentiellement réguliére sur son domaine (ay,,b,) si et
seulement si ¢* est strictement convexe sur son domaine (a, b).
Dans la suite, nous supposons que ¢ est essentiellement réguliére. Donc,

©* est strictement convexe sur son domaine (a:‘m b;), et il s’ensuit que

a’ = lim plz) = lim plz) = lim ¢'(z), b, = lim plz) = limM = lim
¥ r——00 I zlay, X AN ® rz—+oo I by, T zTby

et
p"(t) =t (t) — (¢! (1)) pour tout ¢ €lay, b,
ol ¢! désigne la fonction inverse de ¢'. De plus, ©* est deux fois continument

différentiable sur Ja7, b} [ avec

e (t) =@M (t) et o7 (t) = m

En particulier, 0*' (0) = 1 et ¢*" (0) = 1. Evidemment, puisque ¢ est supposée

fermée, nous avons

plap) = lim p(z) et p(b,) = lim p(),
xla, by
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qui peuvent étre finies ou non. De méme, d’aprés la fermeture de ¢*, nous

avons

= Hm ¢ (8) et 7 (0) = lim 9" ().

Finalement, la premiere et la deuxiéme dérivée de ¢ aux points a, et b, sont

¢*(ay,)

définies comme étant les limites de ¢'(z) et ¢”(z) quand z | a, et quand

*

z T b,. La premiere et la deuxiéme dérivée de " aux points ag,

et 07, sont
définies de la méme fagon.
Le tableau suivant donne quelques exemples usuels de la fonction ¢ et sa

conjuguée convexe @*.

La divergence % dom, |¢* dom,,-
Kullback-TLeibler o(x) :=zlogr — x4+ 1 |[0,+oo[|¢*(t) == — 1 R
Kullback-Leibler modifiée | p(z) := —logx +x — 1]0,4+00[|p*(t) := —log(1l — t) |] — o0, 1]
x> p(z) = 3(z — 1) R *(t) == 5t + t R

x? modifiée o(x) = %(x;w 10, 4+00[|p*(t) :=1— /1 —2¢t|] — o0, 1]
Hellinger o(x) = 2(y/z —1)? [0, +o00[|p*(t) == 24 ] — 00,2

TABLE 5.1: Les divergences usuelles.

Soit # une valeur donnée dans ©, l'estimateur “plug-in" de D,(My, Px)

est

Dyo(Mo, Px) := _inf D, (Q,Py).

Si la projection Qén) de P sur My existe, alors il est clair que Qé") est a.c.p.r.a
P2 ceci veut dire que le support de Qé") doit étre inclus dans ’ensemble

{Z;, tqi e {1,...,n} et A; = 1}. Considérons alors la partie suivante de M
MgV

donc l'estimateur ZA)¢(M9, Py ) peut étre écrit comme suit

D,(My, Px) = inf D,(Q,PF). (5.3)

Qeml
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Ce probléme d’optimisation avec contraintes peut étre transformé en un pro-
bléme sans contraintes, en utilisant la conjuguée convexe p* de ¢. Ceci est
précisé dans la proposition suivante, qui est un cas particulier du Théoréme
1 de Broniatowski et Keziou (2006).

Proposition 1. Sl existe )y dans ./\/l((,n) telle que

a, < nS}(;?)(ZZ-_)QO(Zi) <b, pourtouti=1,...,n,

alors
1 n l A
inf D,(Q,PH) = sup {to——> o [to+ > t;9,(Z:,0) | ——— 3,
QemMM v teR1H o ZZI ‘ jzl 7 Sgl)(Z;)
(5.4)

avec une atteinte duale. Réciproquement, s’il existe une solution optimale
duale t := (to,t1,..., 1) € R" telle que
1

a; < to + ijgj(Zi,G) <b, pourtoutt=1,...,n tel que A; =1,
j=1

alors Dégalité (5.4) est vérifiée, et l'unique projection de PE sur Mé") est

donnée par

A, L,
Q" (7 = — " Mt + Y tigi(Z,0)), i=1,...,n,
P = e e et 220

% j=1

ot t:= (lo,t1,..., 1) " est solution du systeme d’équations
n — n l A A;
- % Zi:l SO/ ! <t0 + Zj:l tjg](Z“ 0)) Sgl)( ) O’

_% Z?:l g](Zla 0)80/71 (fo + 22:1 tAkgk(ZZ) 9)) S%n)A(iZf) = 07 j = ]-a s 7l'

Cette proposition correspond a la proposition 4.1. de Broniatowski et
Keziou (2012) dans le cas des données complétes. La proposition 4.2. du méme

papier, qui est rappelée ci-dessous, concerne les contreparties asymptotiques.
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Proposition 2. Supposons que [, |g;(x,0)|dPx(x) < oo, pour tout j =
1Sl existe Qo dans My avec Dy(Qo, Px) < 0o et

o < inf QO( ) < sup 46

<b Px —p.s.
zeR dPX z€R dPX(x) v X ps

(les inégalités strictes signifient que Px{zr € R tq (dQo/dPx)(z) < a,} =
Px{z € R tq (dQo/dPx)(x) = b,} =0)

alors

Qier}\f/te D,(Q,Px) = sup {to - /ch* <to + thgj(x,9)> dPX(x)} , (5.5)

141
teR1+ j=1

avec une atteinte duale. Réciproquement, s’il existe une solution optimale

duale t* qui est un point intérieur de [’ensemble

I
{t e R 1q / " (to +thgj(x,0)>
R

j=1
alors Uégalité (5.5) est vérifiée, et l'unique projection de Px sur Mgy est

donnée par
dQy —1 l
—(z) = tg E tig;(xz,0
dPX ('T) ¥ D+ — jg](x7 ) ’

ol t* = (t5, 15, ..., 1) " est solution du systeme d’équations

L= [ (t+ X 0:(2.0)) dPx(2) = 0,
— [ gi(z,0)¢"~ 1(150—1—2] 1 tig(, 0)) dPx(z) =0, j=1,... L
De plus, t* est unique si les fonctions 1g, g1(.,0), ..., qi(.,0) sont linéairement
indépendantes dans le sens o Px{x € R tqty+ 22:1 t;gj(xz,0) # 0} >0
pour tout t € R quec t # 0.

En tenant compte de ces propositions, nous allons redéfinir I'estimateur
lA)¢(M9, Px) donné dans (5.3). Soit

g = (1R><®>g17 cee 7gl)7

87



l

t'g(x,0) ==ty + Z t;gi(x,0),

j=1

m(z,0,t) ==ty — ©*(t"g(x,0)) pourtout z € R, €O C R tcR™M,

Aén) = {t e R tq a;, < t'9(Z;,0) < bt pourtouti=1,...,ntqA; =1}

(%]
Ap = {t e R tq /
R

Notons, pour toute m.p. P sur (R, B(R)) et pour toute fonction f intégrable

et

" <to + thgj(x,9)> dPx(z) < oo} :

j=1

par rapport a P

Pf = /Rf(x)dP(:z:).

Nous redéfinissons D »(My, Px) comme suit

A;
(./\/lg,PX) = sup —Zm Z;, 0, t)ﬁ = sup PEm(0,t), (5.6)
teal™ i R(i) tenl™
et nous estimons D, (M, Px) et 6y, par analogie au cas des données complétes

(voir Broniatowski et Keziou (2012)), par

~ A R
Dy(M, Px) := elgcf) zu P Zm (Z;,0,1) S(”)( P = elg(gt;lg)?’ m(0,t)

(5.7)
et

. 1 A,
0, = argolg(f) Sj\lg) ﬁ; m(Z;, 0, t)m = arg elgcg SI:(IZ)]P am(0,1)
(5.8)

respectivement.
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5.4 Les propriétés asymptotiques des estima-

teurs étudiés

Dans le but d’étudier quelques propriétés asymptotiques des estimateurs
que nous avons définis dans la section précédente, nous avons besoin d’ap-
pliquer une LFUGN dans le cas des données censurées a droite. Donc, nous
allons d’abord montrer ce résultat. Pour cela, nous allons adapter le Théo-
réme 7, pour obtenir la convergence uniforme en probabilité de Sl(%”) sous

I’hypothése suivante.

Hypothése 0. (a) Fr(T7) < 1; (b) il existe p €]0,1/2[ tel que

<fxTZ Sx dFR) o

lim su < 00.
m—)TZp Sx ()
Dans toute la suite, ||v|| := sup,|v;| dénote la norme d’un vecteur v :=
(v1,...,vm)" € Ret ||A]| := sup, ; |a;;| dénote la norme d’une matrice A :=

(aij)-

Proposition 3. Soit h: Ry x ® — R™ une fonction mesurable. Sous {’Hy-
pothese 0, et si © est compact, h(X,0) est continue en tout point 0 € O avec
la probabilité un et E(supyee ||R(X,0)]|) < oo, alors on a

sup ||PER(9) — Pxh(6)|| 50, quand n — .
0e®

Démonstration.

Puisque E (#h(z, 9)) —E (S’;ff;@)E(mX)) — E(h(X,0)) = Pxh(0),
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nous obtenons

By iy :lnAi o A
IPER(6) — Pxh(0)]| n;;@ﬂZSM%@ E(Eﬁ?ﬁMﬁOH

RS A 1 « A,

< ﬁ;%h(z”w - E; SR(Z;)h(Zi’H)
I~ A A
" Gy B0 = F ) H

= (14O + [ Ba (@)1 (5.9)

Pour traiter le terme B, (6), nous allons appliquer la LFUGN dans le cas
des données complétes (voir le Lemme 2.4 de Newey et McFadden (1994))
sur la fonction v(Z, A, 0) = #h(& 6), pour cela nous devons vérifier que
E(supgee |[v(Z, A, 0)]]) < co. En effet,

B (su 10X, 200 ) < 5 (sup [(X.0)] ) < o0

sup || Ba(0)|| - 0. (5.10)

0e®
II reste a traiter le terme A, ().

D’ou

et {%Znh(x,e)n}

‘ St Skl
< supxe[o,TZ]| R (z) — Sr(x { Z”h X;,0) H} (5.11)

[An(0)|] < sup

z€[0,Ty]

Sk (1) Se(T2)
En vertu de la LFUGN (appliquée sur la fonction ||h(X, 0)||), nous avons

sup{ ZHh X;,0) H} Op(1) (5.12)

et sous I’'Hypothése 0, nous pouvons appliquer le Théoréme 7 sur S](g), en

inversant le temps, pour avoir

sup |Si” () — Sp(z)| = Op(n?).

2€[0,T7]
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En combinant ceci avec (5.9), (5.10), (5.11), (5.12) et le fait que P(Sgl) (Ty) <
Sr(T2)/2) < P(sup,epor, 1S5 (2) — Sr(x)| > Sr(Tz)/2), nous obtenons le

résultat visé. ]

Nous avons besoin également du résultat suivant, qui représente un TCL

multidimensionnel dans le cas de la censure & droite.

Proposition 4. Soit h : R, x ® — R une fonction mesurable. Si 6, € ©
vérifie E(h(X,0y)) =0, et si la matrice ¥ = (04;)1<ij<m, OU

dF(x)
SR(l'*) ’

01y = / (ha(ie, 0v) — Tal, 00)) (y (a B) — Ty (2, 61))

h; étant la transformée de Efron et Johnstone (1990) de h;, définie par

hilx) = 1—;%5) /] _ mwar(,

existe et elle est inversible, alors PRh(0y) converge en loi vers un vecteur

gaussien centré, de malrice de covariance 3.

Démonstration.
Voir Zhou (2015), Lemme 21. O

Dans la suite, nous allons étendre les résultats asymptotiques établis dans
Broniatowski et Keziou (2012) au cas des données censurées a droite. Les hy-
pothéses que nous allons considérer correspondent & celles supposées dans ce

papier.

Hypothése 1. (a) Py € M et 6 € O est I'unique solution de E(g(X,0)) =
0; (b) ® C R? est compact ; (c) g(X, 0) est continue en tout point § € © avec
la probabilité un; (d) E(supyeg [|g(X,8)||*) < co pour un certain a > 2; (e)
la matrice Q := FE(g(X,0y)g(X,0y)") est inversible; (f) la matrice V; :=
(Wi hcijan ot vl = [(gi(x,0v) — Gi(z,0v))(g;(x, Ov) — Gj(x, Ov)) Sm ik,
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est bien définie et inversible.

Les hypothéses 1a-1e sont supposées dans Broniatowski et Keziou (2012),

et ’'Hypothése 1f permet d’applique la Proposition 4. Une condition suffisante

qui garantit I'existence des termes vl%) est précisée dans Akritas (2000)
2
9; (ZL‘, HV) .
———dF(x) <oo, Vie{l,... I}
o @) {10}

Théoréme 21. Sous les Hypothéses 0 et 1, avec une probabilité approchant
un (a.p.a.1) lorsque n — oo, estimateur ap existe, et converge vers 0y en
probabilité. L 37 %Q(Zu @) = Op(1/v/n),

%\(@,) = arg SupteAg;) ]P’ffm(é;, t) existe et appartient a int(Aé”)) a.p.a.1 lorsque

n — oo, et tA(gw) = Op(1/y/n). “’

Démonstration.

Dans toute la suite, nous utilisons les notations suivantes : g,(6) :=
9(Xi,0), bi := supgee [9:(0)], 9(0) == Piig(0)
et Q(0) == nt Y, G,(0)7,(0) T A/ S (X)),
Pour démontrer le Théoréme 21, nous nous inspirons largement de la preuve
du Théoréme 3.1 de Newey et Smith (2004). Pour cela, nous avons besoin

des lemmes suivants.

Lemme 2. Sous I’Hypothése 1, nous avons pour tous ( tel que 1/a < ( < 1/2
et Ay 1= {t € RW: [[t]| < 0}, suPyegen, icicn [t G:(0)] = 0 et ap.a.,
A, C Aé") pour tout 6 € O.

Preuve.

Sous I’'Hypothése 1, nous avons max;<i<, b; = Op(n'/®). En effet, soit
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e > 0, les inégalités de Markov et Holder permettent d’écrire pour tout o > 0

P ((mas b > snt/e ) < p (s b
1<i<n Snlja

E (maxlgign bi)(x la
n

E (maxlggn SUPpco H@(@)H“))”‘”

n

(

(
<1 <E< Zsupug X,,0)]° ))

(

1/a
E (sup [9(X. e>ua))
0c®

En vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons

sup t7g:.(0)] <n~° max by = Op(n=¢T1/) 50,
0@ tcA,,1<i<n <i<n

ce qui prouve le premier résultat du lemme. De plus, puisque 0 E]a’;,bﬁ;[,

nous avons a.p.a.1t'g;(0) €lak, b%[ pour tous g € © et t tq [|t]| <n~¢. O

Lemme 3. Supposons que les Hypothéses 0 et 1 sont vérifiées et considé-

rons une suite 8 = 6, de v.a. & valeurs dans © telle que [N Oy et

9(0) = Op(n~'?). Nous avons t = arg max, _, PRm(0,t) existe a.p.a.1,
_ 7

t=0p(n~'?%) et SUD;\ (o PEm(0,t) = Op(n1).

Preuve.
Posons €2 := Q(f) et E(g(X,0y)g(X,0y)"), nous avons

||ﬁ—fz||sr|9<> E(@(X,0)5(X,0)")]|

+|E(G(X,0)g(X.0)") — E@X,00)g(X, ) )l
) — E(3(X,0)g(X.0)")]

+ | E(@(X,0)g(X,0)") — E(G(X,00)g(X,0,)")||

< sup [|0(6
0c®
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or

sup 12(6) — E(@G(X,0)5(X,0)T)| o0,

d’aprés la Proposition 3 et
|E@(X.8)3(X.0)") - E@G(X.6,)5(X,00) )| = 0,

par continuité de la fonction 6 — E(g(X,0)g(X,0)") (voir Newey et McFad-
den (1994) Lemme 2.4).
Nous déduisons alors que

a5
Puisque Q est une matrice définie positive, la plus petite valeur propre de Q
est minorée par un réel strictement positif a.p.a.1.
Par ailleurs, d’apres le Lemme 2 et le fait que ¢* est deux fois continument
différentiable sur Ja%, b7, nous déduisons que P#m(0, ) est deux fois conti-
nument différentiable sur A, a.p.a.1. Donc t := arg max,eca, PEm(f,t) existe
a.p.a.1. De plus, le développement de Taylor de la fonction P#m(6,t) montre

lexistence d’un point ¢ & I'intérieur du segment qui relie t et 0 tel que

_ 0 1 0?
0 =PEm(6,0) < PEm(d,t) =t PE=m(6,0) + *Pfj—m(e i)t
ot ot?
Grace au Lemme 2 et le fait que ¢ (0) = 1, nous avons min;<;<, ¢*" (£7g;(

1/2 a.p.a.l. Donc

|

))

e @ i< - Liar
"o )

et

0
0 < Bin(@.1) < TB g m(8.0) ~ I < IFl

Bl S @,0)| - 1

(5.13)
ou C' > 0 est une constante générique.
D’ou
~ 1 0 | - _ _
1< & |[P2 5@ 00| = 15 = Op) = op(ar).
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Donc, a.p.a.l t € int(A,) et par conséquent Pfgt (0,1) = 0. D’aprés le
Lemme 2, a.p.a.l t € A%"), donc la concavité stricte de la fonction ¢ +—
PEm(0,t) et la convexité de Aé”) montrent que PFm(0,t) = SUD, ¢\ (v PEm(0,t),
ce qui donne le premier et le deuxiéme résultat visé avec ¢ = ¢. Finalement,
la relation (5.13) et le fait que ||[PX2m(f,0))| = [[g(@)|| = Op(n~'/?) et

' n ot
It]l = Op(n~'/?) entrainent

PEm(0,%) = Op(n™").

0
Lemme 4. Sous les Hypothéses 0 et 1, nous avons ||[§(0,)]] = Op(n=2/2).
Preuve.
Posons t := —n~g(b, )/Hg( Sl et t:=(0,1)7, ott ¢ est comme dans le

Lemme 2. D’aprés le Lemme 2, t € Aén) a.p.a.l, donc selon le développement
©

de Taylor, il existe ¢ a I'intérieur du segment qui relie ¢ et 0 tel que

et comme ¢*"(0) = 1, nous avons d’aprés le Lemme 2, a.p.a.l

maxj<;<n ©* (tTgZ(G )) < 2. Donc

2 AN AN ~
*Pﬁ%m(e )t > —26TQ(0,)t.

De plus, en vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwartz et de la proposition 3,

i 1 i Az P
Q(6,) < (5 be—) I —ClI,

nous avons

= Sx)
ou I est la matrice carrée d’ordre [ + 1 dont tous les éléments valent 1. Donc

la plus grande valeur propre de Q(@ ) est bornée et par conséquent

~

~ T~ ~ e~ B
Pym(0,,t) > =t §(6,) — Cllt]* = n~*[|g(0,)l| — Cn~*
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Grace a la proposition 4, les hypothéses du lemme 3 sont vérifices pour 6 = 6y,
et comme (5@,1?(@:0)) est un point selle de PEm(6,t), cette derniére relation

et le lemme 3 donnent

n=¢5(0,)||-Cn~% < PEm(0,,, 1) < PEm(0,,1(0,)) < sup PEm(0y,t) = Op(n™").

" (n
n
teAy

(5.14)

D’ou
150, < Op(n¢™) +Cn¢ = O0p(n™¢) ((—1< —(car ¢ <1/2).

Considérons maintenant une suite (¢,) qui converge vers 0 et posons ¢ :=
—enﬁ(@,) et t:= (0,7)7, nous avons t = op(n=¢) donc £ € A, a.p.a.1. Donc

comme dans la relation (5.14)
ST Z o -
=t 9(0,) = CI[ElI* = (1 = £aC)enllg(0)|* = Op(n7")

et comme pour n assez grand, (1 — ¢,C) est minoré par un réel strictement
positif, il s’ensuit que 5n||§(§<p)||2 = Op(n~1), ceci étant vrai pour toute suite

(n) convergente vers 0, nous déduisons que [|g(6,)| = Op(n="/2). O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théoréme 21. Nous

avons

1Pxg(8,)] < | Pxg(8,) — 5(0,)] + 136,

%@W%@fawwﬂmﬁwiQ
S

en vertu de la Proposition 3 et du Lemme 4.

Par ailleurs, d’aprés le Lemme 2.4 de Newey et McFadden (1994), la fonction
Px g(0) est continue et comme 6y est 'unique solution de I’'équation Pxg(0) =
0, ||Pxg(0)| est minorée par un réel strictement positif en dehors de tout
voisinage de 6y. Donc @; doit appartenir & tout voisinage de 6y a.p.a.l,

-~

. P . L L .
i.e. 0, — Oy, ce qui donne le premier résultat du Théoréme. Le deuxieme
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résultat découle du Lemme 4. De plus, notons que les hypothéses du Lemme
3 sont vérifices pour 6 = @0, donc les deux derniers résultats du Théoréme
21 découlent du Lemme 3. O

Nous avons besoin d’hypothéses supplémentaires pour établir la normalité

asymptotique. Considérons les matrices
G := E(09(X,0y)/00),% := (GTQ'G)™ H = 2G Q™!

et P:=Q ' — QGRG0

~

Notons également 1_5(/0;) = (ty,... ,tAl)T, ot to, 11, ..., 1 sont les composantes

du vecteur f(é\@)

o~

Hypothése 2. (a) 6y € int(©); (b) avec la probabilité un, g(X, ) est conti-
nument différentiable dans un voisinage Ny, de 6y, et E(SUPeeNev |0g(X,8)/00|) <
00 ; (¢) rang(G)=d.

Théoréme 22. Sous les Hypothéses 0, 1 et 2, nous avons \/ﬁ(@o—@v,f@;)f

converge en loi vers un vecteur gaussien centré, de matrice de covariance

v (HleT HV1P>
PViH" PWVP
Démonstration.
Puisque tA(é;) maximise me(@,,t) et comme il appartient a int(Aé")),

%)
nous avons d’aprés les conditions d’ordre un

1 & A OSSP ~
=) " (t(ecp) ?i(%)) 9(Xi,0,) =0,
n Z S (X))
a.p.a.1. De plus, le fait que Pfg—;m(@,?(aw)) Ly _E@GX,00)5(X,6,)7)
implique que Pfg—;m(@,?(/@;)) est inversible a.p.a.l. Donc le théoréme des
fonctions implicites et le théoréme de 'enveloppe donnent
=N " (10,)75.06,)) Gi(0,)TEB,) =,
n;S;)(X’) (0y) 7:(0,) ) Gi(0,) t(0,)

)
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Donc

-~ o~ N

LY g (10)79.0,)) 6.6,)T16,)

S =0, (5.15)
f(egovt(esl’))
ou f:R? xR — R est définie par
F0.8) = 30 B ot gl 8, (X,,6)
CUoegspanT T

Par un développement de Taylor, il existe (6,7)" a I'intérieur du segment qui
relie (@,Z@(,))T et (0y,0)" tel que

’ -~ — T —~
2 g e (o + T g(X6,0,))Gi(0) ( 6, — oy )
LY s o+ T 90X 0,))9(X,,0,) T9(X,,8) )\ E6,)
Donc (5.15) implique que
0 —(0,-0
0:< o >+M<;‘L V), (5.16)
©* (to)g(0v) £(6y)
ou
- 0 i W@/(A( 2)9:0,.)Gi(0,)T
= n A; N T . ) (D n A; ' */ ) n ) ’
Sty i G+ T g @)G0) Ty i G+ T 0:0.)0.0) 00,)

maxi<i<n |t(

(o GT o (= H
\a o)’ \gT p)’
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En résolvant I’équation (5.16), nous obtenons

0, — Oy {0
nl 7. = —v/nM o~
Vi ( i) ) v ( o ()3(0) )

G ( ) Ov)+op1).  (5.17)

Le résultat visé découle facilement de la Proposition 4 et du fait que ¢* (;f\o) AN
1. O

5.5 FEtude de simulation

Dans le but de présenter les performances de ’estimateur ap, nous al-
lons mener une étude de simulation. Dans cette étude, nous considérons
deux modéles définis par des contraintes linéaires de la forme g(z,0) =
(x — 0,22 — ()T, ot h est une fonction connue. Dans ce cas, la vraie
valeur du paramétre est 6y = E(X). Nous comparons 'estimateur 5@ avec
I'estimateur EL de Wang et Jing (2001) défini par

n

gEL = arg ginf sup Z log {14+ M (Vs —0v) + Xo(W,; — h(0v))},

€0 (A1 h2)eR? {7

ou ZA
—
Sp'(Zi)
et
Sp(2,)

et avec 'estimateur “plug-in” de 6y donné par
~ 1 — A,
0= /Zdej ==Y Zie—
ni= o Sp(Zy)
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Les divergences utilisées sont celles de Kullback-Leibler (KL), Kullback-
Leibler modifiée (K L,,), Hellinger (H) et x2. Ces divergences sont définies
au tableau 5.1.

Nous générons des échantillons de taille 100 des variables latentes et nous cal-
culons les estimateurs é;, §EL et 0 qui correspondent a chaque échantillon.
Nous calculons ensuite, la moyenne des valeurs obtenues pour chaque esti-
mateur, sur la base de 1000 réplications, afin de la comparer avec la vraie
valeur fy. Nous calculons également |'erreur quadratique moyenne (MSE) de

chacun des estimateurs.

Ezemple 2. Considérons le modele M := | J,.g Mo, ol1

My = {cz € ta [ dQe) = Lot [ g(a.0)dQ() - o},

avec © :=]0, 00[ et g(x,0) := (v — 0,22 — 202)7.

La loi exponentielle de paramétre a (notée £(a)) appartient a ce modéle, avec
la vraie valeur 0y = 1/a.

Partant d’une variable aléatoire X de loi £(a) et censurée a droite par une
variable aléatoire R, de loi £(b), nous avons calculé les estimateurs @0, gEL
et  comme décrit ci-dessus et nous avons obtenu les résultats suivants. Nous
avons pris des valeurs différentes des paramétres a et b pour avoir des taux

de censures différents.
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a 4 7 3 2

b 1 3 2 3

Taux de censure 20% 30% 40% 60%

Oy 0.25 0.1429 0.3333 0.5

Okt 0.2408 0.1328 0.3015 0.4444
Orr. 0.2417 0.1335 0.3020 0.4379

Ou 0.2412 0.1335 0.3042 0.4546
0. 0.2402 0.1324 0.3006 0.4225
Op1 0.2436 0.1333 0.2041 0.4018

] 0.2431 0.1336 0.2976 0.3332
MSE(0xr) 2.9767 x 1074]2.6034 x 10~4|1.4245 x 103|3.7850 x 1073
MSE(fk.,) |2.4860 x 107*[2.5693 x 10~%4|1.4041 x 103 |4.5210 x 1073
MSE(0y) 2.9367 x 107*|2.5282 x 107*|1.2803 x 1073 |3.7817 x 1073
MSE(0,) 3.0235 x 1074|2.5987 x 10~4|1.4687 x 1073|6.1722 x 1073
MSE(0gr) 2.8088 x 1074|3.5163 x 10~4|2.0980 x 10~3|1.0121 x 102
MSE(6) 0.4864 x 10~4]4.8119 x 10~44.3519 x 10~3|3.9879 x 102

TABLE 5.2: Les résultats obtenus pour le modéle exponentiel.

Pour une taille d’échantillon modérée, nous remarquons que les estima-

teurs 6, ont une bonne performance. L’estimateur 0k, est meilleur que Oy,

et les estimateurs 550 et §EL sont meilleurs que 'estimateur plug-in 0.

Ezemple 3. Considérons le modéle M :=J,.g My, ot

My = {Q eM tq/RdQ(x) et /Rg(x,e)dQ(x) _ 0},

avec © :=]0,00[ et g(x,0) := (v — 0,22 — 460% /7).
La loi de Rayleigh de paramétre o (notée R(o)) appartient a ce modéle, avec

la vraie valeur 0y, = \/7/2 X 0.
Dans cet exemple X est distribuée selon la loi R(01) et R est distribuée
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selon la loi R(03). Nous avons procédé de la méme fagon que dans 'exemple

précédent et nous avons obtenu les résultats suivants.

o 1 V3 V2 V3

7 2 V7 V3 V2
Taux de censure 20% 30% 40% 60%

Oy 1.2533 2.1708 1.7725 2.1708
Oxr, 1.2463 2.1522 1.7448 2.1097
Orr. 1.2465 2.1523 1.7450 2.1077

Oy 1.2464 2.1527 1.7452 2.1229

0, > 1.2413 2.1520 1.7448 2.1051
Oer, 1.2304 2.1227 1.7136 2.1005

] 1.2385 2.1045 1.6617 1.7113
MSE(0x1) 3.8637 x 1074[6.6201 x 107*1.3477 x 1073]4.2393 x 1073
MSE(0xp,) |3.8314 x 1074{6.5697 x 10~*|1.3338 x 10~ |4.4342 x 1073
MSE(0y) 3.8448 x 107*|6.3557 x 107*|1.3228 x 1073 |3.1199 x 1073
MSE(0,:) 6.5856 x 1074[6.6469 x 107*1.3479 x 1073]4.7033 x 1073
MSE(#g,) 1.0567 x 1073]2.3652 x 1073 |3.5645 x 1073|4.9612 x 103
MSE(6) 6.6769 x 1073[2.9672 x 107%]4.2394 x 1072 |3.5667 x 107"

TABLE 5.3: Les résultats obtenus pour le modéle de Rayleigh.

D’aprés ces résultats, nous pouvons déduire les mémes conclusions que

I’exemple précédent.
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Perspectives

Nous terminons par quelques perspectives de recherche qui peuvent faire
I'objet de futurs travaux.
e Montrer des résultats de convergence en moyenne quadratique similaires a
ceux du chapitre 4 dans le cas de la censure double.
e Regarder 'application du résultat principal du chapitre 3 & d’autres types
de données incomplétes (données censurées par intervalle, status data, ...).
e Etablir la convergence faible des processus associés aux estimateurs étudiés
dans le méme chapitre (plus forte que la normalité asymptotique).
e Mettre en ceuvre une technique du choix de la fenétre spécifique aux mo-
deéles de la censure double et la censure mixte.
e Etudier les tests de modele et de la valeur du paramétre liés aux modéles
semi-paramétriques traités au chapitre 5.
e Etudier ces modéles avec d’autres types de données censurées (censure
double, censure mixte, ...).
e Comparer les estimateurs proposés dans ce cadre en termes d’efficacité au
second ordre et de robustesse.
e Etudier les problémes & deux échantillons relatifs & ce méme genre de mo-

déles.
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Abstract

In this dissertation, we are interested in kernel estimation of the density
and the failure rate for censored data. There exist several kinds of censorship
and we focus on right, doubly and twice censored data models. We consi-
der a general framework of censorship, including all these models, and we
prove a result on the asymptotic normality of a kernel density estimator that
we introduce. This result allows us to deduce the asymptotic normality of
the density and failure rate estimates for the above-mentioned censorship
models. We also establish the mean square convergence, with rates, of the
same estimators in the case of twice censored data. In a second part of the
dissertation, we study semiparametric models which verify linear constraints
involving an unknown parameter. We assume that the variable of interest is
right censored and we use the theory of divergences to construct estimates
for the parameter of interest. Simulation studies are presented in order to

illustrate the performances of the different studied estimators.

Keywords : censored data, kernel estimators, density, failure rate, linear

constraints models, divergences.



Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons a l'estimation par la méthode
du noyau de la densité et du taux de hasard pour des données censurées. Il
existe plusieurs types de censure et nous nous concentrons sur les modéles
de censure a droite, censure double et censure mixte. Nous considérons un
cadre général de censure qui englobe tous ces modéles, et nous prouvons
un résultat de normalité asymptotique d’un estimateur a noyau de la den-
sité que nous introduisons. Ce résultat nous permet de déduire la normalité
asymptotique des estimateurs de la densité et du taux de hasard pour les mo-
déles de censure cités ci-dessus. Nous établissons également la convergence
en moyenne quadratique, avec taux, des mémes estimateurs dans le cas de
la censure mixte. Dans une deuxiéme partie de la thése, nous étudions des
modéles semi-paramétriques qui vérifient des contraintes linéaires faisant ap-
pel & un parameétre inconnu. Nous supposons que la variable d’intérét est
censurée a droite et nous utilisons la théorie des divergences pour construire
des estimateurs pour le paramétre d’intérét. Des études de simulation sont
présentées pour illustrer les performances des différents estimateurs étudiés.
Mots-clés : données censurées, estimateurs a noyau, densité, taux de

hasard, modéles de contraintes linéaires, divergences.





