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Introduction

S oitH un espace de Hilbert complexe, séparable de dimension infini et soit L(H) l’algèbre des

opérateurs linéaires bornés sur H. Pour A;B;C et D 2 L(H), nous définissons la dérivation

�A; la dérivation généralisée �A;B et les opérateurs de dérivation élémentaires R(A;C);(B;D) , �A;B

comme suit :

�A(X) = AX �XA;

�A;B(X) = AX �XB;

R(A;C);(B;D)(X) = AXB � CXD;

�A;B(X) = AXB �X;

pour tout X 2 L(H): Ces opérateurs ont plusieurs applications dans la théorie des opérateurs,

ils sont utilisés en mécanique quantique pour représenter des grandeurs physiques, les obser-

vables,... ; par exemple si l’opérateur commutateur AB � BA =
�
+ih on dit que les grandeurs

physiques sont complémentaires, comme cela est exprimé dans le principe d’incertitude d’Hei-

senberg. Les propriétés de ces opérateurs, leur spectre (voir [10 ; 11 ; 12]), norme [33] et image

(voir [2 ; 13 ; 32]) ont été examinés minutieusement ces dernières années, et plusieurs problèmes

restent encore sans réponses ( voir [18, 24]) ; S. Mecheri[23], J.P. Wiliams [35], L.A. Fialkov [11,

12] et autres ont donné plusieurs propriétés de ces opérateurs et leurs caracérisations (image de

dérivation �A;B; opérateur commutateur, ....).

Ce travail est une contribution à l’étude des opérateurs de dérivation, notre contribution princi-

pale dans cette étude consiste à :

1. La construction de la forme de Jordan d’une dérivation généralisée �A;B puis d’un opérateur de

dérivation élémentaire R(A;C);(B;D) ;

2. De donner une application du théorème de Fugled-Putnam aux opérateurs de dérivation �A;B
et aux opérateurs de dérivation élémentaires �A;B ;

3. Etudier l’orthogonalité de l’image au noyau d’une dérivation puis caractériser les opérateurs

finis.
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Chapitre 0. Introduction

Au premier chapitre ( Rappels et Préliminaires) : nous exposerons les notions fondamentales

en vues de les utiliser dans les chapitres suivants. On insistera, en particulier, sur quelques défi-

nitions et propriétés d’analyse fonctionnelle, sur l’espace L(E;F ) et les propriétés associées et on

terminera par quelques rappels sur la forme de Jordan.

Au chapitre 2 :( Forme de Jordan des opérateurs �A;B et R(A;C);(B;D)) : nous aborderons en

détail la forme de Jordan pour l’opérateur de dérivation �A;B(X) = AX � XB et l’opérateur

R(A;C);(B;D)(X) = AXB � CXD; nous y établisserons quelques lemmes et propriétés fondamen-

tales.

Au chapitre 3 :(Opérateurs P- symétriques) : Après avoir introduit quelques propriétés des

opétateurs normaux , nous donnerons et démontrons le théorème de Fugled-Putnam, ce théorème

est la base de ce chapitre et nous amène à donner la notion de l’opérateur P-symétrique. Dans la

deuxième section nous considérons les paires d’opérateurs (A;B) telles que AT = TB implique

A�T = TB� pour tout T 2 C1(H); i.e les paires qui vérifient le théorème de Fugled-Putnam

dans C1(H) (C1(H) est un idéal de L(H)), nous appellerons ces paires d’opérateurs P -symétriques

généralisées. Nous donnerons quelques propriétés de base concernant cette classe.

Dans la Section suivante, nous introduiserons dans le premier paragraphe la notion de paires

d’opérateurs P -symétriques élémentaires ( (A;B) est P -symétrique élémentaire si BTA = T =)
A�TB� = T ): Au deuxième paragraphe, une extension du théorème 3.2 de S. Mecheri [23] nous

a permis de montrer que : si A et B sont deux opérateurs P -symétriques élémentaires, alors

B� Im(�A;B)+Im(�A;B)A
� � Im(�A;B)

w�

(Im(�A;B)
w�

la fermeture de Im(�A;B) pour la topologie

ultra-faible des opérateurs), nous donnerons aussi quelques propriétés concernant cette classe.

Au dérnier paragraphe, nous introduiserons les ensembles suivants :

� 0(A;B) =
n
(C;D) 2 L(H)� L(H) : CL(H)D + L(H) � Im(�A;B)

w�
o

�0(A;B) =
n
(C;D) 2 L(H)� L(H) : C Im(�A;B)D + Im(�A;B) � Im(�A;B)

w�
o

et

B0(A;B) =
n
(C;D) 2 L(H)� L(H) : Im(�C;D) � Im(�A;B)

w�
o

qui généralisent ceux introduits par J. P. Williams dans [34]. Nous donnerons des propriétés et

une description de ces ensembles.

Au chapitre 4 :( Orthogonalité de l’image-noyau et les opérateurs finis) Considérons H un

espace de Hilbert, L(H) l’algèbre des opérateurs linéaire bornés sur H, nous définisserons la

iv



Chapitre 0. Introduction

dérivation intérieure induite par A comme suit �A(X) = AX � XA; X 2 L(H): Ce chapitre

s’occupera principalement du problèmes de :

1. L’orthogonalité de Im(�A) au ker(�A) ;

2. Les opérateurs finis.

On s’intéressera ici à savoir pour quels opérateurs A les propriétés 1 et 2 restent vraies. Après

avoir donné une courte définition de l’orthogonalité, les opérateurs de classe y et les opérateurs

spectraloïd et quelques résultats obtenus par S. Mecheri [18], [22] , J. P. Wiliams [35], nous

montrerons que si A un opérateur de classe y (res. spectraloïd), alors Im(�A) est orthogonale à

ker(�A), et aussi nous montrerons que A est fini ( A est fini si kI � �A(X)k � 1;8X 2 L(H)).
Les opérateurs finis ont été étudier par . J. P. Williams [35], A. Fialkow[10] et S. Mecheri [18,22].
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Chapitre 1

Rappels et préliminaires

Le premier chapitre de cette thése est consacré à des sujets qui sont supposés être connus. Nous

donnons un bref résumé des théorèmes et définitions que nous allons utiliser dans les autres

chapitres.

Dans le premier paragraphe, nous parlons d’espace de Hilbert ( définitions, dualité, bases ortho-

normales). Dans le deuxième paragraphe, nous donnons quelques propriétés de l’espace L(E;F );
la forme de Jordan d’une matrice est traitée dans le paragraphe 3.

Nous remarquons que la connaisance de la construction de la forme de Jordan est indispensable.

1



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

1.1 Espaces de Hilbert

1.1.1 Définitions, propriétés générales

Dans ce paragraphe, nous introduisons l’espace de Hilbert avec ses propriétés élémentaires. S’il

n’y a pas de spécification le corps K est R ou C:

Définition 1.1 Soit E un espace linéaire sur le corps K. Un produit scalaire sur E est une applica-

tion ' : E � E �! K telle que pour tous vecteurs x; x1 et y; de E et � 2 K; on a :

1. '(x; x) � 0 et '(x; x) = 0 si et seulement si x = 0:

2. '(x; y) = '(y; x)

3. '(x1 + x2; y) = '(x1; y) + '(x2; y)

4. '(�x; y) = �'(x; y):

Pour désigner un produit scalaire on rencontre d’habitude les notations (x; y); (x jy ); hx; yi : Nous

utiliserons la notation (x; y):

Un espace linéaire muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Remarque 1.1 a) Les propriétés suivantes d’un produit scalaire se vérifient aisément par les proprié-

tés 1) à 4) ci-dessus :

i) (0; x) = (x; 0) = 0; pour tout x 2 E;

ii)

 
nP
i=1

�ixi;
mP
j=1

�jyj

!
=

nP
i=1

mP
j=1

�i�j(xi; yj);

pour tout xi; yj 2 E; �i; �j 2 K; i = 1; � � � ; n; j = 1; � � � ;m:
b) Si K = R; alors la propriété 2 de 1.1 revient à (x; y) = (y; x) pour tout x; y 2 E: C’est une

propriété de symétrie. Si dans le cas K = C; on maintient (x; y) = (y; x); on trouvera pour x 6= 0 :

(ix; ix) = i2(x; x) = �(x; x);

ce qui contredit la propriété 1 de 1.1

Théorème 1.1 Dans un espace préhilbertien E; l’application kk : E �! R; donnée par

kxk = (x; x) 12 ; pour tout x 2 E;

est une norme pour E:

1.1. Espaces de Hilbert 2



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Définition 1.2 Un espace vectoriel normé dans lequel toute suite de Cauchy converge est appelé

espace vectoriel normé complet ou espace de Banach.

Définition 1.3 Un espace de Hilbert est un espace complet par rapport à la norme induite par un

produit scalaire. En d’autre terme, un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est

induite par un produit scalaire.

1.1.2 Dualité et produit scalaire

L0espace des applications linéaires de E dans R; $(E;R) = E 0 est appelé le dual topologique de

E:

Si f 2 E 0 la valeur de f en l’élément x de E se note souvent hf; xi. On définit aussi le bidual de

E comme le dual de E 0 : à x 2 E on associe la forme linéaire

x� définie sur E 0
x� : f �! x�(f) = f(x)

Alors x� est continue sur E 0 :

jx�(f)j = jf(x)j � kfkE0 kxkE

et sa norme dans E 00 est :

kx�k = sup jx�(f)j = sup
kfk�1

jf(x)j � kxk :

1.1.3 Bases orthonormales d’un espace de Hilbert

Définition 1.4 On appelle famille orthogonale dans un espace de Hilbert E toute famille (ei)i2I
d’éléments de E vérifiant (ei; ej) = 0 pour tout i 6= j.

On appelle famille orthonormale une famille orthogonale tel que pour tout i; keik = 1. D’une autre

façon, une famille fe1; e2; � � � ; eng est dite orthonormale si :

(ej; ek) = �jk =

(
1 (j = k);

0 (j 6= k):

Proposition 1.1 Toute famille orthogonale est libre.

Preuve. Soit J un sous-ensemble fini de I. Si
P
i2J
�iai = 0 alors :

0 =

 X
i2J
�iai; ak

!
pour tout k 2 I:

Comme (ai; ak) = 0 sauf pour k = i l’égalité précédente entraine �k = 0

1.1. Espaces de Hilbert 3



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Définition 1.5 On appelle base orthonormale dans un espace de Hilbert H 6= f0g, un système or-

thonormal maximal,( i.e. on ne peut plus ajouter un vecteur non nul qui est orthogonal à une base

orthonormale).

Autrement dit, un système orthonormal fe1; e2; � � � ; eng d’un espace de Hilbert est une base orthonor-

male si et seulement si on a : f(x; ei) = 0 pout tout i 2 f1; 2; � � � ; ngg =) x = 0:

Définition 1.6 Soit (ai) une famille orthonormale de E , l’espace préhilbertien et soit x un élément

de E. Alors (ai; x) est appelé le ni�eme coefficient de x par rapport à la famille (ai):

Si E est de dimension finie et si les ai forment une base, les coefficients ci = (ai; x) sont les

composantes de x dans cette base.

1.1.4 Introduction à la théorie des opérateurs bornés

Notons tout d’abord qu’il s’agit essentiellement d’applications linéaires. Leurs ensembles de départ

et d’arrivée seront des espaces normés en général, et de Hilbert en particulier. Si E et F sont deux

-Kespaces normés, nous désignons par le terme "opérateur", toute application linéaire de E dans

F .

Autrement dit, un opérateur linéaire de E dans F est tout élément u de L(E;F ):

Définition 1.7 Soient E et F deux K-espaces de Banach et u une application linéaire de E dans F:

On dit que u est inversible, si elle est bijective et son inverse est continue.

Définition 1.8 Soit E un espace de Hilbert et soit A un opérateur de L(E); alors il existe un et un

seul opérateur de L(E) noté A� tel que :

8x 2 E; 8y 2 E; (Ax; y) = (x;A�y):

Proposition 1.2 Soit E un espace de Hilbert. Pour tout A; B de L(E) et tout � de |; on a

1. (A+B)� = A� +B�

2. (�A)� = ��A�

3. (AB)� = B�A�

4. A�� = A

5. kA�k = kAk.

Définition 1.9 soit A un opérateur linéaire continu sur un espace de Hilbert, on appelle spectre de A

et on note �(A) l’ensemble des nombres complexes � tels que l’opérateur A� �I n’est pas inversible.

1.1. Espaces de Hilbert 4



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Le complement de �(A) est noté 
(A) et s’appelle l’ensemble résolvant de A:

L’application de 
(A) dans L(E) qui à � associe R(�;A) = (�I � A)�1 s’appelle la résolvante.

Le réel positif r(A) = sup fj�j ; � 2 �(A)g s’appelle le rayon spectral de l’opérateur A

1.2 L(E,F), base privilégiée.

1.2.1 Dimension de L(E;F )

Définition 1.10 Soit E un espace vectoriel sur K: Une forme linéaire sur E est une application

linéaire de E dans K: L(E;K) s’appelle le dual de E et se note E 0.

Notation 1.1 Soient f 2 E 0 et x 2 E; le scalaire f(x) est noté aussi hf; xi.

Définition 1.11 E, F deux espaces vectoriels de dimensions respectives n et p. Soient fei; i = 1; :::; ng
une base de E , ffj; j = 1; :::; pg , une base de F .

On utilise la base fei; i = 1; :::; ng de E 0 , dual de E , définie par :

ej; ek

�
= �jk (�jk est égal à 1 lorsque j = k; à 0 lorsque j 6= k) ;

c’est la base duale de la base feig :

Théorème 1.2 Soient E et F deux k-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors l’espace vectoriel

L(E;F ) est aussi de dimension finie et on a

dimL(E;F ) = dimE . dimF

Définition 1.12 Si y0 est un vecteur donné de E 0 et x un vecteur donné de F; le produit tensoriel

x
 y0 est l’élément de L(E;F ) donné par

�
x
 y0

�
(z) =

D
y
0
; z
E
x ; 8z 2 E:

1.2.2 Propriétés

Lemme 1.1 L(E;F ) admet pour base ffi 
 ej , j = 1; :::; n; i = 1; ::; pg

1.2. L(E,F), base privilégiée. 5



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Preuve. fi 
 ej est un élément de $(E;F ) puisque ej agit linéairement sur E:

Soit (aij) un système de p� n nombres complexes, i = 1; :::; p; j = 1; :::; n:Pour ` fixé, ` 2 f1; :::; ng : P
i;j

aijfi 
 ej
!
e` =

P
i;j

aijfi:

Notons A =
P
i;j

aijfi 
 ej; nous avons écrit l’expression de Ae` par ses composantes sur la base ffig

de F: C’est la donnée usuelle d’un élément A de $(E;F ): En particulier [A = 0], [8i; `; ai` = 0] ; ce

qui contrôle l’indépendance des fi 
 ej, donc leur rôle de base dans L(E;F ) de dimension p� n: On

a ai` = hf i; Ae`i

Remarque 1.2 Dans l’écriture habituelle de la matrice (A) de A relativement aux bases feig de E et

ffjg de F , le terme aij , ie ligne, je colonne, est le coefficient de (fi 
 ej) donc on a l’écriture de (A)

relativement à cette base (fi 
 ej) avec la place indiquée ci-dessus pour les indices

Lemme 1.2 1. (fi 
 ej)� = ej 
 fi
2. 8 A 2 L(F;G); 8 B 2 L(H;E);

A
�
fi 
 ej

�
B = (Afi)


�
B�ej

�
où B� est l’adjoint de B:

3. Si E = F; (ei 
 ej)
�
ek 
 el

�
= �jkei 
 el ; (ei 
 ei)2 = (ei 
 ei)

Preuve. Calcul direct de l’action sur un vecteur arbitraire

1. x


y
0
; (fi 
 ej)x

�
= hej; xi



y
0
; fi
�
=



y
0
; fi
�
ej; x

�
=


(ej 
 fi) y

0
; x
�
:

2. A (fi 
 ej)Bx = hej; BxiAfi =


B

0
ej; x

�
Afi

3. (ei 
 ej)
�
ek 
 el

�
= ei 


��
el 
 ek

�
ej
	
=jk ei 
 el

Définition 1.13 Si E est muni d’une base fejg, fejg étant la base duale de fejg ; la trace de A,

notée trA; est donnée par :

trA =

nX
j=1



ej; Aej

�
Lemme 1.3 1. tr(x
 y0) =



y
0
; x
�
; (y

0 2 E 0
; x 2 E)

2. tr(A) a une valeur indépendante de la base choisie dans E; c’est la somme des valeurs propres de

A; avec leur ordre de multiplicité algébrique (dans le polynôme caractéristique de A)

Preuve.

1. Soit x =
P
j

xjej où hej; xi = xj;

(x
 y0)ej =


y
0
; ej
�
X; donc tr(x
 y0) =



ej; (x
 y0)ej

�
= hej; xi



y
0
; ej
�
=


y
0
; hej; xi ej

�
=


y
0
; x
�

1.2. L(E,F), base privilégiée. 6



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

2. La valeur trouvée pour tr(x
 y0) est indépendante de la base choisie.

Il est évident que A ! trA est linéaire. L’indépendance de "tr" relativement à la base, est alors

valable pour tout élément de L(E):
La trace de A est par définition la somme des éléments diagonaux de la matrice (A) de A dans

la base (ej); ainsi si elle a la forme de Jordan dans cette base c’est la somme des valeurs propres,

compte tenu de leur multiplicité algébrique.

1.3 Réduction de Jordan.

1.3.1 Introduction

� - Une matrice carrée à coefficients complexes n’est pas diagonalisable sur C quand il existe

au moins une valeur propre � pour laquelle la dimension du sous-espace propre associé est

strictement inférieure à l’ordre de multiplicité (en tant que racine du polynôme caractéris-

tique ) de cette valeur propre .

� - Il y a deux raisons potentielles pour qu’une matrice carrée réelle ne soit pas diagonalisable

sur R :

- Le polynôme caractéristique de A admet des racines complexes.

-Toutes les racines du polynôme caractéristique sont réelles, mais il existe une valeur propre

pour laquelle la dimension du sous-espace propre associé est strictement inférieure à l’ordre de

multiplicité (en tant que racine du polynôme caractéristique) de cette valeur propre.

� - Un endomorphisme f d’un espace vectoriel E sur | est trigonalisable quand il existe une

base de E sur laquelle la matrice de f est triangulaire (supérieure ou inférieure)

Pour que l’endomorphisme f du |-espace vectoriel E soit trigonalisable, il faut et il suffit que le

polynôme caractéristique de f ait toutes ses racines dans |:

1.3.2 Réduction des endomorphismes nilpotents

Soit ' un endomorphisme nilpotent d’un k espace vectoriel E de dimension n . Désignons par n

l’indice de nilpotence de ' c’est-à-dire l’entier naturel caractérisé par 'n = 0 et 'n�1 6= 0:

Théorème 1.3 Soit ' un endomorphisme nilpotent d’un k espace vectoriel E de dimension n. Il

existe une base f'n�1(x); :::; '(x); xg de E pour laquelle la matrice de ' dans cette base s’écrit sous

1.3. Réduction de Jordan. 7
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la forme :

Jn =

2666666666664

0 1 0 � � � � � � 0

0 0 1
. . . ...

... . . . . . . . . . ...

... . . . . . . 0

... . . . 1

0 � � � � � � � � � � � � 0

3777777777775
La matrice Jn est dite bloc de Jordan d’ordre n

Preuve. Les n vecteurs 'n�1(x); :::; '(x); x sont linéairement indépendants. En effet, supposons

qu’il existe des scalaires a0; a1; :::; an�1 non tous nuls tels que

a0x+ a1'(x) + a2'
2(x) + :::an�1'

n�1(x) = 0

Si par exemple ai est le premier coefficient non nul, en prenant l’image de 'i(x) par 'n�i�1(x), on

obtient

ai'
n�i�1'i(x) = ai'

n�1(x) = 0:

Or 'n�1(x) 6= 0; alors ai = 0 ce qui contredit l’hypothèse, il en resulte que f'n�1(x); :::; '(x); xg
est une base de E dans laquelle la matrice de ' a la forme Jn ci-dessus.

Théorème 1.4 Soit ' un endomorphisme d’un k espace vectoriel E de dimension n. Il existe des

entiers �1 � �2 � ::: � �s de somme n et une base de E pour laquelle la matrice M de ' s’écrit sous

la forme :

M' =

2666666666664

[J1] 0 0 � � � � � � 0

0 [J2]
. . . ...

... . . . . . . . . . ...

... . . . . . . 0

... . . . 0

0 � � � � � � � � � � � � [JS]

3777777777775
Chaque bloc Ji est un bloc de Jordan d’ordre �i

Preuve. Voir [17]

1.3. Réduction de Jordan. 8
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1.3.3 Réduction de Jordan d’une matrice

Définition 1.14 On appelle matrice de Jordan (supérieur) toute matrice carrée J de la forme :

T =

2666666666664

� 1 0 � � � � � � 0

0 � 1
. . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . 0

... . . . . . . 1

0 � � � � � � � � � 0 �

3777777777775

Exemple 1.1 (�) ;

 
� 1

0 �

!
;

0BB@
� 1 0

0 � 1

0 0 �

1CCA
Théorème 1.5 Soit ' un endomorphisme d’un k espace vectoriel E de dimension n sur C dont les

valeurs propres �1; �2; :::; �s sont de multiplicité �1; �2; :::; �s. Il existe une base de E où la matrice M

de ' a la forme diagonale par bloc suivante :

M' =

2666666666664

[T1] 0 0 � � � � � � 0

0 [T2]
. . . ...

... . . . . . . . . . ...

... . . . . . . 0

... . . . 0

0 � � � � � � � � � � � � [TS]

3777777777775
Chaque bloc Tk est de la forme :

Tk =

2666666666664

�k 1 0 � � � � � � 0

0 �k 1
. . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . 0

... . . . . . . 1

0 � � � � � � � � � 0 �k

3777777777775
, k = 1; :::; s:

Dans cette écriture, le nombre de blocs est égal au nombre de valeurs propres distinctes. Chaque blocs

Tk est une matrice carrée d’ordre de la multiplicité �k de la valeur propre �k:

1.3. Réduction de Jordan. 9
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Preuve. On a la décomposition de E en somme directe :

E = E1 � E2 � :::� Es:

Chaque Ek est stable par ': La restriction 'k de ' à Ek est telle que l’endomorphisme 'k��kIdEk soit

nilpotent, il suffit alors d’appliquer les résultats des théorèmes précédents à chaque endomorphisme

'k � �kIdEk pour obtenir le théorème.

La forme obtenue dans ce théorème s’appelle la forme réduite de Jordan de l’endomorphisme.

1.3. Réduction de Jordan. 10



Chapitre 2

Forme de Jordan des opérateurs

�A;B; R(A;C);(B;D)

Considérons E et F deux espaces vectoriels, A un élément de L(F ); B un élément de L(E):
Ce chapitre s’occupe principalement du problème de la construction de la forme de Jordan de

l’opérateur :
�A;B : L(E;F ) �! L(E;F )

X �! AX �XB;

Nous donnons d’abord dans le premier paragraphe, les définitions et les propriétés d’une dériva-

tion et dérivation généralisée. Dans le deuxième paragraphe, nous nous interessons à donner et

à prouver une lemme centrale. Celle-ci est la base de la première partie et nous amène à donner

la forme de Jordan de l’opèrateur �A;B qu’on rencontre souvent dans la mécanique quantique et

que nous allons voir au troisième paragraphe. La deuxième partie de ce chapitre sera consacrée

à l’opétateur R(A;C);(B;D)(X) = AXB � CXD: Après avoir introduit deux lemmes fondamentaux,

nous construisons la forme de Jordan pour ce type d’opérateurs.

11



Chapitre 2. Forme de Jordan des opérateurs �A;B; R(A;C);(B;D)

2.1 Forme de Jordan d’une dérivation généralisée �A;B

2.1.1 Dérivations et dérivations généralisées :

Définition 2.1 Soit L(E) l’ensemble des opérateurs linéaires bornés

1. une dérivation � est une application linéaire de L(E) dans L(E) qui satisfait :

8X; Y 2 L(E); � (XY ) = �(X)Y +X�(Y )

2. la dérivation interne �A associée à l’élément A de L(E) est définie par :

8X 2 L(E); �A (X) = AX �XA

3. C est un commutateur s’il existe X;Y 2 L(E) tels que :

C = XY � Y X

Lemme 2.1 Soit L(E) l’ensemble des opérateurs linéaires bornés, �A etant la dérivation interne de

L(E) dans L(E): �A vérifie :

1. �A est linéaire, continue pour la norme.

2.8X; Y 2 $(E); �A (XY ) = �A(X)Y +X�A(Y ):
3. �A est linéaire, continue et k�A (X)k = 2 inf fkA� �Ik : � 2 Cg
4. L’identité n’est pas un commutateur:

Preuve.

1. On a

8X;Y 2 L(E); �A (X + Y ) = A (X + Y )� (X + Y )A

= AX + AY �XA� Y A

= AX �XA+ AY � Y A

= �A(X) + �A(Y )

8X 2 L(E);8� 2 K; �A (�X) = A�X � �XA

= ��A (X)

2.1. Forme de Jordan d�une dérivation généralisée �A;B 12



Chapitre 2. Forme de Jordan des opérateurs �A;B; R(A;C);(B;D)

d’où �A est linéaire.

On a

k�A (X)k = kAX �XAk � 2 kAk kXk ;

Donc il existe M = 2 kAk telle que k�A (X)k � M kXk ;d’où �A est bornée donc continue

pour la norme

1. Prouvons que �A (XY ) = �A(X)Y +X�A(Y ):

�A (XY ) = AXY �XY A

= AXY �XY A+XAY �XAY

= (AX �XA)Y +X (AY � Y A)

= �A(X)Y +X�A(Y )

2. Prouvons que �A = �A��I

�A��I(X) = (A� �I)X �X (A� �I)

= AX �XA

= �A (X)

k�A (X)k = k�A��I(X)k

= k(A� �I)X �X (A� �I)k

� 2 kXk k(A� �I)k

donc

k�Ak � 2 inf k(A� �I) : � 2 Ck

3. Supposons que I est un commutateur , alors 9X; Y 2 L(E) : I = XY � Y X:

I = XY � Y X (1)

multiplions (1) par X à droite et à gauche

X = X2Y �XYX

X = XYX � Y X2

en additionnant les relations précédentes on trouve :

2X = X2Y � Y X2

2.1. Forme de Jordan d�une dérivation généralisée �A;B 13
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et en suivant la même méthode on trouvera :

nXn�1 = XnY � Y Xn (2)

Supposons que (2) est vraie pour k 2 N et prouvons la pour k + 1; on a

Xk+1Y � Y Xk+1 = X
�
XkY � Y Xk

�
+ (XY � Y X)Xk, tel que I = XY � Y X

= X
�
XkY � Y Xk

�
+Xk

= (k + 1)Xk

donc

8n 2 N : nXn�1 = XnY � Y Xn

nXn�1 = kXnY � Y Xnk

� 2 kY k kXnk

n � 2 kY k kXk ,

d’où I n’est pas un commutateur

Définition 2.2 Soient E et F deux espaces vectoriels, A un élément de L(F ); B un élément de L(E);
on leur associe la dérivtion généralisée �A;B :

�A;B : L(E;F ) �! L(E;F ) telle que X �! AX �XB

Remarque 2.1 �A;B est linéaire , mais d’après la définition 2.1, elle ne peut être une dérivation que

si A = B: On note alors �A;B = �A:

Lemme 2.2 Aux décompositions de A et B en somme directes(
A = A1 � A2; B = B1 �B2;
F = F1 � F2; E = E1 � E2

est associée une décomposition de �A;B en somme directe : (i,j=1,2)8><>:
�A;B = �

i;j
�Ai;Bj

L(E;F ) = �
i;j
L(Ei; Fj)

Preuve. X =

 
X11 X21

X12 X22

!
où Xij 2 L(Ei; Fj):

On identifie

 
0 0

X12 0

!
avec X12; idem pour tous (i; j); alors L(E;F ) = �

i;j
L(Ei; Fj):

�A;B(X) =

 
�A1;B1X11 �A1;B2(X21)

�A2;B1X12 �A2;B2X11

!

2.1. Forme de Jordan d�une dérivation généralisée �A;B 14
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2.1.2 Lemme fondamental

Lemme 2.3 Soient A 2 L(F ); B 2 L(E): Soient ff�; � = 1; :::; pg ; fei; i = 1; :::; ng des bases de

F ;E
0 respectivement telles que Af� = "�f��1 ; "1 = 0 , "� = 1 si � 6= 1; B0

ei = �iei�1 , où �1 = 0; et

�i = 1si i 6= 1: Soit

Gq = vect
�
f� 
 ei; �+ i = q

	
;8q = 2; :::; n+ p; r = min(n; p); s = max(n; p)

alors on a

1. L(E;F ) =
n+p
�
q=2
Gq

2. �A;B jGq� Gq�1:
3. Ker�A;B =

n+p
�
q=2
Ker(�A;B jGq) =

r+1
�
q=2
vect f

P
f� 
 ei; �+ i = qg :

4. pour q > s+1; Im(�A;B jGq) = f
P
ajz

j; zj = f� 
 ei; �+ i = qg ; où r = min(n; p); s = max(n; p)

Preuve.

1. L(E;F ) =
n+p
�
q=2

Gq .

On sait que dimL(E;F ) = n:p; et ff� 
 ei; i = 1; :::; n � = 1; :::; pg est une base de L(E;F ); les

vecteurs qui engendrent Gq , q = 2; :::; n + p forment une partition de la base de L(E;F ) ,

donc L(E;F ) =
n+p
�
q=2

Gq

2. �A;B jGq� Gq�1:

�A;B jGq : signifie la restriction de �A;B sur Gq;

Gq�1 = vect ff� 
 ei; �+ i = q � 1g :

Soit f� 
 ei 2 Gq , alors

�A;B(f� 
 ei) = A(f� 
 ei)� (f� 
 ei)B

= (Af�)
 ei � f� 

�
B�ei

�
= f��1 
 biei � C�f� 
 ei�1

en utilisant le lemme 1.2, on obtient :

�A;B(f� 
 ei) = (Af�)
 ei � f� 

�
B�ei

�
= "�f��1 
 ei � �if� 
 ei�1;

2.1. Forme de Jordan d�une dérivation généralisée �A;B 15
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d’où

�A;B(f� 
 ei) 2 Gq�1;

alors

�A;B jGq� Gq�1

3. Schématisons ff� 
 eig par les points ( �; i) dans R2: Gq est alors une diagonale droite à

l’interieur du rectangle limité par les valeurs maximales de � et i

(1;1)
�

(1;2)
� : :

.
Gr+1

(1;n)
�

�
�

 �
�

"+� (�; i)

(p;1)
�

(p;2)
�

(p;n)
�

%
Gs+1

p � n (p = 4; n = 7)

Schéma (1)1

2.1. Forme de Jordan d�une dérivation généralisée �A;B 16
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(1;1)
�

(1;n)
�

�

Gs+1

.
%
Gr+1

(p;1)
�

(p;n)
�

p � n(p = 7; n = 4)

Schéma (1)
2

Sur le schéma (1) nous notons �A;B (f� 
 ei) : c’est la somme des éléments x avec les coefficients

+ et � marqués au dessus des flèches. Un des termes n’existe pas, si (�; i) est sur l’un des

deux bords du rectangle issus de (1; 1).

En utilisant la décomposition de X en somme directe, X =
P
Xq , Xq 2 Gq , on obtient :

[�A;BX = 0]() [8q; �A;BXq = 0] :

Sur le schéma (2) on représente un élément de Gq par ses coefficients : a1; :::; am dans la base

ff� 
 eig ; son image par �A;B a les coefficients notés sur Gq�1:

2.1. Forme de Jordan d�une dérivation généralisée �A;B 17



Chapitre 2. Forme de Jordan des opérateurs �A;B; R(A;C);(B;D)

am=a4
"

am�1 � a4  � a4 = am
"

a2 � a3  � a3
"

a1 � a2  � a2
"

-a1  � :
a1

Gq�1

.

Gq

.

Schema (2)

Les termes encadrés peuvent ne pas exister.

-Si q > r + 1, l’un des termes au moins existe, il en résulte que

[�A;B(a1; :::; am) = 0]() [aj = 0 pour tout j]

(dans l’écriture, le vecteur de Gq est identifié à ses composantes, donc �A;B j Gq est injectif.

-Si q � r + 1, les relations sont �aj�1 + aj = 0; j = 2; :::;m; donc tous les aj sont égaux,

�A;B j Gq a un noyau de dimension 1 qui est V ect(
P
ff� 
 ei ; �+ i = qg .

Ker �A;B a alors la forme annoncée.

4. Si q 2 f2; :::; s+ 1g, �A;B j Gq est surjectif, sur Gq�1:

Si q > s + 1, dimGq�1 = dimGq + 1; d’après le schéma 2 les éléments de R(�A;B j Gq+1) sont

caractérisés par la somme des composantes nulles.

R(�A;B) a alors la forme annoncée.

2.1. Forme de Jordan d�une dérivation généralisée �A;B 18
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2.1.3 Application du lemme fondamental : forme de Jordan

A partir des résultats précédents nous allons construire la forme de Jordan de �A;B par le procédé

classique.

On note , pour éclaircir l’écriture D = �A;B dans ce qui suit.

On dispose d’une base du noyau. Pour chaque vecteur Xq de cette base on cherche l’exposant K

le plus grand, soit K(q); tel qu’il existe Yq dans Gq+K(q) satisfaisant à DK(q)Yq = Xq .

V ect
�
DK(q)Yq; D

K(q)�1Yq; :::; Yq
	

est invariant par D et les DiYq sont indépendants car une rela-

tion linéaire non triviale entre les DiYq donnera en multipliant par une puissance convenable de

D une relation non triviale entre les Yq ; la matrice de D dans ce sous espace muni de cette base

est un bloc de Jordan.

Commençons par un résultat qui est véritablement la clé du problème de la jordanisation :

Lemme 2.4 :Soit Xq =
P
ff� 
 ei ; �+ i = qg ; 2 � q � r + 1; alors il existe Yq , Yq 2 Gn+p+2�q;

tel que Dn+p+2�2qYq = Xq:

Preuve. Les flèches sur le schéma (3) correspondent au schéma (1)2 ( image par �A;B):

Sur le schéma (3) on représente un élément de Gq�1 par ses coefficients b1; :::; bm dans la base

ff� 
 eig ; les coefficients d’un élément de Gq dont il est l’image par D sont notés sur Gq:

Les termes encadrés peuvent ne pas exister dans Gq�1 .

b1
"

b2
� � b1

" +
b3  � b1 + b2
"

b4  � b1 + b2 + b3

" +
b5

� � b1 + b2 + b3 + b4

Gq�1

.

Gq

.

2.1. Forme de Jordan d�une dérivation généralisée �A;B 19
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Sch�ema(3)

(i) Si q � r + 1; les deux termes n’existent pas, dim(Gq) = q � 1 et ker
�
�A;B jGq

�
= V ect fxqg 6= 0;

il existe dans Gq+1 un vecteur préimage par D du vecteur noté (b2; b3:::; bq�1) de Gq�1 ; il est défini à

�xq près.

On note (b2; b3:::; bq�1) = D(c1; :::; cq�1) + �xq; où l’on choisit c1 = 0;

alors c1 = b2 + b3:::+ bj , j = 2; :::; q � 1 .

Le schéma ci-dessous est celui de q = 5; b2 = b3 = b4 = 1; c’est-à-dire le vecteur x4 de Gq�1 ; sur G5 .

On a marqué les ci ; puis sur G5 pris pour Gq�1 on part des valeurs "c" utilisées maintenant comme

valeurs "b" et on fait le même choix.

(1;1)
� :1� 0 0 �! i

1 1 0

" %
1 2 1

3 3

6
�

#
Schéma (4)

Nous avons donc réalisé la construction suivante des préimages de xq�1 :

(supposons p > n); xq 2 ker �A;B j Gq , q < r + 1: xq = (1; 1; :::; 1) a (q � 1) composantes.

xq = D
n
x
(1)
q + �1xq�1

o
où l’on choisit la première composante de x(1)q égale à 0; puis si q+2 � r+1;

xq = D
2
n
x
(2)
q + �1x

(1)
q�1 + �2xq�2

o
jusqu’à

xq = D
r+1�q

n
x(r+1�q)q + �1x

(r�q)
q�1 + :::+ �r�q+1xr+1

o
(*)

avec la même règle de remontée pour tous les xj rencontrés que celle expliquée dans le schéma. Chaque

vecteur xj (sans indice supérieur ) est le vecteur de base du noyau de D dans Gj; selon la notation de

l’énoncé.

Les composantes des vecteurs x(i)j sont construites par la règle de récurrence du triangle de Pascal (

pour retrouver les dispositions usuelles on "redresse" les diagonales du schéma (4) fait pour q = 3,

ainsi pour q = 2 est la somme des termes fléchés 1et 1 , selon le schéma (4))

2.1. Forme de Jordan d�une dérivation généralisée �A;B 20
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(ii) Si q 2 fr + 1; :::; sg , seulement un des termes encadrés du schéma (3) existe, alors D de Gq+1
dans Gq est bijective. Il existe un unique vecteur de Gq+1 dont l’image par D est un vecteur donné de

Gq: On obtient alors, pour le vecteur entre f g dans [*] , une écriture unique sous la forme :

Ds�r �x(x+1�q)q + :::
	
; soit

xq = D
(s+1�q)

n
x(s+1�q)q + �1x

(s�q)
q + :::+ �r�q+1x

(s�r)
r+1

o
(**)

Les nouveaux x(:)0 sont déterminés de manière unique selon le schéma ci-dessous ; un vecteur de Gq�1
de composantes bi a pour préimage par D le vecteur de composantes cj

b1

" +
b2  �

�
c1

"
b3  � c2
"

b4  � c3
"
:

c4 = cm

Gq�1

.

Gq

.

(5)1 (p > n)
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b1  �
�
c1

" +
b2  � c2
"

b3  � c3
"

b4  �
:

c4 = cm

Gq�1

.

Gq

.

(5)2 (p < n)

.

Si p > n (schéma (5)1); cj = bj + :::+ b1; j = 1; :::;m:

Si p < n (schéma (5)2); cj = �bm � :::� bj; j = 1; :::;m:
(iii) Si q > s + 1, les termes encadrés existent, �A;B jGq+1 ne recouvre pas Gq , on a vu , lemme 2.3 ,

que les éléments de Im
�
�A;B jGq+1

�
ont la somme de leurs coefficients nuls.

Le vecteur entre fg dans [**] est dans Gs+1; pour qu’il soit l’image par D d’un vecteur de Gs+2 (

celui-ci est alors unique) il convient d’exprimer sa condition d’appartenance à Im
�
�A;B jGs+2

�
; c’est

une relation linéaire entre �1; :::; �r�q+1 (somme des composantes nulles du vecteur fg sur la base

mise en évidence pour Gs+1 ).

Ceci peut être itéré tant qu’il reste des � arbitraires, donc ceci est possible (r � q + 1) fois ; on a alors

atteint Gs+1+r�q+1 = Gs+r+2�q: On obtient ainsi :

xq = D
s+1�q+(r�q+1)yr+s+2�q

donc

xq = D
n+p+2�2qyn+p+2�2q
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(iv) On a atteint l’écriture annoncée dans le lemme 2.4 ; il reste à s’assurer que l’on a obtenu une

base de Jordan . Comptons les termes obtenus : notons N = n+ p + 2;

r+1X
q=2

(N � 2q + 1) =

q=2X
r+1

[(N � 1)� 2 (q � 1)] = r (N � 1)� 2r(r + 1)
2

= r(r + s+ 1)� r(r + 1) = rs:

On a rs = np termes. Ceci est la dimension de $(E;F )

Lemme 2.5 Pour (A;B) satisfaisant les données précisées au début du paragraphe précedent (

lemme 2.3 ), �A;B est nilpotent d’ordre (n + p � 1) ; sa forme de Jordan est constituée de r blocs de

Jordan d’ordres n+ p+ 1� 2j; j = 1; :::; r:

Preuve. Elle résulte des lemmes précédents : le plus grand bloc de Jordan provient de x2 qui est

l’image de fp 
 en par Dn+p�1:

Les blocs de Jordan sont des blocs nilpotents

Lemme 2.6 ( forme de Jordan)

i) Le spectre de �A;B est

�(�A;B) = �(A)� �(B) = f�� �; � 2 �(A); � 2 �(B)g

Si Af = Xf et B0
e
0
= �e

0 alors

�A;B(f 
 e
0
) = (��)f 
 e0 :

ii) Si A =
h1L
k=1

AK ; où �(Ak) = �k , et où (Ak � �k) est d’ordre pk et B =
%
1L
%

B% où �(B%) = �% , et où

(B% � �%) est d’ordre n%; alors �A;B =
L̀
;k

�Ak;Bk :

La forme de Jordan de �A;B est obtenue en considérant tous les blocs associés à une valeur propre

� = �k � �k intervenant dans les �A;B concernés.

Preuve. C’est le Lemme 1.2 et le lemme 1.3.

Il suffit en effet de remarquer que �Ak;Bl = (�k � �k) + �Ak��k;Bl��l ;
on est alors ramené au Lemme 1.3

2.2 Forme de Jordan de l’opérateur R(A;C);(B;D):

2.2.1 Lemmes fondamentaux

Lemme 2.7 Soient A;C 2 L(F ); B;D 2 L(E): Soient ff�; � = 1; :::; pg ; fei; i = 1; :::; ng des bases

de F ;E 0 respectivement telles que
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1. Af� = "�f��1 ;"1 = 0 , "� = 1 si � 6= 1:
2. Cf� = c�f�; c� est une constante réelle

3. D0
ei = �iei�1 , où �1 = 0; et si i 6= 1; �i = 1:

4. 8q = 2; :::; n+ p; Gq = vect ff� 
 ei; �+ i = qg ; r = min(n; p); s = max(n; p);
alors on a

1. L(E;F ) =
n+p
�
q=2

Gq

2. R(A;C);(B;D) jGq� Gq�1:
3. K erR(A;C);(B;D) =

n+p
�
q=2
Ker(R(A;C);(B;D) jGq) =

r+1
�
q=2
vect

nP c1::::c��1
b1::::b��1

f� 
 ei; �+ i = q
o

Remarque 2.2 :1. si B = IdE , C = IdF , on trouve R(A;C);(B;D)(x) = �A;B = AX �XB
2. On note , pour éclaircir l’écriture � = R(A;C);(B;D) dans ce qui suit.

Preuve. 1. dimL(E;F ) = n:p: ff� 
 ei; i = 1; :::; n � = 1; :::; pg est une base de L(E;F ); les

vecteurs qui engendrent Gq forment une partition de la base de L(E;F ) , donc L(E;F ) =
n+p
�
q=2

Gq:

2. � jGq� Gq�1:
Gq�1 = vect ff� 
 ei; �+ i = q � 1g
� jGq : signifie la restriction de � sur Gq .

Soit f� 
 ei 2 Gq , alors

�(f� 
 ei) = A(f� 
 ei)B � C(f� 
 ei)D

= (Af�)
Bei � (Cf�)

�
Dei
�

= f��1 
 biei � C�f� 
 ei�1

donc

�(f� 
 ei) 2 Gq�1:

alors

� j Gq � Gq�1

3. K er� =
n+p
�
q=2
Ker(� jGq) =

r+1
�
q=2
vect

�P c1::::c��1
b1::::b��1

f� 
 ei; �+ i = q
�

Pour bien comprendre prenons : dimE = n = 4; dimF = p = 5; donc dim$(E;F ) = 5:4 = 20 et

ff� 
 ei; � = 1; ::; 5 ; i = 1; :::; 4g forme une base.

Schématisons ff� 
 ei; � = 1; ::; 5 ; i = 1; :::; 4g par les points (� , i) dans R2
i�! G5 n = 4 , p = 5
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j # . r = min(n; p) = 4

(1; 1) (1; 2) (1; 3) (1; 4)

(2; 1) (2; 2) (2; 3) (2; 4)

(3; 1) (3; 2) (3; 3) (3; 4)

(4; 1) (4; 2) (4; 3) (4; 4)

(5; 1) (5; 1) (5; 1) (5; 1)

Ker� = fX 2 L(E;F ) : �(X) = 0g
X 2 L(E;F )() X =

P
Xq n Xq 2 Gq

�(X) = 0() �(Xq) = 0 ;8q = 2; :::; 9
Si q > 5

Soit X6 2 G6 =) X6 = a1(2; 4) + a2(3; 3) + a3(4; 2) + a4(5; 1):

�(X6) = a1�(2; 4) + a2�(3; 3) + a3�(4; 2) + a4�(5; 1)

= a1 [b4(1; 4)� c2(2; 3)] + a2 [b3(2; 3)� c3(3; 2)]

+a3 [b2(3; 2)� c4(4; 1)] + a4 [b1(4; 1)]

= a1b4(1; 4) + (a2b3 � a1c2) (2; 3) + (a3b2 � a2c3) (3; 2) + (a4b1 � a3c4) (4; 1)

Notre but est de chercher Ker(� jGq) , donc

�(X6) = 0 =)

a1b4 = 0

a2b3 � a1c2 = 0
a3b2 � a2c3 = 0
a4b1 � a3c4 = 0

=) a1 = a2 = a3 = a4 = 0

alors X6 = 0:

la même chose pour X7 2 G7; X8 2 G8; X9 2 G9 , alors : 8q > 5 ; Ker(� jGq) = 0:
Etudions maintenant le cas q � 5
la recherche du noyau de G5 veut dire la recherche de X5 2 G5 pour le quelle �(X5) = 0:

X5 = a1(4; 1) + a2(3; 2) + a3(2; 3) + a4(1; 4):

�(X5) = a1�(4; 1) + a2�(3; 2) + a3�(2; 3) + a4�(1; 4)

= a1b1(3; 1) + a2 [b2(2; 2)� c3(3; 1)] + a3 [b3(1; 3)� c2(2; 2)] + a4 [�c1(1; 3)]

= (a3b3 � a4c1) (1; 3) + (a2b2 � a3c2) (2; 2) + (a1b1 � a2c3) (3; 1)
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�(X5) = 0 =)
a3b3 � a4c1 = 0
a2b2 � a3c2 = 0
a1b1 � a2c3 = 0

=)

a2 = a1
b1
c3

a3 = a2
b2
c2

a4 = a3
b3
c1

=)

a2 = a1
b1
c3

a3 = a1
b1
c3

b2
c2

a4 = a1
b1
c3

b2
c2

b3
c1

donc :

�(X5) = 0 =) X5 = a1

�
(4; 1) +

b1
c3
(3; 2) +

b1
c3

b2
c2
(2; 3) +

b1
c3

b2
c2

b3
c1
(1; 4)

�
le vecteur (4; 1)+

b1
c3
(3; 2)+

b1
c3

b2
c2
(2; 3)+

b1
c3

b2
c2

b3
c1
(1; 4) est la base de Ker(� j G5); donc dimKer(� j

G5) = 1:

La même étude pour q = 4; q = 3; q = 2 , alors : 8q � 5 : dimKer(� j Gq) = 1 et
�P b1b2:::bi�1

c1c2:::ci�1
f� 
 ei; �+ i = q

�
est la base du noyau pour chaque q

Lemme 2.8 Pour chaque vecteur Xq du noyau de Gq , il existe yt 2 Gn+p+2�q tel que :

�n+p+2�2qyt = Xq; 2 � q � r + 1

2.2.2 Forme de Jordan de l’opérateur R(A;C);(B;D):

A partir de ces conclusions nous allons construire la forme de Jordan de l’opérateur �:

On dispose d’une base du noyau de �; pour chaque vecteur Xq (q = 2; :::; r + 1) de cette base on

trouve l’exposant k le plus grand, tel qu’il existe yt 2 Gq+k satisfaisant �kyt = Xq�
yt;�yt;�

2yt; :::;�
kyt
	

forme une base, la matrice associée dans cette base est un bloc jordan

0 1 0 : : : 0

0 0 1 0 : : 0

: : 0 1 : : :

: : : : : : :

: : : : : : 0

: : : : : 0 1

0 : : : : 0 0

bloc de Jordan

d’après le lemme 2, il existe yt 2 Gn+p+2�q tel que :

�n+p+2�2qyt = Xq = Xq 2 Gq , 2 � q � r + 1

donc pour chaque vecteur Xq; �q = fyt;�yt; :::;�n+p+2�2qytg ; 2 � q � r + 1 forment des bases

pour lesquelles la matrices associée de � est sous forme de blocs de Jordan
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Lemme 2.9 pourA; B; C; D satisfaisant les données 1,2,3 et 4, l’opérateur � est nilpotent d’ordre(n+ p+ 1)

, sa forme de Jordan est constituée de r blocs de Jordan d’ordre : n+ p+ 1� 2j : j = 1; :::; r

Preuve. Elle résulte des lemmes précédents : le plus grand bloc de Jordan provient de X2 qui est

l’image de fp 
 en par Dn+p�1:

Les blocs de Jordan sont des blocs nilpotents.

2.2. Forme de Jordan de l�opérateur R(A;C);(B;D): 27



Chapitre 3

Opérateurs P-symétriques

Dans ce chapitre , on rappel des résultats sur l’image d’une dérivation généralisée, le théorème

de Fugled-Putnam et les opérateurs P-symétriques. Des nombreux travaux ont été effectués sur

les opérateurs de dérivation généralisés �A;B; J. Andersan, J. Bunce, J.A. Deddence et J.P.Wiliams

[1] ont démontré que si A est D-symétrique (i.e Im(�A) = Im(�A�); Im(�A) est la fermeture de

Im(�A)), alors TA = AT implique A�T = TA�, S. Mecheri [23], Wiliams [35] ont démontré que

si (A;B) est P-symétrique généralisé, alors B� Im(�A;B) + Im(�A;B)A� � Im(�A;B)
w�

( Im(�A;B)
w�

est la fermeture de Im(�A;B) pour la topologie ultra-faible des opérateurs) ; Il est donc naturel de

poser le problème pour d’autres classes d’opérateurs, nous donnons une extension de ces résultats

pour l’opérateur élémentaire �A;B et completons les études de S. Mecheri [23], Wiliams [35] .
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.

3.1 Théorème de Fugled-Putnam

3.1.1 Propriétés des opérateurs normaux

Définition 3.1 Un opérateur A est dit normal si AA� � A�A = 0:

Proposition 3.1 Soit A 2 $(E), si A est un opérateur normal, alors

1. A� � est normal.

2. kAk = r(A):

Preuve. 1. On a

(A� �)� (A� �)� (A� �) (A� �)� = (A� � �) (A� �)� (A� �) (A� � �)

= A�A� AA�

Comme A est normal, il en resulte que

(A� �)� (A� �)� (A� �) (A� �)� = 0;

donc A� � est normal

2. A normal=) kAk = r(A)
On a r(A) = lim kAnk

1
n ; alors pour prouver que kAk = r(A) on doit prouver que pour tout n on a

kAnk = kAkn

pour n = 2 : montrons que kA2k = kAk2

comme kAA�k = kAk2 ; alorsA22 =
�A2�� �A2�

= kA� (A�A)Ak

= kA�A (A�A)k

= kA�AAA�k

= k(AA�)� (AA�)k = kAA�k2 =
�
kAk2

�2
donc A2 = kAk2
prouvons maintenant que kAnk = kAkn
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comme kAnk � kAkn, 8n 2 N, il suffit de prouver que kAnk � kAkn

on a Akx2 =


Akx;Akx

�
=



A�Akx;Ak�1x

�
;

d’où Akx2 � Ak+1xAk�1x
donc Ak2 � Ak+1Ak�1 � Ak+1 kAkk�1
supposons que kAnk � kAkn est vraie pour n � k; alorsAk2 � kAk2k
et puisque Ak+1 kAkk�1 � Ak2 � kAk2k ;
d’où

kAkk+1 �
Ak+1

donc pour n = k + 1 > k la relation est vraie.

D’où

kAnk = kAkn ;8n 2 N

Définition 3.2 A 2 $(E)

1. A auto-adjoint : A = A�; (ou 8x; (Ax; x) 2 R)

2. A positif : 8x; (Ax; x) � 0 (il est alors auto-adjoint).

3. A unitaire ou isometrique : AA� = A�A = I:

3.1.2 Enoncé du théorème

Théorème 3.1 Soient A;B deux opérateurs normaux. Si AX = XB alors A�X = XB�

Preuve. On sait que

eiS est un opérateur unitaire,
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et comme

AX = XB =) AnX = XBn; 8n 2 N

il en resulte que

ei
�
�AX = Xei

�
�B pour tout � 2 C

Définissons

f(�) = ei�A
�
Xe�i�B

�

On peut écrire cette fonction sous la forme

f(�) = ei�A
�
Xe�i�B

�

= ei�A
�
e�i

�
�AXei

�
�Be�i�B

�

car

X = e�i
�
�AXei

�
�B

donc

f(�) =

�
ei(�A

��
�
�A)X

� �
ei
�
�B�i�B�)

�
notons :

U(�) = ei(�A
��

�
�A);

et

V (�) = ei(
�
�B��B�)

et puisque (�A�+
�
�A) et�i(

�
�B+�B�) sont deux opérateurs auto-adjoint, et ei(�A�+

�
�A); e�i(

�
�B+�B�)

deux opérateurs unitaires, donc

kf(�)k � kXk 8�

alors f(�) = ei�A
�
Xe�i�B

� est une fonction analytique, bornée pour tout � 2 C; donc constante

sur tout C et sa dérivée égale à f 0(�) = 0

f
0
(�) = A�ei�A

�
Xe�i�B

�
+ ei�A

�
X(�B�)e�i�B�

pour � = 0; f 0(0) = 0;

donc

A�X = XB�
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3.2 Opérateurs P-symétriques généralisés

3.2.1 Définitions et résultats

Définition 3.3 Soient A;B deux opérateurs de L(H); on dit que la paire (A;B) vérifie la condition

(FP )L(H) (condition du Fugled -Putnam ) si AX = XB implique A�X = XB�, pour X 2 L(H):

Théorème 3.2 [19] Soient A;B deux opérateurs de L(H) telle que la paire (A;B) vérifie la condi-

tion (FP )L(H); si pour tout opérateur positif N dans fAg
0

kN + AX �XBk > kNk ;

alors

kC + AX �XBk > kCk ;

pour tout opérateur C 2 ker (�A;B) ; et pour tout X 2 L(H):

Preuve. Comme (A;B) vérifie la condition (FP )L(H) i.e

AC = CB =) A�C = CB�

=) C�A = BC�

=) CC�A = (CB)C� = ACC�;

d’où

CC� 2 fAg
0

Comme CC� est un opérateur positif, alors

kCC� + AXn �XnAk > kCC�k ;

pour Xn = YnC
� :

kCC� + AYnC� � YnC�Ak > kCC�k ;

kCC� + AYnC� � YnC�Ak = kC + AYn � YnBk kC�k > kCC�k = kCk2

d’où

kC + AYn � YnBk > kCk

Corollaire 3.1 Soient A;B deux opérateurs normaux, C 2 ker (�A;B) ; alors

kC + AXn �XnAk > kCk ;
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Preuve. On sait que si A;B des opérateurs normaux, alors la paire (A;B) vérifie la condition

(FP )L(H); pour A un opérateur normal on a

kT + AXn �XnAk > kTk ; 8T 2 fAg
0

il suffit d’appliquer le théorème précédent

Théorème 3.3 Soient A;B deux opérateurs de L(H) telle que la paire (A;B) vérifie la condition

(FP )L(H); alors

ker �A;B = ker �A�;B�

Preuve. On a �A;B(X) = AX �XB; �A�;B�(X) = A�X �XB�;

ker �A;B = fX 2 L(H) : AX = XBg

et comme (A;B) vérifie la condition (FP )L(H), alors

ker �A;B = ker �A�;B�

Théorème 3.4 Soient A;B 2 L(H); si A est un opérateur co-isométrique de L(H); B isométrique,

alors

Im(�A;B) \ ker �A�;B� = f0g:

Im(�A;B) est la fermeture de Im(�A;B)) pour la topologie de la norme (ou uniforme)

Preuve. Soit T � 2 Im(�A;B) \ ker �A�;B� (i.e) il existe une suite fXng de L(H) telle que

AXn �XnB ! T � (1)

et

A�T � = T �B� (2)

de (2), il vient TA = BT

Multiplions (1) à gauche par T on obtient

TAXn � TXnB ! TT �;

alors

B (TXn)� (TXn)B ! TT �;

d’où

TT � 2 Im(�B)
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On a

A�T � = T �B� =) (AA�)T �B = AT � (B�B) =) T �B = AT � =) (TT �)B = TAT � = B (TT �)

(3.1)

d’où

TT � 2 Im(�B) \ ker �B;

comme B est isométrique, alors TT � = 0; donc T � = 0:

Définition 3.4 Un opérateur A est dit D-symétrique s’il satisfait la condition suivante :

Im(�A) = Im(�A�);

(Im(�A) est la fermeture de Im(�A)) pour la topologie de la norme).

Remarque 3.1 Ce concept de D-symétrique de l’opérateur A a été introduit par JH Anderson, JW

Bunce, J. A. Deddens [1]

Définition 3.5 Soient A;B 2 L(H); on dit que la paire (A;B) vérifie la condition

Im(�A;B) = Im(�B�;A�)

est D-symétrique généralisé

Définition 3.6 On dit qu’un opérateur A est P-symétrique, s’il satisfait la condition suivante :

AT = TA =) A�T = TA�

Définition 3.7 On dit que la paire (A;B) est P-symétrique généralisé, s’il satisfait la condition

suivante :

TA = BT =) A�T = TB�

On notera par GF0(H) l’ensemble de tous les paires (A;B) P-symétriques généralisés.

Définition 3.8 Soit B un espace de Banach et S un sous-espace de B; l’ensemble Ann(S) est défini

par

Ann(S) = ff 2 L(B) : f(s) = 0; 8s 2 Sg

Lemme 3.1 [23] Soient A;B 2 L(H); alors

Ann (Im(�A;B)) = Ann (Im(�A;B)) \ Ann(K(H))� ker(�A;B) \ C1(H)

où K(H); C1(H) désignent respectivement, l’ensemble des opérateurs compacts sur H et l’ensemble

des opérateurs de classe trace
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Théorème 3.5 [23] Soient A;B 2 L(H); alors

(A;B) 2 GF0(H)() Im(�A;B)
w�

= Im(�B�;A�)
w�

( Im(�A;B)
w�

la fermeture de Im(�A;B) pour la topologie ultra-faible )

Théorème 3.6 [23] Soient A;B 2 L(H): Si (A;B) est P-symétrique généralisé, alors

B� Im(�A;B) + Im(�A;B)A
� � Im(�A;B)

w�

3.3 Opérateurs P-symétriques élémentaires.

3.3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.9 L’opérateur élémentaire de base induite par les opérateurs A;B 2 L(H) est l’opéra-

teur �A;B défini par �A;B(X) = AXB; X 2 L(H)

Définition 3.10 L’opérateur R(A1;A2);(B1;B2) est défini par R(A1;A2);(B1;B2) = A1XB1 � A2XB2: (Si

A2 = B2 = I; l’opérateur élémentaire est noté par �A1;B1(X) = �A1;B1(X)�X = A1XB1 �X):

Lemme 3.2 [24] Soient A;B 2 L(H); alors

Ann (Im(�A;B)) = Ann (Im(�A;B)) \ Ann(K(H))� ker(�A;B) \ C1(H)

(où Im(�A;B); K(H); ker(�A;B) et C1(H) désignent respectivement, l’image de �A;B; le noyau de

�A;B; l’ensemble des opérateurs compacts sur H et l’ensemble des opérateurs de classe trace)

Théorème 3.7 [6] Soient A;B deux opérateurs de L(H): Soient f; g deux fonctions analytiques sur

U; V contiennent �(A); �(B) respectivement, si f(0) = g(0) = 0 alors Im( � f(A);f(B)) � Im( �A;B)

Définition 3.11 Soient A;B 2 L(H); on dit que la paire (A;B) vérifie la condition

Im(�A;B) = Im(�B�;A�)

est quasi-adjoint généralisée

On dit que la paire (A;B) est P-symétrique élémentaire, si elle satisfait la condition suivante :

BTA = T =) A�TB� = T

On notera par QG(H) l’ensemble de toutes les paires (A;B) quasi-adjoint généralisées et par

PE(H) l’ensemble de toutes les paires (A;B) P-symétriques élémentaires.
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Théorème 3.8 Soient A;B 2 L(H): Alors

(A;B) 2 PE(H)() Im(�A;B)
w�

est auto -adjoint

Preuve. [=)] : la topologie w� est engendrée par tous fT avec T 2 C1 et ainsi Im(�A;B)
w�

est

l’intersection

\
(
ker fT : fT (

nX
i=1

AiXBi �X) = 0;8X 2 L(H)
)

comme

fT (
nX
i=1

AiXBi �X) = tr(T (
nX
i=1

AiXBi �X) = tr((
nX
i=1

AiTBi � T )X

l’intersection est

ker�B;A \ C1(H):

Si (A;B) 2 PE(H); alors

ker�B;A \ C1(H) = ker�A�;B� \ C1(H)

et ainsi la fermeture ultra-faible de

(Im(�B�;A�)) = (Im(�A;B))
�

[(=] : si Im(�A;B)
w�

est auto-adjoint. L’ensemble de T 2 C1(H) pour laquelle fT disparaît sur

Im(�A;B) doit être auto-adjoint (Y 2 Im(�A;B)) implique 0 = fT (Y �) = tr(T �Y ): D’où

ker�B;A \ C1(H) = ker�A�;B� \ C1(H)

et (A;B) 2 PE(H)

Théorème 3.9 Soient A;B 2 L(H): Si (A;B) est P-symétrique élémentaire, alors

B� Im(�A;B) + Im(�A;B)A
� � Im(�A;B)

w�

Preuve. supposons que (A;B) est P-symétrique élémentaire, alors, d’après théorème 3.8, il en

découle :

Im(�A;B)
w�

= Im(�B�;A�)
w�

;

mais puisque

B��B�;A�(X) = �B�;A�(B
�X)

et

�B�;A�(X)A
� = �B�;A�(XA

�)
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on déduit que

B� Im(�A;B) � B�Im(�A;B)
w�

= B�Im(�B�;A�)
w� � Im(�B�;A�)

w�

= Im(�A;B)
w�

:

par les mêmes arguments ci-dessus :

puisque

�B�;A�(X)A
� = �B�;A�(XA

�)

on déduit que

Im(�A;B)A
� � Im(�A;B)

w�

A� = Im(�B�;A�)
w�

A� � Im(�B�;A�)
w�

= Im(�A;B)
w�

:

Ceci termine la démonstration.

3.3.2 Propriétés et Descriptions de � 0(A;B); �0(A;B) et B0(A;B)

Considèrons maintenant les ensembles

� 0(A;B) =
n
(C;D) 2 L(H)� L(H) : CL(H)D + L(H) � Im(�A;B)

w�
o

�0(A;B) =
n
(C;D) 2 L(H)� L(H) : C Im(�A;B)D + Im(�A;B) � Im(�A;B)

w�
o

B0(A;B) =
n
(C;D) 2 L(H)� L(H) : Im(�C;D) � Im(�A;B)

w�
o

Théorème 3.10 Soient A;B deux opérateurs de L(H): Si la paire (A;B) est P-symétrique généra-

lisée, alors

i) � 0(A;B); �0(A;B) et B0(A;B) sont C�-Algèbre

ii) � 0(A;B) est un idéal de �0(A;B)

ii)Im(�C;D) � Im(�A;B)
w�

pour tout C;D 2 C� (A;B) ; C� (A;B) est le C�algèbre engendré par la

paire (A;B) 2 PE(H).

Preuve. i)

Soit (C;D) 2 � 0(A;B); cela implique

CL(H)D � L(H) 2 Im(�A;B)
w�

donc

CXD � Y 2 Im(�A;B)
w�

;8X;Y 2 L(H)

si X = 0, il s’ensuit que Y 2 Im(�A;B)
w�

;8Y 2 L(H):Par conséquent C� et D� sont dans

Im(�A;B)
w�

:
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De plus, (A;B) 2 PE(H); (D�; C�) 2 � 0; on conclut que

C� (D�XC�)D� �D�XC� 2 Im(�A;B)
w�

D’où

(D;C) 2 � 0

donc (C�; D�) = (D;C)� 2 � 0(A;B):
Aussi de la même façon, on peut montrer que �0(A;B) est aussi C�-Algèbre. Il suffit de noter que

si (C;D) 2 �0(A;B); alors

CXD � Y 2 Im(�A;B)
w�

;8X; Y 2 Im(�A;B) � L(H);

i.e., (C;D) 2 � 0: Ce qui donne (C�; D�) 2 � 0 � �0:
Finalement, B0 est C�-Algèbre, car Im(�C;D) � Im(�A;B) et Im(�C;D) � �0: Ainsi (C�; D�) 2 B0:

ii)

Soit (C;D) 2 �(A;B) et (E;F ) 2 � 0; donc C;D;E et F 2 Im(�A;B)
w�

; alors pour tout X 2
Im(�A;B) on a CEX et XDF sont dans Im(�A;B)

w�

: D’où (CEXDF �X) 2 Im(�A;B)
w�

; ce qui

montre que � 0(A;B) est un idéal à droite.

Comme � 0(A;B) est C�-Algèbre, il vient que � 0(A;B) est un idéal bilatéral de �0(A;B):

iii)

Supposons que (C;D) 2 B0(A;B): Comme B0(A;B) est C�-Algèbre contient la paire (A;B) et

(I; I), il contient C�(A;B)
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Orthogonalité de l’image au noyau, les

opérateurs finis

Soit L(H) l’algèbre des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert H. Un opérateur

A 2 L(H) est appelé fini si kAX �XA� Ik � 1 pour tout X 2 L(H) i:e Im (�A) est orthogonale

à l’opérateur identité I au sens de Birkhof; si kT � (AX �XA)k � kTk pour T 2 ker(�A) on

dit ker(�A) est orthogonal à Im(�A): La question qui se pose est : pour quels opérateurs A la

propriété Im(�A) ? ker(�A) reste vraie. Après avoir introduit quelques résultats de l’orthogonalité

de l’image au noyau, nous donnons une extension de ces résultats et nous démontrons que si A

est un opérateur de classe y (res. spectraloïd), alors Im(�A) est orthogonale au ker(�A) [26].

Dans la deuxième partie de ce chapitre, on s’intéresse à l’étude des nouvelles classes des opéra-

teurs finis, on a prouvé que : si A est un opérateur de classe y (resp spectraloïd, absolument -(p-r)

paranormale), alors A est fini [26].

Il est prouvé par S.Mecheri[20,22], J.P. Wiliams [35], que si A est un opérateur normal, hypo-

normal, M-hyponormal, normaloïd ou de classe R1( R1 = fA 2 L(H) : �ar 6= ?g), alors A est

fini.
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4.1 Orthogonalité de l’image au noyau

4.1.1 Orthogonalité de l’image au noyau d’une dérivation

Définition 4.1 1. Soit E un espace de Banach et (a; b) 2 E2. Nous dirons que a est orthogonal à b

au sens de Birkhof, si et seulement si

ka+ �bk � kak ; 8� 2 R:

Théorème 4.1 Soit S un opérateur isométrique dans L(H); alors Im(�S) ? ker(�S)

Preuve. D’après [14], on a

SnX � xSn =
n�1X
i=0

Sn�i�1(SX �XS)Si , X 2 L(H)

Pour T 2 ker(�S); on a TS = ST; d’où

n�1X
i=0

Sn�i�1(SX �XS � T )Si =
n�1X
i=0

Sn�i�1(SX �XS)Si �
n�1X
i=0

Sn�1T

= SnX �XSn � nSn�1T =
n�1X
i=0

Sn�i�1(SX �XS � T )Si

d’où nSn�1T = SnX �XSn �
n�1X
i=0

Sn�i�1(SX �XS � T )Si;

alors

n
Sn�1T � kSnX �XSnk+ n�1X

i=0

Sn�i�1(SX �XS � T )Si ; kS(T )k = kTk
n
Sn�1T � kSnX �XSnk+ n�1X

i=0

k(SX �XS � T )k

donc

n kTk � kSnX �XSnk+ n k(SX �XS � T )k

d’où

kTk � 1

n
kSnX �XSnk+ k(SX �XS � T )k ;

pour n!1; kTk � k(SX �XS � T )k = k�S(X)� Tk ; donc Im(�S) ? ker(�S):

Théorème 4.2 Soit A un opérateur auto-adjoint de L(H), alors Im(�A) ? ker(�A)
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Preuve. Soit A un opérateur auto-adjoint L(H), l’opérateur U = (A� i) (A+ i)�1 est la transfor-

mation de Cayley de l’opérateur A

U = (A� i) (A+ i)�1 ) U� = (A� � i)�1 (A� + i)

U�1 = (A+ i) (A� i)�1

donc U� = U�1 (i.e ) U est unitaire

commme

U = (A� i) (A+ i)�1 ) U (A+ i) = (A� i) (1)

d’où

A = i(I + U) (I � U)�1

�A(X) = �A�i(X) = (A� i)X �X (A� i)

en appliquant (1), on obtient

�A(X) = U(A+ i)X �XU(A+ i)

= U [(A+ i)X]� [(A+ i)X]U + (A+ i)(XU)� (XU)(A+ i)

= �U([(A+ i)X]) + �A+I(XU)

= �U([(A+ i)X]) + �A(XU)

= �U(AX) + i�U(X) + �A(XU)

�A(X)� �A(XU) = �U(AX) + i�U(X);

donc

�A(X(I � U)) = �U([(A+ i)X])

d’où

Im(�A) = Im(�U)

pour T 2 ker(�A) i.e TA = AT ; d’où TU = UT; donc d’après (Théorème 4.1) Im(�A) ? ker(�A)

Théorème 4.3 Soit N un opérateur normal dans L(H); alors Im(�N) ? ker(�N)

Preuve. voir[20]
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4.1.2 Orthogonalité de l’image au noyau pour une classe d’opérateur y

Définition 4.2 Soit A 2 L(H); on dit que A est un opérateur de classe d’opérateurs y� pour � � 1
(ou A 2 y�) s’il existe un nombre positif k� tel que

jAA� � A�Aj� � k2�(A� �I)�(A� �I); pour tout � 2 C (*)

Définition 4.3 Soit A 2 L(H); A est dit un opérateur de classe y si y =
S
1��

y� et vérifie (*)

Définition 4.4 Soit A 2 L(H)
- A est appelé M-hyponormal s’il existe un nombre réel M positif tel que

(A� �I)(A� �I)� �M2(A� �I)�(A� �I); pour tout � 2 C

- On dit que A est dominant s’il existe un nombre réel positif M� tel que M� �M
- A est appelé spectraloïd si !(A) = r(A) où !(A) (resp. r(A)) le rayon numérique de A( resp. le

rayon spectral)

- A est appelé un opérateur absolument (p-r) paranormale si kjAjp jA�jr xkr � kjA�jr xkp+r pour

tout x 2 H et tout nombre réel r; p > 0

Remarque 4.1 Pour plus de détails concernant la relation entre ces opérateurs voir [36]

Remarque 4.2 Tout opérateur de classe y1 est un opérateur M-hyponormal, et tout opérateur M-

hyponormal est un opérateur de classe y2 (voir [33])

Lemme 4.1 Soient A; T 2 L(H); si A est de classe y (res. spectraloïd) et T normal tel que AT = TA;

alors pour tout � 2 �p(T )( Le spectre ponctuel de A)

kT � (AX �XA)k � j�j , pour tout X 2 L(H)

Preuve. Soit � 2 �p(T ) et M� l’espace propre à �: Comme AT = TA; on a d’après le théorème

de Fugled-Putnam AT � = T �A: D’où M� soit réduisant pour A et pour T: Selon la décomposition

H =M� �M?
� on peut écrire A; T et X comme suit

A =

"
A1 0

0 A2

#
; T =

"
� 0

0 T2

#
et X =

"
X1 X2

X3 X4

#
;

avec A est de classe y (res. spectraloïd) [25,32]
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kT � (AX �XA)k =

""
�� (A1X1 �X1A1) �

� �

##
� k�� (A1X1 �X1A1)k

� j�j
I � �A1�X1

�

�
�
�
X1

�

�
A1

�
� j�j

Proposition 4.1 [ Technique de Berberian]. Soit H un espace de Hilbert complexe, alors il existe un

espace de Hilbert eH � H et un isomorphisme *-isométrique ' : L(H)! L(H)(A! eA tel que : pour

tout A;B 2 L(H) et tout �; � 2 C
1.fA� = � eA�� ; eI est l’identité de eH; ^�A+ �B = � eA+ � eB;gAB = eA+ eB;  eA = kAk
2.�(A) = �( eA); �a(A) = �a( eA) = �p( eA) où �a(A); �p(A) sont respectivement le spectre approché et

le spectre ponctuel de A

Théorème 4.4 Soit A un opérateur de classe y (res. spectraloïd), alors pour tout opérateur normal

T tel que AT = TA; on a

kT � (AX �XA)k � kTk , pour tout X 2 L(H)

Autrement dit Im(�A) est orthogonale au ker(�A) pour A un opérateur de classe d’opérateurs y

(res. spectraloïd).

Preuve. Soit � 2 �(T ) = �a(T ) [14], alors d’après la proposition précédente eT est normal, eA est

de classe y (res spectraloïd), eT eA = eAeT et � 2 �p(eT ):
Par application du lemme 4.1 on obtient

j�j �
eT � (gAX �gXA) = kT � (AX �XA)k :

Comme kTk = sup j�j
�2�p(eT ) (voir Proposition 3.1) ; alors

kTk =
eT = sup j�j

�2�p(eT ) � kT � (AX �XA)k ; pour tout X 2 L(H)
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4.2 Classes des opérateurs finis

Cette section est une étude de classe des opérateurs finis, elle est obtenue par l’orthogonalité de

l’image d’une dérivation et l’opérateur identité, et elle est définie par

F(H)= fA 2 L(H); kI � �A(X)k � 1;8X 2 L(H)g

J.P. Wiliams [34] a démontré que la classe F(H) contient les opérateurs normaux, hyponormaux,

compacts et les opérateurs normaloïdes et que R1 �F(H) où

R1 = fA 2 L(H) : �ar 6= ?g)

Dans [18] S.Mecheri généralise les résultats de J.P. Wiliams pour des classes d’opérateurs (M-

hyponormal, paranormal) qui sont plus générale que les opérateurs normaux et hyponormaux.

Nous généralisons les résultats principals de J.P. Wiliams et S.Mecheri et on montrera que si A un

opérateur de classe y (resp spectraloïd, absolument -(p-r) paranormale), alors A est fini.

4.2.1 Définitions

Définition 4.5 Soit A 2 L(H)
1. L’image numérique de A est définie par :

W (A) = f(Ax; x); kxk = 1; x 2 Hg

2. Le rayon numérique de A est défini par :

!(A) = sup fjzj ; z 2 W (A)g

Définition 4.6 Soit A 2 L(H); on appelle spectre approché de A et on note par �a(A) l’ensemble des

complexes � tel qu’il existe une suite (xn) : kxnk = 1 pour laquelle lim
n
(A� �)xn = 0

Définition 4.7 Soit A 2 L(H); on appelle spectre approché réduisant de A et on note par �ar(A)

l’ensemble des complexes � tel qu’il existe une suite (xn) : kxnk = 1 pour laquelle lim
n
(A� �)xn = 0

et lim
n
(A� �)� xn = 0

Lemme 4.2 Si S est un opérateur de classe y; alors �ar(S) 6= ;

Preuve. Il est connu que �ar(S) � �a(S): Comme �a(S) 6= ;; il suffit de montrer que �a(S) �
�ar(S)
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Soit S 2 y; alors il existe � � 1 et k� > 0 tel que ; pour tout x 2 H; � 2 C(SS� � S�S)�2 x � k� k(S � �I)xk :
Puisque .

(S � �I)(S � �I)� = SS� � S�S + (S � �I)�(S � �I); pour tout � 2 C

alors

jh(SS� � S�S)x; xij �
jSS� � S�Sj 12 x2

En effet, considérons la décomposition polaire de l’opérateur SS��S�S = V D; oùD = jSS� � S�Sj :
Alors V est une isométrie partielle hermitienne qui commute avec D car SS��S�S est hermitien.

D’où pour tout x 2 H tel que kxk = 1

jh(SS� � S�S)x; xij �
���DjSS� � S�Sj 12 x; jSS� � S�Sj 12 V �xE���

�
jSS� � S�Sj 12 xjSS� � S�Sj 12 V �x

=
jSS� � S�Sj 12 xV � jSS� � S�Sj 12 x � jSS� � S�Sj 12 x2

Par conséquent

k(S � �I)�xk2 � k(S � �I)xk2 +
jSS� � S�Sj 12 x2 (2)

Soit � 2 �a(S); alors il existe une suite orthonormale (xn)n2N� telle que k(S � �I)xnk ! 0: par

conséquent, pour � = �, xn = x on ajSS� � S�Sj 12 xn2� � jSS� � S�Sj�2 xn2 kxnk2(��1)
� k2� k(S � �I)xnk

2 kxnk2(��1) (3)

Par application (2), (3), il en resulte que

k(S � �I)�xk2 � k(S � �I)xk2 + k
�
2
� k(S � �I)xk

�
2

d’où k(S � �I)�xk ! 0 et � 2 �ar(S); i.e �ar(S) 6= ?

Lemme 4.3 Soit A 2 L(H); alors

f� 2 �a(A); Re(A� �) � 0g � �ar(A)

Preuve. Soit � 2 �a(A); alors il existe une suite orthonormale (xn)n2N� dans H telle que lim
n
(A�

�)xn = 0: Alors l’opérateur

B = Re(A� �) = 1

2
[(A� �) + (A� �)�]
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satisfait

lim
n
(Bxn; xn) = 0:

Comme B � 0; alors lim
n
Bxn = 0; i.e

lim
n

�
1

2
[(A� �)xn + (A� �)�xn]

�
= 0

et comme

lim
n
(A� �)xn = 0;

alors

lim
n
(A� �)�xn = 0:

D’où

� 2 �ar(A)

Lemme 4.4 Soit A 2 L(H); alors @W (A) \ �(A) � �ar(A) /@W (A) est la frontière de W (A):

Preuve. Par la transformation A! �A+ �; (� 2 C�; � 2 C) l’hypothèse � 2 @W \ �(A) peut être

remplacée par 0 2 @W \ �(A) avec Re(A) � 0:

Comme

0 2 @W \ �(A)

il en résulte d’après le lemme précédent que

0 2 �ar(A);

donc

@W \ �(A) � �ar(A)

Et comme

@W \ �(A) 6= ?

alors

�ar(A) 6= ?
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4.2.2 Représentation de nouvelles classes d’opérateurs finis

Théorème 4.5 Soit A 2 L(H) un opérateur de classe y; alors A est fini

Preuve. Il est bien connu [18] que si �ar(A) 6= ?, alors A est fini. D’où il suffit d’appliquer le

lemme 4.2.

Théorème 4.6 Soit A 2 L(H) un opérateur spectraloïd; alors A est fini

Preuve. On a !(A) = r(A); alors il existe � 2 �(A) � W (A) tel que j�j = !(A); d’où � 2 @W (A);

i.e @W \ �(A) 6= ?; d’où �ar(A) 6= ? (voir Lemme 4.4), il en résulte que A est fini

Théorème 4.7 Soit A 2 L(H): Si A est un opérateur absolument (p-r) paranormale, alors A est

fini

Preuve. Comme tout opérateur (p-r) paranormale est un opérateur normaloïd [26], donc A est

spectraloïd et comme un opérateur spectraloïd est fini (Théorème4.6) alors A est fini.

Théorème 4.8 Soit a un élement de classe y (resp. absolument -(p-r) paranormale) de la C�-algèbre

A, alors A est fini

Preuve. D’après [16, page 97], il existe un isomorphisme *-isométrique ' : A ! L(H): Comme

a 2A un élement de classe y (resp. absolument -(p-r) paranormale), '(a) est de classe y (resp.

absolument -(p-r) paranormale), il en résulte du théorème 4.4 que a est fini

Corollaire 4.1 Soit A 2 L(H) un opérateur de classe y (resp. absolument -(p-r) paranormale),

alors T = A+K est fini, où K est un opérateur compact

Preuve. Comme l’algèbre de Calkin C(H) = L(H) /K(H) = f[A] ; A 2 L(H)g où [A] = fA+K;K 2 K(H)g
et K(H) est l’idéal des opérateurs compacts de L(H) est une C�-algèbre , alors si A est de classe

y ( resp. absolument -(p-r) paranormale), [A] 2 =(H) est de classe y ( resp. absolument -(p-r)

paranormale).

Il en résult que [A] est fini, et on a

k[A] [X]� [X] [A]� [I]k � 1() k[T ] [X]� [X] [T ]� [I]k � 1

() kTX �XT � Ik � 1

() kTX �XT � Ik � 1:

Alors T est fini.
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Conclusion

Soit H un espace de Hilbert complexe, séparable de dimension infini et soit L(H) l’algèbre des

opérateurs linéaires bornés surH. Pour A;B;C etD 2 L(H), nous définissons les opérateurs �A;B,

�A;B et R(A;C);(B;D) comme suit : �A;B(X) = AX �XB; �A;B(X) = AXB �X;R(A;C);(B;D)(X) =
AXB � CXD.

S. Mecheri[18], J.P. Wiliams [35] ont donné plusieurs propriétés de l’image de l’opérateur �A;B:

Dans [20,21], S. Mecheri a montré que si A hyponormal, M-hyponormal ou normaloïd, alors pour

tout T 2 ker(�A);
kT � (AX �XA)k � kTk ((1))

Ceci signifie que Im (�A) est orthogonale au ker(�A) au sens de Birkoff, si kI � (AX �XA)k � 1
pour tout X 2 L(H) on dit que A est fini.

Dans ce travail nous généralisons les résultats de S. Mecheri, J.P. Wiliams pour l’opérateur de

dérivation élémentaire �A;B. Nous donnons aussi une très large classe d’opérateurs A satisfaisant

l’inégalité (1).

Par ailleurs nous généralisons d’autres résultats de [20,21,35], en donnant une très large classe

d’opérateurs fini et aussi nous construisons la forme de Jordan pour �A;B; R(A;C);(B;D).
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Liste des symboles

A� Opérateur adjoint de A:

kAk Norme de A:

[A] La classe de l’opérateur A dans l’algèbre de Calkin C(H) = L(H) /K(H)
E1 � E2 Somme directe de E1 et E2.

� (A) Spectre de A:

r (A) Rayon spectrale de A:

�a(A) Spectre approximatif de A:

�ar(A) Spectre approximatif réduisant de A:

tr (A) Trace de A:

jAj Racine carrée positive de l’opérateur A�A:

C1 Ensemble des opérateurs de classe trace.

K(H) Ensemble des opérateurs compacts.

M? Complémentaire orthogonale de M:

Im(�A):(res. ker(�A) Image de �A:(res. Noyau de �A)

E
0 Espace dual topologique de E

�A;B Dérivation généralisée induite par A;B:

Im �A;B La fermeture de Im �A;B pour la topologie uniforme.

Im(�A;B)
w�

La fermeture de Im(�A;B) pour la topologie Ultra-faible des opérateurs.

�A;B jGq Restriction de �A;B sur Gq.

V ect fe1;:::;emg Sous espace vectoriel engendré par fe1;:::;emg
fAg0 Commutant de A:

W (A) Image numérique de A: W (A) = f(Ax; x); kxk = 1; x 2 Hg
w(A) Le rayon numérique de A: w(A) = supfjzj ; z 2 W (A)g.

.
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A est Unitaire si A�A = AA� = I

A est Auto-adjoint si A = A�

A est Isométrie si A�A = I

A est Normaloïd si r(A) = kAk :
A est Normal si A�A� AA� = 0
A est Hyponormal si A�A� AA� � 0
A est Paranormal si kAxk2 � kA2xk kxk pour tout x 2 H:
A est P-hyponormal si (A�A)p � (AA�)p ; p > 0
A est nilpotent d’ordre n si An = 0 et An�1 6= 0; n > 1
A est de rang fini si Im(A) est de dimension finie

A est Compact si (Axn; xn)! 0; pour toute suite orthonormée (xn) de H
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Abstract   The first chapter will examine a summary of theorems and definitions that are to be
used in following chapters. 

The second chapter deals with the Jordan form of the generalized derivation operator’s  (X)=AX-

XB and the elementary derivation operator  (X)=AXB-CXD. 

In the third chapter we consider the pairs of operators (A,B) such as AT=TB implies T=T  for any 
T∈C₁(H), i.e the pairs that satisfy  Fugled –Putnam’s theorem in C₁(H) (C₁(H) is an ideal of ℒ(H)), that 
we call generalized P-symmetric. We give some basic properties for this class, and we focus, as well, 
in this chapter  on the study of the pairs’ class  of elementary P-symmetric operators ( (A,B) is 
elementary P-symmetric if BTA=T⇒ T =T. 

In the last chapter we present a global study on the orthogonality of the image to the kernel of the 
intern derivation (X)=AX-XA and of the finite operators. 

Keywords    generalized derivation operator, elementary derivation operator, Fugled -Putnam 
theorem, orthogonality of the image to the kernel, finite operator. 

Résumé   Un résumé pour les théorèmes et les définitions que nous allons utiliser dans les autres
chapitres fait l'objet du premier chapitre.  

Au second chapitre, on donne la forme de Jordan pour l'opérateur de dérivation généralisé 
(X)=AX-XB et l'opérateur de dérivation élémentaire (X)=AXB-CXD. 

Au troisième chapitre on considère les paires d'opérateurs (A, B) telles que AT=TB implique T=T  
pour tout T∈C₁(H), i.e les paires  qui  vérifient le théorème de Fugled-Putnam dans C₁(H) (C₁(H) est un 
idéal de ℒ(H)), on appelle ces paires P-symétriques généralisées. On donne quelques propriétés de 
base concernant cette classe, aussi dans ce chapitre on s'intéresse à l'étude de la classe des paires 
d'opérateurs P-symétriques élémentaires ((A, B) est P-symétrique élémentaire si BTA=T⇒ T =T). 

 Au dernier chapitre on présente une étude globale sur l'orthogonalité de l'image au noyau de la 
dérivation interne  (X)=AX-XA et des opérateurs finis. 

Mots-clés   Opérateur de dérivation généralisé, Opérateur de dérivation élémentaire, théorème de 
Fugled-Putnam, orthogonalité de l'image au noyau, opérateurs fini. 
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