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INTRODUCTION

Les espaces de Sobolev avec poids forment un cadre fonctionnel adéquat
pour I'étude des équations aux dérivés partielles dans les domaines non bor-
nés, c’est-a-dire ayant une extension allant & I'infini. On peut citer comme
exemple de ces domaines l'espace tout entier, les extérieurs de domaines
bornés, les cylindres et les demi-espaces. L’idée principale de ces espaces est
l"utilisation de poids dans les conditions intégrales imposées a leurs fonctions.
Le choix de ces poids est souvent dicté d’une part par le comportement requis
a grandes distances, et d’autre part par des contraintes fonctionnelles.

Dans cette thése, il y a un triple objectif. D'une part, on voudrait ré-
véler quelques propriétés supplémentaires des espaces a poids. Ensuite, on
s’'intéresse au systéme de Navier-Stokes comportant un terme de rotation et
pour lequel on aimerait étudier I'existence des solutions. Enfin, on voudrait
employer des fonctions rationnelles d’un type particulier, découvertes récem-
ment par Arar et Boulmezaoud, dans la résolution de problémes elliptiques
de la forme

4,j=1

Les trois objectifs de la thése sont donc indépendants. Néanmoins, ils ont
en commun l'utilisation d’une famille particuliére d’espaces & poids. Cette
famille a été étudiée par de nombreux auteurs, et dans diverses géométries.
On peut citer les travaux de Hanouzet, de Giroire, de Kufner, de Amrouche
et co-auteurs et de Boulmezaoud. Ces espaces ont été employés comme cadre
fonctionnel pour I'étude de nombreux équations et systémes; équations de
Laplace et de Poisson, équations de Stokes, de Navier-Stokes et de Oseen
dans le domaine extérieur et le demi espace (voir [8],[11],[13], [20], [21]).

La contribution principale de cette thése est répartie dans trois chapitres :



Le premier chapitre est divisé en deux sections. Dans la premiére, on
montre une identité entre deux familles d’espaces. Ce résultat est généralisé
ensuite dans la deuxiéme section.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude des équations de Navier-
Stokes en présence d'un obstacle tournant dans I’espace R? tout entier. En se
basant sur des résultats obtenus par Abada et Boulmezaoud (voir [4]) dans le
cas linéaire, et en utilisant une technique de point fixe, on a obtenu des résul-
tats d’existence et d’unicité au probléme non linéaire pour de petites données.

Dans le troisiéme chapitre, on propose la résolution numérique de la
solution dans l'espace tout entier de I’équation elliptique ci-dessus. Inspirée
de résultats de Arar et Boulmezaoud (voir [5]), la discrétisation est faite en
utilisant une base particuliére, composée des fonctions propres d’un laplacien
pondéré.



Chapitre 1

Certaines identités concernant les espaces de Sobolev a
poids

(Article paru dans Discrete and Continuous Dynamical
Systems, Series S.).



Chapitre 1

Certaines identités concernant les
espaces de Sobolev a poids

Le but de ce chapitre est de comparer quelques familles d’espaces de
Sobolev & poids. On montrera en particulier quelques identités qui sont utiles
dans I’étude de quelques équations aux dérivées partielles posés en domaines
non bornés.

1.1 Notations et définitions

Dans toute la suite n sera un entier naturel non nul. Pour tout point
x = (21,29, ...,,) € R" et tout multi-indice A = (A1, ..., \,) € N" on note

oI

AN=M+ ..+, 2] =@+ 4+ P = ———
A= o= ) OOz

On note Z(R™) 'espace des fonctions indéfiniment différentiable a support

compact dans R™, et 2'(R™) l'espace des distributions. Pour 1 < p < oo on
note LP(R™) 'espace des fonctions mesurable telles que

/ |u|Pdz < oo.
Q

Cet espace est doté de la norme

ooy = [ ).
Q
Dans toute la suite, (x) désigne la fonction poids de base, définie par
(@) = (14 [2[)"/2.
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Soient v un réel et m > 0 un entier. On introduit ’espace a poids HJ"P(R")
composé de toutes les fonctions u € LP(R™) dont les dérivées aux sens des
distributions satisfont

Vp| < m, ()T ory e LP(R).

Cet espace est doté de la norme

full on ey = (Y (1) 0|7 )P

[p|<m

On considére maintenant m > 0 et un autre réel ¢ > 0, on définit I'espace
UZP(R™) comme celui de toutes les fonctions u € LP(R") vérifiant

VO < |p| < m— 1, (z)*THory e LP(RY)

et
Y|p| =m, ()"0 u € LP(R™).

Cet espace est muni de la norme

ooy = > )0 ull?, g + D @) 0 ull g7

0<|pl<m—1 lul=m

Les deux espaces HJ"P(R") et UJP(R"™) sont des espaces de Banach (voir par
exemple [23]). On observe que 'injection suivante est vraie pour tout € > 0

HP(R®)=U P (RY),

avec égalité si e = 0.

On introduit maintenant la boule ouverte de rayon 1
B={zeR"||z|] <1}
et on pose B* = B\{0}. On définit I’espace
G (BY) = {u € 9'(B*), Vi < m; |o|*Momu € 17(B)}
et

Vi(BY) = {u€ 2'(B*), V|ul <m—1; |z|*THo"y € LP(B*)
et Viu| = m, |x|*"™0*u € LP(B*)}.
Dans les paragraphes suivants, on projette de comparer les espaces U, 01[:5 (R™)

et HP(R™) d’abord pour m = 1, ensuite pour m > 1 quelconque. Une
généralisation des résultats obtenus sera exposée dans le dernier paragraphe.
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1.2 Comparaison des espaces U,?(R") et H,*(R")

Notre premier résultat principal est le suivant

Théoréme 1. Soient o et € deuxr nombres réels avec € > 0 et soit

§=a+ .
p

On a
- 810 <0 ou sid > ¢, alors lidentité suivante est vérifiée topologique-
ment et algébriquement

U 2(R™) = Hy"(R™).
- 5i0< 6 <e, alors
ULP(RY) = HYY(R") © R.

Pour la démonstration, on va procéder par étapes. Commencons par in-
troduire la famille des applications (7})s~1 définie comme suit.

Définition 1. Soit s > 1, on définit lapplication Ty, définie sur R"\{0}, par

vz € R\{0}, T)(z) =

x
jz]s
Lemme 1. L’application T posséde les propiétés suivantes :

— Ty est bijective de R"\{0} dans R"\{0} et de R"\B dans B*
— L’ iwnverse de T, est Ty ou 5 + % =1.

En effet, pour tout y € R™\{0}, I’équation
Y= TS(:E)7 LS Rn\{o}’

donne |y| = |z|*=* = |z~ et

s )
L= |fL’| y = |y|51 = TS'(:y)

Lemme 2. Soit s > 1. Alors; le jacobien de Ty est donné par

det(vaS> = |x|—ns det((ém - Sxixj’x|72)1§i,j§n) = (1 — S)|Ilins. (11)



Démonstration. Calcul du jacobien

On pose

In

Jn:(

2

(1-s2h)

Tp—1T1
ER
Tr41T1
|2

—S

—S

Tp—121
||

Tl
ER

—S

—S

—S

2

Tht1Th—1

||

Tn—1Tk—1

ER
InTl—1
ER

'T’I’L
L)+ 2

On change la colonne v; par v; — sz ;v

o

o o e

2
ry T1T2 1T
(I —=sgp)  —sT —STp
2
ToT1 x5 Tox
1 —sT2 (1 —st%) —st2m
H H E
E -
2
_ oZnTi _ oZn2 _ Thn
ST ST (1 —spk)
x% T1T2 1T
e 21 _ n
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2T l‘% 2T
_— J— J— n
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M
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_ oTnTl _ o ZTnT2 — g Zn
ST ST (1= s5h)

n—1 X $2
kd+n/ 2Lk T
( 1) ( ||2 )Jka

k=1 x

x1 T1Th41 L T1Tp—1
TP STl
Tk—1 e Tk—1Tk+1 e ZTk—1Tn—1
o T TaP 5T TP
Tht1 Tt Tpi1Tn—1
e (L= sgp) ST P
Tn—1 _ Tn—1Tk41 (1 S$%71>
|[2 |z[2 |[2
Tn _ oInTk41 _ oInTn-1
]2 57Tl 5T
L1 e

FE 0 0

Tk—1

o] 0

Th+1

2 1 0

Tn—1

Tn

FE 0 0




et on développe par rapport a la niéme ligne on obtient

1 0 - 0
N 01 - 0
J. = (—1 (n+k—1) n_
k= (1) ZE|
00 - 1
Ainsi .
Jo = (—1)m+h—1)
k= (1) e
z? —, ,zia2
Jy=(1—s—")J,_1 — L
( S‘I'P) 1 k:1( |$|2 )
Alors si )
T
J=(1—-5-2
1 ( S|l’|2)7
on a
x? x2x?
Jz = (1—S—n)J1—(82 n l)
|z [? |z [?
2 2
_ L N
S PR e

72 — y 1212
Jn = (1—=s75)dpo1 — Y (s°50)
! 227 = 2
2 n—1 2 n—1 2 9
x x T
= (1=s—)(Q_st13) (s*550)
e ] e A
n 2
x
= (1— k.
( Smg)

O

Maintenant, pour tout fonction v définie sur R™\ B, on désigne u* la fonction
définie sur B* par

Vo € B, ul(x) = u(T, 1 (2)) = u(Ty(z)).



Lemme 3. Soient s > 1 et 3 deux nombres réels et u une fonction mesurable
définie sur R\ B. On pose

* s’ /
5 = 86 S P
Alors ; Uapplication u — u} est un isomorphisme entre
1. HYP(R"\B) et G} (B).
2. Hy?(R™\B) et G5¥(B").
3. Ugf(R™\B) et V.2, (B").

s

Démonstration. — Soit u € Hg’p (R™\ B) par un changement de variable
y = Ts(z) et grace a (1.1) on trouve :

/ s = / (=)l )P 1L — |l dy
R”"\ B *

= [ W P - Sy
B*

Z/Iy
B*

avec " = (1 —¢')8 — 25",
— La preuve de (2) découle des inégalités suivantes ;

B*

uf(y)P[1 = '|dy,

[2* | Vou(@)] < e Vyui ()], 1yl 1V ()] < ol Voul@)l,  (1.2)

En effet,
8{& = Z(‘?Ju;@y]
j=1

n
= > 05ul(0i; — swirs|xf*)]a]
j=1
On conclut donc que

w /. 27 2
|z |*|Vou| = (Z(% - Sfﬁiﬂfjw_z)aj@) -

i=1 \j=1
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D’autre part, d’aprés I’équivalence des normes dans les espaces de di-
mensions finies, il existe une constante ¢; > 0 telle que

n n
2*[Voul < er D 1D (03 — swiaglal )05

i=1 j=1
< a3 S 1+ s)ou]
i=1 j=1
< (1+9) clz Z]@u*] % Zl %
=1 j=1 J=1
< el Vyuyl.

De plus, soit u € Hp YP(R™\B) alors ;

{ u € Hy?(R™\B) L e HgP(B*)
w(z) = Vyu € Hy? (R"\B) w* € Hoﬂil (B*)

de (1.2) on déduit que

{ i € H3P(B¥)

vV, ul € Hoﬂil (B

et par un calcule simple on trouve
(B+1)"+s=p"+1,
d’ou
ut € HyP(B*).
Réciproquement, si u} € Hé;p(B*), grace a (1.2), u € Hé’p(]R”\E)
— Finalement, si u € U lf (R™\B) alors,
{ w=Vue Hy?,(RN\B) _ [ w €G,. (B
0, n 0 *
€ Hy" (R™\B) u; € Gy . (BY)

Utilisant (1.2), on déduit que

Vup e Gt (BY) [ Vuie 0(?%%11(8*)
ul eGOp (B u; € G (BY)

don uf € V;f_ o (BY).

S
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La fin de la démonstration du théoréme 1 nécessite le lemme suivant (voir

[29])-

Lemme 4. (Maz’ya et Plameneveskii.) Soit vy un réel et on pose

n
0=~v+1+—
p

1. Si6 <0 ousif>1, alors les espaces Vi’fl(B*) et GLP(B*) coincident
algébriquement et topologiquement.

2. 8i0<6<1, alors V,’”(B*) = GL»(B*) @ R.

Revenant a la démonstration du Théoréme 1. Choisissant s = € + 1 et
v = a* dans le lemme 3, il en résulte que 'application u +— u} est un
isomorphisme entre

~ Uy(R\B) et VP, (B*) =V, (B).

— HW»(RMB) et GLP(B).
Par une application directe du lemme 4 avec

5
f—a+1+2-1-2
P €

on conclut que

ULP(R™\B) = HL"(R"\B) si 0 < 0 ou § > 1
et B B

UL (R™\B) = HY"(R"\B) &R i 0 < < 1.

1.2.1 Comparaison des espaces U} P(R") et H;"'(R")

Théoréme 2. Soit m > 1 un entier, a et € deux nombres réels tels que € > 0.
on suppose que {—0,e —6} N{0,....m—1} =0, ou 6 = a+ 2. On définit les
nombres entiers £, r et ’ensemble A comme suit

(=—-FE@©), r=Ele—=90), A={keo,m—1] | { <k <r}.
Alors ; lidentité suivante est vérifiée algébriquement et topologiquement
Ugge,p(Rn) = ng,p(Rn) @keA Hk, (13)

ot pour chaque k > 0, H, désigne [’espace des polynémes homogenes de degré

k.
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Remarque 1. L’identité (1.3) reste valable lorsqu’on remplace UP(R™) et
HPP(R™) par UTP(Q) et HY'P(QQ) respectivement, avec ) lextérieur d’un
domaine borné ou le demi-espace.

Remarque 2. Donnons quelques précisions sur lidentité (1.3). On peut dis-
tinguer trois cas :
- Sid<—(m—1) oud >eoul>r, aors, A=0 et

Up(R") = Hy"*(R").
- Si—(m—-1)<d<e—(m—1), alors A = {max(¢,0),....,m — 1} et
U (R") = Hi"P(R") © Hunax(e,0) @ - © Hipy s
- Sie—(m—-1)<d<eetl <r,alors A={l,..,r} et
Ug?(R") = HYP(R") o H, @ ... © H,.

Démonstration. On distingue les trois cas

cas1:d<—(m—1)oud>e
Soit u € UyP(R™\B). On montre par récurrence que

|z oty € LP(R™\B),V|u| < m — 1.
Puisque u € UZ%P(R™\B), on a

ja* =iy € [PRMB), Vgl <m -2,
x| H =gy e LPH(R™M\B), V|p| =m — 1,
2o oy € LP(R™B), Vil = m,
Posons v, = 0*u pour chaque y tel que |[u| =m —1. On a
Uﬂ € U(ifm—l,s(Rn\E)'

D’apres le Théoréme 1 on déduit que

U# S Holzfmfl (Rn\§)7

c’est-a-dire,

oMoy € LP(R™\B), V|u| = m —1 (1.7)
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. Prenons maintenant v, = 0%« pour p tel que |pu| = m — 2. D’aprés
(1.7) et (1.4) on a

|$|a+m_2_57}“ c Lp(Rn\E)
et .
|z[etm 19w, € LP(R™\B) Vi <n

Ce qui implique v,, = O*u € Uolé’fmfzye(R”\E). Tenant compte du Théo-
réeme 1, on obtient
v, = 0tu € HyP o (R"\B) on trouve

|lz[* gty € LP(R™\B), V|u| = m — 2. (1.8)
Ensuite, par récurrence sur |;| on montre que v, € Holzflu|<Rn\§) pour
chaque u tel que 0 < |u| < m—1. Ainsi, u € H™?(R™\ B). La continuité

de I'inclusion U:?(R™\B)—H™*(R™\B) découle de la démonstration

cas2: —(m—1)<d<e—(m—1)
Soit u € U7WP(R™\B) et soit
v, = O*u pour chaque p tel que || =m — 1. On a

Uu € U;fm—17e(Rn\§)‘

Puisque
0<o+(m—1)<e,

il existe, d’aprés le Théoréme 1, une fonction w, € Hy?, | (R™\B) et
une constante ¢, € R tel que

v, = Wy, + Cp (1.9)

Sachant que les polynomes de degré i tel que ¢ < € — § appartiennent a

Pespace U, gfe’p(R”\F) on conclut qu’il existe un polynéme p™~1 € H,,_,
tel que O#pm—1) = cu- On pose ™D =4 — p™=Y on peut conclure

de (1.9) que

P = w, € H?,_ (R\B), Vlu| = m — 1,
c’est a dire,

|z[otmlgry D e [P(R™\B), (1.10)
|z[“tmo,0Mu™ Y e LP(R™\B), Vi <n (1.11)

14



Ainsi B
o'u™ Y € Hyt, (RM\B), V|u| = m

a+m
et de (1.4) et (1.10) on a
W e U (RMB). (1.12)

Maintenant, si 7 est un multi-indice tel que || = m—2, on peut déduire
que B
O = gy, — grpm=H  ULP (R™\B),

a+m—2,e

et de (1.10) pour chaque i < n,
0;,0"u(m=Y ¢ HYP ~ (R™\DB).
En outre d’apres (1.11),
8,-8j8’7u(m_1) = aiajanu € Hgfm(Rn\E%

Appliquant le Théoréeme 1 avec —1 <d+m —2<e—1<e
0<d+m—-2<e—1<eoud+m—2<0), on déduit qu’il existe
une constante ¢, € R et une fonction w, € H, ;f:m—z tels que

O"umY = w, + .

Soit p™=2 € H,, 5 tel que d"p™~2 = ¢, pour tout |n| =m — 2.
Pour u(™2 = 4™~ — p(m=2) glorg

u™?) e UT-*P(R™\B),

et
oumD e B, (R\B), Viu| =m - 1.

De méme si 7 = m — k on peut montrer que

(m—k) — (m—k—-1) _  (m—k)

U U p
ul™ ) e U'~FP(R™\B)

oum D € HEL(RB), Vlul = m — k.

Par réccurence, on prouve qu’il existe une famille des fonctions poly-
nomiales (p)o<icm_1 telles que

~ Pouri<m—1, p® € H,,

a0 = - 0 € Hr(RA\B).

Notant que les polynomes p de degré i satisfaisants i < —a — % =—0
appartiennent a H™P(R™\B) .

15



Cas3:e—(m—1)<d<e
D’une fagon similaire au cas précédent, on peut avoir que —k < e+m—=k
c’est a dire on distingue lescas 0 < d+m —k <eoud+m—k > € ou
d+m —k <0. Ainsi, ¢, est nul si |p| > 7 ou |u| < L.

]

1.3 Généralisation. Espaces H"?(a;R") et H™?(a*; R")

Maintenant, on va généraliser le théoréme 2. Soit un entier m > 0, on
désigne par 7, 'ensemble de toutes les applications de {0,...,m} dans R.
Pour chaque élément a € 7, on peut associer I'espace H™P(a;R"™) composé
de toutes les distributions u définies sur R" et satisfaisant

Vi <m, (@) oy e LP(R™).

On associe a chaque application a € 47, une autre application a* € <7,
définie par

Vi <m, a*(i) =i+ max a(j) — J. (1.13)
1<j<m
On a les propriétés suivantes
— a*(m) = a(m),
— Pour 1 < m,
a*(i) = max(a(i),a*(i + 1) — 1). (1.14)

Donc, a* satisfait I'inégalité suivante

Vi<m, a*(i) > a*(i+1) — 1. (1.15)
En effet | si
Dax a(j) — 7 = a(i) — i alors a*(i) = a(i),
sinon
Jaxa(f)—j = max a(j)-J

= a(i+1)—(i+1).
Substituant dans (1.13)

a(i)=a"(i+1)—1

16



- a<a”.
il en résulte que
H™P(a*;R")—H™P(a; R™). (1.16)

Le tableau 1.1 comporte un exemple de a et a*.

Wl J0[1[2]3T4

a(|pl)
a (lu)) | 2]3]2]3|4

)
—_
[S—Y
e~

TABLE 1.1 — Exemple de a et a*.

Notre but maintenant est de comparer les deux espaces H™P(a*; R") et
H™P(a; R™).
Tout d’abord, on va comparer a et a*.

Lemme 5. Soit m > 1 un entier et a € <,,. Alors, a* = a si et seulement

si
Vi<m, a(i) >a(i+1)— 1. (1.17)

Démonstration. Supposons que a* = a alors a*(i) = a(i), Vi < m d’apres
(1.15)
Vi<m, a(i) >a(i+1)— 1.
SiVi<m, a(i) >a(i+1)—1alorsVi<m, a(i)—i>a(i+1)— (i+1)
cela implique que

N L N N
a(i) iz max a(j) —j = a()) 2 [((+1)+ max aj)—j]-1,

d’apres (1.14) , a*(i) = a(i) .

O
1.3.1 Théoréme de comparaison entre
H™P(a;R™) et H™P(a*;R").
Théoréme 3. Soit m > 0 un entier et supposons que
VO <i<m—1, a(i) + 2~ > 0.
p

Alors ; lidentité suivante est vérifiée algébriquement et topologiquement

H™P(a;R™) = H™P(a*; R"). (1.18)
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Avant de démontrer le théoréme, on va voir un exemple pour expliquer
que le théoréme 2 est une généralisation du théoréme 1

Exemple 1. Considérons l’espace des distributions u qui satisfait aux condi-
tions
w e LP(R"), (z)°Vu € LP(R")", (1.19)

et
(z)0"u € LP(R™) V|u| = 2 ou 3, (2)*0"u € LP(R™) V|u| = 4. (1.20)

Cet espace est exactement H*?(a;R™) ou a est Uapplication donnée dans le
tableau 1.1. Le méme tableau contient a*. Il signifie que chaque fonction u
satisfaisant les coonditions (1.19) et (1.20) vérifie

(z)°0Mu € LP(R™) V|u| = 0 ou 2, (x)*0"u € LP(R™) V|u| = 3.

Démonstration. La premiére étape consiste a introduire la notation suivante :
pour deux applications b, ¢ € 47,, on pose

(b, c) = max{i < m | b(i) # c(i)}

(par convention max ) = —o0).
Soit a € «7,,. Considérons la suite ag, a, ... de 27, définie comme suit :
ap = a et

Vk >0, Vi <m, ag1(i) =

On pose
tr = 0(ay, a) < m.
On a les propriétés suivantes :
— Pour tout k& > 0, ax(m) = a(m).
Cela découle directement de la propriété a*(m) = a(m) donc Yk < m,
a(a’27 ak) 7& m.

- Vk >0, a5, =a;=a"

On démontre cela par récurrence. Soit & > 0. On a aj_(m) = ap(m) =
a(m). Supposons que aj, (i) = aj(i) pour i < m. Alors, on utilise
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(1.14) et (1.15) :

apa (0= 1) = max(ap (i — 1), agy, () = 1)
{ max(ag(i — 1), a5, (i) — 1) sii—1# 0(ay, ax)
max(a}(i — 1),aj(i) — 1) sinon
{ max(ag(i — 1),a;(i) — 1) sii — 1 # 9(aj}, ax)
max(aj(i — 1), a;(i) — 1) sinon
= aj(i—1).

d’on, ai ., = aj.
— La suite finie (tx)o<k<k, st strictement décroissante dans N U {—oc}.

Cela est directe, d’apres la définition de ayqy et aj,; = aj on conclut
que 9(ajq, ar1) < O(ay, ag).

— Il existe un entier ky > 0 tel que t, = —oo pour k > ko (ainsi ag, = a*)
et t, > 0s10 <k <k

Puisque la suite finie (tx)o<g<k, est décroissante, on peut écrire

max(ak(tg), ap(ty +1) — 1)
= ay(ty+1)—1
= a*(ty+1)—1
= ap(ty +1) — 1. (1.21)

a1 (te) = ag(te)

Soit £ > 0 le plus petit entier tel que ay = a* pour tout k& > £. Un tel entier
existe puisque 0(a*, ax1) < 9(a*,ay) si d(a*, ax) > 0.

Maintenant, soit  un élément de H™?(a; R") = H™P(ap; R™). Alors;

2Dy € L2(RNE), Vil < m
et en particulier si af # ag (i. e. tp > 0) on a
2f g & PRNE),Vu| = to
|zt gty e LP(R™M\B), V|u| = to+ 1.
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On pose € = ay(ty) — ao(ty) = afj(to) — ao(to), d’apres (1.21) on a

|x|a1(to)—63uu e L¥(

IRn\ ),V|,u|:t0
|x]“1(t°)+1(9“u e LP(R™\

B
E)? v|:U’| - tO + ]-7

donc 0tu € Uall’l(’to) ((R™) et d’apreés le théoréme 1 on trouve
Mu e HP (R").

al (t())

Dot uw € H™P(ay; R™) (cela d’apres la définition de a; ).

Par récurrence, On déduit que u € H™P(ay; R™) pour tout k& > 0. ]

Les conséquences de ce théoréme seront explorées dans un article en pré-
paration par T. Boulmezaoud.
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Chapitre 2

Equations de Navier-Stokes en présence d’un obstacle
tournant

Article soumis.



Chapitre 2

Equations de Navier-Stokes en
présence d’'un obstacle tournant

On s’intéresse dans ce chapitre & un probléme d’existence de solutions a
une équation de Navier-Stokes stationnaire en présence d’un terme de rota-
tion. Le cadre fonctionnel utilisé est celui des espaces a poids.

2.1 Introduction

On propose dans ce chapitre I’étude de I’équation de Navies-Stokes dans
I’éspace R? tout entier donné par

—vAu+uVu. + vo.Vu+ (wx 2).Vu —w X u+Vr = f dans R,
divu = 0 dans R3,
(2.1)
ou u, T désignent respectivement la vitesse et la pression, v, est la vitesse
prescrite de translation et w désigne la vitesse angulaire.
Le produit w x a est le produit vectoriel dans R?

L’une des difficultés dans ’étude du systéme (2.1) est la description du
comportement asymptotique de la solution a l'infini.
Parmis les approches proposées pour surmonter cette difficulté, on peut ci-
ter 'utilisation des espaces de Sobolev & poids. Cette approche consiste &
chercher des solutions vérifiant les conditions de la forme

/ (J2l* + D) u(@)]* < +oo, | (Jal* + 1) Vu(@)]® < +oo0,  (22)
R3 R3
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et
/Rg(m? + 1)+ ()2 < +o0. (2.3)

Elle a été appliquée avec succeés aux équations de Stokes (pour ve, = 0,
w = 0) dans tout l'espace (voir, e. g., [12], [21], [1], [2]), et dans des domaines
extérieurs (voir, e. g., [22], [1], [2], [15]) ausssi dans le demi-espace (see e. g.,
[6], [7] et [8]).

Cependant, peu de résultats sont disponibles concernant le systéme (2.1)
lorsque le corps est en rotation (w # 0). Dans [16, 18], les auteurs ont démon-
tré Pexistence d’une solution faible (u,7) € L}, (R*)? x L} (R?) satisfaisant

||QV2’U,||Lq(R3)3 + ||QV7T||Lq(R3)3 < 400, (2.4)

pour certaines fonctions poids appropriées .
Hishida [24] a cherché une solution qui satisfait I'inégalité

||vu||Lq(R3)n + ||7T||Lq(R3) < +00. (25)

Ce résultat est généralisé dans Farwig et Hichida [16] qui ont prouvé I'exis-
tence de la solution dans les espaces de Lorentz . On peut aussi mentionner
le travail de Galdi [19] dans lequel la solution (w,7) existe et satisfait

(@)|u(@)] + (@)*(IVu(@)] + |7 (@)]) + (@)°*|Vr(e) < C, m . p. p

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probléme d’existence de solutions au
probléme (2.1) vérifiant des conditions de la forme (2.2)+(2.3). On s’appuira
sur les résultats obtenus par Abada et Boulmezaoud [4] pour le systéme
linéaire associé. Ces résultats seront rappelés ultérieurement. Nous commen-
¢ons ici par un rappel concernant les espaces utilisés.

2.2 Cadre fonctionnel. Rappels sur les espaces
a poids.

On conserve quelques notations du chapitre précédent. Ainsi, n sera un
entier naturel non nul. Pour tout point x = (21, xs, ..., x,) € R™, on note

2] = (2 4+ ap) 2 (o) = (L [V

LP(R™) désignera 'espace usuel des fonctions mesurable telles que

/ |u|Pdx < 0.
0

et doté de sa norme habituelle.
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Définition 2 (voir [23]). Soient a € R, p € R avec 1 < p < 0o, m € N et )
un ouvert de R™. On note WP (Q) Uespace de Sobolev a poids défini par

Wme(Q) = {ue 2'(Q)/(x)* "M e LP(Q); |A] < m}.
et doté de la norme
lullwzr@y = O 1) ™ NP ullh o )7
A<m

Cette définition n’a d’intéret par rapport a celle des espaces de Sobolev
usuels que si 'ouvert € est non borné. Sinon I'espace WP(€2) coincide algé-
briquement et topologiquement avec W™P(Q)), I’espace de Sobolev habituel.
En conséquence, on observe que quand €2 est non borné, toutes les propriétés
des fonctions appartenant a W?(£2) coincident localement avec les proprié-
tés des fonctions appartenant a W™P((Q).

On donne maintenant quelques propriétés des espaces W2P(Q)
1. WJP(Q) = LP(Q).
2. WIP(Q) est un espace de Banach pour la norme ci-dessus.
3. WP(Q) = WMP(Q) = WP (Q) < s WP ()

(< signifie inclusion avec injection continue).

4. Pour ¢ € 2(Q) (i restriction & 2 d’une fonction de Z(R") ) I'applica-
tion. u — @u est linéaire et continue de W2P(§2) dans W™P(Q).

5. Dans le cas p = 2, W™2(Q) est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire.
(u, V)wm) = Z/ ()TN Pudoda
Q

A<m

On note simplement, W () I'espace W™2(Q) (p, égal 2 ici, est enlevé).

6. Pour o, f € R, m € Z 'application
WP (R — WUB(R™)
u = (z)u

est un isomorphisme.
7. Pour «, B € R, m € Z lapplication

WrrR) - W AP(RY
u — ()M

est linéaire continue.
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8. En notant Z; l'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a k (

n
avec la convention &, = {0} pour k < 0), on montrer si — + a & {i €
p

Zyi < m} alors Py, _n/p-a) st espace de tous les polynomes inclus

dans W2"P(R™).

On a le résultat de densité suivant

Théoréme 4. (/23]) 2(R") est dense dans W P(R™).

Le dual de 'espace W™P(R") sera noté W " (R"). Ainsi,

/ 1 1
WL (RY) = (WZPRT), o~ = 1
p ¥

Dans la suite, pour m € N, 1 < p < oo et «, p € R on considérera la
semi-norme définie sur W2P(§2) par

[ulwgrioy = (Y @)D ulP)?.
Al=m

On considérera aussi la norme de l'espace quotient W7"P(R™)/ P —n/p—a)
donnée par

m, ny — ] f m, ny.
[u]wmr ) Qeﬂ[inn,n/pfa] v+ Qllwm» e

Le théoréme suivant joue un role fondamental dans 1’étude de problémes
associés au Laplacien. Il s’agit d'une extension des inégalités de Poincaré
quand a = 0.

Théoréme 5. (/3/) Soit un entier m > 1 et un réel p €]1,00[ tel que

— & {1,..,m}. Alors, il existe une constante C > 0 ne dépendant que
p

de m, n et p telle que

VU 6 W?7P<Rn), [U}Wan,p(Rn) S C|U|W67L,P(Rn)

Corollaire 1. Soit un entierm > 1 et un réel p €1, 00| tel que L ¢ {1,...,m}.

Les deuz normes [u]ymrgny €t [ulymegny sont équivalentes dans Wy (R™).

Maintenant on va rappeler quelques résultats concernant les opérateurs dif-
férentiels V, div et A dans les espaces non bornés.

On renvoie aux travaux de Hanouzet [23|, Giroire [20| et Amrouche et al. [3]
pour plus de détails.
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— Soit n > 3, 'opérateur

A= Z (z)Mayd?,

IAl<2

tel que
ay € C*(R") N L>=(R")

36 tel que , V& € C", Vo € R : Re( Y a;;&&;) > 0[¢P
jil=lj=1
et
Ve e N, 3C >0, |04ay| < Clz) M.

Alors A est un isomorphisme de W} (R™) sur W)=} (R™), Vk > 1.
- Si 5 # 1, les opérateurs

VWP (R™)) P —nyp) — LP(R™) LH,y

et
div: IV (R")/ Hy — W5 "' (R")/ Pp1

sont des isomorphismes; ot H, = {v € L”;divv = 0} et % + 5 =1.

— Soient m € Z et p un nombre réel appartenant a [1, oo|

1. Pour tout [ € N* tel que ¥ ¢ {1,...,1 + 1}, les opérateurs
—l+m —l+m

A Wl—i_m’p(Rn)/'@[lAﬂ-l—n/p] — W_H_m’p(Rn)?

1 m, / n —1 m, / n
A I/I/vH:’_m P (R ) — M/lJr’n’—l_ ? (R )J—‘gz[lA—l—l—n/p]
sont des isomorphismes.
2. Si = #1et ] # 1, Alors 'opérateur
AW IR Plinyp) — W L Py

est un isomorphisme.

— Soit [ > 0 un entier tel que > ¢ {1,...,1}, les opérateurs de Laplace
A WP RY) Promicnfy) — WP R LG,
A WIPR™ ) Ptongy — WP RN LPE s
A W2 R Pty — W (RY)LPR

sont des isomorphismes.
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Dans ces résultats concernant le Laplacien, les cas ot les conditions du
type
n
; ¢ {1,....1+1}

ne sont pas réalisées (c’est-a-dire quand par exemple % e {l,..,1+1}), sont
considérés comme des cas critiques. Les résultats ci-dessus peuvent étre éten-
dus & ces cas, pourvu que les espaces soient légérement modifiés en y injectant
des poids logarithmiques. Bien que cette extension ne soit pas utile dans le
présent chapitre, elle le sera partiellement dans le dernier chapitre . Sans trop
détailler, cela peut se faire de la maniére qui suit (voir [3]).

Soit la fonction poids
lg(Jz]) = In(2 + |2[*)

et solent «, f et p des nombres réels avec p €]1,00[. On définit I'espace de
Sobolev a poids W}’ (R™)
WS’p(Rn) = {ue 2'R");
VO <A <k, ()" (1gla))’ T 0 € Lr(R?)
Vi + 1< [\ <k, (@) " Migla))"0*u € L2(R)},
tel que

-1 st 4+ad{l,.. m}

k_k(m,n,p,oz)—{ —a si f4+aefl,.,m} "

On note sa norme par

a—m-+|A —1
lullwrpen = (32 @)™ P lgle]) 0 ulfy gy
0<|N|<k

Yo @) T gl ) O ullf )

k+1<A|<m

Cet espace est un espace de Banach réflexif. Toutes les propriétés de I'espace
W (R™) coincident localement avec les propiétés de I'espace W™P(R™).

Remarque 3. Si " ta Z{1,2,...m} et f =0 Uespace W.;'(R™) coincide
p I’

avec 'espace W"P(R") ; autrement dit la définition de l’espace W5’ (R") est
une généralisation de la définition de WP(R™).

Donnons dans la suite quelques propriétés de cet espace
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- Si — +a§3’{12 ., m}on a
WIP(RY) = WITP(R?) = WISPRY) < o WP

- Siﬁ—i—a:ie{l,Q,...,m} on a
p

WIPRY) < o WITHP(RY) WIS (RY) — o WP

a—i+1,8

- Yu € ng’(Rn) et A € N” avec |/\| >0, DMy € W |>\\p(Rn)

— L’espace Z(R™) est dense dans W”?p(R”) pour tout m € NetVa, €

R.
— Pour o, et § dans R et m € N I'application

Wy R?) — W 5(R?)
u —  (lglz))’u
est un isomorphisme.
~ Si E—I—oz ¢ {1,....,m} , pour tout v € R tel que E—}—a—vg{l,...,
p p

I’application

est un isomorphisme.
L’espace dual de W" ép (R™) est un espace de distributions noté par

’ 1 1
WZoZs(®) = (WIS R, on -t 5 =1.

Soit maintenant ¢ un nombre défini comme suit

St+ae{l,..m} et (B-1)p=-1
m—(ﬁ—f—a)—l, si ou

_ p

q= stae{i€Z, i<0} et fp>—1

[m - (g v a)} , sinon

P, est I'ensemble de touts Les polynémes appartenant a W (R”)

On définit la semi norme de W,;""(R")

ulwmpn = (3 1) Ugle])* Dl ) 7.
[A[=m
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Théoréme 6. Soient o et B deux nombres réels et m > 1 un entier ne
satisfaisant pas simultanement

gm e {1,..,m} et (B—1)p=—1.

Soit ¢ =inf(q,m —1). Alors; il existe une constante C tel que

Yu € Wg?ép(Rn)/@;, [U]Wsz(ﬂ%n)/z@é S C|u|W(ZL’Bp(R")'

2.3 Le systéme linéaire associé

Dans [4], les auteurs ont traité le systéme de Navier-Stokes linéarisé en
dimensions 2 et 3 respectivement :

—vAu — (wxz)Vu+wxu+Vp = f dans R",

dive = 0 dans R", (2.6)

otn=2oun=3. Quand n = 2, le produit w x a, a = (a1,as) € R?, doit
étre considéré au sens suivant

w x a=|w|(—a,a)’.
Il s’agit de trouver des solutions vérifiant des conditions de la forme
(z)F2u € LYR™)", (z)*'Vu € LIR")™,

(2)'V2u € LYR")", (2)"'p € LYR"),

ou k est un entier prenant quelques valeurs. Les deux auteurs étudient au
méme moment 1’équation vectorielle sans pression

—Av — (wx x).Vv+wxv=f dans R", (2.7)
et I’équation scalaire
A¢p + (w x x).V¢ = h dans R". (2.8)
Ces deux équations sont en effet directement liées au systéme (2.6).

Avant d’énoncer les résultats principaux obtenus dans [4] concernant le sys-
téme linéaire (2.6), rappelons quelques définitions et propriétés des opéra-
teurs intervenant dans les deux systémes (2.1) et (2.6).
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Considérons les opérateurs définis formellement par
Dggb = (@ X $)V¢, g:l: =A=x |w|D9,
pour tout fonction scalaire ¢. Ici W = ﬁ On peut aussi écrire

D6¢ = aggb,

ou (r,0) (resp. (r,0,x3)) désignent les coordonnées polaires (resp. cylin-
driques) en dimension 2 (resp. 3).
Notons aussi

Bv=—-0xv+ (@ xz)Vv, L =N+,

pour tout champ de vecteur v, on définit I’espace & poids pour m, k € Z et
1 <g<oopar

VISR = {0 € WM(RY | Ao € W29 (RE)’),

cet espace est muni de la norme
q q /a
H’UHVle#(Rg,) = {HUHW}znvq(RS)S + H‘%UHW;H—2,q(R3)3} :

On a quand n = 3
. cosf —sinf 0
Fv = O(0)De(O(0)v) avec O(f) = | sinf cosd 0 |. (2.9)
0 0 1
Quand n = 3, on a les identités
curl (U x ) X v] = —(0 x 2).Vv+ & x v+ (dive) (& x x) (2.10)
div(#v) = Dy(divv), (%v).5 = Dy(v.D) (2.11)
Si ¢ est une fonction scalaire, alors
BV = N [Dyd), %(dv) = 6%v + (D). (2.12)
div(Liv) = Zidive, V(Lio) = Vo, Lrl(dw) = (Led)w.  (2.13)

On a aussi les propriétés de commutativité :

29



—. —. —.

(A, Dg] =0, [Z,D4] =0, [A, %] =0, [, %] =0, [curl, %] =0. (2.14)

ou .# désigne la transformation de Fourier.

Bien évidemment, I’étude des équations linéaires (2.6), (2.7) ou (2.8) né-
cessite ’étude des solutions des systémes homogénes associés. Nous n’allons
pas exposer ici la charactérisation obtenue de ces solutions, car nous n’avons
besoin que d’un cas particulier du résultat général obtenu dans [4]. On ren-
voie donc & cette méme référence pour la version la plus compléte. Voici le
résultat partiel concernant le systéme (2.6) dont on aura besoin par la suite

Proposition 1. Soit p > 1 un réel tel que p & {%, 3} et £ un entier satisfait

3 3
l——-<l< .
p p
Soit h € W, "P(R?)? telle que
(hi, 1) =0 pour 1 <i <3, (2.15)

Alors, le systéme

~Av+Zv+Vr = hdans R3,

divv = 0 dans R3, (2.16)
a une solution unique
(v,7) € V' P(R?) x WP (R?)

et

||v||W;vP(R3)3 + ||%UHW[1’P(R3)3 + HTHWKOW(]RS) S HhHW[l’P(RS)S‘ (2.17)
De plus, si

h € WE()—;-pl(R3)3’

alors

(v,r) € VH(R®) x W (RY).
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2.4 Existence, unicité et régularité. Résultat prin-
cipal

On s’intéresse désormais a la question d’existence de solution au pro-
bléme non linéaire stationnaire (2.1). Par un changement d’échelle, on peut
se ramener au systéme normalisé

—Au+uVu— (@Oxz)Vu+oxu+Vr = f(zr), dans R3

divu = 0, (2.18)

ou
- w
W= —.
|w|

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant

Théoréme 7. Soit p > 3/2, p # 3, et on pose k = [1%] Alors, il existe deux
constantes k > 0 et ¢ > 0 tels que pour f &€ W,;l’p(R?’)?’ satisfaisant

Vi <3, (fi,1) =0 (2.19)
et

||f”w;17P(R3)3 S K, (2.20)
il existe une unique solution faible (u,7) € V,"P(R?) x WXP(R3) de (2.18)

satisfaisant

HUHW,}P(R?’)?) + H%U“Wk‘l’p(u@ﬁ + HWHWIS”’(R3)3 < CHﬂ’W,;Lp(R?’)?" (2:21)

En outre, si
fe Weh(R?,
et
p>3,

alors
(u, ) € VIR (R?) x WP (R?).

Corollaire 1. Soit p > 3, sous les méme hypothéses du théoréme 7, la solu-
tion (u, ) satisfait la proriété asymptotique suivante

lim |a*~u(|2], )| zrs2) = 0,
|| =00

lim |z
|x|—+o0

- (2.22)

(], ez = 0,
ot S* désigne la sphére unité de R* et e = [5] =2 (0 <e<1).
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Démonstration. Les propriétés asymptotiques (2.22) peuvent étre obtenues
facilement a partir de I'inégalité suivante, il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour toute u € W2IP(R3) et R > 0,

]m\(afl)“g /52 lu(|z|,.)[Pdo < c/|| R(m>ap|Vu\pdx.
x>

]

La démonstration du théorérme 7 nécessite quelques étapes. La premiére
étape consiste en quelques résultats concernant les espaces de Sobolev a poids.

2.4.1 Quelques résultats préliminaires

L’objectif de cette section est de prouver, pour une utilisation ultérieure,
des résultats sur les espaces de Sobolev a poids.
Nous supposons tout au long de la section que la dimension n > 1 est arbi-
traire et n’est pas nécessairement égal a 3.

Lemme 6. Soient r > 1 et s > 1, a et 3 des réels. soient u € WO (R"™) et
v E Wg’s(R"). Alors, uv € ngﬁ(]R") avec

1 1 1

P S T

Démonstration. Soit u € W2 (R™) et v € W2*(R"), en utilisant I'inégalité
de Hélder

[t tulas = [ @@l

[{x)"ul'] % [(@)?ol'] %,
ot [ v

d’ott uv € W(Sfﬁ(R”). O

IN

Dans la suite si 1 < p < n, on note par p* un réel tel que

1

p*

1
o

=

Lemme 7. Soit 1 < p < oo et a € R. Alors;
= Sip <n, WyP(RM)=W2P (R"),
~ Sip>n, WhP(RM)—=W™> — (R™).

a+n/p—1
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Démonstration. — Supposons que p < n. On rappelle L’inégalité de So-
bolev, il existe une constante telle que

10l Lo (mny < [Vl Lr@n), Vo € Z(R™). (2.23)

Par densité de Z(R") dans W, (R") , cette inégalité reste valable pour
¢ € WyP(R"). Soit u € WIP(R™) et posons v = (z)%u € Wy P(R™).
L’inégalité (2.23) appliqué a v donne

) ull Lot gy < €[V ({2) )| Lo@ny < ellullyrr g

dott u € WO (R).
— Maintenant, supposons que p > n. On a les injections suivantes

WP (R") = WP (R") = Cp (R"). (2.24)
L’inégalité de Morrey dit que pour tout ¢ € W1P(R"), on a
lo(x) = p(y)| < Cr' "2V ol 1o Be .2
pour tout z,y € R" telle que |z —y| =7 >0, ou
B(z,2r)={z e R" | |z — z| = 2r}

et C' est une constante ne dépendant que de p et n et d’aprés (2.24)
I'inégalité reste valable lorsque u € Wy (R™).
Soit x une fonction C* satisfaisant

(z) = 1 sifz] <1,

XM= 0 sifz] =2

Considérons une fonction v € W2P(R™). On peut écrire v = vy + vy
avec v; = xv et vy = (1 — x)v.

L’inégalité de Morrey appliquée a (z)%vy € VVO1 P(R™), avec y = 0, donne

[(x)va(@)| < Cula|" 7P|V (@) v2) || o ey
< 02‘33’1_n/p‘lv2“wgvp(w)-

On déduit que
() Puy(2)] < Collvallypam gany (2.25)

ou (', C5 sont des constantes ne dépendant que de ¢ et n.
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D’autre part, on a toujours d’apres (2.24)
v (@)] < Cllva]lyyre gn

et puisque vy (z) = 0 pour x tel que |z| > 2; alors

)P (@)] < Cller oy (2.26)
(lor(@)| < Csllorllypr(gny, pour [z < 2).
De (2.25) et (2.26) on a

(@) Pu ()] < Cllollyangny.

O
Corollaire 2. Soit p > 1 et ¢ > 1 tel que
0<2-"t1<a-g (2.27)
q P

Alors ; Wé’p(R”)%Wg’q(R").

Démonstration. Trois cas sont distingués
— Cas 1:8Sip>n. Dapres le lemme 7 on a
WEP(RM) =W (R™).

a+n/p—1

Supposons que u € W(sz /pfl(R”), alors

1/q 1/q
( \(x>ﬁquq]d:c> — ( |<x>(a+n/p1)quq<x>ﬁq(a+n/p1)qu>
Rn Rn
1/q
< |<x>(a+n/p—1)u| (/ <I>Bq—(a+n/p—1)qu>

et de la condition (2.27) , on déduit que

—-n/qg—B+ (a+n/p—1) >0,
d’on

W (R =W (R™)

a+n/p—1
résulte que

WoP (R™) =Wy (R")
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— Cas 2 : Sip <n.D’aprés le Lemme 7 on a

WhP(RM) =W (R™). (2.28)
Soit u € W2 (R") | en utilisant I'inégalité de Holder pour p; = b
q

et pj = (p*p——q)’ on obtient

[ @t = [ )
" g * a/p* (P*—a)/p*
< ( |<x>“quq|pfzd:c) ( / <x><6qaq><p*/<p*q>>) 7
R® n
d’aprés (2.27)
n(p* —q
—g—(ﬁq—aq) >0
p*
d’ou 0
0<—— — <a- 15}
qa P
On déduit que g < p* et donc
WP (R")—=W5 (R, (2.29)
de (2.28) et (2.29) on a
WEP(RT) =V (RY).

— Cas 3:p=mn. On pose p. =p — € et

non
e =0+ —— — —¢€,
D Pe

avec € > 0 suffisament petit de sorte que

pe>let Dp1s>2 oo
q pe p

Avec € > 0 suffisament petit encore, on aura

n n n
B+ —+1l<a+—<a+—.
q De %

Ainsi,

WP (R™) WL Pe (R”)qwgﬂ(w). (2.30)
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Corollaire 3. Soient «, 8, s > 1 et ¢ > 1 quatre réels et m > 1 un entier.

On suppose que
n o n
a—fF>———+m>0. (2.31)
q s

Alors, linjection suivante est vraie
W (R =W (R™). (2.32)

Démonstration. On considére les suites finies (0;)o<j<m, (5j)o<j<m €t (@)o<j<m
définies par

sza—l—j(l—el),sjze—,ozj:ﬁ—i—jeg, pour 0 < j < m.
J

]_ _
61:—(2—2+m>>0, EQZa ﬁ>0.

m\q S m

On a6, =n/s, a, = a, e > ¢ > 0, grace a la condition (2.31), et pour
tout 1 < j <m s; #n, et

avec

n n
0<———+1:9j_1—9j+1:€1<Oéj—Oéj_1:€2.
Sj—1 Sj

Onaaussil<sp=¢g<..<s,=soul<s,=s<..<s,=s Dou
W (R")%Wi;_ll’sj’l(R”) pour 1 <j <m. O

Lemme 8. Supposons 1 < p < 400 et p # n et considérons deuz éléments
v et z de WHP(R™).
- Sip>netl<2a+n/p—1. Alors,

v.Vz € WP (R).
En particulier

v.Vz € WoP (R") (=W, P(R™) sia>2—n/p

- Sin/2<p<neta>2-—n/p, alors
v.Vz € W, 1P(R™).
Dans les deux cas, on a

||U'VZ||W;1vP(Rn) S ||U||W;vF(Rn)||Z||W§’P(Rn)- (2.33)
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Démonstration. — Supposons p > n. Siv € WIP(R™) Alors, v € W(sz/p_l(R”),
grace a lemme 7.
Ainsi, avec A\ =a+n/p—1, on a

TR

d’autre part si z € WP(R™) alors, Vz € W2P(R™)" ce qui implique
que Vz € Wy (RM)" (0 <2a+2—1<a+A=60-\<a)don

[ 0oz < @ ol [ @0,

— Supposons maintenant que n/2 < p < n et a > 2 —n/p. d’aprés le
lemme 7 on a v € W%"(R"). En utilisant I'inégalité de Holder,

/ (2)200. V2| dr < l / \<x>av|p*dx} ' { / ](x)aVzV’d:c} '
résulte que v.Vz € Wa*(R™) on

1_

1 1
s p D

2 1
=

D’autre part, W (R")— W% (R"), grace au Corolaire 2. et par dua-

[0}

lite Wy (R™) =W bP(R™) d’ot

v.Vz € W HP(R™).

2.4.2 Démonstration du résultat principal

La démonstration sera réalisée au moyen du théoréme du point fixe.
— FEuxistence et unicité. Considérons les espaces suivants

V o= {heW,"(R*?| (h;1) =0 pour 1 <i<3,},
H = {vecW!*[R?|dive = 0}.

La proposition 1, nous permet de définir 'opérateur linéaire T comme
suit

T V. —H,
h —U
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ou h est la fonction du second membre de I’équation linéarisée et u est
la solution de cette équation associée a h.

On déduit de la proposition 1 que 'opérateur T vérifie I'inégalité sui-
vante

Maintenant soit 'application K : H — H definie comme suit
Vve HA Kv=T(f —v.Vv).

L’application K est bien définie en effet,
onak= [}%] donc

3 1 3
k>——-1=k>31--)-1=2--
p p p
alors ; d’aprés le lemme 8 v.Vv € W, '?(R?) et
Vo € H, ||0.Vzly1rgs) < c2llvllyrrgs) 2]l e gs), (2.35)
et en particulier
Vo € H, [[0.V0llyy-r0ms) < c2ll vl 0m g, (2.36)

en outre, par I'inégalité de Green

/ v.Vzdr = —/ (divw)z;dx = 0.

En d’autre termes , v.Vz € V pour v € H et z € H, en particulier
v.VveV.

Le probléme (2.18) consiste & trouver un point fixe de 'opérateur K.

Lemme 9. L’estimation suivante est vraie pour tout v, w € H

K@) llwzogep < e{llfllwroges + c2ll vl gas}
1K (v) — K(w)HWklvP(RS)S < Clc?(H'UHW;’P(RS)S + HwHWIjP(RS)S)Hw - UHW;P(Rn)v
ot ¢y > 0 et co > 0 sont des constantes dans (2.34) et (2.35).

Démonstration. Soient u; = K(v), us = K(w), et m, m les pressions
correspondant. La paire (z,¢) = (uy — uy,m — m) € H x WP (R?)
satisfaisant

—Az—(wxz)Vz+wx z+Ve=vVv—-wVw. (2.37)
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Ainsi,
allw.Vw — 'U.V’UHWI:LP(RS)S
201||QO.V9 + Q'VQOHW,;LP(H@)?’

HZHW;’P(R‘a)

IAIA

oll NOUs avons mis
1 1
=—(v+w), 0==-(w—v
o= 5(v+w), 0= (w—w)
il s’ensuit que

201{11- VOl -1 gays + 10-V ol -1 gaya }
dcrca|@llyrr sy 0llwrov sys -

2l ey

IAINA

Supposons ensuite
1
1l -1r @y < 130,

et considérons ’ensemble
%= {veH | [v]lyiga <o

ou

P = 201||f||W,;1’p(R3)‘
Alors, pour tout v € #
Cl”f”Wk_lvP(RS):a + 0162p2

C1||f||W];1,p(R3)s(1 + 40%02Hf||w,;1»1’(R3)3)
p-

10 ey

VAN VANRVAN

En outre, pour tout v, w € A
[ K (v) = K(w)|lyy10gsys < 2cicp]|w — vHWkl’p(R")?”
Il s’ensuit que K est contractante depuis
2c109p = 40%02|’f‘|wg14’(R3)3 <L

On applique le théoréme du point fixe de Banach, on en deduit qu’il
existe un unique couple (U, TI) € H x W?(R?) solution de (2.18) et
satisfaisant I’estimation

HUHWkl’p(R3)3 =< QCl”.fHWk‘l’p(R%a HI_IHW,?J’(]Rii)3 < CstHWk—Lp(st)-
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Régularité. Concernant la régularité. Soit
f e WL (R,
D’aprés le lemme 8, si p > 3 alors
u.Vu € WP (R%?.

D’ou
f—uVue W) (R

et d’aprés la proposition 1

u=T(f —uVu) € W2 (R

40



Chapitre 3

Approximation rationnelle d’un probléme elliptique
dans tout P’espace

Article en cours de préparation. En collaboration avec N. Arar .



Chapitre 3

Aproximation rationnelle d’'un
probléme elliptique dans tout
I’espace

Le but de ce chapitre est de présenter une méthode spectrale pour ré-
soudre des équations elliptiques en domaines non bornés. La méthode repose
sur 'utilisation d’une famille de fonctions rationnelles. Le choix d’une base
appropriée est facilité par I’emploi de fonctions découvertes par Arar et Boul-
mezaoud dans un article récent.

3.1 Introduction. Probléme type.

Les méthodes spectrales, basées sur 'utilisation des fonctions rationnelles
pour l'aproximation des fonctions, sont de plus en plus utilisées pour la ré-
solution des équations aux dérivées partielles dans les espaces non bornés.

Le principal avantage des fonctions rationnelles est la possibilité de prendre
en compte la décroissances des fonctions a des grandes distances et cela de
fagon meilleure que les polynoémes, qui croissent eux a 'infini.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la résolution des équations
elliptiques de la forme

_ Z %au(x)g_mu](x) + Z bz(x)g; + c(z)u = f(x) dans R".  (3.1)

ij=1 i=

Sous certaines hypothéses sur les coefficients nous prouvons l'existence et
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I'unicité de la solution faible dans un espace de soblev a poids. Nous ap-
prochons ensuite le probléme variationnel par un probléme discret dans un
sous espace de dimension finie. Cet espace de dimension finie est composé de
fonctions rationnelles bien choisies. On utilisera comme base des fonctions
propres d’un laplacien pondéré. Nous calculons ensuite les coefficients de la
matrice de rigidité associés aux probléme approché pour b = 0, ¢ = 0 en
s’appuyant sur la projection stéreographique, qui transforme l'espace tout
entier R™ en la sphére unité de R*1.

Nous allons présenter le cadre fonctionnel.

Dans la suite, étant donné une fonction arbitraire mesurable et positive p,
L (R™) désigne I'espace des fonctions mesurables v satisfaisant pv € L>*(R"),
cet espace est muni de la norme

||U||Lg°(1R<n) = || pv]| oo ®n)-

Considérons la fonction poids

1

2

(> + 1) (log(2 + |2[?))?

on |z| = (22 + ... + 22)2.
On définit espace W) (R™) composé de toutes les distributions v satisfaisant

si n#2,

si n=2,

/ w(x)|v[*dr < oo, |Vv|?dr < oo,

R

et muni de la norme
HUH%V&(Rn) = / w(z)|v])*dx +/ Vo|*dz.
R® R®

On remarque que W, (R™) contient des fonctions constantes si et seulement
sin <?2.
En effet, sin =1

c
dr = clarctanz]™°
= cm
< Q.
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Sin=2

IR e e 1 >+ 2)og2 + )7

I
log(r? + 1)]

= 0

< o0

ainsi, par le théoréme de comparaison des intégrales impropres on conclut

que
c

/R2 (|z[* + 1) (log(2 + [[?))
On note W 1(R") le dual de W} (R").

2dx < 0.

Lorsque n > 3 la semi norme

’U‘W&}(Rn) = / IV’UPd.ﬁE
Rn

est une norme sur W (R"), c’est a dire qu'’il existe une constante 1 > 0 telle
que

Vv € Wi (R™), /

Lorsque n € {1, 2}, 'inégalité (3.2) n’est plus valable parce que les constantes
appartiennent a W (R™). Plus précisément, sin € {1, 2}, il existe une constante
encore notée my, my > 0, telle que

w(x)|v(z)|Pdr < m /R" |Vv|*dz. (3.2)

n

n

v e Wi(R™), / w(z)|v(z)|*dr < . \Vo|2dr + % (/ w(x)v(x)dx>2.

En effet, quand n = 1, par exemple, si on consideére v € W (R) et on pose
y(x) = v(z) —v(0), on a

[ w@u@Pds < m [ o9 (3.3)

On remarque que Vy = Vv , donc d’apreés (3.3)

/R|V”|2 > Wal/Rw(xﬂv(x)—v(O)Fdx

> 7yt inf/w(x)\v(x) — k|*dx

keR Jp
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Plus généralement, on a I'inégalité suivante en dimensions n =1, 2 :

keR

Yo € WL(R™), inf/ w(z)|v(z) — k2 dz < m IVv|?d. (3.4)
n R"
Regardons maintenant le choix de la meilleure constante dans (3.4). On a

/nw(x)(v(x) _ k)dr = /nw(x)(v(x)z—2kv(x)+k2)dx
= k;2/ w(x)d:c—2k/ w(x)v(:c)d:c—i—/ w(z)v(z)’de

R R n

— < - %/n w(x)v(x)dx)Q - i(/n w(z)v(z)dr)*+

L’infimum

in /R w(@)|o(x) — k[2dz

keRn

est atteint donc en la valeur moyenne pondérée de v, donnée par

k= 1 w(z)v(x)dr, avec W = / w(z)dr

w Rn

n

c-a-d lorsque (k — = [ w(z)v(z)dz)? = 0).
Ainsi,

w

[ vz / w(@)yo(x)ds — (/ w(x)v(x)dx)2 (3.5)

ce qui implique

w(x)v(a:)dx) :
(3.6)

1
Yo € WL(R™), / w(x)|v(x)|2dx < |V'v]2das+% (/
Rn

n n

3.2 Formulation faible du probléme

Le but ici est d’écrire une formulation faible de I’équation (3.1) dans
le cadre d’espaces a poids. On s’intéressera ensuite a la bonne position du
probléme.

Ici et par la suite, nous supposons
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(A) f appartient a W, 1(R™); cette hypothése est vraie (en particulier)

quand ,
LI

w(z)
() (aij)1<ij<n € L°(R™)™ ™ et il existe une constante a > 0 telle que

n

VE = (&1, .., &) €RTY, Z a;;(2)&& > alé]*, m. p. p dans R". (3.7)

ij=1
(75) b = (br,....,b,) € L2, ,(R™)", divh € L3 (R") et ¢ € L3, (R"), de
plus il existe une constante C' € R telle que
|b(z)]? + |divb(z)| + |c(x)] < Cw(z). m. p. p dans R". (3.8)
(#47) 11 existe une constante € telle que
e>—am,'sin>3, e>0sinec{l,2}.

et
1
c(x) — Edivb(x) > ew(z) m. p. p dans R™. (3.9)

Les hypothése (74) et (J4,) sont automatiquement réalisées si b = 0 et ¢ = 0.

Lemme 10. Le probléme (3.1) et le probleme faible suivant : trouver u €
WL (R") telle que
Vo € WLR™), a(u,v) = (f,v), (3.10)

sont équivalents, avec a la forme bilinéaire

ou Ov
Z/n %ﬁﬂ7zﬂ ) ()

1,7=1

Ju(z)v(z)dz.

Rn

Proposition 2. Supposons que les hypotheses (4),(75), (#3) et (F7)
vrais, b # 0, ¢ # 0 si n € {1,2} . Alors, le probléme (3.10) admet une
et une seule solution u € W (R") et

lullwy @y S 1wy ey (3.11)

Démonstration. Pour montrer U'existance et ['unicité de la solution faible on
applique le théoréme de Lax-Milgram.
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— La continuité de a(u,v)

" Ju Ov
»> /n ai,j(x)%a—xjdﬂ

3,j=1

D’autre part

> [ g

v(x)dx|

IA

IN

IN

IA

IN

ou Ov

n
> laigl ||

byt g OT; aledx
1/2 o 1/2
ZH( [ (Geras) ([ G
n ou ., 12 [/ n , /2
S (i) (er)
(L)
1/2
(E5er) ()
1/2
(% L)
cllullwy @mllvllwy @n)-
| . b(x)Vu(zx) v(z)dz|
= | anu b(z)v(x)dx|
| — /Rn divb(x)u(x)v(x)dx — /n u(z)b(z)Vo(x)dz|
- [ ) ol o
-/ ()0t Xy () da
D oy o ol e
g o V0 g
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Finalement

|| c@)u(z)o(z)de| = | @(U(ﬂﬂ)wm)(v(w)wm)dml

R™ RrRr W

c(x)

< — n mny.
< = lllullwy e lollw ey
De ce qui précéde on conclut que
|a(u, v)| < Cllullw@mllvllws @n)
— La coércivité, d’aprés I'hypothése (%3) et I'inégalité de Hardy

ov Ov -
= >
‘Z/naz] axlax]d = C(Z Rn’axl

3,7=1

> amy |vllwign st n > 3.

et d’aprés 'hypothése (747) on a

S [ ngeenttes [ oy = 3 [ gnnF @i

/ @) (vfa))d
— —% /n divb(z)v(z)*dz +
/n c(z)(v(x))*dx

_ /n c(z) — 5divb(z) (w?(x))dx

w

> el|wo]|7agny,

sib#0etc#0
a(v,v) = C|v|[fy1 @ny-

et sib=c=0etn>3 et dapres 'inégalite de hardy (3.2)
a(v,v) > amg " [[vlliy @)

O

Dans le cas n € {1,2} et b = ¢ = 0, 'hypothése (.77}) n’est pas vérifiée,

48



et l'unicité est perdue (les fonctions constantes appartiennent a W} (R™)).
Afin de prendre en compte ce cas, nous complétons ’équation (3.1) avec la
condition suivante lorsque b = c =0 et n € {1,2}

/n w(z)u(z)dr = 0. (3.12)

En plus on remarque que a(u,1) = 0 donc on va rajouter une condition de
compatibilité
(f,1) =0. (3.13)

Lemme 11. Sin =1 oun=2 et b= c =0, alors le probleme (3.1)+(3.12)
est équivalent au probleme suivant

Yo € WL(R™), a.(u,v) = (f,v), (3.14)

0 (u,0) = a(u,v) + 5 ( / n w(m)u(:c)dx) ( / n w(m)v(m)dm) ,

ot k > 0 est une constante.

avec

Démonstration. Soit u une solution du probléme (3.1)+(3.12),
ou ou ou

u € WHR") = a_x] c W2R") = a_xl(a”@_x]) € W, ' (R") et comme
W, (R") est le dual de W, (R") alors
ou ou

<_a_$i(ai7ja_xj)av> = <f,1}>, Vo € Wz};<Rn)

Par dualité 9 8
u  Ov 1

e =) = W (R"
<aZ7J ailfj’ a$z> <f7 U)? VU € w( )

compte tenu de la condition (3.12) on conclut que u est solution de (3.14).

Réciproquement, soit u solution du probléme faible (3.14) le probléme est
vérifié pour tout v € W (R") et en particulier pour v =1 on a

K (/nw(a:)u(x)dac> (/nw(a:)da:> = (f,1).

Comme (f,1) = 0 et (/

w(x)dx) = cst il s’ensuit que

( / ) w(x)u(:p)dx) = 0.
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Maintenant pour v € W} (R") et u solution du probléme (3.14) on a

Y [ oSt @ = (o

2,j=1

une intégration par parties (ou par dualité toujours ) on déduit que

> [ oo ot = (o)

ij=1
d’ou 5 9
o) g ) = f
O

Proposition 3. On suppose que n < 2, b = ¢ = 0 et que les hypothéses
(4), (H5) sont vrais . Alors, le probléme (8.14)+(3.12) a une solution
u € WLR") si et seulement si f vérifie (3.13). Dans ce cas, u est unique
et vérifie

lullwy @y < 1wyt @ny- (3.15)

Démonstration. La démonstration se fait d’une fagon simillaire a la proposi-
tion 2
— La continuité
Par l'inégalité de holder et d’aprés I'hypothése (743) on a

|a.(u,v)] = la(u,v) + K (/n w(m)u(x)dx) (/n w(x)v(x)dq;) |
< cliullwae ol + ( /. w(x)dx) ( I w<x>u<x)2dx) "
( / ) w(x)v(z)%) v

|ax(u, V)| < ellullwg@m llvllwy @

D’ou

— La coércivté est directe d’aprés ’hypothése (743) et I'inégalité (3.6).
[l
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3.3 Discrétisation

faisant rappel de quelques définitions

Définition 3. Soit la sphére unité de R"™'; S" = {x € R" |z| = 1} on
appelle les polynomes harmoniques sphériques de degré m la réstriction des
polynomes harmoniques homogenes de degré m sur la sphére S™, on le note
par H,,, cette espace est de dimension d,, tel que dgy =1, dy =n+1, et

dm:<n+m)+(n+m—2) st n> 2.
n n

Définition 4. Soit ST = S" — {(0,0...,1)}, la projection stéréographique m
est une application bijective définie par

TSy, — R"

&1 & &n
1_€n+1’1_€n+1’ ’1_£n+1

),

& —

ot linverse m~! est donné par

! R* — §"

211 2z, |zP-1
T o—> e : :
|z]2 + 1 lz]2+ 17 |z]2+ 1

Maintenant, on introduit une famille des espaces de dimension finie (H})x>0
comme suit
— Sin =1, l'espace H}', k > 0 est composé des fonctions rationnelles de

la forme
k

pm ()

v(z) = mzzom, r € R, (3.16)
ou, pour chaque m < k, p,, est un polynéme de degré inférieur ou égal
a m et ayant le méme parité que m.

— Sin > 2, 'espace H, k > 0 est composé de fonctions rationnelles de

la forme
k
Z:o (]2 + 1 m+ o T ERY, (3.17)
ou pour chaque m < k, p,, est un polynome de degré inférieur ou égal
a m.
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il est evident que
H'CH!CHyc---cH}C--- et H' C W}

Notez que H}! est un sous-espace de l'espace V' des fonctions rationnelles v
de la forme

P(z) n
v(x) = (]2 + 1)@k+n—2)/2’ r € RY,

ou P est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 2k. Cepen-
dant, H}) # V;*. Ceci est une conséquence du lemme suivant (dit & Arar et
Boulmezaoud).

Lemme 12. Pour tout k > 0,

kE+1 st n=1,
dimH}' = (n+k)+(n+k—1> G n>o. (3.18)
n n
Lorsque n > 2
: n 2 n
dimH}! ~ mk: . (3.19)
Démonstration. Sin =1, on a
x? B 2 +1-1
(2 + 1) (22 +1)
1 1

(22 + 1)1 o (22 + 1)
donc chaque v € H} peut étre décomposé de fagon unique sous la forme

[k/2] [(k—=1)/2]

o Qy ng
U<x> - % (.’,UQ + 1>Z + pr (CCQ + 1)[4_1/27

ou ag et by, 0 < ¢ < k, sont des nombres réels avec by = 0. Ainsi

dimH} =k + 1. (3.20)
Lorsque n > 2,
[m/2] [(m—1)/2]
pm(x) = Z (@ ) et + Z d(" ) o2
=0 =0
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ou 2’ = (x1,%9, ..., Tp_1) €t Cme, dme sont des polynomes de la variable x de
dgré m — 20 et m — 20 — 1.
D’autre part

R | e Vel At
(|22 + 1)’ (Jz[* 4+ 1)’
1 (Jz'|* + 1)

(Je2+ 17" (2 + 1)

on déduit donc que chaque v € Hj! peut étre décomposé en somme

W) () + ()
0= Qe o7 2 (fap e

m=1

(3.21)

ou, pour tout m < k, a,, et b,, sont deux fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égale a m et m — 1 respectivement ; cette décomposition est
unique. Il en résulte que dimHy =1 et

K
dimHp = 14> (dmRy,[Xy, .., Xpo] 4 dimRy, 1 [X), ..., X,1]),

m=1
K
= 2 dn
m=0
n+m n+m—2
= rene g () ()
k -1
_ ( n+ ) N ( n+k )
n n
O
Le probléme discrétisé correspond au probléme variationnel (3.10) est
trouver uy € Hy; tel que
a(uy,vy) = (f,on), Yoy € HY, (3.22)

ou N > 1 désigne un nombre entier destiné d’aller & I'infini.
Sib=c=0etn <2 le probléme discrétisé correspond au prabléme (3.14)
est trouvé uy € Hy tel que

a(uy,vy) = (f,on), Yon € Hy. (3.23)

Le choix d'une base de HY, joue un role important dans le calcul du sys-
téme linéaire résultant du probléme (3.22) ou (3.23) .
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On va utiliser une famille de fonctions découvertes par Arar et Boulme-
zaoud [5| définie comme suit :

Définition 5. Soient les nombres entiers m >0 et £ >0 et 1 < ¥ <d,,, on
note par Wy, la fonction définie par

2 \'T . |
Wyno() = <$|2 n 1) Din (" () sin# 1 (394
(2? +1)Y2 cos((m + 1) arctan(z) + mn/2)  sin=1,

ol (H0) sont les harmoniques sphériques habituelles sur la sphére unité de
S™ de R+,

Remarque 4. Dans le cas unidimensionnel (n = 1), on peut écrire

1
V14 a?T 1 (———) sim est pair,
W1 = , Vel (3.25)

| o1
O T

ou T, et C,, m > 0, sont les polynémes de Tchebychev de premiére et
deuziémes espéce.

) st m est impair,

Maintenant, on va rappeler quelques propriétés des fonctions %7, .

~ W€ H, Vltel que 1 <0 <d, et 0<m<k
~Pourm>0et1<I<dp, —AWpo=An(Jx]* +1)2#;,0 o

dm(m+n—1)+nn—2) sin#1,
Am = .
m(m + 2) sin=1

0 < A A < ..avec A\, — +0o0 sim — +oo
Jm>01<t<d,, €st une base orthogonale de W9,(R™) satisfaisant

/ Wi 1(0) Wiy ()

reo (J2[2+1)?

dr = /n NHWi(2).N W i (x)de =0 si (m', £) # (m, j).

et on a
Lemme 13 (voir [5]). (#m.0)o<m<k. 1<e<d,, €st une base de H}'.

Remarque 5. Une conséquence directe de ces propriétés est que l’espace Hy}!
est stable sous l'action Laplace pondéré (|.|* + 1)2A.
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Revenons maintenant au probléme discrétisé et commencant par 1'ésti-
mation d’erreur

Théoréme 8. Supposons que les hypotheéses (74), (76), (H43), () sont
vraies. Soit u € WE(R™) (resp. uy € HY) lunique solution de (3.10) (resp.
(3.22). Supposons que u € W3(R™). Alors, les estimations d’erreur suivantes
sont aussi satisfaites

lu — unllwyen S N Hlullwz e (3.26)
de méme danslecasn <2etb=¢c=0

Théoréme 9. Supposons que n < 2, b =c =0 et que les hypothéses (74),
(74), sont vraies. Soit u € WL(R™) (resp. uy € HY) lunique solution de
(3.14) (resp. (3.23). Supposons que u € Wi (R™). Alors, les estimations d’er-
reur suivantes sont aussi satisfaites

lu — un|lwi@ny S N7l @n)- (3.27)
Démonstration. Dans la suite, on note par my la projection orthogonale de
W9 (R™) sur HY.
Lemme 14. Soit u € WZ(R"). Alors,

HV(U_TFNU)HLQ(]R") g N_1||u||W22(R”) (328)

(z)*(w = mvu) ey S N2 lullwg ey (3.29)
Démonstration. Soit (tm¢)m>01<e<d,, les coefficients de la décomposition de

u dans la base (#,,¢), c’est-a-dire

“+oo dm

u = E E um,ﬂwm,fa

m=0 /(=1
il s’ensuit que

N dm
TNU = E g U e Wi

m=0 (=1

Ainsi, avec (x) = /|x|?> + 1, on obtient
“+oo dm

IV = mv)lfaen = D D lume PV H el ia@n,

m=N+1 (=1
+o0o dm

= 2 Y AalunaP @) H il

m=N-+1 (=1
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et

+oo dm
1(2) 2w = evi) |Gy = D Y NP 1(@) |2 gny-
m=N+1 /=1

D’autre part, on pose v = —(z)*Au. Puisque, u € WZ(R"), ce qui implique
que v € W2 (R") et

+oo dm
V= Z Z )\mum,ZWm,f7 ||<m>2Au||L2(R") = |<w>_2v||L2(R")
m=0 (=1
on a
+oo dm
)20 = o) 2oy, = D > Naltmel*11@) > Hm ell7 2 n-
m=N+1 (=1
> Ani || V(u = 7vw) |72 gy
> )‘?\/+1H<5’7>_2(u - 7TN7~L)H%2(1R”)'
soit
« ) lyu si n>3
UNT Tyu—¢, si n<2

ol ¢y est une constante telle que

/n w(z)(u —uy)der =0

D’aprés le lemme de Céa, on a
lu —unllwyen S llu—uillwy @
utilisant les inégalités (3.6),(3.2) on déduit que

3.
v —unllwieny S [IV(u—uy)lwi@y = [|V(u—un)|lwi @)
S N71||U||W22(Rn)

3.4 La matrice de rigidité

Ecrivons
N dm

Uun = am,le,l<x)a
)

m=0 [=1
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avec d,, = dimH" cela conduit au systéme linéaire
KU = B,

ot U = (1,11 ,01ns1, " AN, ,QNdy ) et K est une matrice
carré dont les coeflicient sont de la forme

Q<Wm,€7 Wm’,s)v
La partie droite est donnée par

<f7 Wm’,s>~

Maintenant, on va donner quelques détails concernant le calcul des intégrales
intervenants dans le calcul de la matrice K. pour simplifier nous supposons
que b =0et c=0.
substituons le changement de variable z = 7(£) ou 7 c’est la projection
stéréographique.

Dans ce qui suit, f est une fonction définie sur R”, on note formellement
f la fonction définie sur S7 par

f(§) = f(x(§)), pour § €S (3.30)

on va démontrer quelques égalités qui seront utilisées aprés, pour f € Z(R")

[0 (50) = [ e (3:31)

1+ [yl?

Rnf(y)dy = /Sn%d& (3.32)

D’une autre part la relation entre le gradient V f, et le gradient tangentiel
de f, notée V¢ f, est la suivante :

o — o~

Vi f(§) = M(E)Vef(E), (3.33)

Ici M(f) = (mi’j<§>>1§ign7 1<j<n+1 est un n X (TL + ].) matrice donnée par

mi:j(é) = (1 - £n+1>5i7j - 515] if 1 <1< n, 1< ] < n,
Mint1 = (1 - §n+1)§z’.

En effet, pour la démonstration on va définir la fonction A (extention homo-
géne de degré zéro de la fonction f a R™™ — {0} pour f € Z2(R") ) par

Vo € B, F(z) = f(—
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ou
By = B; —{(0,...,0,t), 0 <t < 1}, et By est la boule unité de R"*1.
Alors,

feus =+ 1) [ Flajde,
st B+
On considére 'application bijective
¢ : B — R"x]0,1]
. x
x — (y,r) = (7(§),r) ou g = R ||, m(§) = y.

Soit h : R"x]0,1[— R définie par

Wy.r) = Fe™ (y.r) = Fora™ () = F(n ™ () = (y). y € R™.
On a
[ F@dr= [ oty )|y,
B+ R7x]0,1[
ou J,(y,r) est le Jacobien de changement de variable donné par

Yy
Jo(a) = |52
J

i=TnF1,j=TnF1
(je pose yn11 = r) par un calcul simple, on a

M(Si,j_Tszifj sij=1,neti=1n

yi ) )
8y: ME¢; sit=1netj=n+1,
i & sij=1,neti=n+1
1 . .
ou M = — ; alors le jacobien est
(T - xn+1>
1—r&M  —r&oM - —r&GEM &
1 . . . . .
Jo(r) = : - : : :
90( ) (7, . anrl)n : . . . .
16 aM 1§ M - 1 —=1EM E,
51 52 T gn Sn-i-l
On pose
1
Jo(z) = J
W( ) (T - :UnJrl)n



et d’aprés la définition des y;, on a

yl? = Zw

’l” - xn—‘rl
2 2
= ( xn+1 Z xT; :Un-i-l)
_ r? — 72z+1
(7“ - xn+1)2
T H T
(T - xn—&-l)
o 2r— (r — Tpy1)
(7" - $n+1)
2
_
(7“ - xn+1)
d’on
lyF+1 1
2r r— Tpi1

On revient maintenant au calcul du détérminant .J, en multipliant la derniére
colonne par rM¢; et en additionnant avec la iéme colonne, on obtien

1 . 0 0 3
J— : : : :
0 cen 1 .. &n

TME 1 + &1 TMEE i + & - TME 1 60 St

On dévelope par rapport a la dérniére ligne on obtient

1 - 000 -+ 0 &
0O --- 100 --- 0 fz
J = §n+1+z ) (rEilpir +E)[0 - 00 0 - 0 &
0 -~ 001 - 0 &Gn
0 - 00 0 -+ 1 &1,
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on dévelope par rapport a la iéme ligne on obtient

On déduit que

J =

donc, d'une part on a

n

Ent1 — Z(TanHf? +&7)

=1

nt1 — Z E(rMé, +1)

- Do

~ &
€n+1 - Z 1_ £n+1

i=1

n+1
252 n+1
b1 — ———————
" 1 _€n+1
1 — 2
Gy — ——
* 1 _fn—l—l
—1.

st = - (L)

RGN P

et d’autre par définition de la fonction F () donne

/**
1

F

(x)dx

1 2 "
n—H/Rn f(y) (W) dy.

60

/ F(o(y, )| T |~ dydr
R"x]0,1{

> +1\ "
T2 gyd
/ﬂgnx1071[f<y>( 1) agar
Lo () @,
T 15 T T

Y lyl> + 1 Y 10,1]



Il s’ensuit

[0 () a= [ deae

Pour la démonstration de la formule (3.33), on a
~ of 0 (|y\2—1) of "9 ( 2, )af
= ! = ——(y) = + ) o
f() (m(v)) ayi(y) Ay; \Jy|2 + 1 a£n+1(£) ;8%’ Y2+ 1 0§J<€)

of . 4y of . zaij(1+\y12)—4yjyi)a_f
0 = s @+ X (P ) s o

J=1

En remplagant y par 7(§), on trouve

of COf " of
oy, 1) =5 () = (1~ &) + ;@-j(l ~ Gus1) — 5 (©
d’out . ~
V(&) =MV (&) (3.34)

on a aussi les propriétés suivantes

MM (&) = (1=&nr1)* Lo, M(E)'M(E) = (1=E€ns1)*(In41—8E"), pour £ €S

(3.35)
il s’ensuit que R -
Vef(€) = (1= &) 2M(E)'VL f(€). (3.36)
Pour tout vecteur z = (z1, ..., 2, 2n41)" satisfaisant £'.2 = 0;
M(€)z = (1 = &nr1) 2 + 20416, fiM(f)Z = (1 = &nt1) 2011, (3.37)

ol 2z, = (21, 22, ..., 2n)" €t & = (&1, &2, ..., &,). Dans ce cas on peut reécrire la
formule 3.34 come suit :

~

V(€)= H(EVF(E), (3.38)

avec
hij=(1—¢&41)0i5, sil<i<n, 1<j<n
hi,n-i-l - fz
En effet, pour la formule (3.37) il suffit d’utiliser la formule
121—1-1 =1- Z?:l &

61



pour la formule (3.35) soit 7;; un élément de la ligne i et la colonne j de la
matrice M (§)M(€)!, alors;

Vi = (Z (1 = &n1)dir — &k) (1 — &np1) Oy — fkfj)) + (1 = &ui1)?6i&;
k=1

= (1= &)+ ) (1= &ur1)®0dis) — D (1= &uar)0n&y)
k=1

k=1
k=1 k=1

Puisque [£]* = 1 on peut écrire £2,, =1 — Y " & avec §;; = 1sii = j et
d;j = 0 si i # j on obtient

&) sii=
i 0 sii
Soit b;; un élement de la ligne i et la colonne j de la matrice M (€)*M(§).

CSii=Tnetj=Tn

bij —

RS
3

D (1= &ugn)di — &&) ((1 —-sn+1>5kj~—-§k£;>)

k=1

3

n

— (1= &us1)0ir0ks) — Y (1 = &np1)0inénl)

=1 k=1

o
3

n

=) (1= &ur1)oni&ln) + Y (&&5))

k=1 k=1

donc
b,,:{ (1= &ur)?(1—€) sii=j
K & (1= &up1)? sii#
~Sii=n+letj#n+1

bint1); = (Z(l = &n1)&k (1 — &ng1)0kj — fkfj))

k=1
= Z(l — £n+1>2£k5kj - Z(l - 5n+1)€j£l§
k=1 k=1

= (1—&u)% — (1= &&= E24)
= _<1 - §n+1)2§j§n+1
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- Sij=n+1leti#n+1,

bi(n+1) = (Z (1 = &npr) i — &) (1 — §n+1)§k>

k=1

= —(1—&u1)%Ennr-

—sij=n+leti=n+1,

biin+1) = <Z(1 - §n+1)2§13>

k=1
= (1= &) (1= &)

Soit n > 2, pour deux fonctions u et v dans Z(R"), la formulation varia-
tionnelle (3.10) peut s’écrire sous la forme (avec b = ¢ = 0)

a(u,v) = Vu' AVudz,
R”

ou A = (a;;) est la matrice carrée n x n, on pose

U) = 29y = Y0 e o) = <L> |

p(x) ] + 1

n—2

en utlisant la projection stéréographique, on obtient

p&) = p(r(E)

n—2
2 2
L2 e
n—2
2 2
- &2,
L+ (1-&n11)?
n—2
= (1 - fnJrl) z.

On a aussi

0p (=2 ( 2 S
Tr) = — Z;.
ox; 2 |z|2 + 1
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En remplagant x par 7(§)

5; n—2

GO = "5 (1-&.)7T &

d’on @(5) = _O'/(l - €n+1)a€*7 avec o = (Tl - 2)/2 et g* = (gla /’\gn)T
finalement d’aprés (3.38) on peut déduire une formule pour Vu

—

Vu = ﬁV/ﬁ—Fl/]\@\p
= (1 - €n+1)aH<£)v§U - a(l - £n+1)aU(£)§*]'

d’ou
Vu = (1= &) [H(E)VeU — aU(§)E]. (3.39)
De (3.32) l'intégrale a(u,v) s’écrit

dg,

auv) = / (1= &) [HE VU (€) — aU©EJ A H(E)VV () — aV (€&
| I S Ve _
_ / [VU(©)'H()' — aU(©ENAG)H(E) VeV (E) — aV (€]

d§.
0=t :

Cette formule reste valable lorsque u et v appartiennent & W} (R"). Dans ce
casU € H 1(S!) et V € H'(S!). La dérniere intégrale est absolument conver-
gente et peut étre calculée directement quand A est une forme simple, ou en
utilisant une formule de quadrature sur la sphére.

3.4.1 Calcul de la matrice pour I’équation de Laplace
Dans le cas particulier A(§) = I c’est-a-dire pour une équation de Laplace

et EVV(€) =0.

VU (&) M(E)'M(E)VV () . [ ELTEV(E)

a(u, v) - - %17)2 dé + a e (=) d¢
o[ EMOVOTE©),,
Sn (1 - €n+1)2 '
D’aprés (3.37)
. . 1%
MEVeV = (1= &1)(VeV )i + Wﬁ*
n+1
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et

fi& - (1
(VV)E, =
VU () M(E) M(E)VV(E) =
Ainsi

a(u,v) = 1
S

En utilisant la formule suivante

V(€)' . VeV (€) +

&2/(

— &),

oV

€n+1 afnJrl
(1= &us1)2 VU (6)L.VEV ().

1+ 6,.)UEV(E)

~

1 - §n+1

EMEVTVIE),

St (1 - §n+1)2
(3.40)

dé—a

/ A(E)enir VeD(E)dE = — / B(E)enyr. Veal(£)de + n / ()D€ de

Jo1 W(€)ent1.Veu(§)ds =

- f
<L

n

/a@%ﬂij &

1—¢& Ozi

(3.41)

Q+mﬁ>“

axl(
_ —Z/n x< 2

2 n
_ d
1+m9)‘x

T+ [ ggi(x)dx
o (=) )
N +2|I|2)nu(x)dx
'(1 _,_2|$’2 g;i (z)dx
2
(=5 n<1ﬂjlw B
'(1 _|_2|$|2 g;t (z)dw
2 _
1—2|x|2 (|1x|+ |g;|bdx
) +n | &

§



et d’apreés la relation (3.37) on a 6iM(€)V§<[/J\‘7> =(1 —§n+1)%(gv) alors
n+1

EMEVUVNE) ) _ / en1-Ve(UV)(€)
St (1 - §n+1)2 st 1-— fn_H

o~ 1
= — UV)e,i1.V
/S1< Jewin- Vel —g—

n Jo DOV 72—

_ 2SN €n+1-V£§n+1
- /S RGIGE X

n Jo DOV 72—
- [ tere

dg

)dg

(TL - 1)£n+1 -1
(1 - §n+1)

dg,

en remplacant dans (3.40)

olu) = [ VO NI+ [ TOV©d @)
st st

Pour w = #,,, et v= "%, s on a
nao
e ) = [ VIO VIO + 5 | B 95,0)0(6)
Ainsi,
n(n — 2)
(I(Wm’g, Wm’,s) = m(m +n — 1) + T 5m,€6m’,s‘ (343)

Lemme 15. La solution du probléme pour n > 3 est donnée par

4
dm(m+n—1)+n(n—2)

(s W t) W a (). (3.44)

Pour n = 2, la solution approchée verifie / w(x)uy(xz)dz = 0, donc la

R
matrice de rigidité est aussi diagonal c’est a dire la solution dans ce cas est

S

= & 1
u = mz m(ﬁ Wm,l>Wm,l

=0 =1

~
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3.4.2 Le cas unidimensionnel

Dans le cas unidimensionnel (n = 1), la matrice

M(§) = (1 - &) — &, (1 - &)&)

et dans ce cas (£, &) = (cosé,sind), 0 €| /2,57 /2[, donc
6 = arccos(&1),( 0 = arcsin(&y)).

~ 00 oU 00 oU
MEVUE) = [(1-¢€) — &)+ 96, 90 +[(1 52)51]8& 20
oU 1 3U
= [(1-¢) 52]\/1——735 §2)&1) Jiia %
oU 1 oU
= [(1—52)52]\/7§%w —l—A( \/@ae
= (1- 52)528—(] + (1 - 52)88—(5,

d’ou
mﬂovﬂﬂa——%l—sgaU

5m/2
) = [ w600 - 6D D DT - o - 600

w/2
. 9U
—a&i(1 = &)V (0 )69

/2 90 cos 62 ~
_ //2 {%(9)%(9)+a2uTiWU(9).V(9)
cosf 0 .
Smeag( V)(6)}a(6)do

5“/2 3U 8\/ 1 1+sinf ~,  ~
/ O+ T OV 0+

J(1—&)%do

)

ov

10 cos& ~ 0, cosf .
289/(1 smHUV) (UV>89(1—51110)G(9)M9
U oV 10 cosb i
— //2 {%( )%(‘9) - L_LU<9)'V(9) + 5@(1 Sm@ )( )}a( )

on fait le changement de variable 8 = 2¢p + ?ﬂ, alors
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cos 0 sin(m/2 — 0)

1 —sinf sin(m/2) — sin 6
cos(0/2 — m/4)
cos(m/4+6/2)
cos(0/2 — 3m /44 7/2)

cos(0/2 —3n /4 + )

sin(0/2 — 3w /4)

cos(0/2 — 3w /4)
= tan(y)

On pose

a(u,v) s’écrit

/2 * T .
o) = 5[ m{“g; L0029 (o)~ 0(0)(0) T ()0

+8—fp<tan<so>f7*<go>9*<so>><so>}a*<so>dgo.

Pour

W1 () = V2cos((m + 1)p +mm/2),
ct

vy, W /2
s i) = 4" @ T o [ w T

o T o
+[(@ () tan W3\ A 1 (O] — 5 g ) tan(o) 7 1 W 1 (0)de
m/ vy, W da* _
1 ar m/,1 ~% ok *
=1 _ t V2w dop.
5 4/2{ (¢) e “(p) B (@) — (@ (p) + an e ) (@) e

Si a est une constante, alors d’apreés les propriétés de la base

R CICINS Z N Za EE - /
(W, W) = & / (@l (o) o / @ T2 T ()} o = 0si (m, 1) £ (1),
2 —7/2 890 8S0 —7/2
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et

w/2 /2
a(Wpas Wma) = %/ 2(m + 1)28in2((m + Do+ g)dcp — g/ 20082((m + e+ mr

—m/2 2 —m/2

2

)d

/2 0 [? 1
= 2 2(m + 1)%dy — —/ 2((m +1)* + 1)5(005(2(771 + 1)p +mn) + 1)d,
(

—7/2 2 —7/2
m+1)2 -1
-2 "
m(m + 2)
-2

a(Wmas Wma) =0 st m #m',

et
2
a(Wpmas W 1) = %am

de la condition (3.12), nous concluons que la matrice de rigidité est une
matrice diagonal et la solution donnée par

o0
2

u = —(f W )W,

Z m(m I 2)a7T <f7 m,1> m,1

m=0
Dans le cas ol les coeficients de ’equation ne sont pas des constantes, nous
calculons les coefficients de la matrice de rigidité en se basant sur les proprié-
tés des polynomes de tchebychev et la formule quadrature de Tchebychev-

Gauss

1

/_ (1= g0t = 3 aigleos(6y)

21 —1 U ,
Qi: IN* T, Q’Lzﬁu]-SZSN*

Rappelons que dans le cas unidimensionnel les ¢éléments de la base #, 1
s’écrit ;

Wa(z) = 1+ a2cos((m + 1)arctan(z) + my)
= V1+2%sin ((m+ 1) (arctan(z) + %))

en utilisant les identités suivantes,

sin((m+1)0) = sin(6)C,,(cos b)), cos(arctan(z)) = L sin(arctan(x))

V1422
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on peut écrire #,, 1 sous la forme
x

V14 xQ)
Maintenant, faisons le changement de variable suivant
hz) = (22 + 1) f(x), z € R, b(z) = /(22 4+ Db(x), &(x) = (2® + 1)e(z),

les coefficients de la matrice seront donnée par

Wm,l = (_1)mCm(

s W) = (0" ( [ (o) O OChD(1 — )t

K 1 / 9\1/2
+/1 b(m)C’m(t)Cm(t)(l — )

1 ~ " /
+/_1 d \/m)Cm(t)Cm(t)dt].

3.4.3 Reésultat numérique

Dans cette section, nous donnons quelques résultats numérique concer-
nant la methode pour resoudre I’équation

—(a()u") (z) + b(z)u' (x) + c(z)u(z) = f(z), x € R, (3.45)

dans le cas unidimensionnel
Ezemple 1. :On prend I'équation (3.46) aveca=1,b=c=0

—u"(z) = f(x), v € R, (3.46)
on considére la solution exacte

rlog(z? + 1)
22+1

u(r) =

qui vérifie la condition

u(x)  [uy(z)
/Rx2+1d:l:—/R$2+1dx—0.

La figure 3.1, représente la courbe de la solution exacte qui se superpose avec
celle de 'approximation pour N = 150 . Dans la figure 3.2, on constate la
décroissance des erreurs relatives respectivement

HU_UNHWEI(R) ||V(U'_UN)||L2(R)

?

Hunﬂl(R) HVUHLQ(R)

en fonction du paramétre de discrétisation N qui est de I'ordre N 116,
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Exemple 1
04 T

— Solution exacte
~E— Solution approchée (N = 150)

06 bl

.
-100 40 £ 40 -0 0 2 4 60 80 100

FIGURE 3.1 — La solution exacte et numérique du premier exemple. La solu-
tion numérique est calculé avec N = 100.

Ezemple 2. On consdére (3.46) avec
1
a(x) =1+ 5 cos (2x).

f(x) étant choisi de telle sorte que la solution exacte soit

_ sin(z)
ue) = g e

Ici aussi 'approximation de la solution se superpose avec la solution exacte,
voir la figure 3.4. La figure 3.2 montre la décroissance de I'erreur relative de
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~E—Euempe 1
=B Exemple? [
=E—Exemple 3 |

Erreur relative de la solution

FIGURE 3.2 — Erreur relative de la solution, pour les exemple 1, 2 et 3 en
fonction de N (dans une échelle logarithmique) .

la solution dans 'espace pondéré L? et la figure 3.3 montre la décroissance
du gradient dans L?. Notons qu’elles sont toutes les deux de I'ordre de N~

Ezemple 3. Dans cet exemple , on consdére I’équation (3.46), ou a(zx) est
discontinue
o(z) = 1 siz| <1,
| ao siz| > 1,

ou aq est une constante. Le second membre est donné par
x

flx) = 3m.

La solution de (3.46) est
u(z) = a(r) 'ug(r) + w(x) pour z € R, |z| # 1,
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~E=Eumge
~E=Eyompe
~E=Eyompe 3

Erreur relative du gradient

FIGURE 3.3 — Erreur Relative du gradient pour les trois exemples en fonction
de N (dans une échelle logarithmique).

ou
T

ug(r) = ———.
0( ) ( 72 + 1)1 /2
avec w est une fonction linéaire continu par morceaux choisie de tel sorte que
u € W, (R) et satifaisant 'équation (3.46).
Puisque u et au’ doivent étre continues aux points x £ 1 on montre que

0 si|z] <1,
w(z) =< ko sixz > 1,
—ky siz< -1,

avec ko = (1 — ag ug(1).

La figure 3.5, montre aussi l'efficacité de notre calcul approximatif pour
cet exemple, avec ag = 10 et N = 100. On note que l'erreur relative de
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Example 2

= Solution exacte
—8— Solution approché (N = 100)

03 bl

FIGURE 3.4 — La solution exacte et la solution approché du deuxiéme exemple

la. solution dans l'espace pondéré est de l'ordre N~'15. Alors que l'erreur
relative du gradient est de l'ordre de v/ N. Ce fait n’est pas inconsistant avec
le résultat du théoréme 9 puisque la solution n’est pas suffisamment réguliére.
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Exemple 2

— Solution exacte
—H—Solution approchée (N = 100)

06

FIGURE 3.5 — Solution exacte et solution approché du 3 exemple
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Summary

The objective of this thesis are mutliple. The first objective is to prove
some functional properties of a family of weighted Sobolev spaces. In particu-
lar, we prove some useful identities concerning these spaces and we compare
some of them. The second objective is to study a system of Navier-Stokes
equations which describe the motion of a fluid around a rotating obstacle.
And finally, we propose a new spectral method for solving elliptic problems
in the whole space. The method is based on the use of an appropriate family
of rational functions.

Key words : unbounded domains, Weighted Sobolev spaces, Navier-
Stokes equations
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Résumé

Les objectifs de cette thése sont mutliples. On s’intéresse dans un pre-
mier temps a quelques propriétés fonctionnelles d’une famille d’espaces de
Sobolev & poids et on montre en particulier une série d’identités comparant
ces espaces. Ensuite, on s’intéresse a un systéme d’équations aux dérivées
partielles de type Navier-Stokes. Ce systéme est issu de la description du
mouvement d’un fluide autour d’un obstacle tournant. Enfin, nous propo-
sons une méthode numérique basée sur I'utilisation de fonctions rationnelles
pour approcher les solutions d’équations aux dérivées partielles elliptique
dans tout 1’espace.

Mots clés : Domaine non borné, Espaces de Sobolev a poids, Equations
de Navier-Stokes.
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