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INTRODUCTION

Les espaces de Sobolev avec poids forment un cadre fonctionnel adéquat
pour l’étude des équations aux dérivés partielles dans les domaines non bor-
nés, c’est-à-dire ayant une extension allant à l’infini. On peut citer comme
exemple de ces domaines l’espace tout entier, les extérieurs de domaines
bornés, les cylindres et les demi-espaces. L’idée principale de ces espaces est
l’utilisation de poids dans les conditions intégrales imposées à leurs fonctions.
Le choix de ces poids est souvent dicté d’une part par le comportement requis
à grandes distances, et d’autre part par des contraintes fonctionnelles.

Dans cette thèse, il y a un triple objectif. D’une part, on voudrait ré-
véler quelques propriétés supplémentaires des espaces à poids. Ensuite, on
s’intéresse au système de Navier-Stokes comportant un terme de rotation et
pour lequel on aimerait étudier l’existence des solutions. Enfin, on voudrait
employer des fonctions rationnelles d’un type particulier, découvertes récem-
ment par Arar et Boulmezaoud, dans la résolution de problèmes elliptiques
de la forme

−
n∑

i,j=1

∂

∂xi
aij(x)

∂u

∂xj
(x) +

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u = f(x) dans Rn.

Les trois objectifs de la thèse sont donc indépendants. Néanmoins, ils ont
en commun l’utilisation d’une famille particulière d’espaces à poids. Cette
famille a été étudiée par de nombreux auteurs, et dans diverses géométries.
On peut citer les travaux de Hanouzet, de Giroire, de Kufner, de Amrouche
et co-auteurs et de Boulmezaoud. Ces espaces ont été employés comme cadre
fonctionnel pour l’étude de nombreux équations et systèmes ; équations de
Laplace et de Poisson, équations de Stokes, de Navier-Stokes et de Oseen
dans le domaine extérieur et le demi espace (voir [8],[11],[13], [20], [21]).

La contribution principale de cette thèse est répartie dans trois chapitres :
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Le premier chapitre est divisé en deux sections. Dans la première, on
montre une identité entre deux familles d’espaces. Ce résultat est généralisé
ensuite dans la deuxième section.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude des équations de Navier-
Stokes en présence d’un obstacle tournant dans l’espace R3 tout entier. En se
basant sur des résultats obtenus par Abada et Boulmezaoud (voir [4]) dans le
cas linéaire, et en utilisant une technique de point fixe, on a obtenu des résul-
tats d’existence et d’unicité au problème non linéaire pour de petites données.

Dans le troisième chapitre, on propose la résolution numérique de la
solution dans l’espace tout entier de l’équation elliptique ci-dessus. Inspirée
de résultats de Arar et Boulmezaoud (voir [5]), la discrétisation est faite en
utilisant une base particulière, composée des fonctions propres d’un laplacien
pondéré.
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Chapitre 1

Certaines identités concernant les espaces de Sobolev à
poids

(Article paru dans Discrete and Continuous Dynamical
Systems, Series S.).



Chapitre 1

Certaines identités concernant les
espaces de Sobolev à poids

Le but de ce chapitre est de comparer quelques familles d’espaces de
Sobolev à poids. On montrera en particulier quelques identités qui sont utiles
dans l’étude de quelques équations aux dérivées partielles posés en domaines
non bornés.

1.1 Notations et définitions
Dans toute la suite n sera un entier naturel non nul. Pour tout point

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn et tout multi-indice λ = (λ1, ..., λn) ∈ Nn, on note

|λ| = λ1 + ...+ λn, |x| = (x2
1 + · · ·+ x2

n)1/2, ∂λ =
∂|λ|

∂xλ11 ...∂x
λn
n

On note D(Rn) l’espace des fonctions indéfiniment différentiable à support
compact dans Rn, et D ′(Rn) l’espace des distributions. Pour 1 < p < ∞ on
note Lp(Rn) l’espace des fonctions mesurable telles que∫

Ω

|u|pdx <∞.

Cet espace est doté de la norme

‖u‖Lp(Ω) = (

∫
Ω

|u|pdx)1/p.

Dans toute la suite, 〈x〉 désigne la fonction poids de base, définie par

〈x〉 = (1 + |x|2)1/2.
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Soient α un réel et m ≥ 0 un entier. On introduit l’espace à poids Hm,p
α (Rn)

composé de toutes les fonctions u ∈ Lp(Rn) dont les dérivées aux sens des
distributions satisfont

∀|µ| ≤ m, 〈x〉α+|µ|∂µu ∈ Lp(Rn).

Cet espace est doté de la norme

‖u‖Hm,p
α (Rn) = (

∑
|µ|≤m

‖〈x〉α+|µ|∂µu‖pLp(Rn))
1/p.

On considère maintenant m > 0 et un autre réel ε ≥ 0, on définit l’espace
Um,p
α,ε (Rn) comme celui de toutes les fonctions u ∈ Lp(Rn) vérifiant

∀0 ≤ |µ| ≤ m− 1, 〈x〉α+|µ|−ε∂µu ∈ Lp(Rn)

et
∀|µ| = m, 〈x〉α+m∂µu ∈ Lp(Rn).

Cet espace est muni de la norme

‖u‖Um,pα,ε (Rn) = (
∑

0≤|µ|≤m−1

‖〈x〉α+|µ|−ε∂µu‖pLp(Rn) +
∑
|µ|=m

‖〈x〉α+m∂µu‖pLp(Rn))
1/p.

Les deux espaces Hm,p
α (Rn) et Um,p

α,ε (Rn) sont des espaces de Banach (voir par
exemple [23]). On observe que l’injection suivante est vraie pour tout ε ≥ 0

Hm,p
α (Rn)↪→Um,p

α,ε (Rn),

avec égalité si ε = 0.

On introduit maintenant la boule ouverte de rayon 1

B = {x ∈ Rn | |x| < 1}

et on pose B? = B\{0}. On définit l’espace

Gm,p
α (B?) = {u ∈ D ′(B?), ∀|µ| ≤ m; |x|α+|µ|∂µu ∈ Lp(B?)}

et

V m,p
α,ε (B?) = {u ∈ D ′(B?), ∀|µ| ≤ m− 1; |x|α+|µ|−ε∂µu ∈ Lp(B?)

et ∀|µ| = m, |x|α+m∂µu ∈ Lp(B?)}.

Dans les paragraphes suivants, on projette de comparer les espaces U1,p
α,ε (Rn)

et H1,p
α (Rn) d’abord pour m = 1, ensuite pour m ≥ 1 quelconque. Une

généralisation des résultats obtenus sera exposée dans le dernier paragraphe.
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1.2 Comparaison des espaces U 1,p
α,ε(Rn) etH1,p

α (Rn)

Notre premier résultat principal est le suivant

Théorème 1. Soient α et ε deux nombres réels avec ε > 0 et soit

δ = α +
n

p
.

On a
– Si δ < 0 ou si δ > ε, alors l’identité suivante est vérifiée topologique-
ment et algébriquement

U1,p
α,ε (Rn) = H1,p

α (Rn).

– Si 0 < δ < ε, alors

U1,p
α,ε (Rn) = H1,p

α (Rn)⊕ R.

Pour la démonstration, on va procéder par étapes. Commençons par in-
troduire la famille des applications (Ts)s>1 définie comme suit.

Définition 1. Soit s > 1, on définit l’application Ts, définie sur Rn\{0}, par

∀x ∈ Rn\{0}, Ts(x) =
x

|x|s
.

Lemme 1. L’application Ts possède les propiétés suivantes :
– Ts est bijective de Rn\{0} dans Rn\{0} et de Rn\B dans B?

– L’ inverse de Ts est Ts′ où 1
s′

+ 1
s

= 1.

En effet, pour tout y ∈ Rn\{0}, l’équation

y = Ts(x), x ∈ Rn\{0},

donne |y| = |x|1−s = |x|−s/s′ et

x = |x|sy =
y

|y|s′
= Ts′(y).

Lemme 2. Soit s > 1. Alors ; le jacobien de Ts est donné par

det(∇xTs) = |x|−ns det((δij − sxixj|x|−2)1≤i,j≤n) = (1− s)|x|−ns. (1.1)
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Démonstration. Calcul du jacobien

det(∇xTs) =
1

|x|ns

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1− s x21

|x|2 ) −sx1x2|x|2 · · · −sx1xn|x|2
−sx2x1|x|2 (1− s x22

|x|2 ) · · · −sx2xn|x|2
...

... . . . ...
−sxnx1|x|2 −sxnx2|x|2 · · · (1− s x

2
n

|x|2 )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On pose

Jn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1− s x21

|x|2 ) −sx1x2|x|2 · · · −sx1xn|x|2
−sx2x1|x|2 (1− s x22

|x|2 ) · · · −sx2xn|x|2
...

... . . . ...
−sxnx1|x|2 −sxnx2|x|2 · · · (1− s x

2
n

|x|2 )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

en développant le détérminant par rapport à la niéme colonne, on obtient

Jn = (1− s x
2
n

|x|2
)Jn−1 +

n−1∑
k=1

(−1)k+n(s2xnx
2
k

|x|2
)J̃k,

où

J̃k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1− s x21
|x|2 ) · · · −sx1xk−1

|x|2
x1
|x|2 −sx1xk+1

|x|2 · · · −sx1xn−1

|x|2
... . . . ...

...
...

...
...

−sxk−1x1
|x|2 · · · (1− sx

2
k−1

|x|2 ) xk−1

|x|2 −sxk−1xk+1

|x|2 · · · −sxk−1xn−1

|x|2

−sxk+1x1
|x|2 · · · −sxk+1xk−1

|x|2
xk+1

|x|2 (1− sx
2
k+1

|x|2 ) · · · −sxk+1xn−1

|x|2
...

...
...

...
... . . . ...

−sxn−1x1
|x|2 · · · −sxn−1xk−1

|x|2
xn−1

|x|2 −sxn−1xk+1

|x|2 · · · (1− sx
2
n−1

|x|2 )

−sxnx1|x|2 · · · −sxnxk−1

|x|2
xn
|x|2 −sxnxk+1

|x|2 · · · −sxnxn−1

|x|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On change la colonne vj par vj − sxjvk

J̃k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 0 x1
|x|2 0 · · · 0

... . . . ...
...

...
...

...
0 · · · 1 xk−1

|x|2 0 · · · 0

0 · · · 0 xk+1

|x|2 1 · · · 0
...

...
...

...
... . . . ...

0 · · · 0 xn−1

|x|2 0 · · · 1

0 · · · 0 xn
|x|2 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
8



et on développe par rapport à la nième ligne on obtient

J̃k = (−1)(n+k−1) xn
|x|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ainsi

J̃k = (−1)(n+k−1) xn
|x|2

Jn = (1− s x
2
n

|x|2
)Jn−1 −

n−1∑
k=1

(s2x
2
nx

2
k

|x|2
).

Alors si
J1 = (1− s x

2
n

|x|2
),

on a

J2 = (1− s x
2
n

|x|2
)J1 − (s2x

2
nx

2
1

|x|2
)

= (1− s x
2
1

|x|2
− s x

2
2

|x|2
)

= (1− s).

Par récurrence on déduit que

Jn = (1− s x
2
n

|x|2
)Jn−1 −

n−1∑
k=1

(s2x
2
nx

2
k

|x|2
)

= (1− s x
2
n

|x|2
)(
n−1∑
k=1

s
x2
k

|x|2
)−

n−1∑
k=1

(s2x
2
nx

2
k

|x|2
)

= (1−
n∑
k=1

s
x2
k

|x|2
)

= (1− s).

Maintenant, pour tout fonction u définie sur Rn\B, on désigne u?s la fonction
définie sur B? par

∀x ∈ B?, u?s(x) = u(T−1
s (x)) = u(Ts′(x)).
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Lemme 3. Soient s > 1 et β deux nombres réels et u une fonction mesurable
définie sur Rn\B. On pose

β? = −s
′

s
β − s′n

p
.

Alors ; l’application u 7→ u?s est un isomorphisme entre
1. H0,p

β (Rn\B) et G0,p
β? (B?).

2. H1,p
β (Rn\B) et G1,p

β? (B?).

3. U1,p
β,ε (Rn\B) et V 1,p

β?,− s′
s
ε
(B?).

Démonstration. – Soit u ∈ H0,p
β (Rn\B) par un changement de variable

y = Ts(x) et grâce à (1.1) on trouve :∫
Rn\B

|x|βp|u(x)|pdx =

∫
B?

(|y|1−s′)βp|u?s(y)|p|1− s′||y|−ns′dy

=

∫
B?
|y|(1−s

′)β−n
p
s′ |u?s(y)|p|1− s′|dy

=

∫
B?
|y|β?|u?s(y)|p|1− s′|dy,

avec β? = (1− s′)β − n
p
s′.

– La preuve de (2) découle des inégalités suivantes ;

|x|s|∇xu(x)| ≤ c1|∇yu
?
s(y)|, |y|s′|∇yu

?
s(y)| ≤ c2|∇xu(x)|, (1.2)

En effet,

∂iu =
n∑
j=1

∂ju
?
s∂iyj

=
n∑
j=1

∂ju
?
s(δij − sxixj|x|2)|x|−s.

On conclut donc que

|x|s|∇xu| =

 n∑
i=1

(
n∑
j=1

(δij − sxixj|x|−2)∂ju
?
s

)2
 1

2

.
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D’autre part, d’après l’équivalence des normes dans les espaces de di-
mensions finies, il existe une constante c1 > 0 telle que

|x|s|∇xu| ≤ c1

n∑
i=1

|
n∑
j=1

(δij − sxixj|x|−2)∂ju
?
s|

≤ c1

n∑
i=1

n∑
j=1

(1 + s)|∂ju?s|

≤ (1 + s)c1

n∑
i=1

(
n∑
j=1

|∂ju?s|2)
1
2 (

n∑
j=1

1)
1
2

≤ c2|∇yu
?
s|.

De plus, soit u ∈ H1,p
β (Rn\B) alors ;{

u ∈ H0,p
β (Rn\B)

w(x) = ∇xu ∈ H0,p
β+1(Rn\B)

⇒

{
u?s ∈ H

0,p
β? (B?)

w? ∈ H0,p
(β+1)?

(B?)

de (1.2) on déduit que{
u?s ∈ H

0,p
β? (B?)

∇yu
?
s ∈ H

0,p
(β+1)?+s

(B?)

et par un calcule simple on trouve

(β + 1)? + s = β? + 1,

d’où
u?s ∈ H

1,p
β? (B?).

Réciproquement, si u?s ∈ H
1,p
β? (B?), grâce à (1.2), u ∈ H1,p

β (Rn\B)

– Finalement, si u ∈ U1,p
β,ε (Rn\B) alors,{

w = ∇u ∈ H0,p
β+1(Rn\B)

u ∈ H0,p
β−ε(Rn\B)

⇒

{
w? ∈ G0,p

(β+1)?(B
?)

u?s ∈ G
0,p
(β−ε)?(B

?)
.

Utilisant (1.2), on déduit que{
∇u?s ∈ G

0,p
β?+1(B?)

u?s ∈ G
0,p
(β−ε)?(B

?)
⇒

{
∇u?s ∈ G

0,p
β?+1(B?)

u?s ∈ G
0,p

(β?−ε s′
s

)
(B?) ,

d’où u?s ∈ V
1,p

β?,− s′
s
ε
(B?).
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La fin de la démonstration du théoréme 1 nécessite le lemme suivant (voir
[29]).

Lemme 4. (Maz’ya et Plameneveskii.) Soit γ un réel et on pose

θ = γ + 1 +
n

p

1. Si θ < 0 ou si θ > 1, alors les espaces V 1,p
γ,−1(B?) et G1,p

γ (B?) coincident
algébriquement et topologiquement.

2. Si 0 < θ < 1, alors V 1,p
γ,−1(B?) = G1,p

γ (B?)⊕ R.

Revenant à la démonstration du Théoréme 1. Choisissant s = ε + 1 et
γ = α? dans le lemme 3, il en résulte que l’application u 7→ u?s est un
isomorphisme entre

– U1,p
α,ε (Rn\B) et V 1,p

α?,− s′
s
ε
(B?) = V 1,p

α?,−1(B?).

– H1,p
α (Rn\B) et G1,p

α? (B?).
Par une application directe du lemme 4 avec

θ = α? + 1 +
n

p
= 1− δ

ε

on conclut que

U1,p
α,ε (Rn\B) = H1,p

α (Rn\B) si θ < 0 ou θ > 1

et
U1,p
α,ε (Rn\B) = H1,p

α (Rn\B)⊕ R si 0 < θ < 1.

1.2.1 Comparaison des espaces Um,p
α,ε (Rn) et Hm,p

α (Rn)

Théorème 2. Soit m ≥ 1 un entier, α et ε deux nombres réels tels que ε > 0.
on suppose que {−δ, ε− δ} ∩ {0, ...,m− 1} = ∅, où δ = α+ n

p
. On définit les

nombres entiers `, r et l’ensemble A comme suit

` = −E(δ), r = E(ε− δ), A = {k ∈ [[0,m− 1]] | ` ≤ k ≤ r}.

Alors ; l’identité suivante est vérifiée algébriquement et topologiquement

Um,p
α,ε (Rn) = Hm,p

α (Rn)⊕k∈A Hk, (1.3)

où pour chaque k ≥ 0, Hk désigne l’espace des polynômes homogènes de degré
k.
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Remarque 1. L’identité (1.3) reste valable lorsqu’on remplace Um,p
α,ε (Rn) et

Hm,p
α (Rn) par Um,p

α,ε (Ω) et Hm,p
α (Ω) respectivement, avec Ω l’extérieur d’un

domaine borné ou le demi-espace.

Remarque 2. Donnons quelques précisions sur l’identité (1.3). On peut dis-
tinguer trois cas :

– Si δ < −(m− 1) ou δ > ε ou ` > r, alors, A = ∅ et

Um,p
α,ε (Rn) = Hm,p

α (Rn).

– Si −(m− 1) < δ < ε− (m− 1), alors A = {max(`, 0), ...,m− 1} et

Um,p
α,ε (Rn) = Hm,p

α (Rn)⊕Hmax(`,0) ⊕ ...⊕Hm−1.

– Si ε− (m− 1) < δ < ε et ` ≤ r, alors A = {`, ..., r} et

Um,p
α,ε (Rn) = Hm,p

α (Rn)⊕H` ⊕ ...⊕Hr.

Démonstration. On distingue les trois cas
cas 1 : δ < −(m− 1) ou δ > ε

Soit u ∈ Um,p
α,ε (Rn\B). On montre par récurrence que

|x|α+|µ|∂µu ∈ Lp(Rn\B),∀|µ| ≤ m− 1.

Puisque u ∈ Um,p
α,ε (Rn\B), on a

|x|α+|µ|−ε∂µu ∈ Lp(Rn\B), ∀|µ| ≤ m− 2, (1.4)
|x|α+|µ|−ε∂µu ∈ Lp(Rn\B), ∀|µ| = m− 1, (1.5)
|x|α+|µ|∂µu ∈ Lp(Rn\B), ∀|µ| = m, (1.6)

Posons vµ = ∂µu pour chaque µ tel que |µ| = m− 1. On a

vµ ∈ U1,p
α+m−1,ε(Rn\B).

D’après le Théorème 1 on déduit que

vµ ∈ H1,p
α+m−1(Rn\B),

c’est-à-dire,

|x|α+|µ|∂µu ∈ Lp(Rn\B), ∀|µ| = m− 1 (1.7)
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. Prenons maintenant vµ = ∂µu pour µ tel que |µ| = m − 2. D’après
(1.7) et (1.4) on a

|x|α+m−2−εvµ ∈ Lp(Rn\B)
et
|x|α+m−1∂ivµ ∈ Lp(Rn\B) ∀i ≤ n

.

Ce qui implique vµ = ∂µu ∈ U1,p
α+m−2,ε(Rn\B). Tenant compte du Théo-

rème 1, on obtient
vµ = ∂µu ∈ H1,p

α+m−2(Rn\B) on trouve

|x|α+|µ|∂µu ∈ Lp(Rn\B), ∀|µ| = m− 2. (1.8)

Ensuite, par récurrence sur |µ| on montre que vµ ∈ H1,p
α+|µ|(R

n\B) pour
chaque µ tel que 0 ≤ |µ| ≤ m−1. Ainsi, u ∈ Hm,p

α (Rn\B). La continuité
de l’inclusion Um,p

α,ε (Rn\B)↪→Hm,p
α (Rn\B) découle de la démonstration

.
cas 2 : −(m− 1) < δ < ε− (m− 1)

Soit u ∈ Um,p
α,ε (Rn\B) et soit

vµ = ∂µu pour chaque µ tel que |µ| = m− 1. On a

vµ ∈ U1,p
α+m−1,ε(Rn\B).

Puisque
0 < δ + (m− 1) < ε,

il existe, d’après le Théorème 1, une fonction wµ ∈ H1,p
α+m−1(Rn\B) et

une constante cµ ∈ R tel que

vµ = wµ + cµ. (1.9)

Sachant que les polynômes de degré i tel que i ≤ ε− δ appartiennent à
l’espace Um,p

α,ε (Rn\B) on conclut qu’il existe un polynôme p(m−1) ∈ Hm−1

tel que ∂µp(m−1) = cµ. On pose u(m−1) = u − p(m−1), on peut conclure
de (1.9) que

∂µu(m−1) = wµ ∈ H1,p
α+m−1(Rn\B), ∀|µ| = m− 1,

c’est à dire,

|x|α+m−1∂µu(m−1) ∈ Lp(Rn\B), (1.10)
|x|α+m∂i∂

µu(m−1) ∈ Lp(Rn\B), ∀i ≤ n (1.11)
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Ainsi
∂µu(m−1) ∈ H0,p

α+m(Rn\B), ∀|µ| = m

et de (1.4) et (1.10) on a

u(m−1) ∈ Um−1,p
α,ε (Rn\B). (1.12)

Maintenant, si η est un multi-indice tel que |η| = m−2, on peut déduire
que

∂ηu(m−1) = ∂ηu− ∂ηp(m−1) ∈ U1,p
α+m−2,ε(Rn\B),

et de (1.10) pour chaque i ≤ n,

∂i∂
ηu(m−1) ∈ H0,p

α+m−1(Rn\B).

En outre d’après (1.11),

∂i∂j∂
ηu(m−1) = ∂i∂j∂

ηu ∈ H0,p
α+m(Rn\B),

Appliquant le Théorème 1 avec −1 ≤ δ +m− 2 ≤ ε− 1 ≤ ε
(0 ≤ δ + m − 2 ≤ ε − 1 ≤ ε ou δ + m − 2 ≤ 0), on déduit qu’il existe
une constante cη ∈ R et une fonction wη ∈ H1,p

α+m−2 tels que

∂ηu(m−1) = wη + cη.

Soit p(m−2) ∈ Hm−2 tel que ∂ηp(m−2) = cη pour tout |η| = m− 2.
Pour u(m−2) = u(m−1) − p(m−2) alors

u(m−2) ∈ Um−2,p
α,ε (Rn\B),

et
∂µu(m−2) ∈ H1,p

α+m−1(Rn\B), ∀|µ| = m− 1.

De même si η = m− k on peut montrer que

u(m−k) = u(m−k−1) − p(m−k)

u(m−k) ∈ Um−k,p
α,ε (Rn\B)

∂µu(m−k) ∈ Hk,p
α+m−k(R

n\B), ∀|µ| = m− k.

Par réccurence, on prouve qu’il existe une famille des fonctions poly-
nomiales (p(i))0≤i≤m−1 telles que
– Pour i ≤ m− 1, p(i) ∈ Hi,
– u(0) = u−

∑m−1
i=0 p(i) ∈ Hm,p

α (Rn\B).

Notant que les polynômes p(i) de degré i satisfaisants i < −α− n
p

= −δ
appartiennent à Hm,p

α (Rn\B) .
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Cas 3 : ε− (m− 1) < δ < ε
D’une façon similaire au cas précédent, on peut avoir que−k < ε+m−k
c’est à dire on distingue les cas 0 < δ+m− k < ε ou δ+m− k > ε ou
δ +m− k ≤ 0. Ainsi, cµ est nul si |µ| > r ou |µ| < `.

1.3 Généralisation. EspacesHm,p(a;Rn) etHm,p(a?;Rn)

Maintenant, on va généraliser le théoréme 2. Soit un entier m ≥ 0, on
désigne par Am l’ensemble de toutes les applications de {0, ...,m} dans R.
Pour chaque élément a ∈ Am on peut associer l’espace Hm,p(a;Rn) composé
de toutes les distributions u définies sur Rn et satisfaisant

∀|µ| ≤ m, 〈x〉a(|µ|)∂µu ∈ Lp(Rn).

On associe à chaque application a ∈ Am une autre application a? ∈ Am

définie par

∀i ≤ m, a?(i) = i+ max
i≤j≤m

a(j)− j. (1.13)

On a les propriétés suivantes
– a?(m) = a(m),
– Pour i < m,

a?(i) = max(a(i), a?(i+ 1)− 1). (1.14)

Donc, a? satisfait l’inégalité suivante

∀i < m, a?(i) ≥ a?(i+ 1)− 1. (1.15)

En effet , si

max
i≤j≤m

a(j)− j = a(i)− i alors a?(i) = a(i),

sinon

max
i≤j≤m

a(j)− j = max
i+1≤j≤m

a(j)− j

= a?(i+ 1)− (i+ 1).

Substituant dans (1.13)

a?(i) = a?(i+ 1)− 1
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– a ≤ a?.
il en résulte que

Hm,p(a?;Rn)↪→Hm,p(a;Rn). (1.16)

Le tableau 1.1 comporte un exemple de a et a?.

|µ| 0 1 2 3 4
a(|µ|) 0 3 1 1 4
a?(|µ|) 2 3 2 3 4

Table 1.1 – Exemple de a et a?.

Notre but maintenant est de comparer les deux espaces Hm,p(a?;Rn) et
Hm,p(a;Rn).
Tout d’abord, on va comparer a et a?.

Lemme 5. Soit m ≥ 1 un entier et a ∈ Am. Alors, a? = a si et seulement
si

∀i < m, a(i) ≥ a(i+ 1)− 1. (1.17)

Démonstration. Supposons que a? = a alors a?(i) = a(i), ∀i < m d’après
(1.15)

∀i < m, a(i) ≥ a(i+ 1)− 1.

Si ∀i < m, a(i) ≥ a(i+ 1)− 1 alors ∀i < m, a(i)− i ≥ a(i+ 1)− (i+ 1)
cela implique que

a(i)− i ≥ max
i+1≤j≤m

a(j)− j ⇒ a(i) ≥ [(i+ 1) + max
i+1≤j≤m

a(j)− j]− 1,

d’après (1.14) , a?(i) = a(i) .

1.3.1 Théorème de comparaison entre
Hm,p(a;Rn) et Hm,p(a?;Rn).

Théorème 3. Soit m ≥ 0 un entier et supposons que

∀0 ≤ i ≤ m− 1, a(i) +
n

p
> 0.

Alors ; l’identité suivante est vérifiée algébriquement et topologiquement

Hm,p(a;Rn) = Hm,p(a?;Rn). (1.18)
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Avant de démontrer le théoréme, on va voir un exemple pour expliquer
que le théoréme 2 est une généralisation du théoréme 1

Exemple 1. Considérons l’espace des distributions u qui satisfait aux condi-
tions

u ∈ Lp(Rn), 〈x〉3∇u ∈ Lp(Rn)n, (1.19)

et

〈x〉∂µu ∈ Lp(Rn) ∀|µ| = 2 ou 3, 〈x〉4∂µu ∈ Lp(Rn) ∀|µ| = 4. (1.20)

Cet espace est exactement H4,p(a;Rn) où a est l’application donnée dans le
tableau 1.1. Le même tableau contient a?. Il signifie que chaque fonction u
satisfaisant les coonditions (1.19) et (1.20) vérifie

〈x〉2∂µu ∈ Lp(Rn) ∀|µ| = 0 ou 2, 〈x〉3∂µu ∈ Lp(Rn) ∀|µ| = 3.

Démonstration. La premiére étape consiste à introduire la notation suivante :
pour deux applications b, c ∈ Am, on pose

∂(b, c) = max{i ≤ m | b(i) 6= c(i)}

(par convention max ∅ = −∞).
Soit a ∈ Am. Considérons la suite a0, a1, ... de Am définie comme suit :

a0 = a et

∀k ≥ 0, ∀i ≤ m, ak+1(i) =

{
ak(i) si i < ∂(a?k, ak)
a?k(i) sinon

=

{
ak(i) si i 6= ∂(a?k, ak),
a?k(i) si i = ∂(a?k, ak).

On pose
tk = ∂(a?k, ak) < m.

On a les propriétés suivantes :
– Pour tout k ≥ 0, ak(m) = a(m).
Cela découle directement de la propriété a?(m) = a(m) donc ∀k ≤ m,
∂(a?k, ak) 6= m.

– ∀k ≥ 0, a?k+1 = a?k = a?.

On démontre cela par récurrence. Soit k ≥ 0. On a a?k+1(m) = a?k(m) =
a(m). Supposons que a?k+1(i) = a?k(i) pour i ≤ m. Alors, on utilise
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(1.14) et (1.15) :

a?k+1(i− 1) = max(ak+1(i− 1), a?k+1(i)− 1)

=

{
max(ak(i− 1), a?k+1(i)− 1) si i− 1 6= ∂(a?k, ak)
max(a?k(i− 1), a?k(i)− 1) sinon

=

{
max(ak(i− 1), a?k(i)− 1) si i− 1 6= ∂(a?k, ak)
max(a?k(i− 1), a?k(i)− 1) sinon

= a?k(i− 1).

d’où, a?k+1 = a?k.
– La suite finie (tk)0≤k≤k0 est strictement décroissante dans N ∪ {−∞}.

Cela est directe, d’après la définition de ak+1 et a?k+1 = a?k on conclut
que ∂(a?k+1, ak+1) < ∂(a?k, ak).

– Il existe un entier k0 ≥ 0 tel que tk = −∞ pour k ≥ k0 (ainsi ak0 = a?)
et tk ≥ 0 si 0 ≤ k < k0.

Puisque la suite finie (tk)0≤k≤k0 est décroissante, on peut écrire

∀k ≥ 0, ∀i ≤ m, ak+1(i) =


a?(i) = a(i) si i > t0,
a?(i) si tk ≤ i ≤ t0,
ak(i) si 0 ≤ itk

– Si k < k0, alors tk = ∂(ak, a
?
k) = ∂(ak, a

?) ≥ 0 et

ak+1(tk) = a?k(tk) = max(ak(tk), a
?
k(tk + 1)− 1)

= a?k(tk + 1)− 1

= a?(tk + 1)− 1

= ak(tk + 1)− 1. (1.21)

Soit ` ≥ 0 le plus petit entier tel que ak = a? pour tout k ≥ `. Un tel entier
existe puisque ∂(a?, ak+1) < ∂(a?, ak) si ∂(a?, ak) ≥ 0.

Maintenant, soit u un élément de Hm,p(a;Rn) = Hm,p(a0;Rn). Alors ;

|x|a(|µ|)∂µu ∈ Lp(Rn\B), ∀|µ| ≤ m

et en particulier si a?0 6= a0 (i. e. t0 ≥ 0) on a

|x|a(t0)∂µu ∈ Lp(Rn\B),∀|µ| = t0

|x|a(t0+1)∂µu ∈ Lp(Rn\B), ∀|µ| = t0 + 1.

19



On pose ε = a1(t0)− a0(t0) = a?0(t0)− a0(t0), d’après (1.21) on a

|x|a1(t0)−ε∂µu ∈ Lp(Rn\B),∀|µ| = t0

|x|a1(t0)+1∂µu ∈ Lp(Rn\B), ∀|µ| = t0 + 1,

donc ∂µu ∈ U1,p
a1(t0),ε(R

n) et d’après le théorème 1 on trouve

∂µu ∈ H1,p
a1(t0)(R

n).

D’où u ∈ Hm,p(a1; Rn) (cela d’après la définition de a1 ).

Par récurrence, On déduit que u ∈ Hm,p(ak; Rn) pour tout k ≥ 0.

Les conséquences de ce théorème seront explorées dans un article en pré-
paration par T. Boulmezaoud.
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Chapitre 2

Equations de Navier-Stokes en présence d’un obstacle
tournant

Article soumis.



Chapitre 2

Equations de Navier-Stokes en
présence d’un obstacle tournant

On s’intéresse dans ce chapitre à un problème d’existence de solutions à
une équation de Navier-Stokes stationnaire en présence d’un terme de rota-
tion. Le cadre fonctionnel utilisé est celui des espaces à poids.

2.1 Introduction
On propose dans ce chapitre l’étude de l’équation de Navies-Stokes dans

l’éspace R3 tout entier donné par

−ν∆u + u .∇u .+ v∞.∇u+ (ω × x).∇u − ω × u +∇π = f dans R3,
divu = 0 dans R3,

(2.1)
où u , π désignent respectivement la vitesse et la pression, v∞ est la vitesse
prescrite de translation et ω désigne la vitesse angulaire.
Le produit ω × a est le produit vectoriel dans R3

L’une des difficultés dans l’étude du système (2.1) est la description du
comportement asymptotique de la solution à l’infini.
Parmis les approches proposées pour surmonter cette difficulté, on peut ci-
ter l’utilisation des espaces de Sobolev à poids. Cette approche consiste à
chercher des solutions vérifiant les conditions de la forme

∫
R3

(|x|2 + 1)k|u(x)|2 < +∞,
∫
R3

(|x|2 + 1)k+1|∇u(x)|2 < +∞, (2.2)

21



et ∫
R3

(|x|2 + 1)k+1|π(x)|2 < +∞. (2.3)

Elle a été appliquée avec succcés aux équations de Stokes (pour v∞ = 0,
ω = 0) dans tout l’espace (voir, e. g., [12], [21], [1], [2]), et dans des domaines
extérieurs (voir, e. g., [22], [1], [2], [15]) ausssi dans le demi-espace (see e. g.,
[6], [7] et [8]).
Cependant, peu de résultats sont disponibles concernant le système (2.1)
lorsque le corps est en rotation (ω 6= 0). Dans [16, 18], les auteurs ont démon-
tré l’existence d’une solution faible (u , π) ∈ L1

loc(R3)3 × L1
loc(R3) satisfaisant

‖%∇2u‖Lq(R3)3 + ‖%∇π‖Lq(R3)3 < +∞, (2.4)
pour certaines fonctions poids appropriées .
Hishida [24] a cherché une solution qui satisfait l’inégalité

‖∇u‖Lq(R3)n + ‖π‖Lq(R3) < +∞. (2.5)
Ce résultat est généralisé dans Farwig et Hichida [16] qui ont prouvé l’exis-

tence de la solution dans les espaces de Lorentz . On peut aussi mentionner
le travail de Galdi [19] dans lequel la solution (u , π) existe et satisfait

〈x〉|u(x)|+ 〈x〉2(|∇u(x)|+ |π(x)|) + 〈x〉3|∇π(x)| ≤ C, m . p. p

Dans ce chapitre, on s’intéresse au problème d’existence de solutions au
problème (2.1) vérifiant des conditions de la forme (2.2)+(2.3). On s’appuira
sur les résultats obtenus par Abada et Boulmezaoud [4] pour le système
linéaire associé. Ces résultats seront rappelés ultérieurement. Nous commen-
çons ici par un rappel concernant les espaces utilisés.

2.2 Cadre fonctionnel. Rappels sur les espaces
à poids.

On conserve quelques notations du chapitre précédent. Ainsi, n sera un
entier naturel non nul. Pour tout point x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, on note

|x| = (x2
1 + · · ·+ x2

n)1/2, 〈x〉 = (1 + |x|2)1/2.

Lp(Rn) désignera l’espace usuel des fonctions mesurable telles que∫
Ω

|u|pdx <∞.

et doté de sa norme habituelle.
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Définition 2 (voir [23]). Soient α ∈ R, p ∈ R avec 1 < p <∞, m ∈ N et Ω
un ouvert de Rn. On note Wm,p

α (Ω) l’espace de Sobolev à poids défini par

Wm,p
α (Ω) = {u ∈ D ′(Ω)/〈x〉α−m+λ∂λu ∈ Lp(Ω); |λ| ≤ m}.

et doté de la norme

‖u‖Wm,p
α (Ω) = (

∑
λ≤m

‖〈x〉α−m+|λ|∂λu‖p
LP (Rn)

)1/p.

Cette définition n’a d’intêret par rapport à celle des espaces de Sobolev
usuels que si l’ouvert Ω est non borné. Sinon l’espace Wm,p

α (Ω) coincide algé-
briquement et topologiquement avec Wm,p(Ω), l’espace de Sobolev habituel.
En conséquence, on observe que quand Ω est non borné, toutes les propriétés
des fonctions appartenant à Wm,p

α (Ω) coincident localement avec les proprié-
tés des fonctions appartenant à Wm,p(Ω).

On donne maintenant quelques propriétés des espaces Wm,p
α (Ω)

1. W 0,p
0 (Ω) = LP (Ω).

2. Wm,p
α (Ω) est un espace de Banach pour la norme ci-dessus.

3. Wm,p
α (Ω) ↪→ Wm−1,p

α−1 (Ω) ↪→ Wm−2,p
α−2 (Ω) ↪→ ..... ↪→ W 0,p

α−m(Ω)
(↪→ signifie inclusion avec injection continue).

4. Pour ϕ ∈ D(Ω) (ϕ restriction à Ω d’une fonction de D(Rn) ) l’applica-
tion. u→ ϕu est linéaire et continue de Wm,p

α (Ω) dans Wm,p(Ω).

5. Dans le cas p = 2, Wm,2
α (Ω) est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire.
(u, v)Wm

α (Ω) =
∑
λ≤m

∫
Ω

〈x〉2(α−m+λ)∂λu∂λvdx

On note simplementWm
α (Ω) l’espaceWm,2

α (Ω) (p, égal 2 ici, est enlevé).

6. Pour α, β ∈ R, m ∈ Z l’application

Wm,p
α (Rn) → Wm,p

α−β(Rn)

u → 〈x〉βu
est un isomorphisme.

7. Pour α, β ∈ R, m ∈ Z l’application

Wm,p
α (Rn) → W

m−|λ|,p
α−β (Rn)

u → 〈x〉β∂λu
est linéaire continue.
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8. En notant Pk l’espace des polynômes de degré inférieur ou égal à k (
avec la convention Pk = {0} pour k < 0), on montrer si

n

p
+ α 6∈ {i ∈

Z; i ≤ m} alors P[m−n/p−α] est l’espace de tous les polynômes inclus
dans Wm,p

α (Rn).

On a le résultat de densité suivant

Théorème 4. ([23]) D(Rn) est dense dans Wm,p
α (Rn).

Le dual de l’espace Wm,p
α (Rn) sera noté W−m,p′

−α (Rn). Ainsi,

W−m,p′
−α (Rn) = (Wm,p

α (Rn))′, où
1

p
+

1

p′
= 1

Dans la suite, pour m ∈ N, 1 < p < ∞ et α, p ∈ R on considérera la
semi-norme définie sur Wm,p

α (Ω) par

|u|Wm,p
α (Ω) = (

∑
|λ|=m

‖〈x〉αDλu‖p)1/p.

On considérera aussi la norme de l’espace quotient Wm,p
α (Rn)/P[m−n/p−α]

donnée par
[u]Wm,p

α (Rn) = inf
Q∈P[m−n/p−α]

‖u+Q‖Wm,p
α (Rn).

Le théorème suivant joue un rôle fondamental dans l’étude de problèmes
associés au Laplacien. Il s’agit d’une extension des inégalités de Poincaré
quand α = 0.

Théorème 5. ([3]) Soit un entier m ≥ 1 et un réel p ∈]1,∞[ tel que
n

p
6∈ {1, ...,m}. Alors, il existe une constante C > 0 ne dépendant que

de m, n et p telle que

∀u ∈ Wm,p
0 (Rn), [u]Wm,p

0 (Rn) ≤ C|u|Wm,p
0 (Rn)

Corollaire 1. Soit un entierm ≥ 1 et un réel p ∈]1,∞[ tel que
n

p
6∈ {1, ...,m}.

Les deux normes [u]Wm,p
0 (Rn) et |u|Wm,p

0 (Rn) sont équivalentes dans W
m,p
0 (Rn).

Maintenant on va rappeler quelques résultats concernant les opérateurs dif-
férentiels ∇, div et ∆ dans les espaces non bornés.
On renvoie aux travaux de Hanouzet [23], Giroire [20] et Amrouche et al. [3]
pour plus de détails.
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– Soit n ≥ 3, l’opérateur

A =
∑
|λ|≤2

〈x〉|λ|aλ∂λ,

tel que
aλ ∈ C∞(Rn) ∩ L∞(Rn)

∃δ tel que , ∀ξ ∈ Cn, ∀x ∈ Rn : Re(
∑
|i|=|j|=1

aijξiξj) ≥ δ|ξ|2

et
∀µ ∈ N , ∃C > 0 ; |∂µaλ| ≤ C〈x〉−|µ|.

Alors A est un isomorphisme de W k
k (Rn) sur W k−2

k−2 (Rn), ∀k ≥ 1.

– Si n
p
6= 1, les opérateurs

∇ : W 1,p
0 (Rn)/P[1−n/p] −→ Lp(Rn)⊥Hp′

et
div : Lp

′
(Rn)/Hp′ −→ W−1,p′

0 (Rn)/P[1−n/p]

sont des isomorphismes ; où Hp = {v ∈ Lp; divv = 0} et 1
p

+ 1
p′

= 1.

– Soient m ∈ Z et p un nombre réel appartenant à [1,∞[

1. Pour tout l ∈ N∗ tel que n
p
/∈ {1, ..., l + 1}, les opérateurs

∆ : W 1+m,p
−l+m (Rn)/P∆

[l+1−n/p] −→ W−1+m,p
−l+m (Rn),

∆ : W 1+m,p′

l+m (Rn) −→ W−1+m,p′

l+m (Rn)⊥P∆
[l+1−n/p]

sont des isomorphismes.

2. Si n
p
6= 1 et n

p′
6= 1, Alors l’opérateur

∆ : W 1+m,p
m (Rn)/P[1−n/p] −→ W−1+m,p

m ⊥P[1−n/p′]

est un isomorphisme.
– Soit l ≥ 0 un entier tel que n

p′
/∈ {1, ..., l}, les opérateurs de Laplace

∆ : W 2,p
l (Rn)/P[2−l−n/p] −→ W 0,p

l (Rn)⊥P∆
[l−n/p′],

∆ : W 1,p
l (Rn)/P[1−l−n/p] −→ W−1,p

l (Rn)⊥P∆
[1+l−n/p′],

∆ : W 2,p′

−l (Rn)/P∆
[2−l−n/p′] −→ W 0,p′

−l (Rn)⊥P∆
[1−n/p′]

sont des isomorphismes.
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Dans ces résultats concernant le Laplacien, les cas où les conditions du
type

n

p
/∈ {1, ..., l + 1}

ne sont pas réalisées (c’est-à-dire quand par exemple n
p
∈ {1, ..., l+ 1}), sont

considérés comme des cas critiques. Les résultats ci-dessus peuvent être éten-
dus à ces cas, pourvu que les espaces soient légérement modifiés en y injectant
des poids logarithmiques. Bien que cette extension ne soit pas utile dans le
présent chapitre, elle le sera partiellement dans le dernier chapitre . Sans trop
détailler, cela peut se faire de la maniére qui suit (voir [3]).

Soit la fonction poids

lg(|x|) = ln(2 + |x|2)

et soient α, β et p des nombres réels avec p ∈]1,∞[. On définit l’espace de
Sobolev à poids Wm,p

α,β (Rn)

Wm,p
α,β (Rn) = {u ∈ D ′(Rn);

∀ 0 ≤ |λ| ≤ k, 〈x〉α−m+|λ|(lg|x|)β−1∂λu ∈ Lp(Rn)

∀k + 1 ≤ |λ| ≤ k, 〈x〉α−m+|λ|(lg|x|)β∂λu ∈ Lp(Rn)},

tel que

k = k(m,n, p, α) =

{
−1 si n

p
+ α 6∈ {1, ...,m}

m− n
p
− α si n

p
+ α ∈ {1, ...,m} .

On note sa norme par

‖u‖Wm,p
α,β (Rn) = (

∑
0≤|λ|≤k

‖〈x〉α−m+|λ|(lg|x|)β−1∂λu‖pLp(Rn)∑
k+1≤|λ|≤m

‖〈x〉α−m+|λ|(lg|x|)β∂λu‖pLp(Rn))
1/p.

Cet espace est un espace de Banach réflexif. Toutes les propriétés de l’espace
Wm,p
α,β (Rn) coincident localement avec les propiétés de l’espace Wm,p(Rn).

Remarque 3. Si
n

p
+ α 6∈ {1, 2, ...,m} et β = 0 l’espace Wm,p

α,0 (Rn) coincide

avec l’espace Wm,p
α (Rn) ; autrement dit la définition de l’espace Wm,p

α,β (Rn) est
une généralisation de la définition de Wm,p

α (Rn).

Donnons dans la suite quelques propriétés de cet espace
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– Si
n

p
+ α 6∈ {1, 2, ...,m} on a

Wm,p
α,β (Rn) ↪→ Wm−1,p

α−1,β (Rn) ↪→ Wm−2,p
α−2,β (Rn) ↪→ ..... ↪→ W 0,p

α−m,β(Rn)

– Si
n

p
+ α = i ∈ {1, 2, ...,m} on a

Wm,p
α,β (Rn) ↪→ ... ↪→ Wm−i+1,p

α−i+1,β (Rn) ↪→ Wm−i,p
α−i,β−1(Rn) ↪→ ..... ↪→ W 0,p

α−m,β−1(Rn)

– ∀u ∈ Wm,p
α,β (Rn) et λ ∈ Nn avec |λ| ≥ 0, Dλu ∈ Wm−|λ|,p

α,β (Rn)
– L’espace D(Rn) est dense dans Wm,p

α,β (Rn) pour tout m ∈ N et ∀α, β ∈
R.

– Pour α, β et δ dans R et m ∈ N l’application

Wm,p
α,β (Rn) −→ Wm,p

α,β−δ(Rn)

u −→ (lg|x|)δu

est un isomorphisme.
– Si

n

p
+ α 6∈ {1, ...,m} , pour tout γ ∈ R tel que

n

p
+ α− γ 6∈ {1, ...,m}

l’application

Wm,p
α,β (Rn) −→ Wm,p

α−γ,β(Rn)

u −→ 〈x〉γu
est un isomorphisme.

L’espace dual de Wm,p
α,β (Rn) est un espace de distributions noté par

W−m,p′
−α,−β(Rn) = (Wm,p

α,β (Rn))′, où
1

p
+

1

p′
= 1.

Soit maintenant q un nombre défini comme suit

q =


m−

(
n
p

+ α
)
− 1, si


n
p

+ α ∈ {1, ...,m} et (β − 1)p ≥ −1

ou
n
p

+ α ∈ {i ∈ Z, i ≤ 0} et βp ≥ −1[
m−

(
n
p

+ α
)]
, sinon

Pq est l’ensemble de touts Les polynômes appartenant à Wm,p
α,β (Rn).

On définit la semi norme de Wm,p
α,β (Rn)

|u|Wm,p
α,β (Rn) = (

∑
|λ|=m

‖〈x〉α(lg|x|)βDλu‖pLp(Rn))
1/p.
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Théorème 6. Soient α et β deux nombres réels et m ≥ 1 un entier ne
satisfaisant pas simultanement

n

p
+ α ∈ {1, ...,m} et (β − 1)p = −1.

Soit q′ = inf(q,m− 1). Alors ; il existe une constante C tel que

∀u ∈ Wm,p
α,β (Rn)/P ′

q, [u]Wm,p
α,β (Rn)/P′q

≤ C|u|Wm,p
α,β (Rn).

2.3 Le système linéaire associé
Dans [4], les auteurs ont traité le système de Navier-Stokes linéarisé en

dimensions 2 et 3 respectivement :

−ν∆u − (ω × x).∇u + ω × u +∇p = f dans Rn,
divu = 0 dans Rn,

(2.6)

où n = 2 ou n = 3. Quand n = 2, le produit ω × a , a = (a1, a2) ∈ R2, doit
être considéré au sens suivant

ω × a = |ω|(−a2, a1)T .

Il s’agit de trouver des solutions vérifiant des conditions de la forme

〈x〉k−2u ∈ Lq(Rn)n, 〈x〉k−1∇u ∈ Lq(Rn)n
2

,

〈x〉k∇2u ∈ Lq(Rn)n
3

, 〈x〉k−1p ∈ Lq(Rn),

où k est un entier prenant quelques valeurs. Les deux auteurs étudient au
même moment l’équation vectorielle sans pression

−∆v − (ω × x).∇v + ω × v = f dans Rn, (2.7)

et l’équation scalaire

∆φ+ (ω × x).∇φ = h dans Rn. (2.8)

Ces deux équations sont en effet directement liées au système (2.6).

Avant d’énoncer les résultats principaux obtenus dans [4] concernant le sys-
tème linéaire (2.6), rappelons quelques définitions et propriétés des opéra-
teurs intervenant dans les deux systèmes (2.1) et (2.6).
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Considérons les opérateurs définis formellement par

Dθφ = (ω̂ × x).∇φ, L± = ∆± |ω|Dθ,

pour tout fonction scalaire φ. Ici ω̂ = ω
|ω| . On peut aussi écrire

Dθφ = ∂θφ,

où (r, θ) (resp. (r, θ, x3)) désignent les coordonnées polaires (resp. cylin-
driques) en dimension 2 (resp. 3).
Notons aussi

~Rv = −ω̂ × v + (ω̂ × x).∇v , ~L± = ∆± |ω| ~R,

pour tout champ de vecteur v , on définit l’espace à poids pour m, k ∈ Z et
1 ≤ q ≤ ∞ par

V m,q
k (R3) = {v ∈ Wm,q

k (R3)3 | Rv ∈ Wm−2,q
k (R3)3},

cet espace est muni de la norme

‖v‖Vm,qk (R3) =
{
‖v‖q

Wm,q
k (R3)3

+ ‖Rv‖q
Wm−2,q
k (R3)3

}1/q

.

.
On a quand n = 3

~Rv = O(θ)Dθ(O(θ)tv) avec O(θ) =

 cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 . (2.9)

Quand n = 3, on a les identités

curl [(ω̂ × x)× v] = −(ω̂ × x).∇v + ω̂ × v + (divv)(ω̂ × x) (2.10)

div( ~Rv) = Dθ(divv), ( ~Rv).ω̂ = Dθ(v.ω̂) (2.11)

Si φ est une fonction scalaire, alors

~R∇φ = ∇[Dθφ], ~R(φv) = φ ~Rv + (Dθφ)v. (2.12)

div( ~L±v) = L±divv, ∇(L±φ) = ~L±∇φ, ~L±(φω) = (L±φ)ω. (2.13)

On a aussi les propriétés de commutativité :
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[∆, Dθ] = 0, [F , Dθ] = 0, [∆, ~R] = 0, [F , ~R] = 0, [curl , ~R] = 0. (2.14)

où F désigne la transformation de Fourier.
Bien évidemment, l’étude des équations linéaires (2.6), (2.7) ou (2.8) né-

cessite l’étude des solutions des systèmes homogènes associés. Nous n’allons
pas exposer ici la charactérisation obtenue de ces solutions, car nous n’avons
besoin que d’un cas particulier du résultat général obtenu dans [4]. On ren-
voie donc à cette même référence pour la version la plus complète. Voici le
résultat partiel concernant le système (2.6) dont on aura besoin par la suite

Proposition 1. Soit p > 1 un réel tel que p 6∈ {3
2
, 3} et ` un entier satisfait

1− 3

p
< ` <

3

p′
.

Soit h ∈ W−1,p
` (R3)3 telle que

〈hi, 1〉 = 0 pour 1 ≤ i ≤ 3, (2.15)

Alors, le systéme

−∆v + Rv +∇r = h dans R3,
divv = 0 dans R3,

(2.16)

a une solution unique

(v, r) ∈ V 1,p
` (R3)×W 0,p

` (R3)

et

‖v‖W 1,p
` (R3)3 + ‖Rv‖W−1,p

` (R3)3 + ‖r‖W 0,p
` (R3) . ‖h‖W−1,p

` (R3)3 . (2.17)

De plus, si
h ∈ W 0,p

`+1(R3)3,

alors
(v, r) ∈ V 2,p

`+1(R3)×W 1,p
`+1(R3).
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2.4 Existence, unicité et régularité. Résultat prin-
cipal

On s’intéresse désormais à la question d’existence de solution au pro-
bléme non linéaire stationnaire (2.1). Par un changement d’échelle, on peut
se ramener au système normalisé

−∆u + u .∇u − (ω̂ × x)∇u + ω̂ × u +∇π = f (x), dans R3,
divu = 0,

(2.18)

où
ω̂ =

ω

|ω|
.

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant

Théorème 7. Soit p > 3/2, p 6= 3, et on pose k = [ 3
p′

]. Alors, il existe deux
constantes κ > 0 et c > 0 tels que pour f ∈ W−1,p

k (R3)3 satisfaisant

∀i ≤ 3, 〈fi, 1〉 = 0 (2.19)

et
‖f‖W−1,p

k (R3)3 . κ, (2.20)

il existe une unique solution faible (u, π) ∈ V 1,p
k (R3) ×W 0,p

k (R3) de (2.18)
satisfaisant

‖u‖W 1,p
k (R3)3 + ‖Ru‖W−1,p

k (R3)3 + ‖π‖W 0,p
k (R3)3 ≤ c‖f‖W−1,p

k (R3)3 . (2.21)

En outre, si
f ∈ W 0,p

k+1(R3)3,

et
p > 3,

alors
(u, π) ∈ V 2,p

k+1(R3)×W 1,p
k+1(R3).

Corollaire 1. Soit p > 3, sous les même hypothèses du théorème 7, la solu-
tion (u, π) satisfait la proriété asymptotique suivante

lim
|x|→+∞

|x|2−ε‖u(|x|, .)‖Lp(S2) = 0,

lim
|x|→+∞

|x|3−ε‖π(|x|, .)‖Lp(S2) = 0,
(2.22)

où S2 désigne la sphére unité de R3 et ε = [ k
p′

]− k
p
(0 < ε < 1).
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Démonstration. Les propriétés asymptotiques (2.22) peuvent être obtenues
facilement à partir de l’inégalité suivante, il existe une constante c > 0 telle
que pour toute u ∈ W 1,p

α (R3) et R > 0,

|x|(α−1)p+3

∫
S2

|u(|x|, .)|pdσ ≤ c

∫
|x|>R
〈x〉αp|∇u|pdx.

La démonstration du théorérme 7 nécessite quelques étapes. La première
étape consiste en quelques résultats concernant les espaces de Sobolev à poids.

2.4.1 Quelques résultats préliminaires

L’objectif de cette section est de prouver, pour une utilisation ultérieure,
des résultats sur les espaces de Sobolev à poids.
Nous supposons tout au long de la section que la dimension n ≥ 1 est arbi-
traire et n’est pas nécessairement égal à 3.

Lemme 6. Soient r > 1 et s > 1, α et β des réels. soient u ∈ W 0,r
α (Rn) et

v ∈ W 0,s
β (Rn). Alors, uv ∈ W 0,p

α+β(Rn) avec

1

p
=

1

s
+

1

r
.

Démonstration. Soit u ∈ W 0,r
α (Rn) et v ∈ W 0,s

α (Rn), en utilisant l’inégalité
de Hölder∫

Rn
|〈x〉α+βuv|pdx =

∫
Rn
|〈x〉αpup||〈x〉βpvp|dx

≤
[∫

Rn
|〈x〉αu|r]

] p
r
[∫

Rn
|〈x〉βv|s]

] p
s

,

d’où uv ∈ W 0,p
α+β(Rn).

Dans la suite si 1 < p < n, on note par p? un réel tel que

1

p?
=

1

p
− 1

n
.

Lemme 7. Soit 1 < p <∞ et α ∈ R. Alors ;
– Si p < n, W 1,p

α (Rn)↪→W 0,p?

α (Rn),
– Si p > n, W 1,p

α (Rn)↪→W 0,∞
α+n/p−1(Rn).
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Démonstration. – Supposons que p < n. On rappelle L’inégalité de So-
bolev, il existe une constante telle que

‖φ‖Lp? (Rn) ≤ c‖∇φ‖Lp(Rn), ∀φ ∈ D(Rn). (2.23)

Par densité de D(Rn) dansW 1,p
0 (Rn) , cette inégalité reste valable pour

φ ∈ W 1,p
0 (Rn). Soit u ∈ W 1,p

α (Rn) et posons v = 〈x〉αu ∈ W 1,p
0 (Rn).

L’inégalité (2.23) appliqué à v donne

‖〈x〉αu‖Lp? (Rn) ≤ c‖∇(〈x〉αu)‖Lp(Rn) ≤ c‖u‖W 1,p
α (Rn).

d’où u ∈ W 0,p?

α (Rn).
– Maintenant, supposons que p > n. On a les injections suivantes

W 1,p
α (Rn)↪→W 1,p

loc (Rn)↪→C0
loc(Rn). (2.24)

L’inégalité de Morrey dit que pour tout ϕ ∈ W 1,p(Rn), on a

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ Cr1−n/p‖∇ϕ‖Lp(B(x,2r),

pour tout x, y ∈ Rn telle que |x− y| = r ≥ 0, où

B(x, 2r) = {z ∈ Rn | |x− z | = 2r}

et C est une constante ne dépendant que de p et n et d’après (2.24)
l’inégalité reste valable lorsque u ∈ W 1,p

0 (Rn).
Soit χ une fonction C∞ satisfaisant

χ(x) =

{
1 si |x| ≤ 1,
0 si |x| ≥ 2

Considérons une fonction v ∈ W 1,p
α (Rn). On peut écrire v = v1 + v2

avec v1 = χv et v2 = (1− χ)v.
L’inégalité de Morrey appliquée à 〈x〉αv2 ∈ W 1,p

0 (Rn), avec y = 0, donne

|〈x〉αv2(x)| ≤ C1|x|1−n/p‖∇(〈x〉αv2)‖Lp(Rn)

≤ C2|x|1−n/p‖v2‖W 1,p
α (Rn).

On déduit que

|〈x〉α−1+n/pv2(x)| ≤ C2‖v2‖W 1,p
α (Rn) (2.25)

où C1, C2 sont des constantes ne dépendant que de q et n.
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D’autre part, on a toujours d’après (2.24)

|v1(x)| ≤ C‖v1‖W 1,p
α (Rn)

et puisque v1(x) = 0 pour x tel que |x| ≥ 2 ; alors

|〈x〉α−1+n/pv1(x)| ≤ C‖v1‖W 1,p
α (Rn), (2.26)

(|v1(x)| ≤ C3‖v1‖W 1,p
α (Rn), pour |x| ≤ 2).

De (2.25) et (2.26) on a

|〈x〉α−1+n/pv(x)| ≤ C‖v‖W 1,p
α (Rn).

Corollaire 2. Soit p > 1 et q > 1 tel que

0 ≤ n

q
− n

p
+ 1 < α− β. (2.27)

Alors ; W 1,p
α (Rn)↪→W 0,q

β (Rn).

Démonstration. Trois cas sont distingués
– Cas 1 : Si p > n. D’après le lemme 7 on a

W 1,p
α (Rn)↪→W 0,∞

α+n/p−1(Rn).

Supposons que u ∈ W 0,∞
α+n/p−1(Rn), alors

(∫
Rn
|〈x〉βquq|dx

)1/q

=

(∫
Rn
|〈x〉(α+n/p−1)quq〈x〉βq−(α+n/p−1)qdx

)1/q

≤ |〈x〉(α+n/p−1)u|
(∫

Rn
〈x〉βq−(α+n/p−1)qdx

)1/q

et de la condition (2.27) , on déduit que

−n/q − β + (α + n/p− 1) > 0,

d’où

W 0,∞
α+n/p−1(Rn)↪→W 0,q

β (Rn)

résulte que
W 1,p
α (Rn)↪→W 0,q

β (Rn)
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– Cas 2 : Si p < n. D’après le Lemme 7 on a

W 1,p
α (Rn)↪→W 0,p?

α (Rn). (2.28)

Soit u ∈ W 0,p?

α (Rn) , en utilisant l’inégalité de Holder pour p1 =
p?

q

et p′1 =
p?

(p? − q)
, on obtient

∫
Rn
|〈x〉βquq|dx =

∫
Rn
|〈x〉αquq〈x〉βq−αq|dx

≤
(∫

Rn
|〈x〉αquq|

p?

q dx

)q/p? (∫
Rn
〈x〉(βq−αq)(p?/(p?−q))

)(p?−q)/p?

,

d’aprés (2.27)

−n(p ∗ −q)
p∗

− (βq − αq) > 0

d’où
0 ≤ n

q
− n

p?
< α− β.

On déduit que q ≤ p? et donc

W 0,p?

α (Rn)↪→W 0,q
β (Rn), (2.29)

de (2.28) et (2.29) on a

W 1,p
α (Rn)↪→W 0,q

β (Rn).

– Cas 3 : p = n. On pose pε = p− ε et

αε = α +
n

p
− n

pε
− ε,

avec ε > 0 suffisament petit de sorte que

pε > 1 et
n

q
+ 1 >

n

pε
>
n

p
= 1.

Avec ε > 0 suffisament petit encore, on aura

β +
n

q
+ 1 < αε +

n

pε
< α +

n

p
.

Ainsi,
W 1,p
α (Rn)↪→W 1,pε

αε (Rn)↪→W 0,q
β (Rn). (2.30)
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Corollaire 3. Soient α, β, s > 1 et q > 1 quatre réels et m ≥ 1 un entier.
On suppose que

α− β > n

q
− n

s
+m > 0. (2.31)

Alors, l’injection suivante est vraie

Wm,s
α (Rn)↪→W 0,q

β (Rn). (2.32)

Démonstration. On considère les suites finies (θj)0≤j≤m, (sj)0≤j≤m et (αj)0≤j≤m
définies par

θj =
n

q
+ j(1− ε1), sj =

n

θj
, αj = β + jε2, pour 0 ≤ j ≤ m.

avec
ε1 =

1

m

(
n

q
− n

s
+m

)
> 0, ε2 =

α− β
m

> 0.

On a θm = n/s, αm = α, ε2 > ε1 > 0, grâce à la condition (2.31), et pour
tout 1 ≤ j ≤ m sj 6= n, et

0 <
n

sj−1

− n

sj
+ 1 = θj−1 − θj + 1 = ε1 < αj − αj−1 = ε2.

On a aussi 1 < s0 = q < ... < sm = s ou 1 < sm = s < ... < sq = s. D’où
W

j,sj
αj (Rn)↪→W j−1,sj−1

αj−1 (Rn) pour 1 ≤ j ≤ m.

Lemme 8. Supposons 1 < p < +∞ et p 6= n et considérons deux éléments
v et z de W 1,p

α (Rn).
– Si p > n et θ ≤ 2α + n/p− 1. Alors,

v.∇z ∈ W 0,p
θ (Rn).

En particulier

v.∇z ∈ W 0,p
α+1(Rn) (↪→W−1,p

α (Rn)) si α > 2− n/p

.
– Si n/2 < p < n et α > 2− n/p, alors

v.∇z ∈ W−1,p
α (Rn).

Dans les deux cas, on a

‖v.∇z‖W−1,p
α (Rn) . ‖v‖W 1,p

α (Rn)‖z‖W 1,p
α (Rn). (2.33)
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Démonstration. – Supposons p > n. Si v ∈ W 1,p
α (Rn) Alors, v ∈ W 0,∞

α+n/p−1(Rn),
grâce à lemme 7.
Ainsi, avec λ = α + n/p− 1, on a

‖〈x〉λv‖pL∞(Rn) < c,

d’autre part si z ∈ W 1,p
α (Rn) alors, ∇z ∈ W 0,p

α (Rn)n ce qui implique
que ∇z ∈ W 0,p

θ−λ(Rn)n ( θ < 2α + n
p
− 1 < α + λ⇒ θ − λ < α) d’où∫

Rn
〈x〉θp|v.∇z|pdx ≤ ‖〈x〉λv‖pL∞(Rn)

∫
Rn
〈x〉(θ−λ)p|∇z|p.

– Supposons maintenant que n/2 < p < n et α > 2 − n/p. d’après le
lemme 7 on a v ∈ W 0,p?

α (Rn). En utilisant l’inégalité de Hölder,∫
Rn
|〈x〉2αv.∇z|sdx ≤

[∫
Rn
|〈x〉αv|p?dx

] s
p?
[∫

Rn
|〈x〉α∇z|pdx

] s
p

résulte que v.∇z ∈ W 0,s
2α (Rn) où

1

s
=

1

p
+

1

p?
=

2

p
− 1

n
.

D’autre part, W 1,p′

−α (Rn)↪→W 0,s′

−2α(Rn), grâce au Corolaire 2. et par dua-
lité W 0,s

2α (Rn)↪→W−1,p
α (Rn) d’où

v.∇z ∈ W−1,p
α (Rn).

2.4.2 Démonstration du résultat principal

La démonstration sera réalisée au moyen du théorème du point fixe.
– Existence et unicité. Considérons les espaces suivants

V = {h ∈ W−1,p
k (R3)3 | 〈hi, 1〉 = 0 pour 1 ≤ i ≤ 3, },

H = {v ∈ W 1,p
k (R3)3 | divv = 0}.

La proposition 1, nous permet de définir l’opérateur linéaire T comme
suit

T : V → H,
h 7→ U
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où h est la fonction du second membre de l’équation linéarisée et u est
la solution de cette équation associée à h .
On déduit de la proposition 1 que l’opérateur T vérifie l’inégalité sui-
vante

∀h ∈ V, ‖T (h)‖W 1,p
k (R3)3 ≤ c1‖h‖W−1,p

k (R3)3 . (2.34)

Maintenant soit l’application K : H → H definie comme suit

∀v ∈ H, Kv = T (f − v .∇v).

L’application K est bien définie en effet,
on a k = [ 3

p′
] donc

k >
3

p′
− 1⇒ k > 3(1− 1

p
)− 1 = 2− 3

p

alors ; d’après le lemme 8 v .∇v ∈ W−1,p
k (R3) et

∀v ∈ H, ‖v .∇z‖W−1,p
k (R3) ≤ c2‖v‖W 1,p

k (R3).‖z‖W 1,p
k (R3), (2.35)

et en particulier

∀v ∈ H, ‖v .∇v‖W−1,p
k (R3) ≤ c2‖v‖2

W 1,p
k (R3)

, (2.36)

en outre, par l’inégalité de Green∫
Rn

v .∇zidx = −
∫
Rn

(divv)zidx = 0.

En d’autre termes , v .∇z ∈ V pour v ∈ H et z ∈ H, en particulier
v .∇v ∈ V.

Le problème (2.18) consiste à trouver un point fixe de l’opérateur K.

Lemme 9. L’estimation suivante est vraie pour tout v, w ∈ H

‖K(v)‖W 1,p
k (Rn)3 ≤ c1{‖f‖W−1,p

k (Rn)3 + c2‖v‖2
W 1,p
k (Rn)3

}

‖K(v)−K(w)‖W 1,p
k (R3)3 ≤ c1c2(‖v‖W 1,p

k (R3)3 + ‖w‖W 1,p
k (R3)3)‖w− v‖W 1,p

k (Rn),

où c1 > 0 et c2 > 0 sont des constantes dans (2.34) et (2.35).

Démonstration. Soient u1 = K(v), u2 = K(w), et π1, π2 les pressions
correspondant. La paire (z , e) = (u2 − u1, π2 − π1) ∈ H ×W 0,p

k (R3)
satisfaisant

−∆z − (ω̂ × x).∇z + ω̂ × z +∇e = v∇v −w∇w . (2.37)
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Ainsi,
‖z‖W 1,p

k (R3) ≤ c1‖w .∇w − v .∇v‖W−1,p
k (R3)3

≤ 2c1‖ϕ.∇θ + θ.∇ϕ‖W−1,p
k (R3)3

où nous avons mis

ϕ =
1

2
(v + w), θ =

1

2
(w − v),

il s’ensuit que

‖z‖W 1,p
k (R3)3 ≤ 2c1{‖ϕ.∇θ‖W−1,p

k (R3)3 + ‖θ.∇ϕ‖W−1,p
k (R3)3}

≤ 4c1c2‖ϕ‖W 1,p
k (R3)3‖θ‖W 1,p

k (R3)3 .

Supposons ensuite

‖f ‖W−1,p
k (Rn)3 <

1

4c2
1c2

,

et considérons l’ensemble

B = {v ∈ H | ‖v‖W 1,p
k (R3)3 ≤ ρ},

où
ρ = 2c1‖f ‖W−1,p

k (R3).

Alors, pour tout v ∈ B

‖Kv‖W 1,p
k (R3)3 ≤ c1‖f ‖W−1,p

k (R3)3 + c1c2ρ
2

≤ c1‖f ‖W−1,p
k (R3)3(1 + 4c2

1c2‖f ‖W−1,p
k (R3)3)

≤ ρ.

En outre, pour tout v , w ∈ B

‖K(v)−K(w)‖W 1,p
α (R3)3 ≤ 2c1c2ρ‖w − v‖W 1,p

k (Rn)3 .

Il s’ensuit que K est contractante depuis

2c1c2ρ = 4c2
1c2‖f ‖W−1,p

k (R3)3 < 1.

On applique le théorème du point fixe de Banach, on en deduit qu’il
existe un unique couple (U,Π) ∈ H ×W 0,p

k (R3) solution de (2.18) et
satisfaisant l’estimation

‖U‖W 1,p
k (R3)3 ≤ 2c1‖f ‖W−1,p

k (R3), ‖Π‖W 0,p
k (R3)3 ≤ c3‖f ‖W−1,p

k (R3).
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– Régularité. Concernant la régularité. Soit

f ∈ W 0,p
k+1(R3)3.

D’après le lemme 8, si p > 3 alors

u .∇u ∈ W 0,p
k+1(R3)3.

D’où
f − u .∇u ∈ W 0,p

k+1(R3)3.

et d’après la proposition 1

u = T (f − u .∇u) ∈ W 2,p
k+1(R3)3.
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Chapitre 3

Approximation rationnelle d’un problème elliptique
dans tout l’espace

Article en cours de préparation. En collaboration avec N. Arar .



Chapitre 3

Aproximation rationnelle d’un
problème elliptique dans tout
l’espace

Le but de ce chapitre est de présenter une méthode spectrale pour ré-
soudre des équations elliptiques en domaines non bornés. La méthode repose
sur l’utilisation d’une famille de fonctions rationnelles. Le choix d’une base
appropriée est facilité par l’emploi de fonctions découvertes par Arar et Boul-
mezaoud dans un article récent.

3.1 Introduction. Problème type.
Les méthodes spectrales, basées sur l’utilisation des fonctions rationnelles

pour l’aproximation des fonctions, sont de plus en plus utilisées pour la ré-
solution des équations aux dérivées partielles dans les espaces non bornés.

Le principal avantage des fonctions rationnelles est la possibilité de prendre
en compte la décroissances des fonctions à des grandes distances et cela de
façon meilleure que les polynômes, qui croissent eux à l’infini.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la résolution des équations
elliptiques de la forme

−
n∑

i,j=1

∂

∂xi
aij(x)

∂u

∂xj
(x) +

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u = f(x) dans Rn. (3.1)

Sous certaines hypothèses sur les coefficients nous prouvons l’existence et
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l’unicité de la solution faible dans un espace de soblev à poids. Nous ap-
prochons ensuite le problème variationnel par un problème discret dans un
sous espace de dimension finie. Cet espace de dimension finie est composé de
fonctions rationnelles bien choisies. On utilisera comme base des fonctions
propres d’un laplacien pondéré. Nous calculons ensuite les coefficients de la
matrice de rigidité associés aux problème approché pour b = 0, c = 0 en
s’appuyant sur la projection stéreographique, qui transforme l’espace tout
entier Rn en la sphère unité de Rn+1.

Nous allons présenter le cadre fonctionnel.

Dans la suite, étant donné une fonction arbitraire mesurable et positive ρ,
L∞ρ (Rn) désigne l’espace des fonctions mesurables v satisfaisant ρv ∈ L∞(Rn),
cet espace est muni de la norme

‖v‖L∞ρ (Rn) = ‖ρv‖L∞(Rn).

Considérons la fonction poids

w(x) =


1

|x|2 + 1
si n 6= 2,

1

(|x|2 + 1)(log(2 + |x|2))2
si n = 2,

où |x| = (x2
1 + ...+ x2

n)
1
2 .

On définit l’espace W 1
w(Rn) composé de toutes les distributions v satisfaisant∫

Rn
w(x)|v|2dx <∞,

∫
Rn
|∇v|2dx <∞,

et muni de la norme

‖v‖2
W 1
w(Rn) =

∫
Rn
w(x)|v|2dx+

∫
Rn
|∇v |2dx.

On remarque que W 1
w(Rn) contient des fonctions constantes si et seulement

si n ≤ 2.
En effet, si n = 1

∫
R

c

1 + x2
dx = c[arctanx]+∞−∞

= cπ

< ∞.
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Si n = 2∫
R2

c

(|x|2 + 2)(log(2 + |x|2))2
dx =

∫ 2π

0

∫ +∞

0

c

(r2 + 2)(log(2 + r2))2
rdrdθ

= π[
−1

log(r2 + 1
)]+∞0

< ∞

ainsi, par le théorème de comparaison des intégrales impropres on conclut
que ∫

R2

c

(|x|2 + 1)(log(2 + |x|2))2
dx <∞.

On note W−1
w (Rn) le dual de W 1

w(Rn).

Lorsque n ≥ 3 la semi norme

|v|W 1
w(Rn) =

∫
Rn
|∇v |2dx

est une norme sur W 1
w(Rn), c’est à dire qu’il existe une constante π0 > 0 telle

que

∀v ∈ W 1
w(Rn),

∫
Rn
w(x)|v(x)|2dx ≤ π0

∫
Rn
|∇v |2dx. (3.2)

Lorsque n ∈ {1, 2}, l’inégalité (3.2) n’est plus valable parce que les constantes
appartiennent àW 1

w(Rn). Plus précisément, si n ∈ {1, 2}, il existe une constante
encore notée π0, π0 > 0, telle que

v ∈ W 1
w(Rn),

∫
Rn
w(x)|v(x)|2dx ≤ π0

∫
Rn
|∇v |2dx+

1

w

(∫
Rn
w(x)v(x)dx

)2

.

En effet, quand n = 1, par exemple, si on considère v ∈ W 1
w(R) et on pose

y(x) = v(x)− v(0), on a∫
R
w(x)|y(x)|2dx ≤ π0

∫
R
|∇y|2. (3.3)

On remarque que ∇y = ∇v , donc d’après (3.3)∫
R
|∇v |2 ≥ π−1

0

∫
R
w(x)|v(x)− v(0)|2dx

≥ π−1
0 inf

k∈R

∫
R
w(x)|v(x)− k|2dx
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Plus généralement, on a l’inégalité suivante en dimensions n = 1, 2 :

∀v ∈ W 1
w(Rn), inf

k∈R

∫
Rn
w(x)|v(x)− k|2dx ≤ π0

∫
Rn
|∇v |2dx. (3.4)

Regardons maintenant le choix de la meilleure constante dans (3.4). On a∫
Rn
w(x)(v(x)− k)2dx =

∫
Rn
w(x)(v(x)2 − 2kv(x) + k2)dx

= k2

∫
Rn
w(x)dx− 2k

∫
Rn
w(x)v(x)dx+

∫
Rn
w(x)v(x)2dx

= w

(
k − 1

w

∫
Rn
w(x)v(x)dx

)2

− 1
w

(

∫
Rn
w(x)v(x)dx)2+∫

Rn
w(x)v(x)2dx.

L’infimum
inf
k∈Rn

∫
Rn
w(x)|v(x)− k|2dx

est atteint donc en la valeur moyenne pondérée de v, donnée par

k =
1

w

∫
Rn
w(x)v(x)dx, avec w =

∫
Rn
w(x)dx

c-à-d lorsque (k − 1
w

∫
Rw(x)v(x)dx)2 = 0).

Ainsi, ∫
Rn
|∇v |2 ≥ π−1

0

∫
Rn
w(x)v(x)2dx− 1

w

(∫
Rn
w(x)v(x)dx

)2

(3.5)

ce qui implique

∀v ∈ W 1
w(Rn),

∫
Rn
w(x)|v(x)|2dx ≤ π0

∫
Rn
|∇v |2dx+

1

w

(∫
Rn
w(x)v(x)dx

)2

.

(3.6)

3.2 Formulation faible du problème
Le but ici est d’écrire une formulation faible de l’équation (3.1) dans

le cadre d’espaces à poids. On s’intéressera ensuite à la bonne position du
problème.
Ici et par la suite, nous supposons
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(H1) f appartient à W−1
w (Rn) ; cette hypothèse est vraie (en particulier)

quand ∫
Rn

|f(x)|2

w(x)
dx < +∞.

(H2) (aij)1≤i,j≤n ∈ L∞(Rn)n×n et il existe une constante α > 0 telle que

∀ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn,

n∑
i,j=1

ai,j(x)ξiξj ≥ α|ξ|2,m. p. p dans Rn. (3.7)

(H3) b = (b1, ..., bn) ∈ L∞
w−1/2(Rn)n, divb ∈ L∞w−1(Rn) et c ∈ L∞w−1(Rn), de

plus il existe une constante C ∈ R telle que

|b(x)|2 + |divb(x)|+ |c(x)| ≤ Cw(x). m. p. p dans Rn. (3.8)

(H4) Il existe une constante ε telle que

ε > −απ−1
0 si n ≥ 3, ε > 0 si n ∈ {1, 2}.

et
c(x)− 1

2
divb(x) ≥ εw(x) m. p. p dans Rn. (3.9)

Les hypothèse (H3) et (H4) sont automatiquement réalisées si b = 0 et c = 0.

Lemme 10. Le problème (3.1) et le problème faible suivant : trouver u ∈
W 1
w(Rn) telle que

∀v ∈ W 1
w(Rn), a(u, v) = 〈f, v〉, (3.10)

sont équivalents, avec a la forme bilinéaire

a(u, v) =
n∑

i,j=1

∫
Rn
ai,j(x)

∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx+

n∑
i=1

∫
Rn
bi(x)

∂u

∂xj
(x)v(x)dx

+

∫
Rn
c(x)u(x)v(x)dx.

Proposition 2. Supposons que les hypothèses (H1),(H2), (H3) et (H4)
vrais, b 6= 0, c 6= 0 si n ∈ {1, 2} . Alors, le probléme (3.10) admet une
et une seule solution u ∈ W 1

w(Rn) et

‖u‖W 1
w(Rn) . ‖f‖W−1

w (Rn) (3.11)

Démonstration. Pour montrer l’existance et l’unicité de la solution faible on
applique le théorème de Lax-Milgram.
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– La continuité de a(u, v)

|
n∑

i,j=1

∫
Rn
ai,j(x)

∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx| ≤

n∑
i,j=1

|ai,j|
∫
Rn
| ∂u
∂xi

∂v

∂xj
|dx

≤
n∑

i,j=1

|ai,j|
(∫

Rn
(
∂u

∂xi
)2dx

)1/2(∫
Rn

(
∂v

∂xj
dx)2

)1/2

≤
n∑
i=1

(∫
Rn

(
∂u

∂xi
)2dx

)1/2
(

n∑
j=1

|ai,j|2
)1/2

(
n∑
j=1

∫
Rn

(
∂v

∂xj
dx)2

)1/2

≤

(
n∑
i=1

n∑
j=1

|ai,j|2
)1/2( n∑

i=1

∫
Rn

(
∂u

∂xi
)2dx

)1/2

(
n∑
j=1

∫
Rn

(
∂v

∂xj
dx)2

)1/2

≤ c‖u‖W 1
w(Rn)‖v‖W 1

w(Rn).

D’autre part

|
n∑
i=1

∫
Rn
bi(x)

∂u

∂xi
(x)v(x)dx| = |

∫
Rn
b(x)∇u(x) v(x)dx|

= |
∫
Rn
∇u b(x)v(x)dx|

= | −
∫
Rn

divb(x)u(x)v(x)dx−
∫
Rn
u(x)b(x)∇v(x)dx|

= | −
∫
Rn

divb(x)

w
(u(x)w1/2)(v(x)w1/2)dx

−
∫
Rn

(u(x)w1/2)
b(x)

w1/2
∇v(x)dx|

≤ |divb(x)

w
|‖u‖W 1

w(Rn)‖v‖W 1
w(Rn)

+| b(x)

w1/2
|‖u‖W 1

w(Rn)‖∇v‖W 1
w(Rn)
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Finalement

|
∫
Rn
c(x)u(x)v(x)dx| = |

∫
Rn

c(x)

w
(u(x)w1/2)(v(x)w1/2)dx|

≤ |c(x)

w
|‖u‖W 1

w(Rn)‖v‖W 1
w(Rn).

De ce qui précéde on conclut que

|a(u, v)| ≤ C‖u‖W 1
w(Rn)‖v‖W 1

w(Rn)

– La coércivité, d’après l’hypothèse (H2) et l’inégalité de Hardy

|
n∑

i,j=1

∫
Rn
ai,j(x)

∂v

∂xi

∂v

∂xj
dx ≥ α

n∑
i=1

∫
Rn
| ∂v
∂xi
|2dx

≥ απ−1
0 ‖v‖W 1

w(Rn) si n ≥ 3.

et d’après l’hypothèse (H4) on a

n∑
i=1

∫
Rn
bi(x)

∂v

∂xj
(x)v(x)dx+

∫
Rn
c(x)(v(x))2dx =

n∑
i=1

∫
Rn

1

2
bi(x)

∂(v2)

∂xj
(x)dx+∫

Rn
c(x)(v(x))2dx

= −1

2

∫
Rn

divb(x)v(x)2dx+∫
Rn
c(x)(v(x))2dx

=

∫
Rn

c(x)− 1
2
divb(x)

w
(wv2(x))dx

≥ ε‖wv‖2
L2(Rn),

si b 6= 0 et c 6= 0
a(v, v) ≥ C‖v‖2

W 1
w(Rn).

et si b = c = 0 et n ≥ 3 et d’après l’inègalitè de hardy (3.2)

a(v, v) ≥ απ−1
0 ‖v‖2

W 1
w(Rn)

Dans le cas n ∈ {1, 2} et b = c = 0, l’hypothèse (H4) n’est pas vérifiée,
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et l’unicité est perdue (les fonctions constantes appartiennent à W 1
w(Rn)).

Afin de prendre en compte ce cas, nous complétons l’équation (3.1) avec la
condition suivante lorsque b = c = 0 et n ∈ {1, 2}∫

Rn
w(x)u(x)dx = 0. (3.12)

En plus on remarque que a(u, 1) = 0 donc on va rajouter une condition de
compatibilité

〈f, 1〉 = 0. (3.13)

Lemme 11. Si n = 1 ou n= 2 et b = c = 0, alors le problème (3.1)+(3.12)
est équivalent au problème suivant

∀v ∈ W 1
w(Rn), a?(u, v) = 〈f, v〉, (3.14)

avec

a?(u, v) = a(u, v) + κ

(∫
Rn
w(x)u(x)dx

)(∫
Rn
w(x)v(x)dx

)
,

où κ > 0 est une constante.

Démonstration. Soit u une solution du problème (3.1)+(3.12),

u ∈ W 1
w(Rn) ⇒ ∂u

∂xj
∈ W 0

w(Rn) ⇒ ∂u

∂xi
(ai,j

∂u

∂xj
) ∈ W−1

w (Rn) et comme

W−1
w (Rn) est le dual de W 1

w(Rn) alors

〈− ∂u
∂xi

(ai,j
∂u

∂xj
), v〉 = 〈f, v〉, ∀v ∈ W 1

w(Rn).

Par dualité
〈ai,j

∂u

∂xj
,
∂v

∂xi
〉 = 〈f, v〉, ∀v ∈ W 1

w(Rn)

compte tenu de la condition (3.12) on conclut que u est solution de (3.14).

Réciproquement, soit u solution du problème faible (3.14) le problème est
vérifié pour tout v ∈ W 1

w(Rn) et en particulier pour v = 1 on a

κ

(∫
Rn
w(x)u(x)dx

)(∫
Rn
w(x)dx

)
= 〈f, 1〉.

Comme 〈f, 1〉 = 0 et
(∫

Rn
w(x)dx

)
= cst il s’ensuit que(∫

Rn
w(x)u(x)dx

)
= 0.
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Maintenant pour v ∈ W 1
w(Rn) et u solution du problème (3.14) on a

−
n∑

i,j=1

∫
Rn
aij(x)

∂u

∂xi
(x)

∂v

∂xj
(x) = 〈f, v〉

une intégration par parties (ou par dualité toujours ) on déduit que

n∑
i,j=1

∫
Rn

∂

∂xi
aij(x)

∂u

∂xj
(x)v(x) = 〈f, v〉,

d’où
∂

∂xi
aij(x)

∂u

∂xj
(x) = f.

Proposition 3. On suppose que n ≤ 2, b = c = 0 et que les hypothèses
(H1), (H2) sont vrais . Alors, le problème (3.14)+(3.12) a une solution
u ∈ W 1

w(Rn) si et seulement si f vérifie (3.13). Dans ce cas, u est unique
et vérifie

‖u‖W 1
w(Rn) . ‖f‖W−1

w (Rn). (3.15)

Démonstration. La démonstration se fait d’une façon simillaire à la proposi-
tion 2

– La continuité
Par l’inégalité de holder et d’aprés l’hypothése (H2) on a

|a?(u, v)| = |a(u, v) + κ

(∫
Rn
w(x)u(x)dx

)(∫
Rn
w(x)v(x)dx

)
|

≤ c‖u‖W 1
w(Rn)‖v‖W 1

w(Rn) + κ

(∫
Rn
w(x)dx

)(∫
Rn
w(x)u(x)2dx

)1/2

(∫
Rn
w(x)v(x)2dx

)1/2

D’où
|a?(u, v)| ≤ c‖u‖W 1

w(Rn)‖v‖W 1
w(Rn)

– La coércivté est directe d’aprés l’hypothèse (H2) et l’inégalité (3.6).
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3.3 Discrétisation
faisant rappel de quelques définitions

Définition 3. Soit la sphère unité de Rn+1 ; Sn = {x ∈ Rn, |x| = 1} on
appelle les polynômes harmoniques sphériques de degré m la réstriction des
polynômes harmoniques homogènes de degré m sur la sphère Sn, on le note
par Hm, cette espace est de dimension dm tel que d0 = 1, d1 = n+ 1, et

dm =

(
n+m
n

)
+

(
n+m− 2

n

)
si n ≥ 2.

Définition 4. Soit Sn? = Sn − {(0, 0..., 1)}, la projection stéréographique π
est une application bijective définie par

π : Sn? −→ Rn

ξ 7−→ (
ξ1

1− ξn+1

,
ξ2

1− ξn+1

, ...,
ξn

1− ξn+1

),

où l’inverse π−1 est donné par

π−1 : Rn −→ Sn?

x 7−→
(

2x1

|x|2 + 1
· · · , 2xn

|x|2 + 1
,
|x|2 − 1

|x|2 + 1

)
.

Maintenant, on introduit une famille des espaces de dimension finie (Hn
k )k≥0

comme suit
– Si n = 1, l’espace Hn

k , k ≥ 0 est composé des fonctions rationnelles de
la forme

v(x) =
k∑

m=0

pm(x)

(x2 + 1)m/2
, x ∈ R, (3.16)

où, pour chaque m ≤ k, pm est un polynôme de degré inférieur ou égal
à m et ayant le même parité que m.

– Si n ≥ 2, l’espace Hn
k , k ≥ 0 est composé de fonctions rationnelles de

la forme

v(x) =
k∑

m=0

pm(x)

(|x|2 + 1)m+(n−2)/2
, x ∈ Rn, (3.17)

où pour chaque m ≤ k, pm est un polynôme de degré inférieur ou égal
à m.
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il est evident que

Hn
0 ⊂ Hn

1 ⊂ Hn
2 ⊂ · · · ⊂ Hn

k ⊂ · · · et Hn
k ⊂ W 1

ω

Notez que Hn
k est un sous-espace de l’espace V n

k des fonctions rationnelles v
de la forme

v(x) =
P (x)

(|x|2 + 1)(2k+n−2)/2
, x ∈ Rn,

où P est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à 2k. Cepen-
dant, Hn

k 6= V n
k . Ceci est une conséquence du lemme suivant (dû à Arar et

Boulmezaoud).

Lemme 12. Pour tout k ≥ 0,

dimHn
k =


k + 1 si n = 1,(
n+ k
n

)
+

(
n+ k − 1

n

)
si n ≥ 2.

(3.18)

Lorsque n ≥ 2

dimHn
k ∼

2

n!
kn. (3.19)

Démonstration. Si n = 1, on a

x2

(x2 + 1)l
=

x2 + 1− 1

(x2 + 1)l

=
1

(x2 + 1)l−1
− 1

(x2 + 1)l

donc chaque v ∈ H1
k peut être décomposé de façon unique sous la forme

v(x) =

[k/2]∑
`=0

a`
(x2 + 1)`

+

[(k−1)/2]∑
`=0

b`x

(x2 + 1)`+1/2
,

où a` et b`, 0 ≤ ` ≤ k, sont des nombres réels avec b0 = 0. Ainsi

dimH1
k = k + 1. (3.20)

Lorsque n ≥ 2,

pm(x) =

[m/2]∑
`=0

c(x′)m,`x
2`
n +

[(m−1)/2]∑
`=0

d(x′)m,`x
2`+1
n ,
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où x′ = (x1, x2, ..., xn−1) et cm,`, dm,` sont des polynômes de la variable x de
dgré m− 2` et m− 2`− 1.
D’autre part

x2
n

(|x|2 + 1)j
=

(|x|2 + 1)− (|x′|2 + 1)

(|x|2 + 1)j

=
1

(|x|2 + 1)j−1 −
(|x′|2 + 1)

(|x|2 + 1)j
,

on déduit donc que chaque v ∈ Hn
k peut être décomposé en somme

v(x) =
a0(x′)

(|x|2 + 1)(n−2)/2
+

k∑
m=1

am(x′) + bm(x′)xn
(|x|2 + 1)m+(n−2)/2

, (3.21)

où, pour tout m ≤ k, am et bm sont deux fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égale à m et m − 1 respectivement ; cette décomposition est
unique. Il en résulte que dimHn

0 = 1 et

dimHn
k = 1 +

K∑
m=1

(dimRm[X1, ..., Xn−1] + dimRm−1[X1, ..., Xn−1]),

=
K∑
m=0

dm

= 2 + n+
k∑

m=2

{(
n+m
n

)
−
(
n+m− 2

n

)}
,

=

(
n+ k
n

)
+

(
n+ k − 1

n

)
.

Le problème discrétisé correspond au problème variationnel (3.10) est
trouver uN ∈ Hn

N tel que

a(uN , vN) = 〈f, vN〉, ∀vN ∈ Hn
N , (3.22)

où N ≥ 1 désigne un nombre entier destiné d’aller à l’infini.
Si b = c = 0 et n ≤ 2 le problème discrétisé correspond au prablème (3.14)
est trouvé uN ∈ Hn

N tel que

a?(uN , vN) = 〈f, vN〉, ∀vN ∈ Hn
N . (3.23)

Le choix d’une base de Hn
N joue un rôle important dans le calcul du sys-

tème linéaire résultant du problème (3.22) ou (3.23) .
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On va utiliser une famille de fonctions découvertes par Arar et Boulme-
zaoud [5] définie comme suit :

Définition 5. Soient les nombres entiers m ≥ 0 et ` ≥ 0 et 1 ≤ ` ≤ dm, on
note par Wm,` la fonction définie par

Wm,`(x) =


(

2

|x|2 + 1

)n−2
2

Ym,`(π
−1(x)) si n 6= 1,

(x2 + 1)1/2 cos((m+ 1) arctan(x) +mπ/2) si n = 1,

(3.24)

où (Ym,`) sont les harmoniques sphériques habituelles sur la sphère unité de
Sn de Rn+1.

Remarque 4. Dans le cas unidimensionnel (n = 1), on peut écrire

Wm,1 =


√

1 + x2Tm+1(
1√

x2 + 1
) si m est pair,

xCm(
1√

x2 + 1
) si m est impair,

(3.25)

où Tm et Cm, m ≥ 0, sont les polynômes de Tchebychev de premiére et
deuxiémes espèce.

Maintenant, on va rappeler quelques propriétés des fonctions Wm,`.

– Wm,` ∈ Hn
k , ∀` tel que 1 ≤ ` ≤ dm et 0 ≤ m ≤ k

– Pour m ≥ 0 et 1 ≤ l ≤ dm, −∆Wm,` = λm(|x|2 + 1)−2Wm,` où

λm =

{
4m(m+ n− 1) + n(n− 2) si n 6= 1,
m(m+ 2) si n = 1.

– 0 ≤ λ0 ≤ λ1...λm ≤ .. avec λm → +∞ si m→ +∞
– (Wm,`)m≥0,1≤`≤dm est une base orthogonale de W 0

−2(Rn) satisfaisant∫
Rn

Wm′,`(x)Wm,j(x)

(|x|2 + 1)2
dx =

∫
Rn
∇Wk,`(x).∇Wm,j(x)dx = 0 si (m′, `) 6= (m, j).

et on a

Lemme 13 (voir [5]). (Wm,`)0≤m≤k, 1≤`≤dm est une base de Hn
k .

Remarque 5. Une conséquence directe de ces propriétés est que l’espace Hn
k

est stable sous l’action Laplace pondéré (|.|2 + 1)2∆.
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Revenons maintenant au problème discrétisé et commençant par l’ésti-
mation d’erreur

Théorème 8. Supposons que les hypothèses (H1), (H2), (H3), (H4) sont
vraies. Soit u ∈ W 1

w(Rn) (resp. uN ∈ Hn
N) l’unique solution de (3.10) (resp.

(3.22). Supposons que u ∈ W 2
2 (Rn). Alors, les estimations d’erreur suivantes

sont aussi satisfaites

‖u− uN‖W 1
w(Rn) . N−1‖u‖W 2

2 (Rn). (3.26)

de même dans le cas n ≤ 2 et b = c = 0

Théorème 9. Supposons que n ≤ 2, b = c = 0 et que les hypothèses (H1),
(H2), sont vraies. Soit u ∈ W 1

w(Rn) (resp. uN ∈ Hn
N) l’unique solution de

(3.14) (resp. (3.23). Supposons que u ∈ W 2
2 (Rn). Alors, les estimations d’er-

reur suivantes sont aussi satisfaites

‖u− uN‖W 1
w(Rn) . N−1‖u‖W 2

2 (Rn). (3.27)

Démonstration. Dans la suite, on note par πN la projection orthogonale de
W 0
−2(Rn) sur Hn

N .

Lemme 14. Soit u ∈ W 2
2 (Rn). Alors,

‖∇(u− πNu)‖L2(Rn) . N−1‖u‖W 2
2 (Rn). (3.28)

‖〈x〉2(u− πNu)‖L2(Rn) . N−2‖u‖W 2
2 (Rn) (3.29)

Démonstration. Soit (um,`)m≥0,1≤`≤dm les coefficients de la décomposition de
u dans la base (Wm,`), c’est-à-dire

u =
+∞∑
m=0

dm∑
`=1

um,`Wm,`,

il s’ensuit que

πNu =
N∑
m=0

dm∑
`=1

um,`Wm,`.

Ainsi, avec 〈x〉 =
√
|x|2 + 1, on obtient

‖∇(u− πNu)‖2
L2(Rn) =

+∞∑
m=N+1

dm∑
`=1

|um,`|2‖∇Wm,`‖2
L2(Rn),

=
+∞∑

m=N+1

dm∑
`=1

λm|um,`|2‖〈x〉−2Wm,`‖2
L2(Rn),
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et

‖〈x〉−2(u− πNu)‖2
L2(Rn) =

+∞∑
m=N+1

dm∑
`=1

|um,`|2‖〈x〉−2Wm,`‖2
L2(Rn).

D’autre part, on pose v = −〈x〉4∆u. Puisque, u ∈ W 2
2 (Rn), ce qui implique

que v ∈ W 0
−2(Rn) et

v =
+∞∑
m=0

dm∑
`=1

λmum,`Wm,`, ‖〈x〉2∆u‖L2(Rn) = |〈x〉−2v‖L2(Rn)

on a

‖〈x〉−2(v − πNv)‖2
L2(Rn) =

+∞∑
m=N+1

dm∑
`=1

λ2
m|um`|2‖〈x〉−2Wm,`‖2

L2(Rn).

≥ λN+1‖∇(u− πNu)‖2
L2(Rn),

≥ λ2
N+1‖〈x〉−2(u− πNu)‖2

L2(Rn).

soit
u?N =

{
ΠNu si n ≥ 3
ΠNu− cn si n ≤ 2

oû cN est une constante telle que∫
Rn
w(x)(u− u?N)dx = 0

D’après le lemme de Céa, on a

‖u− uN‖W 1
w(Rn) . ‖u− u?N‖W 1

w(Rn).

utilisant les inégalités (3.6),(3.2) on déduit que

‖u− uN‖W 1
w(Rn) . ‖∇(u− u?N)‖W 1

w(Rn) = ‖∇(u− ΠuN)‖W 1
w(Rn)

. N−1‖u‖W 2
2 (Rn)

3.4 La matrice de rigidité
Ecrivons

uN =
N∑
m=0

dm∑
l=1

αm,lWm,l(x),

56



avec dm = dimHn
m, cela conduit au système linéaire

KU = B,

où U = (α0,1, α1,1 · · · , α1,n+1, · · · , αN,1, · · · , αN,dN )T et K est une matrice
carré dont les coefficient sont de la forme

a(Wm,`,Wm′,s),

La partie droite est donnée par

〈f,Wm′,s〉.

Maintenant, on va donner quelques détails concernant le calcul des intégrales
intervenants dans le calcul de la matrice K. pour simplifier nous supposons
que b = 0 et c = 0.
substituons le changement de variable x = π(ξ) où π c’est la projection
stéréographique.

Dans ce qui suit, f est une fonction définie sur Rn, on note formellement
f̂ la fonction définie sur Sn? par

f̂(ξ) = f(π(ξ)), pour ξ ∈ Sn? . (3.30)

on va démontrer quelques égalités qui seront utilisées après, pour f ∈ D(Rn)∫
Rn
f(y)

(
2

1 + |y|2

)n
dy =

∫
Sn
f̂(ξ)dξ, (3.31)∫

Rn
f(y)dy =

∫
Sn

f̂(ξ)

(1− ξn+1)n
dξ. (3.32)

D’une autre part la relation entre le gradient ∇f , et le gradient tangentiel
de f̂ , notée ∇ξf̂ , est la suivante :

∇̂xf(ξ) = M(ξ)∇ξf̂(ξ), (3.33)

Ici M(ξ) = (mi,j(ξ))1≤i≤n, 1≤j≤n+1 est un n× (n+ 1) matrice donnée par

mi,j(ξ) = (1− ξn+1)δi,j − ξiξj if 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n,
mi,n+1 = (1− ξn+1)ξi.

En effet, pour la démonstration on va définir la fonction F̂ (extention homo-
gène de degré zéro de la fonction f à Rn+1 − {0} pour f ∈ D(Rn) ) par

∀x ∈ B??
1 , F̂ (x) = f̂(

x

|x|
)
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où
B??

1 = B1 − {(0, ..., 0, t), 0 ≤ t < 1}, et B1 est la boule unité de Rn+1.
Alors, ∫

S1
f̂(ξ)dξ = (n+ 1)

∫
B??1

F̂ (x)dx,

On considére l’application bijective

ϕ : B??
1 −→ Rn×]0, 1[

x 7−→ (y, r) = (π(ξ), r) où ξ =
x

|x|
, r = |x|, π(ξ) = y.

Soit h : Rn×]0, 1[→ R définie par

h(y, r) = F̂ (ϕ−1(y, r)) = F̂ (rπ−1(y)) = f̂(π−1(y)) = f(y), y ∈ Rn.

On a ∫
B??1

F̂ (x)dx =

∫
Rn×]0,1[

h(y, r)|Jϕ(y, r)|−1dydr,

où Jϕ(y, r) est le Jacobien de changement de variable donné par

Jϕ(x) = | ∂yi
∂xj
|
i=1,n+1,j=1,n+1

(je pose yn+1 = r) par un calcul simple, on a

∂yi
∂xj

=


Mδi,j − rM2ξiξj si j = 1, n et i = 1, n
Mξi si i = 1, n et j = n+ 1
ξj si j = 1, n et i = n+ 1

,

où M =
1

(r − xn+1)
; alors le jacobien est

Jϕ(x) =
1

(r − xn+1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− rξ2
1M −rξ1ξ2M · · · −rξ1ξnM ξ1

... . . . ...
...

...
... . . . ...

...
...

−rξnξ1M −rξnξ2M · · · 1− rξ2
nM ξn

ξ1 ξ2 · · · ξn ξn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On pose

Jϕ(x) =
1

(r − xn+1)n
J
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et d’après la définition des yi, on a

|y[2 =
1

(r − xn+1)2

n∑
i=1

x2
i

=
1

(r − xn+1)2
(

(n+1)∑
i=1

x2
i − x2

n+1)

=
r2 − x2

n+1

(r − xn+1)2

=
r + xn+1

(r − xn+1)

=
2r − (r − xn+1)

(r − xn+1)

=
2r

(r − xn+1)
− 1,

d’où
|y[2+1

2r
=

1

r − xn+1

.

On revient maintenant au calcul du détérminant J , en multipliant la derniére
colonne par rMξi et en additionnant avec la ième colonne, on obtien

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 0 0 ξ1
... . . . ...

...
...

0 · · · 1 · · · ξn
rMξ1ξn+1 + ξ1 rMξ2ξn+1 + ξ2 · · · rMξnξn+1 + ξn ξn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
On dévelope par rapport à la dérnière ligne on obtient

J = ξn+1 +
n∑
i=1

(−1)n+i(rξiξn+1 + ξi)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 0 0 0 · · · 0 ξ1
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 · · · 1 0 0 · · · 0 ξi−1

0 · · · 0 0 0 · · · 0 ξi
0 · · · 0 0 1 · · · 0 ξi+1
...

...
...

...
... . . . ...

...
0 · · · 0 0 0 · · · 1 ξn+1,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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on dévelope par rapport à la ième ligne on obtient

J = ξn+1 −
n∑
i=1

(rMξn+1ξ
2
i + ξ2

i )

= ξn+1 −
n∑
i=1

ξ2
i (rMξn+1 + 1)

= ξn+1 −
n∑
i=1

ξ2
i (

ξn+1

1− ξn+1

+ 1)

= ξn+1 −
n∑
i=1

ξ2
i

1− ξn+1

= ξn+1 −

n+1∑
i=1

ξ2
i − ξ2

n+1

1− ξn+1

= ξn+1 −
1− ξ2

n+1

1− ξn+1

= −1.

On déduit que

Jϕ(x) = −
(
|y|2 + 1

2r

)n
,

donc, d’une part on a∫
S1
f̂(ξ)dξ = (n+ 1)

∫
B??1

F̂ (x)dx,

et d’autre par définition de la fonction F̂ (x) donne∫
B??1

F̂ (x)dx =

∫
Rn×]0,1[

F̂ (ϕ(y, r)|Jϕ(y,r)|−1dydr

=

∫
Rn×]0,1[

f(y)

(
|y|2 + 1

2r

)−n
dydr

=

∫
Rn
f(y)

(
2

|y|2 + 1

)n
dy

∫
]0,1[

rndr

=
1

n+ 1

∫
Rn
f(y)

(
2

|y|2 + 1

)n
dy.
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Il s’ensuit ∫
Rn
f(y)

(
2

|y|2 + 1

)n
dy =

∫
S1
f̂(ξ)dξ.

Pour la démonstration de la formule (3.33), on a

f(y) = f̂(π−1(y)) ⇒ ∂f

∂yi
(y) =

∂

∂yi

(
|y|2 − 1

|y|2 + 1

)
∂f̂

∂ξn+1

(ξ) +
n∑
j=1

∂

∂yi

(
2yj
|y|2 + 1

)
∂f̂

∂ξj
(ξ)

⇒ ∂f

∂yi
(y) =

4yi
(|y|2 + 1)2

∂f̂

∂ξn+1

(ξ) +
n∑
j=1

(
2δij(1 + |y|2)− 4yjyi

(|y|2 + 1)2

)
∂f̂

∂ξj
(ξ).

En remplaçant y par π(ξ), on trouve

∂f

∂yi
(π(ξ)) =

∂̂f

∂yi
(ξ) = (1− ξn+1)ξi +

n∑
i=1

δij(1− ξn+1)− ξiξj
∂f̂

∂ξj
(ξ)

d’où
∇̂f(ξ) = M(ξ)∇f̂(ξ). (3.34)

on a aussi les propriétés suivantes

M(ξ)M(ξ)t = (1−ξn+1)2In, M(ξ)tM(ξ) = (1−ξn+1)2(In+1−ξξt), pour ξ ∈ S
(3.35)

il s’ensuit que
∇ξf̂(ξ) = (1− ξn+1)−2M(ξ)t∇̂xf(ξ). (3.36)

Pour tout vecteur z = (z1, ..., zn, zn+1)t satisfaisant ξt.z = 0 ;

M(ξ)z = (1− ξn+1)z∗ + zn+1ξ∗, ξ
t
∗M(ξ)z = (1− ξn+1)zn+1, (3.37)

où z? = (z1, z2, ..., zn)t et ξ? = (ξ1, ξ2, ..., ξn). Dans ce cas on peut reécrire la
formule 3.34 come suit :

∇̂f(ξ) = H(ξ)∇f̂(ξ), (3.38)

avec
hi,j = (1− ξn+1)δij, si 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n
hi,n+1 = ξi

En effet, pour la formule (3.37) il suffit d’utiliser la formule
ξ2
n+1 = 1−

∑n
i=1 ξ

2
i
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pour la formule (3.35) soit γij un élément de la ligne i et la colonne j de la
matrice M(ξ)M(ξ)t, alors ;

γij =

(
n∑
k=1

((1− ξn+1)δik − ξiξk) ((1− ξn+1)δkj − ξkξj)

)
+ (1− ξn+1)2ξiξj

= (1− ξn+1)2ξiξj +
n∑
k=1

(
(1− ξn+1)2δikδkj

)
−

n∑
k=1

((1− ξn+1)δikξkξj)

−
n∑
k=1

((1− ξn+1)δkjξiξk) +
n∑
k=1

(
ξ2
kξiξj

)
.

Puisque |ξ|2 = 1 on peut écrire ξ2
n+1 = 1 −

∑n
i=1 ξ

2
i avec δij = 1 si i = j et

δij = 0 si i 6= j on obtient

γij =

{
(1− ξn+1)2 si i = j

0 si i 6= j

Soit bij un élement de la ligne i et la colonne j de la matrice M(ξ)tM(ξ).

– Si i = 1, n et j = 1, n

bij =

(
n∑
k=1

((1− ξn+1)δik − ξiξk) ((1− ξn+1)δkj − ξkξj)

)

=
n∑
k=1

(
(1− ξn+1)2δikδkj

)
−

n∑
k=1

((1− ξn+1)δikξkξj)

−
n∑
k=1

((1− ξn+1)δkjξiξk) +
n∑
k=1

(
ξ2
kξiξj

)
,

donc
bij =

{
(1− ξn+1)2(1− ξ2

i ) si i = j
−ξiξj(1− ξn+1)2 si i 6= j

– Si i = n+ 1 et j 6= n+ 1

b(n+1)j =

(
n∑
k=1

(1− ξn+1)ξk ((1− ξn+1)δkj − ξkξj)

)

=
n∑
k=1

(1− ξn+1)2ξkδkj −
n∑
k=1

(1− ξn+1)ξjξ
2
k

= (1− ξn+1)2ξj − (1− ξn+1)ξj(1− ξ2
n+1)

= −(1− ξn+1)2ξjξn+1
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– Si j = n+ 1 et i 6= n+ 1,

bi(n+ 1) =

(
n∑
k=1

((1− ξn+1)δik − ξiξk) (1− ξn+1)ξk

)
= −(1− ξn+1)2ξiξn+1.

– si j = n+ 1 et i = n+ 1,

bi(n+ 1) =

(
n∑
k=1

(1− ξn+1)2ξ2
k

)
= (1− ξn+1)2(1− ξ2

n+1).

Soit n ≥ 2, pour deux fonctions u et v dans D(Rn), la formulation varia-
tionnelle (3.10) peut s’écrire sous la forme (avec b = c = 0)

a(u, v) =

∫
Rn
∇utA∇vdx,

où A = (aij) est la matrice carrée n× n, on pose

U(x) =
u(x)

ρ(x)
, V (x) =

v(x)

ρ(x)
avec ρ(x) =

(
2

|x|2 + 1

)n−2
2

.

en utlisant la projection stéréographique, on obtient

ρ̂(ξ) = ρ(π(ξ)

=

 2

1 +
∑n

i=1
ξ2i

(1−ξn+1)2

n−2
2

=

 2

1 +
1−ξ2n+1

(1−ξn+1)2

n−2
2

= (1− ξn+1)
n−2
2 .

On a aussi
∂ρ

∂xi
(x) = −n− 2

2

(
2

|x|2 + 1

)n−2
2

+1

xi.
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En remplaçant x par π(ξ)

∂̂ρ

∂xi
(ξ) = −n− 2

2
(1− ξn+1)

n−2
2 ξi

d’où ∇̂ρ(ξ) = −α(1− ξn+1)αξ∗, avec α = (n− 2)/2 et ξ∗ = (ξ1, ..., ξn)T .
finalement d’après (3.38) on peut déduire une formule pour ∇̂u

∇̂u = ρ̂∇̂U + Û∇̂ρ
= (1− ξn+1)αH(ξ)∇ξÛ − α(1− ξn+1)αÛ(ξ)ξ∗].

d’où
∇̂u = (1− ξn+1)α[H(ξ)∇ξÛ − αÛ(ξ)ξ∗]. (3.39)

De (3.32) l’intégrale a(u, v) s’écrit

a(u, v) =

∫
Sn?

(1− ξn+1)2α[H(ξ)∇ξÛ(ξ)− αÛ(ξ)ξ∗]
tÂ(ξ)[H(ξ)∇ξV̂ (ξ)− αV̂ (ξ)ξ∗]

(1− ξn+1)2α+2
dξ,

=

∫
Sn?

[∇ξÛ(ξ)tH(ξ)t − αÛ(ξ)ξt∗]Â(ξ)[H(ξ)∇ξV̂ (ξ)− αV̂ (ξ)ξ∗]

(1− ξn+1)2
dξ.

Cette formule reste valable lorsque u et v appartiennent à W 1
w(Rn). Dans ce

cas Û ∈ H1(S1
?) et V ∈ H1(S1

?). La dérnière intégrale est absolument conver-
gente et peut être calculée directement quand A est une forme simple, ou en
utilisant une formule de quadrature sur la sphére.

3.4.1 Calcul de la matrice pour l’équation de Laplace

Dans le cas particulier A(ξ) = I c’est-à-dire pour une équation de Laplace
et ξ.∇V̂ (ξ) = 0.

a(u, v) =

∫
Sn?

∇ξÛ(ξ)tM(ξ)tM(ξ)∇ξV̂ (ξ)

(1− ξn+1)2
dξ + α2

∫
Sn?

|ξ∗|2Û(ξ)V̂ (ξ)

(1− ξn+1)2
dξ

−α
∫
Sn?

ξt∗M(ξ)∇ξ(Û V̂ )(ξ)

(1− ξn+1)2
dξ.

D’après (3.37)

M(ξ)∇ξV̂ = (1− ξn+1)(∇ξV̂ )? +
∂V̂

∂ξn+1

ξ?
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et
ξt?ξ? = (1− ξ2

n+1),

(∇V̂ )t?ξ? = −ξn+1
∂V̂

∂ξn+1

∇ξÛ(ξ)tM(ξ)tM(ξ)∇ξV̂ (ξ) = (1− ξn+1)2∇ξÛ(ξ)t.∇ξV̂ (ξ).

Ainsi

a(u, v) =

∫
S1
∇ξÛ(ξ)t.∇ξV̂ (ξ) + α2

∫
S1

(1 + ξn+1)Û(ξ)V̂ (ξ)

1− ξn+1

dξ−α
∫
S1

ξt∗M(ξ)∇ξ(Û V̂ )(ξ)

(1− ξn+1)2
dξ

(3.40)
En utilisant la formule suivante∫

S1
û(ξ)en+1.∇ξv̂(ξ)dξ = −

∫
S1
v̂(ξ)en+1.∇ξû(ξ)dξ + n

∫
S1
ξn+1û(ξ)v̂(ξ)dξ

(3.41)∫
S1 û(ξ)en+1.∇ξv̂(ξ)dξ =

∫
S1
û(ξ)en+1

n∑
i=1

ξi
1− ξn+1

∂̂v

∂xi
dξ

= −
n∑
i=1

∫
Rn
u(x)xi

∂v

∂xi

(
2

1 + |x|2

)n
dx

= −
n∑
i=1

∫
Rn
v(x)

∂

∂xi

(
u(x)xi

(
2

1 + |x|2

)n)
dx

= −
n∑
i=1

∫
Rn
v(x)xi

(
2

1 + |x|2

)n
∂u

∂xi
(x)dx

−
n∑
i=1

∫
Rn
u(x)v(x)xi

∂

∂xi

((
2

1− |x|2

)n)
dx

−
n∑
i=1

∫
Rn
v(x)

(
2

1 + |x|2

)n
u(x)dx

= −
n∑
i=1

∫
Rn
v(x)xi

(
2

1 + |x|2

)n
∂u

∂xi
(x)dx

+

∫
Rn
nu(x)v(x)

(
2

1− |x|2

)n
(

2|x|2

1 + |x|2
− 1)dx

= −
n∑
i=1

∫
Rn
v(x)xi

(
2

1 + |x|2

)n
∂u

∂xi
(x)dx

+

∫
Rn
nu(x)v(x)

(
2

1− |x|2

)n
(
|x|2 − 1

1 + |x|2
)dx

= −
∫
S1
v̂(ξ)en+1.∇ξû(ξ)dξ + n

∫
S1
ξn+1v̂ûdξ
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et d’après la relation (3.37) on a ξt∗M(ξ)∇ξ(Û V̂ ) = (1−ξn+1)
∂(Û V̂ )

∂ξn+1

alors

∫
S1

ξt∗M(ξ)∇ξ(Û V̂ )(ξ)

(1− ξn+1)2
dξ =

∫
S1

en+1.∇ξ(Û V̂ )(ξ)

1− ξn+1

dξ

= −
∫
S1

(Û V̂ )en+1.∇ξ(
1

1− ξn+1

)dξ

+n
∫
S1 Û(ξ)V̂ (ξ)

ξn+1

1− ξn+1

dξ

= −
∫
S1
Û(ξ)V̂ (ξ)

en+1.∇ξξn+1

(1− ξn+1)2
dξ

+n
∫
S1 Û(ξ)V̂ (ξ)

ξn+1

1− ξn+1

dξ

=

∫
∼1

Û(ξ)V̂ (ξ)
(n− 1)ξn+1 − 1

(1− ξn+1)
dξ,

en remplaçant dans (3.40)

a(u, v) =

∫
S1
∇ξÛ(ξ)t.∇ξV̂ (ξ) +

nα

2

∫
S1
Û(ξ)V̂ (ξ)dξ.¯ (3.42)

Pour u = Wm,` et v = Wm′,s on a

a(WN,`,WN,s) =

∫
S1
∇ξY

t
m,`(ξ).∇ξYN,s(ξ)d(ξ) +

nα

2

∫
S1

Y t
N,`.YN,s(ξ)d(ξ).

Ainsi,

a(Wm,`,Wm′,s) =

(
m(m+ n− 1) +

n(n− 2)

4

)
δm,`δm′,s. (3.43)

Lemme 15. La solution du problème pour n ≥ 3 est donnée par

u(x) =
∞∑
m=0

dm∑
`=1

4

4m(m+ n− 1) + n(n− 2)
〈f,Wm,`〉Wm,`(x). (3.44)

Pour n = 2, la solution approchée verifie
∫
R2

w(x)uN(x)dx = 0, donc la

matrice de rigidité est aussi diagonal c’est à dire la solution dans ce cas est

u =
∞∑
m=0

dm∑
l=1

1

m(m+ 1)
〈f,Wm,l〉Wm,l
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3.4.2 Le cas unidimensionnel

Dans le cas unidimensionnel (n = 1), la matrice

M(ξ) = ((1− ξ2)− ξ2
1 , (1− ξ2)ξ2)

et dans ce cas (ξ1, ξ2) = (cos θ, sin θ), θ ∈]π/2, 5π/2[, donc
θ = arccos(ξ1),( θ = arcsin(ξ2)).

M(ξ)∇ξÛ(ξ) = [(1− ξ2
1)− ξ2]

∂θ

∂ξ1

∂Û

∂θ
+ [(1− ξ2)ξ1]

∂θ

∂ξ2

∂Û

∂θ

= [(1− ξ2
1)− ξ2]

−1√
1− ξ2

1

∂Û

∂θ
+ [(1− ξ2)ξ1]

1√
1− ξ2

2

∂Û

∂θ

= [(1− ξ2)ξ2]
1√

1− ξ2
1

∂Û

∂θ
+ (1− ξ2)ξ1

1√
1− ξ2

2

∂Û

∂θ

= (1− ξ2)ξ2
∂Û

∂θ
+ (1− ξ2)

∂Û

∂θ
,

d’où

M(ξ)∇ξÛ(ξ) = 2(1− ξ2)
∂Û

∂θ
,

a(u, v) =

∫ 5π/2

π/2

â(ξ)[(1− ξ2)2∂Û

∂θ

∂V̂

∂θ
+ α2Û(θ)V̂ (θ)ξ2

1 − α(1− ξ2)ξ1Û(θ)
∂V̂

∂θ

−αξ1(1− ξ2)V̂ (θ)
∂Û

∂θ
](1− ξ2)−2dθ

=

∫ 5π/2

π/2

{∂Û
∂θ

(θ)
∂V̂

∂θ
(θ) + α2 cos θ2

(1− sin θ)2
Û(θ).V̂ (θ)

−α cos θ

1− sin θ

∂

∂θ
(Û V̂ )(θ)}â(θ)dθ.

=

∫ 5π/2

π/2

{∂Û
∂θ

(θ)
∂V̂

∂θ
(θ) +

1

4

1 + sin θ

(1− sin θ)
Û(θ).V̂ (θ)+

1

2

∂

∂θ
(

cos θ

1− sin θ
Û V̂ )− (Û V̂ )

∂

∂θ
(

cos θ

1− sin θ
)â(θ))dθ.

=

∫ 5π/2

π/2

{∂Û
∂θ

(θ)
∂V̂

∂θ
(θ)− 1

4
Û(θ).V̂ (θ) +

1

2

∂

∂θ
(

cos θ

1− sin θ
Û V̂ )(θ)}â(θ)dθ.

on fait le changement de variable θ = 2ϕ+
3π

2
, alors
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cos θ

1− sin θ
=

sin(π/2− θ)
sin(π/2)− sin θ

=
cos(θ/2− π/4)

cos(π/4 + θ/2)

=
cos(θ/2− 3π/4 + π/2)

cos(θ/2− 3π/4 + π)

=
sin(θ/2− 3π/4)

cos(θ/2− 3π/4)

= tan(ϕ)

On pose
Û?(ϕ) = Û(θ)

a(u,v) s’écrit

a(u, v) =
1

2

∫ π/2

−π/2
{∂Û

?(ϕ)

∂ϕ
(ϕ)

∂V̂ ?(ϕ)

∂ϕ
(ϕ)− Û?(ϕ)(ϕ).V̂ ?(ϕ)(ϕ)

+
∂

∂ϕ
(tan(ϕ)Û?(ϕ)V̂ ?(ϕ))(ϕ)}â?(ϕ)dϕ.

Pour
Ŵ ?
m,1(ϕ) =

√
2 cos((m+ 1)ϕ+mπ/2),

et

a(Wm,1,Wm′,1) = 1
2

∫ π/2

−π/2
{â?(ϕ)

∂Ŵ ?
m,1

∂ϕ
(ϕ)

∂Ŵ ?
m′,1

∂ϕ
(ϕ)dϕ−

∫ π/2

−π/2
â?Ŵ ?

m,1.Ŵ
?
m′,1(ϕ)dϕ

+[(â?(ϕ) tanϕŴ ?
m,1.Ŵ

?
m′,1(ϕ)]

π/2
−π/2 −

1
2

∫ π/2

−π/2

dâ?

dϕ
) tan(ϕ)Ŵ ?

m,1.Ŵ
?
m′,1(ϕ)dϕ

= 1
2

∫ π/2

−π/2
{â?(ϕ)

∂Ŵ ?
m,1

∂ϕ
(ϕ)

∂Ŵ ?
m′,1

∂ϕ
(ϕ)− (â?(ϕ) + tanϕ

dâ?

dϕ
)Ŵ ?

m,1.Ŵ
?
m′,1(ϕ)}dϕ.

Si a est une constante, alors d’après les propriétés de la base

a(Wm,1,Wm′,1) =
1

2

∫ π/2

−π/2
{â?

Ŵ ?
m,1

∂ϕ
(ϕ)

∂Ŵ ?
m′,1

∂ϕ
(ϕ)−

∫ π/2

−π/2
(â?Ŵ ?

k,l.Ŵ
?
k,l(ϕ)}dϕ = 0 si (m, 1) 6= (m′, 1).

68



et

a(Wm,1,Wm,1) = a
2

∫ π/2

−π/2
2(m+ 1)2 sin2((m+ 1)ϕ+

mπ

2
)dϕ− a

2

∫ π/2

−π/2
2 cos2((m+ 1)ϕ+

mπ

2
)dϕ

= a
2

∫ π/2

−π/2
2(m+ 1)2dϕ− a

2

∫ π/2

−π/2
2((m+ 1)2 + 1)

1

2
(cos(2(m+ 1)ϕ+mπ) + 1)dϕ

=
(m+ 1)2 − 1

2
aπ

=
m(m+ 2)

2
aπ

a(Wm,1,Wm,1) = 0 si m 6= m′,

et
a(Wm,1,Wm′,1) =

m(m+ 2)

2
aπ.

de la condition (3.12), nous concluons que la matrice de rigidité est une
matrice diagonal et la solution donnée par

u =
∞∑
m=0

2

m(m+ 2)aπ
〈f,Wm,1〉Wm,1

Dans le cas où les coeficients de l’equation ne sont pas des constantes, nous
calculons les coefficients de la matrice de rigidité en se basant sur les proprié-
tés des polynômes de tchebychev et la formule quadrature de Tchebychev-
Gauss ∫ 1

−1

(1− t2)
−1/2

g(t)dt =
N?∑
i=1

%ig(cos(θi))

oû

θi =
2i− 1

2N?
π, %i =

π

N?
, 1 ≤ i ≤ N?

Rappelons que dans le cas unidimensionnel les éléments de la base Wm,1

s’écrit ;

Wm,1(x) =
√

1 + x2cos((m+ 1) arctan(x) +mπ
2
)

=
√

1 + x2 sin
(
(m+ 1)

(
arctan(x) + π

2

))
en utilisant les identités suivantes,

sin((m+1)θ) = sin(θ)Cm(cos θ), cos(arctan(x)) =
1√

1 + x2
, sin(arctan(x)) =

x√
1 + x2
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on peut écrire Wm,1 sous la forme

Wm,1 = (−1)mCm(
x√

1 + x2
)

Maintenant, faisons le changement de variable suivant

h(x) = (x2 + 1)f(x), x ∈ R, b̃(x) =
√

(x2 + 1)b(x), c̃(x) = (x2 + 1)c(x),

les coefficients de la matrice seront donnée par

a(Wm,1,Wm′,1) = (−1)m+m′ [

∫ 1

−1

a(
1√

1− t2
)C ′m(t)C ′m′(t)(1− t2)3/2dt

+

∫ 1

−1

b̃(
1√

1− t2
)Cm(t)C ′m(t)(1− t2)

1/2
dt

+

∫ 1

−1

c̃(
t√

1− t2
)Cm(t)C ′m(t)dt].

3.4.3 Résultat numérique

Dans cette section, nous donnons quelques résultats numérique concer-
nant la methode pour resoudre l’équation

−(a(.)u′)′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) = f(x), x ∈ R, (3.45)

dans le cas unidimensionnel

Exemple 1. :On prend l’équation (3.46) avec a = 1, b = c = 0

−u′′(x) = f(x), x ∈ R, (3.46)
on considère la solution exacte

u(x) =
x log(x2 + 1)

x2 + 1
.

qui vérifie la condition∫
R

u(x)

x2 + 1
dx =

∫
R

uN(x)

x2 + 1
dx = 0.

La figure 3.1, représente la courbe de la solution exacte qui se superpose avec
celle de l’approximation pour N = 150 . Dans la figure 3.2, on constate la
décroissance des erreurs relatives respectivement

‖u− uN‖W 0
−1(R)

‖u‖W 0
−1(R)

,
‖∇(u− uN)‖L2(R)

‖∇u‖L2(R)

en fonction du paramètre de discrétisation N qui est de l’ordre N−1.16.
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Figure 3.1 – La solution exacte et numérique du premier exemple. La solu-
tion numérique est calculé avec N = 100.

Exemple 2. On consdère (3.46) avec

a(x) = 1 +
1

2
cos (2x).

f(x) étant choisi de telle sorte que la solution exacte soit

u(x) =
sin (x)

(x2 + 1)3/2
.

Ici aussi l’approximation de la solution se superpose avec la solution exacte,
voir la figure 3.4. La figure 3.2 montre la décroissance de l’erreur relative de

71



Figure 3.2 – Erreur relative de la solution, pour les exemple 1, 2 et 3 en
fonction de N (dans une échelle logarithmique) .

la solution dans l’espace pondéré L2 et la figure 3.3 montre la décroissance
du gradient dans L2. Notons qu’elles sont toutes les deux de l’ordre de N−1.

Exemple 3. Dans cet exemple , on consdère l’équation (3.46), où a(x) est
discontinue

a(x) =

{
1 si |x| ≤ 1,
a0 si |x| > 1,

où a0 est une constante. Le second membre est donné par

f(x) = 3
x

(1 + x2)5/2
.

La solution de (3.46) est

u(x) = a(x)−1u0(x) + w(x) pour x ∈ R, |x| 6= 1,
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Figure 3.3 – Erreur Relative du gradient pour les trois exemples en fonction
de N (dans une échelle logarithmique).

où
u0(x) =

x

(x2 + 1)1/2
.

avec w est une fonction linéaire continu par morceaux choisie de tel sorte que
u ∈ W 1

0 (R) et satifaisant l’équation (3.46).
Puisque u et au′ doivent être continues aux points x± 1 on montre que

w(x) =


0 si |x| ≤ 1,
k0 si x > 1,
−k0 si x < −1,

avec k0 = (1− a−1
0 )u0(1).

La figure 3.5, montre aussi l’efficacité de notre calcul approximatif pour
cet exemple, avec a0 = 10 et N = 100. On note que l’erreur relative de
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Figure 3.4 – La solution exacte et la solution approchè du deuxième exemple

la solution dans l’espace pondéré est de l’ordre N−1.15. Alors que l’erreur
relative du gradient est de l’ordre de

√
N . Ce fait n’est pas inconsistant avec

le résultat du théorème 9 puisque la solution n’est pas suffisamment régulière.
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Figure 3.5 – Solution exacte et solution approché du 3 exemple
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Summary

The objective of this thesis are mutliple. The first objective is to prove
some functional properties of a family of weighted Sobolev spaces. In particu-
lar, we prove some useful identities concerning these spaces and we compare
some of them. The second objective is to study a system of Navier-Stokes
equations which describe the motion of a fluid around a rotating obstacle.
And finally, we propose a new spectral method for solving elliptic problems
in the whole space. The method is based on the use of an appropriate family
of rational functions.

Key words : unbounded domains, Weighted Sobolev spaces, Navier-
Stokes equations
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Résumé

Les objectifs de cette thèse sont mutliples. On s’intéresse dans un pre-
mier temps à quelques propriétés fonctionnelles d’une famille d’espaces de
Sobolev à poids et on montre en particulier une série d’identités comparant
ces espaces. Ensuite, on s’intéresse à un système d’équations aux dérivées
partielles de type Navier-Stokes. Ce système est issu de la description du
mouvement d’un fluide autour d’un obstacle tournant. Enfin, nous propo-
sons une méthode numérique basée sur l’utilisation de fonctions rationnelles
pour approcher les solutions d’équations aux dérivées partielles elliptique
dans tout l’espace.

Mots clés : Domaine non borné, Espaces de Sobolev à poids, Equations
de Navier-Stokes.
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تلخيـص 

صببىا اٌتمامىا في بادئ الأمز بذراست بعض انخُاص انذّانيّت نعائهت . الأٌذاف في ٌذي الأطزَحت متعذّدة

تزكّش انٍذف انثّاوي عهى . مه فضآث سُبُلاف بثقم  حيث تُصّهىا  إنى إثباث  مساَاة بيه ٌذي انفضآث

دراست جمهت مه انمعادلاث انتّفاضهيّت انجشئيت مه شكم وافيي ـ ستُكس َانتي تصف حزكت سائم  أَ غاس 

أخيزا قمىا باقتزاح طزيقت عذديت تعتمذ عهى استعمال انذَّال انكسزيّت . في َجُد حاجش بحانت دَران

 .  نتقزيب حهُل معادلاث تفاضهيّت جشئيّت اٌهيجيّت معزّفت عهى انفضاء كهً

 .

 

  .ادلاث وافي ـ ستُكسـ، مع بثقم اديه غيز محذَدة، فضاءاث سُبُلافـ مي:كلمات البحث

   

 

   

 


