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Introduction



Introduction

Une grande classe de problémes rencontrés en ingénierie tels que 1’acoustique,
I’électromagnétisme, la mécanique des fluides, la chimie quantique et I’astrophy-
sique ménent & des systémes d’équations aux dérivées partielles dans des domaines
non bornés. On entend par domaine non borné un domaine tel que l'espace tout
entier R”, un domaine extérieur, (i.e. le complémentaire d’'un compact de R")
ou le demi- espace R’}. Par conséquent la conception de méthodes numériques
convenables est d’une importance cruciale pour la résolution de tels systémes. La
difficulté principale réside dans le comportement des solutions a l'infini. Parmi les
méthodes numériques qui ont été congues pour contourner cette difficulté on cite

— les méthodes utilisant une frontiére artificielle placée suffisamment loin avec
des conditions aux limites adéquates {[6], [7]}.

— les méthodes qui reposent sur une représentation intégrale de la solution et
I'utilisation des éléments finis frontieres {[65], [63], [45], [55], [67], [32], [44]}.
Une telle formulation intégrale n’est en général possible que si on connait la
solution fondamentale de I’équation, qui est en plus souvent singuliére.

— la méthode des éléments infinis qui consiste & développer la solution en série
convergente sur une base adéquate {[10], [26], [42], [43], [36], [53]}.

— La méthode des éléments finis inversés (BIFEM) [17], qui repose sur la sub-
division du domaine en deux sous-domaines, le premier borné ou on peut
utiliser les éléments finis standards et le second non borné qu’on peut rame-
ner a un domaine borné par une inversion adéquate.

L’avantage de la méthode des éléments finis inversés par rapport aux précédentes
est qu’il n’y a aucune frontiére artificielle. De plus, la méthode est quasiment indé-
pendante par rapport au probléme traité. Elle est aussi applicable a des domaines
de type demi-espace, des domaines extérieurs et méme tout l'espace.

Une autre classe de méthodes non citées ici est celle des méthodes spectrales,
comme celles utilisant les fonctions gaussiennes en chimie quantique.
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Les objectifs de cette thése sont multiples. L'un de ces objectifs est 'utilisation
de la méthode des éléments finis inversés (notée BIFEM ') pour résoudre une équa-
tion de type Helmholtz. Un autre objectif est la proposition d’une nouvelle méthode
spectrale reposant sur 1'utilisation de fonctions rationnelles multi-dimensionnelles
d’un type approprié. Cette méthode utilise des fonctions que nous avons découvert
lors de I’étude du spectre d’un laplacien pondéré.

Dans toute la these, le cadre fonctionnel choisi repose sur I'utilisation d’espaces
de Sobolev a poids pour décrire la décroissance ou la croissance des fonctions &
I'infini. Ces espaces ont été trés largement utilisés pour 1’étude des problémes
elliptiques ou issus de la mecanique des fluides dans des domaines tels que I'espace
tout entier, le demi-espace ou les domaines extérieurs.

Ces espaces sont en général composés de fonctions u, vérifiant des conditions

de la forme
/<x>(a_m+‘)‘|)p|8)‘u|pdx < 00
Q

pour des dérivées d’ordre [A| < m. Ici (x) désigne le poids de base
(&) = (Ja* + 1)V

On observe que (x) ~ |z| quand |z| — +oo. La constante 1 est ajoutée afin que
I’espace ne dépende pas du choix de l'origine.

Ces poids sont parfois modifiés dans des cas critiques, notamment en dimension 2
quand p = 2. On les multiplie & des ordres précis par des puissances supplémen-
taires du poids logarithmique

(@) = log(|2|* +2).

Cette modification est faite dans le but de pallier a certaines difficultés, notamment
I'invalidité de I'inégalité dite de Hardy, qui permet d’étendre I'inégalité de Poincaré
a des domaines non bornés.

Le premier chapitre est devoué aux notations, définitions et propriétés des espaces
de Sobolev a poids utilisés tout au long de cette thése. La plupart de ces propriétés
sont déja connues dans la littérature. Elle seront énnocées sans démonstration.
Néanmoins, on démontre un résultat de compacité qui nous sera utile par la suite.

Dans le second chapitre, on va s’intéresser particulierement & 'opérateur de La-
palce pondéré o !A dans I'espace R" tout entier. on décrit son spectre sous cer-
taines conditions sur o~! et on donne une expression explicite des valeurs propres

1. cette abréviation vient de la concaténation de lettre B, comme Boulmezaoud, et de IFEM,
comme Inverted Finite Element Method. L’appellation IFEM est déja employée pour une autre
méthode en mécanique des fluides, dite Immersed Finite Element Method.
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et fonctions propres quand o~! = (|z]*+1)? au moyen des harmoniques sphériques,
formant ainsi une base orthogonale dans 'espace W9,(R™). Ce chapitre a fait 1’ob-
jet d’'une publication dans "Journal of Mathematical Analysis and Applications”.

Le troisiéme chapitre sera consacré & une méthode d’approximation spectrale des
problémes elliptiques du second ordre dans I’espace R™ tout entier en utilisant la
base de fonctions propres construite dans le chapitre deux. On terminera ce cha-
pitre par des détails d’implémentation de la méthode dans le cas unidimensionnel.

Au quatriéme chapitre, on va tout d’abord rappeler quelques méthodes de réso-
lution numérique pour les équations de Laplace et Helmholtz dans un domaine
extérieur, avant de décrire briévement la méthode des éléments finis inversés. On
I’adaptera ensuite a ’équation de Helmholtz dans un domaine extérieur.



Chapitre 1

Rappels & propos des espaces de Sobolev a poids



Chapitre 1

Rappels a propos des espaces de
Sobolev a poids

On expose dans ce chapitre la définition ainsi que les propriétés essentielles
d’une famille d’espaces a poids que nous utiliserons tout au long de cette thése.
La plupart des démonstrations ne sont pas indiquées, a I'exception du lemme de
compacité que nous avons nous méme démontré [4].

1.1 Définitions et notations

Dans toute la suite, R" désigne 1’espace euclidien de dimension n, avec n > 1,
R? le demi-espace supérieur de R™ défini par

R} = {(2',za) = (21, .., 7) € R"|z, > 0},

Pour s € R, on note indifféremment [s] ou E(s) sa partie entiére. Pour tout réel
p > 1, on note p’ son conjugué défini par la relation

1 1
=1,
p D
si = (aq, -+ ,q,) est un n-uplet d’entiers naturels et = (xy, ..., x,) un point

typique de R”, on note |a| = oy + -+ + o, 2 = 27" - 20, |z = (20, x?)l/Q et

olal

D= ————.
o1, Qn
0x] Ox¢

5
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On note LP(Q2) I'espace de Lebesgue des (classes de) fonctions mesurables de puis-
sance p'“™€ intégrables sur 2, muni de la norme usuelle ||.||z»() (ou |||, en I'ab-

sence d’ambiguité), définie par

e = ([ Ju(@)P )’

Etant donné un espace de Banach B, de dual B’, un sous-espace fermé Y de B et
un sous-espace H de B’ la notation H 1 Y désignera le sous espace de B’ défini
par

H1Y ={feHYweY (fv)=0}

Soit ¢ un entier. Dans la suite P, désigne ’espace des polyndémes a variables dans
R™ de degré total inférieur ou égal a ¢, avec la convention Py = {0} quand /¢ est
strictement négatif. On pose

Py = {q € P|Aq =0}.

La notation a(u) < b(u) ot a(u) et b(u) sont des quantités qui dépendent d’une
fonction u, signifie qu’il existe une constante ¢, indépendante de u, telle que

a(u) < ¢b(u) pour toute fonction wu.

On considére maintenant les poids de base

(@) = (|2 + )2, (@) = log(|z|* + 2).

Pour tout ouvert €2 de R™(typiquement non borné), « € R, 1 < p < oo, m € N on
définit I'espace de Sobolev a poids W2P(2) par

WmP(Q) ={ue€ 2'(Q); YAEN", 0< |\ <m, (z)* ™MD e LP(Q)).
Cet espace est un Banach doté de la norme

lullwzo@y = (D2 1) D7),

IA[<m

C’est un espace de Hilbert quand p = 2. On écrit W™(2) au lieu de W™?(Q)) dans
ce cas.

Cette définition sera utilisée, ici essentiellement dans les cas oul

5—1—&%{1,---,7’”}

Dans le cas contraire, ¢’est a dire quand n/p+a € {1,--- ,m}, comme par exemple
quand n = 2 et p = 2, on ajoute un poids logarithmique. Afin de ne pas alourdir
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I’exposé ici, nous n’allons pas exposer ces cas. Néanmoins, nous introduirons ces
modifications quand cela s’avére nécessaire, notamment dans le cas n = 2.

Dans cette thése le domaine €2 est soit ’espace tout entier R™, soit un domaine
extérieur du type R™ \ w, ot w est borné, ou un demi-espace. Observons que dans
tous les cas, les propriétés locales des fonctions appartenant aux espaces W2"?(Q)
coincident avec celles vivant dans des espaces de Sobolev classiques. Ainsi, dans
le cas d'un domaine extérieur ayant une frontiére compacte 0S2, les théorémes de
traces classiques pour les espaces de Sobolev dans un domaine borné [1| resteront
valables dans WP (Q).

Ces espaces ont été utilisé Hanouzet [49], Kufner [54], Giroire [44], Amrouche,
Girault et Giroire [2, 3|, ou Boulmezaoud [12, 14, 16, 17].

Enumérons maintenant quelques propriétés fondamentales

1. On a les inclusions continues suivantes

WP (Q) =W P (Q)s - - - WP (Q).

a—1

2. Pour tout ¢ € Z(Q); c’est a dire ¢ restriction a ) d’une fonction de Z(R"),
'application u — @u est linéaire et continue de W2"P(€2) dans WP (Q).

3. P, ¢ W/P(R™) quand
n
t<m—Fk——.
p

4. Z(R"™) est dense dans WP (R™).

5. 2(Q) est dense dans WP (Q) quand € est un demi-espace ou un domaine
extérieur lipschitsien.

6. Pour o, € R, m € Z lapplication u — (x)’u, est un isomorphisme de
Wre(R™) dans W5 (R™). L’application u ~— () "u est lisomorphisme
inverse.

7. L’application u = D*u est linéaire et continue de W™?(Q) dans Wm=Alr((Q)
pour tout multi-indice A avec || < m.

8. WZP(R") coincide algébriquement et topologiquement avec I’espace des res-
trictions & R"} des fonctions de WJ"P(R™).
On note I/f/zvp () Padhérence de 2() dans W™P(€2), et on note W_"" (£2) son
o mM,p
dual. Ainsi puisque Z(R") est dense dans WP(R"), ona W, (R")=W™P(R").

Dans le cas du demi espace, on dispose du théoréme de trace suivant. On renvoie
a [49] pour la définition des espaces de Sobolev d’ordre réel.



1.2 Inégalités de Hardy. Equation de Laplace 8

Théoréme 1.1 I existe une application linéaire continue v = (Yo, , Ym—1) de
m—1

WrP(RY) dans |] Wm=I=Vp(R"Y) quec les propriétés suivantes
=0

j
~ Pour v e 2(R%),

oty

(1;/70)7 e 7W<x 70))

, o Ou
yu = (u(z',0), a—y

— v est une application surjective.
o M,p
- 0) =W, (RY).

Remarque. On peut aussi comparer les espaces Wy""(R") avec les espaces dits
homogenes. On renvoie a [49] pour cette comparaison.

1.2 Inégalités de Hardy. Equation de Laplace

Les inégalités de Hardy jouent un role particulierement important dans les
espaces a poids, notamment pour étendre des inégalités de type Poincaré ou
Poincaré-Wirtinger ou encore de Deny-Lions & des domaines non bornés.

On cite ici les inégalités suivantes et on renvoie a [44], [2] ou [16] pour la preuve.

Lemme 1.2 (Inégalité de Hardy)
Soit f € P(]A, x]), on a

2
sz’ﬁ;«é—l,fyeRetAzexp<w|_z|1|)

o] 4 2 - d 9
[ tozera < () ) ’d]; 77 (log t)"dt
~sivA—letA>1
o 1 9 2 oo | df |2
- si B # 1 2 2
[Tereas () G| o

Voici une conséquence importante de ces inégalités.
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Corollaire 1.3 Soit 2 = R} ou R" \ w, ot w est un domaine borné non vide et
lipschitzien. On suppose que

5—|—Oz§é{1,'--,m}.

Alors, il existe une constante C7 > 0 telle que
Yu e, (Q <C
u GW& ( )7 ||U”V€/:P(Q) = 1|u|m,a,Qa

ol

[ulman = ( D2 1{@)* DPull )"
[A|l=m

Le résultat suivant concernant I’équation de Laplace s’obtient en combinant
ces inégalités avec des outils d’analyse fonctionnelle. Il est d a plusieurs auteurs
(Cantor [29], McOwen [58, 59|, Fortunato [40], et [44]). Une extention au cas non
hilbertien p # 2 est due & Amrouche, Girault et Giroire [2].

Théoréme 1.4 Soit k € Z tel que n/2 ¢ {1,--- | |k| + 1}. Ainsi, A est un iso-
morphisme de Wm“(]R”)/]P’f[Hn/Q] dans W' 1(R”) 1 ]P’é[f,ﬁn/z] pour tout entier
m > 0.

Dans ce théoréme W' (R™) L Pf[_ kn/2)> désigne Uespace de toutes les fonctions
satisfaisant la condltlon

Vp € P —htny2)s (JoP) =

1.3 Une injection compacte

Notre but ici est de prouver le lemme [4] suivant, qui étend le théoréme de
Rellich aux espaces W14(R").

Lemme 1.5 Soient o, n, p > 1 et ¢ > 1 quatre réels tels que
O<E—E+1<a—77 (1.1)
p q

Alors, Uinjection W24(R™)—WP(R") est compacte.

Preuve. Pour la démonstratrion de ce lemme dinstinguons deux cas
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Le cas q # n : Montrons que la boule unité de W14(R") est pré-compacte
dans WP(R") i.e. de toute suite bornée dans W, (R"), on peut
extraire une sous suite convergente dansW;”(R").

Soit alors { [, }nen une suite dans W214(R™) telle que
||fn||W;q(Rn) < 1; pour tout n € N.

Puisque 'espace W21 4(R™) est réflexif, il existe une suite qu’on
note encore { f,, tnen telle que

fn — f dans WLY(R").
La semi-continuité inférieure de la norme donne
||f||W;74(Rn) < li}bninf ||fn||wé7q(Rn) <1
Soit x une fonction C™ fixée et satifaisant
x(x) =1 pour |z| <1, x(z) =0 pour |z| > 2.

On se donne un réel fixé R > 0, on désigne par g la fonction
définie par

Yr(z) = X(%), r € R

Constatons que, |xr(2)|? < c1(R).
On peut écrire

fo=xnrfon+ (1 —Xxr)fn, pour n>0.

La suite {Xgrfn}lnen est bornée dans 'espace de Sobolev usuel
Wh4(Byg) ; Bogr = {x € R" | |z| < 2R}. En fait, on a

It fallbramy < a(R) [ 1ful)ld
Bar

Cl(R)”an?/Vl’q(BQR)
CQ(R)

IA A

q
H‘anWé’q(BzR)
On conclut alors,

IXRSnllwra(sap) < c(R),

ou ¢1(R) > 0, co(R) > 0 et ¢(R) > 0 sont trois constantes qui ne
dépendent que de R et x.
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{Xrfn} €tant bornée dans W14(Byg), on peut alors extraire une
sous suite (notée de la méme fagon) faiblement convergente dans
Wl,q(BZR) ie.

Xrfn = fr € WH(Bspg).

Montrons que {f,} converge dans W°?(Byg)

— Si q > n, alors d’aprés le théoréme de Rellich-Kondrachov,
I'injection de W14(Byr) dans WP (Byg) est compacte, donc la
suite {Xgfn fnen converge fortement dans WO?(Byg) vers
fR S Wl’q(BgR).

— Si q < n, la méme conclusion reste valable puisque p satisfait
la condition p € [1,¢*[ en vertu de I'hypothése (1.1), avec ¢*

donnée par
1 1 1
q q n
Observons que sur Bg, 1 — xg =0, donc fr = f sur Bp.

Montrons maintenant que fr — f € WP(R").
Soit hy, = f — fr; k > 0, alors,

el = [ P halPdz+ [ (@)

On ne s’intéressera qu’a la deuxiéme intégrale puisqu’on vient de

montrer que hy converge fortement vers zéro dans Wg’p (Bag), et

donc dans W?(Bg).

— Quand q < n. De la condition (1.1) on sait que p < ¢*. L’ap-
plication de l'inégalité de Holder a la seconde intégrale donne

Lo, @ < ([ @0 dn) S ([ @ g e

p
Prid

avec s > 1 choisi tel que

]
s ¢ p
On a (n —a)s +n < 0 grace a la condition (1.1). Ainsi,
(/ (@)% dr)} < Oy RTOE = ¢ RO
R"—Bpgr

Maintenant, soit € > 0, on peut choisir R tel que

n_mn €
CLR"™ et < 5
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Dés que R est fixé, on peut trouver N, tel que pour n > N,

/ ()P hy, |Pdz < E,
"_Bpr 2

et puisque
/ (2)°7 | by, |7 da < 400
n_BR

* 1
en vertu de W(R")—W?2 (R") pour ¢ < n et — =
q*

On conclut que pour n > N,
/ (V7| B |Pdz < e.

Ainsi, f, converge fortement vers f quand n — +oo.
— Quand q > n. On pose hy = (1 — x)hg, pour & > 0. Alors,

I'inégalité de Morrey appliquée a (x)*hy donne pour z,y € R”
(@) h(a) = (y)*h(y)] < ale =y IV (@) )| oz
puisque hy, € WH4(R") alors ((z)*h;) € Wy (R™), de plus
62 hcll oo gy S Ve llyyo geny

D’une autre part, ((z)%h;,) € Wy (R") = V((z)*h;,) € W4(R")
et
IV (@) i) || oy S 12D el o0 ey
On déduit alors
(@) hx(x) = () h(y)| < Gl =yl Rl 10 gy

ou ¢ et ¢ sont des constantes qui ne dépendent que de g et n.
Puisque h(0) = 0, on obtient

(@) h(2)] < el
Ainsi, pour R suffisamment grand (R > 2)

/ (2)P" hi(2)|Pda - < 54/ <x>p(nfa) ‘x|p(1fn/q)dx
R*—Bpgr R"—Bpgr
< ESRp(n—oH—l—n/q)—l-n_

puisque, d’aprés ’hypotheése (1.1)
pin—a+1—-—n/q)+n<0.

Et on procéde comme pour le cas ¢ < n pour terminer la dé-
monstration.
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Le cas q = n: On a besoin de I'injection suivante, qui peut étre faci-
lement prouvée en utilisant 1'inégalité de Holder

Wt (R") =Wy (R™), (1.2)
pour tout réel s et 6 tel que 1 < s < g et

o+ <atr (1.3)
s q

Pour la preuve de (1.2) il suffit de montrer
W (R") =Wy (R"), (1.4)

car si u € WL(R™) alors u € WO (R?) et Vu € WO(R™), de
plus

||U’||W91’S(R”) S ||U||W;»‘I(Rn)-

Ainsi 'injection (1.2) est continue.

L’injection (1.4) se déduit de I'inégalité suivante

L@ ulyde = [ @estestulde

(] (a)esful)sda)i( [ ((z)0r)

R™ R™

q a—=s

q—s d:p) a

IN

ot la deuxiéme intégrale est finie grace a (1.3). On a alors
H“HWQ”(Rn) S HuHngq(Rn)-

Conclusion
Quand ¢ = n il suffit de choisir s et 6 tels que

n n n n n
l<—<—-—4+Ln+—-+1<0+—-<a+—.
S p D S q
Pour avoir
Wt (R =W, (R") =W P(R"),

ou la premiére injection est continue et la seconde compacte. Ainsi
I'injection

WL (R")—WyP(R™),

est compacte.
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Chapitre 2

Fonctions propres rationnelles de
I'opérateur de Laplace pondéré

L’objectif de ce chapitre est I’étude du spectre de I'opérateur de Laplace pon-
déré o1 A dans I'espace R™ tout entier. On va montrer qu'il est discret sous cer-
taines conditions sur ¢!, et on va dériver une formule explicite des valeurs et
fonctions propres quand ¢! = (|z|*>+1)2. On obtiendra ainsi une famille compléte
de fonctions rationnelles deux a deux orthogonales dans 1'espace L? pondéré. 11 a
fait 'objet d’un article paru dans Journal of Mathematical Analysis and Applica-
tions, Vol. 400, Issue 1, p. 161-173 (2013).

Le chapitre est organisé comme suit. La section 2.1 contient des préliminaires.
La section 2.2 est consacrée au premier résultat concernant I'existence du spectre
discret de I'opérateur o~'A, sous certaines conditions sur p. Dans la section 2.3,
une expression des valeurs et fonctions propres de 'opérateur (|z]? 4+ 1)?A est dé-
rivée par le biais de la projection stéréographique. Dans la section 2.4, on donne
quelques propriétés importantes des fonctions propres obtenues.

2.1 Préliminaires
On considére le probléme spectral suivant
—Au = Apu dans R", (2.1)

ol o est une fonction donnée et A est I'opérateur de Laplace. Notre premier objectif
est de montrer que le probléme (2.1), sous certaines conditions de décroissance de

14
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0 a l'infini, posséde une famille infinie de fonctions propres satisfaisant
Jul?

/]R" |z|2 + 1

dr < 400, / |Vu|*dr < 4o0.
R’ﬂ

Notre seconde attention est concentrée au cas particulier o(z) = (|z[*> + 1)72 ou
on donne une expression explicite des valeurs et fonctions propres. Ces fonctions
propres ont tendance a étre des fonctions rationnelles.
Les espaces de Sobolev & poids sont utilisés ici comme cadre fonctionnel pour dé-
crire le comportement des fonctions a 'infini.
Dans la suite, a I’exception du cas bi-dimensionel, on utilisera les espaces W?(R").
Dans le cas bidimensionnel (n = 2), on a besoin d’utiliser 'espace X} (R?) composé
de toutes les distributions u satisfaisant
2
[u] 5dr < +00, /R2 |Vu|?dr < +oo0.

/R2 (@) (@)

Cet espace est muni de sa norme naturelle. X;'(IR?) désigne son espace dual. On
observe que X} (R?) ¢ W, (R?). Cependant,

X (R) =W, (R?),

pour o > 1. Ainsi, par dualitée W2(R?)— X' (R?).

2.2 Spectre d’un Laplacien pondéré

Dans tout ce qui suit, ¢ désigne une fonction mesurable et non nulle. Pour tout
réel s, on pose

c*(0;5) = esssup g (7[> + 1)%0(2), c.(055) = essinf ra(|z]* +1)%0(2).
On suppose qu’il existe un réel r > 1 tel que
0 <eulosr) < c*(gr) < +o0. (2.2)

En d’autres termes, il existe deux constantes cé >0 et cg > ( telles que

Cl

E—— <o) <

_— , p- p- dans R"™.
(=2 + 1) o PP

2
CQ
(o + 1)

Sous cette condition, la forme bilinéaire

(w0), = [ ou(e)o@)d,
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définit sur W9 (R™) un nouveau produit scalaire équivalent au produit scalaire
usuel, puisque

Vi€ WO, (R, (o) [ulfyn oy < (0,0) < (@) ulfn gy (23)

WO (R") = {u € 2'(R")] <;‘> e [}(RM)}

2.2.1 Premier résultat principal

On énonce alors le premier résultat

Théoréme 2.1 Sous l’hypothése (2.2), il existe une suite croissante de réels posi-
tifs (A\g)r>o0 et une famille de fonctions (wy)reny non nulles appartenant a Wy (R™)
quand n # 2 et a Xj(R") quand n = 2, telles que

—Awy, = Mpo(z)wy, pour tout k > 0.

De plus,
1. Ay = +o0 quand k — 400,
2. Mo =0 si et seulement sin € {1,2},

3. (wy,)ren est une base hilbertienne de WO _(R") satisfaisant les relations d’or-
thogonalité

Vk#j, [ VuVugde= [ oaywads =0,
R™ R
4. Sin >3, alors wy € WE(R™) pour tout k > 0.

Preuve
1.) Il s’agit de trouver A solution de I’équation
—Au = Ao(x)u, pour tout x € R". (2.4)

Si n # 2. L’équation (2.4) admet la formulation variationnelle :
Chercher les valeurs A pour lesquelles il existe une fonction u € Wi (R"),
u # 0, telle que

VuVuvdr =\ [ o(r)uvdz  pour tout v € Wy (R™).
R™ Rr
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En particulier pour v = u, on a
/ |Vul*dx = A/ o(z)|ul*dx.
Rn Rn
En vertu de (2.3) et du lemme 1.5 dans le chapitre précédent, on a
L e@lulde S lullfo, ey S ulligny < 00

En plus / o(z)|ul*dx # 0 grace a (2.3) et du fait que u # 0. Ainsi
RTL

/ |Vul*dz
A= B
[ olw)|uldz
]Rn
Si n = 2. L’¢quation (2.4) devient

Chercher les valeurs A pour lesquelles il existe une fonction v € X} (R?),
u # 0, telle que

> 0. (2.5)

/2 VuVodr = A /2 o(x)uvdx pour tout v € Xj(R?).
R R
Comme X} (R")—W?° (R"), on a

/ g(x)]u|2dx < +00,
]R2

et de méme que pour le cas n # 2, X est donnée par la relation (2.5).

Ainsi, I’équation (2.4) admet une infinité de solutions qui constituent une
suite croissante de réels positifs (Ax)r>0, donnés par la relation (2.5).

2.) — Supposons que n € {1,2} et montrons que Ay = 0.
En effet, quand n = 1 les constantes appartiennent a Wy (R™) et quand
n = 2 les constantes appartiennent a X2 (R?), donc dans les deux cas Vu
s’annule, on conclut alors que A = 0 est solution du probléme (2.4).
— Montrons maintenant que si A\g = 0 est solution du probléme (2.4), alors
n € {1,2}. Il suffit de considérer seulement le cas n # 2.
Si Ag = 0 est solution du probléme (2.4), on obtient

Au =10 avec u € Wy (R"),

on déduit que

Vu:0:>u:csteeW01(R"):>0<1—g:>n<2:>n:1.
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3.) On commence par introduire I'espace

V.(R") = {v € W° (R") | /R o(x)v(x)q(z)dr = 0 pour tout ¢ € Pp_p 9}

Observons d’abord que
Sin > 2 alors Ppy_,, 9 = {0} ce qui veut dire que V,(R") = W° (R").
Sin e {1,2} alors, Py_p /9 =Py et

VR = {v e WL®) | [ ol@)(z)dz = 0},

Pour la démonstration on distingue deux cas; n # 2 et n = 2.

161’

cas : n # 2 Soit une fonction v € V,.(R") et considérons le probléme
—Aw(z) = o(z)v(x), v € R". (2.6)

puisque v € WO (R") alors o(x)v(x) € WO(R").
En effet, si v € WO (R") alors (z)""v € L*(R") i.e. (z)"((z)"%v) €
L*(R™) et puisque il existe une constante ¢? > 0, telle que o(z) <

0
(z)~?"c2 alors,

()" (o(x)v(z)) € L*(R")
ce qui veut dire que g(x)v € W2(R")—W?(R"), on conclut que le terme
a droite dans I'équation (2.6) appartient a WP(R") L Pp_, 9. Ainsi
d’aprés le Théoréme 1.4, I'équation (2.6) admet une solution unique
w € Wy (R")/Pp—n/2, de plus

|WHW01(RTL)/P[1,”/2] = pepi[?_fm] H@—PHW&(Rn)
S H<x>_2rvHW{)(R“)
S @) " ollweny
S vllwe @y = [vllv.@n)

et puisque W (R™")—=W (R")—W?° (R") (r > 1), on déduit que la
solution de I’équation (2.6) peut étre choisie telle que

owpdx = 0 pour tout p € Pp_p /9, (2.7)
R”

qui veut dire que w € V,.(R"™) (notons que [p. pdx # 0).

Ainsi, on peut considérer 'opérateur

A, v e V(R —» we V.(R"),
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avec w € W3 (R™) I'unique solution de (2.6) satisfaisant (2.7) . Obser-
vons que w satisfait

Vw.Vzdr = / ov.Zdz pour tout z € Wy (R™).
Rr R™

L’opérateur A, est linéaire et continu. Son image est donnée par
Z(A,) = {veW;R"), / ovpdx = 0 pour tout p € Pyy_p 9}
R

Lemme 2.2 Lopérateur A, : V.(R") — V,.(R") est auto-adjoint,
positif et compact, par rapport au produit scalaire (., .),.

Preuve.
— Soient v;, i = 1,2, deux fonctions dans V,.(R™) et posons
w; = Ao, € WE(R™");i=1,2.On a

(AT‘U17 UQ)Q - /n leﬁzdx
= wy(—Awy)dz

Rn
= (AW, W)y @y wi )

= Vw,.Vwsdx
R’Il
= (’Ul, ATU2>Q.
Il suit que 'opérateur A, est auto-adjoint.Il est clair qu’il est

positif.
— La compacité de A, s’ensuit de la compacité de I'injection

Wy (R™) = W2, (R),

grace au lemme 1.5 (voir chapitre 1).
|

De la théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints et compacts (voir
[71] ou [24]), on déduit que le spectre o(A,) est un ensemble dénom-
brable et o(A,)\ {0} € R**. De plus, il existe une famille de fonctions
propres (wg)r>o qui forment une base hilbertienne de V,.(R™) muni du
produit scalaire (.,.),. La complétion de cette famille par la fonction
constante wy = 1 quand n = 1 termine la preuve du Théoréme 2.1
quand n # 2.

2€1M€ cas : n = 2 Les mémes arguments restent valables, avec quelques

modifications adéquates. Le lemme suivant est une extention du Théo-
réme 1.4 (quand n # 2) au cas n = 2 (voir [44] ou [2]).
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Lemme 2.3 A est un isomorphisme de X§(R?)/Pp_,/9 dans

Xo ' (R?) L Py

De la méme facon que pour le cas n # 2, on peut montrer que 'opéra-
teur A, est aussi défini, continu et compact de V;.(R?) dans lui méme.
En fait, les injections XJ (R?)—W! (R?*)—W? (R?) sont vérifices pour
e > 0 suffisamment petit. La derniére injection donne la compacité de
A,, en vertu du lemme 1.5.

4.) 1l reste & montrer le dernier point du théoréme.
D’aprés ce qui précéde, pour n > 3 la solution du probléme (2.4),

(z)"twy € L2(R™), et Vuwy € (L*(R™)"™.
Il reste & montrer que (z)Awy, € L*(R"). En effet,

— (@) Awg = A (w)o(x)wy(z).
En vertu de (2.2), on obtient

()2 0(x)?|wg(z) > < ()" P2 |wg(z) > < (2) 2w (@)]?; pour 7> 1.

~

Donc
/ (@) 2ole) un(x) P < /R (@) ()P < oo ek

Remarque. Quand n > 3, on peut utiliser I'inégalité de Hardy

ul?

Vu € WH(R™), / L T L

0( ) RP |{L‘|2 ~ R”| |

combinée avec la compacité de cette injection Wi (R™)—W? (R") (voir [25]).

Notons que selon Hanouzet [49], W (R") peut étre considéré comme étant
le complété de (Z(R™), |V - || c2@ny)-

Corollaire 2.4 Supposons que n > 3 et o € €™ (R™) pour tout m > 0.
Supposons aussi que pour tout multi-indice p, |p| < m, on a

L CQaW‘ n
|0%0(z)| < (el + 1) p. p. dans R", (2.8)

0l Cy || est une constante. Alors, wy, € Wn";if(R") pour k > 0. En particulier,

si (2.8) est verifiée pour tout m, alors wy, € €>°(R"™) pour k > 0.
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Preuve. Soit w une fonction propre de A, correspondante a la
valeur propre A > 0. Montrons par récurrence que w appartient a
W{THR™) pour tout 0 < £ < m + 1.

Cette assertion est vraie quand ¢ = 0. Supposons maintenant que
w € W/ (R™) pour £ < m et montrons que w € W/ (R").

Siw € W/THR") alors w € W/ (R™), on a d’autre part, pour
tout multi-indice p, |p| < ¢,

I (ow) = ( K )8”@.8“_”@0.

v<p v

D’apreés 'inégalité (2.8), on a

14 CQ:‘”'
’8 Q(:C)‘ < (|1’|2 + 1)r+\u|/2’

d’autre part,
w € W[, (R") implique que 9" “w € W,~}"**(R"). Donc

& o(x).0" Yw € Wil ., (RN =W Tl (RY).
Ainsi,
o(z)w € Wf+2T71(R”)<—>WfH(R”).

Et d’apres le Théoréme 1.4, il existe une fonction ¢ € Wﬁf (R™)
solution de I’équation de Poisson

—Ap = X 'o(z)w(x), dans R"

Or, w étant une fonction propre de A,, elle vérifie A,w = \w, en
plus A,w est 'unique solution du probléme (2.6), i.e.

—A(Ayw(z)) = o(r)w(z)

donc

—Aw(x) = A" o(z)w(z),
d'ott —A(w — ¢) = 0 qui veut dire que la fonction ¢ = w — ¢
est harmonique et appartient a W (R"). Il s’ensuit qu’elle est une
fonction polynomiale de degré inférieur a 1 — n/2. Ainsi,

¢ € WILR™) et w=¢+pe W ER").

On conclut que w est €°(R™) puisque NgsoW/THR™) C €°°(R™).
|
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Remarque. Le résultat du corollaire 2.4 reste valable quand n = 2 a
condition de remplacer 'espace W H(R") par X (R?), ou X (R?) est
composé des distributions u satisfaisant

2
[u 5dr < +0o0, /2(x>"\|_1|8’\u|2dx < oo, VI< A <m+ 1.
R

/R2 () (@)

En particulier, wy, € €< (R") si (2.8) a lieu pour tout p.

2.3 Projection stéréographique et fonctions propres

On s’intéresse dans cette section au cas ou
o(x) = (Jz|*+1)72. (2.9)

On va dériver une forme explicite des valeurs propres A, et des fonctions propres
wy, par le biais de la projection stéréographique sur la sphére unité S™ de R**!,

Soit My le point (0,---,0,1) € S™ et posons S = S" — {My}. La projection
stéréographique 7 est une bijection de S} dans R" définie par

T:S, — R"

é— |_> ( 61 52 . gn )
1_671-&—171_571-&-17 71_614-1
Son inverse 7! est donné par
_ 23/1 2yn ’y|2 - 1)
1
T ly) = o , . 2.10
o= (T b (2:10)

On renvoie a [35] pour les propriétés élémentaires de la projection stéréographique.
Observons seulement qu’elle posséde la propriété remarquable de conserver les
angles. Par contre, elle ne conserve pas les distances ; il suffit en effet de remarquer
que les distances sont bornées sur la sphére alors qu’elles ne sont pas bornées dans
le plan.

Soit £ € S, on notera par d(&) la distance au point My, définie par
d€)' =&+ -+ &+ (G — 1)

Notons que
VE €Y, d(€) =2(1+ [y*)7V/* avec y = w(€).
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FIGURE 2.1 — Projection stéréographique.

Dans ce qui suit, on notera H'(S™) I'espace

H'(S") = {u € L*(S"); Vyu € (L*(S"))"*'}, (2.11)

ou V, désigne le gradient surfacique. Cet espace est muni du produit hermitien
(U, v) g1 (gny = / wdo+ [ VauVgdo, (2.12)
sn sn

et de la norme 12
||U||H1(Sn) = (||U||%2(Sn) + ||Vgu||i2(8n)) :
Considérons aussi 'espace a poids H!(S™) composé de toutes les distributions u

satisfaisant Y

iG] € L*(S"), V,u e L*(S™)".

Cet espace est muni de la norme

lll s ) = ('

On sait que (voir Maz'ya et Plamenevskii [57])
— 9(S") est dense dans H}(S™).
— HNS") = H\(S") sin > 2,

2
u

1/2
7N + V,u 22 n .

L2(S™)
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~ H'(S") = H!(S") ® R si n = 1. De plus,
H(S") ={v e H'(S") | v(Mo) =0}

On a
/ VuVgudo = — Aguv do, (2.13)

pour toutes fonctions u,v € H'(S") tel que Agu € L*(S"). Icei A, est Popérateur
de Laplace-Beltrami sur la sphére S™.

On rappelle que quand n = 2 (la sphére est plongée dans R3), cet opérateur s’écrit
formellement en coordonnées sphériques

9" = S oo m 90’ sin?0 0p?’

tandis que le gradient surfacique V, s’écrit

1 %” _i_@
sinfap " 98

—

gU = €p.

Revenons au cas d'une dimension quelconque. Pour tout entier £ > 0, on note
H, V'espace des harmoniques sphériques de degré k sur S”. On rappelle qu’il est
composé des restrictions a S” des polyndémes harmoniques homogénes de degré k.
On note dj, sa dimension. On sait que sin =1, alors dy = 1 et d, = 2 pour k£ > 1.
Quand n > 2, on sait que dy =1, dy =n+1 et

-2 -1 -2
() (A () () s

(2.14)
(4) -5 m

On sait que les sous espaces Hj sont deux & deux ortogonaux pour le produit
scalaire de L?*(S") et que

ou

L*(S") = @ Hy.

k>0

Pour tout k£ > 0, on note (% ,,,)1<m<d, une base orthogonale de Hj, pour le produit
scalaire L?(S™). On a la propriété suivante

N =k(k+n—1)%,, pour k>0et1l<m<d,. (2.15)
On se donne une fonction v définie sur R™, et on pose

0(€) = (1 — &) * 2 0(n(€)), VE € ST (2.16)



2.8 Projection stéréographique et fonctions propres

256

ou,
n—2

2 TA -1 n
o) = (150m) W) wer

Lemme 2.5 La fonction v appartient o Wy (R") si et seulement si
0 € HX(S™). De plus,

| 2

2@ . _ v
/ a6 ™ = /IR PR
(€ Gl

G /Rn|vv|2dy+n(2—n)/RnW

Preuve. De la densité¢ de Z(R") dans W, (R") et de 2(S") dans
H!(S™), on peut supposer que v € Z(R"). Considérons la fonction

dy.

2 (n—2)/2
o) = (L5 =iy 20

Alors par une simple intégration par parties, on obtient

/Rn <|x|22+1>n—2 |Vw(;(;)|2dx = /R" |Vv(q;)‘2—|—n(2—n) /]R" (1_i|_v||;|2)2

En effet on a,

Vals) — v<<1+2|a:!2>’32v(x)>

n—4 n—2
n—2(1+|z*\ 2 L (14 |z T
= ( 5 v(x) - &+ 5 Vo(z),
d’ou

T (e e

(2.17)

(2.18)

(2.19)

o (Y e s - () v v

2
On déduit que

L(5m) wewr = [ -2t @rs [ v



2.8 Projection stéréographique et fonctions propres

26

On s’intéresse a la derniére intégrale, on pose

2 z
— = LT dr = . 24
e T MQU(x) - Vo(z)dx o 15 [0 V|v(x)|*dx

en faisant une intégration par parties, I devient

n ki 2
f:—/ ) d
(7 =21 e ) 0P

d’ou

/Rn <1+2|x|2>n2’Vw(:I:)\2dx—/ IVo(x \dx+/ +||”§1 (2)[?dz.

Soit maintenant, Bf = B; — {0} ou B; est la boule unité de R"*!.

0OP . _ 2
L e de=men [ WP (2.21)

Alors,

md(g)

ou B* = By —{(0,...,0,t); 0 <t < 1}. Et V est le prolongement,
homogene de degré zéro, de la fonction d(€)™'o a R*™ — {0} défini par

) pour z € By

T
Montrons d’abord la relation (2.21), pour £ = — on pose |z| = t, alors

]

V|2
/HW@WM::Lmezgﬁﬂﬁ%

n 2(5)
:/oltdt U(g 6_n+1/ E

Considérons maintenant ’application bijective

¢ B — R"x]0,1]
v o— (yt) = (x(€), |z) ous:‘;.

En d’autres termes,
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On a
(lyl* +1)"w(y) = 2V(e ™ (y, 1)), (y,t) € R"x]0,1][.

En effet,
tout d’abord ¢ étant bijective, alors ¢! est définie par

o' R"x]0,1] — B}*
(y,t) — =9 (y,1),

telle que p~1(y,t) = tm—1(y), d’autre part

R APV [ (9 RN 2
V@) =dgp W) =g O MO = g
et v
) = (1= ) T o(rl©) = (175) o)
Donc

d’ou le résultat

2V(z) = 1+ yPw(y); ==¢ (yt)

On conclut que

1 _
/B** V(@)]Pde = (Iy* + Do) *| o (y, )|~ dydt.

4 Jrnx10,1]

Ou J,(y,t) est le jacobien du changement de variable défini par

Iy O On
0xy 0xr, OTpiq

Tl ) =\ Oyn Ot
8371 al‘n axn—‘,—l
9t ot ot
0, 0x, 0T,

ot ;
Puisque ¢ = |z| alors, —:ﬁ:é‘j; 1<ji<n+1.

a.ij t
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Jy; . .
Calculons—y pour 1<i<netl1l<j<n+1.

8x5’
T
On a, y; = , donc
t_'$n+1
ayi o 1 o ZiZj Z;
aZL‘j N t— Tn+1 " t(t - ZL‘n+1)2 (t — In+1)2 gty
d’ou
1 2
(1 —kE) 1<i=j<n
t__$n+1
Oyi _ ) —K&& 1<i#j<n
an t—-$n+1
L 1<i1<n, et j=n+1
t__mn+1
o, K = (1 = &up1)~
Ainsi,
1 " 1 2\"
J(x) = () J= ( * vl > J
t— | 2t
avec,
1 - /fff — k€182 s T — €180 &1
—k&§6 11— Hfg —K&2E3 s I 3
I . . : :
: T : __anflfn .
3 —k€pbn1 1 — nfg &n
51 Ce ce é“n_l gn fn—i—l

En ajoutant a la i-iéme colonne, 1 < ¢ < n, la derniére colonne multi-

piée par k&;, on obtient

1 0 - - 0 &
0 1 . 0 &
J=kK ' ' : ©.
: . 0 éﬁ—l
0O -+ -+ 0 1 &,
&G & o Gy & =

Ainsi

1+ [y2\"
J=6p —R(E+ . +)=—1, et Jw(x):_< J;l%) '



2.8 Projection stéréographique et fonctions propres 29

Il s’ensuit que
1 1
L W@Pde = 5 [ [ (g + Dl P, (9, 1)dyat

1 1 gt ) 1 n-l
= - 2t)"dt —_— d
e [ P (5s)

: ()
- [ ) 4
2(n + 1) /Rnl W\ T Y
1 v(y)[? y
n+1Jre 1+ y2 7

Rn

On conclut enfin que

[P  bE

Y.
d(¢)? re 1+ [y[?

De méme, on peut prouver que

R ) 2 n—2 )
/B;* Vyo(z)[ de = /Rn (1+|y\2> [Vw(y)|“dy.

En effet, posons

Viz)=o(—); 2eR™ et &= .

|| ]

Alors,
1
2 :/ ) Qt”dtd:—/ 5(6)[2de.
/B;* V(o) de nx[o,u'v“’v(f)' &= L Jo VPO

D’une autre part, on a

1 2 _ ly[* +1 ’ w2
T Ve = (Y55 e

VV(@)]* = [V0( ) =

Donc,
1 241\
[P = [ ] il V()2 Ty (y, £)]dydt
Bp* 0 JRre 2

= [ (Y wur (-2f)
- Lvewr ()

n+1Jre

D’ou

[viere = [ vewe (2 5) W
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Maintenant, on a
Lemme 2.6 Soit v € WZ(R"). Alors, on a

n(n — 2)

_nt2

(1570m) ) =809 - iy e R,

1+ [yl?
Preuve. On pose & nouveau

E=mly). (222)

2 (n—2)/2
o) = (M55) ) =009, pour toury e R, £ = 7).
Viz) = @(|i|), z € R,

Puisque la fonction V' est homogéne de degré n = 0, alors d’apres le

théoréme d’Euler, on a

n+1 av
x-VV(x le (z) =n-V(z) =0,
de méme,
ntl 0’V
1;1 Lk Ox;0xy, (z) =
En effet,
n+1 n+1 8 8V
Zmz ) =0 alors Zxk —(z))=0
i axz
donc

n+1 av aQV
Z QL ox; () + zizy 0x,;0xy,

ik=1

d’ou le résultat
n+1 02‘/
=0.

Montrons que

(z)) =0

“ ov
S e )= g (6) (2.23)
Puisque V' est homogene de degré zéro, alors
Doy = 0 52OV 02
Yk Yk j=1 9% Yk
"oV 2 OV Ayiyk ov 4y,
- Z 1 Oy 1+ |yl? sk Z 10z (L4 1[y?)? Oy (14 [yl?)?
8\/ 2 i 8V 4y Yk ov 4y,

= T e~ L ow, O yep

Oxpyy (14 |y[2)?
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donc
" " OV 2y "9V dyyi "oV T
Y = o - +
>0 0 T 2,0, T 2 00 (15 PP
_ 2y ¢ Aly? oV
- 26O T R O [
1 — P& OV 4|y|2 oV
= +
T 1o 2 %00 (T PP O
Or, toujours puisque V est homogéne de degré zéro, on a
oV oV 11— ly|> oV
kz::lfk - gn—i-l a$n+1 (g) - 1 + ’yP 8{En+1
donc
" 1—|y2\* av Ay oV oV
§ 0,2 - (L0 b OV o g
Pt 8yk L+ [yl?) Ownia (1+ [y[?)? Ozps O 1
Calculons maintenant Aw(y), on a
Aw(y) =) =5 )
= 0y;
ou
s 0 (V06
y3 = 0y; \ Oz, y;
B n+1 8l62§k N 7%1 o*V a&%
(= Oy Oyj iy 00z Oy, Oy;
D’ou
n+1 n+1 85 agk 62‘/
A i3 L2 . 2.24
Z yf +iz (Z 0y, 0y; | Ox;0xy, (2.24)

Pour continuer la démonstration de ce lemme nous montrons d’abord
les égalités suivantes

(i)
(ii)

A& = (1= &nr1) (2801 — 1),
Aygn—&-l = (1

- §n+1>2(_2§n+1 +n—

pour 1 =1,...,n.

2).
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(iii) Enj 06 9 _ (1= &) (0ik — &&k)  pour 0<ik<n+1.

j=1 ayj ayj B

(i) Pour la premiére égalité, on a

n 82&
A 52 - )
! k=1 ;i
ou
0&; 2 L Ay
Ay T4yl ™" (1 + [y
et
0%¢; 9, 2 0 YilYk
(e e ()
i Oyr 1+ |y Oyr (1 + [y|?)
_ Sy . 4y; 16y;12
(L4 Y22 1+ A+y?)?
Donc

8yi _ Any; 16y;|y[*
(T+1y2)? A+1yP)? A+ [yP)?*

Ay&i = -

En terme de &
Ayéi = (1 - €n+1)<2§n+1 - n)ézu pour 1 S [ S n.

(ii) Pour la deuxieme égalité, on a

n a2£n+1
A gn 1= y
ySn+ kz::l ay]%
ou
a£n+1 _ 4yk
Ay (1 +[y[*)?
et
dyi  Oye (L+1[y[H*" (A +[yA?  (1+yl)?
D’on
At = 4n B 16]y/?
ST @[y A+ )
Donc,

Ayénir = (1= &up1)* (26041 + 1 — 2).
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(iii) Pour la troisiéme égalité, on a pour 1 < i,k <mn,

& 2 4y, 3 2 4yy;

= i € = kj— .
Oy; L+ A+ dy, 1+ ™ (1+|y)?)?

Ainsi

"0 0 " ( 4y, )( 2 dyry; )
AL 5 S IKYi
Loy, — 2\t T e wer) T T @

4 16y,
S 4 L
(1+ |y[*)? (1+[y[*)*
= (1 _gn—i-l) ( ik — 5251@)
On obtient le méme résultat pour 1 <i<netk=n++1 et pour
t=k=n+1don,

"L 0 Oy,
2 Jy; Oy;

Jj=1

=(1—=&1)?(Gir —&&) V1<ik<n+1.

En substituant les égalités (i)-(iii) dans (2.24), on obtient

Aw(y> = (1 - gn—&-l 2§n+1 Zéz ‘ 2§n+1 +n— 2)
, OV , ol o2V
(1 - §n+1) aanrl (5) + (1 - gn—i—l) igl(di,k - glgk)(?xlayck
ov
= —(1 =) (24 — n)&n—&-lﬁ(f) + (1= &pin)?
n+1
%4 ntl 92y

(=261 +n—2) I &+ (11— €n+1)2 ; (9733?’

ce qui donne
B 2 \? 2(n —2) oV
Auly) = <|y|2 + 1) AVIO+ Y2 +1 0244

Pour les fonctions ¢ et V' définies plus haut, on définit V0 et A 0 sur

la sphére S™ par

On rappelle aussi
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donc

n—2 n—2 n—2

2 2 2 2 2 2
A“(y’:<1+1y\2> A“}*“"A<1+1y\2) +W(myr?) Ve,

ou o p
2 R -2 2 "
) )
L+ Jyf? 2 \1+yP
et s
() = () ()
Al —— =n :
L+ [yl 2 \1+[yP? L+ yf?
D’ou
n—2 n+1
2 Tz n(n—2)< 2 >2
A () T Aw() —
v = () Avw - () e
_2n—2< 2 )”/2 oV
2 1+|y‘2 axn+1
En remplagant Aw(y) et w(y) par leurs valeurs, on obtient
n+2
2 R n(n —2)
A =—— AGO(E) — ————=0(8)).
o) = (15m) (@it - )

D’ou la formule (2.22). W

Théoréme 2.7 Pour tous les entiers k., £ > 0, avec 1 <l <d, sim#1, et =1
sin =1, on considere la fonction

n—2

2 T 71 .
Wi o(z) = (‘IP n 1) oo™ () sin # 1, (2.25)
(22 + 1)Y2 cos((k + 1) arctan(z) + kn/2)  sin = 1.
Alors, Wi.o appartient o W(R™) sin # 2 et a XJ(R?) sin =2, et satisfait
Ak

AWy = ———=Wh 2.26
K(kn—1) +n(n—2) sin#
[ 4 +n—1)+nn—-2) sin#l,
Ak = { k(k+2) sin=1. (2.27)

De plus, (#j.4)re est une base orthogonale de W%, (R") satisfaisant

Wet(@)Winy(2) , ' o .
/n (lz2+1)? dr = e V%,K(ﬂi).vwm,](m)da: =0 st (k,0) # (m,J).
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Preuve. L’objectif de ce théoréeme est le calcul des valeurs propres
(Ak)k>o et fonctions propres (wg)g>o du théoréme 2.1 lorsque

o(@) = (| + 1)

Supposons en premier que n # 2.
D’aprés le Théoréme 2.1, tout couple (g, wy) est solution du probléme

w e WHR") et — Aw = Mz) *w dans Z'(R")

qui peut étre réécrit sous la forme

Vw(z).Vo(x)de = A de, Yo € Wy (R™).

R® re (z)?

Du Lemme 2.5, on déduit que la fonction @ € H)(S") et satisfait

Vi(€).Ved(€)do(€) = A | d(€)d(E)do(€), Vo e HLS") (2.28)

S N
avec

A—n(n—2)
—y

En effet, d’aprés le Lemme 2.5, on a v, w € W} (R") si et seulement si
0, € HX(S"), de plus

X:

V,0(6)V,00)de = [ V- Vode +n(2—n) / Y

sn R" rn ()

_ )\/né};dx—l—n@—n)/ el

= (A +n@-n) [

En posant

On obtient, d'une part

/B _Vi(@)Va(2)dz = ! W(€).H(€)de.
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et d’une autre part,

i@ = [ (20) ) a0y,

L+ |yl
1 ( >)< 2 ”( 2 )”
= w(y)v ,
nt 1 e Y 1+ |yl 1rye) @
4
_ w(y)v(’y) dy.

D’ou

| i€ 5@de =4 [ w(y)'vgy)ldy, (2.29)

et la relation (2.28) s’ensuit.

Le casn > 2. On a H}(S") = H'(S") et la formulation

~

[ V,0(€).V,0(€)do(€) = A [ al©i€)do(€), pour tout o € H'(E"),

s’écrit encore A
— Ay = M.
Ainsi, il existe un entier £ > 0 tel que
A={(l+n—1);0>0,
et w € Hy. Alors pour tout k > 0, A, = 4k(k+n—1) +n(n—2) et les
fonctions propres wy, sont solutions de 1’équation

Ak
2 Wk

Ay = — 8
YT A 2P

appartiennent a W (R") et forment une base de orthogonale de W0, (R™).

w étant les fonctions propres associées aux valeurs propres A de 1'opé-
rateur de Laplace-Beltrami, on peut écrire

wk,g(f) = %,g(f) avec 1 S 14 S dk et k 2 0,

c’est & dire

2—n

Wie(§) = (1 = &n1) 2 Wie(y) = Zhe(§).
Alors

n—2

2 ) Y (7 ().

L+ [yl?

wk,z(y) = (
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De plus

- (9:>4 de = - Vwy, () Vw, j(z)de

_ 1 [ (€)1 ()dE

- /%e@ £)de
— 0 si (k0 #(m,j).

Ceci termine la démonstration du Théoréme 2.7 pour n > 2.

Lecas n=1. Quandn=1,0n a
H; (8Y) = {0 € H'(S") | 9(My) = 0}.

On déduit facilement de la formulation (2.28) ce qui suit

{ —Ayib = M dans 2'(S}), (2.30)

w(My) = 0

avec A, = 03 est 'opérateur de Laplace-Beltrami, qui sécrit en-
core

06? (2.31)

w(My) = 0

Pour £ = (&1, &) = (cos,sin ) tel que 6 €|r/2,57/2], la solution
de I’équation différentielle, dans (2.31), s’écrit

2/\
{M = b dans 2/(S)),

C sin \5(9 —7/2) 4+ Cy cos \/X(Q —7/2).

Et en vertu de la condition aux limites w(My) = 0, qui est vérifiée
2

4
pour@zﬂ/QetQ:Eﬂr/Q,onaC’Q:Oet)\:Z.

Ainsi, pour ¢ € N*, on obtient les fonctions propres suivantes
l
w(§) = sin(§(9 —7/2)); ¢ = (cosf,sinf) et 0 €]r/2,57/2].

Puisque n = 1, la condition d’orthogonalité (2.7) doit étre prise
en compte, elle s’écrit

/(w(x)zd:v:().

R (224 1)
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D’aprés Iidentité (2.29), on obtient

w(x) 1 o
/R [yt = 4/81(1 — &) Pw(€)de,

car, pour v(z) = 1, on (&) = (1 — &)'/2. Alors,

w(z) 1 o7/2 oo . b
dv = —= 1 —sin6)"/?sin(= (0 — 7/2))do.
/R o = 55 L, (s sin((6 - m/2)
Et l'intégrale a droite s’annulle, sauf lorsque ¢ = 1. Finalement,
on déduit
« Y2
)\:Z’ A = (%> —1 pour tout ¢ > 1.
Revenons a la projection stéréographique 7, on a
& cos 6 0 3m
— - — =tan(=——), 0 €|n/2,57/2].
z ﬂ-(é-l?éé) 1 _ £2 1 _ Sln@ a"n(2 4 )7 ]ﬂ-/ ? 7T/ [

Son inverse est donné par

_1 B 20 2% —1
@ = G ey
= (cos(3m/2 + a(x)),sin(37/2 + a(x))),

avec a(x) = 2arctan(z), x € R. Ainsi,

2

—1/2 .
- A — 2 1/2 . t
2+ 1) we(&) = c(x® 4+ 1)"*sin(f arctan(x) + 27r).

wg(CU) = (
La famille (wy),>2 contient toutes les fonctions propres de 'opéra-
teur A,. La complétion de cette famille par la fonction constante
1, forme une base orthogonale de W9,(R) comme annoncé dans
le Théoréme 2.1. Ceci termine la preuve du Théoréme 2.7 quand
n=1.

Le cas n = 2. Comme expliqué dans la section 2.2.1, il ya quelques
modifications sur les espaces & poids considérés lorsque n = 2,
principalement, parce que les fonctions propres de A, appartiennent
a lespace X (R?).

L’image de X} (R?) par la transformation (2.16) est I'espace M (S?)
composé de toutes les distributions u satisfaisant

u

A (Togd@) +1) < - ) Vo € ET
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Cet espace n’est autre que H(S?); voir les arguments dans [57].
La condition (2.7) s’écrit

[, v(©)da(&) =0,
S

En effet, si n = 2 on a 0(§) = v(mw(§)) = v(x). On rappelle la
condition (2.7), quand n = 2

/R2 o(x)0(x)dx = 0, avec o(z) = (|z|> +1)72%

Or, en vertu de l'identité (2.29)

1
=1 )

L, e@n@)de =7 [ o€,
d’ou le résultat.

Avec les mémes arguments du cas n > 2, on déduit facilement que
les valeurs propres sont données par

A=4(l+1), £>1.

Les fonctions propres correspondantes, sont données par la rela-
tion (2.25) pour £ > 1 et forment une base de W%,(R?) L R. La
complétion de cette famille par la fonction constante 1, termine
la preuve du Théoréme 2.7 quand n = 2.

Remarque. Lorsque n > 3, I'inégalité suivante découle immédiatement de
la formule (2.19)

|v]? 1 )
/R" (Jy? + 1)2dy = n(n —2) /R [VulPdy, Vove WE(R"). (2.32)

La constante apparaissant dans cette inégalité est optimale car 1'égalité a lieu
quand v est égal a #, & une constante multiplicative pres, disons quand

o(x) = (|22 + 1)/,
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2.4 Propriétés supplémentaires

On propose ici d’exposer les propriétés des fonctions (#4 ). Pour cela on peut
considérer les espaces propres

Ek’: [{Wk,lv"'?%,dk}]; k‘EO
Du Théoréme 2.1, on déduit que Ej, = {mh | h € H}, o mh est défini par
9 (n—2)/2

En effet, puisque (% ¢)1<i<aq, constitue une base de Hy, alors il existe une suite
(aw)1<i<a, telle que, si h € Hy,

dy,
Vx € R", h(z) = Zw%ﬂx).

(=1

En définissant m,h par la relation (2.33), on obtient

d 2 (n—2)/2
Vz eR", mh(z) = > a (W‘H) Dpou(n ()
fdzkl
= Y aWi(z) cqld
/=1

Considérons maintenant, pour tout entier k£ > 0, 'espace W) composé de toutes
les fonctions rationnelles de la forme

R(I) _ Z Pm(T)

(|2 + 1)m+(n=2)/2"

m=0
o, pour tout m < k, p,, est une fonction polynémiale de degré inférieur ou égal a
m. Evidemment

WoCcWyC---CW,C---.
De plus, W;, C W3 (R") sin > 3 et Wy C X$(R") sin = 2.
Ces derniéres inclusions découlent des propriétés des espaces de Sobolev a poids.

On sait que pour n > 3
pm(T) € Wi”% (R™),

pm(:l:) —2m—n m n n
alors, CE (g)~2m=nt2p (x) € Wi oo (R )<—>W%+m_1(R ).

Et comme pour n > 3, m + g — 1> 0, on conclut
R(z) € Wa,,, 1(R") = R(x) € Wy (R").

De la méme fagon on démontre que Wy, C X (R") quand n = 2.
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2.4.1 Des fonctions propres rationnelles

Théoréme 2.8 Supposons que n > 2. Pour tout k > 0, les propriétés suivantes
sont vérifiées

= Wiy € Wi, V1 <L < dj,.

- Eo@El@@EkIWk

dika:<”j;k>+<”+:_1 ) sik>1 et dimW,=1.

~ Sin > 3, Uopérateur (|x|*+1)%A est un isomorphisme de Wy, dans lui méme.

Preuve.

— Calculons d’abord la dimension de W},. Soit R une fonction dans W,
donc on peut I'écrire sous la forme

Rx) =Y EE f’l")(ﬁ(n_m - (2.34)

m=0

On peut décomposer p,,, 0 < m < k, sous la forme

E(m/2) E((m—1)/2)
pm(z) = Z cm7g(;1:’)xié + Z dm,g(a:’)a:i“l,
/=0 =0

ol Gy, et dp, ¢ sont des fonctions polynomiales de la variable

' = (xy1,...,x,_1), de degré inférieur ou égal & m — 20 et m — 20 — 1,
respectivement.

Ecrire 22 = (x)? — (2/)?, avec (2')* = |2/|> + 1, et remplacer dans

(2.34) conduit a la décomposition suivante de R(x)

/’2

ao(z’) 2’“: A (') 4 b (2 2

O = (e oz © & (e g o2

(2.35)

m=1

ou, pour tout m < k, a,, et b,, sont deux fonctions polynomiales de
degré inférieur ou égal & m et m — 1 respectivement.

De l'unicité de la décomposition de R(x), il s’ensuit que

dim W() =1et

k
dim Wk = 1+ Z (dlm Cm[Xh --~7Xn71] + dim(Cm,l[Xl, ---7Xn71])

m=1

e B () ()
s () ()
_ (n;brk;)%_(nj:/z—l).
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— Soit w € Ej, pour k > 0. Alors, w s’écrit sous la forme

n—2

ww) = (oory) | P @)

|z +1

ou P est une fonction polynomiale harmonique homogéne de degré
k. De 'expression de 7!, on obtient

2\ 2|2 — 1
(= Play, ... T, .
wle) = (7)) Pl )

Ecrire P sous la forme P(xy, ..., 2,,t) = Z anz®t* 1% donne
aeN" |a|<k

w(z) = - > 2|Z %xa(<x>2—2)k*|o‘|

2 b " k—laf Qo 0 o) \2(k—|al—¢
|:E|2—|—1> Z Z ( / >2k_|a(_2)x <:L’>( o] ),

la|<k £=0

avec (x)? = |z|* + 1 et

pon() = 2D § (_1)m|a|( k—|a )aaxa.

la|<m m — o

Par conséquent w € Wj.. On conclut que E C Wy, et

Ey®..®E.C W,

k
L’égalité découle de I'identité dim W), = Z dy, = dim [Ey @ ... © Ey].

m=0
— De la décomposition Wy, = Ey @ ... @ Ej, on déduit facilement que
Wy est invariant sous 'action de l'opérateur (|z]? 4+ 1)?A.
En effet, soit w € Wy = Ey @ ... ® Ey, alors

N
w = Zajwj ot wj € E; =[{#;, ...,%,dj}],
=0
1.e.
N dj
w = Zozj 5@%,4.
j=0 =1
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Alors,

N dj

(2 + D*Aw = 3 a;B(|z* + 1)* AW,

§=0¢=1

d;

N
= — ZZO{ng)\jo’g c WN.

§=0¢=1

Donc I'image de Wy par 'opérateur (|z|? + 1)2A est Wy. De plus,
puisque A9 > 0 quand n > 3, on déduit que (|z|*> + 1)2A est un
automorphisme dans Wy.

|

Remarque. Quand n = 2, 'opérateur (|z|*> + 1)?A est un endomorphisme de
Wy, dont 'image est Ey @ ... @ Ey (Porthogonal de Ey dans Wy par rapport au
produit scalaire de W9, (R™)).

Quand n = 1, on peut montrer facilement que FEy @ ... ® Fy, = Wk, ou l'espace Wi
est composé de toutes les fonctions rationnelles de la forme

- i Qm(x)
0 = & T+ 17

avec, pour tout m < k, ¢, est une fonction polyndémiale de degré inférieur ou égal
a m. En adoptant Décriture 2> = (22 + 1) — 1, on peut montrer facilement que
R(x) € W), admet la décomposition suivante

B g, G

ou, a,, et b,,, 0 < m < k, sont des réels et by = 0.

2.4.2 Quelques expressions des fonctions propres du Lapla-
cien pondéré

On propose ici de donner une écriture simplifiée des fonctions propres de 'opé-
rateur —(|z|*> +1)?A dans lescasn =1, n =2 et n = 3.

Le cas n = 1. Dans ce cas, les fonctions propres sont solutions du probléme

—Agu = Au
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o A, est 'opérateur de Laplace-Beltrami sur le cercle, défini par
A, = 0*/06?. Les valeurs propres de opérateur —A, sont

A = k(k + 2),

et les fonctions propres de lopérateur —(|z|> + 1)%A sont données, d’aprés
le Théoréme 2.7, par

wi(r) = (2% +1)Y%cos((k + 1) arctan(z) + km/2)

= (22 +1)Y2cos((k + 1) arccos( )+ km/2),

1
V14 a2

ce qui donne a la fin

1
V14 2?Ty1(——=—) si k est pair,
w(z) = . Vel (2.37)
xC’k(TH) si k est impair,

ou T}, et C, k > 0, sont les polynémes de Tchybechev de premiére et seconde
espéce.

Le cas n = 2. Lorsque n = 2, la projection stéréographique de S? dans R? s’écrit

G|

cos ¢sinf sin ¢ sin 6

1 —cosO’ 1 —c059> , £ = (cos¢sinf, sin¢sinf, cosf) € S°.

ou (r, ¢, 0) désigne les coordonnées sphériques.
Les harmoniques sphériques usuelles sur la sphére unité S? de R? sont données
par

(&) = agymeim‘ﬁPgm(cos 0); £t>0et —0<m</,

avec ay,m,, les constantes de normalisation, et ;" sont appelées, les fonctions
de Legendre associées, elles sont solutions de I’équation différentielle :

d d m?
—((1—=2H—P™") + Ll +1)P" — ——P" =0.
d.’]}(< x)dl'Z)—}_(—}_)Z 1_1,2[
Les fonctions propres (wy,,) de 'opérateur —(|z|*41)?A sur R? sont données
par
($1 + Z$2)m |$‘2 —1
Wem(T) = Gpm P >0 et —0<m</l, (238
L, ( ) L, |l’|m ¢ (|$’2+1) ( )

et satisfont

—(|z]* + 1)*Awpm = M+ Dwpm; £>0 et —L<m < L.
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En effet, de la définition de la projection stéréographique, on a

2 — 1 . 2|]
cosf) = ————, sinf = ,
|z]2 + 1 |z|2 + 1
ainsi . .
cosgb:—1 et singb:—Q.
|z |z

Et les fonctions propres de l'opérateur —(|z|?> + 1)2A quand n = 2 sont
données par

Wen (1) = Py (7 (7).

D’ou, (2.38).

La fonction wy,,, qui appartient a Ug>oWj, est non singuliére a l'origine
puisque le terme |z|™ disparait aprés avoir développer (2.38).

En effet, on sait que

P (cos §) = (sin )™ <Cg‘;>m Py(cos ),

ot Py sont les polynéomes de Legendre. En remplagant dans la relation (2.38),
on obtient

2 d\" , |zfF -1
Wg’m(x) = CL&m(xl"_ZI'Q) W (dl‘) P£<|1'|2+1)

Le cas n = 3. Dans ce cas, on a besoin des harmoniques sphériques sur la sphére
unité S* données par

%,Z,m(ﬁ) = Oék,@,m@£<COSX)%,m<€/);€ € S37 k Z 07 0 S g S k, —f S m S f,

oll (g ¢ sON les constantes de normalisation et (¢, 6, x) sont les coordonnées
sphériques sur S? ramenées a & par la relation

¢ = (cos ¢ sin @ sin x, sin ¢ sin f sin x, sin x cos 6, cos ).
Le vecteur ¢ appartient & S? et il est donné par
& = (cos ¢sin b, sin psin b, cos ).
Ici Qf, k > 0 désigne la fonction définie par

d‘C
Qilz) = (1-a?)PP=E (),
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avec Cy le k-iéme polynoéme de Tchebychev de seconde espéce (voir, e. g.,
[51]). Les fonctions propres de 'opérateur —(|z|*> + 1)2A sont

2 — 1
] +1

>P;"<§’|>, (2.39)

2 >1/2 (21 + ixy)™ ol

Wit (T) = Qo <’x|2 +1 (x] + 23)™/2

ouk>0,0</I<k —L<m<H/.
En effet, comme pour le cas n = 2, en utilisant la définition de la projection
stéréographique, on obtient

22 —1 . 2|z|
e e = -
R
Et
) f 2 2\1/2
o= 2o cosh dome, cos—= . et sing = i)
¢ X | |
2
2%‘2 . . . 1 T2
&= ryq = simésinfsiny done, sing = .

21, . . L1
= W =cos¢sinfsiny donc, cos¢p = W

D’une autre part, les fonctions propres de l'opérateur —(|z|? + 1)?A quand
n = 3 sont données par

&

@) = (i) Fhemlr @)

|z|2 + 1

2 1/2 .
= <|a:]2+1) Ay, 0,mQy,(cos x )™ P (cos 0).

On déduit alors la relation (2.39).

Remarque.
Les fonctions rationnelles (#}.s)r>0.1<e<a, Peuvent étre utilisées, du point de vu
numérique, pour résoudre les équations aux dérivées partielles dans I'espace tout
entier. c’est le but du chapitre suivant ot on va proposer une méthode spectrale

simple pour résoudre les problémes elliptiques du second ordre dans des domaines
non bornés.
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Chapitre 3

Approximation spectrale de
problémes elliptiques dans des
domaines non bornés

Parmi les méthodes existantes pour résoudre les équations aux dérivées par-
tielles dans les domaines non bornés, on peut souligner I’émergence des méthodes
spectrales basées sur I'utilisation de fonctions rationnelles, surtout dans le cas uni-
dimensionnel (voir Boyd [23, 22|, Guo, Shen et Wang [47], Guo et Shen [46]). Le
principal avantage des fonctions rationnelles est la possibilité de prendre en compte
la décroissance des fonctions a U'infini, c’est-a- dire quand |z| — +o00. En fait, dans
la plupart des problémes pratiques de la physique et I'ingénierie, il est crucial de
décrire le comportement de la solution a l'infini.

Inspiré par la forme des fonctions (#% ¢)k>01<0<a, dans le chapitre précédent, on
propose une méthode spectrale simple pour résoudre les problémes elliptiques du
second ordre dans tout ’espace.

Ce chapitre a fai I'objet d’un article soumis & "SIAM Journal on Numerical Ana-
lysis" [21].

3.1 Position du probléme et hypothéses

On s’intéresse ici a la résolution des problémes elliptiques de la forme

_ zn: aiaw(l“)ggj(x) + zn:bl(x)g;i + ¢(x)u = f(x) dans R". (3.1)

=1

47
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On commence tout d’abord par définir certains outils qui seront utilisés tout au
long de ce chapitre. Pour une fonction p, positive et mesurable sur R", L;O(R”)
désigne Iespace des fonctions mesurables v, satisfaisant pv € L*°(R"™) et muni de
la norme

||U||Lg°(Rn) = ||PU||L°°(RH)-
Considérons la fonction poids définie par

1

e si n#2,

w(z) =

(|2 + 1)(log(2 + |=|?))? s1 n=2,

oit || = (z2 +... +22)Y2. Ainsi, W} (R") est défini comme étant I’espace composé
de toutes les distributions v satisfaisant

/n w(x)|v(z)]Pdr < oo, /Rn \Vo(z)Pdz < oo,
et muni de la norme
ol = [ w@lv@) e+ [ |Vo@)da.
W1 (R") désigne le dual de W' (R"). En fait, W (R") est 'espace de Sobolev a
poids W2P(R™), défini dans le premier chapitre, avec m =1, a =0 et p = 2.

Quand n > 3, on sait que la semi-norme

T

est une norme sur W} (R™), alors il existe une constante ¢y > 0 telle que

VUEIWﬁ(R”)(/

qum@ng%AmeWm. (3.2)

Quand n € {1,2}, (3.2) n’est plus vraie & cause des fonctions constantes qui
appartiennent a W} (R"). Plus précisément , si n € {1,2}, il existe une constante
qu’on note encore cgy, cg > 0, telle que

Vo € Wi(R™), inf | w(z)|v(z) — k[’ dz < co/ |Vv|*dx. (3.3)
keR JRrn R™

Et la meilleure constante dans cette inégalité correspond a la valeur moyenne

pondérée de v, donnée par

k= é /n w(z)v(x)dr, ot W = / w(z)dz.

n
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Ainsi, on peut réécrire (3.3) sous la forme

Yo € WL(R"), /

. w(z)|v(z)Pde < co/ |Vo|?dr + — / wvdw . (34)

Considérons maintenant les hypothéses suivantes

(J#A) f appartient a W1 (R™). Cette hypothése est vérifiée en particulier lorsque

/n |f(x)|2dx < +00

w(z)

() (aij)i1<ij<n € L(R™)™*™ et il existe une constante o > 0 telle que pour tout
6 - (517 . 7£n) € Rn’
> a;j(2)&€ > af¢)?, p. p. dans R™. (3.5)

ij=1

(A3) b= (by,....,b,) € L2, ,(R™)", divb € Ly (R") et c € L1 (R"), ce qui veut

dire qu’il existe une constante C' € R* telle que
b(x)|* + |divb(z)| + |c(x)] < Cw(z). p. p. dans R™. (3.6)
(#3) 11 existe une constante € telle que
€e>—afcysin>3, e>0sine{l,2}
et 1
c(x) — idiv b(x) > ew(x) p. p. dans R". (3.7)
Sib=0,c=0etn >3, les hypothéses (7743) et () sont automatiquement

satisfaites.

3.2 Formulation variationnelle

Revenons maintenant au probléme (3.1), en le multipliant par une fonction test
v € Z(R") et en intégrant par parties, on obtient

Z/ 8u 8g0d +Z/ 8361 z)p(x)dx

i,j=1

+/ d:c_/f
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De la densité¢ de Z(R™) dans W,}(R"), on obtient la formulation faible suivante :
Trouver u € WL (R™) tel que

Vo € WAR™, a(u,0) = {f,v). (3.5)

ol af(.,.) est une forme bilinéaire, définie par

ou Ov

r)———d d

”z:l/n 83:1 Oz, T Z/n ('9332 Ju(w)de
+/ c(x)u(z)v(z)de.
Rn

et

Yo € WLRY), (f,0) = / Fl@)v(x)dz.

n

Proposition 3.1 Supposons que les hypothéses (4), (), (76) et () sont
vérifiées. Alors, le probléeme (3.8) admet une solution unique u € W (R™), vérifiant

lullwy @y S 1 llwgt @ny- (3.9)

Preuve. La démonstration de cette proposition est une conséquence
directe du lemme de Lax-Milgram.
Il s’agit de trouver u € W) (R™) vérifiant

Yo € WL(R™), a(u,v) = L(v).

L étant la forme linéaire, définie par L(v) = (f,v).

La continuité. Montrons d’abord la continuité de L(.). On a

Lv) = /]R fyo(e) da

_ S@) @) 20() da

re w(z)1/?

( - J;)((xx); d:c)l/2 (/Rn w(z)v(z)? d:c)l/Q

cl||v||Lil/2 ®n) en vertu de (J4)

IN

IN

< cllvllwy @)

Passant maintenant a la continuité de a(.,.). Une intégration par
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parties de a(u,v), donne

owr) = 3 [ a@gt ghdr =3 [ SLb@n)us
+ o c(x)u(z)v(x)d.
" Ju Ov ,
= ‘ZI/R aij(x )8—a—%d T+ Rn(c(x)—dlvb(x))u(x)v(x)dx
-3 [ b e

Alors, en utilisant ’hypothése (%), on obtient

la(u,v)] < AZ1/" or; —|dx +Z/ |b(l:i3;/2 ov w($)1/2|u(x)|dx
R"| c(z )!zru(!;l;vb( )|w(g;)|u(z)||v<x)|dx‘

De I’hypothése (743) et de 'inégalité de Hardy, on déduit

la(u,v)] < Arulwpenlvlwyee + Collullzz, , vl

+Cillulzz,, ol

w(]R")

I/Q(Rn)

d’ot1 la continuité.

La coercivité. De ce qui précéde et des hypothéses (J4) et (77), on
a

ov Ov 1
) 3y o, ~ divb 2d.
zgzjl/ a 8:53 T RH(C(ZL‘) 92 v (l‘))|’l}(l’)| Xr

/ |Vl dx + 6/ w(x)|v(z)Ade,
R™ Rr

deux cas sont alors a distinguer,

1€ cas : n € {1,2}, dans cecas, e >0et a >0

a(v,v) > min(q,e) (/RW|VU|2dm + /Rnw(z)|v(x)|2dx)

> min(a, €)|[0[lfy @ de,

92€Me ¢ag . 1 > 3, en vertu de l'inégalité de Hardy (3.2), on a

[0l ey < coll V|72 gy
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donc,

v

o
a(v,v) —[ollfva@n +€ [ w@)lo(e)de
Co R7

e o )
> mln(;o+e,%)||v||w;<kn>-

D’ou lexistence et 1'unicité de la solution. Quant a 'estimation (3.9),
on l'obtient grace a la continuité de L(.) et la coercivité de a(.,.). En
effet, on a

cllullfyy ny < alw,w) < [ f gty lullwy @),
ol ¢ est une constante strictement positive. On conclut

1
[ullwy ey < g”f”WJI<R")

Remarque. Quand n € {1,2}, b = 0 et ¢ = 0, I'hypothése (%) n’est
plus vérifiée et I'unicité de la solution est perdue, & cause des fonctions constantes
qui appartiennent a W!(R"). En plus, de I'existence qui est aussi perdue excepté,
quand f satisfait la condition de compatibilité

(f,1) = 0. (3.10)

Cette derniére condition on 'obtient en posant v = 1 dans I’équation (3.8).

Dans le but de prendre en considération cette derniére condition, on compléte
I'équation (3.8), dans ce cas, par la condition suivante

/n w(x)u(x)dr = 0. (3.11)

Alors, le probléme (3.8) complété par la condition (3.11) est équivalent au pro-

bléme :
Trouver u € W, (R™) tel que

Yo € WL(R™), a.(u,v) = (f,v), (3.12)
. a,(u,v) = a(u,v) + K (/n w(x)u(x)dx) (/n w(m)v(m)dm) :

et k > 0, une constante.
Pour montrer 1'équivalence entre les deux probémes (3.8)+(3.11) et (3.12), il suffit
de constater que a(u, 1) = 0, pour tout u € WL (R"). On a
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Proposition 3.2 Supposons que n <2, b =10, ¢ =0 et que les hypothéses (FA)
et (A5) sont vérifiées. Alors, le probleme (3.12) admet une solution u € W, (R™)
si et seulement si f satisfait (3.10). Dans ce cas, u est unique et vérifie

lullwy @y S 1 llwyt gmy- (3.13)

Preuve. Il suffit de montrer que a,(.,.) est coercive, car toutes les
autres conditions de Lax-Milgram restent vérifiées. On a

a.(v,v) = a(v,v)+ kK (/Rnw(x)v(x)dx)Q

= ”Zn_:l /Rn ai7j(x)($§aidx + K (/n w(a:)v(a:)dx)2

> a/Rn|VU]2dx + K (/Rn w(x)v(x)dx>2 :

D’ou la coercivité, en vertu de la relation (3.4). W

3.3 Discrétisation

On introduit une famille d’espaces de dimensions finies (H}!);>o comme suit
— Quand n = 1, 'espace H}!, kK > 0 est composé des fonctions rationnelles de
la forme
Pm ()
v(x) = ———; r € R, 3.14
@) 7nZ:0 (22 + 1)m/2 ( )
o, pour tout m < k, p,, est un polynéme de degré inférieur ou égal a m et

possédant la méme parité que m.
— Quand n > 2, I'espace H}!, kK > 0 est composé des fonctions rationnelles de

la forme

Pm(2)
v(r) = ;r € R™, 3.15
)= 2 P+ 1y .15
olu, pour tout m < k, p,, est un polynéome de degré inférieur ou égal a m.
Notons que Hj! est un sous espace de l'espace V;* des fonctions rationnelles v de

la forme Pa)
x n
v(z) = (|22 + 1)@kn-272’ z € RY,

ot P est un polynome de degré inférieur ou égal a 2k. Cependant, H! # V,*. Cest
une conséquence évidente du lemme suivant (voir le chapitre précédent pour la
preuve)
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Lemme 3.3 Pour tout k > 0,

k+1 st n=1,
dim H}! = (n;tk’)_i_(njts-l) s n>o (3.16)

Compte tenu de ce lemme, quand n > 2, on a

2
dim H} ~ —k". (3.17)
n!
Considérons maintenant le probléme variationnel (3.8) lorsque les hypothéses (.777),
(H5), (A5) et (A7) sont satifaites. Le probléme discrétisé s’écrit alors :
Trouver uy € Hy; tel que

a(uy,vy) = (f,on), Yoy € HY, (3.18)

ou N > 1 désigne un entier déstiné a tendre vers U'infini. Le probléme (3.18) admet
une solution unique uy € Hy.

Le choix d’'une base de I'espace Hy; joue un role trés important dans le calcul du
systéme linéaire provenant du probléme (3.18). Inspiré par la décomposition (2.35)
et (2.36), dans le chapitre précédent, on peut considérer les fonctions suivantes

Lorsque n > 2, on pose

()
Gom (1) = (|z]? 4 1)m+(=2)/2° 0<m=<k,
lp—q (), L <m<k,

Gom1(2) = (lz]2 + 1)mt(n-2)/2’

ol (€m)o<m<k sont (k+ 1) polynomes satisfaisant la propriété deg(f,,) = m
pour m < k.

Lorsque n = 1, on pose

m—2[m/2]
* 0<m<k

Qm(x) = (

2+ 1)/’
Notons que
k
dim Hy = > dyp,
m=0

ou d,, est la dimension de I'espace des harmoniques sphériques H,,, de degré m sur
la sphére unité S™.
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On peut aussi utiliser la famille de fonctions #4 ¢(x), k > 0 et 1 < ¢ < d},, définies
précédemment par

2 \"T . .
Wkl(l‘) _ (lx|2_{_1) %l(ﬂ‘ (ZE)) S1 1 7é 1,
(=1)* Ny (22 + 1)Y2 cos((k + 1) arctan(x) + kx/2)  sin =1,
(3.19)
ou
2
No=1 et N, = L pour k > 1, (3.20)

k(k+2)m

est la constante de normalisation de la base dans le cas n = 1, (%) sont les
harmoniques sphériques sur la sphére unité S* de R*™!, tandis que 7—! désigne
I'inverse de la projection stéréographique 7 définie dans le chapitre précédent. Ces
fonctions constitue une base dans H}!, pour 0 < m < k, et 1 < ¢ < d,, et une base
orthgonale de W2, (R"), quand m > 0 et 1 < ¢ < d,,.

On rappelle que dans le cas uni-dimensionnel (n = 1) on peut aussi écrire les
Wio(x) sous la forme

1
NV 1+ 22T (—===) si k est pair,
(—1)* () = , Vol (3.21)

NpxCp(———— si k est impair,
ou encore
x
Wi(x) = NpOy | —ee |, 3.22
() = MG (= | 3.2

ou Ty et Cp, kK > 0, sont les polyndémes de Tchebychev de premiére et seconde
espéce, vérifiant

VO € R, Ti(cosf) = cos(kf), sin 0Cy(cos ) = sin((k + 1)0).
Revenons maintenant a notre probléme. On a

Théoréme 3.4 Supposons que les hypothéses (), (76), (H53) et (H7) sont vé-
rifiées. Considérons u € WL(R™) (resp. uy € HY ) lunique solution de (3.8) (resp.
de (3.18)). Si nous supposons que u € WZ(R™). Alors on a Uestimation suivante

lu — unllwy @y S N7 ullwzen. (3.23)

De plus, Nl—i}—l',-looNHu — un||wi@mny =0
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Remarque. On rappelle que dans le cas b =0, ¢ = 0 et n < 2, le probléme
(3.8) est complété par la condition (3.11) afin d’assurer l'unicité. La formulation
faible du probléme est donnée par I’équation (3.12) et I'existence et 'unicité sont
garanties a la Proposition 3.2. Le probléeme discrétisé correspondant est alors :
Trouver uy € Hy; tel que

a,(un,vn) = (f,vn), Yoy € Hy. (3.24)

On note que dans ce cas que la solution discréte satisfait

/n w(z)uy(z)dz = 0.

En fait, il suffit de prendre v = 1 dans la formulation (3.24).
On a, alors

Théoréme 3.5 Supposons que n <2, b =0, c =0 et que les hypothéses (J4) et
() sont vérifices. Soit u € WE(R") (resp. uy € HY ) lunique solution de (3.12)
(resp. de (3.24)). Supposons que u € WE(R™). Alors, le résultat du Théoréme 3.4
s’applique.

Preuve. Pour la démonstration des deux derniers théorémes, 3.4 et
3.5, considérons 7y la projection orthogonale de W9,(R") dans H% et
montrons le lemme suivant

Lemme 3.6 Soit u € WZ(R") et n > 3. Alors,
IV —mvt)llz@y S N7 ullwzen), (3.25)
Kz) 7 (u = mvu)llie@n S N7*llullwzgen)- (3.26)
Preuve. Pour montrer (3.25), il suffit de montrer
IV (u = 7)) S N7HK2)* Aul|2an,
puisque, de
||u||12/V22(]Rn) = ||u||%2(]R") + ||<~’B>VU||%2(Rn) + ||<$>2AU||%2(R71)-

On a,
[{2)* Al Z2ny < el @ny-

Soit (tkm)k>01<m<d, les composantes de u dans la base (%4 ,,),
ie.
+oo dg

u = Z Z ukz,m%,m-

k=0 m=1
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Comme myu est la projection orthogonale de u € W2, (R")
dans Hy, il s’ensuit que

N dy

TNU =D > Uk Wiem.
k=0m=1
Ainsi,
OO
IV(u—=7mnu)lfo@y = D Z [ttt ||V Wi | 2 -
k=N+1m=1

En vertu du Théoréme 2.7, (#4 1) k,m sont les fonctions propres
de lopérateur —(z)*A correspondantes aux valeurs propres
Ar qui constituent une suite positive et croissante, donc

IN Y| F2 @y = Mell{2) 7> Wil T2y -

Ainsi
IV (u = 7nu) |72 @ny = Z Z/\klukm| @) > W[ 72 @y -
k=N+1m=1
On a aussi
[{a) 7 (u = ) |72 @ny = Z Z [tk [ (2) "2 Wl |72 ey -
k=N-+1m=1
(3.27)
D’autre part, posons v = —(x)*Au. Puisque, u € WZ(R"),
alors
v e W2 (R") et
+oo
Z Z Akuk ka‘m
k=0m=1

D’aprés (3.27), on a

Z Z Nl [ ()~ 2%,m||i2(1@n)

k=N+1m=1
A |V (u = mnw) |22 ny

>
> M ll{e) 7w — mvu) |2 gn)-

(z) (v = mxv) [ 2 am)
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Ainsi, en utilisant la relation (2.27), on obtient
1
/\1N+1
S Eli@) 7 = mvo)liagn)

IV = mvu)|[Zogny < ()™ (v = mxv) [ 22 ey

En remplacant v par sa valeur, on a

1 f> dy,
IV(u— myu)[fe@ny S ﬁk%: Zl|uk,m|2H<‘T>2A%,m”2L2(R")

1
S ﬁ”(@zAU”%%Rn)-

On conclut alors, I'estimation (3.25). D’une autre part, on a

_ 1 _
@) 2 = vy < 520 = mvo) g
N+1
1
S <l @) Aulage.

D’ou la relation (3.26), ce qui termine la démonstration du
Lemme 3.6. W

Maintenant pour terminer la démonstration du Théoréme 3.4 et Théo-
réme 3.5, on utilise le lemme de Céa [31],

Hu—uNHWEU(Rn)SJ inf Hu—wHWJJ(Rn).

weH,
Soit
P quand n > 3,
N7l myu—cy quand n <2,

ol ¢y est une constante choisie telle que

/n w(x)(u — uy)dr = 0.

En utilisant Iinégalité (3.2) quand n > 3 et (3.3) quand n < 2 et le
lemme de Céa, on a.

N Hu_u?\f”Wl},(R")
N HV(lu —uy)|lz2@n) = IV (u — mnu)| p2gn)
S NT ||U||W§(Rn)~

lu — un|lwy @y

Ce qui achéve la preuve des deux théorémes. W
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3.4 La matrice de rigidité

La décomposition de uy suivant la base (#m)o<k<ni<m<d,, transforme le
probléme discrétisé (3.18), sous la forme

AU = B, (3.28)

onU e RV, A= (mi;)1<ij<n est la matrice dont les coefficients sont données
par une des expressions suivantes

G(Wi,ma %,E)7
m;; = ou

as(Wims Wip)-
Avec, 1 <m < d; et 1 < ¢ < dj, quant au vecteur B ses termes sont donnés par
b = (f,Wim), pourl <i<N et 1<m<d,.

Afin de simplifier le calcul des intégrales impliquées dans le calcul de la matrice
de rigidité M, on suppose que b =0 et ¢ = 0.

Une idée naturelle consiste a considérer un changement de variable, quand n > 2,
de R™ dans S7 et borner ainsi le domaine d’intégration.

Dans ce qui suit, on se donne une fonction f définie sur R", on note par f la
fonction définie sur S par

F(&) = f(x(£)), pour £ €S (3.29)

On montre facilement que, pour f € Z(R™)

o () = [ T (3.30
1+ Jy|

Rnf(y)dy = /S (1—f<§i>+1)"d£' (3.31)

Pour les détails de la démonstration voir le chapitre précédent.

Lemme 3.7 Soit ng, le gradient tangentiel de f On a
V. f(€) = MEVef(©), (3:32)
o, M(&) = (m;;(§))1<i<n, 1<j<n+1 €st une n x (n+ 1) matrice donnée par

m;;(§) = (1 —=&u)diy — &5 st 1<i<n, 1<j5<n,
Min+1(§) = (1= &u1)&i
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Preuve. On a, par définition ﬁ({) =V.f(m(£)) et

Ve f(m(&)) = Va(f om)(§) = J(2)Vef(§)

ou J{w) = <gij>1< <n,1<
1/ 1<i<n, _JSnH
On rappelle que, ¢; = ix‘jx’Q pour 1 <j<n et = mz;
donc
T2 = (1= iy — 66 powr 1< <,
627;1 = (1—-¢&,41)& pour 1 <i<n.

En posant J(z) = M(), on obtient 'identité voulue. W

Lemme 3.8 On a,

MEME) = (1- &)L,
M(E)'M(E) = (1= 1) (nss — €€, pour tout € € ST

1l s’ensuit que

Vel (€) = (1= &uin) 2M(9)'VL(€). (3.33)
Preuve.
M(E)M ()" = ((cij))1<ij<n,
ol
Cij = 2“: My Mk + M 1M 41
k=1

{ st @ # ],
( - 511—&-1)2 si 1= j,
dott M(E)M (&)t = (1 — £py1)? 1, De méme, on a

M(&) M (&) = ((¢ij)i<ij<nt,

ol
Cij = Z mp ;Mg ;
k=1
— { 1 - £n+1 fzgj si { 7A ]
§n+1 - (1~ fn+1)2§i2 si 1=]
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d’ou l'identité
M(f)tM(f) = (1 - £n+1)2(1n+1 - fft)
Montrons maintenant la derniére relation. D’aprés ce qui précéde, on a

M)V f(€) = M(E)'MEVef(€)
(1= &nr1)*(Tns1 — EEVVET(E)
= (1= &u1)’Vef(§), car &'Vf(6) =
d’ou la relation (3.33). W

Lemme 3.9 Pour tout vecteur z = (21, ..., 2n, 2ns1)" satisfaisant .z = 0,
on a

M(f)’z = (1 - £n+1>z* + Zn+1§*
fiM(f)Z = (I =&ni1)2nt1,

0w & = (&1, -, &) |EP =1 et 2o = (21, ..., 22)". La relation (3.32) devient alors
V. f(€) = HE)Vef(©), (3.34)
ot H(&) = (hij(€))1<i<n, 1<j<n+1 €St une matrice n x (n+ 1), donnée par

hij(§) = (1—&u+1)0ij pour 1 <i,j<mn,
hint1(§) = & pour 1 <i<n.

Preuve. On a, M(f)Z = (Ci)lgign ou

n
G Z M 2k + M g1 Znt1

M: I

1 - £n+1 i kZk — Z gzgkzk + (1 - £n+1)€zzn+1

k=1

I
—

—

1-— n+1)zz + ZnJrlgz
Donc, M(£)z = (1 — &uy1)2s + 2n1&s OO, 20 = (21, ..., 2,)". Ainsi
EM(E)z = Z Eel(1 = &ng1) 2k + 2n1&k)

= (1 - fn+1)zn+1-

Revenons maintenant a la relation (3.32), on a
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et puisque &'V f(€) = 0, alors
. . oFf
MOVEFIO) = (1= 6un) (V). + e,
n+1
. oFf
ot (Ve f(§)) = <£§§>> et & = (&1, ,&,), dott (3.34). W
? 1<i<n
Maintenant, on se donne deux fonctions u et v dans Z(R™) et on pose
L) v (2 \'F
U =5 Vo = 55 ko= () T
Lemme 3.10 On a,
PO = (1= &) et Vapl6) = —a(l = &u1) s,
avec a = (n —2)/2 et & = (&1, ..., &))" 1l s’ensuit que
Vi = (1= &) [HOVD — ol (€8] (3.35)
On peut écrire, aussi
Vu = (1= &) M) VU — al(§).]. (3.36)

Preuve. D’aprés la relation (3.32) on a

—

Vap(€) = M(E)Vep(£),

9p(8) 8/3(5))1* e

on Ve(6) = (

5. e e
p(¢§) Ip(§) 0&nia .
= our 1<j<n+1
o, Oenrr 0% 7 ’
= —a(l- §n+1)a71 41
B 0 si 0<7<n,
=l —al-gu)et st j—ntl

Donc M(§)Vep(§) = ((¢i))o<i<n tel que
Ip(€)

.7 +1

= S, PO

m; i
k=1 Ok

= —a&(1— &)™

+m
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D’ou -
pr(f) = _a(l - €n+1)a5*7
d’autre part, on sait que u(x) = p(x)U(z). Donc

v = G0
= VT + AU

—~

= (1—fn+1>[ (OVeU(E) — al(€)E.].

On a, aussi en vertu de (3.35), @(5) — H(6)VU(€). Ce qui donne

Vau(€) = (1 — o) [H(E)VU () — aU()E.].
[ |

Lemme 3.11 On a, le résultat suivant

a(u,v) =

[ VU H(E)' — aU]/ (U (OVV — aVe] | (3.37)
. (1~ Eun)? |

ou, U(ﬁ) = (1 = &) u(m(§)), pour £ € ST et a = 71;2

Preuve. On rappelle que pour b=0et ¢ =0,

(91}
a(u,v) = —(z)dz
”z:l/ n 8:01 ax]
= Vule/NVudz
R’ﬂ

ou &7 = ((a;;j(x)))1<ij<n- En utilisant la relation (3.31), on obtient
1 — — =
a(u,v :/ —— Vu F(§)Vude.
0= fo Ty T

A Taide de la relation (3.35), on obtient l'identité (3.37).

Puisque, Z(R") est dense dans W, (R"), la relation (3.37) reste valable
quand u et v appartiennent a W} (R"). Dans ce cas U € H1 (S") etV e
H'(S?) (voir |4]). L’intégrale dans la formule (3.37), est absolument
convergente et peut étre calculée directement lorsque, .« posséde une
forme simple, ou en utilisant les formules de quadrature sur la sphére
unité. W
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3.4.1 Cas de I’équation de Poisson

—

Supposons dans cette section que 27(§) = I. Puisqu’on peut remplacer dans la
formule (3.37) H (&) par M (§), alors

—~ —~

L VTEOMEOMEOVIE) .
ofwo) = [, =)’ SR ST

ELTEOVIE)

[ EMOVEOV)(E)
sn (1= &n1)?

A CUGRAIGET

o[ EMEOVLUV)E)
Sr (1 - 5n+1)2

dg

(1+ &)UV (€)
1- §n+1

dg

d.
Lemme 3.12 On a,
L € Ver(©)ds = = [ 5(€)enn Veal€)ds +n [ &ual€)a(€)de. (339
Preuve. Pour montrer la relation (3.38), il suffit de montrer que
/S g1 Vet(§)u(§)ds = n /S & u(€)D(€)dE.

D’abord, on a

ent1-Vet()o(€) = (1 — &) &V uv(m())

oué, = (&, -, &)  etw(§) =7 =

R
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d’on

o B |z —1 2 "
= n Snﬁnﬂﬁ(f)@(f)df-
[ ]

Lemme 3.13 En utilisant Uidentité £V (&) = 0 et la formule (3.38), on montre
que

EMEVLOV)E) . = (n— 1)y — 1
e e = [ DOV
et donc
a(u,v) = [ VULV (€ + 5 [ TEOV(©de. (3.30)

Preuve. Calculons d’abord fiM(f)Vg(ﬁﬁ)(f). Pour cela on pose
Uv = g, alors

EM(E)V(TUV)(E) = EEM(E)Veg(€)
ot M(€)Veg(€) = ((¢i))1n et

o~ 99(8) dg(§)
“ - gm%k /3 wﬂagnﬂ

dg(§)

k=1
= (1_§n+1>

Alors

EMEOVITE) = . b

~

= (I =&u1)ent1-Ve(UV)(E),

d’ou _ AT
§iM(§)V5(UV)(§)d£ _ [ e Ve(UV)(E)
sn (1 —&u1)? sn 1 —&na

de.
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En utilisant la relation (3.38), on obtient

EM(E)V(UV)(€)

_ T3 eNTr ey Entl- ngnﬂ
sr (1—&np1)? % = sn U(S)V(f)(lg Eni1)? %
Ty o n+1
b DOV —de

- LT

On passe maintenant, au calcul de a(u,v), on a

V(1 buer) (s — EEIVEV(E)
o) = [ =5 <1—§n+f> !

€ |2 _ =S =16 —1
+ / _&M VOV 4 o TV T

£

Ce qui achéve la démonstration. Wl

Corollaire 3.14 On a

n(n —2)

aWp, Wim) = (k(k+n—1) + 1

)0k, 0t,m- (3.40)

En effet, si on remplace dans I'identité (3.39) u et v par #; 4 et #;,,, on obtient
pour tout n > 2

e Wim) = [ Vel V(@ + 5 | e
= O+ %) | #l T,

ol A est donné par A = k(k 4+ n — 1) et le systéme (3.28) est alors diagonal.

Soulignons enfin que la solution du probléme de Poisson-Dirichlet dans W} (R™)
est donnée pour n > 3 par

oo dp 4

u(z) =) Zk4k(k+n_1)+n(n—2)

k=0/{=—d

(fs Whi) Wh(). (3.41)
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3.4.2 Le cas bidimensionnel

Dans le cas bidimensionnel n = 2 et pour b(z) =0, ¢(z) =0 et &/(x) =1, on a
le systéme (3.28) qui devient aussi diagonal en vertu de la condition (3.11). Alors
la solution dans ce cas est encore donnée par (3.41).

3.4.3 Le cas unidimensionnel

On suppose dans cette section, n = 1, de méme que pour le cas n > 2 dans le
but de simplifier les calculs on suppose b = ¢ = 0.

Lemme 3.15 Soit (&1,&) = (cosf,sinf), avec § €|w/2,57/2[. On a,

o~

MEOVTE) = (1- &),

St on pose en plus

U*(¢) = U(0) 0116:2g0+327r.
Alors,
/2 §U* OV B, P
alwo) = 3 5, UV g ()T V) (o)
et

J T
Rw($ w(z)d T V2 Cosgo
ou, w(x)=1/(1+x?).

Preuve. Soit & = cosf et & = sinf, on sait que

~ . oU
VeU(§) = %69
ou ép = (86%, %%)t = (=&, &))", d’autre part

M(&) = ((1 - &) — &, (1 = &)&),
donc

MEVT(E) = (1 - &)
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Calculons maintenant a(u,v). En vertu de la relation (3.37)

(1 - &)20 — T (£)&]a6)[(1 — &) 2 — aV(€)é]

a(u,v) = /S1 =& d¢
sv/2 9U , OV cosf?
_ /ﬂ/2 {%(9)%(‘))*0‘2*(1_sme)?U(@)'V((’)
cosf 0

—a— 9%(1717)(9)}@9)659

57/2 QU AV 1= 19, cosl e
= L Gaag 10V O+ 55 gtV ONAOD.

Effectuant maintenant le changement de variable,

3
=2 —
qui donne
w2 10U 0V* 1a,—~, 10, cos(2p+3T) ~
— 2/ — _ JT*\V* o 2 *Y 7* A*d
alu,v) —x/2°4 Do Do 4U 40¢ 1—sin(2go—|—37”)U Vi)yatdy
12 9U*ov: .. 0 PN
= - — UV "+ —(t v a*de.
2]t 9% 0o +8¢( an ¢ )(p)}a*de

Et par ailleurs,

1 N 1 57/2 o~ 1 7/2 ﬁ*((p)
— = - - / =
/Rw(a:)u(x)dx = /Sl U(§)d¢ = 5 /7(/2 (1 —sin@)"2U(0)df = V2 /_ﬂ/z cos dp

k
Lemme 3.16 Pour #;,1(z) = (2% + 1)/2 cos|(k + 1) arctan  + g], on a

() = V2 cos((k + 1) + kr/2),

et
L O da* s
Wi W) = 5 [ {0 (9) gk = (@) + tam o )W F Y
(3.42)
a0
/Rw(x)%’l(x)dx—/_l 1—t2dt' (3.43)
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Preuve. On sait que 9(&) = (1 — &,41)@™/20(s(€)) pour tout £ € S?
donc

Via(€) = (1— &) H1(s(€))

= V2cos((k + 1) arctan 55
— &

= V2cos((k+1)¢ + kr/2).

+ k7 /2)

D’une autre part, on a

/2 aw Wir Wy s —
a1, Wiq) 2/7r/2 a*( k’l &Zl — W1 Wi
+a<p [tan . %41 %*]}dw-

Bt

/2 . 0 e —— % w/2 e — % 00"
[ a0 e ton e T T g =~ [ wn o B 7 O

—7/2
d’out 'identité (3.42). De plus,

w/2 W
W de — / k, 1 (
/Rw(x) k) \/_ x/2 COS Y
/ﬂ/2 cos[(k + 1)p + %’T]
—r/2 cos ¢

/ PG g

—1+y1 —¢2

dp

La derniére égalité est obtenue en effectuant le changement de variable
t=-cos(p+m/2) =—sinp. A

Cas particulier
Si on suppose que a est une constante alors, (3.42) devient

/2 3%,1* 37/].’\1*

Wi Wiy .
— 9 7r/2 do Oy i by

(Wk 17

En vertu de I'orthogonalité de la base {(#4.1)r>0}, on a

CL(%J, %J) =0 si k 7é ]
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%7*2}6@0

k
= a/ /2(k+ 1)?sin?((k + 1)p + g)dgo

Quand k = j alors

/2 8W
aWia i) = sa { n

w/2

w/2
—a/ cos?((k+ 1) + k;)dgo

—7/2
(k+1)2—1

= (3.44)

Et en vertu de la condition (3.11), le systéme (3.28) est encore diagonal. Dans ce
cas la solution du probléme de Poisson Dirichlet dans W (RR), est donnée par

s 2

it (B4 1)2 = Dam

([, Whe1) W (). (3.45)

Cas général

Pour calculer les coefficients de la matrice de régidité du systéme linéaire (3.28)
dans les cas ou n = 1 et les fonctions a(z), b(x) et ¢(x) ne sont pas constantes, on
considére tout d’abord, les changements de variables suivants

hz) = (22 +1)f(x), b(z) = Va2+1b(z), &(x) = (2®+1)c(z); = eR.

En vertu de ’hypothése (74), on a

/ Wx)” dr < +o00, be L®(R), ée L™(R) (3.46)
R 22+ 1 ’ ’ ‘ ‘

Maintenant, en utilisant 1’écriture (3.22) pour les éléments de la base et en consi-
dérant le changement de variable
x
241

~

on montre que

oW1, #50) = NN, { /_11a( \/%tQ)C;L(t)O}(t)(l—tQ)S/th (3.47)

+/1 5(\/1%152)0{71@)@(75)(1 — %)t
" / =) CnC 00 - t2)1/2dt} .
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les coefficients a(#,1, #;1) sont calculés, en utilisant (3.52), ainsi que les formules

(sin0)Cy,(cos(f)) = sin((m + 1)0),
(sin)3C! (cos(f)) = sin((m + 1)6)cos(f) — (m + 1) cos((m + 1)) sin 6.

3.5 Implémentation du cas unidimensionnel

On propose de donner ici quelques détails supplémentaires concernant 1'implé-
mentation du cas unidimensionnel n = 1. Il s’agit alors, dans ce cas, de résoudre
I’équation différentielle

_Czp(a(x)jz) = f(z), pourz € R, (3.48)

complétée par la condition

/R LGOI (3.49)

2+1 7
Récapitulons les résultats obtenus dans les sections précédentes, pour le cas n = 1.
La formulation faible du probléme (3.48) complété par la condition (3.49) dans

WL(R) est
Trouver u € W (R) tel que

Vo € WAR), au(uv) = {f,0), (3.50)
ou

a,(u,v) = a(u,v) + K (/

R

w(x)u(a:)da:) (/Rw(a:)v(a:)da:) ,

et k > 0 une constante.
La discrétisation du probléme (3.50) est alors
Trouver uy € Hy tel que

CL*(UN,UN) = <f, ’UN>, \V/?JN € Hy. (351)

On pose par ailleurs pour £ > 0

[ G(®)
nk/—l 1—t2dt'

Ainsi
N = 0 sik est impair

On conclut dans ce cas que

(k+1)2—1 N ok
W Hi) = g ey s k=)
KNk1Nj si k#7J.
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Rappelons que, lorsque a(x) est constante, les coefficients du systéme linéaire (3.28)
sont donnés par la relation (3.44) et lorsque a(x) n’est pas constante, les coefficients
sont donnés par la relation (3.47), en fonction des polyndémes de Tchebychev de
seconde espéce. et les composantes du vecteur B du systéme linéraire (3.28) sont
donnés par

bk:<.fa%,l>7 pOUTOSkSN

Pour le calcul du vecteur B, on considérons le changement de variable suivant

h(z) = (2% + 1) f(z).

En utilisant, la formule de quadrature de Gauss Tchebychev

1 N*
/ (=8 2g(t)dt & 3 aigleos(6)) (3.52)
- =1
ol 9 _ 1
1 — e
0; SN T %= 1<i<N (3.53)
On obtient

1 t

by = /Rf(x)"//k,l(x)dx: Nk/ W) Gl ey (3.54)

-1

oul Vi, sont les constantes de normalisation des éléments de la base.

3.6 Reésultats numériques

Dans le but de tester la performance de la méthode spectrale décrite dans ce
chapitre, on propose trois exemples dans R, ot on va résoudre 1'équation (3.48)
complétée par la condition (3.49), pour différentes formes de a(z). La formule de
quadrature (3.52) est utilisée pour N* = 10N.

Ezxemple 1. On considére I’équation (3.48) pour a = 1 et quand la solution

exacte est donnée par
rlog(z? + 1)
u(z) = —
441

a étant une constante, elle vérifie I'hypothése (.743). Le second membre f, de I'équa-
tion (3.48) est dans W, 1(R), puisque la solution v € W' (R). Notons, de plus que

/ u(z) dx:/ un(z) dr = 0.
rRz2+1 rRz2+1

(3.55)
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Exemple 1
08 T

— Solution exacte

0.6} —8— Solution approx. (M = 150) _

04 b

8 L
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 a0 100

FIGURE 3.1 — Solution exacte et approximative

La figure 3.1, montre que les courbes de la solution exacte et la solution approxi-
mative, quand N = 150, se superposent.
Les figures 3.3 et 3.5, illustrent la décroissance, respectivement des erreurs relatives

||u_uN||W91(R) ||V<U_UN)||L2(R)

) (3.56)
HUHWEI(R) HVUHLQ(R)

en fonction du parameétre de discrétisation N. Si on calcule (dans une echelle lo-
garithmique) les pentes des courbes représentatives des deux erreurs on trouve
qu’elles sont approximativement égales & —1.16. Donc les deux erreurs se com-
portent de la méme facon que N~ 116 ce qui est en accord avec les estimations
prévues par le Théoréeme 3.4.

Ezxample 2. On considére maintenant I’équation (3.48 ) lorsque le coefficient
a(x) oscille, on pose

a(r) =1+ ;cos (2x).

a(x) ainsi choisit, vérifie I'hypothese (743) , en effet

Ve, £ € R, a(r) € L®(R) puisque |a(z)| < et a(z)e? > €2

[\CRGV]

1
2
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la fonction f est choisie telle que la solution exacte prend la valeur

sinx
e Wl

@y apr €

u(z) =
Donc f vérifie 'hypothése (J4) et u ainsi choisit vérifie la condition (3.49), puis-
qu’elle est impaire. Dans cet exemple aussi, on constante sur la figure 3.2 'efficacité

de la méthode numérique proposée.
Les figures 3.3 et 3.5, illustrent la décroissance des erreurs relatives (3.56). De la

méme fagon que pour 'exemple précédent on montre aisement que les deux erreurs
décroient comme N1,

Exemple 2

04

— S olution exacte
0.3 1| —8— Solution approx.(M = 100)

Ve
1

I,

F.

0.2r

01

0.1 '

0.2+

I
[}
1
P,
I
I,

03F

_0_4 1 1 1 1 1
-10 -3 -6 4 -2 0 2 4 6 8 10

FIGURE 3.2 — Solution exacte et approximative.

FEzample 3. On considére dans ce dernier exemple, ’équation (3.48) ou le coef-
ficient a est discontinu et donné par

o(z) = 1 sifz] <1,
 lag siz| > 1,

avec ag > 0 une constante. Le terme a droite étant donné par

T

f(zx) IBWI
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—&— Exemple 1 |}
—8— Exemple 2 |
—8— Exemple 3 [|

elative de la solution

Erreur r

FIGURE 3.3 — Erreur relative logarithmique de la solution, pour les trois exemples
en fonction de In V.

De méme que pour les exemples précédents, on montre aisément que a(x) vérifie
I'hypothese (%) et que f vérifie (7). La solution de 'équation (3.48) complétée
par la condition (3.49) est

u(z) = a(x) tug(x) + uy (x) pour v € R, |z| # 1,

ou
1 T

a(z) tup(z) = a(z)” [ € Wy(R),

est une solution de 'équation (3.48), qui vérifie la condition (3.49). Alors que u4
est la solution de I’équation homogéne

d du
——(a(x) ) =0, (3.57)

choisie telle que u € W{(R) et satisfait (3.49). Puisque u et au’ doivent étre
continues en 1, on peut montrer que

0 si|z] <1,
u(r) =< ko siz>1, (3.58)
—ky six<—1,
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avec ko = (1 — ag )uo(1). En effet,
puisque u; est solution de I’équation (3.57), alors c’est une fonction affine par
morceaux. Bt du fait que u(z) et a(x) tug(z) appartiennent a W} (R), alors u; aussi
est dans Wy (R). Or les seules fonctions affines dans W (R) sont les constantes.
On conclut que

ki six < —1,

Ul(ﬂl) = k’g si |ZL‘| S 1,
ks six>1,

D’une autre part, pour que u vérifie la condition (3.49), il suffit que u; la vérifie
puisque, on a

on obtient, alors
ki + ks + 2ke = 0. (3.59)

Comme u et au’ doivent étre continues en +1, on déduit

Uo(l)

Qg
1
0

En résolvant le systéme d’équation (3.59)-+(3.60)+(3.61), on obtient (3.58). Notons
que u n’est pas trés réguliere, puisqu’elle n’appartient pas a H7, (R).

Sur la figure 3.4, on constate que les courbes de la solution exacte et la solution
approximative se superposent pour ag = 10 et N = 100.

Sur la figure 3.3 on a la décroissance de 'erreur relative

||U—UN||W91(R)

||u||W91(R) ’

qui est equivalente aux variations de N =15,
Et sur la figure 3.5 on a la décroissance de l'erreur relative

|V (u— UN)HL2(]R)
IVl 2

Y

qui est pareille a celle de v V.
Ces résultats ne sont pas incompatibles avec les estimations du Théoréme 3.4,
puisque la solution n’est pas assez réguliére.
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Exemple 3
08 T T T T T T T T T

— S olution exacte
0.6 H —&— Solution approx.(N = 100)

02

FIGURE 3.4 — Solution exacte et approximative.

—B— Exemple 1
—B— Exemple 2
—B— Exemple 3

Erreur relative du gradient

W

=)

FIGURE 3.5 — Erreur relative logarithmique du gradient pour les trois exemples en
fonction de In N.
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Conclusion

Les résultats numériques, proposés dans cette derniére section, montrent la
convergence et l'efficacité de la méthode, et confirment la précision de I'estimation
d’erreur établie dans le Théoréeme 3.4. La méthode spectrale exposée, dans ce
chapitre, peut facilement étre appliquée a plusieurs types d’équations aux dérivées
partielles et en dimensions quelconques. En particulier, elle permet de résoudre
des équations a coefficients non constants. Elle permet également d’éviter toute
troncature du domaine non borné.



Chapitre 4

Méthode des éléments finis inversés pour ’équation de
Helmholtz



Chapitre 4

Méthode des éléments finis inversés
pour ’équation de Helmholtz

Ce chapitre est consacré a I'approximation de 1’équation de Helmholtz en di-
mension 3 dans le domaine extérieur, avec la condition de radiation de Sommerfeld
a l'infini, par la méthode des éléments finis inversés (BIFEM), due & Boulmezaoud
dans|[17]. On commence par rappeller deux approches existantes pour effectuer une
telle approximation. La premiére repose sur la troncature du domaine extérieur,
en un domaine fini obtenu en entourant le domaine borné par une sphére de rayon
r fini, formant ainsi une frontiére artificielle au dela de laquelle on utilise des élé-
ments dits infinis; {[42], [43], et [41]}. La seconde approche consiste & utiliser la
représentation intégrale pour les équations de Laplace et de Helmholtz [65]. On
présente ensuite en détail la méthode des éléments finis inversés (BIFEM), qu’on
appliquera pour I'implémentation du probléme de Helmholtz aprés une reformula-
tion adéquate.

80
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4.1 Deux méthodes numériques existantes en do-
maines non bornés

4.1.1 Meéthodes des éléments infinis

Cas de I’équation de Laplace

Considérons ’équation de Laplace : Trouver une fonction u(z) satisfaisant

—Au = 0, dans Qe
Mo~ =t
- — | =
on 9,

lim u(x) = 0,

|x|—o00

ou

Q°f = {z e R% |z| > 1}.

On multiplie I’équation de Laplace par une fonction test v € V et on intégre par
parties sur ¢, on obtient la formulation : Trouver u € V tel que

a(u,v) =1(v), YveV (4.1)

V' étant le complété de V par rapport a la semi-norme |.|.

a(u,v) = VuVudz, (v) :/ gudx
|z|>1 lz|]=1

et le théoreme de Riez assure alors l'existence d’une solution unique pour le pro-
bléme (4.1), qui dépend contintiment de la fonction g. Puisque le domaine extérieur
Q° est le complété de la sphére unité, il convient d’utiliser les coordonnées sphé-
riques.

Une résolution détaillée de cette équation est présentée dans [41], ou la solution
est donnée sous la forme

00 ¢ 1
u(r,0,0) => > wrm@im(0, @)ma
=0 m=—/¢

en fonction de %},,, qui sont les harmoniques sphériques.

La forme de la solution, provenant de la séparation des variables, a motivé la
construction de I’élément infini. Pour un triangle curviligne donné sur la sphére,
on définit 1’élément infini correspondant par : Si

T3 (&,&) — 2(6,8&) €S
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est une fonction qui associe a tout triangle de référence T' le triangle curviligne 7'
sur la suface, la transformation qui définit I’élément infini est comme suit

K =T x[0,00) 3 (&, &, £3) — &z(618,) € Q.

La fonction de base générale est donnée par

Nk(§37€17€2) = Nk(i7j)(§3a§17€2) = szj(r)(pi(ghg?) Z?.] > 1,

ol, ¢;(&1,&2) est la fonction de base 'élément de référence en 2D, 1;(&3) = ¢,(r)
la fonction de base en 1D de la coordonnée radiale telle que

Y;(r) =177 pour tout j > 1,

7 correspond au degré de liberté dans la direction radiale et ¢ correspond au degré
de liberté sur la surface du triangle.

Avec le nombre N, fixé, (en pratique< 10), du point de vu calculatoire, le probléme
(4.1) est équivalent a la résolution d’un systéme de N (2D) équations sur la sphére
et par conséquent les éléments finis standards en 2D peuvent étre utilisés.

Pour avoir une estimation de l’erreur d’interpolation, posons la solution exacte
sous la forme u = u(&, r);

[e.9]

51 52, Z " In 51,52

ot (£1,&,) est le systéme de coordonnées curvilignes sur la sphére, r la distance a
I'origine. Le systéme de coordonnées curvilignes a I'extérieur de la sphére est défini
par

r=r(&, &, 1) =re(6, &)

Le taux de convergence peut étre estimé par la construction d’une suite d’approxi-
mations wy, de la solution exacte sous la forme

N
Wh = Z T_nggp(gb gZ)a
n=1

ot g" sont des hp-approximations internes de g,,.
Il s’ensuit, en utilisant 'inégalité triangulaire que

N 00
w—wnls <3 ga =) 4| Y (4.2)
n=1 n=N-+1 1

Si on pose &,(&1,&,7) = 177"(g, — g"")(€) on a

|5nﬁ:/ |V€n]2dﬂe:/oo/\Ven|2r2drdS,
Qe 1 S
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ou
op— 2 —on—
Veul* = 77" |Vslgn = giP)|” +0°r "2 (ga — i),

alors

1 n?

2 - = _ hp|2 _ hp||2
lenl 51190~ 9’ lis T 57 190 — 9" lls-

Ainsi, le premier terme dans 'estimation (4.2) est majoré par

1
1 n? 2

N
_ o2 __hp|2
3 (Grgloe = o + gl —s271E)

Si on suppose que Agg € L(S) ou Ag est 'opérateur de Laplace-Beltrami sur la
sphére unité, le second terme dans (4.2) est alors estimé par

1
(N +1)(N +2)

[Asglls-

Cas de I’équation de Helmholtz

On rappelle d’abord quelques notations.

Q) C R? désigne le domaine occupé par la dispersion contenu dans la sphére unité.
Q° = R3 — Q, le domaine extérieur au dispersement.
I's = {z € R3 |x| = 1}, la surface de la sphére unite.

¢ = {r € R3; |z| > 1}, le domaine extérieur a la sphére unite.
I' = 092, la surface de dispersion.
Qs = {z € R3;|z| <1} — Q, le domaine entre la sphére unité et la dispersion. On
s’intéresse a la résolution du probléme : Trouver u = u(x) tel que

—Au—k*u = 0, dans Qe
ou r
— = sur
5,07 7 1 (4.3)
’au —tku| = o <2) pour r assez grand
n r

k étant le nombre onde. On introduit d’abord le domaine extérieur tronqué,
Qf ={z e R%|z] <7} NQ°

Qf tend vers (2 quand v tend vers I'infini.
Dans le cas d’'un domaine extérieur sphérique, 25 est réduit a

— 3.
QF ={r e R%1 < |z] <~} avec 7 assez grand.
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En multipliant I’équation de Helmholtz par une fonction test v (v) et en substituant
la condition de sommerfeld sous la forme

Ou = iku + ¢(z) avec p(z) = O <1) ;

or r2

aprés intégration par parties, on obtient

Vuvoda i

uv dS)S — zk/ uwv dS, = / gvdS—i—/ v dS,,
Q S, o90e S,

e e
QW vy

VuVodas -k

wod, — ik [ wndS, = [ guds+ [ guds,.
Q 7 S, 00 S,

e e
Q’Y vy

Par passage a la limite quand v — 0o, on trouve

VuVo dQF — k2 / wvdQF — ik lim [ wvdS,

Qe e Y—00 S,\/
:/ngdS+71Lrgo/§pvwvdSv,
VuVo d — k[ v d0r — ik lim [ wvds,
Oe e Y—00 S’y

:AgvdS+JL%O/SV o dS,.

La théorie générale dans [56] montre que I'ordre le plus bas pour u [ge est de la
forme .

uo(x)engaZkr); x €T,
contrairement a ’équation de Laplace qui est de I'ordre r—!. Par conséquent ni u
ni son gradient Vu ne sont L2-intégrable dans le domaine extérieur.
Pour remedier a ce probléme deux techniques ont été proposées. La premiére ap-
proche a été proposée par Leis [56] et étudiée dans {[5], [34], [33], [43]} ; elle consiste
a résoudre I’équation de Helmholtz dans un espace de Sobolev a poids approprié.
La seconde approche a été proposée par Burnett [26] et étudiée et comparée a
celle de Leis dans [41]; elle consiste a interpréter les intégrales au sens de la valeur
principale de Cauchy.

Meéthode de Leis

La méthode de Leis utilise des fonctions test de Pordre O(r~3) dans Q%, ce
qui rend l'interprétation des intégrales possible, seulement ce choix ne permet pas
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de construire la condition de Sommerfeld dans la formulation faible, ce qui nous
ameéne a l'inclure directement dans I’espace nécessaire. Ainsi on définit ’espace de
Sobolev & poids
1 ) 1
H,(Q°) = {u; lull, < oo},

ol ||u||} est la norme correspondante au produit scalaire

— ou v
1 — e . . .
u,v), = wut + wVuVu)dQ© + — —iku | | — —ikv | dQ2°.
(w,0), /e( ) Qe (87‘ ) <8r )
On s’intéresse a deux choix particuliers de poids
1 pour r=|z[<1 = |z| <
wx)=< 1 et w'(z) = { 12 pour 1 =|z| <1
— pour 7=|z[>1 r* pour r=|z]>1
,

et la formulation variationnelle : Trouver u € H () tel que

VuVo dQ — k? / wd = [ gudS Ve HL(QF),
Qe e aQe

VUV dQ° — k2 / wdQ = [ gudS Ve HL ().

Qe e o0°

L’existence et 1'unicité ont été montrées dans [56].
Méthode de Burnett

Cette méthode est basée sur le fait que la solution u ainsi que la fonction test
v sont représentées a l'extérieur de la sphére par

u(r,0,¢9) = eprkT)uo(Q, o)+ U(r,0,9),
(4.4)
exp(ikr)
'U(T‘, 97 Qb) = fv()(ev ¢) + V(Tv 6)’ ¢)7

ou (r,0, ¢) sont les coordonnées sphériques, U et V sont dans H'(Qg).
La fonction u sous cette forme satisfait la condition de sommerfeld.

La formulation variationnelle du probléme de Helmholtz est alors :
Trouver U € HL(Q2°) tel que

VuVo dQ — k2 / wo dQ° — ik lim
'Y—>OO

uv dS, = / gudS Yv € H:(Q°),
. o0e

Qe e S

VUV dQ° — k2/ uwd2 — ik lim [ wvdS, = / gudS Yo € HL(Q°).
e o0 y OQG

Qe S
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Et la solution de I’équation de Helmholtz se présente sous la forme

u(r,0,¢) = Z Z ho(kr) P (cos 0) (A, cos(me) + By, sin(mg)) ,
n=0m=0
ot P (cos f) sont les polynomes de Legendre et h,,(kr) sont les fonctions de Hankel
de premiére espéce [61].
En supposant que la condition au bord de Neumann dans (4.3) s’écrit

oo

9(0,0) =>" zn: P(cos @) (fln,m cos(mo) + Bpm sin(me)) .

n=0 m=0

Les coefficientsA,, ,,, et B, ,, sont alors calculés de la méme fagon que pour le
probléme de Laplace [43], soient

Apm Bm,
Anm = = Gk lor) ‘ T (S ‘
a r=1 87” r=1

L’élément infini pour la formulation conjuguée est le méme que pour la formula-
tion non conjuguée, les seules différences résultent dans 1'utilisation du complexe
conjugué et différentes puissances dans le dénominateur des fonctions de base ra-
diales.

Les fonctions de base pour I'approximation de la solution u sont

() = exp(tkr)

Pour les fonctions test Leis a proposé

ri

- exp(ikr)
Uilr)=—7m—" 721

et Burnett a proposé

exp(ikr)
bi(r) = ———
La différence entre la version conjuguée et non conjuguée a été étudié dans [69]
pour un probléme en 2D, et dans [41] pour 'approche proposée par Burnett. Deux
questions ont été prises en considération pour I’étude; 'intégrabilité au sens de
Lebesgue et I'elimination de I'intégrale rajoutée provenant de la condition de Som-
merfeld.

L’intégration des fonctions de base dans la direction radiale donne les intégrales

izl

dr = —— §>2,

/OO exp(tkr) exp(—ikr) 1
1 rd j—1
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pour la formulation conjuguée et

/OO exp(ikr) gxp(zkr) g — /OO exp(QA@kr) i >
1 rJ 1 TJ

pour la formulation non conjuguée.

Pour étudier la convergence de la méthode E.I. pour 'approche de Leis [43],
on cherche une approximation de la solution u¥) sous la forme

uN (z,7) = X_‘;Xn(r)un(x), (4.5)

ou X, (r) désigne la fonction de Hankel de pére espéce normalisée. Les fonctions
test sont approximées par différentes fonctions dans la direction radiale

oz, 1) = ;)X\n(r)vn(x): Zo X’;y)vnm (4.6)

£ Xn r . .-
avec X, (r) = #, afin d’assurer l'intégrabilité au sens de Lebesgue.
r

L’approche est basée sur la formulation variationnelle dans [41] :
Trouver u € HL(Q) tel que

/VquQ—kQ/ v dQ) = /gwg Yo € HL. (), (4.7)
Q Q S
ol w=— et w =17
T
HL Q) ={u: Q—F; ||ull, < oo}
avec la norme |Jul|? = /cu(|u|2 + | Vul?) dS,
Q

HL(Q)={u: Q—C; |u

wr < 00}

avec la norme ||lu

2, — /Qw*(\u|2 + [Vul?) do.

Notons que la condition de Sommerfeld n’est pas prise en compte dans 'espace
puisqu’elle n’est pas nécessaire pour I’étude de 'erreur d’approximation.
Substituons maintenant (4.5) et (4.6) dans (4.7), on obtient alors :

Trouver (uy,--- ,uy) € HY(S) = HY(S) x --- x H(S), (N fois), tel que

N oo 1 L L
> [ X Xdr [ Vsu,Vsv, dS
=)o S

00 X ! 00 o
+ ( | x <;”> 2dr— k[ XX, dr) [ uvas
1 T 1 S

— X0 /ngdS Yo € HY(S); m =0, N. (4.8)
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N
g™

Pour estimer l’erreur | — ul|, on utilise I'inégalité triangulaire

N N
g™ — ) < Juf™ — ™) 4+ [[u™ — .

Convergence de uY) vers u

Supposons que dans (4.5) on a
up(z) = Zung%(x) Upe €C
=0

et posons v = #;(x) dans (4.8), on obtient

N S o0 Xn\ o
(5 1/ X X d / X(’”) d

;::O{J(JJF )] 3 rt | Xl e ) rdr

e / XX drbin g, = X (D]|¢? | z2(s); m =0, N. (4.9)
1

On a donc,

(V) il N X(r)
u;(r) & u; (x) = Z Un j Xn(r) et o(r)= Z U, j o
n=0 m=0

Et
o0 N i
lu—u®IE, = 30 1% = XV lielg e (4.10)
j=N+1

ot X™ est la solution du systéme (4.9) avec ||¢7||12s) = 1 et

J

luli2s= [~ WP dr 3G+ [ Sl dr+ [T a1
Ainsi Pestimation de |[u — u™)| posée en 3D, devient une estimation en 1D de
1X; — X ](-N) || des fonctions de Hankel de premiére espéce.

Convergence de ugN) vers u)

Le probleéme (4.8) est défini dans I'espace H'(S) ou la forme sesquilinéaire peut
étre décomposée en somme de forme définie positive et une pertubation compacte,
par conséquent ’analyse de convergence standard s’applique.

Etudions maintenant la convergence de la méthode E.I. pour I'approche de Bur-
nett.
L’approximation (4.5) est maintenant utilisée pour les deux fonctions u et v

u™N (z,r) = Z_:()Xn(r)un(a:), oM (z,r) = ;)Xn(r)vn(x). (4.12)
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L’approche est basée sur la formulation variationnelle dans [26], soit
lim ( / VUV Y, — k? / wwdSY, — ik / uud&)
= \Ja, Q, Sy
_ /ng dS + lim /S v dS,, (4.13)
ou Q,={(z,r);z €S et 1<r <~}

On choisit v = X,,,(r)v(x), et on remplace (4.12) dans (4.13), on obtient aprés une
intégration par parties et passage a la limite quand v tend vers 'infini

N ) L o
> [ X Xdr /S Vsu, Vsv dS
n=0"1

+ (_n(n +1) /100 X X dr + m) /SunvdS

:Xm(l)/ngdS Vo e HY(S), m=0,N.

N)

Convergence de uN) vers u

Comme pour I'approche de Leis, on écrit u,(x) sous la forme
up(z) = Zumg%(m) Uny € C,
=1

et on pose v = %;(x), pour avoir a la fin

iv: {UG+D) —nn+1) /100 XX dr + K1)}

n=0

En introduisant une approximation de la solution X ](N), on obtient une représen-
tation de la forme (4.10).

4.1.2 Meéthode de la représentation intégrale

On considére ici uniquement 1’équation de Helmholtz, complétée avec une
condition de rayonnement, de type Sommerfeld, & I'infini. Soit I' une surface bor-
née et réguliere, découpant R? en deux ouverts, un ouvert borné noté Q¢ et un
ouvert non borné noté €2°, appelé domaine extérieur. On rappelle que la solution
élémentaire de I'équation de Helmholtz dans R?® associée a la condition d’onde
sortante est

1 eikr
2 _ .2 2 2
— avec 1° =u1x]+ x5+ x3.

E(x) =

4w or
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Définition 4.1 On appelle potentiel de simple couche, l’expression intégrale sui-

vante
/ E(x — y)q(x) dy(z). (4.14)
On appelle potentiel de double couche, [’expression intégrale suivante

OF
r On,

u(y) = ( —y)o(x) dy(z). (4.15)

Ces deux types de potentiels générent des fonctions qui satisfont 1’équation de
Helmholtz dans (Q° U Q°) ainsi que la condition de radiation a l'infini.

Théoréme 4.2 — Le potentiel de simple couche (4.14) est continu en y a la
traversée de la surface ' et sa valeur est

v) = [ Bl —yya@)dy@); yeT, si q(x) € 6°(T),

sa dérivée normale est discontinue a travers I', ses valeurs sur I sont

O e ) = Ty - a—nym— (@) dU(z),
Gl ) = T [ LB = o) ar (o)

— Le potentiel de double couche (4.15) est discontinu a la traversée de la surface
[. Si ¢ e €T ses valeurs sont

wiely) = —@+ Ji aixmx—y)@(x)dwx),

wey) = EL 4 [ LB~ y)pta) ar(a).

La dériwée normale d’un potentiel de double couche est continue, on la note
formellement par

ou O’FE
——(y) =
on r On,0on,

(z —y)p(z) dl(z).

Le noyau associé est singuli¢ en 1/|z — y|* et est non intégrable. Par conséquent,
toute somme de potentiels de simple couche de densité ¢ et de double couche de

densité ¢ est telle que ¢ = au} et ¢ = [ul.
n
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Théoréme 4.3 (Théoréme de représentation)
Soit u la fonction vérifiant

Au+ku = 0 dans
Au+Eku = 0 dans Q°

avec, k = 0 une valeur autorisée,

U Vu ou
we H=u e L*(Q°), eLQQe,—ikueLQQe},
fus =ty € 120), oy € 1), ()
0 0
et les traces iy et Ueyt, au lint €t au |lewt appartiennent a €°(T).
on on
On pose
] ; ou ou | ou |
U| = Uint — Uegt, € A | T 4 lint — 45 lext -
¢ ¢ on on "™ on '

Pour y ¢ T', on a la représentation

~ [ -9 |5

Poury € I, on a la représentation

uznt + Uegt / E ZL' _

B /p 3(?% (E(z —y))[u(z)]dr.

*()

dF—AQiJE@—y»M@ﬂﬂT

Considérons maintenant, les opérateurs intégraux, définis et a valeurs sur I', sui-
vants

Su = /E'x— Ju(z) dl,

Du = /87133 x —y)u(x)drl,

D*u = /—E(a:—y)u(m)dF,

Nu = 4 anwanyE(:{: —y)u(z)drl.

D étant le transposé de D*.

Pour résoudre le probléme de Dirichlet intérieur et extérieur, il suffit de traduire
la condition limite. L’inconnue auxiliaire ¢ doit satisfaire

/Ex— 2)dl(z) = ualy): yerl, (4.16)
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ou encore
Sq = ug.

Cette équation puisqu’elle donne la solution du probléme intérieur n’est pas inver-
sible lorsque —k? est valeur propre, du probléme de Dirichlet, pour le laplacien.
Elle résout aussi le probléme extérieur de Dirichlet qui a toujours une solution
unique. L’opérateur est inversible en dehors de ces valeurs critiques.

Pour résoudre les problémes de Dirichlet intérieur et extérieur il suffit d’exprimer
les valeurs de u;,; et uq, par

_4,0(2y) + /1“ 82$E(x —y)p(x)dl = u4(y); y €T (pb. int.) (4.17)
y) + /F ai E(x —y)p(x)dl =uq(y); y €' (pb. ext.) (4.18)
<_; + D> ¢ =ug (pb. int.) (4.19)

(é + D> ¢ =ug (pb. ext.) (4.20)

L’équation (4.19) n’est pas inversible si —k? est valeur propre, du probléme de
Dirichlet intérieur, pour le laplacien. L’équation (4.20) n’est pas inversible si —k?
est valeur propre, du probléme de Neumann intérieur, pour le laplacien et il est
inversible sinon.

D’aprés le théoreme de représentation, I'opérateur N résout les deux problémes
intérieur et extérieur de Neumann, I’équation intégrale associée est formellement

L G, @ y)ele)dl = —u(y); y €T (4.21)

ou encore
Np=—

L’opérateur N n’est pas inversible si —k? est valeur propre du probléme de Neu-
mann intérieur. Il est inversible en dehors de ces valeurs.

Pour résoudre le probléme de Neumann intérieur et extérieur, on pose

—+/ a—%E r—y)g(x)dl' = u,(y); y €' (pb.int.)

_7+/ aTLyE z—y)q(z)dl = u,(y); y€L (pb. ext.)
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ou encore ,
(2 + D*) q=u, (pb.int.) (4.22)

1
(—2 + D*) q=u, (pb.ext.) (4.23)

L’équation intégrale (4.23) n’a pas de solution quand —k? est valeur propre, du
probléme de Dirichlet intérieur, pour le laplacien, I'opérateur associé est inversible
en dehors de ces valeurs.

L’équation intégrale (4.22) n’est pas inversible lorsque —k? est valeur propre, du
probléme de Neumann intérieur, pour le laplacien, elle est inversible en dehors de
ces valeurs.

Remarque. Toutes les représentations plus haut ménent & des opérateurs non
inversibles pour certaines valeurs de k, dans le but de remédier a cela, Brakhage
et Werner proposent de considerer u sous forme de somme de potentiels de simple
couche et double couche, i.e.

etklz—yl etklz—yl
u(y) = 1/ [ia _ 9 ] q(z) dr.

e | -yl Onglr—yl

U
Ce potentiel satisfait, d’apres le théoréeme de représentation |, {8 — iau} = 0.
n r

Le probléme intérieur associé est

Au+ k*u = 0,
(5 =)
— —ilqu = 0,
on r

qui n’admet pas de valeurs propres pour « réel. Ce potentiel méne & un opérateur
inversible quelque soit k.

Formulation variationnelle

L’équation intégrale (4.16) résout les problémes intérieur et extérieur de Diri-
chlet, elle a pour expression

1 etklz—yl

dr = uy: yeT. 1.24

Théoréme 4.4 L’équation (4.24) admet la formulation

zk|m yl 1
47r// )d'(y) T (z)dI (y) Z/Fud(y)qt(y) dl'(y) Vq¢' € H2(D).

\x—y\
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Lopérateur S associé est un isomorphisme de H=2(I') dans H2 (') quand —k?
n’est pas valeur propre, du probléeme de Dirichlet intérieur, pour le laplacien.

Théoréme 4.5 L opérateur —N donné par (4.21) est un isomorphisme de Hz (I')
dans H*%(F), lorsque —k* n’est pas valeur propre, pour le probléme intérieur de
Neumann, pour le laplacien. Il admet la formulation variationnelle suivante

1 etklz—yl

“Nop = —[—
© 47T[

Arp(z)dl

ik|z—y|

Tz —yl
e -

+ [ (o0 T ) 0= Gy ar

8 @ik\x*yl
+/r on. (,x_y,> (Vrp(z).ny)dl

2 [ ) many) T
- o(z)(ng.n .
rlz—yl Y

4.2 Méthode des éléments finis inversés (BIFEM)
et équation de Helmholtz

On propose ici une description de la méthode des éléments finis inversés, (BI-
FEM). Elle repose sur la subdivision du domaine infini en deux sous-domaines, le
premier borné ot on peut utiliser les éléments finis standards et le second non borné
qu’on peut ramener a un domaine borné par une inversion polygonale adéquate.
Les avantages de la BIFEM sont multiples. On cite I’absence de toute frontiére
artificielle, la quasi-indépendance par rapport au probléme traité, les faibles tailles
des systémes linéaires qui en résultent.

4.2.1 Présentation de la méthode BIFEM

On considére un probléme variationnel type de la forme
Trouwver u € W tel que a(u,v) = £(v) Yv € W,

ot W est un espace & poids et a(.,.) une forme bilinéaire sur W coercive.
La méthode de Galerkin consiste & remplacer le probléme continu par un probléme
approché de la forme

Trowver up, € Wy, tel que a(up,vy) = £(vp) Yo, € Wh,
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ou W), C W est un espace de dimension finie dont les fonctions approchent celles de
W. Puisque la forme bilinéaire a(., .) est coercive, le lemme de Céa est applicable, et
I’erreur entre la solution exacte et la solution approchée est controlée par 'erreur
d’interpolation. On a

Ju =l < e inf, = vl

Dans ce qui suit W est 'espace a poids

HLP(Q) = {u € Z'(Q): VA < m, ()N DMy e LP(Q)). (4.25)

Construction de I’espace W,

La premiére idée pour construire W, est la subdivision de € en deux sous
domaines )y borné ou la méthode des éléments finis classique est utilisée et 2.
non borné qui sera transformé en un domaine borné par le biais d’une application
(singuliere) dans le but d’assurer I'exacte conformité a l'interface Qo N .

Définition 4.6 Soit a; = (a; )y, j =0,--- ,n une collection de n+ 1 points de
R™ affinement indépendants. On appelle simplexe infini de sommets ag, ay,- - ,a,
I’ensemble

T(ag, a1, -+ ,a,) = {x:ZAiai,)\ogo,)\i >0 pour izl,n,ZAizl}.

i=0 =0

Le sommet aq est appelé le sommet fictif et ay,--- ,a, sont appelés sommets réels,
du simplexe T'. Le simplexe fini associé a T est défini par

Sr(ag,ay, -+ ,a,) = {x:Z)\Zai,OS)\i <1 pourz'zO,n,Z)\izl}.

i=0 i=0

Les simplexes de références infini et fini sont définis par

T = {33:()\1,--- ,Xn) ER™ N\ >0 pourk =1,n

M-
;%A
V4
—_
——

Kzgz{x:(j\l,---,Xn)ER”;ngkgl pour k:l,n,Zngl}.
k=1

—
On appelle vecteur altitude associé a T le vecteur hy = agPqo ot Py est la projection
de ag sur U'hyperplan Pr contenant ay,--- ,ay,, et |hp| est la distance de ay a Py.

On suppose que le domaine €2 vérifie la propriété géométrique suivante
FC il existe deux sous domaines €y et Qo tels que
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-0 =0Q)UQ.
— Qg est borné.
— Il existe un nombre fini de simplexes infinis 17, - - - , Ty vérifiant
1. QOO — U%/IZITE,
2. Ty,--- , Ty ont le méme sommet fictif ( on supposera, sans perdre de

généralité que c’est l'origine).
3. Pour tous £, m < M avec ¢ # m, l'intersection de T; et T, est soit vide
soit une aréte ou une face infinie entiére.

De cette maniére les simplexes infinis sont fixés, leur nombre M est fixe, ils forment
avec (g une décomposition de €2 en sous domaines.

Dans toute la suite, on notera S;, 1 < ¢ < M, les simplexes associés a T7,--- , Ty
respectivement et on pose

o

Q, =(UiL,S:) —{0}.

Ainsi le domaine 2, est polygonal et borné.

Maillage du domaine

Afin de construire ’espace discret de ’approximation par la méthode BIFEM,
on maille chacun des deux sous domaines €2y et €2, de la fagon suivante
— Pour Q, on construit une triangulation classique en éléments finis {K; K €
Tr} satisfaisant les hypothéses de régularité usuelles. On note h le paramétre
de discrétisation défini par

h = max diam (K).

KeTy,

— Pour le domaine fictif §2,, on utilise un maillage gradué de chacun de ses sous
domaines S;, 1 < ¢ < M, c’est a dire une triangulation {K; K € T} vérifiant
en plus des hypotheéses de régularité locales, les conditions suivantes

1. Pour tout K € T3 = {K € %,;0¢ K}, on a
he S hdi",
hie < dk,

ou, dx désigne la distance entre l'origine 0 et K. Le réel > 0 est le
paramétre de graduation.

2. Pour tout K € %), — %, on a

hi < .
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On supposera que les traces des maillages sur les intersections S; N'S;, ¢ # j, sont
les mémes des deux cotés. On supposera aussi que les deux triangulations 7, et T,
ont la méme trace a l'interface 2, et .

La raison essentielle de 'introduction des simplexes infinis réside dans la construc-
tion de [’inversion polygonale qui transforme (2., en un domaine borné €2, elle est
définie sur G = Q, U Q. — {0} comme suit

Ve € G, ¢(x) =

r(z)?
ou, r(.) est le rayon polygonal défini de la fagon suivante

P

Vie{l,--- ,M},Ve € S;UT;, r(x)

On peut montrer facilement que 7(.) est continu, que r(z) = 1 pour tout
z € Qs N Q.. De plus

Vo e G, r(x) ~|z|
L’inversion polygonale ¢ transforme l'infini en l'origine. Elle laisse invariants les
points d’intersection de Q. et ..
On considére maintenant l'opérateur A,, v étant un parameétre réel, qui a toute
fonction u associe la fonction A u définie sur G comme suit

(Ayu) () = r(z) T u(o(2)).

Définition de ’espace discret

Pour tout k € N, on définit espace discret qui approche 1'espace H1P(Q) par

Hipr(Q) = {ue€@Q);ulxe P, VK €T,
Awu ’KE ]P)k(K>,VK € ‘3:}2,

A | k€Py (K),VK € T, — Ti},

ou h joue le role du parametre de discrétisation déstiné a tendre vers 0, tandis que
1, v, fixés & priori sont appelés les paramétres d’ajustement. Leur choix n’est pas
arbitraire, surtout pour p qui détermine la graduation du maillage.

Pour avoir I'inclusion

Mk () —=Ho" (),

I'inégalité suivante doit étre satisfaite

n
v>a+——1.
p
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Il reste a définir I'opérateur d’interpolation correspondant a I'espace Hy, k.~ (€2).
Pour cela, on définit une famille d’opérateurs d’interpolation locale comme suit :
Soit K un élément de Ty, ou Ty, a%, ak, -+, a’% ses sommets, Y Pensemble des
noeuds défini par

n

" , 1 k—1
ZK:{ZL‘:Z)\ZCLZK,ZAlzl )\ZE{O,E, ,k,l}}

=0 1=0

On note Iy opérateur d’interpolation locale de type (k) défini par : pour tout v
dans €°(K), Ilxv est I'unique élément de P, tel que

xv(a) =v(a) Va € Xk.

Si K € T, —%F; (0 € K), on note 19[K I'opérateur d’interpolation locale de type

(k) deéfini par : pour tout v dans €°(K — {0}), [Ixv est 'unique élément de Py, tel
que

Mk v(a) = v(a) Va € Sy — {0},

Sous ses hypothéses, on peut associer pour toute fonction v € €2.(Q) son interpolée
globale vy, définie par

Uh, |K = HKU|K VKGE,
(Ayon) [k = Hk[(Aw) [k] VK €T,
(Avvh) |K = Ilg [(A,Y’U) ’K] VK e Ke%, — TZ
L'opérateur d’interpolation globale IIj, est 'opérateur qui associe a toute fonction
v dans %2,() son interpolée vy,.
Notons que L’opérateur d’interpolation II;, dépend du maillage et des paramétres

k et ~. II,v appartient a I'espace 6}, 1~ (Q2) pour toute fonction v € €2.(9).
On a alors les estimations suivantes.

Théoréme 4.7 Soient p,q > 1,«, 3 quatre réels tels que

n n n n
———41>0et f+—>a+—
p g q p

n n
f+——1<y<fB+-—
q q

E+1> 2
q
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On pose pour tout m < k,

1 1
B—O“L”(a:;)l S

Hm =

Alors, pour toute fonction u € Hkﬂ’q(Q) on a

h[kJrn(%f;)}mm(l £1) |

lu — Myullygo00) < [ullygrrage) + R G i)

De plus, pour tout entier naturel m < k, on a

Z ||U— quHH'g‘p < h[k+1 m+n(775)]mln(1 tm ||u||,Hk+1 B
Ke%,

et 3 llu— Iullyrag S BTG full, E+Lagq):
KeTh

4.2.2 Reésolution de I’équation de Helmholtz a D’extérieur
d’un domaine

Cas de l’extérieur de la sphére

On commence cette section par rappeler d’abord la résolution de I’équation de
Lapalce et 1’équation de Helmholtz & 1'extérieur de la sphére unité B, = R? — By,
proposée par Nédélec dans [65]. La solution est donnée dans les deux cas sous forme
de décomposition suivant les harmoniques sphériques. Afin d’assurer ’existence et
I'unicité de la solution les deux problémes sont résolus dans un espace de sobolev
a poids approprié. Le probléme de Dirichlet extérieur

Au = 0, dans B,

U = ug, sur S, (4.26)
admet la solution
1
u(r, 0, ) = Z Z e (0, ) 7 (4.27)
(=0 m=—/

ol la série ci-dessus est absolument convergente pour r» > 1. La solution est dans
. 1
W¥(B,) si uq est dans H*"2(S) o1,

WH(B.) = {u: % € I*(B.), Du € I*(B.), - /" 'Dru e IX(B)}  (4.28)
T
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Considérons maintenant le probléme

Au+k*uv = 0, dans B,

U = ug, sur S. (4.29)
On rajoute des conditions de comportement & I'infini
lu| < ;, r grand , (4.30)
V| < ; (4.31)
et la condition de Sommerfeld
?; ikl < T% (4.32)

On sait que ce probléme admet une unique solution dans 'espace H défini par

) Vu
T(1472)s

L*(B.

u
=% -——7 €
{ (14+1r2)z

La solution est donnée par

oo m=¢ h(l) ]i]?“
ur0,0) =5 3 wn gy .0, (433)
(=0 m=——1 h (k)
ou
Upm = /Sud(ﬁ,gp)%,m(e, ©) dS,

et hgl)(r) sont des fonctions de Hankel, solutions de I’équation différentielle

d?he(r) n 2dhe(7‘) n (1 B 0+1)

dr? r dr

" ) he(r)=0, r>0. (4.34)

Elles sont données explicitement par la formule
1d\*/er
hD(r) = (- f() <) 4.35
D)= (o) (S (4.3)

W) = (S (B a8 o+ @+ ) (436)

ou encore,

ou
(m+10)!

m!(¢ —m)12m’
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4.2.3 Reformulation de I’équation de Helmholtz et méthode
BIFEM

Afin de pouvoir appliquer la méthode des éléments finis inversés exposé aupa-
ravant, on va reformuler ’équation de Helmholtz dans un cadre fonctionnel appro-
prié. Cette reformulation tiendra compte de fagon intrinséque de la condition de
Sommerfeld.

Posons désormais

v=e¢ "u
L’équation
Au+ k*u =0,
devient 9
Av + 2ik% +2ik 20 =0 (4.37)
r or
ou encore 5
Av = —Qik:fﬂ.
r or

Ceci nous ameéne a la résolution du probléme

Av = —Qiklm Q.
r Or

v = Uy sur I,

(4.38)

oll vg = e *y,. Pour la résolution de ce probléme on va considérer une suite de

problémes de la forme

Vo =0
10(rv,

Avyyy = —2ik— (rvn) sur €, (4.39)
r or

Un+1 = Uy sur I.

On cherche ainsi une solution v,, appartenant a l’espace

W5 () = {u € 7'(); <x“> € L*(Q,),Vu € (L2(Qe))3} . (4.40)

0

Proposition 4.8 Si a—(rvn) € L*(Q.), alors le probleme (4.39) admet une solu-
T

tion unique dans Wy (£2.).

Preuve. On se raméne au cas du probléme homogéne en posant

f)n—i-l = Uny1 — '%vdv
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ol Zvy est le relevement de vy dans W (€.), choisi a support borné.
Une formulation variationnelle de ce probléme est alors

/ Vi Vwds = / (2 ot 2rvn) o V%Nw) dz Yw € W),
Qe Qe r or

D’aprés I'inégalité de Hardy la forme bilinéaire du premier membre est

coercive dans W, (£2.) et le théoréme de Lax-Milgram nous permet de
conclure. W

Maintenant soit R > 0 tel que 2 C Bg.

Proposition 4.9 Soit v, € Wi (R?), la solution du probleme (4.39) dans
Bj, = R? — By se décompose sous la forme

¢ )
Z Z (ZWSTlS)%m(@ @) pour r>R et n>1

(=0 m=—¢
avec
(ﬂ + S)!(_Z’k)gis (n+s—2)
Ulg,T?L?)l,s: Sl — syias Vit 51 0<s<tl s>l—n
0 stnon.

Preuve. On fait une démonstration par récurrence.
Pour n=1, onas =/ donc
(1)

v m,
Z Z €g+1£ 7m 7w)7

{=0m=—¢

qui représente bien la décomposition, sur les harmoniques sphé-
riques, de la solution du probléme a ’extérieur de la sphére unité

Av®) = 0 sur Q.
v =y, sur T

Pour n > 1, on suppose que la décomposition est vraie a l'ordre n et
on montre que pour

¢ Uén+1)
Unt1 = Z Z (Z Z:Z_T > %,m(97gp>

=0 m=—¢
On a

1 (e+ 3>!(_ik)e_sv(n+s+1—£)
Ué%s) = S'(f — s)!QS Lm0
0 sinon.

0<s</l, s>l—n—1
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En effet, on a

0o L
Avn—i—l _ Z Z (Z £n+1)A

{=0m=—/¢

Sﬂ%m@wﬁ,

or, si on pose v(T1,Tg, - ,&y) = 0(r, &1, ,&n—1) pour 1 < i <
n, tels que, & = x;/r et r = |x| on a

Ap — 1 g (rn—lav) +lAgﬁ,

rr=1or or r?
ot Ay est 'opérateur de Laplace-Beltrami, donc

1 1s(s+1 —({+1
M09 = 5 V0.0~ gy 0.0,

Do,

Avyor = ij(éf“+f;w%”ﬁﬁﬁ%mw>

{=0m=—/

D’autre part,

6( 0o # ¢ sv(”)s
Sy (z £ )%,mw,w,

=0m=—/

donc

10 ¢ 2iksol"
_2114:7— (rvy) ZZO Ze (eré Dy (0, 0).

Par identification, on obtient

Zi s(s+1)—0(L+1) (n+1) _ XZ: 21']681)22,8

=0 /r=5+3 vavs = /r=5+2
Ce qui donne pour tout 1 < s </
(n+1) 2iks (n)

U&m,s—l - S(S _ 1) _ €(€—|— 1)U€,m,s'

(n)

En remplacant v par sa valeur pour, 1 < s < /lets>/{—n,

Lm,s
on déduit
GV 2iks (¢ + S)!(_ik)e_sv(n+s—£)
tm,s (s+0)(s—0—1) sl(l—s)l2s “omt

(6 + 55— 1)!(—ik)€_8+1 ,U(n-i-s—ﬁ)
(s — 1)I(0 — s+ 1)l2s—1 bm
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Ce qui veut dire que

C4+ )N (=ik)° st
(€+ 9)!(=k) Ué,r:,eﬂ 9 i 0<s<{ s>l—n-—1

vt = & TSI — 5)12s

0 sinon.
Ceci achéve la démonstration. W

Lemme 4.10 Pour tout n > 0, on a

0
a(runﬂ) € L*(,).

Preuve. On sait que

2, £ —sugr!
87” Tun—l—l Z Z ZTJ %,m(97<)0)

=0 m=—/¢

En utilisant les propriétés des harmoniques sphériques on obtient

2
9 2 o ¢ _Suén-ﬁ—l)
—(rUpy1) = > Z/ 78 m2E ) dr
Ha"’ L2(Q0) (=0 m=——t ot
0 ¢ 3 0 1
< 33 (S (7 )
(=0 m——t R T
< 00,

d’ou le résultat. A

Ainsi le probléme (4.39) admet une solution dans
1 0 2
W= {w € Wy (Qe); E(rw) €L (Qe)} :

Montrons maintenant que la solution de la suite de probléme (4.39) converge vers
la solution du probléme (4.38).
Soit v la solution du probléme (4.38) et posons

Wy, = Uy, — V.

Awpp = —22’]{:1 <8(rwn)> sur €,
r or

Wpy1 = 0 sur I

(4.41)
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Lemme 4.11 On a,

e,

E(Twnﬂ)

< C2ka||wn||12/vg(ge)-
L?(Qe)

Preuve. Soit Rj assez grand de sorte que

a ‘ _Sw(T:?)ls
s =£ 8 (£ ) 0.0
(=0 m=—/ r
Posons
¢ () ¢ (n)
n £m,s n _Swé,m,s
wi(r) = >0 ¥R done o (ru (r) = Y- —
s=0 s=0
On a
/ "™ ()dt 3w o—s=lgy
m £,m,s
RO ’ s=0 R
¢ — a—S
a=s _ R "
= Y uwé%s pour « ¢ {0,...,(}.
s=0 a—3 o
Donc
r 0, (Ry) & 1 1
a (n) Lm 0 (n)
t t)dt —
Ro whﬂ( ) ro +§o¢—srs &m.s
et ,
1 T (n) 1 (Toz—s 1 ) (n)
— t“w t)dt = - —Jw ,
Rg /RO ) Z:E) a-s\ Ry Ry) "™
ou

Or on a montré que

(n+1) ¢ (n+1)

(n+1) Wy om0 Wy m,s—1
We,m o Te-s-l + Z
(n+1) ¢

{m,l 2iks (n) 1
= T —. 4.42
T€+1 Z S(S . 1) . E(ﬁ + 1)w€,m,sT5 ( )

s=1




4.2 Meéthode des éléments finis inversés (BIFEM) et équation de Helmholtz106

D’autre part, on a

1 +oo o' (Ry) L 1 1
L 8. (n) T £,m\+10 L (n)
e /r tPwy (t)dt = R?Lnoo {7“5 + ;) T o s Whim.s
¢ w(n) 1
= — tms ~ pour B <0,
= B—srs
d’on
9%(30) L B-a) 1w
/ t“w dt—i— / tﬁwgm : +> — Wy, -
ro ro (B—=s)a—s)rs ™

On choisit = —¢, a« =+ 1, pour ¢ > 0 et on pose
crs =5(s —1) — (¢ + 1), on obtient

1 " too 1, L(=20-1)1 o
er/R 1 )(t)dt+7~f/ t—éwéﬂ%(t)dt = Y

r =0 Ce,s rs

6;") (Ro)

+
ré+l

En dérivant des deux cotés par rapport a r, on trouve

C41 ) ) (Ry) — €+1/T t”lwﬂ(t)dt}
Ro ’

ré+2 6m ré+2

¢ S 1 (n) 1

>

w P [
Shcpsr TS 2041

1 1
DTS {5 - 1/r 7 Wiin (et

D’ou
Y ,
2iks 1 () 2k [L+1 4 CH1 7 i )
szz:l Cos T° Heme 20+ 1 [ rttt gm( 0) rtHL R, Wy (1)

2ik +00 1
+2/+ . {M/T wé%(t)dt}
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Ainsi, en remplagant dans (4.42)
(n+1)

(n+1) Wy m e 27”16(6_’—1) 2ik £/+Oo]- (n)
Wem T = T T ik ) i (Fo)+ sev1 |7 et
2k [ (+1 7,
£+ ™) () dt
+2€+1{ 7””1/3 m(t) }
2ik (41 +1,, oo 1 (n)
= w1 {— o / t t)dt + ort / t—éw&m(t)dt
1 (n+1)
+mce,m ;
ou
n+1 n+1 QZk(£+1) n
ot = wé,nie)ﬂLTH@é%(Ro)
21kl oo 1
— REF R R2t+1 / 2™ (Dt
( 0) 2€+ 1 0 Ro tgwf,m( )
et
8(rw§":{1)) 22/€€<£—|— 1) 1 r +1. (n) /) +oo ] (n)
T — QE + 1 /r=€+]. / t w&mdt ‘I— T /7. tgwg mdt:|
n E n
—Zikrwé%(r) - ﬁC ),
Calculons les intégrales obtenues, en utilisant une intégration par par-
ties
T 0+2 R&2 ro 9
(M dt = ™ — 0 [ () gy
/RO me g_i_ wﬁm £_|_1w€m ROE—{—lﬁt( wZ,m)
(n) (n)
T Wy 4, +oo ] (n) wém +o0 1 3 twé )
/,« v _/T g et = g z/ o

d’ou en remplacant, on a

8( (n+1)) _ 22k€(€+ 1)

TWy 1,

(n)
1 /T (41 3(tw€7m) it
Yt Sy

or 2+1 | ((+1 ot
2ike(0 +1) [ /+°<> 1ot |
20+ 1 V .t Ot J
L ZRRET )
1 76m (2£+1)r£+1 £,m
A(Ry)  2ik

1
_ ¢
= — & + Y {r wy(r) — 7aleg(r)} ,
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ou

2ikRET2
A(Rp) = —/¢ (n+1) 0

10 .
wi(r) = (£ + 1) / t—ea(twém)l)dt,

wi™ (Ro)|,

et

r 0 n
wr) =t | t”la(twg,i)dt.

Proposition 4.12 On «a

2

(4.43)

0

) 2

wy, < ak” ) o= (rw, '
I +1HW01(ﬂe) ! H@T( ) L2(Q)

Preuve. En multipliant ’équation (4.41) par w et en intégrant par
parties, on obtient

/ ]an+1|2da: = %a(rwn)wnﬂdl‘
Qe Q r Or
a<rwn) 2 ? |wn+1’2 %
< 2
< 2|k| (/Q 5 dm) (/Q = dx)
o(rw, 2 : 2
< 20k|e() (/Q <87“ ) da;> (/Q |an+1|2dx)
D’ou )
J(rwy,)
27 < 22 n
/Qe Vw1 |2z < 4[k[2E(Q) /Q el da.

En utilisant encore une fois I'inégalité de Hardy on obtient I’estimation
(4.43). 1

Théoréme 4.13 Pour |k cicy| <1 on a
HwnHIQ,VOl(Qe) — 0 quand n — oo.
Preuve. On a montré plus haut que

Vi1 < MV, pour tout n > 1, (4.44)
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ol )
”wnHW(}(Qe)
V, = P ( | 2 )
—(rw,
or 12()
et
0 Clk?2
M =
Cgka 0

Si |k“T2cice| < 1 alors M™ tend vers 0 quand n — oo car p(M) < 1,
d’ou le résultat. W

Il reste désormais la mise en ceuvre de la méthode. Cela est en cours actuellement.
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons présenté quelques méthodes de résolution numé-
rique des problémes elliptiques dans des domaines non bornés.
Le caractére non borné du domaine nous a amené a considérer des espaces de So-
bolev & poids afin de contréler le comportement des solutions a l'infini.
Les principaux points abordés sont les suivants :

(a) Nous avons tout d’abord montré, grace a la théorie des opérateurs auto-

adjoints compacts, l'existence d’une famille de fonctions propres de 1'opé-
rateur de Laplace pondéré. Cette famille forme une base hilbertienne de
'espace de Sobolev a poids W° (R™).
Ensuite, pour un cas particulier du poids, on a dérivé une expression explicite
de ces fonctions propres et les valeurs propres correspondantes, donnant ainsi
naissance & une nouvelle famille de fonctions, qu’on a utilisé pour approcher
des problémes elliptiques du second ordre dans I’espace R™ tout entier.

b) L’utilisation de la projection stéréographique nous a permis la représentation
] g
des intégrales définies sur R™ comme intégrales sur la sphére unité, et faciliter
ainsi le calcul.

(¢) La méthode spectrale qui résulte de la découverte de ces fonctions s’est avéré
trés performante et trés prometteuse. Cela est confirmé par une analyse nu-
mérique rigoureuse de la méthode, et par les codes de calcul qu’on a écrit.

(d) Dans la derniére partie du travail, nous avons tenté de résoudre ’équation de
Helmholtz dans un domaine extérieur, en utilisant la méthode des éléments
finis inversés. Cette méthode se distingue des autres méthodes déja élaborées
pour les domaines non bornés par :

— Le fait d’étre applicable a toute sorte de géométries non bornées.
— L’absence de toute frontiére artificielle.
— Les faibles tailles des systémes linéaires qui en résultent.

L’implémentation de la méthode des éléments finis inversés pour le probléme de
Helmholtz et pour d’autres systémes d’équations aux dérivées partielles dans les
domaines non bornés est I'une des perspectives de ce travail.
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Chapitre A

Annexe

Formules utiles d’analyse vectoriel

Toutes les formules indiquées dans la suite sont formelles, c’est a dire sans
préciser le cadre fonctionnel exact de leur validité. Elles sont néanmoins toutes
vraies pour des fonctions assez réguliéres.

Soit u une fonction scalaire et ¢ une fonction vectorielle. Soit maintenant €2 un
ouvert borné de R"™.

Coordonnées cartésiennes

Vu = @5 + @é’ + @é'
ot oy Y 0z
0y % ov,

divv =

8x+8y+8z'

o = (52 - S+ (G2 - 55 ) e+ (G- ) @
S \oy 0z) " 0z Ox) " or oy) ~

ov, Ov, Ov,
or Oy 0z
vi— |2 9% v
or Oy 0z
ov, Ov, Ov,
or Oy 0z
2 2 2
Au — 0°u  0°u  0°u

Ox? * oy? + 022
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AT = Av,€, + Avyéy, + Av,é,.
Coordonnées sphériques

@4 10u 1 Ou._

Vu= ar <" - ro0° * rsin@%e“’
1 0 1 ov
— 2 e
dive = (r T)—i_rsmec‘)e(smeve)—i_rsinﬁ8@’
rotv <8 sin fv,,) 3@9) e+ 1 ( L O g(rv )é’
rsm@ a0 0 dp ) " T r\sinbap or )"’
- (6(m ) — ) >
are " 09
A —@4_2%4_ 1 a<s 8811) 1 @
T2 T rar T rzsmaoo U 99 r2sin? § Op?’
1 0 ou 1 %
Agtt = ~sin6 80 (Smeae)  sin?009?”
Av = Vdiv v — rotrotv.
v, 182@_@ 1 avr_vi
ar r ol r rsinfd dp
vi= | 10w v ! (é% 9>
"l rae rsinf \ Op U €08
% 1821@ 1 <8v¢ +v,.8inf +v COSQ)
or r 00 rsinf \ Oy " o
Identités vectorielles
div Vu = Au.
rotVu = 0.

divrotd = 0.
V(ujug) = uy Vug + usVuy.
div (u?) = udiv ¥ + Vu - 7.
rot(uv’) = urotv' + Vu A .

/Qdiv v(x)dr = /{9Q v(x) - n(x)dS,,
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ot n(x) est le vecteur normal unité extérieur a Q en z € 5.

8u1 aUJ2
[ S @) = /8 ur(@)us(e)my()dS, /ﬂ s (2) 52 (2)d
du1
QAul(a:)ug(x)dx = Aﬂm(w)ug(x)d&c—/ Vuy(x)Vug(x)de
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Résolution de problémes elliptiques
en domaines non bornés

Résumé

L’étude de nombreux problémes rencontrés en ingénierie tels que 1’acoustique,
I’électromagnétisme, la mécanique des fluides, et la chimie quantique ménent a
des équations aux dérivées partielles en domaines non bornés. Par conséquent la
conception de méthodes numériques convenables pour la résolution de tels sys-
témes est d’une grande importance. On propose, de résoudre ces équations dans
des espaces de Sobolev a poids appropriés afin de prendre en compte le comporte-
ment des solutions a l'infini. On commence par, I’étude de 'opérateur de Laplace
pondéré o~'A pour lequel on décrit le spectre et on calcule les valeurs et fonc-
tions propres dans le cas particulier ot p~! = (|z|* 4+ 1)? qui seront des fractions
rationnelles orthogonales, écrites au moyen des harmoniques sphériques. Ensuite
ces fonctions propres sont utilisées pour la conception d’une approximation spec-
trale de problémes elliptiques du second ordre dans tout 'espace R", avec une
application dans le cas unidimentionnel. Et on termine par I'étude de ’équation
d’Helmholtz modifiée dans le domaine extérieur, suivi par une implémentation en
utilisant la méthode des élélments finis inversés (BIFEM).

Mots-clefs

Equations aux dérivées partielles, domaines non bornés, espaces de Sobolev &
poids, opérateur de Laplace, équation d’Helmholtz, harmoniques sphériques, frac-
tions rationnelles, projection stéréographique, méthode des éléments finis inversés.



Solving elliptic problems in
unbounded domains

Abstract

The study of many engineering problems such as acoustics, electromagnetic,
fluid mechanics, and quantum chemistry lead to partial differential equations in
unbounded domains. Therefore, the design of numerical methods suitable for
solving such systems is of great importance. We suggest, to solve these equations in
appropriate weighted Sobolev space to take into account the behavior of solutions
at infinity. First we deal with weighted Laplacian oA in the whole space R" for
which we describe the spectrum and calculate the eigenvalues and eigenfunctions in
the special case where o~ = (|z|?+1)? which will be orthogonal rational functions,
written by means of spherical harmonics. Then, these eigenfunctions are used for
the design of a spectral approximation of elliptical problems of second order in the
whole space R", with an application in the one-dimensional case. In the end we
study the equation of Helmholtz, modified in the external domain, followed by an
implementation in using the (BIFEM).

Keywords

Partial differential equations, unbounded domains, weighted Sobolev spaces,
Laplace operator, Helmholtz equation, spherical harmonics, rational functions,
stereographic projection, inverted finite elements method.
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