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Introduction

Une grande classe de problèmes rencontrés en ingénierie tels que l’acoustique,
l’électromagnétisme, la mécanique des fluides, la chimie quantique et l’astrophy-
sique mènent à des systèmes d’équations aux dérivées partielles dans des domaines
non bornés. On entend par domaine non borné un domaine tel que l’espace tout
entier Rn, un domaine extérieur, (i.e. le complémentaire d’un compact de Rn)
ou le demi- espace Rn

+. Par conséquent la conception de méthodes numériques
convenables est d’une importance cruciale pour la résolution de tels systèmes. La
difficulté principale réside dans le comportement des solutions à l’infini. Parmi les
méthodes numériques qui ont été conçues pour contourner cette difficulté on cite

– les méthodes utilisant une frontière artificielle placée suffisamment loin avec
des conditions aux limites adéquates {[6], [7]}.

– les méthodes qui reposent sur une représentation intégrale de la solution et
l’utilisation des éléments finis frontières {[65], [63], [45], [55], [67], [32], [44]}.
Une telle formulation intégrale n’est en général possible que si on connaît la
solution fondamentale de l’équation, qui est en plus souvent singulière.

– la méthode des éléments infinis qui consiste à développer la solution en série
convergente sur une base adéquate {[10], [26], [42], [43], [36], [53]}.

– La méthode des éléments finis inversés (BIFEM) [17], qui repose sur la sub-
division du domaine en deux sous-domaines, le premier borné où on peut
utiliser les éléments finis standards et le second non borné qu’on peut rame-
ner à un domaine borné par une inversion adéquate.

L’avantage de la méthode des éléments finis inversés par rapport aux précédentes
est qu’il n’y a aucune frontière artificielle. De plus, la méthode est quasiment indé-
pendante par rapport au problème traité. Elle est aussi applicable à des domaines
de type demi-espace, des domaines extérieurs et même tout l’espace.

Une autre classe de méthodes non citées ici est celle des méthodes spectrales,
comme celles utilisant les fonctions gaussiennes en chimie quantique.
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Les objectifs de cette thèse sont multiples. L’un de ces objectifs est l’utilisation
de la méthode des éléments finis inversés (notée BIFEM 1) pour résoudre une équa-
tion de type Helmholtz. Un autre objectif est la proposition d’une nouvelle méthode
spectrale reposant sur l’utilisation de fonctions rationnelles multi-dimensionnelles
d’un type approprié. Cette méthode utilise des fonctions que nous avons découvert
lors de l’étude du spectre d’un laplacien pondéré.

Dans toute la thèse, le cadre fonctionnel choisi repose sur l’utilisation d’espaces
de Sobolev à poids pour décrire la décroissance ou la croissance des fonctions à
l’infini. Ces espaces ont été très largement utilisés pour l’étude des problèmes
elliptiques ou issus de la mecanique des fluides dans des domaines tels que l’espace
tout entier, le demi-espace ou les domaines extérieurs.

Ces espaces sont en général composés de fonctions u, vérifiant des conditions
de la forme ∫

Ω
〈x〉(α−m+|λ|)p|∂λu|pdx <∞

pour des dérivées d’ordre |λ| ≤ m. Ici 〈x〉 désigne le poids de base

〈x〉 = (|x|2 + 1)1/2.

On observe que 〈x〉 ∼ |x| quand |x| → +∞. La constante 1 est ajoutée afin que
l’espace ne dépende pas du choix de l’origine.
Ces poids sont parfois modifiés dans des cas critiques, notamment en dimension 2
quand p = 2. On les multiplie à des ordres précis par des puissances supplémen-
taires du poids logarithmique

〈〈x〉〉 = log(|x|2 + 2).

Cette modification est faite dans le but de pallier à certaines difficultés, notamment
l’invalidité de l’inégalité dite de Hardy, qui permet d’étendre l’inégalité de Poincaré
à des domaines non bornés.

Le premier chapitre est devoué aux notations, définitions et propriétés des espaces
de Sobolev à poids utilisés tout au long de cette thèse. La plupart de ces propriétés
sont déjà connues dans la littérature. Elle seront énnocées sans démonstration.
Néanmoins, on démontre un résultat de compacité qui nous sera utile par la suite.

Dans le second chapitre, on va s’intéresser particulièrement à l’opérateur de La-
palce pondéré %−1∆ dans l’espace Rn tout entier. on décrit son spectre sous cer-
taines conditions sur %−1 et on donne une expression explicite des valeurs propres

1. cette abréviation vient de la concaténation de lettre B, comme Boulmezaoud, et de IFEM,
comme Inverted Finite Element Method. L’appellation IFEM est déjà employée pour une autre
méthode en mécanique des fluides, dite Immersed Finite Element Method.



3

et fonctions propres quand %−1 = (|x|2+1)2 au moyen des harmoniques sphériques,
formant ainsi une base orthogonale dans l’espace W 0

−2(Rn). Ce chapitre a fait l’ob-
jet d’une publication dans "Journal of Mathematical Analysis and Applications" .

Le troisième chapitre sera consacré à une méthode d’approximation spectrale des
problèmes elliptiques du second ordre dans l’espace Rn tout entier en utilisant la
base de fonctions propres construite dans le chapitre deux. On terminera ce cha-
pitre par des détails d’implémentation de la méthode dans le cas unidimensionnel.

Au quatrième chapitre, on va tout d’abord rappeler quelques méthodes de réso-
lution numérique pour les équations de Laplace et Helmholtz dans un domaine
extérieur, avant de décrire brièvement la méthode des éléments finis inversés. On
l’adaptera ensuite à l’équation de Helmholtz dans un domaine extérieur.
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Rappels à propos des espaces de Sobolev à poids



Chapitre 1

Rappels à propos des espaces de
Sobolev à poids

On expose dans ce chapitre la définition ainsi que les propriétés essentielles
d’une famille d’espaces à poids que nous utiliserons tout au long de cette thèse.
La plupart des démonstrations ne sont pas indiquées, à l’exception du lemme de
compacité que nous avons nous même démontré [4].

1.1 Définitions et notations

Dans toute la suite, Rn désigne l’espace euclidien de dimension n, avec n ≥ 1,
Rn

+ le demi-espace supérieur de Rn défini par

Rn
+ = {(x′, xn) = (x1, ..., xn) ∈ Rn|xn > 0}.

Pour s ∈ R, on note indifféremment [s] ou E(s) sa partie entière. Pour tout réel
p > 1, on note p′ son conjugué défini par la relation

1

p
+

1

p′
= 1,

si α = (α1, · · · , αn) est un n-uplet d’entiers naturels et x = (x1, ..., xn) un point
typique de Rn, on note |α| = α1 + · · ·+ αn, xα = xα1

1 · · ·xαnn , |x| = (
∑n
i=1 x

2
i )

1/2 et

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαnn

.
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1.1 Définitions et notations 6

On note Lp(Ω) l’espace de Lebesgue des (classes de) fonctions mesurables de puis-
sance pième intégrables sur Ω, muni de la norme usuelle ‖.‖Lp(Ω) (ou ‖.‖p en l’ab-
sence d’ambiguité), définie par

‖u‖Lp(Ω) =
Å∫

Ω
|u(x)|p dx

ã 1
p

Etant donné un espace de Banach B, de dual B′, un sous-espace fermé Y de B et
un sous-espace H de B′, la notation H ⊥ Y désignera le sous espace de B′ défini
par

H ⊥ Y = {f ∈ H;∀v ∈ Y 〈f, v〉 = 0}.

Soit ` un entier. Dans la suite P` désigne l’espace des polynômes à variables dans
Rn de degré total inférieur ou égal à `, avec la convention P` = {0} quand ` est
strictement négatif. On pose

P∆
` = {q ∈ P`|∆q = 0}.

La notation a(u) . b(u) où a(u) et b(u) sont des quantités qui dépendent d’une
fonction u, signifie qu’il existe une constante c, indépendante de u, telle que
a(u) ≤ c b(u) pour toute fonction u.
On considère maintenant les poids de base

〈x〉 = (|x|2 + 1)1/2, 〈〈x〉〉 = log(|x|2 + 2).

Pour tout ouvert Ω de Rn(typiquement non borné), α ∈ R, 1 < p <∞, m ∈ N on
définit l’espace de Sobolev à poids Wm,p

α (Ω) par

Wm,p
α (Ω) = {u ∈ D ′(Ω); ∀λ ∈ Nn, 0 ≤ |λ| ≤ m , 〈x〉α−m+|λ|Dλu ∈ Lp(Ω)}.

Cet espace est un Banach doté de la norme

‖u‖Wm,p
α (Ω) = (

∑
|λ|≤m

‖〈x〉α−m+|λ|Dλu‖pp)1/p.

C’est un espace de Hilbert quand p = 2. On écrit Wm
α (Ω) au lieu de Wm,2

α (Ω) dans
ce cas.

Cette définition sera utilisée, ici essentiellement dans les cas où

n

p
+ α /∈ {1, · · · ,m}

Dans le cas contraire, c’est à dire quand n/p+α ∈ {1, · · · ,m}, comme par exemple
quand n = 2 et p = 2, on ajoute un poids logarithmique. Afin de ne pas alourdir
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l’exposé ici, nous n’allons pas exposer ces cas. Néanmoins, nous introduirons ces
modifications quand cela s’avère nécessaire, notamment dans le cas n = 2.

Dans cette thèse le domaine Ω est soit l’espace tout entier Rn, soit un domaine
extérieur du type Rn \ ω, où ω est borné, ou un demi-espace. Observons que dans
tous les cas, les propriétés locales des fonctions appartenant aux espaces Wm,p

α (Ω)
coincident avec celles vivant dans des espaces de Sobolev classiques. Ainsi, dans
le cas d’un domaine extérieur ayant une frontière compacte ∂Ω, les théorèmes de
traces classiques pour les espaces de Sobolev dans un domaine borné [1] resteront
valables dans Wm,p

α (Ω).

Ces espaces ont été utilisé Hanouzet [49], Kufner [54], Giroire [44], Amrouche,
Girault et Giroire [2, 3], ou Boulmezaoud [12, 14, 16, 17].

Enumérons maintenant quelques propriétés fondamentales
1. On a les inclusions continues suivantes

Wm,p
α (Ω)↪→Wm−1,p

α−1 (Ω)↪→· · · ↪→W 0,p
α−m(Ω).

2. Pour tout ϕ ∈ D(Ω) ; c’est à dire ϕ restriction à Ω d’une fonction de D(Rn),
l’application u 7→ ϕu est linéaire et continue de Wm,p

α (Ω) dans Wm,p(Ω).
3. P` ⊂ Wm,p

k (Rn) quand
` < m− k − n

p
.

4. D(Rn) est dense dans Wm,p
α (Rn).

5. D(Ω) est dense dans Wm,p
α (Ω) quand Ω est un demi-espace ou un domaine

extérieur lipschitsien.
6. Pour α, β ∈ R, m ∈ Z l’application u 7→ 〈x〉βu, est un isomorphisme de
Wm,p
α (Rn) dans Wm,p

α−β(Rn). L’application u 7→ 〈x〉−βu est l’isomorphisme
inverse.

7. L’application u 7→ Dλu est linéaire et continue deWm,p
α (Ω) dansWm−|λ|,p

α (Ω)
pour tout multi-indice λ avec |λ| ≤ m.

8. Wm,p
α (Rn

+) coincide algébriquement et topologiquement avec l’espace des res-
trictions à Rn

+ des fonctions de Wm,p
α (Rn).

On note
◦
W

m,p

α (Ω) l’adhérence de D(Ω) dans Wm,p
α (Ω), et on note W−m,p′

−α (Ω) son
dual. Ainsi puisque D(Rn) est dense dansWm,p

α (Rn), on a
◦
W

m,p

α (Rn) = Wm,p
α (Rn).

Dans le cas du demi espace, on dispose du théorème de trace suivant. On renvoie
à [49] pour la définition des espaces de Sobolev d’ordre réel.
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Théorème 1.1 Il existe une application linéaire continue γ = (γ0, · · · , γm−1) de

Wm,p
α (Rn

+) dans
m−1∏
j=0

Wm−j−1/p
α (Rn−1) avec les propriétés suivantes

– Pour u ∈ D(Rn
+),

γu = (u(x′, 0),
∂u

∂y
(x′, 0), · · · , ∂

m−1u

∂ym−1
(x′, 0))

– γ est une application surjective.
– γ−1(0) =

◦
W

m,p

α (Rn
+).

Remarque. On peut aussi comparer les espaces Wm,p
0 (Rn) avec les espaces dits

homogènes. On renvoie à [49] pour cette comparaison.

1.2 Inégalités de Hardy. Equation de Laplace

Les inégalités de Hardy jouent un rôle particulièrement important dans les
espaces à poids, notamment pour étendre des inégalités de type Poincaré ou
Poincaré-Wirtinger ou encore de Deny-Lions à des domaines non bornés.
On cite ici les inégalités suivantes et on renvoie à [44], [2] ou [16] pour la preuve.

Lemme 1.2 (Inégalité de Hardy)
Soit f ∈ D(]A,∞[), on a

– si β 6= −1, γ ∈ R et A ≥ exp

Ç
2|γ|
|β + 1|

å
∫ ∞
A
|f(t)|2tβ(log t)γdt ≤

Ç
4

|β + 1|

å2 ∫ ∞
A

∣∣∣∣∣dfdt
∣∣∣∣∣
2

tβ+2(log t)γdt

– si γ 6= −1 et A ≥ 1

∫ ∞
A
|f(t)|2 1

t
(log t)γdt ≤

Ç
2

|γ + 1|

å2 ∫ ∞
A

∣∣∣∣∣dfdt
∣∣∣∣∣
2

t(log t)γ+2dt

– si β 6= −1 ∫ ∞
A
|f(t)|2tβdt ≤

Ç
2

|β + 1|

å2 ∫ ∞
A

∣∣∣∣∣dfdt
∣∣∣∣∣
2

tβ+2dt

Voici une conséquence importante de ces inégalités.
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Corollaire 1.3 Soit Ω = Rn
+ ou Rn \ ω, où ω est un domaine borné non vide et

lipschitzien. On suppose que

n

p
+ α /∈ {1, · · · ,m}.

Alors, il existe une constante C1 > 0 telle que

∀u ∈
◦
W

m,p

α (Ω), ‖u‖ ◦
W
m,p

α (Ω)
≤ C1|u|m,α,Ω,

où
|u|m,α,Ω = (

∑
|λ|=m

‖〈x〉αDλu‖pLp(Ω))
1/p.

Le résultat suivant concernant l’équation de Laplace s’obtient en combinant
ces inégalités avec des outils d’analyse fonctionnelle. Il est dû à plusieurs auteurs
(Cantor [29], McOwen [58, 59], Fortunato [40], et [44]). Une extention au cas non
hilbertien p 6= 2 est due à Amrouche, Girault et Giroire [2].

Théorème 1.4 Soit k ∈ Z tel que n/2 /∈ {1, · · · , |k| + 1}. Ainsi, ∆ est un iso-
morphisme de Wm+1

m+k (Rn)/P∆
−[k+n/2] dans W

m−1
m+k (Rn) ⊥ P∆

−[−k+n/2] pour tout entier
m ≥ 0.

Dans ce théorème Wm−1
m+k (Rn) ⊥ P∆

−[−k+n/2], désigne l’espace de toutes les fonctions
satisfaisant la condition

∀p ∈ P∆
−[−k+n/2], 〈f, p〉 = 0

1.3 Une injection compacte

Notre but ici est de prouver le lemme [4] suivant, qui étend le théorème de
Rellich aux espaces W 1,q

α (Rn).

Lemme 1.5 Soient α, η, p > 1 et q > 1 quatre réels tels que

0 <
n

p
− n

q
+ 1 < α− η (1.1)

Alors, l’injection W 1,q
α (Rn)↪→W 0,p

η (Rn) est compacte.

Preuve. Pour la démonstratrion de ce lemme dinstinguons deux cas
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Le cas q 6= n : Montrons que la boule unité deW 1,q
α (Rn) est pré-compacte

dans W 0,p
η (Rn) i.e. de toute suite bornée dans W 1,q

α (Rn), on peut
extraire une sous suite convergente dansW 0,p

η (Rn).

Soit alors {fn}n∈N une suite dans W 1,q
α (Rn) telle que

‖fn‖W 1,q
α (Rn) ≤ 1; pour tout n ∈ N.

Puisque l’espace W 1,q
α (Rn) est réflexif, il existe une suite qu’on

note encore {fn}n∈N telle que

fn ⇀ f dans W 1,q
α (Rn).

La semi-continuité inférieure de la norme donne

‖f‖W 1,q
α (Rn) ≤ lim

n
inf ‖fn‖W 1,q

α (Rn) ≤ 1.

Soit χ une fonction C∞ fixée et satifaisant

χ(x) = 1 pour |x| ≤ 1, χ(x) = 0 pour |x| ≥ 2.

On se donne un réel fixé R > 0, on désigne par χR la fonction
définie par

χR(x) = χ(
x

R
), x ∈ Rn.

Constatons que, |χR(x)|q ≤ c1(R).
On peut écrire

fn = χRfn + (1− χR)fn, pour n ≥ 0.

La suite {χRfn}n∈N est bornée dans l’espace de Sobolev usuel
W 1,q(B2R) ; B2R = {x ∈ Rn | |x| < 2R}. En fait, on a

‖χRfn‖qW 1,q(B2R) ≤ c1(R)
∫
B2R

|fn(x)|qdx
≤ c1(R)‖fn‖qW 1,q(B2R)

≤ c2(R)‖fn‖qW 1,q
α (B2R)

On conclut alors,

‖χRfn‖W 1,q(B2R) ≤ c(R),

où c1(R) > 0, c2(R) > 0 et c(R) > 0 sont trois constantes qui ne
dépendent que de R et χ.
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{χRfn} étant bornée dans W 1,q(B2R), on peut alors extraire une
sous suite (notée de la même façon) faiblement convergente dans
W 1,q(B2R) i.e.

χRfn ⇀ fR ∈ W 1,q(B2R).

Montrons que {fn} converge dans W 0,p(B2R)
– Si q > n, alors d’après le théorème de Rellich-Kondrachov,

l’injection de W 1,q(B2R) dans W 0,p(B2R) est compacte, donc la
suite {χRfn}n∈N converge fortement dans W 0,p(B2R) vers
fR ∈ W 1,q(B2R).

– Si q < n, la même conclusion reste valable puisque p satisfait
la condition p ∈ [1, q∗[ en vertu de l’hypothèse (1.1), avec q?
donnée par

1

q?
=

1

q
− 1

n
.

Observons que sur BR, 1− χR = 0, donc fR = f sur BR.

Montrons maintenant que fk −→ f ∈ W 0,p
η (Rn).

Soit hk = f − fk ; k ≥ 0, alors,

‖hk‖pW 0,p
η (Rn)

=
∫
BR

〈x〉pη|hk|pdx+
∫
Rn−BR

〈x〉pη|hk|pdx.

On ne s’intéressera qu’à la deuxième intégrale puisqu’on vient de
montrer que hk converge fortement vers zéro dans W 0,p

η (B2R), et
donc dans W 0,p

η (BR).
– Quand q < n. De la condition (1.1) on sait que p < q?. L’ap-

plication de l’inégalité de Hölder à la seconde intégrale donne∫
Rn−BR

〈x〉pη|hk|pdx ≤ (
∫
Rn−BR

〈x〉(η−α)s dx)
p
s (
∫
Rn−BR

〈x〉αq?|hk|q
?

dx)
p
q?

avec s > 1 choisi tel que

1

s
+

1

q?
=

1

p
,

On a (η − α)s+ n < 0 grâce à la condition (1.1). Ainsi,

(
∫
Rn−BR

〈x〉(η−α)s dx)
1
s ≤ C1R

η−α+n
s = C1R

η−α+n
p
−n
q

+1.

Maintenant, soit ε > 0, on peut choisir R tel que

C1R
η−α+n

p
−n
q

+1 <
ε

2
.
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Dès que R est fixé, on peut trouver Nε tel que pour n ≥ Nε,∫
Rn−BR

〈x〉pη|hn|pdx <
ε

2
,

et puisque ∫
Rn−BR

〈x〉αq? |hk|q
?

dx < +∞

en vertu de W 1,q
α (Rn)↪→W 0,q∗

α (Rn) pour q < n et
1

q∗
=

1

q
− 1

n
.

On conclut que pour n ≥ Nε∫
Rn
〈x〉pη|hn|pdx < ε.

Ainsi, fn converge fortement vers f quand n→ +∞.
– Quand q > n. On pose h̃k = (1 − χ)hk, pour k ≥ 0. Alors,

l’inégalité de Morrey appliquée à 〈x〉αh̃k donne pour x, y ∈ Rn

|〈x〉αh̃k(x)− 〈y〉αh̃(y)| ≤ c̃1|x− y|1−n/q‖∇(〈x〉αh̃k)‖Lq(Rn)

puisque h̃k ∈ W 1,q
α (Rn) alors (〈x〉αh̃k) ∈ W 1,q

0 (Rn), de plus

‖〈x〉αh̃k‖W 1,q
0 (Rn) . ‖h̃k‖W 1,q

α (Rn).

D’une autre part, (〈x〉αh̃k) ∈ W 1,q
0 (Rn)⇒ ∇(〈x〉αh̃k) ∈ W 0,q

0 (Rn)
et

‖∇(〈x〉αh̃k)‖Lq(Rn) . ‖〈x〉αh̃k‖W 1,q
0 (Rn).

On déduit alors

|〈x〉αh̃k(x)− 〈y〉αh̃(y)| ≤ c̃2|x− y|1−n/q‖h̃k‖W 1,q
α (Rn),

où c̃1 et c̃2 sont des constantes qui ne dépendent que de q et n.
Puisque h̃(0) = 0, on obtient

|〈x〉αh̃k(x)| ≤ c̃3|x|1−n/q

Ainsi, pour R suffisamment grand (R ≥ 2)∫
Rn−BR

〈x〉pη|hk(x)|pdx ≤ c̃4

∫
Rn−BR

〈x〉p(η−α)|x|p(1−n/q)dx
≤ c̃5R

p(η−α+1−n/q)+n.

puisque, d’après l’hypothèse (1.1)

p(η − α + 1− n/q) + n < 0.

Et on procède comme pour le cas q < n pour terminer la dé-
monstration.
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Le cas q = n : On a besoin de l’injection suivante, qui peut être faci-
lement prouvée en utilisant l’inégalité de Hölder

W 1,q
α (Rn)↪→W 1,s

θ (Rn), (1.2)

pour tout réel s et θ tel que 1 < s < q et

θ +
n

s
< α +

n

q
. (1.3)

Pour la preuve de (1.2) il suffit de montrer

W 0,q
α (Rn)↪→W 0,s

θ (Rn), (1.4)

car si u ∈ W 1,q
α (Rn) alors u ∈ W 0,q

α−1(Rn) et ∇u ∈ W 0,q
α (Rn), de

plus
‖u‖W 1,s

θ
(Rn) . ‖u‖W 1,q

α (Rn).

Ainsi l’injection (1.2) est continue.
L’injection (1.4) se déduit de l’inégalité suivante∫

Rn
(〈x〉θ|u|)sdx =

∫
Rn
〈x〉θs−αs+αs|u|sdx

≤ (
∫
Rn

(〈x〉αs|u|s)
q
sdx)

s
q (
∫
Rn

(〈x〉(θ−α)s)
q
q−sdx)

q−s
q ,

où la deuxième intégrale est finie grâce à (1.3). On a alors

‖u‖W 0,s
θ

(Rn) . ‖u‖W 0,q
α (Rn).

Conclusion
Quand q = n il suffit de choisir s et θ tels que

1 <
n

s
<
n

p
+ 1, η +

n

p
+ 1 < θ +

n

s
< α +

n

q
.

Pour avoir
W 1,q
α (Rn)↪→W 1,s

θ (Rn)↪→W 0,p
η (Rn),

où la première injection est continue et la seconde compacte. Ainsi
l’injection

W 1,q
α (Rn)↪→W 0,p

η (Rn),

est compacte.
�
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Chapitre 2

Fonctions propres rationnelles de
l’opérateur de Laplace pondéré

L’objectif de ce chapitre est l’étude du spectre de l’opérateur de Laplace pon-
déré %−1∆ dans l’espace Rn tout entier. On va montrer qu’il est discret sous cer-
taines conditions sur %−1, et on va dériver une formule explicite des valeurs et
fonctions propres quand %−1 = (|x|2 +1)2. On obtiendra ainsi une famille complète
de fonctions rationnelles deux à deux orthogonales dans l’espace L2 pondéré. Il a
fait l’objet d’un article paru dans Journal of Mathematical Analysis and Applica-
tions, Vol. 400, Issue 1, p. 161-173 (2013).

Le chapitre est organisé comme suit. La section 2.1 contient des préliminaires.
La section 2.2 est consacrée au premier résultat concernant l’existence du spectre
discret de l’opérateur %−1∆, sous certaines conditions sur %. Dans la section 2.3,
une expression des valeurs et fonctions propres de l’opérateur (|x|2 + 1)2∆ est dé-
rivée par le biais de la projection stéréographique. Dans la section 2.4, on donne
quelques propriétés importantes des fonctions propres obtenues.

2.1 Préliminaires

On considère le problème spectral suivant

−∆u = λ%u dans Rn, (2.1)

où % est une fonction donnée et ∆ est l’opérateur de Laplace. Notre premier objectif
est de montrer que le problème (2.1), sous certaines conditions de décroissance de

14
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% à l’infini, possède une famille infinie de fonctions propres satisfaisant∫
Rn

|u|2

|x|2 + 1
dx < +∞,

∫
Rn
|∇u|2dx < +∞.

Notre seconde attention est concentrée au cas particulier %(x) = (|x|2 + 1)−2 où
on donne une expression explicite des valeurs et fonctions propres. Ces fonctions
propres ont tendance à être des fonctions rationnelles.
Les espaces de Sobolev à poids sont utilisés ici comme cadre fonctionnel pour dé-
crire le comportement des fonctions à l’infini.
Dans la suite, à l’exception du cas bi-dimensionel, on utilisera les espacesWm,p

α (Rn).
Dans le cas bidimensionnel (n = 2), on a besoin d’utiliser l’espace X1

0 (R2) composé
de toutes les distributions u satisfaisant∫

R2

|u|2

〈x〉2〈〈x〉〉2
dx < +∞,

∫
R2
|∇u|2dx < +∞.

Cet espace est muni de sa norme naturelle. X−1
0 (R2) désigne son espace dual. On

observe que X1
0 (R2) 6⊂ W 0

−1(R2). Cependant,

X1
0 (R2)↪→W 0

−α(R2),

pour α > 1. Ainsi, par dualité W 0
α(R2)↪→X−1

0 (R2).

2.2 Spectre d’un Laplacien pondéré

Dans tout ce qui suit, % désigne une fonction mesurable et non nulle. Pour tout
réel s, on pose

c?(%; s) = ess sup Rn(|x|2 + 1)s%(x), c?(%; s) = ess inf Rn(|x|2 + 1)s%(x).

On suppose qu’il existe un réel r > 1 tel que

0 < c?(%; r) ≤ c?(%; r) < +∞. (2.2)

En d’autres termes, il existe deux constantes c1
% > 0 et c2

% > 0 telles que

c1
%

(|x|2 + 1)r
≤ %(x) ≤

c2
%

(|x|2 + 1)r
, p. p. dans Rn.

Sous cette condition, la forme bilinéaire

(u, v)% =
∫
Rn
%u(x)v(x)dx,
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définit sur W 0
−r(Rn) un nouveau produit scalaire équivalent au produit scalaire

usuel, puisque

∀u ∈ W 0
−r(Rn), c?(%; r)‖u‖2

W 0
−r(Rn) ≤ (u, u)% ≤ c?(%; r)‖u‖2

W 0
−r(Rn). (2.3)

où
W 0
−r(Rn) = {u ∈ D ′(Rn)| u

〈x〉r
∈ L2(Rn)}

2.2.1 Premier résultat principal

On énonce alors le premier résultat

Théorème 2.1 Sous l’hypothèse (2.2), il existe une suite croissante de réels posi-
tifs (λk)k≥0 et une famille de fonctions (wk)k∈N non nulles appartenant à W 1

0 (Rn)
quand n 6= 2 et à X1

0 (Rn) quand n = 2, telles que

−∆wk = λk%(x)wk, pour tout k ≥ 0.

De plus,
1. λk → +∞ quand k → +∞,
2. λ0 = 0 si et seulement si n ∈ {1, 2},
3. (wk)k∈N est une base hilbertienne de W 0

−r(Rn) satisfaisant les relations d’or-
thogonalité

∀k 6= j,
∫
Rn
∇wk.∇wjdx =

∫
Rn
%(x)wk.wjdx = 0.

4. Si n ≥ 3, alors wk ∈ W 2
1 (Rn) pour tout k ≥ 0.

Preuve

1.) Il s’agit de trouver λ solution de l’équation

−∆u = λ%(x)u, pour tout x ∈ Rn. (2.4)

Si n 6= 2. L’équation (2.4) admet la formulation variationnelle :
Chercher les valeurs λ pour lesquelles il existe une fonction u ∈ W 1

0 (Rn),
u 6= 0, telle que∫

Rn
∇u∇vdx = λ

∫
Rn
%(x)uvdx pour tout v ∈ W 1

0 (Rn).



2.2 Spectre d’un Laplacien pondéré 17

En particulier pour v = u, on a∫
Rn
|∇u|2dx = λ

∫
Rn
%(x)|u|2dx.

En vertu de (2.3) et du lemme 1.5 dans le chapitre précédent, on a∫
Rn
%(x)|u|2dx . ‖u‖2

W 0
−r(Rn) . ‖u‖

2
W 1

0 (Rn) < +∞.

En plus
∫
Rn
%(x)|u|2dx 6= 0 grâce à (2.3) et du fait que u 6= 0. Ainsi

λ =

∫
Rn
|∇u|2dx∫

Rn
%(x)|u|2dx

≥ 0. (2.5)

Si n = 2. L’équation (2.4) devient
Chercher les valeurs λ pour lesquelles il existe une fonction u ∈ X1

0 (R2),
u 6= 0, telle que∫

R2
∇u∇vdx = λ

∫
R2
%(x)uvdx pour tout v ∈ X1

0 (R2).

Comme X1
0 (Rn)↪→W 0

−r(Rn), on a∫
R2
%(x)|u|2dx < +∞,

et de même que pour le cas n 6= 2, λ est donnée par la relation (2.5).
Ainsi, l’équation (2.4) admet une infinité de solutions qui constituent une
suite croissante de réels positifs (λk)k≥0, donnés par la relation (2.5).

2.) – Supposons que n ∈ {1, 2} et montrons que λ0 = 0.
En effet, quand n = 1 les constantes appartiennent à W 1

0 (Rn) et quand
n = 2 les constantes appartiennent à X1

0 (R2), donc dans les deux cas ∇u
s’annule, on conclut alors que λ = 0 est solution du problème (2.4).

– Montrons maintenant que si λ0 = 0 est solution du problème (2.4), alors
n ∈ {1, 2}. Il suffit de considérer seulement le cas n 6= 2.
Si λ0 = 0 est solution du problème (2.4), on obtient

∆u = 0 avec u ∈ W 1
0 (Rn),

on déduit que

∇u = 0⇒ u = cste ∈ W 1
0 (Rn)⇒ 0 < 1− n

2
⇒ n < 2⇒ n = 1.
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3.) On commence par introduire l’espace

Vr(Rn) = {v ∈ W 0
−r(Rn) |

∫
Rn
%(x)v(x)q(x)dx = 0 pour tout q ∈ P[1−n/2]}.

Observons d’abord que
Si n > 2 alors P[1−n/2] = {0} ce qui veut dire que Vr(Rn) = W 0

−r(Rn).
Si n ∈ {1,2} alors, P[1−n/2] = P0 et

Vr(Rn) = {v ∈ W 0
−r(Rn) |

∫
Rn
%(x)v(x)dx = 0}.

Pour la démonstration on distingue deux cas ; n 6= 2 et n = 2.
1er cas : n 6= 2 Soit une fonction v ∈ Vr(Rn) et considérons le problème

−∆w(x) = %(x)v(x), x ∈ Rn. (2.6)

puisque v ∈ W 0
−r(Rn) alors %(x)v(x) ∈ W 0

r (Rn).
En effet, si v ∈ W 0

−r(Rn) alors 〈x〉−rv ∈ L2(Rn) i.e. 〈x〉r(〈x〉−2rv) ∈
L2(Rn) et puisque il existe une constante c2

% > 0, telle que %(x) ≤
〈x〉−2rc2

% alors,
〈x〉r(%(x)v(x)) ∈ L2(Rn)

ce qui veut dire que %(x)v ∈ W 0
r (Rn)↪→W 0

1 (Rn), on conclut que le terme
à droite dans l’équation (2.6) appartient à W 0

1 (Rn) ⊥ P[1−n/2]. Ainsi
d’après le Théorème 1.4, l’équation (2.6) admet une solution unique
w ∈ W 1

0 (Rn)/P[1−n/2], de plus

‖w‖W 1
0 (Rn)/P[1−n/2]

= inf
p∈P[1−n/2]

‖w − p‖W 1
0 (Rn)

. ‖〈x〉−2rv‖W 0
1 (Rn)

. ‖〈x〉−2rv‖W 0
r (Rn)

. ‖v‖W 0
−r(Rn) = ‖v‖Vr(Rn)

et puisque W 1
0 (Rn)↪→W 0

−1(Rn)↪→W 0
−r(Rn) (r > 1), on déduit que la

solution de l’équation (2.6) peut être choisie telle que∫
Rn
%wpdx = 0 pour tout p ∈ P[1−n/2], (2.7)

qui veut dire que w ∈ Vr(Rn) (notons que
∫
Rn ρdx 6= 0).

Ainsi, on peut considérer l’opérateur

Ar : v ∈ Vr(Rn) 7→ w ∈ Vr(Rn),
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avec w ∈ W 1
0 (Rn) l’unique solution de (2.6) satisfaisant (2.7) . Obser-

vons que w satisfait∫
Rn
∇w.∇zdx =

∫
Rn
%v.zdx pour tout z ∈ W 1

0 (Rn).

L’opérateur Ar est linéaire et continu. Son image est donnée par

R(Ar) = {v ∈ W 1
0 (Rn),

∫
Rn
%vpdx = 0 pour tout p ∈ P[1−n/2]}.

Lemme 2.2 L’opérateur Ar : Vr(Rn) → Vr(Rn) est auto-adjoint,
positif et compact, par rapport au produit scalaire (., .)%.

Preuve.
– Soient vi, i = 1, 2, deux fonctions dans Vr(Rn) et posons
wi = Arvi ∈ W 1

0 (Rn) ; i = 1, 2. On a

(Arv1, v2)% =
∫
Rn
%w1v2dx

=
∫
Rn
w1(−∆w2)dx

= −〈∆w2, w1〉W−1
0 (Rn),W 1

0 (Rn)

=
∫
Rn
∇w1.∇w2dx

= (v1, Arv2)%.

Il suit que l’opérateur Ar est auto-adjoint.Il est clair qu’il est
positif.

– La compacité de Ar s’ensuit de la compacité de l’injection

W 1
0 (Rn)↪→W 0

−r(Rn),

grâce au lemme 1.5 (voir chapitre 1).
�

De la théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints et compacts (voir
[71] ou [24]), on déduit que le spectre σ(Ar) est un ensemble dénom-
brable et σ(Ar) \ {0} ⊂ R∗,+. De plus, il existe une famille de fonctions
propres (wk)k≥0 qui forment une base hilbertienne de Vr(Rn) muni du
produit scalaire (., .)%. La complétion de cette famille par la fonction
constante w0 = 1 quand n = 1 termine la preuve du Théorème 2.1
quand n 6= 2.

2ème cas : n = 2 Les mêmes arguments restent valables, avec quelques
modifications adéquates. Le lemme suivant est une extention du Théo-
rème 1.4 (quand n 6= 2) au cas n = 2 (voir [44] ou [2]).
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Lemme 2.3 ∆ est un isomorphisme de X1
0 (R2)/P[1−n/2] dans

X−1
0 (R2) ⊥ P[1−n/2].

De la même façon que pour le cas n 6= 2, on peut montrer que l’opéra-
teur Ar est aussi défini, continu et compact de Vr(R2) dans lui même.
En fait, les injections X1

0 (R2)↪→W 1
−ε(R2)↪→W 0

−r(R2) sont vérifiées pour
ε > 0 suffisamment petit. La dernière injection donne la compacité de
Ar, en vertu du lemme 1.5.

4.) Il reste à montrer le dernier point du théorème.
D’après ce qui précède, pour n ≥ 3 la solution du problème (2.4),
wk ∈ W 1

0 (Rn) i.e.

〈x〉−1wk ∈ L2(Rn), et ∇wk ∈ (L2(Rn))n.

Il reste à montrer que 〈x〉∆wk ∈ L2(Rn). En effet,

−〈x〉∆wk = λk〈x〉%(x)wk(x).

En vertu de (2.2), on obtient

〈x〉2%(x)2|wk(x)|2 . 〈x〉−4r+2|wk(x)|2 . 〈x〉−2|wk(x)|2; pour r > 1.

Donc∫
Rn
〈x〉2%(x)2|wk(x)|2dx .

∫
Rn
〈x〉−2|wk(x)|2 < +∞ c.q.f.d.

Remarque. Quand n ≥ 3, on peut utiliser l’inégalité de Hardy

∀u ∈ W 1
0 (Rn),

∫
Rn

|u|2

|x|2
.
∫
Rn
|∇u|2dx,

combinée avec la compacité de cette injectionW 1
0 (Rn)↪→W 0

−r(Rn) (voir [25]).
Notons que selon Hanouzet [49], W 1

0 (Rn) peut être considéré comme étant
le complété de (D(Rn), ‖∇ · ‖L2(Rn)).

Corollaire 2.4 Supposons que n ≥ 3 et % ∈ Cm(Rn) pour tout m ≥ 0.
Supposons aussi que pour tout multi-indice µ, |µ| ≤ m, on a

|∂µ%(x)| ≤
c%,|µ|

(|x|2 + 1)r+|µ|/2
, p. p. dans Rn, (2.8)

où c%,|µ| est une constante. Alors, wk ∈ Wm+2
m+1 (Rn) pour k ≥ 0. En particulier,

si (2.8) est verifiée pour tout m, alors wk ∈ C∞(Rn) pour k ≥ 0.
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Preuve. Soit w une fonction propre de Ar correspondante à la
valeur propre λ > 0. Montrons par récurrence que w appartient à
W `+1
` (Rn) pour tout 0 ≤ ` ≤ m+ 1.

Cette assertion est vraie quand ` = 0. Supposons maintenant que
w ∈ W `+1

` (Rn) pour ` ≤ m et montrons que w ∈ W `+2
`+1 (Rn).

Si w ∈ W `+1
` (Rn) alors w ∈ W `

`−1(Rn), on a d’autre part, pour
tout multi-indice µ, |µ| ≤ `,

∂µ(%w) =
∑
ν≤µ

Ç
µ
ν

å
∂ν%.∂µ−νw.

D’après l’inégalité (2.8), on a

|∂ν%(x)| ≤
c%,|ν|

(|x|2 + 1)r+|ν|/2
,

d’autre part,
w ∈ W `

`−1(Rn) implique que ∂µ−νw ∈ W `−µ+ν
`−1 (Rn). Donc

∂ν%(x).∂µ−νw ∈ W `−µ+ν
`−1+2r+ν(Rn)↪→W `−µ

`−1+2r(Rn).

Ainsi,
%(x)w ∈ W `

`+2r−1(Rn)↪→W `
`+1(Rn).

Et d’après le Théorème 1.4, il existe une fonction ϕ ∈ W `+2
`+1 (Rn)

solution de l’équation de Poisson

−∆ϕ = λ−1%(x)w(x), dans Rn.

Or, w étant une fonction propre de Ar, elle vérifie Arw = λw, en
plus Arw est l’unique solution du problème (2.6), i.e.

−∆(Arw(x)) = %(x)w(x)

donc
−∆w(x) = λ−1%(x)w(x),

d’où −∆(w − ϕ) = 0 qui veut dire que la fonction φ = w − ϕ
est harmonique et appartient à W 1

0 (Rn). Il s’ensuit qu’elle est une
fonction polynômiale de degré inférieur à 1− n/2. Ainsi,

φ ∈ W `+2
`+1 (Rn) et w = φ+ ϕ ∈ W `+2

`+1 (Rn).

On conclut que w est C∞(Rn) puisque ∩`≥0W
`+1
` (Rn) ⊂ C∞(Rn).

�
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Remarque. Le résultat du corollaire 2.4 reste valable quand n = 2 à
condition de remplacer l’espace Wm+1

m (Rn) par Xm+1
m (R2), où Xm+1

m (R2) est
composé des distributions u satisfaisant∫

R2

|u|2

〈x〉2〈〈x〉〉2
dx < +∞,

∫
R2
〈x〉|λ|−1|∂λu|2dx < +∞, ∀1 ≤ |λ| ≤ m+ 1.

En particulier, wk ∈ C∞(Rn) si (2.8) a lieu pour tout µ.

2.3 Projection stéréographique et fonctions propres

On s’intéresse dans cette section au cas où

%(x) = (|x|2 + 1)−2. (2.9)

On va dériver une forme explicite des valeurs propres λk et des fonctions propres
wk, par le biais de la projection stéréographique sur la sphère unité Sn de Rn+1.

Soit M0 le point (0, · · · , 0, 1) ∈ Sn et posons Sn? = Sn − {M0}. La projection
stéréographique π est une bijection de Sn? dans Rn définie par

π : Sn? −→ Rn

ξ 7−→ (
ξ1

1− ξn+1

,
ξ2

1− ξn+1

, · · · , ξn
1− ξn+1

).

Son inverse π−1 est donné par

π−1(y) =

Ç
2y1

|y|2 + 1
· · · , 2yn

|y|2 + 1
,
|y|2 − 1

|y|2 + 1

å
. (2.10)

On renvoie à [35] pour les propriétés élémentaires de la projection stéréographique.
Observons seulement qu’elle possède la propriété remarquable de conserver les
angles. Par contre, elle ne conserve pas les distances ; il suffit en effet de remarquer
que les distances sont bornées sur la sphère alors qu’elles ne sont pas bornées dans
le plan.

Soit ξ ∈ Sn? , on notera par d(ξ) la distance au point M0, définie par

d(ξ)2 = ξ2
1 + · · ·+ ξ2

n + (ξn+1 − 1)2.

Notons que
∀ξ ∈ Sn? , d(ξ) = 2(1 + |y|2)−1/2 avec y = π(ξ).
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Figure 2.1 – Projection stéréographique.

Dans ce qui suit, on notera H1(Sn) l’espace

H1(Sn) =
¶
u ∈ L2(Sn);∇gu ∈ (L2(Sn))n+1

©
, (2.11)

où ∇g désigne le gradient surfacique. Cet espace est muni du produit hermitien

(u, v)H1(Sn) =
∫
Sn
uv dσ +

∫
Sn
∇gu∇gv dσ, (2.12)

et de la norme
‖u‖H1(Sn) =

Ä
‖u‖2

L2(Sn) + ‖∇gu‖2
L2(Sn)

ä1/2
.

Considérons aussi l’espace à poids H1
? (Sn) composé de toutes les distributions u

satisfaisant
u

d(ξ)
∈ L2(Sn), ∇gu ∈ L2(Sn)n+1.

Cet espace est muni de la norme

‖u‖H1
?(Sn) =

Ñ∥∥∥∥∥ u

d(ξ)

∥∥∥∥∥
2

L2(Sn)

+ ‖∇gu‖2
L2(Sn)

é1/2

.

On sait que (voir Maz’ya et Plamenevskii [57])
– D(Sn? ) est dense dans H1

? (Sn).
– H1

? (Sn) = H1(Sn) si n > 2,
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– H1(Sn) = H1
? (Sn)⊕ R si n = 1. De plus,

H1
? (S1) = {v ∈ H1(S1) | v(M0) = 0}.

On a ∫
Sn
∇gu∇gv dσ = −

∫
Sn

∆guv dσ, (2.13)

pour toutes fonctions u, v ∈ H1(Sn) tel que ∆gu ∈ L2(Sn). Ici ∆g est l’opérateur
de Laplace-Beltrami sur la sphère Sn.
On rappelle que quand n = 2 (la sphère est plongée dans R3), cet opérateur s’écrit
formellement en coordonnées sphériques

∆gu =
1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂u

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
,

tandis que le gradient surfacique ∇g s’écrit

∇gu =
1

sin θ

∂u

∂ϕ
~eϕ +

∂u

∂θ
~eθ.

Revenons au cas d’une dimension quelconque. Pour tout entier k ≥ 0, on note
Hk l’espace des harmoniques sphériques de degré k sur Sn. On rappelle qu’il est
composé des restrictions à Sn des polynômes harmoniques homogènes de degré k.
On note dk sa dimension. On sait que si n = 1, alors d0 = 1 et dk = 2 pour k ≥ 1.
Quand n ≥ 2, on sait que d0 = 1, d1 = n+ 1 et

dk =

Ç
n+ k
n

å
−
Ç
n+ k − 2

n

å
=

Ç
n+ k − 1

k

å
+

Ç
n+ k − 2
k − 1

å
, pour k ≥ 2.

(2.14)
où Ç

n
k

å
=

n!

k!(n− k)!

On sait que les sous espaces Hk sont deux à deux ortogonaux pour le produit
scalaire de L2(Sn) et que

L2(Sn) = ⊕
k≥0

Hk.

Pour tout k ≥ 0, on note (Yk,m)1≤m≤dk une base orthogonale de Hk pour le produit
scalaire L2(Sn). On a la propriété suivante

−∆gYk,m = k(k + n− 1)Yk,m pour k ≥ 0 et 1 ≤ m ≤ dk. (2.15)

On se donne une fonction v définie sur Rn, et on pose

v̂(ξ) = (1− ξn+1)(2−n)/2 v(π(ξ)), ∀ξ ∈ Sn? (2.16)



2.3 Projection stéréographique et fonctions propres 25

ou,

v(y) =

Ç
2

1 + |y|2

ån−2
2

v̂(π−1(y)), ∀y ∈ Rn. (2.17)

Lemme 2.5 La fonction v appartient à W 1
0 (Rn) si et seulement si

v̂ ∈ H1
? (Sn). De plus,∫

Sn

|v̂(ξ)|2

d(ξ)2 dξ =
∫
Rn

|v|2

|y|2 + 1
dy, (2.18)

∫
Sn
|∇gv̂(ξ)|2dξ =

∫
Rn
|∇v|2dy + n(2− n)

∫
Rn

|v|2

(|y|2 + 1)2
dy. (2.19)

Preuve. De la densité de D(Rn) dans W 1
0 (Rn) et de D(Sn? ) dans

H1
? (Sn), on peut supposer que v ∈ D(Rn). Considérons la fonction

w(y) =

Ç |y|2 + 1

2

å(n−2)/2

v(y) = v̂(π−1(y)). (2.20)

Alors par une simple intégration par parties, on obtient∫
Rn

Ç
2

|x|2 + 1

ån−2

|∇w(x)|2dx =
∫
Rn
|∇v(x)|2+n(2−n)

∫
Rn

|v|2

(1 + |x|2)2
.

En effet on a,

∇w(x) = ∇

ÑÇ
1 + |x|2

2

ån−2
2

v(x)

é
=

n− 2

2

Ç
1 + |x|2

2

ån−4
2

v(x) · ~x+

Ç
1 + |x|2

2

ån−2
2

∇v(x),

d’où

|∇w(x)|2 =

Ç
n− 2

2

å2 Ç1 + |x|2

2

ån−4

|v(x)|2 · |x|2

+

Ç
1 + |x|2

2

ån−2

|∇v(x)|2 + (n− 2)

Ç
1 + |x|2

2

ån−3

v(x) · ~x · ∇v(x).

On déduit que∫
Rn

Ç
2

1 + |x|2

ån−2

|∇w(x)|2 =
∫
Rn

(n− 2)2 |x|2

(1 + |x|2)2
|v(x)|2 +

∫
Rn
|∇v(x)|2

+ (n− 2)
∫
Rn

2

1 + |x|2
v(x) · ~x · ∇v(x).
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On s’intéresse à la dernière intégrale, on pose

I =
∫
Rn

2

1 + |x|2
v(x) · ~x · ∇v(x)dx =

∫
Rn

~x

1 + |x|2
· ∇|v(x)|2dx

en faisant une intégration par parties, I devient

I = −
∫
Rn

Ç
n

1 + |x|2
− 2

|x|2

(1 + |x|2)2

å
|v(x)|2dx,

d’où∫
Rn

Ç
2

1 + |x|2

ån−2

|∇w(x)|2dx =
∫
Rn
|∇v(x)|2dx+

∫
Rn

n(2− n)

(1 + |x|2)2
|v(x)|2dx.

Soit maintenant, B?
1 = B1 − {0} où B1 est la boule unité de Rn+1.

Alors, ∫
Sn

|v̂(ξ)|2

d(ξ)2 dξ = (n+ 1)
∫
B??1

|V (x)|2dx, (2.21)

où B??
1 = B?

1 − {(0, ..., 0, t); 0 ≤ t < 1}. Et V est le prolongement,
homogène de degré zéro, de la fonction d(ξ)−1v̂ à Rn+1−{0} défini par

V (x) = d(
x

|x|
)
−1

v̂(
x

|x|
) pour x ∈ B??

1 .

Montrons d’abord la relation (2.21), pour ξ =
x

|x|
on pose |x| = t, alors

∫
B??1

|V (x)|2dx =
∫
Sn×[0,1[

|v̂(ξ)|2

d(ξ)2 t
ndtdξ

=
∫ 1

0
tndt

∫
Sn

|v̂(ξ)|2

d(ξ)2 dξ =
1

n+ 1

∫
Sn

|v̂(ξ)|2

d(ξ)2 dξ.

Considérons maintenant l’application bijective

ϕ : B??
1 −→ Rn×]0, 1[

x 7−→ (y, t) = (π(ξ), |x|) où ξ =
x

|x|
.

En d’autres termes,

yi =
xi

(t− xn+1)
, 1 ≤ i ≤ n.
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On a

(|y|2 + 1)1/2w(y) = 2V (ϕ−1(y, t)), (y, t) ∈ Rn×]0, 1[.

En effet,
tout d’abord ϕ étant bijective, alors ϕ−1 est définie par

ϕ−1 : Rn×]0, 1[ −→ B??
1

(y, t) 7−→ x = ϕ−1(y, t),

telle que ϕ−1(y, t) = tπ−1(y), d’autre part

V (x) = d(
x

|x|
)
−1

v̂(
x

|x|
) =

v̂(ξ)

d(ξ)
, où d(ξ) =

2

(1 + |y|2)1/2

et

v̂(ξ) = (1− ξn+1)
2−n
2 v(π(ξ)) =

Ç
2

1 + |y|2

å 2−n
2

v(y).

Donc

V (x) =
1√
2

Ç
1 + |y|2

2

ån−1
2

v(y),

d’où le résultat

2V (x) =
»

1 + |y|2w(y); x = ϕ−1(y, t).

On conclut que∫
B??1

|V (x)|2dx =
1

4

∫
Rn×]0,1[

(|y|2 + 1)|w(y)|2|Jϕ(y, t)|−1dydt.

Où Jϕ(y, t) est le jacobien du changement de variable défini par

Jϕ(y, t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂y1

∂x1

· · · ∂y1

∂xn

∂y1

∂xn+1
...

...
...

∂yn
∂x1

· · · ∂yn
∂xn

∂yn
∂xn+1

∂t

∂x1

· · · ∂t

∂xn

∂t

∂xn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Puisque t = |x| alors, ∂t

∂xj
=
xj
t

= ξj; 1 ≤ j ≤ n+ 1.
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Calculons
∂yi

∂xj

, pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ n + 1 .

On a, yi =
xi

t− xn+1

, donc

∂yi
∂xj

=
1

t− xn+1

δi,j −
xixj

t(t− xn+1)2
+

xi
(t− xn+1)2

δj,n+1,

d’où

∂yi
∂xj

=



1

t− xn+1

(1− κξ2
i ) 1 ≤ i = j ≤ n

−κξiξj
t− xn+1

1 ≤ i 6= j ≤ n

ξi
t− xn+1

1 ≤ i ≤ n, et j = n+ 1

où, κ = (1− ξn+1)−1.
Ainsi,

Jϕ(x) =

Ç
1

t− xn+1

ån
J =

Ç
1 + |y|2

2t

ån
J.

avec,

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− κξ2
1 −κξ1ξ2 · · · · · · −κξ1ξn ξ1

−κξ2ξ1 1− κξ2
2 −κξ2ξ3 · · · −κξ2ξn ξ2

... . . . . . . . . . ...
...

... . . . . . . −κξn−1ξn
...

−κξnξ1 · · · · · · −κξnξn−1 1− κξ2
n ξn

ξ1 · · · · · · ξn−1 ξn ξn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

En ajoutant à la i-ième colonne, 1 ≤ i ≤ n, la dernière colonne multi-
piée par κξi, on obtient

J = κ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · · · · 0 ξ1

0 1
. . . 0 ξ2

... . . . . . . . . . ...
...

... . . . . . . 0 ξn−1

0 · · · · · · 0 1 ξn
ξ1 ξ2 · · · ξn−1 ξn

ξn+1

κ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ainsi

J = ξn+1 − κ(ξ2
1 + ...+ ξ2

n) = −1, et Jϕ(x) = −
Ç

1 + |y|2

2t

ån
.
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Il s’ensuit que∫
B??1

|V (x)|2dx =
1

4

∫ 1

0

∫
Rn

(|y|2 + 1)|w(y)|2|Jϕ−1(y, t)|dydt

=
1

4

∫ 1

0
(2t)ndt

∫
Rn
|w(y)|2

Ç
1

1 + |y|2

ån−1

dy

=
1

2(n+ 1)

∫
Rn
|w(y)|2

Ç
2

1 + |y|2

ån−1

dy

=
1

n+ 1

∫
Rn

|v(y)|2

1 + |y|2
dy.

On conclut enfin que∫
Sn

|v̂(ξ)|2

d(ξ)2 dξ =
∫
Rn

|v(y)|2

1 + |y|2
dy.

De même, on peut prouver que∫
B??1

|∇gv̂(x)|2dx =
∫
Rn

Ç
2

1 + |y|2

ån−2

|∇w(y)|2dy.

En effet, posons

V (x) = v̂(
x

|x|
); x ∈ Rn+1 et ξ =

x

|x|
.

Alors,∫
B??1

|∇V (x)|2dx =
∫
Sn×[0,1[

|∇gv̂(ξ)|2tndtdξ =
1

n+ 1

∫
Sn
|∇gv̂(ξ)|2dξ.

D’une autre part, on a

|∇V (x)|2 = |∇gv̂(ξ)|2 =
1

(1− ξn+1)2
|∇w(y)|2 =

Ç |y|2 + 1

2

å2

|∇w(y)|2.

Donc,∫
B??1

|∇V (x)|2dx =
∫ 1

0

∫
Rn

Ç |y|2 + 1

2

å2

|∇w(y)|2|Jϕ−1(y, t)|dydt

=
∫ 1

0

∫
Rn

Ç |y|2 + 1

2

å2

|∇w(y)|2
Ç

2t

1 + |y|2

ån
dydt

=
1

n+ 1

∫
Rn
|∇w(y)|2

Ç
2

1 + |y|2

ån−2

dy.

D’où ∫
Sn
|∇gv̂(ξ)|2dξ =

∫
Rn
|∇w(y)|2

Ç
2

1 + |y|2

ån−2

dy.

�
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Maintenant, on a
Lemme 2.6 Soit v ∈ W 2

1 (Rn). Alors, on aÇ
2

1 + |y|2

å−n+2
2

∆v(y) = ∆gv̂(ξ)− n(n− 2)

4
v̂(ξ), y ∈ Rn, ξ = π−1(y). (2.22)

Preuve. On pose à nouveau

w(y) =

Ç |y|2 + 1

2

å(n−2)/2

v(y) = v̂(ξ), pour tout y ∈ Rn, ξ = π−1(y).

V (x) = v̂(
x

|x|
), x ∈ Rn+1.

Puisque la fonction V est homogène de degré η = 0, alors d’après le
théorème d’Euler, on a

x · ∇V (x) =
n+1∑
i=1

xi
∂V

∂xi
(x) = η · V (x) = 0,

de même,
n+1∑
i,k=1

xixk
∂2V

∂xi∂xk
(x) = 0.

En effet,

si
n+1∑
i=1

xi
∂V

∂xi
(x) = 0 alors

n+1∑
i=1

xk
∂

∂xk
(xi

∂V

∂xi
(x)) = 0

donc
n+1∑
i,k=1

(δi,kxk
∂V

∂xi
(x) + xixk

∂2V

∂xi∂xk
(x)) = 0

d’où le résultat
n+1∑
i,k=1

xixk
∂2V

∂xi∂xk
(x) = 0.

Montrons que
n∑
k=1

yk
∂w

∂yk
(y) =

∂V

∂xn+1

(ξ). (2.23)

Puisque V est homogène de degré zéro, alors

∂w

∂yk
(y) =

∂v̂(ξ)

∂yk
=

n+1∑
j=1

∂V

∂xj
(ξ)

∂ξj
∂yk

=
n∑
j=1

∂V

∂xj

2

1 + |y|2
δj,k −

n∑
j=1

∂V

∂xj

4yjyk
(1 + |y|2)2

+
∂V

∂xn+1

4yk
(1 + |y|2)2

=
∂V

∂xk
(ξ)

2

1 + |y|2
−

n∑
j=1

∂V

∂xj
(ξ)

4yjyk
(1 + |y|2)2

+
∂V

∂xn+1

(ξ)
4yk

(1 + |y|2)2
,
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donc
n∑
k=1

yk
∂w

∂yk
(y) =

n∑
k=1

∂V

∂xk

2yk
1 + |y|2

−
n∑

j,k=1

∂V

∂xj

4yjy
2
k

(1 + |y|2)2
+

n∑
k=1

∂V

∂xn+1

4y2
k

(1 + |y|2)2

=
n∑
k=1

ξk
∂V

∂xk
(ξ)− 2|y|2

1 + |y|2
n∑
k=1

ξk
∂V

∂xk
(ξ) +

4|y|2

(1 + |y|2)2

∂V

∂xn+1

(ξ)

=
1− |y|2

1 + |y|2
n∑
k=1

ξk
∂V

∂xk
(ξ) +

4|y|2

(1 + |y|2)2

∂V

∂xn+1

(ξ).

Or, toujours puisque V est homogène de degré zéro, on a

n∑
k=1

ξk
∂V

∂xk
(ξ) = −ξn+1

∂V

∂xn+1

(ξ) =
1− |y|2

1 + |y|2
∂V

∂xn+1

(ξ)

donc

n∑
k=1

yk
∂w

∂yk
(y) =

Ç
1− |y|2

1 + |y|2

å2
∂V

∂xn+1

(ξ)+
4|y|2

(1 + |y|2)2

∂V

∂xn+1

(ξ) =
∂V

∂xn+1

(ξ).

Calculons maintenant ∆w(y), on a

∆w(y) =
n∑
j=1

∂2w

∂y2
j

(y)

où

∂2w

∂y2
j

=
n+1∑
k=1

∂

∂yj

Ç
∂V

∂xk

∂ξk
∂yj

å
=

n+1∑
k=1

∂V

∂xk

∂2ξk
∂y2

j

+
n+1∑
i,k=1

∂2V

∂xi∂xk

∂ξi
∂yj

∂ξk
∂yj

.

D’où

∆w(y) =
n+1∑
i=1

∆yξi
∂V

∂xi
(ξ) +

n+1∑
i,k=1

Ñ
n∑
j=1

∂ξi
∂yj

∂ξk
∂yj

é
∂2V

∂xi∂xk
. (2.24)

Pour continuer la démonstration de ce lemme nous montrons d’abord
les égalités suivantes
(i) ∆yξi = (1− ξn+1)(2ξn+1 − n)ξi, pour i = 1, ..., n.

(ii) ∆yξn+1 = (1− ξn+1)2(−2ξn+1 + n− 2).
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(iii)
n∑
j=1

∂ξi
∂yj

∂ξk
∂yj

= (1− ξn+1)2(δi,k − ξiξk) pour 0 ≤ i, k ≤ n+ 1.

(i) Pour la première égalité, on a

∆yξi =
n∑
k=1

∂2ξi
∂y2

k

,

où
∂ξi
∂yk

=
2

1 + |y|2
δi,k −

4yiyk
(1 + |y|2)2

,

et

∂2ξi
∂y2

k

=
∂

∂yk
(

2

1 + |y|2
)δi,k − 4

∂

∂yk
(

yiyk
(1 + |y|2)2

)

= − 8yk
(1 + |y|2)2

δi,k −
4yi

(1 + |y|2)2
+

16yiy
2
k

(1 + |y|2)3
.

Donc

∆yξi = − 8yi
(1 + |y|2)2

− 4nyi
(1 + |y|2)2

+
16yi|y|2

(1 + |y|2)3
.

En terme de ξ

∆yξi = (1− ξn+1)(2ξn+1 − n)ξi, pour 1 ≤ i ≤ n.

(ii) Pour la deuxième égalité, on a

∆yξn+1 =
n∑
k=1

∂2ξn+1

∂y2
k

,

où
∂ξn+1

∂yk
=

4yk
(1 + |y|2)2

et

∂2ξn+1

∂y2
k

=
∂

∂yk
(

4yk
(1 + |y|2)2

) =
4

(1 + |y|2)2
− 16y2

k

(1 + |y|2)3
.

D’où
∆yξn+1 =

4n

(1 + |y|2)2
− 16|y|2

(1 + |y|2)3
.

Donc,
∆yξn+1 = (1− ξn+1)2(−2ξn+1 + n− 2).
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(iii) Pour la troisième égalité, on a pour 1 ≤ i, k ≤ n,

∂ξi
∂yj

=
2

1 + |y|2
δi,j−

4yiyj
(1 + |y|2)2

et
∂ξk
∂yj

=
2

1 + |y|2
δk,j−

4ykyj
(1 + |y|2)2

.

Ainsi
n∑
j=1

∂ξi
∂yj

∂ξk
∂yj

=
n∑
j=1

Ç
2

1 + |y|2
δi,j −

4yiyj
(1 + |y|2)2

åÇ
2

1 + |y|2
δk,j −

4ykyj
(1 + |y|2)2

å
=

4

(1 + |y|2)2
δi,k −

16yiyk
(1 + |y|2)4

= (1− ξn+1)2(δi,k − ξiξk).

On obtient le même résultat pour 1 ≤ i ≤ n et k = n+ 1 et pour
i = k = n+ 1 d’où,

n∑
j=1

∂ξi
∂yj

∂ξk
∂yj

= (1− ξn+1)2(δi,k − ξiξk) ∀ 1 ≤ i, k ≤ n+ 1.

En substituant les égalités (i)-(iii) dans (2.24), on obtient

∆w(y) = (1− ξn+1)(2ξn+1 − n)
n∑
i=1

ξi
∂V

∂xi
(ξ) + (−2ξn+1 + n− 2)

(1− ξn+1)2 ∂V

∂xn+1

(ξ) + (1− ξn+1)2
n+1∑
i,k=1

(δi,k − ξiξk)
∂2V

∂xi∂xk

= −(1− ξn+1)(2ξn+1 − n)ξn+1
∂V

∂xn+1

(ξ) + (1− ξn+1)2

(−2ξn+1 + n− 2)
∂V

∂xn+1

(ξ) + (1− ξn+1)2
n+1∑
i=1

∂2V

∂x2
i

,

ce qui donne

∆w(y) =

Ç
2

|y|2 + 1

å2

∆V (ξ) +
2(n− 2)

|y|2 + 1

∂V

∂xn+1

(ξ).

Pour les fonctions v̂ et V définies plus haut, on définit ∇gv̂ et ∆gv̂ sur
la sphère Sn par

∇gv̂ = ∇V et ∆gv̂ = ∆V.

On rappelle aussi

v(y) =

Ç
2

1 + |y|2

ån−2
2

w(y),
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donc

∆v(y) =

Ç
2

1 + |y|2

ån−2
2

∆w+w·∆
Ç

2

1 + |y|2

ån−2
2

+2∇
Ç

2

1 + |y|2

ån−2
2

∇w,

où

∇
Ç

2

1 + |y|2

ån−2
2

= −n− 2

2

Ç
2

1 + |y|2

ån/2
· ~y

et

∆

Ç
2

1 + |y|2

ån−2
2

= n
n− 2

2

Ç
2

1 + |y|2

ån/2 Ç −1

1 + |y|2

å
.

D’où

∆v(y) =

Ç
2

1 + |y|2

ån−2
2

∆w(y)− n(n− 2)

4

Ç
2

1 + |y|2

ån+1
2

w(y)

−2
n− 2

2

Ç
2

1 + |y|2

ån/2 ∂V

∂xn+1

(ξ).

En remplaçant ∆w(y) et w(y) par leurs valeurs, on obtient

∆v(y) =

Ç
2

1 + |y|2

ån+2
2

(∆gv̂(ξ)− n(n− 2)

4
v̂(ξ)).

D’où la formule (2.22). �

Théorème 2.7 Pour tous les entiers k, ` ≥ 0, avec 1 ≤ ` ≤ dk si n 6= 1, et ` = 1
si n = 1, on considère la fonction

Wk,`(x) =


Ç

2

|x|2 + 1

ån−2
2

Yk,`(π
−1(x)) si n 6= 1,

(x2 + 1)1/2 cos((k + 1) arctan(x) + kπ/2) si n = 1.

(2.25)

Alors, Wk,` appartient à W 1
0 (Rn) si n 6= 2 et à X1

0 (R2) si n = 2, et satisfait

−∆Wk,` =
λk

(|x|2 + 1)2
Wk,`, (2.26)

avec
λk =

®
4k(k + n− 1) + n(n− 2) si n 6= 1,
k(k + 2) si n = 1.

(2.27)

De plus, (Wk,`)k,` est une base orthogonale de W 0
−2(Rn) satisfaisant

∫
Rn

Wk,`(x)Wm,j(x)

(|x|2 + 1)2
dx =

∫
Rn
∇Wk,`(x).∇Wm,j(x)dx = 0 si (k, `) 6= (m, j).
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Preuve. L’objectif de ce théorème est le calcul des valeurs propres
(λk)k≥0 et fonctions propres (wk)k≥0 du théorème 2.1 lorsque

%(x) = (|x|2 + 1)−2.

Supposons en premier que n 6= 2.
D’après le Théorème 2.1, tout couple (λk, wk) est solution du problème

w ∈ W 1
0 (Rn) et −∆w = λ〈x〉−4w dans D ′(Rn)

qui peut être réécrit sous la forme∫
Rn
∇w(x).∇v(x)dx = λ

∫
Rn

w(x)v(x)

〈x〉4
dx, ∀v ∈ W 1

0 (Rn).

Du Lemme 2.5, on déduit que la fonction ŵ ∈ H1
? (Sn) et satisfait∫

Sn
∇gŵ(ξ).∇gv̂(ξ)dσ(ξ) = λ̂

∫
Sn
ŵ(ξ)v̂(ξ)dσ(ξ), ∀v̂ ∈ H1

? (Sn) (2.28)

avec
λ̂ =

λ− n(n− 2)

4
.

En effet, d’après le Lemme 2.5, on a v, w ∈ W 1
0 (Rn) si et seulement si

v̂, ŵ ∈ H1
? (Sn), de plus∫

Sn
∇gŵ(ξ).∇gv̂(ξ)dξ =

∫
Rn
∇w · ∇vdx+ n(2− n)

∫
Rn

wv

〈x〉4
dx

= λ
∫
Rn

wv

〈x〉4
dx+ n(2− n)

∫
Rn

wv

〈x〉4
dx

= (λ+ n(2− n))
∫
Rn

wv

〈x〉4
dx.

Calculons alors la dernière intégrale obtenue. On a

ŵ(ξ)v̂(ξ) =

Ç
2

1 + |y|2

å2−n
w(y)v(y).

En posant

V1(x) = ŵ(
x

|x|
), V2(x) = v̂(

x

|x|
); ξ =

x

|x|
.

On obtient, d’une part∫
B??1

V1(x)V2(x)dx =
1

n+ 1

∫
Sn
ŵ(ξ).v̂(ξ)dξ.
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et d’une autre part,

∫
B??1

V1(x)V2(x)dx =
∫ 1

0

∫
Rn

Ç
2

1 + |y|2

å2−n
w(y).v(y)|Jϕ(y, t)|−1dtdy,

=
1

n+ 1

∫
Rn
w(y)v(y)

Ç
2

1 + |y|2

å2−n Ç 2

1 + |y|2

ån
dy,

=
4

n+ 1

∫
Rn

w(y)v(y)

(1 + |y|2)2
dy.

D’où ∫
Sn
ŵ(ξ).v̂(ξ)dξ = 4

∫
Rn

w(y).v(y)

(1 + |y|2)2
dy, (2.29)

et la relation (2.28) s’ensuit.

Le cas n > 2. On a H1
? (Sn) = H1(Sn) et la formulation∫

Sn
∇gŵ(ξ).∇gv̂(ξ)dσ(ξ) = λ̂

∫
Sn
ŵ(ξ)v̂(ξ)dσ(ξ), pour tout v̂ ∈ H1(Sn),

s’écrit encore
−∆gŵ = λ̂ŵ.

Ainsi, il existe un entier ` ≥ 0 tel que

λ̂ = `(`+ n− 1); ` ≥ 0,

et ŵ ∈ H`. Alors pour tout k ≥ 0, λk = 4k(k+ n− 1) + n(n− 2) et les
fonctions propres wk sont solutions de l’équation

−∆wk =
λk

(1 + |x|2)2
wk

appartiennent àW 1
0 (Rn) et forment une base de orthogonale deW 0

−2(Rn).
ŵ étant les fonctions propres associées aux valeurs propres λ̂ de l’opé-
rateur de Laplace-Beltrami, on peut écrire

ŵk,`(ξ) = Yk,`(ξ) avec 1 ≤ ` ≤ dk et k ≥ 0,

c’est à dire

ŵk,`(ξ) = (1− ξn+1)
2−n
2 wk,`(y) = Yk,`(ξ).

Alors

wk,`(y) =

Ç
2

1 + |y|2

ån−2
2

Yk,`(π
−1(y)).
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De plus ∫
Rn

wk,`(x)wm,j(x)

〈x〉4
dx =

∫
Rn
∇wk,`(x)∇wm,j(x)dx

=
1

4

∫
Sn
ŵk,`(ξ)ŵm,j(ξ)dξ

=
1

4

∫
Sn

Yk,`(ξ)Ym,j(ξ)dξ

= 0 si (k, `) 6= (m, j).

Ceci termine la démonstration du Théorème 2.7 pour n > 2.
Le cas n = 1. Quand n = 1, on a

H1
? (S1) = {v̂ ∈ H1(S1) | v̂(M0) = 0}.

On déduit facilement de la formulation (2.28) ce qui suit{
−∆gŵ = λ̂ŵ dans D ′(S1

?),
ŵ(M0) = 0

(2.30)

avec ∆g = ∂2
θ est l’opérateur de Laplace-Beltrami, qui sécrit en-

core  −
∂2ŵ

∂θ2
= λ̂ŵ dans D ′(S1

?),

ŵ(M0) = 0
(2.31)

Pour ξ = (ξ1, ξ2) = (cos θ, sin θ) tel que θ ∈]π/2, 5π/2[, la solution
de l’équation différentielle, dans (2.31), s’écrit

C1 sin
»
λ̂(θ − π/2) + C2 cos

»
λ̂(θ − π/2).

Et en vertu de la condition aux limites ŵ(M0) = 0, qui est vérifiée

pour θ = π/2 et θ = 5π/2, on a C2 = 0 et λ̂ =
`2

4
.

Ainsi, pour ` ∈ N∗, on obtient les fonctions propres suivantes

ŵ(ξ) = sin(
`

2
(θ − π/2)); ξ = (cos θ, sin θ) et θ ∈]π/2, 5π/2[.

Puisque n = 1, la condition d’orthogonalité (2.7) doit être prise
en compte, elle s’écrit ∫

R

w(x)

(x2 + 1)2
dx = 0.
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D’après l’identité (2.29), on obtient∫
R

w(x)

〈x〉4
dx =

1

4

∫
S1?

(1− ξ2)1/2ŵ(ξ)dξ,

car, pour v(x) = 1, on v̂(ξ) = (1− ξ2)1/2. Alors,∫
R

w(x)

〈x〉4
dx =

1

2
√

2

∫ 5π/2

π/2
(1− sin θ)1/2 sin(

`

2
(θ − π/2))dθ.

Et l’intégrale à droite s’annulle, sauf lorsque ` = 1. Finalement,
on déduit

λ̂ =
`2

4
, λ = `2 − 1 pour tout ` > 1.

Revenons à la projection stéréographique π, on a

x = π(ξ1, ξ2) =
ξ1

1− ξ2

=
cos θ

1− sin θ
= tan(

θ

2
−3π

4
), θ ∈]π/2, 5π/2[.

Son inverse est donné par

π−1(x) = (
2x

x2 + 1
,
x2 − 1

x2 + 1
)

= (cos(3π/2 + α(x)), sin(3π/2 + α(x))),

avec α(x) = 2 arctan(x), x ∈ R. Ainsi,

w`(x) =

Ç
2

x2 + 1

å−1/2

ŵ`(ξ) = c(x2 + 1)1/2 sin(` arctan(x) +
`

2
π).

La famille (w`)`≥2 contient toutes les fonctions propres de l’opéra-
teur A2. La complétion de cette famille par la fonction constante
1, forme une base orthogonale de W 0

−2(R) comme annoncé dans
le Théorème 2.1. Ceci termine la preuve du Théorème 2.7 quand
n = 1.

Le cas n = 2. Comme expliqué dans la section 2.2.1, il ya quelques
modifications sur les espaces à poids considérés lorsque n = 2,
principalement, parce que les fonctions propres deA2 appartiennent
à l’espace X1

0 (R2).
L’image deX1

0 (R2) par la transformation (2.16) est l’espaceM(S2)
composé de toutes les distributions u satisfaisant

u

d(ξ)(| log d(ξ)|+ 1)
∈ L2(S2), ∇gu ∈ L2(S2)3.
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Cet espace n’est autre que H(S2) ; voir les arguments dans [57].
La condition (2.7) s’écrit∫

S2
v(ξ)dσ(ξ) = 0.

En effet, si n = 2 on a v̂(ξ) = v(π(ξ)) = v(x). On rappelle la
condition (2.7), quand n = 2∫

R2
%(x)v̂(x)dx = 0, avec %(x) = (|x|2 + 1)−2.

Or, en vertu de l’identité (2.29)∫
R2
%(x)v(x)dx =

1

4

∫
S2
v̂(ξ)dξ,

d’où le résultat.
Avec les mêmes arguments du cas n > 2, on déduit facilement que
les valeurs propres sont données par

λ = 4`(`+ 1), ` ≥ 1.

Les fonctions propres correspondantes, sont données par la rela-
tion (2.25) pour ` ≥ 1 et forment une base de W 0

−2(R2) ⊥ R. La
complétion de cette famille par la fonction constante 1, termine
la preuve du Théorème 2.7 quand n = 2.

�

Remarque. Lorsque n ≥ 3, l’inégalité suivante découle immédiatement de
la formule (2.19)

∫
Rn

|v|2

(|y|2 + 1)2
dy ≤ 1

n(n− 2)

∫
Rn
|∇v|2dy, ∀ v ∈ W 2

1 (Rn). (2.32)

La constante apparaissant dans cette inégalité est optimale car l’égalité a lieu
quand v est égal à W0,0, à une constante multiplicative près, disons quand

v(x) = (|x|2 + 1)1−n/2.
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2.4 Propriétés supplémentaires

On propose ici d’exposer les propriétés des fonctions (Wk,`). Pour cela on peut
considérer les espaces propres

Ek = [{Wk,1, ...,Wk,dk}]; k ≥ 0.

Du Théorème 2.1, on déduit que Ek = {π?h | h ∈ Hk}, où π?h est défini par

∀x ∈ Rn, π?h(x) =

Ç
2

|x|2 + 1

å(n−2)/2

h(π−1(x)). (2.33)

En effet, puisque (Yk,`)1≤`≤dk constitue une base de Hk, alors il existe une suite
(α`)1≤`≤dk telle que, si h ∈ Hk

∀x ∈ Rn, h(x) =
dk∑
`=1

α`Yk,`(x).

En définissant π?h par la relation (2.33), on obtient

∀x ∈ Rn, π?h(x) =
dk∑
`=1

α`

Ç
2

|x|2 + 1

å(n−2)/2

Yk,`(π
−1(x))

=
dk∑
`=1

α`Wk,`(x) c.q.f.d.

Considérons maintenant, pour tout entier k ≥ 0, l’espace Wk composé de toutes
les fonctions rationnelles de la forme

R(x) =
k∑

m=0

pm(x)

(|x|2 + 1)m+(n−2)/2
.

où, pour tout m ≤ k, pm est une fonction polynômiale de degré inférieur ou égal à
m. Evidemment

W0 ⊂ W1 ⊂ · · · ⊂ Wk ⊂ · · · .
De plus, Wk ⊂ W 1

0 (Rn) si n ≥ 3 et Wk ⊂ X1
0 (Rn) si n = 2.

Ces dernières inclusions découlent des propriétés des espaces de Sobolev à poids.
On sait que pour n ≥ 3

pm(x) ∈ Wm
−n

2
(Rn),

alors,
pm(x)

(|x|2 + 1)m+(n−2)/2
= 〈x〉−2m−n+2pm(x) ∈ Wm

n
2

+2m−2(Rn)↪→W 1
n
2

+m−1(Rn).

Et comme pour n ≥ 3, m+
n

2
− 1 > 0, on conclut

R(x) ∈ W 1
n
2

+m−1(Rn)⇒ R(x) ∈ W 1
0 (Rn).

De la même façon on démontre que Wk ⊂ X1
0 (Rn) quand n = 2.
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2.4.1 Des fonctions propres rationnelles

Théorème 2.8 Supposons que n ≥ 2. Pour tout k ≥ 0, les propriétés suivantes
sont vérifiées

– Wk,` ∈ Wk, ∀1 ≤ ` ≤ dk.
– E0 ⊕ E1 ⊕ ...⊕ Ek = Wk.

– dimWk =

Ç
n+ k
n

å
+

Ç
n+ k − 1

n

å
si k ≥ 1 et dimW0 = 1.

– Si n ≥ 3, l’opérateur (|x|2 +1)2∆ est un isomorphisme de Wk dans lui même.

Preuve.
– Calculons d’abord la dimension deWk. Soit R une fonction dansWk,

donc on peut l’écrire sous la forme

R(x) =
k∑

m=0

pm(x)

(|x|2 + 1)m+(n−2)/2
. (2.34)

On peut décomposer pm, 0 ≤ m ≤ k, sous la forme

pm(x) =
E(m/2)∑
`=0

cm,`(x
′)x2`

n +
E((m−1)/2)∑

`=0

dm,`(x
′)x2`+1

n ,

où cm,` et dm,` sont des fonctions polynomiales de la variable
x′ = (x1, ..., xn−1), de degré inférieur ou égal à m− 2` et m− 2`− 1,
respectivement.
Ecrire x2

n = 〈x〉2 − 〈x′〉2, avec 〈x′〉2 = |x′|2 + 1, et remplacer dans
(2.34) conduit à la décomposition suivante de R(x)

R(x) =
a0(x′)

(|x|2 + 1)(n−2)/2
+

k∑
m=1

am(x′) + bm(x′)xn
(|x|2 + 1)m+(n−2)/2

, (2.35)

où, pour tout m ≤ k, am et bm sont deux fonctions polynomiales de
degré inférieur ou égal à m et m− 1 respectivement.
De l’unicité de la décomposition de R(x), il s’ensuit que
dimW0 = 1 et

dimWk = 1 +
k∑

m=1

(dimCm[X1, ..., Xn−1] + dimCm−1[X1, ..., Xn−1])

= 2 + n+
k∑

m=2

®Ç
n+m− 1

m

å
+

Ç
n+m− 2
m− 1

å´
= 2 + n+

k∑
m=2

®Ç
n+m
n

å
−
Ç
n+m− 2

n

å´
=

Ç
n+ k
n

å
+

Ç
n+ k − 1

n

å
.
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– Soit w ∈ Ek pour k ≥ 0. Alors, w s’écrit sous la forme

w(x) =

Ç
2

|x|2 + 1

ån−2
2

P (π−1(x)),

où P est une fonction polynomiale harmonique homogène de degré
k. De l’expression de π−1, on obtient

w(x) =

Ç
2

|x|2 + 1

åk+n−2
2

P (x1, ..., xn,
|x|2 − 1

2
).

Ecrire P sous la forme P (x1, ..., xn, t) =
∑

α∈Nn, |α|≤k
aαx

αtk−|α|, donne

w(x) =

Ç
2

|x|2 + 1

åk+n−2
2 ∑
|α|≤k

aα
2k−|α|

xα(〈x〉2 − 2)k−|α|

=

Ç
2

|x|2 + 1

åk+n−2
2 ∑
|α|≤k

k−|α|∑
`=0

Ç
k − |α|
`

å
aα

2k−|α|
(−2)`xα〈x〉2(k−|α|−`),

=
k∑

m=0

pm(x)

〈x〉2m+n−2

avec 〈x〉2 = |x|2 + 1 et

pm(x) = 2m+(n−2)/2
∑
|α|≤m

(−1)m−|α|
Ç
k − |α|
m− |α|

å
aαx

α.

Par conséquent w ∈ Wk. On conclut que Ek ⊂ Wk, et

E0 ⊕ ...⊕ Ek ⊂ Wk.

L’égalité découle de l’identité dimWk =
k∑

m=0

dm = dim [E0⊕ ...⊕Ek].

– De la décomposition Wk = E0 ⊕ ... ⊕ Ek, on déduit facilement que
WN est invariant sous l’action de l’opérateur (|x|2 + 1)2∆.
En effet, soit w ∈ WN = E0 ⊕ ...⊕ EN , alors

w =
N∑
j=0

αjwj où wj ∈ Ej = [{Wj,1, ...,Wj,dj}],

i.e.

w =
N∑
j=0

αj

dj∑
`=1

β`Wj,`.
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Alors,

(|x|2 + 1)2∆w =
N∑
j=0

dj∑
`=1

αjβ`(|x|2 + 1)2∆Wj,`

= −
N∑
j=0

dj∑
`=1

αjβ`λjWj,` ∈ WN .

Donc l’image de WN par l’opérateur (|x|2 + 1)2∆ est WN . De plus,
puisque λ0 > 0 quand n ≥ 3, on déduit que (|x|2 + 1)2∆ est un
automorphisme dans WN .
�

Remarque. Quand n = 2, l’opérateur (|x|2 + 1)2∆ est un endomorphisme de
WN , dont l’image est E1 ⊕ ... ⊕ EN (l’orthogonal de E0 dans WN par rapport au
produit scalaire de W 0

−2(Rn)).
Quand n = 1, on peut montrer facilement que E0⊕ ...⊕Ek = ›Wk, où l’espace ›Wk

est composé de toutes les fonctions rationnelles de la forme

R(x) =
k∑

m=0

qm(x)

(|x|2 + 1)m/2
,

avec, pour tout m ≤ k, qm est une fonction polynômiale de degré inférieur ou égal
à m. En adoptant l’écriture x2 = (x2 + 1) − 1, on peut montrer facilement que
R(x) ∈›Wk admet la décomposition suivante

R(x) =
[k/2]∑
m=0

am
(x2 + 1)m

+
[(k−1)/2]∑
m=0

bmx

(x2 + 1)m+1/2
, (2.36)

où, am et bm, 0 ≤ m ≤ k, sont des réels et b0 = 0.

2.4.2 Quelques expressions des fonctions propres du Lapla-
cien pondéré

On propose ici de donner une écriture simplifiée des fonctions propres de l’opé-
rateur −(|x|2 + 1)2∆ dans les cas n = 1, n = 2 et n = 3.
Le cas n = 1. Dans ce cas, les fonctions propres sont solutions du problème

−∆gu = λu
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où ∆g est l’opérateur de Laplace-Beltrami sur le cercle, défini par
∆g = ∂2/∂θ2. Les valeurs propres de l’opérateur −∆g sont

λk = k(k + 2),

et les fonctions propres de l’opérateur −(|x|2 + 1)2∆ sont données, d’après
le Théorème 2.7, par

wk(x) = (x2 + 1)1/2 cos((k + 1) arctan(x) + kπ/2)

= (x2 + 1)1/2 cos((k + 1) arccos(
1√

1 + x2
) + kπ/2),

ce qui donne à la fin

wk(x) =


√

1 + x2Tk+1(
1√

x2 + 1
) si k est pair,

xCk(
1√

x2 + 1
) si k est impair,

(2.37)

où Tk et Ck, k ≥ 0, sont les polynômes de Tchybechev de première et seconde
espèce.

Le cas n = 2. Lorsque n = 2, la projection stéréographique de S2 dans R2 s’écrit

π(ξ) =

Ç
cosφ sin θ

1− cos θ
,
sinφ sin θ

1− cos θ

å
, ξ = (cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ) ∈ S2.

où (r, φ, θ) désigne les coordonnées sphériques.
Les harmoniques sphériques usuelles sur la sphère unité S2 de R3 sont données
par

Y`,m(ξ) = a`,me
imφPm

` (cos θ); ` ≥ 0 et − ` ≤ m ≤ `,

avec a`,m, les constantes de normalisation, et Pm
` sont appelées, les fonctions

de Legendre associées, elles sont solutions de l’équation différentielle :

d

dx
((1− x2)

d

dx
Pm
` ) + `(`+ 1)Pm

` −
m2

1− x2
Pm
` = 0.

Les fonctions propres (w`,m) de l’opérateur −(|x|2+1)2∆ sur R2 sont données
par

w`,m(x) = a`,m
(x1 + ix2)m

|x|m
Pm
` (
|x|2 − 1

|x|2 + 1
); ` ≥ 0 et − ` ≤ m ≤ `, (2.38)

et satisfont

−(|x|2 + 1)2∆w`,m = 4`(`+ 1)w`,m; ` ≥ 0 et − ` ≤ m ≤ `.
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En effet, de la définition de la projection stéréographique, on a

cos θ =
|x|2 − 1

|x|2 + 1
, sin θ =

2|x|
|x|2 + 1

,

ainsi
cosφ =

x1

|x|
et sinφ =

x2

|x|
.

Et les fonctions propres de l’opérateur −(|x|2 + 1)2∆ quand n = 2 sont
données par

w`,m(x) = Y`,m(π−1(x)).

D’où, (2.38).
La fonction w`,m, qui appartient à ∪k≥0Wk, est non singulière à l’origine
puisque le terme |x|m disparaît après avoir développer (2.38).
En effet, on sait que

Pm
` (cos θ) = (sin θ)m

Ç
d

dx

åm
P`(cos θ),

où P` sont les polynômes de Legendre. En remplaçant dans la relation (2.38),
on obtient

w`,m(x) = a`,m(x1 + ix2)m
2m

(|x|2 + 1)m

Ç
d

dx

åm
P`(
|x|2 − 1

|x|2 + 1
).

Le cas n = 3. Dans ce cas, on a besoin des harmoniques sphériques sur la sphère
unité S3 données par

Yk,`,m(ξ) = αk,`,mQ
`
k(cosχ)Y`,m(ξ′); ξ ∈ S3, k ≥ 0, 0 ≤ ` ≤ k, −` ≤ m ≤ `,

où αk,`,m sont les constantes de normalisation et (φ, θ, χ) sont les coordonnées
sphériques sur S3 ramenées à ξ par la relation

ξ = (cosφ sin θ sinχ, sinφ sin θ sinχ, sinχ cos θ, cosχ).

Le vecteur ξ′ appartient à S2 et il est donné par

ξ′ = (cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ).

Ici Q`
k, k ≥ 0 désigne la fonction définie par

Q`
k(x) = (1− x2)`/2

d`Ck
dx`

(x),
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avec Ck le k-ième polynôme de Tchebychev de seconde espèce (voir, e. g.,
[51]). Les fonctions propres de l’opérateur −(|x|2 + 1)2∆ sont

wk,`,m(x) = αk,`,m

Ç
2

|x|2 + 1

å1/2 (x1 + ix2)m

(x2
1 + x2

2)m/2
Q`
k(
|x|2 − 1

|x|2 + 1
)Pm

` (
x3

|x|
), (2.39)

où k ≥ 0, 0 ≤ ` ≤ k, −` ≤ m ≤ `.
En effet, comme pour le cas n = 2, en utilisant la définition de la projection
stéréographique, on obtient

ξ4 =
|x|2 − 1

|x|2 + 1
, donc sinχ =

2|x|
|x|2 + 1

.

Et

ξ3 =
2x3

|x|2 + 1
= sinχ cos θ donc, cos θ =

x3

|x|
, et sin θ =

(x2
1 + x2

2)1/2

|x|
.

ξ2 =
2x2

|x|2 + 1
= sinφ sin θ sinχ donc, sinφ =

x2

(x2
1 + x2

2)1/2
.

ξ1 =
2x1

|x|2 + 1
= cosφ sin θ sinχ donc, cosφ =

x1

(x2
1 + x2

2)1/2
.

D’une autre part, les fonctions propres de l’opérateur −(|x|2 + 1)2∆ quand
n = 3 sont données par

wk,`,m(x) =

Ç
2

|x|2 + 1

å1/2

Yk,`,m(π−1(x))

=

Ç
2

|x|2 + 1

å1/2

αk,`,mQ
`
k(cosχ)eimφPm

l (cos θ).

On déduit alors la relation (2.39).

Remarque.
Les fonctions rationnelles (Wk,`)k≥0,1≤`≤dk peuvent être utilisées, du point de vu
numérique, pour résoudre les équations aux dérivées partielles dans l’espace tout
entier. c’est le but du chapitre suivant où on va proposer une méthode spectrale
simple pour résoudre les problèmes elliptiques du second ordre dans des domaines
non bornés.
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Chapitre 3

Approximation spectrale de
problèmes elliptiques dans des

domaines non bornés

Parmi les méthodes existantes pour résoudre les équations aux dérivées par-
tielles dans les domaines non bornés, on peut souligner l’émergence des méthodes
spectrales basées sur l’utilisation de fonctions rationnelles, surtout dans le cas uni-
dimensionnel (voir Boyd [23, 22], Guo, Shen et Wang [47], Guo et Shen [46]). Le
principal avantage des fonctions rationnelles est la possibilité de prendre en compte
la décroissance des fonctions à l’infini, c’est-à- dire quand |x| → +∞. En fait, dans
la plupart des problèmes pratiques de la physique et l’ingénierie, il est crucial de
décrire le comportement de la solution à l’infini.
Inspiré par la forme des fonctions (Wk,`)k≥0,1≤`≤dk dans le chapitre précédent, on
propose une méthode spectrale simple pour résoudre les problèmes elliptiques du
second ordre dans tout l’espace.
Ce chapitre a fai l’objet d’un article soumis à "SIAM Journal on Numerical Ana-
lysis" [21].

3.1 Position du problème et hypothèses

On s’intéresse ici à la résolution des problèmes elliptiques de la forme

−
n∑

i,j=1

∂

∂xi
aij(x)

∂u

∂xj
(x) +

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u = f(x) dans Rn. (3.1)

47
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On commence tout d’abord par définir certains outils qui seront utilisés tout au
long de ce chapitre. Pour une fonction ρ, positive et mesurable sur Rn, L∞ρ (Rn)
désigne l’espace des fonctions mesurables v, satisfaisant ρv ∈ L∞(Rn) et muni de
la norme

‖v‖L∞ρ (Rn) = ‖ρv‖L∞(Rn).

Considérons la fonction poids définie par

w(x) =


1

|x|2 + 1
si n 6= 2,

1

(|x|2 + 1)(log(2 + |x|2))2
si n = 2,

où |x| = (x2
1 + ...+ x2

n)1/2. Ainsi, W 1
w(Rn) est défini comme étant l’espace composé

de toutes les distributions v satisfaisant∫
Rn
w(x)|v(x)|2dx <∞,

∫
Rn
|∇v(x)|2dx <∞,

et muni de la norme

‖v‖2
W 1
w(Rn) =

∫
Rn
w(x)|v(x)|2dx+

∫
Rn
|∇v(x)|2dx.

W−1
w (Rn) désigne le dual de W 1

w(Rn). En fait, W 1
w(Rn) est l’espace de Sobolev à

poids Wm,p
α (Rn), défini dans le premier chapitre, avec m = 1, α = 0 et p = 2.

Quand n ≥ 3, on sait que la semi-norme

|v|2W 1
w(Rn) =

∫
Rn
|∇v|2dx

est une norme sur W 1
w(Rn), alors il existe une constante c0 > 0 telle que

∀v ∈ W 1
w(Rn),

∫
Rn
w(x)|v(x)|2dx ≤ c0

∫
Rn
|∇v(x)|2dx. (3.2)

Quand n ∈ {1, 2}, (3.2) n’est plus vraie à cause des fonctions constantes qui
appartiennent à W 1

w(Rn). Plus précisément , si n ∈ {1, 2}, il existe une constante
qu’on note encore c0, c0 > 0, telle que

∀v ∈ W 1
w(Rn), inf

k∈R

∫
Rn
w(x)|v(x)− k|2dx ≤ c0

∫
Rn
|∇v|2dx. (3.3)

Et la meilleure constante dans cette inégalité correspond à la valeur moyenne
pondérée de v, donnée par

k =
1

w

∫
Rn
w(x)v(x)dx, où w =

∫
Rn
w(x)dx.
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Ainsi, on peut réécrire (3.3) sous la forme

∀v ∈ W 1
w(Rn),

∫
Rn
w(x)|v(x)|2dx ≤ c0

∫
Rn
|∇v|2dx+

1

w

Å∫
Rn
wvdx

ã2

. (3.4)

Considérons maintenant les hypothèses suivantes
(H1) f appartient à W−1

w (Rn). Cette hypothèse est vérifiée en particulier lorsque

∫
Rn

|f(x)|2

w(x)
dx < +∞.

(H2) (aij)1≤i,j≤n ∈ L∞(Rn)n×n et il existe une constante α > 0 telle que pour tout
ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn,

n∑
i,j=1

ai,j(x)ξiξj ≥ α|ξ|2, p. p. dans Rn. (3.5)

(H3) b = (b1, ..., bn) ∈ L∞
w−1/2(Rn)n, div b ∈ L∞w−1(Rn) et c ∈ L∞w−1(Rn), ce qui veut

dire qu’il existe une constante C ∈ R+ telle que

|b(x)|2 + |div b(x)|+ |c(x)| ≤ Cw(x). p. p. dans Rn. (3.6)

(H4) Il existe une constante ε telle que

ε > −α/c0 si n ≥ 3, ε > 0 si n ∈ {1, 2},

et
c(x)− 1

2
div b(x) ≥ εw(x) p. p. dans Rn. (3.7)

Si b = 0, c = 0 et n ≥ 3, les hypothèses (H3) et (H4) sont automatiquement
satisfaites.

3.2 Formulation variationnelle

Revenons maintenant au problème (3.1), en le multipliant par une fonction test
ϕ ∈ D(Rn) et en intégrant par parties, on obtient

n∑
i,j=1

∫
Rn
ai,j(x)

∂u

∂xi

∂ϕ

∂xj
dx+

n∑
i=1

∫
Rn
bi(x)

∂u

∂xi
(x)ϕ(x)dx

+
∫
Rn
c(x)u(x)ϕ(x)dx =

∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx.
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De la densité de D(Rn) dans W 1
w(Rn), on obtient la formulation faible suivante :

Trouver u ∈ W 1
w(Rn) tel que

∀v ∈ W 1
w(Rn), a(u, v) = 〈f, v〉. (3.8)

où a(., .) est une forme bilinéaire, définie par

a(u, v) =
n∑

i,j=1

∫
Rn
ai,j(x)

∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx+

n∑
i=1

∫
Rn
bi(x)

∂u

∂xi
(x)v(x)dx

+
∫
Rn
c(x)u(x)v(x)dx.

et
∀v ∈ W 1

w(Rn), 〈f, v〉 =
∫
Rn
f(x)v(x)dx.

Proposition 3.1 Supposons que les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4) sont
vérifiées. Alors, le problème (3.8) admet une solution unique u ∈ W 1

w(Rn), vérifiant

‖u‖W 1
w(Rn) . ‖f‖W−1

w (Rn). (3.9)

Preuve. La démonstration de cette proposition est une conséquence
directe du lemme de Lax-Milgram.
Il s’agit de trouver u ∈ W 1

w(Rn) vérifiant

∀v ∈ W 1
w(Rn), a(u, v) = L(v).

L étant la forme linéaire, définie par L(v) = 〈f, v〉.
La continuité. Montrons d’abord la continuité de L(.). On a

L(v) =
∫
Rn
f(x)v(x) dx

=
∫
Rn

f(x)

w(x)1/2
w(x)1/2v(x) dx

≤
Ç∫

Rn

f(x)2

w(x)
dx

å1/2 Å∫
Rn
w(x)v(x)2 dx

ã1/2

≤ c1‖v‖L2

w1/2
(Rn) en vertu de (H1)

≤ c2‖v‖W 1
w(Rn).

Passant maintenant à la continuité de a(., .). Une intégration par
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parties de a(u, v), donne

a(u, v) =
n∑

i,j=1

∫
Rn
ai,j(x)

∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx−

n∑
i=1

∫
Rn

∂

∂xi
(bi(x)v(x))u(x)dx

+
∫
Rn
c(x)u(x)v(x)dx.

=
n∑

i,j=1

∫
Rn
ai,j(x)

∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx+

∫
Rn

(c(x)− div b(x))u(x)v(x)dx

−
n∑
i=1

∫
Rn
bi(x)

∂v

∂xi
u(x)dx.

Alors, en utilisant l’hypothèse (H2), on obtient

|a(u, v)| ≤ A
n∑

i,j=1

∫
Rn

∣∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∂v∂xj

∣∣∣∣∣ dx+
n∑
i=1

∫
Rn

|bi(x)|
w(x)1/2

∣∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣∣w(x)1/2|u(x)|dx

+
∫
Rn

|c(x)|+ |div b(x)|
w(x)

w(x)|u(x)||v(x)|dx.

De l’hypothèse (H3) et de l’inégalité de Hardy, on déduit

|a(u, v)| ≤ A1|u|W 1
w(Rn)|v|W 1

w(Rn) + C2‖u‖L2

w1/2(Rn)

‖v‖L2

w1/2(Rn)

+C1‖u‖L2

w1/2(Rn)

|v|W 1
w(Rn)

,

d’où la continuité.
La coercivité. De ce qui précède et des hypothèses (H2) et (H4), on

a

a(v, v) =
n∑

i,j=1

∫
Rn
ai,j(x)

∂v

∂xi

∂v

∂xj
dx+

∫
Rn

(c(x)− 1

2
div b(x))|v(x)|2dx.

≥ α
∫
Rn
|∇v|2dx+ ε

∫
Rn
w(x)|v(x)|2dx,

deux cas sont alors à distinguer,
1er cas : n ∈ {1,2}, dans ce cas, ε > 0 et α > 0

a(v, v) ≥ min(α, ε)
Å∫

Rn
|∇v|2dx+

∫
Rn
w(x)|v(x)|2dx

ã
≥ min(α, ε)‖v‖2

W 1
w(Rn)dx,

2ème cas : n ≥ 3, en vertu de l’inégalité de Hardy (3.2), on a

‖v‖2
W 1
w(Rn) ≤ c0‖∇v‖2

L2(Rn)
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donc,

a(v, v) ≥ α

c0

‖v‖2
W 1
w(Rn) + ε

∫
Rn
w(x)|v(x)|2dx

≥ min(
α

c0

+ ε,
α

c0

)‖v‖2
W 1
w(Rn).

D’où l’existence et l’unicité de la solution. Quant à l’estimation (3.9),
on l’obtient grâce à la continuité de L(.) et la coercivité de a(., .). En
effet, on a

c‖u‖2
W 1
w(Rn) ≤ a(u, u) ≤ ‖f‖W−1

w (Rn)‖u‖W 1
w(Rn),

où c est une constante strictement positive. On conclut

‖u‖W 1
w(Rn) ≤

1

c
‖f‖W−1

w (Rn)

�

Remarque. Quand n ∈ {1, 2}, b = 0 et c = 0, l’hypothèse (H4) n’est
plus vérifiée et l’unicité de la solution est perdue, à cause des fonctions constantes
qui appartiennent à W 1

ω(Rn). En plus, de l’existence qui est aussi perdue excepté,
quand f satisfait la condition de compatibilité

〈f, 1〉 = 0. (3.10)

Cette dernière condition on l’obtient en posant v = 1 dans l’équation (3.8).

Dans le but de prendre en considération cette dernière condition, on complète
l’équation (3.8), dans ce cas, par la condition suivante∫

Rn
w(x)u(x)dx = 0. (3.11)

Alors, le problème (3.8) complété par la condition (3.11) est équivalent au pro-
blème :
Trouver u ∈ W 1

w(Rn) tel que

∀v ∈ W 1
w(Rn), a?(u, v) = 〈f, v〉, (3.12)

où
a?(u, v) = a(u, v) + κ

Å∫
Rn
w(x)u(x)dx

ãÅ∫
Rn
w(x)v(x)dx

ã
,

et κ > 0, une constante.
Pour montrer l’équivalence entre les deux probèmes (3.8)+(3.11) et (3.12), il suffit
de constater que a(u, 1) = 0, pour tout u ∈ W 1

w(Rn). On a
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Proposition 3.2 Supposons que n ≤ 2, b = 0, c = 0 et que les hypothèses (H1)
et (H2) sont vérifiées. Alors, le problème (3.12) admet une solution u ∈ W 1

w(Rn)
si et seulement si f satisfait (3.10). Dans ce cas, u est unique et vérifie

‖u‖W 1
w(Rn) . ‖f‖W−1

w (Rn). (3.13)

Preuve. Il suffit de montrer que a?(., .) est coercive, car toutes les
autres conditions de Lax-Milgram restent vérifiées. On a

a?(v, v) = a(v, v) + κ
Å∫

Rn
w(x)v(x)dx

ã2

=
n∑

i,j=1

∫
Rn
ai,j(x)

∂v

∂xi

∂v

∂xj
dx+ κ

Å∫
Rn
w(x)v(x)dx

ã2

≥ α
∫
Rn
|∇v|2dx+ κ

Å∫
Rn
w(x)v(x)dx

ã2

.

D’où la coercivité, en vertu de la relation (3.4). �

3.3 Discrétisation

On introduit une famille d’espaces de dimensions finies (Hn
k )k≥0 comme suit

– Quand n = 1, l’espace Hn
k , k ≥ 0 est composé des fonctions rationnelles de

la forme

v(x) =
k∑

m=0

pm(x)

(x2 + 1)m/2
; x ∈ R, (3.14)

où, pour tout m ≤ k, pm est un polynôme de degré inférieur ou égal à m et
possédant la même parité que m.

– Quand n ≥ 2, l’espace Hn
k , k ≥ 0 est composé des fonctions rationnelles de

la forme

v(x) =
k∑

m=0

pm(x)

(|x|2 + 1)m+(n−2)/2
; x ∈ Rn, (3.15)

où, pour tout m ≤ k, pm est un polynôme de degré inférieur ou égal à m.
Notons que Hn

k est un sous espace de l’espace V n
k des fonctions rationnelles v de

la forme
v(x) =

P (x)

(|x|2 + 1)(2k+n−2)/2
, x ∈ Rn,

où P est un polynôme de degré inférieur ou égal à 2k. Cependant, Hn
k 6= V n

k . C’est
une conséquence évidente du lemme suivant (voir le chapitre précédent pour la
preuve)
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Lemme 3.3 Pour tout k ≥ 0,

dimHn
k =


k + 1 si n = 1,Ç
n+ k
n

å
+

Ç
n+ k − 1

n

å
si n ≥ 2.

(3.16)

Compte tenu de ce lemme, quand n ≥ 2, on a

dimHn
k ∼

2

n!
kn. (3.17)

Considérons maintenant le problème variationnel (3.8) lorsque les hypothèses (H1),
(H2), (H3) et (H4) sont satifaites. Le problème discrétisé s’écrit alors :
Trouver uN ∈ Hn

N tel que

a(uN , vN) = 〈f, vN〉, ∀vN ∈ Hn
N , (3.18)

où N ≥ 1 désigne un entier déstiné à tendre vers l’infini. Le problème (3.18) admet
une solution unique uN ∈ Hn

N .
Le choix d’une base de l’espace Hn

N joue un rôle très important dans le calcul du
système linéaire provenant du problème (3.18). Inspiré par la décomposition (2.35)
et (2.36), dans le chapitre précédent, on peut considérer les fonctions suivantes
Lorsque n ≥ 2, on pose

q2m(x) =
`m(x)

(|x|2 + 1)m+(n−2)/2
, 0 ≤ m ≤ k,

q2m+1(x) =
`m−1(x)xn

(|x|2 + 1)m+(n−2)/2
, 1 ≤ m ≤ k,

où (`m)0≤m≤k sont (k + 1) polynômes satisfaisant la propriété deg(`m) = m
pour m ≤ k.

Lorsque n = 1, on pose

qm(x) =
xm−2[m/2]

(x2 + 1)m/2
, 0 ≤ m ≤ k.

Notons que

dimHn
k =

k∑
m=0

dm

où dm est la dimension de l’espace des harmoniques sphériques Hm de degré m sur
la sphère unité Sn.
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On peut aussi utiliser la famille de fonctions Wk,`(x), k ≥ 0 et 1 ≤ ` ≤ dk, définies
précédemment par

Wk,`(x) =


Ç

2

|x|2 + 1

ån−2
2

Yk,`(π
−1(x)) si n 6= 1,

(−1)kNk(x
2 + 1)1/2 cos((k + 1) arctan(x) + kπ/2) si n = 1,

(3.19)
où

N0 = 1 et Nk =

√
2»

k(k + 2)π
pour k ≥ 1, (3.20)

est la constante de normalisation de la base dans le cas n = 1, (Yk,`) sont les
harmoniques sphériques sur la sphère unité Sn de Rn+1, tandis que π−1 désigne
l’inverse de la projection stéréographique π définie dans le chapitre précédent. Ces
fonctions constitue une base dans Hn

k , pour 0 ≤ m ≤ k, et 1 ≤ ` ≤ dm et une base
orthgonale de W 0

−2(Rn), quand m ≥ 0 et 1 ≤ ` ≤ dm.
On rappelle que dans le cas uni-dimensionnel (n = 1) on peut aussi écrire les
Wk,`(x) sous la forme

(−1)kWk(x) =


Nk

√
1 + x2Tk+1(

1√
x2 + 1

) si k est pair,

NkxCk(
1√

x2 + 1
) si k est impair,

(3.21)

ou encore
Wk(x) = NkCk

Ç
x√
x2 + 1

å
, (3.22)

où Tk et Ck, k ≥ 0, sont les polynômes de Tchebychev de première et seconde
espèce, vérifiant

∀θ ∈ R, Tk(cos θ) = cos(kθ), sin θCk(cos θ) = sin((k + 1)θ).

Revenons maintenant à notre problème. On a

Théorème 3.4 Supposons que les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4) sont vé-
rifiées. Considérons u ∈ W 1

w(Rn) (resp. uN ∈ Hn
N) l’unique solution de (3.8) (resp.

de (3.18)). Si nous supposons que u ∈ W 2
2 (Rn). Alors on a l’estimation suivante

‖u− uN‖W 1
w(Rn) . N−1‖u‖W 2

2 (Rn). (3.23)

De plus, lim
N→+∞

N‖u− uN‖W 1
w(Rn) = 0
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Remarque. On rappelle que dans le cas b = 0, c = 0 et n ≤ 2, le problème
(3.8) est complété par la condition (3.11) afin d’assurer l’unicité. La formulation
faible du problème est donnée par l’équation (3.12) et l’existence et l’unicité sont
garanties à la Proposition 3.2. Le problème discrétisé correspondant est alors :
Trouver uN ∈ Hn

N tel que

a?(uN , vN) = 〈f, vN〉, ∀vN ∈ Hn
N . (3.24)

On note que dans ce cas que la solution discrète satisfait∫
Rn
w(x)uN(x)dx = 0.

En fait, il suffit de prendre v = 1 dans la formulation (3.24).
On a, alors

Théorème 3.5 Supposons que n ≤ 2, b = 0, c = 0 et que les hypothèses (H1) et
(H2) sont vérifiées. Soit u ∈ W 1

w(Rn) (resp. uN ∈ Hn
N) l’unique solution de (3.12)

(resp. de (3.24)). Supposons que u ∈ W 2
2 (Rn). Alors, le résultat du Théorème 3.4

s’applique.

Preuve. Pour la démonstration des deux derniers théorèmes, 3.4 et
3.5, considérons πN la projection orthogonale de W 0

−2(Rn) dans Hn
N et

montrons le lemme suivant

Lemme 3.6 Soit u ∈ W 2
2 (Rn) et n ≥ 3. Alors,

‖∇(u− πNu)‖L2(Rn) . N−1‖u‖W 2
2 (Rn), (3.25)

‖〈x〉−2(u− πNu)‖2
L2(Rn) . N−2‖u‖W 2

2 (Rn). (3.26)

Preuve. Pour montrer (3.25), il suffit de montrer

‖∇(u− πNu)‖L2(Rn) . N−1‖〈x〉2∆u‖L2(Rn),

puisque, de

‖u‖2
W 2

2 (Rn) = ‖u‖2
L2(Rn) + ‖〈x〉∇u‖2

L2(Rn) + ‖〈x〉2∆u‖2
L2(Rn).

On a,
‖〈x〉2∆u‖2

L2(Rn) ≤ ‖u‖2
W 2

2 (Rn).

Soit (uk,m)k≥0,1≤m≤dk les composantes de u dans la base (Wk,m),
i.e.

u =
+∞∑
k=0

dk∑
m=1

uk,mWk,m.
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Comme πNu est la projection orthogonale de u ∈ W 0
−2(Rn)

dans Hn
N , il s’ensuit que

πNu =
N∑
k=0

dk∑
m=1

uk,mWk,m.

Ainsi,

‖∇(u− πNu)‖2
L2(Rn) =

+∞∑
k=N+1

dk∑
m=1

|uk,m|2‖∇Wk,m‖2
L2(Rn).

En vertu du Théorème 2.7, (Wk,m)k,m sont les fonctions propres
de l’opérateur −〈x〉4∆ correspondantes aux valeurs propres
λk qui constituent une suite positive et croissante, donc

‖∇Wk,m‖2
L2(Rn) = λk‖〈x〉−2Wk,m‖2

L2(Rn).

Ainsi

‖∇(u−πNu)‖2
L2(Rn) =

+∞∑
k=N+1

dk∑
m=1

λk|uk,m|2‖〈x〉−2Wk,m‖2
L2(Rn).

On a aussi

‖〈x〉−2(u− πNu)‖2
L2(Rn) =

+∞∑
k=N+1

dk∑
m=1

|uk,m|2‖〈x〉−2Wk,m‖2
L2(Rn).

(3.27)
D’autre part, posons v = −〈x〉4∆u. Puisque, u ∈ W 2

2 (Rn),
alors
v ∈ W 0

−2(Rn) et

v =
+∞∑
k=0

dk∑
m=1

λkuk,mWk,m.

D’après (3.27), on a

‖〈x〉−2(v − πNv)‖2
L2(Rn) =

+∞∑
k=N+1

dk∑
m=1

λ2
k|uk,m|2‖〈x〉−2Wk,m‖2

L2(Rn)

≥ λN+1‖∇(u− πNu)‖2
L2(Rn)

≥ λ2
N+1‖〈x〉−2(u− πNu)‖2

L2(Rn).
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Ainsi, en utilisant la relation (2.27), on obtient

‖∇(u− πNu)‖2
L2(Rn) ≤

1

λN+1

‖〈x〉−2(v − πNv)‖2
L2(Rn)

.
1

N2
‖〈x〉−2(v − πNv)‖2

L2(Rn).

En remplaçant v par sa valeur, on a

‖∇(u− πNu)‖2
L2(Rn) .

1

N2

+∞∑
k=N+1

dk∑
m=1

|uk,m|2‖〈x〉2∆Wk,m‖2
L2(Rn)

.
1

N2
‖〈x〉2∆u‖2

L2(Rn).

On conclut alors, l’estimation (3.25). D’une autre part, on a

‖〈x〉−2(u− πNu)‖2
L2(Rn) ≤

1

λ2
N+1

‖〈x〉−2(v − πNv)‖2
L2(Rn)

.
1

N4
‖〈x〉2∆u‖2

L2(Rn).

D’où la relation (3.26), ce qui termine la démonstration du
Lemme 3.6. �

Maintenant pour terminer la démonstration du Théorème 3.4 et Théo-
rème 3.5, on utilise le lemme de Céa [31],

‖u− uN‖W 1
w(Rn) . inf

w∈Hn
N

‖u− w‖W 1
w(Rn).

Soit
u?N =

®
πNu quand n ≥ 3,
πNu− cN quand n ≤ 2,

où cN est une constante choisie telle que∫
Rn
w(x)(u− u?N)dx = 0.

En utilisant l’inégalité (3.2) quand n ≥ 3 et (3.3) quand n ≤ 2 et le
lemme de Céa, on a.

‖u− uN‖W 1
w(Rn) . ‖u− u?N‖W 1

w(Rn)

. ‖∇(u− u?N)‖L2(Rn) = ‖∇(u− πNu)‖L2(Rn)

. N−1‖u‖W 2
2 (Rn).

Ce qui achève la preuve des deux théorèmes. �
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3.4 La matrice de rigidité

La décomposition de uN suivant la base (Wk,m)0≤k≤N,1≤m≤dk , transforme le
problème discrétisé (3.18), sous la forme

AU = B, (3.28)

où U ∈ RN , A = (mi,j)1≤i,j≤N est la matrice dont les coefficients sont données
par une des expressions suivantes

mi,j =


a(Wi,m,Wj,`),

ou
a?(Wi,m,Wj,`).

Avec, 1 ≤ m ≤ di et 1 ≤ ` ≤ dj, quant au vecteur B ses termes sont donnés par

bi = 〈f,Wi,m〉, pour 1 ≤ i ≤ N et 1 ≤ m ≤ di.

Afin de simplifier le calcul des intégrales impliquées dans le calcul de la matrice
de rigidité M , on suppose que b = 0 et c = 0.
Une idée naturelle consiste à considérer un changement de variable, quand n ≥ 2,
de Rn dans Sn? et borner ainsi le domaine d’intégration.
Dans ce qui suit, on se donne une fonction f définie sur Rn, on note par f̂ la
fonction définie sur Sn? par

f̂(ξ) = f(π(ξ)), pour ξ ∈ Sn? . (3.29)

On montre facilement que, pour f ∈ D(Rn)∫
Rn
f(y)

Ç
2

1 + |y|2

ån
dy =

∫
Sn
f̂(ξ)dξ, (3.30)

∫
Rn
f(y)dy =

∫
Sn

f̂(ξ)

(1− ξn+1)n
dξ. (3.31)

Pour les détails de la démonstration voir le chapitre précédent.

Lemme 3.7 Soit ∇ξf̂ , le gradient tangentiel de f̂ . On a’∇xf(ξ) = M(ξ)∇ξf̂(ξ), (3.32)

où, M(ξ) = (mi,j(ξ))1≤i≤n, 1≤j≤n+1 est une n× (n+ 1) matrice donnée par

mi,j(ξ) = (1− ξn+1)δi,j − ξiξj si 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n,
mi,n+1(ξ) = (1− ξn+1)ξi.
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Preuve. On a, par définition ’∇xf(ξ) = ∇xf(π(ξ)) et

∇xf(π(ξ)) = ∇x(f ◦ π)(ξ) = J(x)∇ξf̂(ξ)

où J(x) =

Ç
∂ξj
∂xi

å
1≤i≤n,1≤j≤n+1

.

On rappelle que, ξj =
2xj

1 + |x|2
pour 1 ≤ j ≤ n et ξn+1 =

|x|2 − 1

|x|2 + 1

donc
∂ξj
∂xi

= (1− ξn+1)δi,j − ξiξj pour 1 ≤ i, j ≤ n,

∂ξn+1

∂xi
= (1− ξn+1)ξi pour 1 ≤ i ≤ n.

En posant J(x) = M(ξ), on obtient l’identité voulue. �

Lemme 3.8 On a,

M(ξ)M(ξ)t = (1− ξn+1)2In,

M(ξ)tM(ξ) = (1− ξn+1)2(In+1 − ξξt), pour tout ξ ∈ Sn? .

Il s’ensuit que
∇ξf̂(ξ) = (1− ξn+1)−2M(ξ)t’∇xf(ξ). (3.33)

Preuve.
M(ξ)M(ξ)t = ((ci,j))1≤i,j≤n,

où

ci,j =
n∑
k=1

mi,kmj,k +mi,n+1mj,n+1

=

®
0 si i 6= j,
(1− ξn+1)2 si i = j,

d’où M(ξ)M(ξ)t = (1− ξn+1)2In. De même, on a

M(ξ)tM(ξ) = ((ci,j))1≤i,j≤n+1,

où

ci,j =
n∑
k=1

mk,imk,j

=

®
−(1− ξn+1)2ξiξj si i 6= j
(1− ξn+1)2 − (1− ξn+1)2ξ2

i si i = j
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d’où l’identité

M(ξ)tM(ξ) = (1− ξn+1)2(In+1 − ξξt).

Montrons maintenant la dernière relation. D’après ce qui précède, on a

M(ξ)t’∇xf(ξ) = M(ξ)tM(ξ)∇ξf̂(ξ)

= (1− ξn+1)2(In+1 − ξξt)∇ξf̂(ξ)

= (1− ξn+1)2∇ξf̂(ξ), car ξt∇ξf̂(ξ) = 0

d’où la relation (3.33). �

Lemme 3.9 Pour tout vecteur z = (z1, ..., zn, zn+1)t satisfaisant ξt.z = 0,
on a

M(ξ)z = (1− ξn+1)z∗ + zn+1ξ∗

ξt∗M(ξ)z = (1− ξn+1)zn+1,

où ξ∗ = (ξ1, ..., ξn)t, |ξ|2 = 1 et z∗ = (z1, ..., zn)t. La relation (3.32) devient alors’∇xf(ξ) = H(ξ)∇ξf̂(ξ), (3.34)

où H(ξ) = (hi,j(ξ))1≤i≤n, 1≤j≤n+1 est une matrice n× (n+ 1), donnée par

hi,j(ξ) = (1− ξn+1)δi,j pour 1 ≤ i, j ≤ n,
hi,n+1(ξ) = ξi. pour 1 ≤ i ≤ n.

Preuve. On a, M(ξ)z = (ci)1≤i≤n où

ci =
n∑
k=1

mi,kzk +mi,n+1zn+1

=
n∑
k=1

(1− ξn+1)δi,kzk −
n∑
k=1

ξiξkzk + (1− ξn+1)ξizn+1

= (1− ξn+1)zi + zn+1ξi.

Donc, M(ξ)z = (1− ξn+1)z∗ + zn+1ξ∗ où, z∗ = (z1, ..., zn)t. Ainsi

ξt∗M(ξ)z =
n∑
k=1

ξk[(1− ξn+1)zk + zn+1ξk]

= (1− ξn+1)zn+1.

Revenons maintenant à la relation (3.32), on a’∇xf(ξ) = M(ξ)∇ξf̂(ξ)
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et puisque ξt∇ξf̂(ξ) = 0, alors

M(ξ)∇ξf̂(ξ) = (1− ξn+1)(∇ξf̂(ξ))∗ +
∂f̂(ξ)

∂ξn+1

ξ∗

où, (∇ξf̂(ξ))∗ =

(
∂f̂(ξ)

∂ξi

)
1≤i≤n

et ξ∗ = (ξ1, · · · , ξn), d’où (3.34). �

Maintenant, on se donne deux fonctions u et v dans D(Rn) et on pose

U(x) =
u(x)

ρ(x)
, V (x) =

v(x)

ρ(x)
où ρ(x) =

Ç
2

|x|2 + 1

ån−2
2

.

Lemme 3.10 On a,

ρ̂(ξ) = (1− ξn+1)α et ’∇xρ(ξ) = −α(1− ξn+1)αξ∗,

avec α = (n− 2)/2 et ξ∗ = (ξ1, ..., ξn)t. Il s’ensuit que‘∇u = (1− ξn+1)α[H(ξ)∇ξ
“U − α“U(ξ)ξ∗]. (3.35)

On peut écrire, aussi‘∇u = (1− ξn+1)α[M(ξ)∇ξ
“U − α“U(ξ)ξ∗]. (3.36)

Preuve. D’après la relation (3.32) on a’∇xρ(ξ) = M(ξ)∇ξρ̂(ξ),

où ∇ξρ̂(ξ) =

Ç
∂ρ̂(ξ)

∂ξ1

, · · · , ∂ρ̂(ξ)

∂ξn+1

åt
, avec

∂ρ̂(ξ)

∂ξj
=

∂ρ̂(ξ)

∂ξn+1

∂ξn+1

∂ξj
pour 1 ≤ j ≤ n+ 1

= −α(1− ξn+1)α−1δj,n+1

=

®
0 si 0 ≤ j ≤ n,
−α(1− ξn+1)α−1 si j = n+ 1.

Donc M(ξ)∇ξρ̂(ξ) = ((ci))0≤i≤n tel que

ci =
n∑
k=1

mi,k
∂ρ̂(ξ)

∂ξk
+mi,n+1

∂ρ̂(ξ)

∂ξn+1

= −αξi(1− ξn+1)α.
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D’où ’∇xρ(ξ) = −α(1− ξn+1)αξ∗,

d’autre part, on sait que u(x) = ρ(x)U(x). Donc’∇xu(ξ) = Ÿ�∇x(ρU)(ξ)

= ’∇xρ(ξ)“U(ξ) + ρ̂(ξ)’∇xU(ξ)

= (1− ξn+1)α[M(ξ)∇ξ
“U(ξ)− α“U(ξ)ξ∗].

On a, aussi en vertu de (3.35), ’∇xU(ξ) = H(ξ)∇ξ
“U(ξ). Ce qui donne’∇xu(ξ) = (1− ξn+1)α[H(ξ)∇ξ

“U(ξ)− α“U(ξ)ξ∗].

�

Lemme 3.11 On a, le résultat suivant

a(u, v) =
∫
Sn

[∇ξ
“U tH(ξ)t − α“Uξt∗] ”A (ξ)[H(ξ)∇ξ

“V − α“V ξ∗]
(1− ξn+1)2

dξ. (3.37)

où, “U(ξ) = (1− ξn+1)−αu(π(ξ)), pour ξ ∈ Sn? et α =
n− 2

2
.

Preuve. On rappelle que pour b = 0 et c = 0,

a(u, v) =
n∑

i,j=1

∫
Rn
ai,j(x)

∂u

∂xi
(x)

∂v

∂xj
(x)dx

=
∫
Rn
∇utA∇vdx

où A = ((ai,j(x)))1≤i,j≤n. En utilisant la relation (3.31), on obtient

a(u, v) =
∫
Sn

1

(1− ξn+1)n
‘∇ut ”A (ξ)∇̂vdξ.

A l’aide de la relation (3.35), on obtient l’identité (3.37).
Puisque, D(Rn) est dense dansW 1

w(Rn), la relation (3.37) reste valable
quand u et v appartiennent àW 1

w(Rn). Dans ce cas “U ∈ H1(Sn? ) et “V ∈
H1(Sn? ) (voir [4]). L’intégrale dans la formule (3.37), est absolument
convergente et peut être calculée directement lorsque, A possède une
forme simple, ou en utilisant les formules de quadrature sur la sphère
unité. �
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3.4.1 Cas de l’équation de Poisson

Supposons dans cette section que ”A (ξ) = I. Puisqu’on peut remplacer dans la
formule (3.37) H(ξ) par M(ξ), alors

a(u, v) =
∫
Sn

∇ξ
“U(ξ)tM(ξ)tM(ξ)∇ξ

“V (ξ)

(1− ξn+1)2
dξ + α2

∫
Sn

|ξ∗|2“U(ξ)“V (ξ)

(1− ξn+1)2
dξ

−α
∫
Sn

ξt∗M(ξ)∇ξ(“U“V )(ξ)

(1− ξn+1)2
dξ

=
∫
Sn
∇ξ
“U(ξ)t.∇ξ

“V (ξ) + α2
∫
Sn

(1 + ξn+1)“U(ξ)“V (ξ)

1− ξn+1

dξ

−α
∫
Sn

ξt∗M(ξ)∇ξ(“U“V )(ξ)

(1− ξn+1)2
dξ.

Lemme 3.12 On a,∫
Sn
û(ξ)en+1.∇ξv̂(ξ)dξ = −

∫
Sn
v̂(ξ)en+1.∇ξû(ξ)dξ + n

∫
Sn
ξn+1û(ξ)v̂(ξ)dξ. (3.38)

Preuve. Pour montrer la relation (3.38), il suffit de montrer que∫
Sn
en+1.∇ξû(ξ)v̂(ξ)dξ = n

∫
Sn
ξn+1û(ξ)v̂(ξ)dξ.

D’abord, on a

en+1.∇ξû(ξ)v̂(ξ) = (1− ξn+1)−1ξ∗∇xuv(π(ξ))

où ξ∗ = (ξ1, · · · , ξn)t et π(ξ) = ~x =
ξ∗

1− ξn+1

, donc

en+1.∇ξû(ξ)v̂(ξ) = ~x · ∇xuv(x),

d’où∫
Sn
en+1.∇ξû(ξ)v̂(ξ)dξ =

∫
Rn

Ç
2

1 + |x|2

ån
~x · ∇xuv(x)dx

= −
∫
Rn
u(x)v(x)div

ñÇ
2

1 + |x|2

ån
~x

ô
dx.

Or
div

ñÇ
2

1 + |x|2

ån
~x

ô
= n

Ç
2

1 + |x|2

ån Ç1− |x|2

1 + |x|2

å
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d’où∫
Sn
en+1.∇ξû(ξ)v̂(ξ)dξ = n

∫
Rn
u(x)v(x)

|x|2 − 1

|x|2 + 1

Ç
2

1 + |x|2

ån
dx

= n
∫
Sn
ξn+1û(ξ)v̂(ξ)dξ.

�

Lemme 3.13 En utilisant l’identité ξ.∇“V (ξ) = 0 et la formule (3.38), on montre
que ∫

Sn

ξt∗M(ξ)∇ξ(“U“V )(ξ)

(1− ξn+1)2
dξ =

∫
Sn
“U(ξ)“V (ξ)

(n− 1)ξn+1 − 1

(1− ξn+1)
dξ

et donc
a(u, v) =

∫
Sn
∇ξ
“U(ξ)t.∇ξ

“V (ξ) +
nα

2

∫
Sn
“U(ξ)“V (ξ)dξ. (3.39)

Preuve. Calculons d’abord ξt∗M(ξ)∇ξ(“U“V )(ξ). Pour cela on pose“U“V = g, alors

ξt∗M(ξ)∇ξ(“U“V )(ξ) = ξt∗M(ξ)∇ξg(ξ)

où M(ξ)∇ξg(ξ) = ((ci))1≤n et

ci =
n∑
k=1

mi,k
∂g(ξ)

∂ξk
+mi,n+1

∂g(ξ)

∂ξn+1

= (1− ξn+1)
∂g(ξ)

∂ξi
+ ξi

∂g(ξ)

∂ξn+1

.

Alors

ξt∗M(ξ)∇ξ(“U“V )(ξ) =
n∑
k=1

ξkck

= (1− ξn+1)
∂g(ξ)

∂ξn+1

= (1− ξn+1)en+1.∇ξ(“U“V )(ξ),

d’où ∫
Sn

ξt∗M(ξ)∇ξ(“U“V )(ξ)

(1− ξn+1)2
dξ =

∫
Sn

en+1.∇ξ(“U“V )(ξ)

1− ξn+1

dξ.
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En utilisant la relation (3.38), on obtient

∫
Sn

ξt∗M(ξ)∇ξ(“U“V )(ξ)

(1− ξn+1)2
dξ = −

∫
Sn
“U(ξ)“V (ξ)

en+1.∇ξξn+1

(1− ξn+1)2
dξ

+n
∫
Sn
“U(ξ)“V (ξ)

ξn+1

1− ξn+1

dξ

=
∫
Sn
“U(ξ)“V (ξ)

(n− 1)ξn+1 − 1

(1− ξn+1)
dξ.

On passe maintenant, au calcul de a(u, v), on a

a(u, v) =
∫
Sn

∇ξ
“U(ξ)t[(1− ξn+1)2(In+1 − ξξt)]∇ξ

“V (ξ)

(1− ξn+1)2
dξ

+ α2
∫
Sn

|ξ∗|2“U(ξ)“V (ξ)

(1− ξn+1)2
dξ − α

∫
Sn
“U(ξ)“V (ξ)

(n− 1)ξn+1 − 1

(1− ξn+1)
dξ

=
∫
Sn
∇ξ
“U(ξ)t.∇ξ

“V (ξ) +
nα

2

∫
Sn
“U(ξ)“V (ξ)dξ.

Ce qui achève la démonstration. �

Corollaire 3.14 On a

a(Wk,`,Wj,m) = (k(k + n− 1) +
n(n− 2)

4
)δk,jδ`,m. (3.40)

En effet, si on remplace dans l’identité (3.39) u et v par Wk,` et Wj,m, on obtient
pour tout n ≥ 2

a(Wk,`,Wj,m) =
∫
Sn
∇ξYk,`(ξ)

t.∇ξYj,m(ξ) +
nα

2

∫
Sn

Yk,`Yj,mdξ

= (λ̂+
nα

2
)
∫
Sn

Yk,`(ξ)Yj,m(ξ)dξ,

où λ̂ est donné par λ̂ = k(k + n− 1) et le système (3.28) est alors diagonal.

Soulignons enfin que la solution du problème de Poisson-Dirichlet dansW 1
ω(Rn)

est donnée pour n ≥ 3 par

u(x) =
∞∑
k=0

dk∑
`=−dk

4

4k(k + n− 1) + n(n− 2)
〈f,Wk,`〉Wk,`(x). (3.41)
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3.4.2 Le cas bidimensionnel

Dans le cas bidimensionnel n = 2 et pour b(x) = 0, c(x) = 0 et A (x) = I, on a
le système (3.28) qui devient aussi diagonal en vertu de la condition (3.11). Alors
la solution dans ce cas est encore donnée par (3.41).

3.4.3 Le cas unidimensionnel

On suppose dans cette section, n = 1, de même que pour le cas n ≥ 2 dans le
but de simplifier les calculs on suppose b = c = 0.

Lemme 3.15 Soit (ξ1, ξ2) = (cos θ, sin θ), avec θ ∈]π/2, 5π/2[. On a,

M(ξ)∇ξ
“U(ξ) = (1− ξ2)

∂“U
∂θ

,

Si on pose en plus “U∗(ϕ) = “U(θ) où θ = 2ϕ+
3π

2
.

Alors,

a(u, v) = 1
2

∫ π/2

−π/2
{∂
“U∗
∂ϕ

∂“V ∗
∂ϕ
− “U∗.“V ∗ +

∂

∂ϕ
(tan(ϕ)“U∗“V ∗)}â∗(ϕ)dϕ.

et ∫
R
w(x)u(x)dx =

1√
2

∫ π/2

−π/2

“U∗(ϕ)

cosϕ
dϕ,

où, w(x) = 1/(1 + x2).

Preuve. Soit ξ1 = cos θ et ξ2 = sin θ, on sait que

∇ξ
“U(ξ) =

∂“U
∂θ
~eθ

où ~eθ = (
∂ξ1

∂θ
,
∂ξ2

∂θ
)t = (−ξ2, ξ1)t, d’autre part

M(ξ) = ((1− ξ2)− ξ2
1 , (1− ξ2)ξ1),

donc

M(ξ)∇ξ
“U(ξ) = (1− ξ2)

∂“U
∂θ

.
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Calculons maintenant a(u, v). En vertu de la relation (3.37)

a(u, v) =
∫
S1

[(1− ξ2)∂Û
∂θ
− α“U(ξ)ξ1]â(ξ)[(1− ξ2)∂V̂

∂θ
− α“V (ξ)ξ1]

(1− ξ2)2
dξ

=
∫ 5π/2

π/2
{∂
“U
∂θ

(θ)
∂“V
∂θ

(θ) + α2 cos θ2

(1− sin θ)2
“U(θ).“V (θ)

−α cos θ

1− sin θ

∂

∂θ
(“U“V )(θ)}â(θ)dθ

=
∫ 5π/2

π/2
{∂
“U
∂θ

∂“V
∂θ
− 1

4
“U.“V (θ) +

1

2

∂

∂θ
(

cos θ

1− sin θ
“U“V )(θ)}â(θ)dθ.

Effectuant maintenant le changement de variable,

θ = 2ϕ+
3π

2

qui donne

a(u, v) = 2
∫ π/2

−π/2
{1

4

∂“U∗
∂ϕ

∂“V ∗
∂ϕ
− 1

4
“U∗“V ∗ +

1

4

∂

∂ϕ
(

cos(2ϕ+ 3π
2

)

1− sin(2ϕ+ 3π
2

)
“U∗“V ∗)}â∗dϕ

=
1

2

∫ π/2

−π/2
{∂
“U∗
∂ϕ

∂“V ∗
∂ϕ
− “U∗“V ∗ +

∂

∂ϕ
(tanϕ.“U∗“V ∗)(ϕ)}â∗dϕ.

Et par ailleurs,

∫
R
w(x)u(x)dx =

1

2

∫
S1
“U(ξ)dξ =

1

2

∫ 5π/2

π/2
(1− sin θ)−1/2“U(θ)dθ =

1√
2

∫ π/2

−π/2

“U∗(ϕ)

cosϕ
dϕ.

�

Lemme 3.16 Pour Wk,1(x) = (x2 + 1)1/2 cos[(k + 1) arctanx+
kπ

2
], on a”W ∗

k,1(ϕ) =
√

2 cos((k + 1)ϕ+ kπ/2),

et

a(Wk,1,Wj,1) =
1

2

∫ π/2

−π/2
{â∗(ϕ)

∂’Wk,1

∗

∂ϕ

∂‘Wj,1

∗

∂ϕ
− (â∗(ϕ) + tanϕ

dâ∗

dϕ
)’Wk,1

∗
.‘Wj,1

∗
}dϕ.

(3.42)∫
R
w(x)Wk,1(x)dx =

∫ 1

−1

Ck(t)√
1− t2

dt. (3.43)
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Preuve. On sait que v̂(ξ) = (1− ξn+1)(2−n)/2v(s(ξ)) pour tout ξ ∈ Sn∗
donc ”Wk,1(ξ) = (1− ξ2)1/2Wk,1(s(ξ))

=
√

2 cos((k + 1) arctan
ξ1

1− ξ2

+ kπ/2)

=
√

2 cos((k + 1)ϕ+ kπ/2).

D’une autre part, on a

a(Wk,1,Wj,1) =
1

2

∫ π/2

−π/2
â∗(ϕ){∂

’Wk,1

∗

∂ϕ

∂‘Wj,1

∗

∂ϕ
−’Wk,1

∗
.‘Wj,1

∗

+
∂

∂ϕ
[tanϕ.’Wk,1

∗‘Wj,1

∗
]}dϕ.

Et∫ π/2

−π/2
â∗(ϕ)

∂

∂ϕ
[tanϕ.’Wk,1

∗‘Wj,1

∗
]}dϕ = −

∫ π/2

−π/2
tanϕ.’Wk,1

∗‘Wj,1

∗∂â∗

∂ϕ
dϕ,

d’où l’identité (3.42). De plus,

∫
R
w(x)Wk,1(x)dx =

1√
2

∫ π/2

−π/2

”W ∗
k,1(ϕ)

cosϕ
dϕ

=
∫ π/2

−π/2

cos[(k + 1)ϕ+ kπ
2

]

cosϕ
dϕ

=
∫ 1

−1

Ck(t)√
1− t2

dt.

La dernière égalité est obtenue en effectuant le changement de variable
t = cos(ϕ+ π/2) = − sinϕ. �

Cas particulier

Si on suppose que a est une constante alors, (3.42) devient

a(Wk,1,Wj,1) =
1

2
a
∫ π/2

−π/2
{∂
’Wk,1

∗

∂ϕ

∂‘Wj,1

∗

∂ϕ
−’Wk,1

∗
.‘Wj,1

∗
}dϕ.

En vertu de l’orthogonalité de la base {(Wk,1)k≥0}, on a

a(Wk,1,Wj,1) = 0 si k 6= j.
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Quand k = j alors

a(Wk,1,Wk,1) =
1

2
a
∫ π/2

−π/2


∣∣∣∣∣∣∂
’Wk,1

∗

∂ϕ

∣∣∣∣∣∣
2

− |’Wk,1

∗
|2
 dϕ

= a
∫ π/2

−π/2
(k + 1)2 sin2((k + 1)ϕ+

kπ

2
)dϕ

−a
∫ π/2

−π/2
cos2((k + 1)ϕ+

kπ

2
)dϕ

=
(k + 1)2 − 1

2
aπ. (3.44)

Et en vertu de la condition (3.11), le système (3.28) est encore diagonal. Dans ce
cas la solution du problème de Poisson Dirichlet dans W 1

w(R), est donnée par

u(x) =
∞∑
k=1

2

((k + 1)2 − 1)aπ
〈f,Wk,1〉Wk,1(x). (3.45)

Cas général

Pour calculer les coefficients de la matrice de régidité du système linéaire (3.28)
dans les cas où n = 1 et les fonctions a(x), b(x) et c(x) ne sont pas constantes, on
considère tout d’abord, les changements de variables suivants

h(x) = (x2 + 1)f(x), b̃(x) =
√
x2 + 1b(x), c̃(x) = (x2 + 1)c(x); x ∈ R.

En vertu de l’hypothèse (H3), on a∫
R

h(x)2

x2 + 1
dx < +∞, b̃ ∈ L∞(R), c̃ ∈ L∞(R). (3.46)

Maintenant, en utilisant l’écriture (3.22) pour les éléments de la base et en consi-
dérant le changement de variable

t =
x√
x2 + 1

on montre que

a(Wm,1,Wj,1) = NmNj

®∫ 1

−1
a(

t√
1− t2

)C ′m(t)C ′j(t)(1− t2)3/2dt (3.47)

+
∫ 1

−1
b̃(

t√
1− t2

)C ′m(t)Cj(t)(1− t2)1/2dt

+
∫ 1

−1
c̃(

t√
1− t2

)Cm(t)Cj(t)(1− t2)−1/2dt

´
.
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les coefficients a(Wm,1,Wj,1) sont calculés, en utilisant (3.52), ainsi que les formules

(sin θ)Cm(cos(θ)) = sin((m+ 1)θ),
(sin θ)3C ′m(cos(θ)) = sin((m+ 1)θ) cos(θ)− (m+ 1) cos((m+ 1)θ) sin θ.

3.5 Implémentation du cas unidimensionnel

On propose de donner ici quelques détails supplémentaires concernant l’implé-
mentation du cas unidimensionnel n = 1. Il s’agit alors, dans ce cas, de résoudre
l’équation différentielle

− d

dx
(a(x)

du

dx
) = f(x), pour x ∈ R, (3.48)

complétée par la condition ∫
R

u(x)

x2 + 1
dx = 0. (3.49)

Récapitulons les résultats obtenus dans les sections précédentes, pour le cas n = 1.
La formulation faible du problème (3.48) complété par la condition (3.49) dans
W 1
w(R) est

Trouver u ∈ W 1
w(R) tel que

∀v ∈ W 1
w(R), a?(u, v) = 〈f, v〉, (3.50)

où
a?(u, v) = a(u, v) + κ

Å∫
R
w(x)u(x)dx

ãÅ∫
R
w(x)v(x)dx

ã
,

et κ > 0 une constante.
La discrétisation du problème (3.50) est alors
Trouver uN ∈ HN tel que

a?(uN , vN) = 〈f, vN〉, ∀vN ∈ HN . (3.51)

On pose par ailleurs pour k ≥ 0

ηk =
∫ 1

−1

Ck(t)√
1− t2

dt.

Ainsi
ηk = 0 si k est impair

On conclut dans ce cas que

a?(Wk,1,Wj,1) =


(k + 1)2 − 1

2
aπ + κηkηj si k = j,

κηkηj si k 6= j.
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Rappelons que, lorsque a(x) est constante, les coefficients du système linéaire (3.28)
sont donnés par la relation (3.44) et lorsque a(x) n’est pas constante, les coefficients
sont donnés par la relation (3.47), en fonction des polynômes de Tchebychev de
seconde espèce. et les composantes du vecteur B du système linéraire (3.28) sont
donnés par

bk = 〈f,Wk,1〉, pour 0 ≤ k ≤ N.

Pour le calcul du vecteur B, on considérons le changement de variable suivant

h(x) = (x2 + 1)f(x).

En utilisant, la formule de quadrature de Gauss Tchebychev

∫ 1

−1
(1− t2)−1/2g(t)dt ≈

N?∑
i=1

%ig(cos(θi)), (3.52)

où
θi =

2i− 1

2N?
π, %i =

π

N?
; 1 ≤ i ≤ N?. (3.53)

On obtient

bk =
∫
R
f(x)Wk,1(x)dx = Nk

∫ 1

−1
h(

t√
1− t2

)Ck(t)(1− t2)−1/2dt. (3.54)

où Nk sont les constantes de normalisation des éléments de la base.

3.6 Résultats numériques

Dans le but de tester la performance de la méthode spectrale décrite dans ce
chapitre, on propose trois exemples dans R, où on va résoudre l’équation (3.48)
complétée par la condition (3.49), pour différentes formes de a(x). La formule de
quadrature (3.52) est utilisée pour N? = 10N .

Exemple 1. On considère l’équation (3.48) pour a = 1 et quand la solution
exacte est donnée par

u(x) =
x log(x2 + 1)

x2 + 1
. (3.55)

a étant une constante, elle vérifie l’hypothèse (H2). Le second membre f, de l’équa-
tion (3.48) est dans W−1

w (R), puisque la solution u ∈ W 1
w(R). Notons, de plus que

∫
R

u(x)

x2 + 1
dx =

∫
R

uN(x)

x2 + 1
dx = 0.
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Figure 3.1 – Solution exacte et approximative

La figure 3.1, montre que les courbes de la solution exacte et la solution approxi-
mative, quand N = 150, se superposent.
Les figures 3.3 et 3.5, illustrent la décroissance, respectivement des erreurs relatives

‖u− uN‖W 0
−1(R)

‖u‖W 0
−1(R)

et
‖∇(u− uN)‖L2(R)

‖∇u‖L2(R)

, (3.56)

en fonction du paramètre de discrétisation N . Si on calcule (dans une echelle lo-
garithmique) les pentes des courbes représentatives des deux erreurs on trouve
qu’elles sont approximativement égales à −1.16. Donc les deux erreurs se com-
portent de la même façon que N−1.16, ce qui est en accord avec les estimations
prévues par le Théorème 3.4.

Example 2. On considère maintenant l’équation (3.48 ) lorsque le coefficient
a(x) oscille, on pose

a(x) = 1 +
1

2
cos (2x).

a(x) ainsi choisit, vérifie l’hypothèse (H2) , en effet

∀x, ξ ∈ R, a(x) ∈ L∞(R) puisque |a(x)| ≤ 3

2
et a(x)ξ2 ≥ 1

2
ξ2.
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la fonction f est choisie telle que la solution exacte prend la valeur

u(x) =
sinx

(x2 + 1)3/2
∈ W 1

w(R).

Donc f vérifie l’hypothèse (H1) et u ainsi choisit vérifie la condition (3.49), puis-
qu’elle est impaire. Dans cet exemple aussi, on constante sur la figure 3.2 l’efficacité
de la méthode numérique proposée.
Les figures 3.3 et 3.5, illustrent la décroissance des erreurs relatives (3.56). De la
même façon que pour l’exemple précédent on montre aisement que les deux erreurs
décroient comme N−1.

Figure 3.2 – Solution exacte et approximative.

Example 3. On considère dans ce dernier exemple, l’équation (3.48) où le coef-
ficient a est discontinu et donné par

a(x) =

®
1 si |x| ≤ 1,
a0 si |x| > 1,

avec a0 > 0 une constante. Le terme à droite étant donné par

f(x) = 3
x

(1 + x2)5/2
.
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Figure 3.3 – Erreur relative logarithmique de la solution, pour les trois exemples
en fonction de lnN .

De même que pour les exemples précédents, on montre aisément que a(x) vérifie
l’hypothèse (H2) et que f vérifie (H1). La solution de l’équation (3.48) complétée
par la condition (3.49) est

u(x) = a(x)−1u0(x) + u1(x) pour x ∈ R, |x| 6= 1,

où
a(x)−1u0(x) = a(x)−1 x

(x2 + 1)1/2
∈ W 1

0 (R),

est une solution de l’équation (3.48), qui vérifie la condition (3.49). Alors que u1

est la solution de l’équation homogène

− d

dx
(a(x)

du

dx
) = 0, (3.57)

choisie telle que u ∈ W 1
0 (R) et satisfait (3.49). Puisque u et au′ doivent être

continues en ±1, on peut montrer que

u1(x) =


0 si |x| ≤ 1,
k0 si x > 1,
−k0 si x < −1,

(3.58)
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avec k0 = (1− a−1
0 )u0(1). En effet,

puisque u1 est solution de l’équation (3.57), alors c’est une fonction affine par
morceaux. Et du fait que u(x) et a(x)−1u0(x) appartiennent àW 1

0 (R), alors u1 aussi
est dans W 1

0 (R). Or les seules fonctions affines dans W 1
0 (R) sont les constantes.

On conclut que

u1(x) =


k1 si x < −1,
k2 si |x| ≤ 1,
k3 si x > 1,

D’une autre part, pour que u vérifie la condition (3.49), il suffit que u1 la vérifie
puisque, on a ∫

R

a(x)−1u0(x)

x2 + 1
dx = 0,

on obtient, alors
k1 + k3 + 2k2 = 0. (3.59)

Comme u et au′ doivent être continues en ±1, on déduit

u0(1) + k2 =
u0(1)

a0

+ k3. (3.60)

−u0(1)

a0

+ k1 = −u0(1) + k2. (3.61)

En résolvant le système d’équation (3.59)+(3.60)+(3.61), on obtient (3.58). Notons
que u n’est pas très régulière, puisqu’elle n’appartient pas à H2

loc(R).
Sur la figure 3.4, on constate que les courbes de la solution exacte et la solution
approximative se superposent pour a0 = 10 et N = 100.
Sur la figure 3.3 on a la décroissance de l’erreur relative

‖u− uN‖W 0
−1(R)

‖u‖W 0
−1(R)

,

qui est equivalente aux variations de N−1.15.
Et sur la figure 3.5 on a la décroissance de l’erreur relative

‖∇(u− uN)‖L2(R)

‖∇u‖L2(R)

,

qui est pareille à celle de
√
N .

Ces résultats ne sont pas incompatibles avec les estimations du Théorème 3.4,
puisque la solution n’est pas assez régulière.
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Figure 3.4 – Solution exacte et approximative.

Figure 3.5 – Erreur relative logarithmique du gradient pour les trois exemples en
fonction de lnN .
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Conclusion

Les résultats numériques, proposés dans cette dernière section, montrent la
convergence et l’efficacité de la méthode, et confirment la précision de l’estimation
d’erreur établie dans le Théorème 3.4. La méthode spectrale exposée, dans ce
chapitre, peut facilement être appliquée à plusieurs types d’équations aux dérivées
partielles et en dimensions quelconques. En particulier, elle permet de résoudre
des équations à coefficients non constants. Elle permet également d’éviter toute
troncature du domaine non borné.
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Chapitre 4

Méthode des éléments finis inversés
pour l’équation de Helmholtz

Ce chapitre est consacré à l’approximation de l’équation de Helmholtz en di-
mension 3 dans le domaine extérieur, avec la condition de radiation de Sommerfeld
à l’infini, par la méthode des éléments finis inversés (BIFEM), due à Boulmezaoud
dans[17]. On commence par rappeller deux approches existantes pour effectuer une
telle approximation. La première repose sur la troncature du domaine extérieur,
en un domaine fini obtenu en entourant le domaine borné par une sphère de rayon
r fini, formant ainsi une frontière artificielle au delà de laquelle on utilise des élé-
ments dits infinis ; {[42], [43], et [41]}. La seconde approche consiste à utiliser la
représentation intégrale pour les équations de Laplace et de Helmholtz [65]. On
présente ensuite en détail la méthode des éléments finis inversés (BIFEM), qu’on
appliquera pour l’implémentation du problème de Helmholtz après une reformula-
tion adéquate.

80
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4.1 Deux méthodes numériques existantes en do-
maines non bornés

4.1.1 Méthodes des éléments infinis

Cas de l’équation de Laplace

Considérons l’équation de Laplace : Trouver une fonction u(x) satisfaisant

−∆u = 0, dans Ωe

∂u

∂n
= g̃, |x| = 1

lim
|x|→∞

u(x) = 0,

où
Ωe = {x ∈ R3; |x| > 1}.

On multiplie l’équation de Laplace par une fonction test v ∈ V et on intègre par
parties sur Ωe, on obtient la formulation : Trouver u ∈ V tel que

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ V (4.1)

V étant le complété de V par rapport à la semi-norme |.|.

a(u, v) =
∫
|x|>1
∇u∇vdx, l(v) =

∫
|x|=1

g̃vdx

et le théorème de Riez assure alors l’existence d’une solution unique pour le pro-
blème (4.1), qui dépend continûment de la fonction g̃. Puisque le domaine extérieur
Ωe est le complété de la sphère unité, il convient d’utiliser les coordonnées sphé-
riques.
Une résolution détaillée de cette équation est présentée dans [41], où la solution
est donnée sous la forme

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

u`,mY`,m(θ, ϕ)
1

r`+1
,

en fonction de Y`,m, qui sont les harmoniques sphériques.
La forme de la solution, provenant de la séparation des variables, a motivé la
construction de l’élément infini. Pour un triangle curviligne donné sur la sphère,
on définit l’élément infini correspondant par : Si“T 3 (ξ1, ξ2) 7−→ x(ξ1, ξ2) ∈ Sn
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est une fonction qui associe à tout triangle de référence “T le triangle curviligne T
sur la suface, la transformation qui définit l’élément infini est comme suit

K̂ = “T × [0,∞) 3 (ξ1, ξ2, ξ3) 7−→ ξ3x(ξ1ξ2) ∈ Ωe.

La fonction de base générale est donnée par

Nk(ξ3, ξ1, ξ2) = Nk(i,j)(ξ3, ξ1, ξ2) = ψj(r)ϕi(ξ1, ξ2) i, j > 1,

où, ϕi(ξ1, ξ2) est la fonction de base l’élément de référence en 2D, ψj(ξ3) = ψj(r)
la fonction de base en 1D de la coordonnée radiale telle que

ψj(r) = r−j pour tout j ≥ 1,

j correspond au degré de liberté dans la direction radiale et i correspond au degré
de liberté sur la surface du triangle.
Avec le nombre N, fixé, (en pratique< 10), du point de vu calculatoire, le problème
(4.1) est équivalent à la résolution d’un système de N (2D) équations sur la sphère
et par conséquent les éléments finis standards en 2D peuvent être utilisés.
Pour avoir une estimation de l’erreur d’interpolation, posons la solution exacte
sous la forme u = u(ξ, r) ;

u(ξ1, ξ2, r) =
∞∑
n=1

r−ngn(ξ1, ξ2),

où (ξ1, ξ2) est le système de coordonnées curvilignes sur la sphère, r la distance à
l’origine. Le système de coordonnées curvilignes à l’extérieur de la sphère est défini
par

r = r(ξ1, ξ2, r) = rx(ξ1, ξ2).

Le taux de convergence peut être estimé par la construction d’une suite d’approxi-
mations ωh de la solution exacte sous la forme

ωh =
N∑
n=1

r−nghpn (ξ1, ξ2),

où ghpn sont des hp-approximations internes de gn.
Il s’ensuit, en utilisant l’inégalité triangulaire que

|u− ωh|1 ≤
N∑
n=1

∣∣∣r−n(gn − ghpn )
∣∣∣
1

+

∣∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

r−ngn

∣∣∣∣∣∣
1

. (4.2)

Si on pose εn(ξ1, ξ2, r) = r−n(gn − ghpn )(ξ) on a

|εn|21 =
∫

Ωe
|∇εn|2 dΩe =

∫ ∞
1

∫
S
|∇εn|2r2 drdS,
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où

|∇εn|2 = r−2n−2
∣∣∣∇S(gn − ghpn )

∣∣∣2 + n2r−2n−2(gn − ghpn )2,

alors

|εn|21 =
1

2n− 1
|gn − ghpn |21,S +

n2

2n− 1
‖gn − ghpn ‖2

S.

Ainsi, le premier terme dans l’estimation (4.2) est majoré par

N∑
n=1

Ç
1

2n− 1
|gn − ghpn |21,S +

n2

2n− 1
‖gn − ghpn ‖2

S

å 1
2

.

Si on suppose que ∆Sg ∈ L2(S) où ∆S est l’opérateur de Laplace-Beltrami sur la
sphère unité, le second terme dans (4.2) est alors estimé par

1

(N + 1)(N + 2)
‖∆Sg‖S.

Cas de l’équation de Helmholtz

On rappelle d’abord quelques notations.
Ω ⊂ R3 désigne le domaine occupé par la dispersion contenu dans la sphère unité.
Ωe = R3 − Ω, le domaine extérieur au dispersement.
ΓS = {x ∈ R3; |x| = 1}, la surface de la sphère unité.
Ωe

S = {x ∈ R3; |x| > 1}, le domaine extérieur à la sphère unité.
Γ = ∂Ω, la surface de dispersion.
ΩS = {x ∈ R3; |x| ≤ 1} − Ω, le domaine entre la sphère unité et la dispersion. On
s’intéresse à la résolution du problème : Trouver u = u(x) tel que

−∆u− k2u = 0, dans Ωe

∂u

∂n
= g, sur Γ∣∣∣∣∣∂u∂n − iku

∣∣∣∣∣ = o

Ç
1

r2

å
pour r assez grand

(4.3)

k étant le nombre onde. On introduit d’abord le domaine extérieur tronqué,

Ωe
γ = {x ∈ R3; |x| < γ} ∩ Ωe

Ωe
γ tend vers Ωe quand γ tend vers l’infini.

Dans le cas d’un domaine extérieur sphérique, Ωe
γ est réduit à

Ωe
γ = {x ∈ R3; 1 < |x| < γ} avec γ assez grand.
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En multipliant l’équation de Helmholtz par une fonction test v (v) et en substituant
la condition de sommerfeld sous la forme

∂u

∂r
= iku+ ϕ(x) avec ϕ(x) = O

Ç
1

r2

å
,

après intégration par parties, on obtient∫
Ωeγ

∇u∇v dΩe
γ − k2

∫
Ωeγ

uv dΩe
γ − ik

∫
Sγ
uv dSγ =

∫
∂Ωe

gv dS +
∫
Sγ
ϕv dSγ,

∫
Ωeγ

∇u∇v dΩe
γ − k2

∫
Ωeγ

uv dΩe
γ − ik

∫
Sγ
uv dSγ =

∫
∂Ωe

gv dS +
∫
Sγ
ϕv dSγ.

Par passage à la limite quand γ −→∞, on trouve∫
Ωe
∇u∇v dΩe − k2

∫
Ωe
uv dΩe − ik lim

γ→∞

∫
Sγ
uv dSγ

=
∫

Γ
gv dS + lim

γ→∞

∫
Sγ
ϕv dSγ,

∫
Ωe
∇u∇v dΩe − k2

∫
Ωe
uv dΩe − ik lim

γ→∞

∫
Sγ
uv dSγ

=
∫

Γ
gv dS + lim

γ→∞

∫
Sγ
ϕv dSγ.

La théorie générale dans [56] montre que l’ordre le plus bas pour u |ΩeS est de la
forme

u0(x)
exp(ikr)

r
; x ∈ ΓS,

contrairement à l’équation de Laplace qui est de l’ordre r−1. Par conséquent ni u
ni son gradient ∇u ne sont L2-intégrable dans le domaine extérieur.
Pour remedier à ce problème deux techniques ont été proposées. La première ap-
proche a été proposée par Leis [56] et étudiée dans {[5], [34], [33], [43]} ; elle consiste
à résoudre l’équation de Helmholtz dans un espace de Sobolev à poids approprié.
La seconde approche a été proposée par Burnett [26] et étudiée et comparée à
celle de Leis dans [41] ; elle consiste à interpréter les intégrales au sens de la valeur
principale de Cauchy.

Méthode de Leis

La méthode de Leis utilise des fonctions test de l’ordre O(r−3) dans Ωe
S, ce

qui rend l’interprétation des intégrales possible, seulement ce choix ne permet pas
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de construire la condition de Sommerfeld dans la formulation faible, ce qui nous
amène à l’inclure directement dans l’espace nécessaire. Ainsi on définit l’espace de
Sobolev à poids

H1
ω(Ωe) = {u; ‖u‖1

ω <∞},
où ‖u‖1

ω est la norme correspondante au produit scalaire

(u, v)1
ω =

∫
Ωe

(ωuv + ω∇u∇v)dΩe +
∫

Ωe

Ç
∂u

∂r
− iku

å(
∂v

∂r
− ikv

)
dΩe.

On s’intéresse à deux choix particuliers de poids

ω(x) =

 1 pour r = |x| ≤ 1
1

r2
pour r = |x| > 1

et ω∗(x) =

®
1 pour r = |x| ≤ 1
r2 pour r = |x| > 1

et la formulation variationnelle : Trouver u ∈ H1
ω(Ωe) tel que∫

Ωe
∇u∇v dΩe − k2

∫
Ωe
uv dΩe =

∫
∂Ωe

gv dS ∀v ∈ H1
ω∗(Ω

e),

∫
Ωe
∇u∇v dΩe − k2

∫
Ωe
uv dΩe =

∫
∂Ωe

gv dS ∀v ∈ H1
ω∗(Ω

e).

L’existence et l’unicité ont été montrées dans [56].

Méthode de Burnett

Cette méthode est basée sur le fait que la solution u ainsi que la fonction test
v sont représentées à l’extérieur de la sphère par

u(r, θ, φ) =
exp(ikr)

r
u0(θ, φ) + U(r, θ, φ),

v(r, θ, φ) =
exp(ikr)

r
v0(θ, φ) + V (r, θ, φ),

(4.4)

où (r, θ, φ) sont les coordonnées sphériques, U et V sont dans H1(Ωe
S).

La fonction u sous cette forme satisfait la condition de sommerfeld.

La formulation variationnelle du problème de Helmholtz est alors :
Trouver U ∈ H1

ω(Ωe) tel que∫
Ωe
∇u∇v dΩe − k2

∫
Ωe
uv dΩe − ik lim

γ→∞

∫
Sγ
uv dSγ =

∫
∂Ωe

gv dS ∀v ∈ H1
ω(Ωe),

∫
Ωe
∇u∇v dΩe − k2

∫
Ωe
uv dΩe − ik lim

γ→∞

∫
Sγ
uv dSγ =

∫
∂Ωe

gv dS ∀v ∈ H1
ω(Ωe).
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Et la solution de l’équation de Helmholtz se présente sous la forme

u(r, θ, φ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

hn(kr)Pm
n (cos θ) (An,m cos(mφ) +Bn,m sin(mφ)) ,

où Pm
n (cos θ) sont les polynômes de Legendre et hn(kr) sont les fonctions de Hankel

de première espèce [61].
En supposant que la condition au bord de Neumann dans (4.3) s’écrit

g(θ, φ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

Pm
n (cos θ)

Ä
Ãn,m cos(mφ) + B̃n,m sin(mφ)

ä
.

Les coefficientsAn,m et Bn,m sont alors calculés de la même façon que pour le
problème de Laplace [43], soient

An,m = − Ãn,m
∂hn(kr)

∂r
|r=1

et Bn,m = − B̃nm

∂hn(kr)

∂r
|r=1

.

L’élément infini pour la formulation conjuguée est le même que pour la formula-
tion non conjuguée, les seules différences résultent dans l’utilisation du complexe
conjugué et différentes puissances dans le dénominateur des fonctions de base ra-
diales.
Les fonctions de base pour l’approximation de la solution u sont

ψj(r) =
exp(ikr)

rj
j ≥ 1.

Pour les fonctions test Leis a proposé

ψ̃j(r) =
exp(ikr)

rj+2
j ≥ 1,

et Burnett a proposé

ψ̃j(r) =
exp(ikr)

rj
j ≥ 1.

La différence entre la version conjuguée et non conjuguée a été étudié dans [69]
pour un problème en 2D, et dans [41] pour l’approche proposée par Burnett. Deux
questions ont été prises en considération pour l’étude ; l’intégrabilité au sens de
Lebesgue et l’elimination de l’intégrale rajoutée provenant de la condition de Som-
merfeld.
L’intégration des fonctions de base dans la direction radiale donne les intégrales∫ ∞

1

exp(ikr) exp(−ikr)
rj

dr =
1

j − 1
j ≥ 2,
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pour la formulation conjuguée et∫ ∞
1

exp(ikr) exp(ikr)

rj
dr =

∫ ∞
1

exp(2ikr)

rj
dr j ≥ 2,

pour la formulation non conjuguée.

Pour étudier la convergence de la méthode E.I. pour l’approche de Leis [43],
on cherche une approximation de la solution u(N) sous la forme

u(N)(x, r) =
N∑
n=0

Xn(r)un(x), (4.5)

où Xn(r) désigne la fonction de Hankel de 1ère espèce normalisée. Les fonctions
test sont approximées par différentes fonctions dans la direction radiale

vN(x, r) =
N∑
n=0

X̂n(r)vn(x) =
N∑
n=0

Xn(r)

r2
vn(x) (4.6)

avec X̂n(r) =
Xn(r)

r2
, afin d’assurer l’intégrabilité au sens de Lebesgue.

L’approche est basée sur la formulation variationnelle dans [41] :
Trouver u ∈ H1

ω(Ω) tel que∫
Ω
∇u∇v dΩ− k2

∫
Ω
uv dΩ =

∫
S
gv dS ∀v ∈ H1

ω∗(Ω), (4.7)

où ω =
1

r2
et ω∗ = r2,

H1
ω(Ω) = {u : Ω −→ C ; ‖u‖ω <∞}

avec la norme ‖u‖2
ω =

∫
Ω
ω(|u|2 + |∇u|2) dΩ,

H1
ω∗(Ω) = {u : Ω −→ C ; ‖u‖ω∗ <∞}

avec la norme ‖u‖2
ω∗ =

∫
Ω
ω∗(|u|2 + |∇u|2) dΩ.

Notons que la condition de Sommerfeld n’est pas prise en compte dans l’espace
puisqu’elle n’est pas nécessaire pour l’étude de l’erreur d’approximation.
Substituons maintenant (4.5) et (4.6) dans (4.7), on obtient alors :
Trouver (u1, · · · , uN) ∈ H1(S) = H1(S)× · · · ×H1(S), (N fois), tel que

N∑
n=0

∫ ∞
1

1

r
XnXm dr

∫
S
∇Sun∇Svn dS

+

(∫ ∞
1

X ′n

(
Xm

r2

)′
r2 dr − k2

∫ ∞
1

XnXm dr

)∫
S
unv dS

= Xm(1)
∫
S
gv dS ∀v ∈ H1(S); m = 0, N. (4.8)
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Pour estimer l’erreur ‖u(N)
h − u‖, on utilise l’inégalité triangulaire

‖u(N)
h − u‖ ≤ ‖u(N)

h − u(N)‖+ ‖u(N) − u‖.

Convergence de u(N) vers u

Supposons que dans (4.5) on a

un(x) =
∞∑
`=0

un,`Y`(x) un,` ∈ C

et posons v = Yj(x) dans (4.8), on obtient
N∑
n=0

{j(j + 1)
∫ ∞

1

1

r2
XnXm dr +

∫ ∞
1

X ′n

Ç
Xm

r2

å′
r2 dr

−k2
∫ ∞

1
XnXm dr}un,k = Xm(1)‖gj‖L2(S); m = 0, N. (4.9)

On a donc,

uj(r) ≈ u
(N)
j (x) =

N∑
n=0

un,jXn(r) et v(r) ≈
N∑
m=0

vm,j
Xm(r)

r2
.

Et
‖u− u(N)‖2

1,ω =
∞∑

j=N+1

‖Xj −X(N)
j ‖j,E‖gj‖2

L2(S), (4.10)

où X(N)
j est la solution du système (4.9) avec ‖gj‖L2(S) = 1 et

‖u‖2
j,E =

∫ ∞
1
|u′|2 dr + j(j + 1)

∫ ∞
1

1

r2
|u|2 dr +

∫ ∞
1
|u|2 dr. (4.11)

Ainsi l’estimation de ‖u − u(N)‖ posée en 3D, devient une estimation en 1D de
‖Xj −X(N)

j ‖ des fonctions de Hankel de première espèce.

Convergence de u(N)
h vers u(N)

Le problème (4.8) est défini dans l’espace H1(S) où la forme sesquilinéaire peut
être décomposée en somme de forme définie positive et une pertubation compacte,
par conséquent l’analyse de convergence standard s’applique.
Etudions maintenant la convergence de la méthode E.I. pour l’approche de Bur-
nett.
L’approximation (4.5) est maintenant utilisée pour les deux fonctions u et v

u(N)(x, r) =
N∑
n=0

Xn(r)un(x), v(N)(x, r) =
N∑
n=0

Xn(r)vn(x). (4.12)
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L’approche est basée sur la formulation variationnelle dans [26], soit

lim
γ→∞

Ç∫
Ωγ
∇u∇v dΩγ − k2

∫
Ωγ
uv dΩγ − ik

∫
Sγ
uv dSγ

å
=
∫
S
gv dS + lim

γ→∞

∫
Sγ
ϕv dSγ, (4.13)

où Ωγ = {(x, r);x ∈ S et 1 < r < γ}.
On choisit v = Xm(r)v(x), et on remplace (4.12) dans (4.13), on obtient après une
intégration par parties et passage à la limite quand γ tend vers l’infini

N∑
n=0

∫ ∞
1

XnXm dr
∫
S
∇Sun∇Sv dS

+
Å
−n(n+ 1)

∫ ∞
1

XnXm dr +Xm(1)
ã ∫

S
unv dS

= Xm(1)
∫
S
gv dS ∀v ∈ H1(S), m = 0, N.

Convergence de u(N) vers u

Comme pour l’approche de Leis, on écrit un(x) sous la forme

un(x) =
∞∑
`=1

un,`Y`(x) un,` ∈ C ,

et on pose v = Yj(x), pour avoir à la fin
N∑
n=0

ß
(j(j + 1)− n(n+ 1))

∫ ∞
1

XnXm dr +Xm(1)
™
un,j

= Xm(1)‖gj‖L2(S) m = 0, N.

En introduisant une approximation de la solution X(N)
j , on obtient une représen-

tation de la forme (4.10).

4.1.2 Méthode de la représentation intégrale

On considère ici uniquement l’équation de Helmholtz, complétée avec une
condition de rayonnement, de type Sommerfeld, à l’infini. Soit Γ une surface bor-
née et régulière, découpant R3 en deux ouverts, un ouvert borné noté Ωi et un
ouvert non borné noté Ωe, appelé domaine extérieur. On rappelle que la solution
élémentaire de l’équation de Helmholtz dans R3 associée à la condition d’onde
sortante est

E(x) =
1

4π

eikr

r
avec r2 = x2

1 + x2
2 + x2

3.
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Définition 4.1 On appelle potentiel de simple couche, l’expression intégrale sui-
vante

u(y) =
∫

Γ
E(x− y)q(x) dγ(x). (4.14)

On appelle potentiel de double couche, l’expression intégrale suivante

u(y) =
∫

Γ

∂E

∂nx
(x− y)ϕ(x) dγ(x). (4.15)

Ces deux types de potentiels génèrent des fonctions qui satisfont l’équation de
Helmholtz dans (Ωi ∪ Ωe) ainsi que la condition de radiation à l’infini.

Théorème 4.2 – Le potentiel de simple couche (4.14) est continu en y à la
traversée de la surface Γ et sa valeur est

u(y) =
∫

Γ
E(x− y)q(x) dγ(x); y ∈ Γ, si q(x) ∈ C 0(Γ),

sa dérivée normale est discontinue à travers Γ, ses valeurs sur Γ sont

∂u

∂n
|int (y) =

q(y)

2
+
∫

Γ

∂

∂ny
E(x− y)q(x) dΓ(x),

∂u

∂n
|ext (y) = −q(y)

2
+
∫

Γ

∂

∂ny
E(x− y)q(x) dΓ(x).

– Le potentiel de double couche (4.15) est discontinu à la traversée de la surface
Γ. Si ϕ ∈ C 0(Γ) ses valeurs sont

uint(y) = −ϕ(y)

2
+
∫

Γ

∂

∂nx
E(x− y)ϕ(x) dΓ(x),

uext(y) =
ϕ(y)

2
+
∫

Γ

∂

∂nx
E(x− y)ϕ(x) dΓ(x).

La dérivée normale d’un potentiel de double couche est continue, on la note
formellement par

∂u

∂n
(y) =

∮
Γ

∂2E

∂nx∂ny
(x− y)ϕ(x) dΓ(x).

Le noyau associé est singulié en 1/|x− y|3 et est non intégrable. Par conséquent,
toute somme de potentiels de simple couche de densité q et de double couche de

densité ϕ est telle que q =

ñ
∂u

∂n

ô
et ϕ = [u].



4.1 Deux méthodes numériques existantes en domaines non bornés 91

Théorème 4.3 (Théorème de représentation)
Soit u la fonction vérifiant

∆u+ k2u = 0 dans Ωi

∆u+ k2u = 0 dans Ωe

avec, k = 0 une valeur autorisée,

u ∈ H =

®
u;

u√
1 + r2

∈ L2(Ωe),
∇u√
1 + r2

∈ L2(Ωe),
∂u

∂r
− iku ∈ L2(Ωe)

´
,

et les traces uint et uext,
∂u

∂n
|int et

∂u

∂n
|ext appartiennent à C 0(Γ).

On pose

[u] = uint − uext, et
ñ
∂u

∂n

ô
=
∂u

∂n
|int −

∂u

∂n
|ext .

Pour y /∈ Γ, on a la représentation

u(y) =
∫

Γ
E(x− y)

ñ
∂u

∂n
(x)

ô
dΓ−

∫
Γ

∂

∂nx
(E(x− y))[u(x)] dΓ.

Pour y ∈ Γ, on a la représentation

uint + uext
2

=
∫

Γ
E(x− y)

ñ
∂u

∂n
(x)

ô
dΓ−

∫
Γ

∂

∂nx
(E(x− y))[u(x)] dΓ.

Considérons maintenant, les opérateurs intégraux, définis et à valeurs sur Γ, sui-
vants

Su =
∫

Γ
E(x− y)u(x) dΓ,

Du =
∫

Γ

∂

∂nx
E(x− y)u(x) dΓ,

D∗u =
∫

Γ

∂

∂ny
E(x− y)u(x) dΓ,

Nu =
∮

Γ

∂2

∂nx∂ny
E(x− y)u(x) dΓ.

D étant le transposé de D∗.

Pour résoudre le problème de Dirichlet intérieur et extérieur, il suffit de traduire
la condition limite. L’inconnue auxiliaire q doit satisfaire∫

Γ
E(x− y)q(x) dΓ(x) = ud(y); y ∈ Γ, (4.16)
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ou encore
Sq = ud.

Cette équation puisqu’elle donne la solution du problème intérieur n’est pas inver-
sible lorsque −k2 est valeur propre, du problème de Dirichlet, pour le laplacien.
Elle résout aussi le problème extérieur de Dirichlet qui a toujours une solution
unique. L’opérateur est inversible en dehors de ces valeurs critiques.

Pour résoudre les problèmes de Dirichlet intérieur et extérieur il suffit d’exprimer
les valeurs de uint et uext par

−ϕ(y)

2
+
∫

Γ

∂

∂nx
E(x− y)ϕ(x) dΓ = ud(y); y ∈ Γ (pb. int.) (4.17)

ϕ(y)

2
+
∫

Γ

∂

∂nx
E(x− y)ϕ(x) dΓ = ud(y); y ∈ Γ (pb. ext.) (4.18)

ou encore Ç
−I

2
+D

å
ϕ = ud (pb. int.) (4.19)Ç

I

2
+D

å
ϕ = ud (pb. ext.) (4.20)

L’équation (4.19) n’est pas inversible si −k2 est valeur propre, du problème de
Dirichlet intérieur, pour le laplacien. L’équation (4.20) n’est pas inversible si −k2

est valeur propre, du problème de Neumann intérieur, pour le laplacien et il est
inversible sinon.

D’après le théorème de représentation, l’opérateur N résout les deux problèmes
intérieur et extérieur de Neumann, l’équation intégrale associée est formellement

∮
Γ

∂2

∂nx∂ny
E(x− y)ϕ(x) dΓ = −un(y); y ∈ Γ, (4.21)

ou encore
Nϕ = −un.

L’opérateur N n’est pas inversible si −k2 est valeur propre du problème de Neu-
mann intérieur. Il est inversible en dehors de ces valeurs.

Pour résoudre le problème de Neumann intérieur et extérieur, on pose

q(y)

2
+
∫

Γ

∂

∂ny
E(x− y)q(x) dΓ = un(y); y ∈ Γ (pb. int.)

−q(y)

2
+
∫

Γ

∂

∂ny
E(x− y)q(x) dΓ = un(y); y ∈ Γ (pb. ext.)
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ou encore Ç
I

2
+D∗

å
q = un (pb. int.) (4.22)Ç

−I
2

+D∗
å
q = un (pb. ext.) (4.23)

L’équation intégrale (4.23) n’a pas de solution quand −k2 est valeur propre, du
problème de Dirichlet intérieur, pour le laplacien, l’opérateur associé est inversible
en dehors de ces valeurs.
L’équation intégrale (4.22) n’est pas inversible lorsque −k2 est valeur propre, du
problème de Neumann intérieur, pour le laplacien, elle est inversible en dehors de
ces valeurs.
Remarque. Toutes les représentations plus haut mènent à des opérateurs non
inversibles pour certaines valeurs de k, dans le but de remédier à cela, Brakhage
et Werner proposent de considerer u sous forme de somme de potentiels de simple
couche et double couche, i.e.

u(y) =
1

4π

∫
Γ

[
iα
eik|x−y|

|x− y|
− ∂

∂nx

eik|x−y|

|x− y|

]
q(x) dΓ.

Ce potentiel satisfait, d’après le théorème de représentation ,
ñ
∂u

∂n
− iαu

ô
Γ

= 0.

Le problème intérieur associé est
∆u+ k2u = 0,Ç
∂u

∂n
− iαu

å
Γ

= 0,

qui n’admet pas de valeurs propres pour α réel. Ce potentiel mène à un opérateur
inversible quelque soit k.

Formulation variationnelle

L’équation intégrale (4.16) résout les problèmes intérieur et extérieur de Diri-
chlet, elle a pour expression

1

4π

∫
Γ

eik|x−y|

|x− y|
q(x) dΓ = ud; y ∈ Γ. (4.24)

Théorème 4.4 L’équation (4.24) admet la formulation

1

4π

∫
Γ

∫
Γ

eik|x−y|

|x− y|
q(x)qt(y) dΓ(x)dΓ(y) =

∫
Γ
ud(y)qt(y) dΓ(y) ∀qt ∈ H−

1
2 (Γ).
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L’opérateur S associé est un isomorphisme de H−
1
2 (Γ) dans H

1
2 (Γ) quand −k2

n’est pas valeur propre, du problème de Dirichlet intérieur, pour le laplacien.

Théorème 4.5 L’opérateur −N donné par (4.21) est un isomorphisme de H
1
2 (Γ)

dans H−
1
2 (Γ), lorsque −k2 n’est pas valeur propre, pour le problème intérieur de

Neumann, pour le laplacien. Il admet la formulation variationnelle suivante

−Nϕ =
1

4π
[−
∫

Γ

eik|x−y|

|x− y|
∆Γϕ(x) dΓ

+
∫

Γ

(
∇Γϕ(x).∇Γ

eik|x−y|

|x− y|

)
(1− (nx.ny)) dΓ

+
∫

Γ

∂

∂nx

(
eik|x−y|

|x− y|

)
(∇Γϕ(x).ny) dΓ

−k2
∫

Γ

eik|x−y|

|x− y|
ϕ(x)(nx.ny) dΓ].

4.2 Méthode des éléments finis inversés (BIFEM)
et équation de Helmholtz

On propose ici une description de la méthode des éléments finis inversés, (BI-
FEM). Elle repose sur la subdivision du domaine infini en deux sous-domaines, le
premier borné où on peut utiliser les éléments finis standards et le second non borné
qu’on peut ramener à un domaine borné par une inversion polygonale adéquate.
Les avantages de la BIFEM sont multiples. On cite l’absence de toute frontière
artificielle, la quasi-indépendance par rapport au problème traité, les faibles tailles
des systèmes linéaires qui en résultent.

4.2.1 Présentation de la méthode BIFEM

On considère un problème variationnel type de la forme

Trouver u ∈ W tel que a(u, v) = `(v) ∀v ∈ W ,

où W est un espace à poids et a(., .) une forme bilinéaire sur W coercive.
La méthode de Galerkin consiste à remplacer le problème continu par un problème
approché de la forme

Trouver uh ∈ Wh tel que a(uh, vh) = `(vh) ∀vh ∈ Wh,
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oùWh ⊂ W est un espace de dimension finie dont les fonctions approchent celles de
W. Puisque la forme bilinéaire a(., .) est coercive, le lemme de Céa est applicable, et
l’erreur entre la solution exacte et la solution approchée est controlée par l’erreur
d’interpolation. On a

‖u− uh‖W ≤ c inf
vh∈Wh

‖u− vh‖W .

Dans ce qui suit W est l’espace à poids

H1,p
α (Ω) = {u ∈ D ′(Ω);∀|λ| ≤ m, 〈x〉α+|λ|Dλu ∈ Lp(Ω)}. (4.25)

Construction de l’espace Wh

La première idée pour construire Wh est la subdivision de Ω en deux sous
domaines Ω0 borné où la méthode des éléments finis classique est utilisée et Ω∞
non borné qui sera transformé en un domaine borné par le biais d’une application
(singulière) dans le but d’assurer l’exacte conformité à l’interface Ω∞ ∩ Ω0.

Définition 4.6 Soit aj = (ai,j)
n
i=0, j = 0, · · · , n une collection de n+ 1 points de

Rn affinement indépendants. On appelle simplexe infini de sommets a0, a1, · · · , an
l’ensemble

T (a0, a1, · · · , an) =

{
x =

n∑
i=0

λiai, λ0 ≤ 0, λi ≥ 0 pour i = 1, n,
n∑
i=0

λi = 1

}
.

Le sommet a0 est appelé le sommet fictif et a1, · · · , an sont appelés sommets réels,
du simplexe T . Le simplexe fini associé à T est défini par

ST (a0, a1, · · · , an) =

{
x =

n∑
i=0

λiai, 0 ≤ λi ≤ 1 pour i = 0, n,
n∑
i=0

λi = 1

}
.

Les simplexes de références infini et fini sont définis par“T =

{
x = (λ̂1, · · · , λ̂n) ∈ Rn; λ̂k ≥ 0 pour k = 1, n,

n∑
k=1

λ̂k ≥ 1

}
.

“K = Ŝ =

{
x = (λ̂1, · · · , λ̂n) ∈ Rn; 0 ≤ λ̂k ≤ 1 pour k = 1, n,

n∑
k=1

λ̂k ≤ 1

}
.

On appelle vecteur altitude associé à T le vecteur hT =
−−→
a0P0 où P0 est la projection

de a0 sur l’hyperplan PT contenant a1, · · · , an, et |hT | est la distance de a0 à P0.

On suppose que le domaine Ω vérifie la propriété géométrique suivante
H : il existe deux sous domaines Ω0 et Ω∞ tels que
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– Ω = Ω0 ∪ Ω∞.
– Ω0 est borné.
– Il existe un nombre fini de simplexes infinis T1, · · · , TM vérifiant

1. Ω∞ = ∪M
`=1T`,

2. T1, · · · , TM ont le même sommet fictif ( on supposera, sans perdre de
généralité que c’est l’origine).

3. Pour tous `, m ≤ M avec ` 6= m, l’intersection de T` et Tm est soit vide
soit une arête ou une face infinie entière.

De cette manière les simplexes infinis sont fixés, leur nombre M est fixe, ils forment
avec Ω0 une décomposition de Ω en sous domaines.
Dans toute la suite, on notera Si, 1 ≤ i ≤ M, les simplexes associés à T1, · · · , TM

respectivement et on pose

Ω∗ =
◦

(∪M
i=1Si) −{0}.

Ainsi le domaine Ω∗ est polygonal et borné.

Maillage du domaine

Afin de construire l’espace discret de l’approximation par la méthode BIFEM,
on maille chacun des deux sous domaines Ω0 et Ω∗ de la façon suivante

– Pour Ω0, on construit une triangulation classique en éléments finis {K; K ∈
Th} satisfaisant les hypothèses de régularité usuelles. On note h le paramètre
de discrétisation défini par

h = max
K∈Th

diam (K).

– Pour le domaine fictif Ω∗, on utilise un maillage gradué de chacun de ses sous
domaines Si, 1 ≤ i ≤ M, c’est à dire une triangulation {K; K ∈ Th} vérifiant
en plus des hypothèses de régularité locales, les conditions suivantes
1. Pour tout K ∈ T∗h = {K ∈ Th; 0 6∈ K}, on a

hK . hd1−µ
K ,

h
1
µ . dK,

où, dK désigne la distance entre l’origine 0 et K. Le réel µ > 0 est le
paramètre de graduation.

2. Pour tout K ∈ Th − T∗h, on a

hK . h
1
µ .
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On supposera que les traces des maillages sur les intersections Si ∩ Sj, i 6= j, sont
les mêmes des deux cotés. On supposera aussi que les deux triangulations Th et Th
ont la même trace à l’interface Ω∗ et Ω∞.
La raison essentielle de l’introduction des simplexes infinis réside dans la construc-
tion de l’inversion polygonale qui transforme Ω∞ en un domaine borné Ω∗, elle est
définie sur G = Ω∗ ∪ Ω∞ − {0} comme suit

∀x ∈ G, φ(x) =
x

r(x)2
,

où, r(.) est le rayon polygonal défini de la façon suivante

∀i ∈ {1, · · · ,M},∀x ∈ Si ∪ Ti, r(x) =
x.hi
|hi|2

.

On peut montrer facilement que r(.) est continu, que r(x) = 1 pour tout
x ∈ Ω∞ ∩ Ω∗. De plus

∀x ∈ G, r(x) ' |x|.

L’inversion polygonale φ transforme l’infini en l’origine. Elle laisse invariants les
points d’intersection de Ω∞ et Ω∗.
On considère maintenant l’opérateur Λγ, γ étant un paramètre réel, qui à toute
fonction u associe la fonction Λγu définie sur G comme suit

(Λγu)(x) = r(x)−γu(φ(x)).

Définition de l’espace discret

Pour tout k ∈ N, on définit l’espace discret qui approche l’espace H1,p
α (Ω) par

Hh,k,γ(Ω) = {u ∈ C 0(Ω);u |K∈ Pk, ∀K ∈ Th
Λγu |K∈ Pk(K),∀K ∈ T∗h,

Λγu |K∈
◦
Pk (K),∀K ∈ Th − T∗h},

où h joue le rôle du paramètre de discrétisation déstiné à tendre vers 0, tandis que
µ, γ, fixés à priori sont appelés les paramètres d’ajustement. Leur choix n’est pas
arbitraire, surtout pour µ qui détermine la graduation du maillage.
Pour avoir l’inclusion

Hh,k,γ(Ω)↪→H1,p
α (Ω),

l’inégalité suivante doit être satisfaite

γ > α +
n

p
− 1.
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Il reste à définir l’opérateur d’interpolation correspondant à l’espace Hh,k,γ(Ω).
Pour cela, on définit une famille d’opérateurs d’interpolation locale comme suit :
Soit K un élément de Th ou Th, a0

K , a
1
K , · · · , anK ses sommets, ΣK l’ensemble des

noeuds défini par

ΣK =

{
x =

n∑
i=0

λia
i
K ;

n∑
i=0

λi = 1 λi ∈ {0,
1

k
, · · · , k − 1

k
, 1}

}
.

On note ΠK l’opérateur d’interpolation locale de type (k) défini par : pour tout v
dans C 0(K), ΠKv est l’unique élément de Pk tel que

ΠKv(a) = v(a) ∀a ∈ ΣK .

Si K ∈ Th − T∗h (0 ∈ K), on note
◦
ΠK l’opérateur d’interpolation locale de type

(k) défini par : pour tout v dans C 0(K −{0}), ΠKv est l’unique élément de
◦
Pk tel

que
◦
ΠK v(a) = v(a) ∀a ∈ ΣK − {0}.

Sous ses hypothèses, on peut associer pour toute fonction v ∈ C 0
loc(Ω) son interpolée

globale vh définie par

vh |K = ΠKv |K ∀K ∈ Th,
(Λγvh) |K = ΠK [(Λγv) |K ] ∀K ∈ T∗h,

(Λγvh) |K =
◦
ΠK [(Λγv) |K ] ∀K ∈ K ∈ Th − T∗h.

L’opérateur d’interpolation globale Πh est l’opérateur qui associe à toute fonction
v dans C 0

loc(Ω) son interpolée vh.
Notons que L’opérateur d’interpolation Πh dépend du maillage et des paramètres
k et γ. Πhv appartient à l’espace Ch,k,γ(Ω) pour toute fonction v ∈ C 0

loc(Ω).
On a alors les estimations suivantes.

Théorème 4.7 Soient p, q > 1, α, β quatre réels tels que

n

p
− n

q
+ 1 > 0 et β +

n

q
≥ α +

n

p

β +
n

q
− 1 < γ < β +

n

q

k + 1 >
n

q
.
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On pose pour tout m ≤ k,

µm =
β − α + n(1

q
− 1

p
)

k + 1−m+ n(1
p
− 1

q
)
, τm =

µm
µ
.

Alors, pour toute fonction u ∈ Hk+1,q
β (Ω) on a

‖u− Πhu‖H1,p
α (Ω) . h[k+n( 1

p
− 1
q

)] min(1,
µ1
µ

)‖u‖Hk+1,q
β

(Ω∞) + hk+n( 1
p
− 1
q

)‖u‖Wk+1,q(Ω0).

De plus, pour tout entier naturel m ≤ k, on a∑
K∈Th

‖u− Πα
hu‖Hm,pα (K) . h[k+1−m+n( 1

p
− 1
q

)] min(1,µm
µ

)‖u‖Hk+1,q
β

(Ω∞),

et
∑

K∈Th
‖u− Πα

hu‖Hm,pα (K) . hk+1−m+n( 1
p
− 1
q

)‖u‖Hk+1,q
β

(Ω0).

4.2.2 Résolution de l’équation de Helmholtz à l’extérieur
d’un domaine

Cas de l’extérieur de la sphère

On commence cette section par rappeler d’abord la résolution de l’équation de
Lapalce et l’équation de Helmholtz à l’extérieur de la sphère unité Be = R3 −B1,
proposée par Nédélec dans [65]. La solution est donnée dans les deux cas sous forme
de décomposition suivant les harmoniques sphériques. Afin d’assurer l’existence et
l’unicité de la solution les deux problèmes sont résolus dans un espace de sobolev
à poids approprié. Le problème de Dirichlet extérieur

∆u = 0, dans Be

u = ud, sur S, (4.26)

admet la solution

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
`=0

m=`∑
m=−`

u`,mY`,m(θ, ϕ)
1

r`+1
, (4.27)

où la série ci-dessus est absolument convergente pour r > 1. La solution est dans
W k(Be) si ud est dans Hk− 1

2 (S) où,

W k(Be) =
ß
u;
u

r
∈ L2(Be), Du ∈ L2(Be), · · · , rk−1Dku ∈ L2(Be)

™
(4.28)
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Considérons maintenant le problème

∆u+ k2u = 0, dans Be

u = ud, sur S. (4.29)

On rajoute des conditions de comportement à l’infini

|u| ≤ c

r
, r grand , (4.30)

|∇u| ≤ c

r
, (4.31)

et la condition de Sommerfeld ∣∣∣∣∣∂u∂r − iku
∣∣∣∣∣ ≤ c

r2
. (4.32)

On sait que ce problème admet une unique solution dans l’espace H défini par

H =

{
u;

u

(1 + r2)
1
2

∈ L2(Be),
∇u

(1 + r2)
1
2

∈ L2(Be),

Ç
∂u

∂r
− iku

å
∈ L2(Be)

}
.

La solution est donnée par

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
`=0

m=`∑
m=−`

u`,m
h

(1)
` (kr)

h
(1)
` (k)

Y`,m(θ, ϕ), (4.33)

où
u`,m =

∫
S
ud(θ, ϕ)Y`,m(θ, ϕ) dS,

et h(1)
` (r) sont des fonctions de Hankel, solutions de l’équation différentielle

d2h`(r)

dr2
+

2

r

dh`(r)

dr
+

Ç
1− `(`+ 1)

r2

å
h`(r) = 0, r > 0. (4.34)

Elles sont données explicitement par la formule

h
(1)
` (r) = (−r)`

Ç
1

r

d

dr

å` Çeir
r

å
(4.35)

ou encore,

h
(1)
` (r) = (−i)` e

ir

r

Ç
β`0 + iβ`1

1

r
+ · · ·+ (i)mβ`m(

1

r
)m + · · ·+ (i)`β``(

1

r
)`
å
, (4.36)

où
β`m =

(m+ `)!

m!(`−m)!2m
.
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4.2.3 Reformulation de l’équation de Helmholtz et méthode
BIFEM

Afin de pouvoir appliquer la méthode des éléments finis inversés exposé aupa-
ravant, on va reformuler l’équation de Helmholtz dans un cadre fonctionnel appro-
prié. Cette reformulation tiendra compte de façon intrinsèque de la condition de
Sommerfeld.
Posons désormais

v = e−ikru.

L’équation
∆u+ k2u = 0,

devient
∆v + 2ik

v

r
+ 2ik

∂v

∂r
= 0 (4.37)

ou encore
∆v = −2ik

1

r

∂(rv)

∂r
.

Ceci nous amène à la résolution du problème

∆v = −2ik
1

r

∂(rv)

∂r
sur Ωe

v = vd sur Γ,
(4.38)

où vd = e−ikrud. Pour la résolution de ce problème on va considérer une suite de
problèmes de la forme

v0 = 0

∆vn+1 = −2ik
1

r

∂(rvn)

∂r
sur Ωe,

vn+1 = vd sur Γ.

(4.39)

On cherche ainsi une solution vn appartenant à l’espace

W 1
0 (Ωe) =

®
u ∈ D ′(Ωe);

u

〈x〉
∈ L2(Ωe),∇u ∈ (L2(Ωe))

3

´
. (4.40)

Proposition 4.8 Si
∂

∂r
(rvn) ∈ L2(Ωe), alors le problème (4.39) admet une solu-

tion unique dans W 1
0 (Ωe).

Preuve. On se ramène au cas du problème homogène en posant

ṽn+1 = vn+1 −Rvd,
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où Rvd est le relèvement de vd dans W 1
0 (Ωe), choisi à support borné.

Une formulation variationnelle de ce problème est alors∫
Ωe
∇ṽn+1∇wdx =

∫
Ωe

Ç
2ik

1

r

∂(rvn)

∂r
w −∇Rvd∇w

å
dx ∀w ∈

◦
W 1

0 (Ωe).

D’après l’inégalité de Hardy la forme bilinéaire du premier membre est

coercive dans
◦
W 1

0 (Ωe) et le théorème de Lax-Milgram nous permet de
conclure. �

Maintenant soit R > 0 tel que Ω ⊂ BR.

Proposition 4.9 Soit vn+1 ∈ W 1
0 (R3), la solution du problème (4.39) dans

B′R = R3 −BR se décompose sous la forme

vn =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

Ñ∑̀
s=0

v
(n)
`,m,s

rs+1

é
Y`,m(θ, ϕ) pour r > R et n ≥ 1

avec

v
(n)
`,m,s =


(`+ s)!(−ik)`−s

s!(`− s)!2s
v

(n+s−`)
`,m,` si 0 ≤ s ≤ `, s > `− n

0 sinon.

Preuve. On fait une démonstration par récurrence.
Pour n = 1, on a s = `, donc

v1 =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

v
(1)
`,m,`

r`+1
Y`,m(θ, ϕ),

qui représente bien la décomposition, sur les harmoniques sphé-
riques, de la solution du problème à l’extérieur de la sphère unité

∆v(1) = 0 sur Ωe

v(1) = vd sur Γ.

Pour n > 1, on suppose que la décomposition est vraie à l’ordre n et
on montre que pour

vn+1 =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

Ñ∑̀
s=0

v
(n+1)
`,m,s

rs+1

é
Y`,m(θ, ϕ).

On a

v
(n+1)
`,m,s =


(`+ s)!(−ik)`−s

s!(`− s)!2s
v

(n+s+1−`)
`,m,` si 0 ≤ s ≤ `, s > `− n− 1

0 sinon.
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En effet, on a

∆vn+1 =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

(∑̀
s=0

v
(n+1)
`,m,s ∆(

1

rs+1
Y`,m(θ, ϕ))

)
,

or, si on pose v(x1, x2, · · · , xn) = ṽ(r, ξ1, · · · , ξn−1) pour 1 ≤ i ≤
n, tels que, ξi = xi/r et r = |x| on a

∆v =
1

rn−1

∂

∂r

Ç
rn−1∂ṽ

∂r

å
+

1

r2
∆gṽ,

où ∆g est l’opérateur de Laplace-Beltrami, donc

∆(
1

rs+1
Y`,m(θ, ϕ)) =

1

r2

s(s+ 1)

rs+1
Y`,m(θ, ϕ))+

−`(`+ 1)

rs+3
Y`,m(θ, ϕ)).

D’où,

∆vn+1 =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

(∑̀
s=0

s(s+ 1)− `(`+ 1)

rs+3
v

(n+1)
`,m,s

)
Y`,m(θ, ϕ).

D’autre part,

∂(rvn)

∂r
= −

∞∑
`=0

∑̀
m=−`

Ñ∑̀
s=0

sv
(n)
`,m,s

rs+1

é
Y`,m(θ, ϕ),

donc

−2ik
1

r

∂

∂r
(rvn) =

∞∑
`=0

∑̀
m=−`

Ñ∑̀
s=0

2iksv
(n)
`,m,s

rs+2

é
Y`,m(θ, ϕ).

Par identification, on obtient

`−1∑
s=0

s(s+ 1)− `(`+ 1)

rs+3
v

(n+1)
`,m,s =

∑̀
s=1

2iksv
(n)
`,m,s

rs+2
.

Ce qui donne pour tout 1 ≤ s ≤ `

v
(n+1)
`,m,s−1 =

2iks

s(s− 1)− `(`+ 1)
v

(n)
`,m,s.

En remplaçant v(n)
`,m,s par sa valeur pour, 1 ≤ s ≤ ` et s > ` − n,

on déduit

v
(n+1)
`,m,s =

2iks

(s+ `)(s− `− 1)

(`+ s)!(−ik)`−s

s!(`− s)!2s
v

(n+s−`)
`,m,`

=
(`+ s− 1)!(−ik)`−s+1

(s− 1)!(`− s+ 1)!2s−1
v

(n+s−`)
`,m,` .
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Ce qui veut dire que

v
(n+1)
`,m,s =


(`+ s)!(−ik)`−s

s!(`− s)!2s
v

(n+s+1−`)
`,m,` si 0 ≤ s ≤ `, s > `− n− 1

0 sinon.

Ceci achève la démonstration. �

Lemme 4.10 Pour tout n ≥ 0, on a

∂

∂r
(run+1) ∈ L2(Ωe).

Preuve. On sait que

∂

∂r
(run+1) =

∞∑
`=0

∑̀
m=−`

Ñ∑̀
s=0

−su(n+1)
`,m,s

rs+1

é
Y`,m(θ, ϕ).

En utilisant les propriétés des harmoniques sphériques on obtient

∥∥∥∥∥ ∂∂r (run+1)

∥∥∥∥∥
2

L2(Ωe)

=
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

∫ ∞
R

r2

Ñ∑̀
s=0

−su(n+1)
`,m,s

rs+1

é2

dr

≤
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

(∑̀
s=1

s2|u(n+1)
`,m,s |2

)Ç∫ ∞
R

1

r2s
dr

å
< ∞,

d’où le résultat. �

Ainsi le problème (4.39) admet une solution dans

W =

®
w ∈ W 1

0 (Ωe);
∂

∂r
(rw) ∈ L2(Ωe)

´
.

Montrons maintenant que la solution de la suite de problème (4.39) converge vers
la solution du problème (4.38).
Soit v la solution du problème (4.38) et posons

wn = vn − v.

On a
∆wn+1 = −2ik

1

r

Ç
∂(rwn)

∂r

å
sur Ωe

wn+1 = 0 sur Γ.
(4.41)
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Lemme 4.11 On a, ∥∥∥∥∥ ∂∂r (rwn+1)

∥∥∥∥∥
2

L2(Ωe)

≤ c2k
α‖wn‖2

W 1
0 (Ωe)

.

Preuve. Soit R0 assez grand de sorte que

∂

∂r
(rwn) =

∞∑
`=0

∑̀
m=−`

Ñ∑̀
s=0

−sw(n)
`,m,s

rs+1

é
Y`,m(θ, ϕ).

Posons

w
(n)
`,m(r) =

∑̀
s=0

w
(n)
`,m,s

rs+1
, donc

∂

∂r
(rw

(n)
`,m(r)) =

∑̀
s=0

−sw(n)
`,m,s

rs+1
.

On a∫ r

R0

tαw
(n)
`,m(t)dt =

∑̀
s=0

w
(n)
`,m,s

∫ r

R0

tα−s−1dt

=
∑̀
s=0

(rα−s −Rα−s
0 )

α− s
w

(n)
`,m,s pour α 6∈ {0, ..., `}.

Donc
1

rα

∫ r

R0

tαw
(n)
`,m(t)dt =

θ
(n)
`,m(R0)

rα
+
∑̀
s=0

1

α− s
1

rs
w

(n)
`,m,s

et
1

Rα
0

∫ r

R0

tαw
(n)
`,m(t)dt =

∑̀
s=0

1

α− s

Ç
rα−s

Rα
0

− 1

Rs
0

å
w

(n)
`,m,s,

où

θ
(n)
`,m(R0) = −

∑̀
s=0

1

α− s
Rα−s

0 w
(n)
`,m,s.

Or on a montré que

w
(n+1)
`,m =

w
(n+1)
`,m,`

r`+1
+
∑̀
s=1

w
(n+1)
`,m,s−1

rs

=
w

(n+1)
`,m,`

r`+1
+
∑̀
s=1

2iks

s(s− 1)− `(`+ 1)
w

(n)
`,m,s

1

rs
. (4.42)
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D’autre part, on a

1

rβ

∫ +∞

r
tβw

(n)
`,m(t)dt = − lim

R0→∞

θ
(n)
`,m(R0)

rβ
+
∑̀
s=0

1

β − s
1

rs
w

(n)
`,m,s


= −

∑̀
s=0

w
(n)
`,m,s

β − s
1

rs
pour β < 0,

d’où

1

rα

∫ r

R0

tαw
(n)
`,m(t)dt+

1

rβ

∫ +∞

r
tβw

(n)
`,m(t)dt =

θ
(n)
`,m(R0)

rα
+
∑̀
s=0

(β − α)

(β − s)(α− s)
1

rs
w

(n)
`,m,s.

On choisit β = −`, α = `+ 1, pour ` > 0 et on pose
c`,s = s(s− 1)− `(`+ 1), on obtient

1

r`+1

∫ r

R0

t`+1w
(n)
`,m(t)dt+ r`

∫ +∞

r

1

t`
w

(n)
`,m(t)dt =

∑̀
s=0

(−2`− 1)

c`,s

1

rs
w

(n)
`,m,s

+
θ

(n)
`,m(R0)

r`+1
.

En dérivant des deux cotés par rapport à r, on trouve

∑̀
s=0

s

c`,s

1

rs+1
w

(n)
`,m,s =

1

2`+ 1

ñ
`+ 1

r`+2
θ

(n)
`,m(R0)− `+ 1

r`+2

∫ r

R0

t`+1w
(n)
`,m(t)dt

ô
+

1

2`+ 1

ñ
`r`−1

∫ +∞

r

1

t`
w

(n)
`,m(t)dt

ô
.

D’où

∑̀
s=1

2iks

c`,s

1

rs
w

(n)
`,m,s =

2ik

2`+ 1

ñ
`+ 1

r`+1
θ

(n)
`,m(R0)− `+ 1

r`+1

∫ r

R0

t`+1w
(n)
`,m(t)dt

ô
.

+
2ik

2`+ 1

ñ
`r`

∫ +∞

r

1

t`
w

(n)
`,m(t)dt

ô
.
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Ainsi, en remplaçant dans (4.42)

w
(n+1)
`,m =

w
(n+1)
`,m,`

r`+1
+

2ik(`+ 1)

(2`+ 1)r`+1
θ

(n)
`,m(R0)+

2ik

2`+ 1

ñ
`r`

∫ +∞

r

1

t`
w

(n)
`,m(t)dt

ô
+

2ik

2`+ 1

ñ
−`+ 1

r`+1

∫ r

R0

t`+1w
(n)
`,m(t)dt

ô
=

2ik

2`+ 1

ñ
−`+ 1

r`+1

∫ r

R0

t`+1w
(n)
`,m(t)dt+ `r`

∫ +∞

r

1

t`
w

(n)
`,m(t)dt

ô
+

1

r`+1
C

(n+1)
`,m ,

où

C
(n+1)
`,m = w

(n+1)
`,m,` +

2ik(`+ 1)

2`+ 1
θ

(n)
`,m(R0)

= R`+1
0 w

(n+1)
`,m (R0)− 2ik`

2`+ 1
R2`+1

0

∫ +∞

R0

1

t`
w

(n)
`,m(t)dt

et
∂(rw

(n+1)
`,m )

∂r
=

2ik`(`+ 1)

2`+ 1
·
ñ

1

r`+1

∫ r

RO

t`+1w
(n)
`,mdt+ r`

∫ +∞

r

1

t`
w

(n)
`,mdt

ô
−2ikrw

(n)
`,m(r)− `

r`+1
C

(n+1)
`,m .

Calculons les intégrales obtenues, en utilisant une intégration par par-
ties∫ r

RO

t`+1w
(n)
`,mdt =

r`+2

`+ 1
w

(n)
`,m −

R`+2
0

`+ 1
w

(n)
`,m −

∫ r

R0

t`+1

`+ 1

∂

∂t
(tw

(n)
`,m)dt

∫ +∞

r

w
(n)
`,m

t`
dt =

∫ +∞

r

1

t`+1
tw

(n)
`,mdt =

w
(n)
`,m

`r`−1
+

1

`

∫ +∞

r

1

t`
∂(tw

(n)
`,m)

∂t
dt,

d’où en remplaçant, on a

∂

∂r
(rw

(n+1)
`,m ) =

2ik`(`+ 1)

2`+ 1

− 1

(`+ 1)r`+1

∫ r

R0

t`+1
∂(tw

(n)
`,m)

∂t
dt


+

2ik`(`+ 1)

2`+ 1

r`
`

∫ +∞

r

1

t`
∂tw

(n)
`,m

∂t
dt


− `

r`+1
C

(n+1)
`,m − 2ik`R`+2

0

(2`+ 1)r`+1
w

(n)
`,m

=
A(R0)

r`+1
+

2ik

2`+ 1

ñ
r`ω1(r)− 1

r`+1
ω2(r)

ô
,
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où

A(R0) = −`
[
C

(n+1)
`,m +

2ikR`+2
0

2`+ 1
w

(n)
`,m(R0)

]
,

ω1(r) = (`+ 1)
∫ +∞

r

1

t`
∂

∂t
(tw

(n)
`,m)dt,

et
ω2(r) = `

∫ r

R0

t`+1 ∂

∂t
(tw

(n)
`,m)dt.

�

Proposition 4.12 On a

‖wn+1‖2
W 1

0 (Ωe)
≤ c1k

2

∥∥∥∥∥ ∂∂r (rwn)

∥∥∥∥∥
2

L2(Ωe)

. (4.43)

Preuve. En multipliant l’équation (4.41) par w et en intégrant par
parties, on obtient∫

Ωe
|∇wn+1|2dx =

∫
Ωe

2ik

r

∂(rwn)

∂r
wn+1dx

≤ 2|k|
(∫

Ωe

∣∣∣∣∣∂(rwn)

∂r

∣∣∣∣∣
2

dx

) 1
2 Ç∫

Ωe

|wn+1|2

r2
dx

å 1
2

≤ 2|k|c(Ω)

(∫
Ωe

∣∣∣∣∣∂(rwn)

∂r

∣∣∣∣∣
2

dx

) 1
2 Ç∫

Ωe
|∇wn+1|2dx

å 1
2

.

D’où ∫
Ωe
|∇wn+1|2dx ≤ 4|k|2c2(Ω)

∫
Ωe

∣∣∣∣∣∂(rwn)

∂r

∣∣∣∣∣
2

dx.

En utilisant encore une fois l’inégalité de Hardy on obtient l’estimation
(4.43). �

Théorème 4.13 Pour |kα+2c1c2| < 1 on a

‖wn‖2
W 1

0 (Ωe)
→ 0 quand n→∞.

Preuve. On a montré plus haut que

Vn+1 ≤MVn pour tout n ≥ 1, (4.44)
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où

Vn =

à ‖wn‖2
W 1

0 (Ωe)∥∥∥∥∥ ∂∂r (rwn)

∥∥∥∥∥
2

L2(Ωe)

í
,

et

M =

Ö
0 c1k

2

c2k
α 0

è
.

Si |kα+2c1c2| < 1 alorsMn tend vers 0 quand n → ∞ car ρ(M) < 1,
d’où le résultat. �

Il reste désormais la mise en œuvre de la méthode. Cela est en cours actuellement.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons présenté quelques méthodes de résolution numé-
rique des problèmes elliptiques dans des domaines non bornés.
Le caractère non borné du domaine nous a amené à considérer des espaces de So-
bolev à poids afin de contrôler le comportement des solutions à l’infini.
Les principaux points abordés sont les suivants :
(a) Nous avons tout d’abord montré, grâce à la théorie des opérateurs auto-

adjoints compacts, l’existence d’une famille de fonctions propres de l’opé-
rateur de Laplace pondéré. Cette famille forme une base hilbertienne de
l’espace de Sobolev à poids W 0

−r(Rn).
Ensuite, pour un cas particulier du poids, on a dérivé une expression explicite
de ces fonctions propres et les valeurs propres correspondantes, donnant ainsi
naissance à une nouvelle famille de fonctions, qu’on a utilisé pour approcher
des problèmes elliptiques du second ordre dans l’espace Rn tout entier.

(b) L’utilisation de la projection stéréographique nous a permis la représentation
des intégrales définies sur Rn comme intégrales sur la sphère unité, et faciliter
ainsi le calcul.

(c) La méthode spectrale qui résulte de la découverte de ces fonctions s’est avéré
très performante et très prometteuse. Cela est confirmé par une analyse nu-
mérique rigoureuse de la méthode, et par les codes de calcul qu’on a écrit.

(d) Dans la dernière partie du travail, nous avons tenté de résoudre l’équation de
Helmholtz dans un domaine extérieur, en utilisant la méthode des éléments
finis inversés. Cette méthode se distingue des autres méthodes déjà élaborées
pour les domaines non bornés par :
– Le fait d’être applicable à toute sorte de géométries non bornées.
– L’absence de toute frontière artificielle.
– Les faibles tailles des systèmes linéaires qui en résultent.

L’implémentation de la méthode des éléments finis inversés pour le problème de
Helmholtz et pour d’autres systèmes d’équations aux dérivées partielles dans les
domaines non bornés est l’une des perspectives de ce travail.
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Chapitre A

Annexe

Formules utiles d’analyse vectoriel

Toutes les formules indiquées dans la suite sont formelles, c’est à dire sans
préciser le cadre fonctionnel exact de leur validité. Elles sont néanmoins toutes
vraies pour des fonctions assez régulières.
Soit u une fonction scalaire et ~v une fonction vectorielle. Soit maintenant Ω un
ouvert borné de Rn.

Coordonnées cartésiennes

∇u =
∂u

∂x
~ex +

∂u

∂y
~ey +

∂u

∂z
~ez.

div~v =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

.

rot~v =

Ç
∂vz
∂y
− ∂vy

∂z

å
~ex +

Ç
∂vx
∂z
− ∂vz
∂x

å
~ey +

Ç
∂vy
∂x
− ∂vx

∂y

å
~ez.

∇~v =



∂vx
∂x

∂vx
∂y

∂vx
∂z

∂vy
∂x

∂vy
∂y

∂vy
∂z

∂vz
∂x

∂vz
∂y

∂vz
∂z

 .

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
.

112



113

∆~v = ∆vx~ex + ∆vy~ey + ∆vz~ez.

Coordonnées sphériques

∇u =
∂u

∂r
~er +

1

r

∂u

∂θ
~eθ +

1

r sin θ

∂u

∂ϕ
~eϕ.

div~v =
1

r2

∂

∂r
(r2vr) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θvθ) +

1

r sin θ

∂vϕ
∂ϕ

.

rot~v =
1

r sin θ

Ç
∂

∂θ
(sin θvϕ)− ∂vθ

∂ϕ

å
~er +

1

r

Ç
1

sin θ

∂vr
∂ϕ
− ∂

∂r
(rvϕ

å
~eθ

+
1

r

Ç
∂

∂r
(rvθ)−

∂vr
∂θ

å
~eϕ.

∆u =
∂2u

∂r2
+

2

r

∂u

∂r
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

Ç
sin θ

∂u

∂θ

å
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
.

∆gu = − 1

sin θ

∂

∂θ

Ç
sin θ

∂u

∂θ

å
− 1

sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
.

∆~v = ∇div~v − rotrot~v.

∇~v =



∂vr
∂r

1

r

∂vr
∂θ
− vθ

r

1

r sin θ

∂vr
∂ϕ
− vϕ

r
∂vθ
∂r

1

r

∂vθ
∂θ

+
vr
r

1

r sin θ

Ç
∂vθ
∂ϕ
− vϕ cos θ

å
∂vϕ
∂r

1

r

∂vϕ
∂θ

1

r sin θ

Ç
∂vϕ
∂ϕ

+ vr sin θ + vθ cos θ

å
 .

Identités vectorielles

div∇u = ∆u.

rot∇u = ~0.

div rot~v = 0.

∇(u1u2) = u1∇u2 + u2∇u1.

div (u~v) = udiv~v +∇u · ~v.

rot(u~v) = urot~v +∇u ∧ ~v.∫
Ω

div v(x)dx =
∫
∂Ω
v(x) · n(x)dSx,
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où n(x) est le vecteur normal unité extérieur à Ω en x ∈ ∂Ω.∫
Ω

∂u

∂xi
dx =

∫
∂Ω
u(x)ni(x)dSx, ∀ 1 ≤ i ≤ n.

∫
Ω

∂u1

∂xi
(x)u2(x)dx =

∫
∂Ω
u1(x)u2(x)ni(x)dSx −

∫
Ω
u1(x)

∂u2

∂xi
(x)dx.

∫
Ω

∆u1(x)u2(x)dx =
∫
∂Ω

du1

dn
(x)u2(x)dSx −

∫
Ω
∇u1(x)∇u2(x)dx.∫

Ω
∆u1(x)u2(x)dx =

∫
Ω
u1(x)∆u2(x)dx+

∫
∂Ω

Ç
du1

dn
u2(x)− u1(x)

dv

dn

å
dSx.
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Résumés



Résolution de problèmes elliptiques
en domaines non bornés

Résumé

L’étude de nombreux problèmes rencontrés en ingénierie tels que l’acoustique,
l’électromagnétisme, la mécanique des fluides, et la chimie quantique mènent à
des équations aux dérivées partielles en domaines non bornés. Par conséquent la
conception de méthodes numériques convenables pour la résolution de tels sys-
tèmes est d’une grande importance. On propose, de résoudre ces équations dans
des espaces de Sobolev à poids appropriés afin de prendre en compte le comporte-
ment des solutions à l’infini. On commence par, l’étude de l’opérateur de Laplace
pondéré %−1∆ pour lequel on décrit le spectre et on calcule les valeurs et fonc-
tions propres dans le cas particulier où %−1 = (|x|2 + 1)2 qui seront des fractions
rationnelles orthogonales, écrites au moyen des harmoniques sphériques. Ensuite
ces fonctions propres sont utilisées pour la conception d’une approximation spec-
trale de problèmes elliptiques du second ordre dans tout l’espace Rn, avec une
application dans le cas unidimentionnel. Et on termine par l’étude de l’équation
d’Helmholtz modifiée dans le domaine extérieur, suivi par une implémentation en
utilisant la méthode des élélments finis inversés (BIFEM).

Mots-clefs

Equations aux dérivées partielles, domaines non bornés, espaces de Sobolev à
poids, opérateur de Laplace, équation d’Helmholtz, harmoniques sphériques, frac-
tions rationnelles, projection stéréographique, méthode des éléments finis inversés.



Solving elliptic problems in
unbounded domains

Abstract

The study of many engineering problems such as acoustics, electromagnetic,
fluid mechanics, and quantum chemistry lead to partial differential equations in
unbounded domains. Therefore, the design of numerical methods suitable for
solving such systems is of great importance. We suggest, to solve these equations in
appropriate weighted Sobolev space to take into account the behavior of solutions
at infinity. First we deal with weighted Laplacian %−1∆ in the whole space Rn for
which we describe the spectrum and calculate the eigenvalues and eigenfunctions in
the special case where %−1 = (|x|2+1)2 which will be orthogonal rational functions,
written by means of spherical harmonics. Then, these eigenfunctions are used for
the design of a spectral approximation of elliptical problems of second order in the
whole space Rn, with an application in the one-dimensional case. In the end we
study the equation of Helmholtz, modified in the external domain, followed by an
implementation in using the (BIFEM).

Keywords

Partial differential equations, unbounded domains, weighted Sobolev spaces,
Laplace operator, Helmholtz equation, spherical harmonics, rational functions,
stereographic projection, inverted finite elements method.



 

 

 
 حل مسائل قطع ناقص في میادین غیر محدودة

 
 

 تلخیص

تؤدي دراسة العدید من المسائل في مجال الھندسة مثل الصوتیات الكھرومغناطیسیة، و میكانیك السوائل 
تصمیم المناھج العددیة لك فان ذو كیمیاء الكم، الى معادلات تفاضلیة جزئیة في میادین غیر محدودة، و ل 

ه المعادلات في فضاءات سوبولاف ذه المعادلات لھ أھمیة كبیرة ، نقترح حل ھذھكحل مناسب لمثل 
.مناسبة من أجل  أخد سلوك الحلول في ما لانھایة بعین الاعتبار  

الذي من أجلھ نصف الطیف و نقوم بحساب القیم و الأشعة  Δ1 -ρنبدأ بدراسة مؤثر لابلاس المرجح 
أینالذاتیة في الحالة الخاصة   ρ¯ = (| |  + 1)² 

حیث نتحصل على أشعة ذاتیة عبارة عن دالة ناطقة متعامدة نعبر عنھا بدلالة التوافقیات الكرویة، ثم 
انشاء تقریبات طیفیة لدراسة مسائل قطع ناقص مع تقدیم ثطبیق في نستعمل ھذه الدوال الذاتیة من أجل 

.ي المیدان الخارجيالحاتة ذات البعد الواحد و نختم بدراسة معادلة ھلمھولتز المعدلة ف  
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ميمجسامعادلة ھلمھولتر،التوافقیات الكرویة، الدوال الناطقة، الاسقاط ال  

 


