REPUBLIQUE ALGERIENNE DPEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR

ET BbE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

A
¢

\
L\

UNIVERSITE DE CONSTANTINE 1
FACULTE DES SCIENCES EXACTES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
Numéro D’ORDRE: 43/df/2013
Numéro DE SERIE: 09/mat /2013
THESE

Présentée Pour L’obtention Du Dipléme De :

DOCTORAT EN SCIENCES
Théme

ETUDE DES SYSTEMES HYPERBOLIQUES A DONNEES

MANQUANTES
Option

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Mr M. DENECHE
Mr A. AYADI

Mr B. MAROUANI
Mr S. DJEZZAR
Mr A. MARHOUNE
Mr M. BOUZIT

Par :
AMEL BERHAIL
DEVANT LE JURY

Prof & l'université de Constantine 1

Prof a 'université Larbi Ben M’Hidi, Oum el Bouaghi
Prof & l'université Ferhet Abbes, Sétif

Prof a 'université de Constantine 1

Prof & l'université de Constantine 1

M.C & l'université Larbi Ben M’Hidi, Oum el Bouaghi

Soutenue le 25/06 /2013

Président
Rapporteur
Examinateur
Examinateur
Examinateur

Examinateur



Table des matiéres

0.1 Imtroduction . . . . . . . . . . .

CONTROLABILITE DES SYSTEMES DISTRIBUES

1.1 Description du systéme . . . . . . .. ... oo
1.2 Controélabilité exacte et faible . . . . . . . .. ... L oo
1.3 Controélabilité régionale . . . . . . . . .. . L oo
1.4 Observabilité . . . . . . . ..
1.5 Controle optimal . . . . . . . . ...
1.6 Controlabilité régionale et pénalisation . . . . . . . ... .. ... ... ...
1.7 Théorémes de prolongement unique . . . . . . . . .. ... L.

1.8 Théoreme de Holmgren et ses conséquences . . . . . . . . .. .. ... ....

SYSTEMES DISTRIBUES A DONNEES MANQUANTES
2.1 Probléme de détection de pollution . . . . . . .. ... .. ... ... ..
2.2 Espace des observations . . . . . . .. ..o Lo
2.3 Position du probléme . . . . . ..o
2.4 Termes manquants et termes de pollutions . . . . . .. .. .. ... ... ..
2.5 Observation du systéeme . . . . . . . ... Lo L Lo
2.6 Méthode de moindres carrés . . . . . . ... ..o
2.7 Méthode des sentinelles . . . . . . . . . . .. L o o
2.8 Sentinelle continue . . . . . ... L
2.8.1 Informations fournies par les sentinelles . . . . . . . .. ... ... ..
2.8.2 Méthode variationnelle . . . . . ... ...
2.8.3 Equivalence & un probléme de contrélabilité . . . . . .. .. ... ..
2.8.4 Pénalisation . . . . . .. ..o

2.9 Sentinelle régionale . . . . . . . ..o

11
11
12
13
14
15
20
21
23



2.9.1 Informations fournie par la sentinelle . . . . . . ... ... ... ... 43

2.9.2 Construction d'une sentinelle . . . . ... ... ... ... ...... 44
2.10 Sentinelle discréte . . . . . . . .. 51
2.11 Sentinelle discriminante . . . . . . . . .. ... Lo 53
2.12 Sentinelle faible . . . . . . . ..o 57
SYSTEME HYPERBOLIQUE A DONNEES MANQUANTES 60
3.1 Controle insensible pour un équation d’onde 1-D . . . . . . . .. .. ... .. 60
3.1.1 Position du probléme . . . . . . ... oL 61
3.1.2  Probléme de prolongement unique . . . . . . . ... ... 62
3.1.3 Résultats de prolongement unique . . . . . . . ... .. ... ... .. 68
3.2 Systéme Hyperbolique a données manquantes . . . . . . .. .. ... .... 72
3.2.1 Définition d’une sentinelle . . . . . . .. ... oL 73
3.2.2  Probléme de controlabilité . . . . ... ... .o o 0L 75
3.2.3 Systéme d’optimalité . . . . . . .. ... Lo 77
3.2.4 Identification de la condition aux limites . . . . . . . ... ... ... 80
3.3 Sentinelle discriminante d’un systéme Hyperbolique . . . . . . .. ... ... 81
3.3.1 Observation bruitée . . . . . . . . ... 81
3.3.2 Equivalence & un probléme de contrélabilité . . . ... ... ... .. 82
3.4 Sentinelle instantanée . . . . . . ... oL oL 83
SYSTEME DE PETROWSKY A DONNEES MANQUANTES 86
4.1 Position du probleme . . . . .. ..o L Lo 86
4.2 Formulation de la sentinelle . . . . . . . ... 0o Lo 88
4.3 Sentinelle et controlabilité a zéro . . . . .. ..o 90
4.4 Caractérisation du controle optimal . . . . . . . . ... ... ... ... 92

4.5 Estimation du terme de pollution . . . . . . .. ... .00 95



ABSTRACT

Identification problems are consisting to find the causes of a phenomenon from an obser-
vation, the resolution of this problem is doing by an experimental measurement. We suggest
-in this these- to study a class of problems governed by hyperbolic equations with incomplete
data. For this purpose we use the concept of sentinel introduced by J. L. Lions which is the
best strategy to get answered about the causes from a weighted average of the observation.
So we prove the existence of the sentinel function by solving a problem of null-controllability
with constraints on the control. Then we are concerned with the identification of the terms
of pollution present on the boundary of a system Petrowsky with a missing data.

Keywords: Hyperbolic system, Null-controllability, Petrowsky system, Pollution term,

Sentinel method.

RESUME

Les problémes d’identification consistent & retrouver les causes d’un phénomeéne a partir
d’une observation de celui-ci, la résolution de ce type de probléme se fait a ’aide d’une
mesure expérimentale. Nous proposons - dans ce travail- d’étudier une classe de probléme
gouvernée par des équations hyperboliques avec des données incomplétes. Pour cet objectif
nous utilisons la notion de sentinelles introduits par J. L. Lions qui soit la stratégie la plus
répondus consiste a obtenir des informations sur les causes a partir d’'une moyenne pondérée
de I'observation. Alors nous prouvons l’existence de la fonction de sentinelle en résolvant un
probléme de la controlabilité a zéro avec des contraintes sur le controle. Puis nous sommes
concernées par 'identification des termes de pollution présents sur le bord d’un systéme de
Petrowsky a données manquantes.

Mots clés: Controlabilité a zéro, méthode des sentinelles, systéme hyperbolique, systéme

de Petrowsky, terme de pollution.
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0.1 Introduction

Les questions relatives a ’écologie, a ’environnement et au climat sont aujourd’hui au cen-
tre des préoccupations de bon nombre des scientifiques, des citoyens, des parties politiques,
des entreprises et des états. Le climat joue un role primordial & tous les niveaux, surtout

" réchauffement global". Il est bien connu que 'air et ’eau con-

sa profonde modification
stituent de véritables sources de la vie de la flore, de la faune et de 'homme. Ainsi, dés
lors que leurs natures sont corrompues par des attaques environnements, ils deviennent des
dangers pour les étres vivants. Il peut s’agir notamment de troubles végétatifs pour la flore
et d’intoxication voire des cas de maladies pour 'homme. Les scientifiques s’activent a
déterminer les meilleurs palliatifs pour la protection et ’assainissement des dites ressources
naturelles. Ils ne sauraient, en conséquence, réussir leur pari sans une coopération interdis-
ciplinaire. Des données observées par les naturalistes aux modeéles d’équations concus par
les mathématiciens, en passant par I'expertise des ingénieurs informatiques, la simulation
numérique joue un role trés important dans la médiation entre les disciplines scientifiques.

La modélisation de ces problémes conduit a des systémes mathématiques a données
incomplétes. Par données, nous entendons les conditions initiales, le second membre et
éventuellement les conditions aux limites. Dans presque tous les problémes de la météologie
ou d’océanographie, on connait jamais les données initiales, on a une grande variété de pos-
sibilités quand au choix de I'instant initiale. Méme chose pour les problémes des pollutions
dans un lac, une riviére, un estuaire,...

Les conditions aux limites peuvent aussi étre inconnues ou seulement partiellement con-
nues sur une partie de la frontiére qui peut par exemple étre inaccessible aux mesures qu’il
s’agisse des situations biomédicales ou des situations correspondantes & des accidents. Il en
va de méme pour les termes sources qui peuvent étre d’accés difficiles, méme chose pour la
structure du domaine qui peut aussi étre imparfaitement connue, comme par exemple dans
la gestion de puits de pétrole oli une partie de la frontiére du domaine est inconnue.

Naturellement ces problémes sont classiques et I'idée la plus habituelle est celle de "moin-
dres carrée", cette méthode revient a considérer les inconnues comme des variables de con-
troles ou on cherche & minimiser la fonction de cotit qui est ’écart entre I’état mesuré sur
une partie du domaine et I’état calculé par la résolution du systéme considéré. Cela conduit

a des probléemes de controle optimal pour des systémes distribués. Dans ce type de méthode



les inconnues jouent le méme roéle en cherchant & déterminer les uns et les autres, cependant,
il y a la possibilité de ne pas pouvoir séparer ces roles.

Sans négliger cette méthode fondamentale, qui demeure de loin la plus importante pour
ce type de problémes, il peut étre utile de tenter celle dite " La méthode des sentinelles".

Une sentinelle est une forme linéaire agissant sur les observations qui doit vérifier des
conditions de sensibilité & certains parameétres du systéme et d’insensibilité & d’autres. Donc
Iidée des sentinelles semble un peu différente. On imagine alors qu’avec un ensemble con-
venable de sentinelle on pourra identifier les inconnues intéressantes et s’affranchir les autres.
Supposons par exemple que ’équation du systéme décrive la cinétique d’un polluant dans
une riviére ou un lac et que la source soit des pollueurs éventuels, ce qui est intéressant dans
ce cas est évidement de connaitre ce que les pollueurs ont déversé dans la riviére et non 1’état
du lac & I'instant initial.

La méthode des sentinelles nous permettra donc de reconstituer un paramétre ou une
approximation de ce dernier indépendamment des autres données qu’on ne veut pas identi-
fier, les sentinelles sont donc "une méthode d’identification de parametres". Les problémes
d’identification possédent de nombreuses motivations liées & des problémes physiques impor-
tants, le champs applicatif des méthodes d’identification des paramétres est donc extréme-
ment vaste et la littérature sur le sujet est abondante.

Les sentinelles ont été introduites par J. L .Lions dans des notes aux CRAS [43]. 1l a par
la suite, publié un livre sur ce sujet [40]. De nombreux types de systémes sont abordés et
I’auteur étudie 'existence des sentinelles insensibles aux perturbations sans contraintes de
sensibilité aux données intéressantes. L’étude de leur existence conduit a la résolution du
probléme de controlabilité de systémes distribués.

De nombreux résultats théoriques et numériques existent ainsi que des nombreuses appli-
cations & des probléemes physiques réels motivées par les chercheurs et les industrielles, on
peut citer a titre d’exemple les travaux de G. Chavent [25]. II est également 'auteur d’un
travail sur les sentinelles traitant notamment la relation entre sentinelle et moindre carrés.
Aussi les travaux de O. Nakoulima [60, 61, 62]. On peut se référer également aux travaux
de l’équipe de J. P. Kernevez [4, 5, 6, 7, 15, 16, 17, 31] pour le traitement numérique de
problémes d’identification de pollutions dans les systeémes distribués, la détection de pollu-
tion dans un aquifére [15], la détermination des parameétres manquantes dans un lac et la

recherche de pollution dans une riviére [5]. Depuis lors, plusieurs auteurs se sont intéressés



a 'aspect numérique de cette méthode. On peut se référer aux travaux de A. Traore [70,
71, 72|, dans lequel il présente des sentinelles adaptées a la détermination de pollution en
environnement avec un étude numérique sur la diffusion des polluants dans un milieu fluide.
La these de B. E. Ainseba [4] comporte un chapitre sur 'identification de sources de pollu-
tion dans une riviére & partir d’une observation. Les sources sont décomposées sous la forme
d’une amplitude inconnue multipliée par une fonction connue de L?(0,T).

Une sentinelle devra encore étre insensible aux perturbations, mais aussi insensible a tous
les paramétres devant étre identifier sauf un. Pour ce dernier on impose au contraire une
contrainte de sensibilité, on est alors conduit & résoudre des problémes de controlabilité.

L’objectif de notre travail est I’étude des systémes Hyperboliques & données incomplétes
ou on cherche & identifier le terme de pollution. Alors, ce travail est organisé de la facon
suivante :

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques définitions et propriétés du systéme
controlable qui soit la base de la théorie des sentinelles. Pour cela on expose les notions de
controlabilité exacte, faible et régionale avec quelques théorémes nécessaires. Le chapitre 2,
introduit la problématique des systémes distribués a données manquantes et la mise sous
forme de probléme de controlabilité a zéro. Nous rappelons le principe de la méthode des
sentinelles par un exemple sur la détection de pollution dans un milieu fluide puis on étudie
I’existence et la construction de la sentinelle et on parle des différents type de la sentinelle:
régionale, discréte et faible. Le troisiéme chapitre est basé sur les systémes Hyperbolique a
données incomplétes ot on cherche a estimer le terme de pollution qui exerce sur un partie du
bord, et on applique la méthode de sentinelle sur une équation d’onde a données manquantes
définie sur un domaine monodimensionel. Enfin, un cas particulier du systéme & données
incomplétes a été étudié dans le dernier chapitre, qui est le systeme de Petrowsky ou les

conditions sont partiellement connues.



" Ce que j’atme dans les mathématiques appliqués, c’est qu’elle ont pour ambition de
donner du monde des systémes une représentation qui permette de comprendre et d’agir, et
de toute la représentation mathématique, lorsqu’elle est possible est la plus souple et la
metlleure du coup ce qui m’interesse, c’est de savoir jusqu’au on peut aller, c’est

d’atteindre les limites"

Jacques- Louis Lions.

" Un mathématicien est une personne qui peut trouver des analogies entre les théorémes,
un meilleur mathématicien est celui qui peut voir des analogies entre les démonstrations.
Les trés bons mathématiciens sont ceuxr qui peuvent déceler des analogies entre les théories.
Mais on peut supposer que le meilleur des mathématiciens, est celui qui peut voir des
analogies entre les analogies.

Stefan Banach

" Dans les mathématiques vous ne comprenez pas des choses. Vous habituez juste a elles”

John Von Neumann

" Celui qui ne marche que par beau temps risque bien de ne jamais arriver au terme de son

voyage"

" Ce qui important ce sont les notions pas les notations”
Gaus
" Notre téte est ronde pour permettre a la pensée de changer de direction”

Francis Picabia
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Chapitre 1

CONTROLABILITE DES
SYSTEMES DISTRIBUES

Le probléme de la contrélabilité consiste en la possibilité de transférer l’état d’un systéme en
un temps fini, d’un état initial vers un état désiré choisi a priori. Nous nous intéressons
dans ce chapitre & introduire les idées principales du probléme de la contrélabilité et de la

méthode générale de la résolution.

1.1 Description du systéme

Soit 2 un domaine de R" de frontiére 0f) suffisamment réguliére. Pour 7" > 0 fixé, on défini

Q=0x10,T],> =002 x]0,T[. On considere le systéme décrit par I’ équation d’état :

9y

5 (x,t) = Ay(z,t) + Bu(t) Q,
y(Cvt> =0 Zv (1'1)
y(z,0) = yo(x) Q,

ol B est un opérateur de L(R", X = H*(Q)) et la fonction u dite "controle" appartient
a lespace U = L*(0,T, R"). On suppose que l'opérateur A génére un semi groupe S(t)
fortement continu, et admet un systéme orthonormé des fonctions propres (wij) associées

aux valeurs propres ()\;;). Alors la solution de ce systéme est donnée par

y(t) = S(t)yo —l—/o S(t — s)Bu(s)ds.

11



On suppose ensuite que le systéme (1.1) est augmenté de la sortie :

2(t) = Cy(t), (1.2)

ou C' est un opérateur de L(H'(£2),0) tel que O est 1'espace d’observation.

1.2 Controélabilité exacte et faible

Dans le but d’explicité la dépendance de la solution y = y(x,t) du probléme par rapport au
controle u, on note y,(t) = y(z,t,u).

La formulation du probléme de la controlabilité du systéme (1.1) est la suivante :

Etant donné un temps T > 0 et une condition tnitiale 19 convenable, existe-il un controle u

tel que la solution y = y,(t) vérifié la condition
yu(T) = y? dans Q,
o y? est un état désiré choisi & priori.
Autrement dit : Etudier 'existence d’un controle u qui raméne le systéme a I’état y? au

temps T > 0.

Introduisons, maintenant, quelques notions de contrélabilité exacte et faible.

Définition 1.1 Le systéme (1.1) est dit ezactement controlable dans H'(Q) sur [0,T) si
vyl € HY(Q),3u e U tel que : y,(T) = y*. (1.3)

De la définition résulte la caractérisation suivante :

Proposition 1.1 Le systéme (1.1) est dit exactement controlable sur [0,T] ssi

Je>0, ||y

x- el BS* Oy 2 pwey VY€ X7 (1.4)

L’adjoint A* de A engendre le semi groupe (S*(t))i>0 adjoint de (S(t)) qui est également

fortement continu sur le dual X* de X, l'opérateur B* est l'adjoint de B.

12



La notion d’exacte controlabilité n’est pas adaptée et reste trés peu réalisable méme pour
une source exercée sur tout le domaine €2, c¢’est pourquoi nous sommes conduit a définir la

notion de faible controlabilité.

Définition 1.2 Le systéme (1.1) est dit faiblement controlable dans H*(Q2) sur [0,T] si :

Vyle H'(Q), Ve >0, Jue U tel que : || yu(T) <e (1.5)

- deHl(Q) =&

Remarque 1.1 Dans les applications, rares les systémes dynamiques qui sont contrélables
sur tout le domaine, d’ot la nécessité d’étudier ce concept uniquement sur une partie du

domaine. Pour cela, on définit la notion de la controlabilité régionale.

1.3 Contrélabilité régionale

Pour la controlabilité régionale, on veut que I’état du systéme a linstant T’ vérifie une
propriété désirée sur une partie du domaine.
Soit y¢ € H'(w) un état désiré donné ot w est une partie de 2. On définit I'opérateur :

X, @ HY(Q) — H'(w), et son adjoint donné par

y(z) T € w,
0 x € QJw,

(Xoy) =
La controlabilité régionale est définie comme suit :

Définition 1.3 Le systéme (1.1) est dit exactement régionalement contrélable sur w si
Vy'e H'(w), 3ueU tel que: x_yu(T) = y". (1.6)

Définition 1.4 Le systéme (1.1) est dit faiblement régionalement contrélable sur w si
Vyle H' (w), Ve >0, 3u e U tel que: wayu(T) — yd”Hl(w) <e. (1.7)

Remarque 1.2 1- Les définitions ci-dessus signifient que l'on ne s’intéresse qu’a l’état
atteint sur la région w.

2- Le systéme sera dit aussi w—exactement (resp. w—faiblement) contrélable.

13



On considere H; : L*(0,T, R") — H'(w), I'opérateur définit par :

t
Hi(u) = / S(t — s)Bu(s)ds, (1.8)
0
H désigne 'opérateur Hy. La controlabilité régionale peut étre caractérisée par :

Proposition 1.2 :

1- Le systéme (1.1) est w—exactement régionalement controlable si et seulement
Imy, H = H' ().
2- Le systéme (1.1) est w— faiblement régionalement controlable si et seulement
Imy, H = H'(w) <= ker H*\ = {0}.

Remarque 1.3 :

e Un systéme qui est ezactement (resp.faiblement) contrélable est exactement (resp. faible-
ment) régionalement controlable.

e Un systéme qui est exactement (resp.faiblement) régionalement controlable sur w; est

exactement (resp. faiblement) régionalement contrélable surws pour tout wy C wy.

1.4 Observabilité

La détermination de I’état d’un systéme & parameétres répartis a partir des mesures est d’une
grande importance quand on cherche a appliquer une commande en boucle fermé sur un tel

systéme. Les mesures obtenues s’expriment par la fonction de la sortie
z(t) = CS(t)yo + CHyu.

Cette sortie est la somme d’un régime libre avec yo a déterminer et du régime controlé
avec état initial nul. Le systéme étant linéaire, on peut alors étudier I’observation de 1, en

supposant u = 0. Il s’agit donc de déterminer g, solution de 1’équation
z(t) = CS(t)yo = Kyo tel0,77, (1.9)

14



K est un opérateur linéaire borné, I'opérateur adjoint est donné par
T
K*z = / S*(4)C*2(#)dt.
0

Définition 1.5 Le systéme (1.1) augmenté de la sortie (1.2) est dit exactement observable

sur [0,T] st X* C Im K*.

Définition 1.6 Le systéme (1.1) augmenté de la sortie (1.2) est dit faiblement observable
sur [0,T] si ker K = {0}.

Définition 1.7 Le systéme (1.1) augmenté de la sortie (1.2) est dit w— faiblement observ-
able sur [0,T] si ker Kx! = {0}.

1.5 Controéle optimal

Dans cette partie, nous allons déterminer le contrbole optimal permettant d’atteindre une
cible donnée. Dans le cas o le systéme (1.1) est controlable, il y aura généralement une
infinité des controles qui répondent a la question.

e Parmi ces controles existe-il un, qui soit de norme minimale?

e Peut-on déterminer explicitement ce controle en fonction des divers parameétres du
probleme ?
L’optimisation sert a trouver le controle qui donne la controlabilité avec un cotit minimale

donné par une fonction
T
J(u) = / lu(t)? dt
0

défini sur I'espace des controles U.

Soit y? € H(Q) un état désiré. On pose le probléme de transférer, & moindre cott, le
systéme (1.1) de gy vers y¢ & Pinstant T. Ainsi la question devient :
Existe-il un controle a énergie minimale u € U tel que y(T) = y? ?

Le probléeme du controle optimal peut étre formulé ainsi :

T

min J(u) = min / lu()| dt,

u€EUyq u€Ugyq (110)
0

U= {ueU [y(T)=y"}.

15



Les objectifs de cette théorie sont les suivants :

1) Etudier l'existence de u € U,y qui réalise le minimum dans (1.10), on dit alors que u
est le controle optimal.

2) Donner les conditions nécessaires et suffisantes pour que u soit controle optimal.

3) Obtenir les propriétés du controle (s) optimal (aux) a partir de (2).
Posons

G = {g € HY(Q), tel que g = 0 sur w}.

G ={g€ H' (Q),tel que g =0 sur Q/w}. (1.11)

On considére le systéme

%(z,t) = Ay(x,t) + Bu(t) Q,
y(¢.t) =0 >, (1.12)
y(z,0) = yo(x) Q.

La méthode de la construction est basée sur les trois étapes suivantes :
Etape 1 :

Pour ¢, € G, on considére le systéme :

22 e,0) = ~ Aol Q
(G 1) =0 » (1.13)
P2, T) = () 0

qui admet une solution unique ¢ € L*(0,T, H'(Q2)) N C°(0, T, L*(2)).
Etape 2 :

Considérons le systéeme

%

W(gg,t) = AY(z,t) + BB*¢(x,t) Q,
HCt) =0 T, (1.14)
(@, 0) = yo(x) L

Pour ¢, € G, 'équation (1.13) fournit ¢ puis 1’équation (1.14) donne (7).
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Ensuite, on définit 'opérateur M par

My, = P((T)) ou P =X X,

M est un opérateur affine qui se décompose comme

My, = P(¢1<T) + 1/’2(T))7

ou 1, et 1, sont solutions des systémes

0
L st) = A (5,) Q

i(¢,) =0 >, (1.15)
¢1(95> 0) = yO(x) Q,

%(L £) = Ady(z,t) + BB o(x, 1) Q.

¥y(C,t) =0 > (1.16)
%(1’,0) =0 Q
Etape 3 :

On définit opérateur linéaire, borné et symétrique A : G — G par

Vo € G, Apy = Pipy(T).

Avec ces notations, le probléeme de la controlabilité régionale conduit & la résolution de
I’équation :

Mgy = P(y" =, (T)). (1.17)

En multipliant ’équation (1.17) par ¢,, on obtient

(Ao, o) = / 1B (b)) dt. (1.18)
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Pour assurer l’existence de la solution du I’équation (1.17), on introduit 'application
T
_ . )
el — [ B0l .
0

qui définit une semi norme sur G. Nous avons alors le résultat :

Proposition 1.3 Si le systéme (1.12) est w-faiblement controlable, I’équation (1.17) admet
une solution unique p, € G, le controle qui transfert (1.12) dans G a Uinstant T est donné

par

u*(t) = B*p(z,t). (1.19)

Preuve.

1) Si le systéme (1.12) est w-faiblement controlable, alors I’application

T
oo = el = [ 1B ool at
0
définit une norme sur G. En effet
||900||26 =0=B"S* (T —t)p,=0 Vtel0,T].
Le systéeme (1.12) est w-faiblement controlable, donc
ker H*x! = {0} .

Par conséquent

il resulte qu’on a une norme sur G.

L’opérateur A est un isomorphisme de G dans G avec

T
(evin) = [ 1500l dt = ol
0

d’ou l'existence de la solution de I’équation (1.17).
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2) Montrons que le controle u* donné par (1.17) minimise la fonction cofit

T

Tw) = / a2 .

0

Comme la fonction J est quadratique donc elle est strictement convexe, il suffit de vérifie

que
J (u*)(v—u) >0
On a
J (u*) (v —u*) = /o u(v—u") dt = /o (B*p(z,t)) (v—u") dt YveUl,
(B*¢(z,t),v —u’) = (L(T), yo(T) = yu=(T)) — ((0),%(0) = ur(0))
(/%) Oy OYy
—/ ((yv — yu*)am* — (a - m)) ax
= (0, yo(T) = yur (1)) = T (u") (v — u"),

et comme

X (T) = Xo¥ur(T) = X¥o(T) = Ya + Ya — XoYur (T) =0

= (20, 4u(T) = yur (1)) = 0,

par conséquent

ce qui établit 'optimalité du controle u*. m
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1.6 Controélabilité régionale et pénalisation

On suppose que 1’ensemble U, non vide donc le systéme (1.12) est exactement régionalement

controlable sur U,y . On veut résoudre le probléeme d’optimisation suivant :

min J(u —m1n/||u 1> dt

u€Uqq €Ugqq

(1.20)
Uy ={uel, y(T)—y €G}.

Pour tout € > 0, considérons le probléme de Pénalisation

J
(urryngc (u,y),

(1.21)
/ Ju(t) P dtt / ly/ (¢ ~ Bu(t)|*dt | .

ott C' est I’ensemble des couples (u,y) vérifiant

y'(t) — Ay(t) — Bu(t) € L*(0,T, X),
y(0)=yo wuel, (1.22)
y(T)—y* € G.

Alors, nous avons le résultat suivant :

Proposition 1.4 Pour tout € > 0, le probléme (1.21) admet une solution unique qu’on note
(te, ye). La suite ((ue,ye)). converge faiblement vers (u*,y*) quand ¢ tend vers zéro. De plus
u*est la solution du probléme (1.20) donnée par

u(t) = Bp(t),

ot p(t) et y*(t) sont solutions du systéeme d’optimalité

y'(t) = Ay(t) + Bu(t) sur [0,7],
y(0) = yo (1.23)
p'(t)+ A*p(t) =0 sur [0,77].

p(T) € G*.

Pour la démonstration voir [75].
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1.7 Théorémes de prolongement unique

La méthode de H.U.M ou Hilbert Uniqueness Method, a été introduite par J. L. lions [38],
pour I’étude de la controlabilité de I’équation des ondes. Elle a ensuite été appliquée a un
large éventuel problémes ol on construit l'espace des états atteignable, cette construction
est basée sur un théoréme de prolongement (ou continuation) unique : Holmgren pour
les ondes, Mizohata ou Saut-Scheurer pour la chaleur. Ces théorémes sont a la base de la
plupart des méthodes de résolution de problémes de controle et d’identification.

Nous allons d’abord présenter le théoréme d’unicité de Cauchy pour I’équation de la chaleur
linéaire.

Considérons la solution de I’équation parabolique

% +Ay=0 dans @, (1.24)

ou A est un opérateur elliptique d’ordre 2 sur lesquels les conditions seront précisées pour

chaque théoréme. Dans tous les cas, I'ouvert 2 doit étre connexe et Q) = Q x |0, 7'[.

Théoréme 1.1 (Unicité de Cauchy)

Soit Ty C T une partie non vide du bord, on note Yo = T'g x |0,T[, soit y(z,t) vérifiant

0

a—i + Ay =0 dans Q,

y=0 sur Yo, (1.25)
0

a—fj =0 sur X,

alors y est identiquement nulle dans Q.[Voir 67]

Les deux théoremes qui suivent intervient la notion de la composante horizontale dans un

ouvert d’espace-temps.

Définition 1.8 ( Composante horizontale)
Soit O un ouwvert inclus dans @, on dit qu’'un point p € @ appartient a la composante
horizontale de O s’il existe une courbe horizontale joignant p a O c’est-a-dire & une ligne

dont les points ont tous la méme coordonnée en temps.

Nous pouvons & présent énoncer le théoréme de S. Mizohata suivant
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Théoréme 1.2 (S. Mizohata)

Soient Q) un ouvert connexe de RP et A un opérateur elliptique du second ordre dont les
coefficients appartiennent o C(Q). Soit y la solution de (1.25) pour lopérateur A et O
un owvert inclus dans Q). Toute solution de (1.25) qui s’annule dans O s’annule dans la

composante horizontale de O.

La preuve de S. Mizohata [ voir 58] ne conduit pas de fagon évidente & un affaiblissement
de la régularité des coefficients de I'opérateur. Or il est important de point de vue pratique
de travailler avec des coefficients irréguliers. Les auteurs donnent ’exemple ot I’équation
parabolique est obtenue par linéarisation d’un opérateur non-linéaire autour d’une solution

qui n’est pas nécessairement réguliére. Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 1.3 (J. C. Saut et B. Scheurer)

Soient Q un ouvert connexe de RP, A un opérateur elliptique du second ordre défini par

p

Au = Zaw(x t)— 8 0$
j

1,7=1

(z, t)u,

i=1

ot les coefficients de A vérifient

aij € Ol(Q) 1 S 27.7 §p>
b € LZOC(Q) 1 S l S b,

¢ € L¥(0,T; L,.(9)).

Supposons que la solution de (1.25) vérifie y € L*(0,T; H2 (Q)) et qu’elle s’annule dans un

ouvert O C Q. Alors y s’annule dans la composante horizontale de O. [voir 68]
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1.8 Théoréme de Holmgren et ses conséquences

Soit I’équation hyperbolique suivant :

( @—Ay:f dans @Q =Q x 0,77
ot? Y
y(0) = yo dans ¥ =T x 10,77 , (1.26)
y'(0) =y dans ¥ =T x10,T] ,
L Y= sur .

On a le résultat suivant :

Lemme 1.5 Soit Q) un domaine borné de R" a frontiére lipchitzienne. Pour tout
fe LY 0,T, LX), yo € Hy(Q) et y1 € L*(),
le systéme (1.26) admet une solution unique
y € C(0,T,H)(Q)) N C*(0,T, L*(2)).
De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que

1Yl oo 0,7, 1300y + 19 1 2207, 12(02)) < € <|V?/0‘ + |yl + ||f||L1(0,T,L2(Q))> :

Théoréme 1.4 ( L. Hormander 37])

Soient Oy, Oy deuz ouverts converes de R" tels que Oy C Oy et P(D) un opérateur
différentiel & coefficients constants tel que tout plan 7 caractéristique par rapport o P(D) et
vérifiant 1N Oy # ¢ satisfait aussi N Oy # ¢. Alors toute solution u € D'(O3) de l’équation
P(D)u =0 telle que

u =0 dans Oy vérifie u =0 dans O,. (1.27)

On se donne z;, 2o € R™ quelconque et des constantes §,7 > 0 telle que 7 > 2 |z; — 29|,

on construit les convexes :

Oy = B(21,0) x |0, 7],

02: U (B((l—)\)21+)\22,6) X])\‘ZI_Z2’7T_)\|/ZI_22’D
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On a d’apres le théoréme précédente le critére d’unicité suivant :

Lemme 1.6 Soit y € D'(O3) une solution de

2
% —Ay=0 dans D'(Os)
y=20 dans Oq.

Alors on a y =0 dans Os.[voir 38]

On considére un ouvert borné convexe €2 C R" de frontiére I'. Soit un point z € T" et

n > 0, on définit I'y = I' N B(z,7n) et on introduit :

d(2,Tg) = sup d(z,Ty) = sup ( inf |z — y|> :

z€Q zeq \¥€lo

c-a-d la plus grande distance entre un point x € () et la partie de frontiére I'g, on a le

théoréme d’unicité suivant :

Théoréme 1.5 Soit T > 2 d(2, 1), y est la solution faible du probléme

@_A =0 dans @ = x|0,T]
ar YT N -
y=0 dans X =1 x]0,T7[ ,
telle que
@:0 dans Xo=T¢ x]0,T] .
v
Alors

y=0.
Pour la démonstartion voir [38].

Remarque 1.4 On a d(2,T) < diametre de Q, ¥ I'y C T, et donc on particulier; un

résultat d’unicité pour I'y C I' quelconque avec T > 2.diamétre de ).

24



Chapitre 2

SYSTEMES DISTRIBUES A
DONNEES MANQUANTES

Les systémes distribués considérés dans ce chapitre sont des systémes décrits par des équa-
tions auz dérivées partielles d’évolution définie dans un domaine Q de R™ (n =1,2,3 dans
les applications) et pour le temps t dans un intervalle (0,T"), on doit ajouter des conditions
initiales et des conditions aux limites. On s’intéresse a des phénoménes qui sont 1égis par
des équations d’évolution a données manquantes. Le modéle dont on dispose est incomplet,

dans le sens ou l’on connait mal les données initiales ot certaines données frontiéres.

2.1 Probléme de détection de pollution

Nous nous intéressons dans cette section a la détection de pollution en milieu fluide ( Lac,
Riviére). Nous supposerons que la pollution est due a la présence de composés chimiques
(Nitrate, Plomb,...) provenant des décharges externes ou sédimentaires. Les sources de
pollution diffusent au cours du temps des déjections toxiques dans I’eau et le domaine d’étude
comportent des obstacles ( ilots de terre, arbres,...).

La modélisation mathématique de transport d’'une substance chimique de concentration
y(x,t) dissoute dans un fluide conduit & une équation de type convection-diffusion-réaction
[72]. En tenant compte des principales propriétés physico-chimiques liées aux fluides, la
modélisation du transport d’un composé chimique conduit a la considération des termes

suivants
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e Un terme de diffusion

kdiv(a(z)Vy(z,t)),

ou k est la constante de diffusion. C’est une propriété fondamentale des fluides qui consiste

a disperser les molécules de maniére aléatoire dans tout le domaine. C’est cette capacité
. <1 - . . . <1y . .

qui permet & I’eau d’uniformiser une coloration dans une bassine et & ’air de maintenir une

odeur dans une salle close. Le terme a(z) désigne la transmissivité dans le milieu (dans un

milieu homogene ( 'eau, I'air,..) a(z) est une constante). Dans le cas d’'un Lac, la diffusion

est donnée par :

k.Ay(z,t)
et dans celle d’une riviére elle est équivalent a

Dlﬂ(x t) + D2@(x t), k, D1, Do sont des constantes.
Ox2"’ oy2 Y

e Un terme de transport ou convection u.Vy(z, 1)

E)?y(a:, t), ot u désigne le champ de vitesse du fluide.

e Un terme de réaction R qui traduit les interactions chimiques et biochimiques dans le
liquide.

e La source de pollution est décrite par une fonction f(z,t), elle donne naissance aux
substances polluantes déversées dans le fluide. A ce niveau, deux considérations sur les
sources de pollution méritent d’étre faites pour une meilleure prise en compte des espéces
polluants : il s’agit des termes sources distribués que nous noterons par £(z,t) et les termes
sources ponctuels au point ¢ de cordonnée x; que nous désignerons par )\Z-Ei(t).é (x — x;) on
d(x — z;) est la fonction de Dirac associée au point ;. La formulation générale de la source

est donnée par :

f,1) = &, 1) + A& (1).0(x — )

On suppose que les eaux polluées contiennent une grande variété de bactérien pathogéné-
tiques ou des virus. Aprés qu'une décharge soit deversée dans l’eau, la concentration des
bactéries ou des virus peut décroire trés rapidement a cause de certaines conditions (manque

de nutriments, baisse de température, les rayons solaires,...). On désigne alors par y; la
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concentration d’une espéce 7. Le terme de réaction R; est donné par
R; = —kyyi(w, ),

ou k; est une constante cinétique. D’autre part, le terme source peut étre exprimé sous la

forme

filw,t) = 3 A&(1)-0(z — P),
j
ou j est le nombre de sources internes de pollution ( détritus, métaux et autres déposés au
fond des rivieres et des Lacs), A; est le taux de pollution de la j iéme source, gl(t) est la

densité partielle des espéces i pour la j iéme source, 0(x — P;) désigne la mesure de Dirac au

point P;. On se raméne alors a la résolution d’un systéme d’équation de la forme :

Oyi(z,t)

S+ TV yi(x,t) — KAyi(x,t) = —ki(z,t) + SSAEL).0(x — P), i=1,2,3,...
j=1

Dans 'analyse de la concentration y, on est confronté & deux types de conditions au bord.
Pour illustrer ces conditions, subdivisons le bord du domaine d’étude en deux parties dis-

jointes, 02 = I'1 U Ty tel que

y|F1 = g(l’,t),
dy
a_n o h(l’,t),

le bord I'; est supposé diffuser de maniére continue une décharge de pollution dans le fluide,
c’est le cas d’une usine qui déverse ses résidus dans un Lac situé aux alentours par le biais
d’un canal d’ouverture I'y. Le bord I'; peut a son tour se subdiviser en plusieurs parties selon
le nombre de source de pollution externe.

La condition de Neumann caractérise I’échange de concentration entre le fluide et I'extérieur.
Cette condition est liée a la porosité de la terre. Dans I'étude d’eau de surface ( Lac, riviere)
on peut supposer comme approximation, dans ce cas, pour h = 0, cela sous-entend qu’aucune
concentration ne traverse le bord I'y, la terre est a ce niveau imperméable. On a besoin d’'un

condition initiale

y(@,0) = yo(x).
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Cette condition évalue la quantité de concentration présente au début de ’expérience. Elle
est importante dans la résolution des problémes de type évolutifs.
Nous résumons la dispersion d’une substance polluante dans un fluide par une équation

parabolique de la forme :

[ D) | k(o) V(e 0) + F.99) = f@t)  (n.0) € 2x]0.7],
- y|F1 = g(z,1) (x,t) € Ty x 10,77,
% = h(z,t) (z,t) €Ty x]0,T],
y(x,0) = yo(x) z €,

ou
e ) € R" n =2 ou 3 représente le domaine d’étude,
e |0, T est l'intervalle de temps d’étude T' > 0,

e [ est une forme non linéaire donnée par
F(y,Vy) =W . Vy(a,t) = \y(z, t) + plyl” (2.1),

ol A, 4 et p sont des constantes réelles et @ la vitesse d’écoulement de ’eau.

Nous nous plagons ici dans le cas des systemes a données incomplétes, c’est-a-dire que
I'une des informations suivantes :

e le coefficient k de diffusion,

e la fonction source f(x,t),

e la condition initiale yo(x),

e les conditions aux bords ¢(t) et h(t),
est inconnue ou contient dans sa structure des paramétres inconnus. Nous supposerons que

les structures des fonctions f et 1, sont inconnues et données sous la forme

fto) = NG,
wo(t,z) = 2759:(1).

Les parameétres \;, 7, sont inconnus et représentent les taux de pollution. Les fonction EZ et

g; sont connues et désignent respectivement les fonctions densité de production & la source
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et a I'instant initial.

La recherche de ces informations nous conduit naturellement a un probleme de type in-
verse. Dans la résolution de ces problémes, il est nécessaire de disposer des données mesurées
de I'état y. Nous noterons dans la suite 1,5 ces données expérimentales et ensuite évaluerons

I’état y en fonction des paramétres recherchés.

2.2 Espace des observations

Nous supposerons que les mesures prélevées y.,s sont opérées dans un intervalle de temps
[0, 7], tout comme les calculs de I'état y(A, 7) est dans un domaine d’observation O C .
Une formulation habituelle est de considérer connue 'action sur ’état y(z,t) d’un opérateur
linéaire & valeurs dans un espace convenable H c’est-a-dire définit un opérateur d’observation
B permettant d’associer les parametres recherchés aux mesures observées B : U — H. Alors
on observe I'état sur un domaine supposé O appelé observatoire, et dans un intervalle de

temps (0,7"). L’observatoire O peut étre interne distribué (O C 2), ou frontiere (O C I).

Observatoire

Ve

Sources

Figure 1: Domaine ), observatoire et sources

Une fois les données observées obtenues, le probléme auquel nous nous intéressons dans ce

travail est le suivant :

29



A partir des mesures expérimentales de l’état y du systéme précédent est il possible
(Q) d’identifier la fonction source et /ou la fonction initiale avec prise en compte

des erreurs sur les mesures ¢

Nous allons commencer de répondre & cette question dans le cas général.

2.3 Position du probléme

Pour illustrer notre approche, nous supposons que 1’état du systéme est décrit par y. La
structure générale de 1’équation aux dérivées partielles qui gouverne 1’état y du probléme

étudié est supposée connue sous la forme :

() % + F(y) = terme source Q x 10,77, (2.1)

y(t=0)=1° Q,

ou F' est une fonction non-linéaire et y, I’état initiale.

Pour que I'état y du systéme considéré puisse étre entierement défini, il faut connaitre:

e les coefficients du 'opérateur F, et la structure de non linéarité éventuelle,

e les termes sources,

e la condition initiale,

e les conditions aux limites, et

e le domaine d’étude ().

Ce qui n’est généralement pas le cas.
Si 'une au moins des informations ci-dessus est inconnues ou partiellement connue on dit
que le systeme (S) est a données incomplétes. On rencontre ce type de problémes dans de
nombreuses situations, en sciences biomédicales, en météorologie, en océanographie, ..., ou

les conditions initiales ne sont pas complétement connues.
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2.4 Termes manquants et termes de pollutions

Soit F' un opérateur elliptique du deuxiéme ordre. On suppose que la premiére équation du

systéme (S) s’écrit sous la forme :

%—FF(y) =(+X Qx]0,T],

avec ( est donné dans un espace convenable Y et Z demeure dans la boule unité de Y et A
est un petit parametre réel avec )\Z n’est pas connu. On suppose que les ceofficients de F' et
I'ouvert 2 sont connus mais les données initiales sont incomplétes. Si 'on désigne par y(0)

la condition initiale s’exprime sous la forme
y(0) =y + 717",

ot 1° est donné et 7° demeure dans la boule unité d’un espace de Hilbert ou de Banach avec
T réel petit, et on suppose que les conditions aux limites sont connues.

Notre objectif est de donner une méthode permettant d’obtenir des informations sur )\E
qui ne soient pas affectées par les variations de la donnée initiale autour de y°. On établit
ainsi une distinction entre le terme )\Z qui est dit "de pollution” et le terme 73° qui est
dit "manquant” que ’on ne cherche pas a identifier. Pour espérer pouvoir obtenir quelques
informations, il faut observer y. Donc, le probléme consiste a observer 1’état y sur une partie
accessible du domaine et de disposer des mesures expérimentales pour estimer les données

manquantes.

2.5 Observation du systéme

Dans un systéme a données partiellement connues tel que celui qu’'on considére en (5), il
est naturel de vouloir reconstituer le tout ou une partie des données inconnues, cela est bien
évidemment impossible si on observe rien du systéme étudie. Soit H 'espace de données
observées, nous citons deux types d’observations :

1/ L’ouvert O peut consister en plusieurs composantes donc les observations se font aux
points O;, i = 1,2,3, ..., et les sources de pollution sont générées aux points S; (figure 2), un

tel cas a été étudié dans [31].
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Station d'oberservation

Obstacle

Source de pollution

Lac

Figure 2 :  Modéle d’un fluide soumis a deux sources de pollution {Si,Ss} dont

lobservation est faite au points {O1, 0y, O3} .

2/ On peut considérer d’un observatoire O C Q (figure 3). Les données observées sont
continues par rapport au temps et a I’espace. De telles observations peuvent étre faites au

moyen d’un navire, c’est par exemple le cas d’un bateau observatoire et () étant un océan

ou un lac,....
DomaineOberservation
Ne
aure Obstacle
Lac ® X Source de pollution
X s1
s2
Figure 3 : Modéle d’un fluide soumis a deux sources de pollution {Si, S}

dont ’observation est faite dans un sous domaine.
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En outre, on peut avoir des observations discontinues en temps.
On observe I’état du systéme "y" sur O pendant Uintervalle de temps [0, T'|, donc théorique-

ment, on va disposer de

Y(x,t) = Yobs sur O x (0,7), (2.2)

ol ¥Y,ps €St une mesure connue.

Naturellement les mesures expérimentales peuvent étre influencées par des perturbations
appelées bruits. Les bruits peuvent étre dus aux erreurs sur les instruments de mesures ou
encore aux erreurs sur ’approximation des équations. Pour prendre en compte ces erreurs;

lopérateur d’observation se définit de la maniére suivante :

Yobs = Mo + Y B;my, (2.3)
i=1

ou les fonctions (mg,ms,...m, ) sont données et les 5, sont des paramétres inconnus,

représentent les termes de bruits.

Remarque 2.1 :
1/ Les résultats présentés ici, seront dans le cas d’une observatoire interne.
2/ Pour les systémes dissipatifs, l'ouvert O peut étre, au moins théoriquement, étre arbi-

trairement petit.

Le probléeme d’identification de la reconstitution de certaines parameétres inconnus de
notre systéme conduit naturellement & la notion " d’idenfiabilité" que nous allons définir de

la facon la plus générale possible.

Définition 2.1 On considére un systéme dont [’état noté y dépend d’un vecteur de paramétres
v. Soit C' un opérateur d’observation agissant sur y. On définit lopérateur B : E — F tel
que E est l’espace des données et F' est l’espace de mesure. On dit que B est identifiable a

partir de l’observation z = C'y si l'application B est injective.

Pour résoudre un probléme d’identification, une technique trés répondue est la méthode
de " moindres carrés". Par ailleurs, a la fin des années quatre-vingt, une nouvelle méthode
a vu le jour : "la méthode des sentinelles". Nous commencons par une présentation de la

premiere méthode.
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2.6 Méthode de moindres carrés

Elle fit introduite en 1795 par Gauss et Legendre pour la résolution de problémes inverses.

" nouvelles méthodes pour la détermination des

Dés 1805, Legendre présenta son article
orbites des comeétes” basé sur la méthode des moindres carrés. Depuis lors, cette méthode
est restée la plus populaire des techniques d’identification de parameétres aussi bien pour
les équations différentielles ordinaires (EDO) que pour les équations aux dérivées partielles
(EDP).

Supposons que v représente le vecteur des parameétres recherchés. La technique des moin-
dres carrés consiste & minimiser la distance au carré entre les valeurs observées y.s et les

valeurs calculées y(v) pour les v parcourant I'espace des parameétres U. Ainsi, le probléme

d’identification revient a la résolution du probléme d’optimisation

. 2
- 2.4
min [5(v) — sl (2.4

ot y(v) est la solution du systéme (5).

Dans la méthode de moindres carrés, tous les parameétres inconnus jouent le méme role.
On ne fait pas de différence entre les parameétres ( aux termes sources et aux termes initiaux).
Il y a donc des risques de ne pas pouvoir séparer nettement les roles des uns et des autres.
De plus, les données disponibles y.,, peuvent étre insuffisantes par rapport au nombre des
parameétres recherchés, ce qui conduit & une infinité de solutions possibles. On a, dans ce
cas, un probléme d’unicité de la solution, aussi pour un jeu de données prélevées dans le
méme domaine, la résolution peut conduire a une forte perturbation de la solution, il s’agit
d’un probleme de stabilité. Face a toutes ces éventualités, on dit de maniére générale que
le probléme de moindres carrés est mal posé, il faut, dans ce cas, introduire des termes

régularisant ou stabilisateurs qui réduisent des erreurs d’approximation supplémentaires.

2.7 Méthode des sentinelles

Elle répondait d’une part aux préoccupations citées dans (Q)) et d’autre part a ’élaboration
d’un algorithme rapide dans le calcul des paramétres inconnus. Cette théorie a été par ailleurs

développée dans des applications en environnement par son auteur durant quatre années a
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travers des articles et des conférences pour enfin résumer le tout dans son livre publié en
1992, " Sentinelles pour les systeémes distribuées & données incomplétes" [40]. Du point de
vue numérique on s’accorde a dire que la méthode de sentinelle est quasiment équivalente a
la méthode des moindres carrés classiques.

En 2004, O. Nakoulima [voir 61] vue de pallier aux préoccupations (@) et d’utiliser I'inégalité
de carleman pour démontrer 'existence du sentinelle.

Nous distinguons deux types de sentinelles, continue et discrete.

2.8 Sentinelle continue

On considére un ouvert 2 de R™, (n = 1,2,3 dans les applications), borné de frontiére
00 =T assez régulicre ( de classe C? afin de ne pas rencontrer de probléme de régularité).
Soit A un opérateur elliptique de seconde ordre. Pour T' > 0 fixé, on définit @ = 2 x [0, 7]

et Y. =T x]0,T], on considére la solution y(z,t) du systéme :

0 ~
S P I@) =CHAC dans Q.

y(0) = ¢° + 77° dans €, (2.5)
=0 sur ..

Ce systéme est a données incompléte ot

e Les fonctions ¢ et y° sont données respectivement dans L? (Q) et L* ().

e Le terme de pollution )\E et le terme manquant 74° sont inconnues respectivement dans
L?(Q) et L*(Q).

e Les réels \ et 7 sont arbitrairement petits.

e Les coefficients de 'opérarteur A vérifiant les conditions du théoréme de Saut et Sheurer.

e L'opérateur y — f(y) est une fonction non linéaire de classe C!, (on peut supposer que
f est fonction de y et Vy).

L’équation (2.5) admet une unique solution faible dans L? (Q)) que ’on note

y(x, t, \, 7) = y(\, 7).
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La question qui se pose est :

Comment peut-on calculer le terme de pollution )\E (ou d’obtenir des in formations)

qui soit indépendant des variations de la donnée initiales auteur de yy?

Donc nous nous intéressons a l’estimation du terme de pollution sans toutefois manifester
un intérét pour le terme manquant.

Placons nous dans le cas ou les données observées 1,5 ne sont pas bruitées. L’idée fon-
damentale pour répondre a la question précédente est de prendre une valeur moyenne, pour
savoir si quelques chose se passe. Soit donc h une fonction donnée sur (0, 7") x O. On considére

alors la moyenne

T
93?()\,7):/ /h.y(a:,t, A, T)dzdt,
0 0]

et on cherche & déterminer le terme de pollution indépendamment du terme en 7, au premier
ordre par exemple. Mais, il n’y a en général aucune raison pour que, au premier ordre,

M(A, 7) soit indépendante de 7. Autrement dit, il n’y a aucune raison pour que

amSATOO //h 290, 0)dwdt = 0.

On introduit une fonction w, et on donne la définition d’une fonctionnelle dite "sentinelle”

qui soit la moyenne de ’état y sur un petit domaine, donnée par I’expression suivante :

T
SO\ T) = / / (h+w).y(x,t, \, 7)dzdt. (2.6)
o Jo
pour les fonctions h et w € L2(]0,T[ x O).

Définition 2.2 On dit que S est une sentinelle de Lions définie par h, s’il existe un controle

w tel que le couple (w,S) vérifie

oS
= —(A\,7) =0, vy’ € L*(Q), (2.7)
A=7=0

et

HwHLmo,T[m) = min (2.8)
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Remarque 2.2 La condition (2.7) exprime l'insensibilité de la sentinelle par rapport au
terme manquant au premier ordre et la condition (2.8) exprime que l’on s’éloigne le moins

possible de la moyenne, elle sélectionne une unique sentinelle.

Remarque 2.3 Le choiz w = —h donne lieu & (2.7). Par conséquent, sous des hypothéses
trés générales, le probléeme (2.7)-(2.8) admet une solution unique. Mais il faudra s’assurer
que sous des conditions convenables, w # —h, la fonctionnelle S(\,7) = 0 n’étant pas

susceptible de nous apporter beaucoup d’informations.

2.8.1 Informations fournies par les sentinelles

L’existence et I'unicité de la fonction w sont montrées dans [42]. Il a été montré que le
probléme (2.7)-(2.8) est équivalent & un probléme de controlabilité exacte a zéro a partir
duquel la méthode HU M, abréviation de "Hilbert Uniquenss Method " [38], a été utilisée
pour établir Iexistence et 'unicité de la fonction du controle w. La fonction sentinelle, une
fois construite, la détermination du terme de pollution se déduit par le développement de

Taylor a l'ordre 1 de S et en considérent (2.6)-(2.7) on a :

oS oS
S 1) = 5(0,0) + A5(0,0) + 7——(0,0) + o([[(A\, 7)) (2.9)
19D or
oS
= 5(0,0) +A5+(0,0) + o(l[(A, I]),
puisque par définition —(\, 7) = 0, on peut déduire
87— A=7=0

Ax 3= (S\71)—5(0,0), p=—=(0,0), (2.10)

en remplacant S(A, 7) par Sy la solution observée

T
Sobs:// (h + w).yops drdt. (2.11)
0JO

On a ’estimation

A X B2 (Sops — S(0,0)). (2.12)
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On va maintenant montrer comment, avec h donné, on peut construire 'unique fonction w

telle que 'on ait (2.7)-(2.8).

2.8.2 Meéthode variationnelle

La condition "d’insensibilité" de la sentinelle par rapport aux termes manquants est équiv-

alente a
T
/ /(h+w).yT dxdt =0, (2.13)
o Jo
ou
0 0,7) — (0,0
yT:_y(()’O):hm(y( .7) —y(0, ))7
or T—0 T

alors g, la solution du systéme d’équation

Y,
@yt + Ay, + f'(wo)y =0 dans Q,
y.-(0) =7° dans §, (2.14)
Yy =0 sur X,

avec f’(yo) désignant la dérivée de f au point yo = y(0,0). En effet, (0, 7) est solution du

systéme suivant :

ay(aot’ ) + Ay(0,7) + f(y(0,7)) = ¢ dans Q,
y-(0,7)(0) = yo + 79" dans 9, (2.15)
y-(0,7) =0 sur X,

et 1o est solution du systéme

0
% + Ayo + f(yo) =0 dans Q,
y0(0) = ¢° dans €, (2.16)
Yo =10 sur X,
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1
En retranchant (2.16) de (2.15) et en multipliant par —, on trouve :
T

( %(y(O,Tj — yo) I A(y(O,TZ — yo) I f(y(O’T)g — f(yo) —0 dans Q,
y(O,T)(OT) —(0) _ 7 dans Q. (2.17)
(y(O,T) — y0> -0 sur Y.

Par passage a la limite quand 7 — 0 dans (2.17), on obtient (2.14).

2.8.3 Equivalence a un probléme de controlabilité

Soit maintenant ¢ = ¢(x,t) 'état adjoint qui est la solution du probléme rétrograde suivant:

ot
T dans €2, (2.18)
sur Y.

—

0
A+ Fl)g = (h+w)yo  dans Q,
)=0
0

q
q

Le probléme (2.18) admet une solution unique sous des hypothéses trés générales sur f'(yo).

Cette solution dépend de w qu’on veut déterminer.

Lemme 2.1 On suppose que q est solution du probléme (2.18). Alors le probléme d’existence
d’une sentinelle insensible aux termes manquants est équivalent a un probléme de contréla-

bilité a zéro, c’est-a-dire q(0) = 0.
Preuve.Si on multiplie la premiére équation du systéme (2.18) par y, et on intégre ensuite

/OT/O(h +w).y, dedt = /Oq(o)_go dr.

Par conséquent, la condition (2.13) équivaut a

par partie, on obtient

q(0) = 0. (2.19)

Ceci est un probleme de controlabilité a zéro. Donc, le probléme de trouver une sentinelle S
telle que (2.18) ait lieu, est équivalent au probléme de controlabilité a zéro suivant :

{Trouwver w € L*(]0,T[ x O)tel que l'on ait (2.18) et (2.19). =

39



En résumé, le probléme d’existence d’une unique sentinelle revient & résoudre le probléme

d’optimisation suivant

P) {uiglolgoror )

ou
00 | qu o0 Vo —
_§+A q+ f'(vo)g = (h+w)xo dans Q,
A= < w tel que q(T) = q(0) =0 dans $2,
qg=0 sur Yy,
Le domaine des contraintes du probléme (P) est non vide car w = —h donne ¢ = 0, par

conséquent le probléme (P) admet toujours une solution et une seule que 'on note w. Il
reste donc deux problémes a résoudre

1- Calculer w,

2- S’assurer que w # —h.
Une méthode classique pour obtenir le systéme d’optimalité pour le probléeme (P) est la

méthode de pénalisation.

2.8.4 Peénalisation

Soit € > 0, on introduit la fonction suivante :

2

1 2 1 0z . ,
02) = 5 olonny + 5z |~y A7 Sz~ v o
et on consideére le probléme (P.) suivant
min J.(w, 2)
()
(w,2) € A®
avec
aZ * / 2
—p T A )z — (h+w)xo € L7(Q),
A® = ¢ (w, 2) tel que 2(T)==2(0)=0 dans $Q,
z2=0 sur >y,
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le probléme (P.) admet une solution unique qu’on notera (w., z.).

Le systéme d’optimalité donne l’existence d’une fonction p, solution du systéme

Lp. =0 dans Q,

(2.20)
p.=0 sur >,

et caractérise le controle optimal comme suit :

We = pXo, (2.21)

ou

0 /
LZ&*’!‘H‘JC(QO)I@

et par passage a la limite on obtient une fonction p solution d’un systéme d’optimalité du

probléme initial (P). Finalement le controle est
w=pxo €I,

ou F est I'espace de Hilbert complété de L?(Q) pour la norme

ol = ||P||L2((0,T)xo) :

Dans ce cas, on doit supposer que h ¢ F pour obtenir une sentinelle non identiquement
nulle.

Ici la notion de sentinelle de Lions ou le controle et 'observation sont dans le méme
domaine, devient un cas particulier. On propose pour la définition précédente une générali-
sation de la notion de sentinelle au cas d’une observation et d’un controle ayant leurs supports

dans deux ouverts différents.
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2.9 Sentinelle régionale

On considére ici h € L2((0,T) x O) et w un ouvert non vide de Q, tel que w # O. Plus

précisément pour une fonction controle
w € L*((0,T) x w).
On pose

T T
S\ 1) = /o /Oh.y(x,t,/\,T)dxdt—i—/o /w.y(m,t,)\,T)dxdt (2.22)

T
= / /(hXo+wxw)-y(x,t,k77)dfvdt,
0 Q

ol Y et x, sont les fonctions caractéristiques de O et w respectivement.
On considére le probléme (2.5) avec A = A ( pour simplifier les calcules) et on divise le

bords en deux I'y et 'y tel que 1 N Ty = ¢,

( 8 e
5 AU S) =CHAC dans Q
y(0) = 3° + 77° dans €, (2.23)
Y= sur )y,
dy
\ eV sur Y .

Définition 2.3 On dit que S est une sentinelle définie par h, s’il existe un contréole w tel
que le couple (w,S) vérifie :
oS

—(\7) =0,
or A=7=0

et

HwHLQ(]O,T[Xw) = min.

Le probleme d’existence d’une sentinelle est équivalent & un probléme de controélabilité a

7Z€éro :
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trouver le controle optimal w € L?(]0, T x w) tel que ¢(0) = 0 ou q est la solution du

systéme

\

Pour cela, il faut résoudre le probléme d’optimisation suivant :

ou

w tel que

\

min Hw||L2(]O,T[><w)

(P) ,
w € B
dq ,
5 Ag+ f'(yo)g = hxo + wx,
q(T) =q(0) =0
q:
dq B
5 =0

0
—8—3 — Aq+ f'(yo)q = hxo + wx, dans @,
q(T) =q(0) =0 dans €,
q= sur )y,
9q
i 0 sur Y .

dans Q,
dans (),

sur Yy,

sur Y .

2.9.1 Informations fournie par la sentinelle

L’information fournie par la sentinelle S, d’aprés (2.12), est donnée par

T T
)\/ /(hXo + wy,,) yrdrdt = / /(hxo + wxy,)-(Yobs — Yo)dzdt,
0o Jo 0o Jo

%
B

ol Yy =

(

(0,0) est solution du probléme

P .
% — Ayx+ f'(yo)yr = ¢
yr(0) =0
yr=20
IYx B
o =0
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En multipliant la premiére équation par ¢ et en intégrant par parties, on trouve

/OT/QquAdZEdt / /y)\L*qd:Edt+/ q(T)y (T)dx_/ q(0)y,-(0)dz  (2.25)
/ / —det+/ /yA M vt

Comme ¢ et y, sont solutions de (2.18) et (2.24) respectivement, (2.25) devient

T T
/ /(hXo + wx,,).yadzdt = / / q.Cdxdt.
o Ja o Ja

Finalement, on obtient

T T R
/ /(hXo +wx,,)-(mo — yo)dzdt = / / q.\(dxdt. (2.26)
o Ja o Jo

Donc, la connaissance du controle optimal w fournie des informations sur le terme de pollu-

tion )\E.

2.9.2 Construction d’une sentinelle

On a montré que 'existence d’une sentinelle est équivalente a un probléme de controlabilité
a zéro, l'outil essentiel pour résoudre le probleme d’existence est une inégalité d’observabilité

de type Carleman. Pour ce faire, on introduit I’espace

— 0 v
V:{UEC"X’(Q)7v:a:—OsurElet%—Osurzg}.

Alors le théoréme suivant donne une inégalité de Carlemen.(Pour la démonstration voir [56]).

Théoréme 2.1 ] existe une constante positive C' = C(Q,w, O, T, f'(yo)) telle que

T o T T
/ / 7 |u|2dxdt <C {/ / |Lu|2dxdt —I—/ / |u|2 dxdt} Yu €V, (2.27)
0 Q 0 Q 0 w

1
ot 0 € C?*(Q) positive avec 7 bornée et "L" est un opérateur différentiable défini par

0
L—E—FA‘F]E(Z/O)
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Remarque 2.4 si Lu = 0, ["inégalité obtenue est appelé " Inégalité d’observabilité” car si

u=0 surw x (0,T) implique que u =0 sur  x (0,T) tout entier.

On définit une forme bilinéaire symétrique de V' x V dans R par

T T
a(u,v) :/ /Lu.Lv dxdt—i—/ /u.v dxdt, (2.28)
0 Q 0 w

on déduit le lemme suivant :
Lemme 2.2 La forme bilinéaire af.,.) est un produit scalaire.

Preuve.

On a a(.,.) une forme bilinéaire, symétrique et positive

T T
a(u,u) = / / |Lu|2dxdt+/ / lul? dzdt > 0 Yu € V.
0 Q 0 w

Il reste & montrer que

a(u,u) =0=u =0,

T T
a(u,u) =0= / / |Lu|® dzdt = 0 et / / |u|® dzdt = 0,
0 Q 0 w

d’aprés (2.27) on déduit

On a

T
1
/ /?|u|2da:dt:0:>u:0dansQ.
o Ja

donc, a(.,.) est un produit scalaire m

Soit W l'epace complété de V' pour la norme ||.||,, définie par :
lully = v a(u, u). (2.29)

Alors W est un espace de Hilbert et de plus V' est dense dans WW. On peut préciser la structure

des éléments de W. En effet, soit Hy(Q) 'espace de Hilbert & poids défini par :

T
Hy(Q) = {v € L*(Q) tel que / /99—12|v|2 dxdt < oo} , (2.30)
0
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muni de la norme

T 1 ) %
o= ([ [ joloPasar) "
0 Q

Alors, par application de I'inégalité de Carleman (2.27) on obtient
[olly < Cllolly -

Ce qui montre que W s’injecte contintiment dans Hy(Q).

On considére, maintenant, I’application linéaire suivante :

I+ W—=R
T

Vo= l(v):/ /hxov dxdt,
o Jo

ou la valeur de h est donnée dans L*(Q).

Lemme 2.3 On suppose que
h € L*(Q) et que (6h) € L*(Q).

Alors | est continue.

Preuve. On a

T ) 1/2 T 1., 3
ll(v)] < i Q\Hhxol dxdt i Q?M dxdt ) .

D’aprés I'inégalité de Cauchy Schwartz. Comme 0h € L?(Q), on obtient

T 1/2
(/ / 10hxo | dmdt) < ( constante,
o Ja

de plus

r 1 2 r 2 r 2 2
/ /?M dxdtSC(/ /|Lv| da:dt+/ /|v| dxdt) _C ol
0 Q 0 Q 0 w

Ainsi

1)) < CWVC [ollyy -
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donc [ est continue sur W. m

En conséquence de ce qui précede on a la proposition suivante :

Proposition 2.4 On suppose que l'hypothése (2.31) est satisfaite. Alors il existe un unique

élément w € W solution du probléme

T
a(w,v) :/ /thovdxdt Yv e W. (2.34)
0

Preuve.l’application [ est linéaire et continue sur W et comme la forme bilinéaire,
symétrique af(.,.) est continue, coercive, alors d’aprés le théoreme de Lax-Milgram, il ex-
iste un unique élément @ € W solution de (2.34). m

Nous allons monter maintenant que I’ensemble des solutions qui satisfait (2.18)-(2.19) est

non vide.

Proposition 2.5 Sous I’hypothése (2.31), soit u € W l'unique solution de (2.34), on pose

W = —UX,,,
Ao (2.35)
q = Lu.

Alors
1) (w, q) est une solution du systéme (2.18)-(2.19) c-a-d qu’il existe une unique sentinelle

isensible auxr termes manquants.

2) On a

[l < ClOR xollr2q) C' est une constante,

||w||L2(w><(O,T)) < C||9h XO||L2(Q)’

lall o) < ClOR Xxoll12(q) -

Preuve.l) Comme 7 est solution de (2.34) alors

T T T
/ / Lu.Lv dxdt +/ /E.U dxdt = / / hxov dzdt Yv e W, (2.36)
0o Jo 0 Jw o Jo
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mais (w, q) satisfait (2.35), alors (2.36) s’écrit

T T T
/ / q.Lv dzdt — / /w.v dxdt = / / hxov dxdt Vv e W, (2.37)
o Ja 0 Ju 0o Jo

T T
/ / q.Lv dxdt = / / (hxo +wx,)v dedt Vv e W. (2.38)
o Ja 0o Jo

donc

Il s’agit de montrer que ¢ est solution du systéme (2.18)-(2.19). L’équation (2.38) est vraie

en particulier pour v € ©(Q) C V C W, c’est-a-dire

(g, LU>L2(Q) =(h xo + wXuHU)LZ(Q) Vo € D(Q),

d’ou au sens de D(Q), on a

L'q = hxo+wx, (2.39)
= L*qe L*Q).

De plus, on a ¢ € L?(Q) et par application du théoréme de Lions-Magnenes [51], les fonctions
traces g ent =0, t =T et q sur X exitent.

On multiplie (2.39) par p € C*(Q) et on intégre par partie sur ), on obtient

/OT/QIO.L*q dxdt = / /qu dxdt—/ q(T)p (T)d:c—l—/q(O)p(O)dg; (2.40)
_/0 /Fa dth+/ /a q drdt
= /OT/Q(hXo—l-wxw)pdxdt.

Utilisant maintenant 1’équation (2.39)

_/Qq(T) (T)da:+/ 0)dz— / / P dth+/T/F%.q drdt =0, VYpe C®(Q),

On prend p € W, on obtient

T aq T ap
— | q(T)p(T)dz+ [ q(0)p(0)dx — —.p dladt + —.q dl'ydt =0, (2.41)
Q Q o Jr, Ov o Jr, Ov
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pour p € V, tel que p(0) = p(T) = 0 et ply, = 0. Alors il vient
T
9,
/ —'O.q dl'dt =0 = g =0 sur X.
0 ry al/

On reprend (2.41) avec en particulier pour p € V, tel que p(0) = p(T') =0 donc

T
/ / @.pdf‘gdt:()#@:@ sur Y.
0 Ty (91/ 87/

Il en est de méme pour p € W, tel que p(0) = 0, donc
/ q(T)p(T)dx = 0= q(T) = 0 dans €.
Q

Enfin, on a

/Qq(O)p(O)dac = 0= ¢(0) = 0 dans (.

Ainsi le couple (w, q) est solution du probléme (2.18)-(2.19).
2) On prouve maintenant les estimations.

On pose v = u dans I’équation (2.34). Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient que

T T T
Lu)? dzdt + af’ daedt = hyou dxdt
| o

0 Q 0 w 0 Q

1_
< thXo”L?(Q) ik

7

Y

L2(Q)

de plus, I'inégalité de Carleman donne

1
0

<V [l (2.42)
L2(Q)

—U

Utilisant I'inégalité (2.42), on trouve

T T
= [ [ il dvaes [ [ @ it < VE ool Il 43

Ainsi

lally < VC16hxoll () - (2.44)
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Donc la premiére estimation de la proposition est réalisée.

De plus, comme (w, q) satisfait (2.35), alors I’équation (2.43) s’écrit
||Q||iZ(Q) + ||w||i2(w><(0,T)) <Vc ||0hXO||L2(Q) 1@y - (2.45)

De (2.44) et (2.45), il vient

2 2 2
||Q||L2(Q) + ||w||L2(w><(O,T)) <C ||0hXO||L2(Q) (2.46)

On déduit alors la deuxiéme et la troixiéme estimations de la proposition. m

Le théoréeme suivant donne 'existence de solution pour le probléme (P’)

Théoréme 2.2 Sous les hypothéses de la proposition précédente, il existe un couple unique

(w,q) solution du probléme (P’'), tel que

W = —pXe;
ol p est la solution du systéme
Lp=0 dans @,
p=0 sur )y,
g—/i\ =0 sur Y,

Preuve.Les hypothéses de la proposition (2.5) étant satisfaites, le domaine B est alors
non vide. De plus, il est fermé. L’application w — [|w]| 2, (7)) €st continue, coercive et
strictement convexe. Alors, on déduit qu’il existe une unique solution pour le probléme (P’)

qu’on note (w,q) € B qui vérifie

||@||L2(wx(o,T)) < ||w||L2(wX(07T)) Vwe B.

On utilise la méthode de pénalisation pour obtenir le systéme d’optimalité pour (w, q) .

Soit € > 0, on introduit la fonction suivante :

1 2 1 * 2
Jo(w, z) = B w72 wx 0.y + 2% IL*2 = hxo — wXulli2q) -
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et on consideére le probléme (P.) suivant

min J.(w, 2)

(w,2) € B*

avec

L*z — hxo — wx,, € L*(Q),
Bf = ¢ (w, z) tel que 2(T)=2(0)=0 dans (Q,
2=0 sur Yy,

le probléme (P.) admet une solution unique qu’on notera (we, z.) tel que

w. — @ faiblement dans L*(w x (0,T)),

e—0

2. = q faiblement dans W
e—0

Alors, (w,q) est 'unique solution du probléme (P) si et seulement s’il existe une fonction p

telle que {w, g, p} est solution du systéme d’optimalité suivant

(

L*q = hxo + Wx,, dans Q,

Lp=0 dans @,
q(T)=q(0)=0 dans Q,

et p=0 sur Y.,

7=0 sur Y, 8
821\_0 Em =0 sur Y,
\ 5 = sur Yy,
avec W=—pxX,, PEW =

2.10 Sentinelle discréte

Jean Pierre Kernevez et son équipe ont été les premiers a avoir proposé des résultats
numeériques sur les sentinelles dans les applications liées a la pollution de ’environnement
dans les années 90 | voir 4, 5,6, 7, 15, 16, 17]. Ces auteurs s’accordent a définir la source de
pollution comme étant une fonction continue par rapport au temps en une position ponctuelle

de 'espace. Nous nous plagons dans le cas de probléme (2.5), qui peut s’écrire sous la forme
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suivante

( 8 N Y
5 FAYEI) = XA @ —a))  dans Q.
i=1
M
y(0) =4° + > 7,00 dans §, (2.47)
=1
\ y=0 sur Y.

ou

e Les a; sont les points d’observation,

e 0(x — a;) est la fonction de Dirac au point a;.

e Les fonctions sources )\ifi qu’on suppose dans L%(0, 7).

Maintenant, le probléme peut étre formulé comme suit :

Trouver (\; ,i =1,..., N ) représentant au mieux le débit qui a produit la mesure y,ps.
On définit une fonction w; € L?(0) spécifique a la ™ composante de A\ doit étre construite
telle que :

(Wi, Yobs) £2(0) = i (2.48)

ol Yops est la fonction d’état mesurée. Si une telle fonction w; existe, son unicité est assurée
en choisissant la fonction de norme minimale.
La fonction w; désigne la sentinelle permettant de déterminer le parameétre \;, donc pour

estimer tout les \;, nous devons calculer toute la famille de fonctions (w;);—1 n.

On a

N M
y(\7) = ZAiyi + Zijrj, (2.49)
i=1 j=1

ot (;)i=1,n €t (Yr;)j=1,1 sont respectivement les solutions des équations suivantes :

%zi + Ay + [(go)y: = (@ — ) dans Q,
v:(0) =0 dans £,
Yy =0 sur Y.
Y.
g T A+ [ o)y, =0 dans Q,
yr,(0) = 73 dans €,
Yr, =0 sur Y.
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Alors, le produit scalaire de w; avec y(\, 7) devient

N M
(wi, y(A, 7)) 1200) = Z/\i<wia Yooy T ZTJ‘(@UM/TJ.)LQ(O),
i=1 j=1
Par conséquent, la formule (2.48) est équivalente a :

(U}i, yk)LQ(O) =1 Sl 1= k?,

(Wi U)oy =0 Yk =1, N,k #1,

(wi, y"'j)LQ(O) = 0

Ensuite, nous utilisons ’état adjoint noté ¢; solution du systéme rétrograde, en multipliant
q; par y; (resp.yTj) et en intégrant par partie en espace et en temps, les égalités précédentes

deviennent :

T

/@(t)qi(ai,t)dt = 1, 1<i<N,
0

/yo(x)qi(x,o)dx = 0.

Q

Ce résultat est fondamental pour le calcul des sentinelles. En effet, il résume le fait que la
sentinelle est sensible a \; et insensible & tous les autres parameétres de I’équation (2.47). Il
permet aussi d’interpréter les égalités précédentes comme un probléme de controle optimal.
Cette méthode discréte a été exploitée dans la détermination des pollutions dans un aquifére

[26], dans un Lac [42] et dans une riviére [5].

2.11 Sentinelle discriminante

On considére le probleme (2.23), les données observées peuvent étre affectées d’erreurs sur

les mesures ou des effets de "bruits", donc
n
Yobs = Mo + _B;my,
i=1

ou les fonctions mgy my, ..., m,, sont connues dans L?(O x (0,7)) mais les 3; # 0 ne sont pas

connus, on dit que les 3, sont les termes de bruit. Le probléeme maintenant est :

53



Peut-on obtenir des informations sur AZ qui ne soient pas affectées par les variations de y(0)
autour de y°, et qui ne soient pas affectées par les bruits B;m;, i =1,..n7
Dans une telle situation, en plus des hypothéses (2.7)-(2.8) il faudrait associer une condition

d’insensibilité de la sentinelle aux effets des bruits

T
/ /(h +w)m; dedt =0 1<i<n. (2.50)
o Jo
Une telle sentinelle est dite "discriminante” [40, 62, 72].

Remarque 2.5 :
1) La sentinelle discriminante n’est pas sensible aux termes manquants (en 1), elle n'est
pas non plus sensible aux bruits (en (), elle peut donc différentier ce qui provient des termes

en A de ce qui provient des termes en [ ( propriétés de discrimination).

2) Siw # O CQ, la condition (2.50) devient

T T
/ / h.m; dxdt +/ /w.mi dxdt =0 1<i<n. (2.51)
0 (@] 0 w

3) On suppose que w C O C ), car les m; sont a support dans O x (0,T).

Définition 2.4 On dit que S est une sentinelle discriminante (ou sentinelle pour une o0b-

servation avec bruit) définie par h s’il existe un controle w tel que :

oS
L= 5-(0,0)=0, ¥’ € L¥Q),
2 — fOT Jo homy dxdt + fOT [, wm; dedt =0, 1 <i<n.

3— Hw“LQ(wX(O,T)) = min

On va maintenant montrer que ’existence d’une sentinelle discriminante insensible aux
termes de bruit et aux termes manquants est équivalente & un probléme de controlabilité
4 zéro avec contraintes sur le controle.Soit K le sous espace vectoriel de L*(w x (0,7))
engendré par les (mixw, 1<i < n) , que 'on suppose linéairement indépendants. Alors, on

a le lemme suivant :
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Lemme 2.6 L’application

f: K—-R"

k — f(k (/ /kmldxdt//kmgdxdt //k:mnda:dt)

est un tsomorphisme. Deplus, la condition dinsensibilité aux termes de bruits est équivalente
a

Jko € K tel que w = ko + k avec k € K. (2.52)

Preuve.L’application f est linéaire et bijective, car

kerf = {keK. f(k)=0},

T
= {k:EK, / /k.midxdtzo, ‘v’z':l,...,N},
= {k—Ealml,//kEamldxdt—O}

= {ke K, IklEsniory = 0} = {0},
d’ou f est injective et par suite elle est isomorphisme. Par conséquent, on a
Va € R", ko € K tel que f(ko) = «
ce qui équivalent a
T
Va; € R, kg € K tel que / /k‘o.mi dedt = oz, 1=1,...,n.
0 w

De la condition d’insensibilité, il vient

T T
—/ /h.mi da:dt:/ /w.mi dedt, Vi=1,....n
0 O 0 w

T
= —/ / h.m; dxdt,
0 O
T T
/ /k’o.mi dmdt:/ /w.mi dxdt,
0 w 0 w
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par suite, on conclut

w—koeKL.

Ainsi w—ko=k avec k€Kt et ke K. m

Le probléme d’existence d’une sentinelle discriminante est alors équivalent au probléme

suivant
min [|&|| w
(PQ) LQ(]O,T[X )
ke A,y
ou
( dq , . \
—E—Aq—l—f(yo)q:h Xo T EXo dans Q,
T)=1¢q(0)=0 dans €,
Ay = < k tel que A1) = a(0) (2.53)
g=10 sur Yo,
dq
\ Y 0 sur Y . )

ou h* = hx, + kox,- On définit une forme bilinéaire symétrique de V' x V' dans R par

T T
a(u,v) = / / Lu.Lv dxdt + / / (u— Pu).(v— Pv)dzdt,
0 Q 0 w

P est la projection orthogonale de L? (w x (0,T)) sur K, et V est un espace donné par (2.27).
Pour que le domaine des contraintes soit non vide, on utilise une inégalité de Carleman
adaptée a notre probléme. La proposition suivante montre bien que le domaine A, est non

vide.

Proposition 2.7 Soit w € W ['unique solution de

T
a(u,v) :/ /QhXOvd;vdt Yv e W. (2.54)
0

On suppose que
k
i) {ﬂk €K, k#0 tel que: % — Ak + f'(yo)k =0 dans w x (0,7,
ii) h € L?(Q) et que Oh € L*(Q), avec

k= —(u— Pu)y,,
( )Xo (2.55)
7= Lu.



Alors (k,q) est solution du systéme

dq

5 Aq+ f'(yo)a = hx, + kox, +wx, dans Q,
q(T) =¢q(0) =0 dans €, (2.56)
qg=0 sur Y.
% =0 sur Y,
c-a-d il existe une sentinelle discriminante. De plus, on a
[ally < CN0 (xy + koxo) [l 120 - (2.57)

IA

HEHB(wx(o,T)) ¢ HQ(hXO + kOXw)HB(Q) ’

ou C' est une constante positive, qui n’est pas la méme a chaque fois.

Ce probléme est équivaut a un probléme de controlabilité a zéro avec des contraintes sur

le controle (k € K+) non trivial.

Théoréme 2.3 Sous les hypothéses de la proposition précédente, il existe un couple unique

(E, q) solution du probléeme (Py).

Preuve.Les hypothéses de la proposition précédente sont réalisées, d’ou le domaine A,
est non vide, de plus il est fermé. D’autre part, 'application k — ||k|| - (wx(0,7)) €St continue,
coercive et strictement convexe, donc il existe une et une seule solution pour (P) qu’on note
(E, q) € As et qui vérifie
J#

< ||k V(k,g) € Ay. m
L2(wx(0.T) — I ||L2(w><(07T)) (k. q) 2

2.12 Sentinelle faible

Dans cette section, on utilise une notion appelée " sentinelle faible" ([2],[14]) pour étudier
I’estimation du terme de pollution du systémes distribués faiblement contrélable indépenda-

ment du terme manquant. Soit le systéme (2.5) avec

g

U <1 <1
”?JOHL2(Q) =4 2@
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et w = O. on a la définition suivante :

Définition 2.5 On dit que la fontionnelle S définie par

SO\ ) = /O /0 Ot w) (et A7)t

est une sentinelle faible (ou sentinelle approchée) s’il existe, pour tout € > 0, un contréle w,

tel que

95 )

< 7° e L*(Q 2.
— <e, Ve 1), (2.58)

7=0,A\=0,

et

[well 20 (0.7y) = min . (2.59)

Pour construire la sentinelle faible, on doit déterminer w. qui assure les conditions (2.58)

et (2.59). Le probléme d’existence d’une sentinelle faible est alors équivalent au probléme

suivant :
min [Jw,||
(Py) L2(0x]0,T])
We € Ag

ou 9

q

2L Ag+ Pla = (h+wxo dans Q,
Az = < w, tel que q(T) =0 dans $2, (2.60)

q=20 sur X .

Remarque 2.6 L’approche par la méthode des sentinelles faible est équivaut a un probléme

de controlabilité faible.

Théoréme 2.4 Sile systéme dans (2.60) est faiblement contrélable, alors pour tout € positif,

il existe une fonction w. € L*(O x (0,T)) qui vérifie les conditions (2.58) et (2.59).

Preuve.
Si le systéme dans (2.60) est faiblement controlable, alors pour ¢(0) € L?(2) et pour tout

e positif, il existe une fonction w, € L*(O x (0,T)) tel que

/Q q(0).5°%dx

14020y < &

IA
™

(2.60)

N
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et donc
T
BT _ [ [t ettt
o Jo

or

ou y, est la solution du (2.14), donc
0S (A
Q

ce qui prouve (2.58) et (2.59). u
La contrainte (2.60) peuve donc théoriquement étre approchée avec une précision arbi-

traire. On peut donc, utiliser des algorithmes de controlabilité approchée.
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Chapitre 3

SYSTEMFE HYPERBOLIQUE A
DONNEES MANQUANTES

Nous allons voir que certains résultats obtenus aux chapitre précédent peuvent s’appliquer

au cas des systémes hyperboliques a données manquantes. On wva chercher des méthodes

permettant d’obtenir des informations sur les termes de pollution qui ne soient pas affectées

par les variations du terme manquant.

L’équation hyperbolique modélise la propagation des ondes ou des vibrations. Par exemple :
1- la propagation au cours du temps du déplacement vertical d’une membrane élastique,

2- 'amplitude d’un champ électrique de direction constante,

3- un probléme de transport ot on connaisse l’emplacement d’une nappe de pétrole due au
dégazement intempestif d’un supertanker au large des cotes et qu’on cherche a prévoir son
déplacements dans les heures a venir pour la mise en oeuvre efficace de barrage.

On va d’abord, appliquer la méthode de sentinelle sur une équation d’onde a données man-

quantes définie sur un domaine monodimensionnel.

3.1 Controle insensible pour un équation d’onde 1-D

On va étudie la propriété de la controlabilité insensibilisant d’un équation des ondes unidi-
mensionnel, observée dans un ouvert O C 2, ou le controle agit dans une région interne.

Dans ce cas, si le temps T est suffisamment grand, la controlabilité e-insensibilisant atteint.
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3.1.1 Position du probléme

Considérons I’équation d’onde, controlée, avec des conditions initiales partiellement connus
) )

suivante :

4 a2y A
- y=C+uy, dans R x (0,1),
y(0,2) = yo + Tolo dans (0, 1), (3.1)
y'(0,2) =y, + 101 dans (0, 1),

\ y=0 sur R x {0,1},

La fonction y(x,t) n’est que partiellement définie dans le sens suivant :

yo € HY0,1), y1 € L*0,1), ¢ € L*(R x (0,1)) et v € L*(R x w) est la fonction du
controle qui agit sur un domaine w de [0,1]. Les termes inconnues (T¢Yo, 71y1) sont des
petites perturbations sur les données initiales ou les réels (79, 71) sont arbitrairement petits

et 4o, y; vérifient :

HZ//\OHH(%(O,I) = H371HL2(0,1) =1, (3.2)

alors le systéme (3.1) admet une solution unique d’énergie finie, pour tout 7" > 0
y € C(0,T, Hy(0,1)) N C*(0,T, L*(0,1)).
Soit ® une fonctionnelle différentiable définie comme suit :

B(y) = % /0 /O v, 1) dadt, (3.3)

ol y est la solution du systéme controlée (3.1), 7' > 0 et O est un ensemble ouvert de [0, 1].
Notons que ® correspond & ’observation des solutions apportées dans l'intervalle O pendant
un intervalle de temps de longueur 7.

La notion du contréle insensibilisant a été introduit par J. L. Lions lors d’'un cours au
college de France puis dans [42]. Plus tard, Bodart et Fabre dans [14, 18] ont proposé la

notion du controle e-insensibilisant.

61



Définition 3.1 Etant donné un Controle u, nous disons que u est insensibilise ®(y) si pour

chaque couple (Yo, 1) vérifient (3.2) correspond a la solution de (3.1), on a

a4
dTO

d
d_Tl ¢(y)|7'0:7'1:0 = O

®W)lrpr=0 = O, (3.4)

Cette définition signifie qu’on cherche & rendre la fonctionnelle ® localement insensible
aux perturbations (7¢%, 71%1). Beaucoup de choix de fonctionnelle sont possible, mais les
conditions (3.4) sont inutilisables & moins d’étre reformulées en un probléme de controlabilité.
C’est pourquoi, il semble raisonable que ® soit le carré de la norme d’une partie de ’état.
Ce cas (3.4) conduit a un probléme de controlabilité exacte qui est trés difficile a résoudre.
Il semble donc utile d’introduire la notion de contrble approximativement insensibilisant ou

e-insensibilisant :

Définition 3.2 Etant donné e > 0, le controle u est dite e-insensibilise ®(y) si pour chaque

couple (Yo, Y1) vérifient (3.2) correspond a la solution de (3.1), on a

d

d_Toq)(y)'TO:”:O < s (3.5)
d

d—ﬁq’(y)\m:n:o < €

c’est-a-dire un controle qui rendent [’observation quasi-insensible aux perturbations des con-

ditions initiales.

Nous allons étudier 'existence du controle e-insensibilisant pour le systéme (3.1), pour

cela on va utiliser la technique proposée par J. L. Lions.

3.1.2 Probléme de prolongement unique

La principale technique pour prouver ’existence des controles qui rendent ¢ e-insensible aux
perturbations initiales est de trouver des controles conduits & un probléme de controélabilité
approchée pour un systéme en cascade c’est-a-dire un probléme d’observabilité indirecte.
En Particulier, 'existence d’un controle e-insensibilisant prouve & partir d’une propriété de

prolongement unique pour le systeme adjoint.
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Premiére étape :

Elle consiste a réduire notre probléme (3.1) a un probléme de contrdlabilité approchée.

Considérons le systéme - controlée - des équations des ondes suivant :

(@—Ayzéﬁ—ux dans R x (0,1)
ot? Y T
7(0,2) = yo dans (0, 1), (3.6)
7(0,2) =y dans (0, 1),
\ y=20 sur R x {0,1},

ou 7 est la solution du systéme (3.1) avec 79 = 71 = 0, son systéme adjoint est donné par

( Pq _
57 g =TXo dans R x (0,1),
q(T,z) =0 dans (0, 1), (3.7)
¢(T,z) =0 dans (0, 1),
\ q=0 sur R x {0,1}.

Pour yx, € L*(R x (0,1)), le systéme (3.7) admet une solution unique
g € C(0,T, HL(0,1)) N C}(0, T, 12(0, 1)).

Proposition 3.1 Etant donné yo € H}(0,1), y; € L?(0,1) et ¢ € L*(Rx (0,1)). Le contréle

u est e—insesibilisant ® si est seulement si la solution (Y, q) du systéme (3.6)-(3.7) vérifie :

‘|Q(07$)HL2(0,1) <¢, Hq/(oax)HHfl(o,n <E. (3.8)

Preuve.

La dérivée de ¢ par rapport & 79 en 79 = 71 = 0 est

d T
2 - TR 3.9
T o= [ [ Famda (39)
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d
ol Yr, = d—y est la solution du systéme

To
¢ O
8?;0 — Ay, =0 dans R x (0,1),
Yro =0 sur R x {0,1},
Y, (0,2) = 7o dans (0, 1),
| s 00 =0 dans (0,1),

en miltipliant (3.10) par ¢ puis en intégrant par parties, on obtient :

T T 1 T 1
/ / @.yTOdl’dt - / / yXO'yTod‘rdt = / / <Qtt - QIx)yTOdmdt -
0 O 0 0 0 0

'expression (3.9) devient

De la méme maniére, on peut montrer que

d ! _
e 7)) I —/0 q(0, ).y dx.

En utilisant (3.2), on obtient

d

5 (I)(y) |70271:0

e q'(0,7).godz| <

IN

IN

14'(0, )| - 101) <&

et avec la méme maniére

1

d q(0,x).1dx| <

—
pk JOO

(3.10)

1
_ / 70, 2)fodz,
0

(3.11)

(3.12)

/ 1¢'(0, 2).5o| d

([ woors) ([ arw)

/ 19(0, )91 da

< ([fwoora) ([ ora)”

Il en résulte que ||C](07$)||L2(0,1) <¢e m

Nous avons donc a prouver la controlabilité approchée du couple (7, q) au sens de (3.8)
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c’est-a-~dire que le controle u agit sur y qui détermine ¢ et on désire controler approximative-
ment ¢(.,0) et ¢/(.,0).

Deuxiéme étape :

On cherche a caractériser la propriété de la controlabilité approchée (3.8) en terme de

systéme adjoint & (3.6)-(3.7). Soit (p, z) les solutions du systémes suivants :

(%—Ap:() dans R x (0,1),
p(0, ) = py dans (0,1), (3.13)
P(0,2) =p dans (0, 1),

\ p= sur R x {0,1},

( %—AZZPXO dans R x (0,1),
2(T,z) =0 dans (0, 1), (3.14)
2(T,x)=0 dans (0, 1),

\ . sur R x {0,1},

avec (po,p1) € HE(0,1) x L%(0, 1), alors les systémes (3.13)-(3.14) admet une solution unique
(p.2) € C([0, 7], Hy(0,1)) n C*([0, 7], L*(0, 1)),

en particulier 2 € L([0,T] x (0,1)). On a le résultat suivant :

Proposition 3.2 Soient Y, q, p, z les solutions de (3.6)-(3.7), (3.13)-(3.14). On a pour tout
u € L*(R x (0,1)) et (yo,91) (po,p1) € Hy(0,1) x L*(0,1)

/ w.zdxdt + / (.zdxdt (8.15)
(0,T) xw (0,7)%(0,1)

- / (402 (0.2) — y1.2(0, 2)) da + / (po-d' (0,2) — p1.q(0, 2)) da.

Preuve.En miltipliant (3.6) par z puis en intégrant par parties, on obtient

1
/ u.zdxdt + / C.zdxdt = / (yo-2' (0,2) — y1.2(0,2)) dx + / p.ydxdt
(0,T) xw (0.T)x(0,1) 0 (0,7)xO
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puis, en miltipliant (3.13) par ¢ et en intégrant par parties, on obtient

1
| oo 0.0) = praande = [ plgu—qdndt= [ pydede
0 (0,7)x(0,1) (0.T)xO

d’ou le résultat. m

Proposition 3.3 Si I’ensemble B = {(¢q(0,.),¢'(0,.)), v € L*(R x (0,1)} est dense dans
L2(0,1) x H7(0,1), alors la propriété de controlabilité approchée (3.8) est vraie si et seule-

ment si la propriété du prolongement unique suivante :
z2=0 dans [0,T] X w = 2=p=0 dans [0,T] x (0,1), (3.16)

est vraie pour tout (po,p1) € Hy(0,1) x L*(0,1).

Preuve.

<) Soient (pg,p1) € H3(0,1) x L*(0,1) tels que :

/0 (po-q’ (0,2) — p1.q(0,2)) dz = 0,

pour tout u € L2(R x (0,1)) et (yo,y1) € H}(0,1) x L?*(0,1). Ensuite, de 'expression (3.15),

on a

1
/ w.zdrdt = —/ C.zdxdt +/ (yo.2" (0,2) — y1.2(0, x)) dx.
(0,T) xw (0,7)x(0,1) 0

Comme le terme de droite de cette égalité ne dépend pas de u, afin de choisir v = 0, il

s’ensuit que

/ u.zdvdt = 0  pour tout u € L*(R x (0,1)),
(0,T)xw

— z=0dans (0,7) X w.
La propriété du prolongement unique, donne
p=0dans [0,7] x (0,1) = py =p1 =0,

et d’aprés le théoréme de Hahn-Banach, il s’ensuit que B est dense dans L?(0,1) x H~1(0, 1).
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—) On suppose qu'il existe un couple (pg, p1) # (0,0) tel que z = 0 dans [0, T] X w. Soit
(Yo, y1) tel que .
/ C.zdxdt = / (yo-2" (0, 2) — y1.2(0, 2)) dz,
(0,7)%(0,1) 0

De (3.15), on a
1
/ (po-q’ (0,2) — p1.q(0,z)) dz = 0,
0

donc B n’est pas dense dans L?(0,1) x H'(0,1). =

D’apres les propositions (3.2)-(3.3), on obtient le résultat suivant :

Proposition 3.4 Si les solutions des systémes (3.13)-(3.14) vérifient la propriété du pro-

longement unique (3.16) alors
Ve >0, € L*(R x (0,1)) et (yo,y1) € Hy(0,1) x L*(0,1),

il existe un controle u® € L*(R x (0,1)) asssocie a la solution y° du systéme (3.1) tel que la

fonctionelle ® verifie (3.5).

Dans le cas wNO # ¢, la propriété du prolongement unique (3.16) est réduite a la propriété

du prolongement unique usuel des équations des ondes. En effet,
z=0dans [0,T] x (wNO),

est donc la fonction p compte tenu de (3.14). Par conséquent, si [0,7] x (wNO) est une
région liée a la propriété du prolongement unique pour I’équation des ondes (c’est a dire, si

la solution inclut dans [0, 7] x (wN O), donc elle est inclut dans [0,7] x (0,1)), alors
p=0 dans [0,7] x (0,1) = 2=0 dans [0,7] x (0,1).

Remarque 3.1 :

1- Pour l’équation des ondes dans R" la propriété du prolongement unique a partir d’une
région [0,T] x U dépend a la fois de T et de la géométrie de U.

2- Pour [’équation des ondes monodimensionnel considéré ici, la prolongement unique
d’une région [ti,t2] x (0,1) vérifie chaque fois que (to —t1) > 2 (c’est-a-dire deux fois la

longueur de lintervalle (0,1)).
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2- Quand w N O = @, ces arguments ne peuvent pas étre appliqués, et le probléme devient
plus difficile, mais on peut appliquer la méthode de A. El Jai et E. Zerrik ot on cherche &

obtenir le domaine d’oservation O qui assure la contrélabilité approchée [33,75,76].

3.1.3 Reésultats de prolongement unique

Dans ce paragraphe, nous montrons que la propriété de prolongement unique (3.16) est vraie
pour T suffisamment grand et pour w et O choisie arbitrairement, indépendamment de savoir
si leur intersection est vide ou non. Comme conséquence des propositions (3.3) et (3.4), nous

obtenons l’existence du controle e—insensiblisant.

Proposition 3.5 Soient w, O des ensembles non vides de [0,1] et T > 4. La propriété de

prolongement unique (3.16) est valable pour les solutions du systéme (3.13)-(3.14).
En conséquence, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.1 Soient w,O deux ensembles non vides de [0,1] et T' > 4.
Alors, pour tout ¢ > 0,( € L*(R x (0,1)) et (yo,y1) € H3(0,1) x L*(0,1), il existe un
controle u® € L*(R x (0,1)) qui est e—insensiblisant la fonctionnelle ® le long de la solution

du systéme (3.1).

La condition (T" > 4) est naturelle pour ’équation d’onde due a la vitesse finie de prop-
agation de ses solutions. En effet, il est possible de prouver que, pour tout 7' < 2, on peut
choisir une région d’observation O de telle sorte que la solution non triviale de (3.17) satisfait
a

p =0 dans [0,T] x O,

donc

z=0dans [0,T] x (0,1).

Cela signifie que la propriété de la prolongement unique n’est pas vérifiée.

Pour 2 < T < 4, nous ne sais pas si la propriété est vraie ou non...

Néanmoins, 'état 7' > 4 (deux fois la somme de longueur d’intervalle) semble étre naturel
dans le contexte de I’équation des ondes. Plusieurs exemples de cette situation sont donnés

dans [38].
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Notez cependant que pour chaque choix particulier de 'intervalle d’observation O, le
temps d’observation minimale pour garantir la propriété de prolongement unique est stricte-

ment inferieure 4 4.

Proposition 3.6 Soient w,O des ensembles non vide de [0,1] et T' > 4. Alors, il existe une

constante positive C' tel que pour toute solution de (3.13)-(3.14) on a

T
CM%MN%/(/fMﬁZWMWMK47
0 w

9 9 1/2 9 9 1/2
v0= (e + 1350m) + Ilos = (a0 + 150

ot ||.|

Rappelons quelques résultats connus qui seront utilisés dans la preuve.
Nous utilisons, essentiellement, le fait que la premiére équation de (3.13) est un équation

linéaire homogeéne d’onde 1-D

(%—Ap:() dans R x (0,1),
p(0,2) = po dans (0,1), (3.17)
P (0,2) = py dans (0, 1),

\ p= sur R x {0,1}.

Les solutions de (3.17) sont périodiques dans le temps avec une période égale a 2, ce qui

peut étre facilement obtenu, par exemple, du fait que la solution est de la forme

p(t,z) =gt +x) — g(t — ), (3.18)

ou g est une fonction 2-periodique. Notons que les dérivées p, et p; ont la méme propriété
du périodicité. En outre, d’aprés la formule de représentation (3.18), on peut montrer la
propriété du prolongement unique pour les solutions de (3.17) si (to — t1) > 2, alors chacune
des égalités p = 0 dans [ty, 1] x U avec p(t,1) = 0 dans [t1, 2] et p.(t,1) = 0 dans [t1, {9
implique p = 0 dans [t1, 1] x (0,1). Il existe des constantes positives C, Cy telle que pour

tout p solution de (3.17)

to
a/“/ﬁMﬁzmm@wap (3.19)

t1 w

69



to
Cy / P28 1)dt > [|(pop) 1, (3.20)

t1

En outre, les lois de conservation suivantes sont vraies pour la solution de (3.17)

(ks ), pe(ps )10 = 1o, 2119 5 (3.21)

s ) pehs o, 1 = [1pos 21)llg, -1+ (3.22)

pour tout u € R.

Preuve.
Soit Tj le plus petit nombre positif tel que (7' — Ty) € 2Z. L’inégalité indiquée dans la

proposition est obtenue a partir des deux inégalités suivantes :

to
¢ [ [ dwde = |:(8). 2@ (3.23)
t1 w

Co | (2(To), 2" (To)) o,y % 1(pos 1) l0 = Nl (R0, 1) llg 1 - (3.24)

pour chaque solution (p, z) de (3.13)-(3.14) avec des constantes positives C}, Cy indépen-
dantes de (p, 2).

Afin de prouver l'inégalité (3.23), nous définissons l'opérateur "L" linéaire agissant sur une
fonction v(t) par :

(Lv)(t) =v(t—1) —v(t+1).

Notez que L est continue de L?(a, 8) sur L*(a — 1,3 + 1) pour tout «, 3 avec 8 > a — 2.

En outre, pour la solution z de (3.14), on note
Blt7) = (La)(tw) = 2(t+ 1,2) — 2(t — 1,2).
La continuité de L imlique

T T-1
C’/ /zzdxdt 2/ /¢2d3:dt, (3.25)
0 w 1 w

pour un constant positive C' independent de z.

D’autre part, la périodicité en temps de la solution p donne que @ est une solution de
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I’équation :
82—¢—A¢—0 dans R x (0,1)
3t2 — I )

=0 sur R x {0,1},

puisque (7T'— 1) — 1 =T — 2 > 2, I'inégalité (3.19) et (3.22) implique

T—-1
c [ [ vtz @ v DIy pour tout € B
1 w

Posons n = (T — Ty) /2. On observe alors que

n—1 2

S (T — 2k) — 2(T — 2k — 2)

12(T) = 2(To)II” =

< (’gnz(fr—zk)—z<T—2k:—2>||)2

n—1
< nX ||2(T = 2k) — (T — 2k — 2|
k=0

n—1
— 0% (T - 2k - 1),
k=0

Ainsi, a partir de I'inégalité (3.26), nous obtenons :

T—1
A7) - 2Tl < e [ [ vidua,
1 w

et avec la méme méthode, on obtient

T—1
12/(T) — 2/ (Ty)|2, < n2C / / SAdedt.
1 w

(3.26)

Des deux derniéres inégalités, le fait que z(t,z) = Z/(t,z) = 0 et de (3.25), on obtient

'inégalité (3.23).

Pour prouver l'inégalité (3.24), nous multiplions (3.14) par p et intégrons sur [Tp, 7' x (0, 1)

/TOT/OPdedt - /Ol(zl(To)p(To) — 2(Tp)p' (Ty) ) da.

Maintenant, observons que, d’une part

/0 (2'(To)p(To) — 2(To)p'(To))dz < [|(2(To), 2 (To))llo,—1 > I1(p(T0), ' (To)) 10
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D’autre part, de l'inégalité (3.19), on arrive a

T
/ / pdadt > C || (po, po)|%_, -
To 0]

Par conséquent, I'inégalité est satisfaite. m

Remarque 3.2 : Bien que l'inégalité d’observabilité fournie par la proposition (3.6) assure
la propriété de prolongement unique approprié, puis la controlabilité approchée du systéme
(3.6)-(3.7), mais pas assez bon pour garantir la controlabilité exacte de ce systéme, car il ne

nous permet pas d’estimer une norme de (pg,p1) en fonction de la quantité observée

T
/ / 22dxdt.
0 w

3.2 Systéme Hyperbolique a données manquantes

Soit € un ouvert borné de RY de frontiére réguliére 9Q = I', w est un sous ensemble non
vide de 2. Pour 7' > 0, posons Q = Q x |0, T[, X =T x]0,T[,%¢ =Ty x ]0,T[ avec Iy C T.

On considére le systéme décrit par I’équation hyperbolique suivant :

( @—Aﬁf(y):o dans @,
ot?
y(0) = yo + To¥o dans €2,
y'(0) =y1 + T dans Q, (3.28)
Y = go+ Ago sur Yo,
| y=0 sur /%,

ol e Yo,y et go sont des fonctions donnée assez régulieres ( yo € H'(Q), y; € L*(Q)),
e Les termes To¥p, 7191 et A\gp sont des fonctions inconnues.
e Les réels \ et 7 = (79, 71) sont arbitrairement petits.

e La fonction f € C*'(R) non linéaire, continue et bornée. On peut prendre, plus générale-

ment f(y, Vy) au lieu de f(y).

Remarque 3.3 On peut remplacer (—Ay) par

0

B dy dy
Ay = 8_1‘1 (a”(x7t)a_l'j) + az(x7t)a_xi + CL()(CL’,t)y,
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ou

Qij = Qji, aij(xat)CiCj > a0, a>0,
les coefficients ai;, a; et ag sont assez réquliers.

Le couple (Toyo, T1Y1) désigne le terme manquant et \gy est le terme de pollution. On

utilise la notation y° € L?(Q) pour la solution du probléme (3.28) ou A =0 et 7 =0

(TP Ay + f(y°) =0 dans Q,
ot?
y°(0) = yo dans €2,
y”(0) = 1 dans €, (3.29)
¥’ = g0 sur X,
\ Yy’ =0 sur X /3

Si ( Yo, Y1,90, ToYo, T1Y1 €t Agp) sont donnés, le probléme (3.28) admet une solution unique
que l'on note y(z,t; A, 79, 71). Le probléme auquel nous nous intéressons dans ce travail est
le suivant :

Ezxiste-il des méthodes qui permettent d’otenir des informations sur la condition aux lim-
ites Ago qui soient insensible au variation du terme manquant (ToYo, T191)?

Les sentinelles seront utilisés pour donner des éléments de réponse a cette question. Dans
la résolution de ces problémes, il est nécessaire de disposer des données mesurées de 1’état
y. Nous noterons dans la suite y.,; ces données expérimentales et ensuite évaluerons ’état y

en fonction des paramétres recherchés.

3.2.1 Définition d’une sentinelle

La sentinelle de Lions est une fonction linéaire sensible a certaines parameétres qui on cherche
a estimer mais insensible pour les autres, elle liée a trois considérations :

e Une équation d’état représente par (3.28) ou sa solution est donnée par :

y()\,T) = y(l', ta >\7 7—) = Z/(ll?a t) )\7 7-077-1)7

dépend de deux parameéters A et 7 = (79, 71).
e Un observation

YT, 6N T) = Yops, V(z,t) € O x]0,T]. (3.30)
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Nous supposerons que les mesures prélevées 1., sont opérées dans un intervalle de temps

10, T[ et dans un domaine non vide O de Q appelé observatoire.

e Une fonctionnelle S est associée a deux fonctions h et u tel que :
h € L*(O x0,TY), (3.31)

et
u € L*(w x ]0,TY), (3.32)

ou S est définie comme suit :

T T
S(A,7) :/ /hy(x,t,)\,T)dxdt—i—/ /uy(a:,t, A, T)dzdt, (3.33)
0 o 0 w

T
= S(\, 1) = / /(hxo + ux,,)y(\, 7)dzdt, (3.34)
0 Ja
ol x, et x, sont les fonctions caractéristiques de O et w respectivement tel que ON w # ¢.

Définition 3.3 Soit S la fonction réelle (3.34) qui dépend a deux paramétres \ et 7. On
dit que S est une sentinelle definie par h si les conditions suivantes sont vérifiées :

1) La fonctionnelle S soit insesible par rapport a T

oS
— (A, 7) =0, (3.35)
or A=0,7=0
a8
i.e —(>\,7'07’7'1) =0, _()‘77-0’7—1) =0,
d1o A=0,70=71=0 ot A=0,70=71=0
2) Il existe un controle u € L*(w x |0,T) tel que
HUHLQ(wX]O,T[) — [Jwl], (3.36)

=0,.
A=0,7=0

1- Le cas w = O correspond a la notion de sentinelle de Lions pour une observation et un

ou U = {w € L*(w x]0,T[) tq g—s()\,r)
T

Remarque 3.4 :

controle ayant leurs supports dans un méme ouvert.

74



2- L’existence d’une sentinelle est en fait une forme de probléme d’observabilité, c’est-a-
dire qu’on cherche a détecter des parameétres du systéme a partir d’une observation partielle
de [’état.

3- Les conditions (3.35)-(3.36) imposées dans la définition pourront ne pas étre vérifiables

sauf de fagons approchée, et on parlera alors d’une sentinelle approchée ou faible.

Dans le chapitre précédent, on pouvait prendre O et T" arbitrairement petits. La situation
ici est différente; il faudra prendre 7" assez grand dont la longueur dépendra de la taille de O.
Ceci est tout a fait intuitif, une pollution s’exercant sur I'y ne saurait étre décelée par une
observation faite sur O avant que son influence n’ait été propagée jusqu’a O. De méme a la
fin de I'observation, les pollutions s’exer¢ant sur un intervalle de temps (7' — «, T') n’ont plus
d’influence sur l'observation, pour « assez petit, (on peut prendre T' > deux fois diametre
de 2 [théoréme 1.5]).

Autrement dit, si T est trop petit a cause de la vitesse finie de propagation des ondes, aucune

action sur la frontiére latérale n’est percue dans les points de 2 qui sont loin de T'.

3.2.2 Probléme de controlabilité

L’existence de la sentinelle (3.34) est liée a l'existence du controle u, pour cela, nous allons
chercher la fonction u assurant les conditions (3.35)-(3.36). On écrit la dérivée de y par

rapport a 7 au point (0,0) par

0
Yr = Ey(()\, T)a=0,r—0 avec T = (T, T1), (3.37)

alors y,, est solution du systéme

( 0%Yr,

i~ Do + ' (4)yr =0 dans Q,
Yr0(0) = Yo dans , (3.39)

y.,(0) =0 dans €2,

\ Yro =0 sur y .
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et y,, est la solution de

( Pyr, (0
o2 - Ay7’1 + f (y )yT1 =0 dans Q7
yr,(0) =0 dans 2, (3.39)
Y7, (0) = dans (2,
\ Yr, =0 sur >y,

Ecrivons dans un premier temps la condition (3.35) sous une forme plus explicite en fonction

des dérivées de I’état par rapport aux parameétres 7 et 74

0S r

(70, 71) = / /(hxo + ux, )yrodadt, (3.40)
87-0 To=71=0,A=0 0 Q

05 T

—(70,71) = / /(hxo + ux_)yr, dzdt,

o1y T0=71=0,A=0 0 Q

Dans le but de transformer 1’équation (3.40), on introduit ’état adjoint.

Théoréme 3.2 Soit q(z,t) la solution du probléme rétrograde suivant :

82

55— D0+ I60a= (i, +ux,) dans Q.

q(T) = ¢'(T) =0 dans Q, (3.41)
q=0 sur Y.

Alors le probléme d’existence d’une sentinelle insensible aux termes manquants est équivalent

a un probléme de contrélabilité a zéro suivant
q(0)=0, ¢(0)=0 dans €. (3.42)

Preuve.
On multiplie la premiére équation du systéme (3.41) par y,, et on intégre ensuite par

parties sur (), on trouve

9?
/ <8_§ — Aq+ f’(yo)q) Yrodrdt = /(hxo + ux,).yrodadt
@ \Jt Q

0%y,
/Q( at20 — Ay, +f/(y0)ym) ,qudt+/Qq’(x,())ym(x,())dx = /Q(hxo +ux, ) -Yr,dadt,
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et la nullité de cette expression pour tout 7o € L?(Q2) donne immédiatement la premicre
partie de la condition (3.42).

Procédant de méme pour la dérivée y.,, on obtient

0%q
/ (@ — Ag+ f’(yo)Q> Yr drdt = /(hxo + ux,)-yr drdt
Q Q
= (¢(0),31) =0 Vi,

d’ot la condition (3.42). m

La condition (3.42) est une condition de controlabilité exacte sur la solution ¢ de (3.41).
Ce probléme est néamoins particulier puisqu’il porte a la fois sur la donnée finale ¢(0) et la
dérivée finale ¢'(0), 'état a atteindre (0,0) se trouve dans I'espace (Hj(Q) x L?(2)).

L’existence d’une sentinelle insensitive au terme manquant est équivalente & un probleme
de controlabilité & zéro. Alors, nous allons étudier la possibilité de trouver un controle w
permettant d’atteindre I’état (0,0), c-a-d de fagon que la solution ¢ = ¢(w) de (3.41) verifie
la condition (3.36). Par conséquent, le probléme d’existence d’une unique sentinelle revient
a résoudre le probléme d’optimisation suivant :

(P) {min [ull 2y 0t M = {u tel que on a (3.41) et (3.42)}} : (3.43)

ueM

Lemme 3.7 Le probléme (P) admet une solution unique.

Preuve.

Le domaine de contraintes du probléme (P) est un ensemble fermé, non vide car w = —h
donne ¢ = 0. L’application w — ||w|| 12(.) €St continue, convexe et coercive, par conséquent
le probléme (P) admet une solution et une seule que 1’on note u. m

Il reste a calculer u. Pour cela, on écrit le systéme d’optimalité du probléme (P).

3.2.3 Systéme d’optimalité

On introduit une fonction p par

&p A 100y —
92 p+ f'(y°)p=hx, dans Q,
p(T)=p'(T)=0  dans Q, (3.44)
p= sur X,
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et on définie par z = z(u) la solution du systéme

0%z A o
5 2+ f'(y7)z = ux, dans Q,
2(T)=2(T)=0 dans €2,
z=10 sur 2,

donc

g=p+z=p+z(u).

On cherche & déterminer u tel que

2(0;u) = —p(0),
2'(0;u) = —p'(0).

On définie p comme une solution du systéme

an 1(,,0
ﬁ—ﬁp—i—f(y)p:() dans @,
p(0) = p°, p'(0) = p' dans Q,
p=0 sur » .

ot le couple (p°, p!) est inconnu. Soit z la solution du systéme

Oz

e Az + f'(y")z = px, dans Q,
2(T = Z(T)=0 dans €,
z2=0 sur .

On définit maintenant deux opérateurs A et W par
A (", p") = (=2(0), 2(0)),

Uh = (—p'(0), p(0)),

Alors (3.46) s’écrit sous la forme :

A (po, pl) = —WVh.
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En multipliant (3.48) par (p°, p'), on obtient

(A (P p"), (0" 0")) = /o /p2dmdt. (3.50)

On introduit maintenant

6l = ([ [ ) 3

cette expresion définit une norme dans les conditions du théoréme d’unicité de Holmgren, ou
I'espace de Hilbert F est le complément de H}(2) x L?(2) pour la norme (3.51) et O x (0,T)
a la propriété de controle géométrique. Plus précisément, pour T' > 2 diametre de §2. Alors,
p solution de (3.47) et p = 0 sur O x (0,7") implique p = 0 sur Q. Soit F’ le dual de F, donc,
on a l'isomorphisme suivant :

A F— F,

et
(Wh, (po,p1)>:/0 /Qh.pdxdt. (3.52)

Cette équation admet une solution unique donnée par :
(0, p') = —A""Uh, (3.53)
par conséquent, la fonction du contodle sera donnée par :
u=px, =AUk, (3.54)
ot U est 'opérateur adjoint de W. La sentinelle correpondante est donnée par :
T
S r) = / / (h— G A TR)y(a, 1, A, 7)dwdt.
0 (ONw)

Remarque 3.5 :

Le probléeme de controlabilité a zéro (3.41)-(3.42) a une solution évidente : étant donné
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h € L*(ONw), le controle u € L*(w) est donné par

—h dans O Nw,
0 dans w\O Nw.

L’ensemble des solutions M est donc non vide.

3.2.4 Identification de la condition aux limites

On s’intérésse maintenant a estimer le terme de pollution, pour cela, on considére ¥, 1’état
mesuré du systéme sur I’observatoire O pendant l'intervalle [0, 7], alors la sentinelle observée

associée a 1’état y.,s est donnée par :

T
Sobs (A, T) = / /(hxo + uX, )Yobs (@, t, A\, 7)dxdt. (3.55)
0o Jo

La fonction sentinelle, une fois construite, la détermination du terme de pollution se déduit

par le théoréme suivant :

Théoréme 3.3 Le terme de pollution est définie comme suit

)\/ @(u)%dzo = Sobs ()\7 T) -5 (07 0) . (356)
Yo aV

0t Seps (A, T) est la sentinelle observée (3.55).

Preuve.
On peut effectuer un développement de Taylor & l'ordre 1 de S au voisinage du point

(tfo=71=0,A=0),0na:

oS oS

Sops (A, 7) =S5(0,0) + A== (\,7) + 17— (\7T) +o(\T), (3.57)
oA A=0,7=0 or A=0,7=0
oS
Sops (A, 7) = 5(0,0) + A== (\,7) +o(A\T),
OA A=0,7=0
avec

0S T

— (A7) = (hx  +ux )ydzdt, (3.58)

o\ o Jo 7° w
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ou

= (0,0) , (3.59)

est la solution du systéme

r O?
8753/; — Ay + f'(Yo)ya =0 dans @,
yx(0) =0 dans Q,
y4(0) =0 dans €, (3.60)
Yr = Jo sur X,
\ yr=20 sur /3,
donc
oS
A— (A, 7) = Sops (A, 7) — 5 (0,0), (3.61)
2 A=0,7=0

En multipliant la premiére équation du (3.60) par ¢ et en intégrant par partie, on trouve

S 0q, .~
a ()\, T) N = /EO a(u)ggd&) (362)
Finalement, on obtient
9q .
5(’&) ()\go) dEo = Sobs ()\, 7') -5 (O, O) . (363)
o

Donc la connaissance du controéle optimal u fournie des informations sur le terme de pollution

que 'on cherche. m

3.3 Sentinelle discriminante d’un systéme Hyperbolique

Dans cette section, on propose d’étudier l’existence et la construction d’une sentinelle pour

une observation avec bruit pour les systémes hyperboliques.

3.3.1 Observation bruitée

On considére notre probléme a données manquantes (3.28). Les données observées peuvent

étre affectées des erreurs sur les mesures
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n
Yobs = Mo + Y B;my,
i=1

ou les fonctions (m;,i = 0, ...,n) sont connues dans L*(O x (0,T)), mais les termes de bruit
B; € R* ne sont pas connus. La question qui se pose est :

Peut-on obtenir des informations sur \gy qui ne soient pas affectées par les variations de
y(0) et qui ne soient pas affectée par les bruits 5,m;, i =1,...n 7

Soit h € L*(0 x (0,T)) et w C O. Pour u € L*(w x (0,7T)), on pose

T T
S\, T) :/ /hy(a:,t,/\,T)dxdt—l—/ /uy(w,t,)\,T)dxdt,
0 o 0 w

= S\, 7) = /0 /Q(hxo + ux, )y(\, 7)dxdt. (3.64)

Définition 3.4 On dit que S est une sentinelle discriminante definie par (h,O et w), s’il

eziste un controle u € L*(w x (0,T)) tel que le couple (u,S) vérifie les trois conditions

suivantes :

oS
- (A7) =0, (3.65)
or A=0,7=0

T T

/ / h.m; dxdt +/ /u.mi dedt =0, 1 <i<n. (3.66)

0 o] 0 w

[l 12 (0,7y) = min, (3.67)

Remarque 3.6 :
1. La condition (3.66) s’appelle condition d’insensibilité de la sentinelle par rapport auz
termes de bruit.

2. La condition (3.65) est équivalente a

T
/ /(hxo + ux,,)y, dxdt =0,
0o Jo

3. Dans cette section, on suppose que l'ouvert w C O C ), car les (m;,i = 1,...,n) sont

a support dans O x (0,T).

3.3.2 Equivalence a un probléme de contrélabilité

Soit K le sous espace vectoriel de L?(w x (0,7T')) engendré par les m;x_,1 < i <n, que 'on

suppose linéairement indépendants. Alors la condition d’insensibilité aux termes de bruits
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est équivalente a

Jko € K tel que u = ko + k avec k € K. (3.68)

On a le lemme suivante :

Lemme 3.8 L’existence d’une sentinelle discriminante insensible aux termes manquants et
aux termes de bruit est équivalante a une contrélabilité a zéro avec contrainte sur le controle

c’est-a-dire lexistence d’un couple (k,q) tel que

r 82(]
o~ Aa+ Fly)a = 1"x, + kx. dans @,
=d = dans €,
q(0) =¢'(0) =0 dans $,
q=20 sur X,

avec h* = hx_ + kox,,-

Preuve. Voir la démontration de la proposition (2.7). =

3.4 Sentinelle instantanée

On cherche a obtenir des informations instantanées (t = 7' fix¢) sur les termes de pollution
pour les systémes hyperboliques & données manquantes. On considére le systéme défini par
(3.28). L’observation est donnée sur un observatoire O C € a l'instant T’ Soient h € L*(O)
et w C N tel que wN O # ¢. Pour u € L*(w), on définit par S la sentinelle instantanée

comme suit :

s = [ e TA e+ [ ugte, 7T, (3.70)
o w

— /(hxom + ux,)y(x, T, A, 7)dz.
Q

On cherche u tel que S soit insensible au terme manquant

oS 98

et

lull 2,y = min
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Les sentinelles instantanées ne peuvent pas exister que moyennant des informations sur les

données manquantes. Pour cela, on va supposer que :

y(0) = yo + ZTOi/y\Oi dans 2,
i (3.72)
y'(0) =y + ZTMZ/J\U dans 2,

=1

ou les fonctions y; et 7;; sont des données dans 'espace Hi () x L?*(€2). Alors, la condition

d’insensibilité s’écrit sous la forme

S
y(O, 0) = 0= /(hxomw +uXy,)Yro; (, Ty, T) de =0 1<i<mn, (3.73)
0i Q

S
aT(O, 0) = 0= /(hXomw +ux,)Yry, (x, T\, 1) dr =0 1<i<n.
1 Q

C’est conditions équivalent a

/ ¢(0), Gusdz = 0 , / 4(0) Joudz =0 1<i<n. (3.74)
Q Q

C’est un probléeme de type controlabilité ot ¢ est la solution du systéme rétrograde suivant :

r an
52 Aq+ f'(yo)g =0 dans Q,
q(T)=0 dans €, (3.75)
¢(T) = (hx,., +ux,) dans €,

\ q=0 sur Y.

Remarque 3.7 :
Le probléme de controlabilité o zéro (3.74)-(3.75) a une solution évidente : étant donné

h € L*(ONw), le controle u € L*(w) est donné par

—h dans O Nw,
0 dans w\O Nw.

L’ensemble des solutions tel qu’on ait (3.74) et (3.75) est donc non vide.

La résolution du probléme de controlabilité est basé sur le systeme d’optimalité donné

comme suit :
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On définie p la solution du systéme :

( an
o2 —Aanrf/(’yO)/):O dans @,
p(0) = > ailoi dans (2,
i=1
p'(0) = >_ Bt dans £,
i=1
| »=0 sur Y.

(3.76)

on a = (ay), 8=1(8;), 1 <i<n,adéterminer. On introduit deux fonctions p et z par :

(Op_ Ap+ f'(y')p=0 dans Q
ot? ’
p(T)=0 dans € ,
p'(T) = hx, dans Q |
\ p=20 sur X3,
0%z
pri Nz + f'(y°)z=0 dans Q,
AT) =0, AT) = —p(T)x,  dans 9
z = sur X,
On cherche & résoudre 1’équation
Ao, B) = —Vh.

avec

(3.77)

(3.78)

L’opérateur A est un isomorphisme, donc I’équation (3.78) admet une solution unique, par

conséquent le controle u sera donné par

u=—p(T)x,-
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Chapitre 4

SYSTEME DE PETROWSKY A
DONNEES MANQUANTES

Dans ce chapitre, notre objective est l’étude du systéme de Petrowsky a données manquantes
dans le sens ou l’on connait mal les données initiales et certaines données frontiéres. On va
appliquer la méthode des sentinelles pour obtenir des informations sur les termes de pollution

qui ne soient pas affectées par les variations du terme manquant autour de la donnée initiale.

4.1 Position du probléme

Soit 2 un ouvert borné de RV de frontiére réguliere 9 = I'. Pour T' > 0, nous utiliserons
les notations Q@ = Q x |0,7[, X =T x ]0,T[, g =T x]0,T[, 3 =T x0,T[ ou [y et T'y
Cltelquel'yNTy =9 .

On consideére ici le probléme de petrowsky ot la condition initiale et la condition aux limites
ne sont pas déterminer ou partiellement déterminer ( les conditions aux limites sont connues

sauf sur un partie de la frontiere). On peut formuler ce probléme comme suit :

82
S AN+ fly) =0 dans Q, (4.1)
avec [ est une fonction nonlinéaire de classe C!, continue et bornée.

On associe a (4.1) la condition initiale :

0) = yo + ToU dans 2,
y(0) = yo 0Yo (4.2)

Y (0) =y + 71 dans €2,
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ou (yo,y1) € H*(Q2) x L*(Q) et les conditions aux limites :

Jo + \go sur Yo,
Y= g1+ T2g1 sur g, (4-3)
0 sur 3/ (%o U Xy),
0 sur Yo U Xy,
gy _ g2 0 1 (4.4)
I 0 sur £/ (So USy),

ol Yo, Y1, Jo, g1 €t go représentent les données initiales et les données aux bords qui sont
assez réguliére, les termes T, 711, T291 €t Ago sont des fonctions inconnues. Les réels \ et
T = (70,71, T2) sont arbitrairement petits. L’état y(x,t) est différentiable par rapport aux

parameétres (7¢, 71, T2, A) .
Remarque 4.1 On peut commuter la situation, en supposant que

y(0) = yo + Ao dans §),
y'(0) =91 + 71 dans €0,

9o + Togo sur X,
Y= g1+ 7201 sur Xy,
0 sur X/ (ZoUXq),

On cherche alors a obtenir des informations sur la donnée initiale \yy qui soient indépen-

dantes des variations du terme manquant (Togo, T1Y1, T291)-

On utilise la notation y° pour la solution du systéme (4.1)-(4.3) ot A=0et 7 =10

87



( 8% - ,
BT + A%+ f(y?) =0 dans Q,
¥°(0) = yo dans €2,
y”(0) =y dans €2,

¥’ = g0 sur Yo,
W=y sur ¥,
' =0 sur X/(2g U X).
%—yyo = (g sur Yo U >,
oy°
\ 520 sur X/(Xo U Xq).

Supposons que f, les conditions initiales et les conditions aux limites sont assez réguliére

pour que le probléme (4.1)-(4.3) admet une solution unique
y € L*(0,T, H*(Q)) et y' € L*(0,T, L*(Q)),
que 'on note

y(>\7 T) = y(l', t? )\7 To,T1, T2)

Notre but est d’obtenir des informations sur le terme Agy qu’on appellera terme de pollu-
tion qui soit indépendent des variations du terme (7oYo, 7191, T2g1) qu’on appellera terme

manquant et que 1’on cherche pas a identifier.

4.2 Formulation de la sentinelle

Lidée de Lions est d’obtenir des informations sur le terme de pollution, indépendamment
du terme en 7 = (79,71, 72). L’identification de parameétres inconnus necéssite une obser-
vation de I’état y. Donc, on observe la solution y(A,7) sur un observatoire O C {2 pen-
dant 'intervalle de temps |0, 7. Nous supposons que les données observées y,,s ne sont pas

bruitées :

Y\, 7) = yms dans O x 10,77, (4.5)

ol ¥Y,ps €St une mesure connue. Soit ~ une fonction arbitrairement donnée tel que :

h € L*(0 x10,TY), (4.6)
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et une fonction du contréle v & déterminer
u € L*(w x ]0,TY), (4.7)

L’idée fondamentale de la méthode de sentinelle réside dans la définition d’une fonctionnelle

S qui soit la moyenne de 1’état y donnée par l'expression :

T T
SO\ 1) = / / hy(a, b\, 7)dadt + / / (2.t N, 7)ddt, (4.8)
0 o] 0 w

ol w est un sous ensemble non vide de 2. On peut écrire :

S(\,T) :/o /Q(hxo + ux,,)y(A, 7)dzdt, (4.9)

ou x, et x, sont les fonctions caractéristique pour les ensemble O et w respectivement tel

que ON w # ¢.

Définition 4.1 Soit S la fonction réelle donnée par (4.9) ot y(\,7) est la solution du sys-
teme (4.1)-(4.3). On dit que S est une sentinelle si :

8—S(/\7 T) =0, (4.10)

or A=0,7=0

qut exprime l’insensibilité de la sentinelle par rapport au terme manquant au premier ordre

c-a-d

0S

a ()\77_077_1a7_2) = 0,

7o A=0,70=71=72=0

N

a (A7T07T1a7—2) == O,
71 A=0,70=71=72=0

aS

7y (A, 7o, T1,T2) = 0,
T2 A=0,7o=71=72=0

||u||L2(w><]0,T[) = min (4.11)

Remarque 4.2 :
1- L’ezistence et l'unicité de la sentinelle S(\, T) définie par (4.9)-(4.11) est liée a l’existence
et l'unicité de la fonction du contréle u.

2- Le choix u = —h donne lieu & (4.10).
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Il s’agit d’abord de calculer u, puis, dans une deuxiéme étape, de voir quelles informations

la sentinelle ainsi construite permet d’atteindre sur la pollution \yq.

4.3 Sentinelle et contrdlabilité a zéro

Le probléme de trouver une sentinelle S est équivalent & prouver I'existence et 'unicité de
la fonction du controle u. Précisément, nous allons montré que le probléme (4.10)-(4.11) est
équivalent & un probléme de controlabilité a zéro a partir duquel la méthode HUM a été
utilisée pour établir I'existence et 'unicité de la fonction controle w.

Il est important d’observer que si la fonction f est assez réguliére, la condition d’insensibilité

de la sentinelle par rapport aux termes manquants (4.10) est équivalente a :
T
/ /(hxo +ux, )yrdxdt = 0. (4.12)
0o Jao

0
ou Y, = 8—3(0, 0) est la dérivée de y au point (0,0) :

0
=3 Y((A\, T)r=0r—0 avec T = (19,71,72) @=0,1,2. (4.13)
T

avec Y., est la solution du systeme

( PYry | s _—
TV | Ny P =0 dans Q
Yr0(0) = Yo dans Q,
y.,(0) =0 dans 2,
Yrg =0 sur Y.
\ % =0 sur Y.
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Y-, est solution de

\

( yr,

e + Ny, + f1(4°)yn,
Y-, (0) =0

y’TI(O) =
Yri = 0
Y-, -
o

et y,, est la solution du systéeme

(

\

8297'2
Dbes | oy, 4 14

Yr,(0) =0

Yr,(0) =0
yTz = /g\l
Yr, =0
Yz,
272
ov

=0

dans @,

dans (2,
dans €, (4.14)
sur X,

sur .

dans @,

dans (2,
dans €,
(4.15)
sur Xy,
sur  3/¥q,

sur X.

Nous allons, maintenant, reformuler le probléme d’existence d’une fonction u assurant les

conditions (4.10)-(4.11) en un probléme équivalent, pour cela, on introduit ’état adjoint.

Théoréme 4.1 Soit q(z,t) la solution du probléme rétrograde suivant

]

ot?

¢(T)=¢(T)=0

_0q _

_5_0

+ A%q+ f'(yo)g = (hx, +ux,)

dans @,
dans §2, (4.17)

sur 2.

Alors le probléeme d’existence d’une sentinelle insensible aux termes manquant est équivalent

a un probléme de contrélabilité o zéro avec

¢(0)=0
¢(0) =0
0

5(AQ) =0

91

dans €2
dans (1,

sur Xi.

(4.18)



Preuve.On multiplie la premiére équation du systéme (4.17) par y,, et on intégre ensuite

par parties sur (), on trouve :

9*q :
/Q (ﬁ + A%+ f (yo)q) Yrodadt = /Q(hXo +ux,,)-Yrodadt

((0),5(0)) = /Q (hx,, +ux.) ynydrdt,
= (¢'(0),7°) =0, Vg’

= ¢0)=0 dans €,

avec la méme maniére ( utilisons 77 ), on trouve :

82
/ <a—t3m2q+f'<yo>q) yridadt = / (X +ux,) g dadt
Q Q

(4(0).4/(0)) = /Q (hx,, + ux,) yn dedt,
= <Q(0)7§1):07 Vﬁl,

= ¢(0)=0 dans Q.

Procédent de méme pour la dérivée y,,, on obtient :

0%q ,
/(@%—A?q—irf(yo)Q) Yrydxdt = /(hxo—l—uxw).ywda:dt,
Q Q
0
= —(Aq).:d¥, =0, Vg
21(%( q).g1d%, =0, Vg
= Zag=0 >
EY q) = sur 2.

Par conséquent, la condition (4.10) vérifie si et seulement si, on a (4.18). =

4.4 Caractérisation du contrdle optimal

Le probléeme d’existence d’une sentinelle revient & minimiser le contréle sur un ensemble des

contraintes M comme suit :

mi]\I} Jwll 2, . avec M = {w tel que on a (4.17) et (4.18)}. (4.19)
we
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On a besoin d’un systéme d’optimalité pour caractériser le controle w. Pour cela, on introduit

la fonction p par :

82
an + N+ f'(y°)p = hx,
p(T)=p(T)=0
_ O _
p= v =0

on définit z = z(u) la solution du systéme

Alors

0%z
Z 24 A2 120, —
8t2+ 2+ f'(y°)z = ux,
2(T)=2(T)=0
0z

qg=p+z=p+z(u).

On cherche a trouver u tel que (4.18) soit vérifie, donc

On définit p comme suit :

ou {p° p'} n'est pas déterminé. Soit z la solution du systéme

z(0;u) = —p(0),
; Z’(O;lg = —p/(0),
@(Az) = —a(ﬁp)
ll + %+ f'(y°)p =0

ot?
p(0)=p", p(0)= p'
_9p _
P= ov

02z
X 1(20Y, —
5z T z+ ['(y")z = px,
2(T)= Z(T)=0
0z
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dans @,
dans ) ,

sur Yy,

dans @,
dans (),

sur Yy,

sur Xi.

dans @,
dans € ,

sur Y,

dans Q,
dans (),

sur Y.

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)



On introduit les opérateurs linéaires A et ¥ par :
A(p,p") = (=2'(0), 2(0)), (4.25)

Uh = (—p'(0), p(0)),

On obtient :
A(p°, p') = —Wh. (4.26)

Multipliant (4.24) par (p°, p*) et intergrant par partie, on obtient

A6 00) = [ ] paaar (4.27)

Soit maintenant

(0%, )] = (/OTLdexdt) 1/2. (4.28)

On définit donc une norme sur l'espace des fonctions (p°, p') € HZ(Q2) x L*(2). En effet, si
1% pY) ||, = 0 alors p = 0 sur O x (0,T) donc, p =0 si f/(y°) est analytique. L’espace de
Hilbert F' est le complété de HZ(Q2) x L?(2) pour la norme (4.28). Alors si F” est le duale
de F, on a (4.28).

A : F — F’ est un isomorphisme,

et
T
(Wh, (°,p")) = / / h.pdzdt, Whe F', (4.29)
0 O

donc I’équation (4.26) admet une solution unique :
(0", p') = —A"Wh, (4.30)
par conséquent, la fonction du controle v est donnée par :

u=px, =AUk, (4.31)
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La sentinelle correpondante est donnée par

T
S(A\T)= / / (h — WA UR)y(z, t, \, 7)dxdt
0 (ONw)

avec O Nw # ¢.

4.5 Estimation du terme de pollution

On s’interesse maintenant a estimer le terme de polllution, pour cela, on considére s
I'état mesurer du systéme sur I'observatoire O pendant U'intervalle [0, T, alors la sentinelle

observer associé a 1’état y.,s est donnée par :

T
Seps (A, T) = / /(hxo + ux, ) Yobs (x, 1, A, 7)dxdt (4.32)
0o Jo

Théoréme 4.2 Le terme de pollution est défini comme suit

[ (80 (NS0 = S (07) = 50.0). (433)

Preuve.

Si l'on suppose que l'état y(A,7) dépend différentialement de A et 7, on peut écrire

formellement :
oS :
Sobs (A, 7) =5 (0,0) + A== (A, 73;) +o(\Ti); 0<i<2 (4.34)
a/\ A=0,7;=0
car, par définition a—S()\, T) =0, et on a
or A=0,7=0
¢
aS
N (A7) = Q(hXO + wy )yadxdt, (4.35)
0
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ou ¥y, désigne la dérivée de I’état y par rapport a .

( 82
(‘)ty; + Ny + (%) =0 dans @,
yx(0) =0 dans €2,
y4(0) =0 dans €,
Yr = Jo sur Yo,
yr=10 sur X /%,
0
% =0 sur .
\ 1%

La dérivée y, ne dépend plus que de quantités connues et de g :

222 ()

B3\ = Sops (A, 7) — 5 (0,0).

A=0,7=0

Soit ¢ la solution du (4.17), multipliant (4.15) par ¢, on obtient

oS 0
O\ (070) - 8V< q)(”)god 0,
donc
dq, .
A (U)godzo = Sobs (>\7 T) -5 (0, O) .
Yo 81/

(4.36)

(4.37)

(4.38)

Par conséquent, l'estimation (4.37) contient des informations sur Agy et cela justifie la tech-

nologie" sentinelle". m
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Conclusion et Perspectives

Cette thése est consacrée & des problémes hyperboliques et celle de petrowsky dont les
données sans manquantes (inconnues ou partiellement connues), ot on a traité 'identification
du terme de pollution qui soit indépendant des variations du terme manquant .

Dans la premiére partie, nous avons présenté la méthode des sentinelles qui soit la stratégie
la plus répondus consiste & obtenir des informations sur les termes manquants & partir
d’une moyenne pondérée de I'observation. La recherche de ces informations nous conduit
naturellement & un probléeme de type inverse.

Dans la seconde partie, nous avons réalisé une étude des systémes hyperboliques & données

incomplétes sur le bord et dans la donnée initiale ot nous sommes utilisés la méthode des
sentinelles de J. L. Lions pour répondre a la question.
Celle-ci a montré qu’on peut estimer le terme de pollution indépendamment des autres
données qu’on ne veut pas identifier. Cette méthode consiste & transposer un probléme
d’identification ou d’estimation d’une donnée incompléte en un probléme de controlabilité
exacte ou faible avec des contraintes sur le controle. Dans la résolution de ces problémes,
il est nécessaire de disposer des données mesurées de 1’état, pour cela nous avons traité les
deux cas d’observation, avec et sans bruit.

Dans la troisieme partie, notre but était 1’estimation du terme de pollution d’un systéme
de petrowsky ot la condition initiale et la condition aux limites sont partiellement connues.
Avec la méme méthode de sentinelle nous avons répondre a la question.

Ces résultats ouvrent des perspectives numériques de cette méthode. Les outils de simula-
tion numériques disponible sont encore perfectibles pour répondre aux nombreux problémes
environnementaux actuels. Aujourd’hui, nous ansons espérer que 1’élaboration de nouvelles
techniques permettra une meilleure estimation des parameétres inconnus dans des systémes
pollués.

Cependant, beaucoup reste a faire théoriquement, telles que la recherche d’un observatoire
qui nous rameéne & un controle optimal et donc & I'estimation du terme de pollution au lieu
de le fixe au début du travail, et le lien reste a faire avec d’autres approches: le controle sans

regret et & moindre regret et surtout le controle robuste.
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