REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE CONSTANTINE 1

FACULTE DES SCIENCES EXACTES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

N° d'ordre : 07/MAT/2013
N° série : 36/DS/2013

THESE

Présentée pour I'obtention du diplome de :

DOCTORAT EN SCIENCES

Theme

Etude de la Fiabilité des Systemes
Disposés en Blocs

Option
Probabilités-Statistique

Par :

SLIMANE BOUHADJAR
Devant le jury :

Président: F.L. RAHMANI Prof. Univ. Constantine 1
Rapporteur: B. KSIR Prof. Univ. Constantine 1
Examinateurs: A. AISSANI Prof . U.S.T.H.B. Alger

A . HITTA M.C.A. Univ. Guelma

S. BELALOUI M.C.A. Univ. Constantine 1

N. GHORAF M.C.A. Univ. Oum EIl-Bouaghi

Soutenue le 16/06/2013




A la memoire de ma
Mere



Remerciements

Je voudrais profiter de cette opportunité pour adresser ma
profonde gratitude envers

Dieu pour son aide et son soutien le long de ma vie.

Monsieur le professeur Brahim Ksir qui accepté avec sa
gentillesse habituelle de diriger ce travail. De ses précieux conseils
pour la réalisation de cette thése et de la confiance qu’il m’a
prodiguee, je lui exprime mon respect et mon estime.

Je tiens également a remercier Monsieur le Professeur F. L.
Rahmani qui accepté de juger ce travail, et je suis également tres
honoré qu’il soit le président de jury de ma thése, ainsi que Monsieur
A. Aissani Professeur a I’universit¢é USTHB Alger, Monsieur A. Hitta
Maitre de conférence classe A a I’universit¢ de Guelma, Madame S.
Belaloui Maitre de conférence classe A a ’université Constantine 1, et
Monsieur N. Ghoraf Maitre de conférence classe A a I'université
d’Oum el Bouaghi d’avoir bien voulu faire partie de ce jury et de
juger ce travail.

Je remercie mes proches qui m’ont soutenu et encourage.



Table des matiéres

0.1 Imtroduction . . . . . . . . . . .

Préliminaires

1.1  Introduction . . . . . .. .. ... ..
1.2 Aspect déterministe . . . . ... ... ... ... ...
1.3 Décomposition pivotale . . .. . ... ... ... 0000
1.4 Coupeset chemins . . . . ... .. ... ... ... ...........
1.5 1.2 Aspect stochastique . . . . . . .. .. . Lo

1.6 Distributions limites . . . . . . . . . . . ...

Systéme k-consécutifs-sur-n

2.1 Notations et Définitions . . . . . . .. ... ... ... ... .....
2.1.1 Domaines d’applications . . .. . ... ... ... .......

2.2 Fonction de structure et Temps de panne . . . .. ... ... ...
2.2.1 Fonction de structure . . . . . . ... ...
222 Tempsdepanne . . .. ... ... ... .............

2.3 Formules exactes de la fiabilité du systéme . ... ... ... ...

2.4 Formules récursives de la fiabilité . . .. . ... ... ... .. ...

2.5 Encadrement de la fiabilité . .. ... ... ... ... ... .. ..

Méthode d’estimation de la fiabilité d’un systéme k-consécutifs-sur-n

3.1 Chaines de Markov. . . . . . . . . . . s

O O oo o O

10
11

14
14
15
15
15
16
16
17
17

20



3.2 Systéme k-consécutifs-sur-n via les chaines de Markov: . ... 23
3.3 Calcul des probabilités de transition . .. .. ... ... ... ... 30
3.4 Nouvelle formule de la fiabilité d’un systéme k-consécutifs-sur-n. 32
3.5 Estimation de la fiabilité du systéme . .. .. .. .. ... .. ... 34
3.5.1 Premiére méthode . . . . . . ... ... ... L. 34
3.5.2 Deuxiéme méthode . . .. ... ... ... .. ... ...... 35
3.6 Applications numériques . . . . . ... ... 38
Systéme k-consécutifs-sur-/,-paralléle 41
4.1 Notations et Définitions . . . . . . . . ... ... ... .. ...... 41
4.2 Fonction de structure et Temps de panne . . . .. ... ... ... 42
4.2.1 Fonction de structure . . . . . ... ... ... ..., 42
422 Temps de panne . . . . .. . ... ... .. ... 43
4.3 Encadrement de la fiabilité . . . ... ... ... ... ........ 44



0.1 Introduction

Dans la théorie de la fiabilité, ’étude d’un systéme consiste, a calculer ou approximer
sa probabilité de panne ( donc sa fiabilité) par des techniques probabilistes ou algorith-
miques. Lorsque la configuration du systéme est trop compliquée, la fiabilité peut étre
estimé par un encadrement, qui conduit au calcul de la distribution limite lorsque la taille

du systéme augmente indéfiniment.

Pour des systémes dont la configuration est en série ou en paralléle, des travaux
approfondis ont donné lieu a des résultats trés développés. Dans le cas ol les composants
sont indépendants et identiquement distribués, Fisher, Tippet et Genedenko en 1943 [2],
ont montré que pour des systémes dont les composants sont en série, il n’existe que trois

types de lois asymptotiques possibles pour leur temps de panne :

Wy(z)=1—exp(—2%), six>0 et a>0,

Wy(z)=1—exp(—(—2)*), siz <0 et a>0,

et

Wi (x) =1—exp(—exp(x)), si —o0 <z < +00.

Un résultat analogue se déduit par dualité pour le temps de panne d’un systéme en

paralléle.

Dans le cas d’'un systéme "k-consécutifs-sur-n”, qui a été introduit dans la littéra-
ture mathématiques pour la premiere fois par Kontoleon[4], il existe une bibliographie
intensive, dans laquelle on peut trouver plusieurs résultats sous des hypotheses diverses
(composants du systémes identiques on non, indépendance mutuelle des composants, dé-
pendance markovienne,...). Avant de continuer, on donne d’abord la définition de ce type

de systéme.



Un systéme "k-consécutifs-sur-n” est un systéme comportant n composants disposés
linéairement ou circulairement. Ce systéme tombe en panne si et seulement si au moins &
consécutifs de ses composant sont en panne. Ces systémes sont utilisés particulierement
dans les domaine des télécommunications, des circuit intégrés, pompage de pétrole par

pipelines,...[5], [6,7, 8] .

Parmi les travaux scientifiques qui ont été réalisés sur ce type des systémes, on trouve
deux catégories d’articles. Dans la premiére, les auteurs s’intéresse au calcul exact ou
approximatif de la fiabilité du systéme[4,5 — 27,49] et ce en utilisant des méthodes al-
gorithmiques ([10], [12 — 14],[32],[35]), ou des techniques probabilistes ([9,11,14]), ou
bien devant la complexité des hypothéses, ils s’intéressent a chercher un encadrement
de la valeur de la fiabilité du systeme ([15,37,39]) . Dans la seconde, les chercheurs ont
traité le probléeme du comportement asymptotique du temps de panne du systéme sous

différents hypothéses sur les lois des temps de panne des composants ([20, 22, 58]) .

Dans ce travail, qui est 'objet de la thése, on se propose une nouvelle formule pour
calculer la fiabilité du systéme "k-consécutifs-sur-n”, en utilisant les chaines de Markov.
Plus précisément, on considére un systéme "k-consécutifs-sur-n” ot tous les composants
ont la méme probabilité de panne ¢. Habituellement, dans les articles cités ci-dessus, on
suppose cette probabilité g connue. Il est possible de I’estimer a partir d'un échantillon
par la méthode du maximum de vraisemblance, mais dans les formules et les bornes de la
probabilité de bon fonctionnement du systéme apparait la quantité ¢*. Autrement dit une
petite erreur sur I'estimation de ¢ peut entrainer une erreur importante sur ’estimation de
¢"* et donc sur I'estimation de la fiabilité du systéme. Ici, nous proposons une estimation
directe de ¢* pour éviter les erreurs cumulées dues a la puissance, en utilisant la nouvelle
formule qui est basée sur les chaines de Markov. Un calcul numérique permet de mettre en
relief la différence des valeurs de la fiabilité du systéme obtenues dans les deux méthodes
d’estimation.

Finalement, nous allons étudier un systéme de configuration plus complexe : un mon-
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tage en paralléle de blocs constitués d’éléments disposés linéairement et qui opérent selon
une configuration " k-consécutifs-su-1,,". Plus précisement, on va proposer un encadre-

ment pour la fiabilité de ce type de systéme.

La thése est composée de quatre chapitres présentés comme suit :

— Chapitre 1 : Ce chapitre est consacré a rappeler quelques notions de base de la
théorie de la fiabilité.

— Chapitre 2 : Ici nous traitons le systéme "k-consécutifs-sur-n" ol nous présentons
quelques résultats obtenus concernant le calcul et ’encadrement de la fiabilité de ce type
des systemes.

— Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous proposons une estimation pour la fiabilité du
systéme "k-consécutifs-sur-n", qui a fait ’objet d’une publication internationale [63], ou
nous avons établi aussi une formule de la fiabilité de ce systéme basée sur les chaines
de Markov, dans le cas ou les composants sont supposés indépendants et identiquement
distribués.

— Chapitre 4 : Ce dernier chapitre est consacré a I’étude des systémes "k-consécutifs-

sur-/,,- paralléle", ol nous proposons un encadrement pour sa probabilité de panne.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et notations qu’on utilisera dans la
suite, et on rappelle briévement quelques résultats sur les systémes en série et les systéemes

en paralléle dans le cas binaire.

La théorie des systémes cohérents binaires sera toujours sollicitée dans notre travail car
les généralisations introduites par les différents modeéles et la construction de la multinaire

font souvent appel & ce qui été dans la théorie binaire.

1.2 Aspect déterministe

Définitions et notations

On considére un systéme cohérent constitué de n composants ( n est appelé 'ordre
du systéme ). Le systéme est considéré a un moment fixe du temps et dont I’état est
supposé ne dépondre que des états actuels des composants. Nous distinguons seulement
deux types d’états : état de fonctionnement et état de panne. Cette dichotomie s’applique

aussi bien au systéme qu’aux composants.



Alors pour indiquer I'état du i™¢ (i = 1,2,...,n) composant on pose :

1,si le composant i fonctionne

0, si le composant i est en panne.

Le but est de caractériser I'état du systéme ( marche ou panne ) en fonction de 1’état
de chacun des composants. Il faut, pour cela, se donner une fonction ® dépendant du
vecteur X = (X1, Xo, ..., X,,) et décrivant de fagon binaire le fonctionnement du systéme.

Nous prendrons la méme notation :

1, si le systéme est opérationnel
@ (X) =
0, si le systéme est en panne.

La fonction ® est appelée la fonction de structure du systéme. Elle représente la
logique du systéme et fait intervenir a la fois I’architecture et les interactions entre com-
posants en vue d’objectifs précis de fonctionnement.

Systéme en série :

Un systéme en série est un systéme formé de n composants. Ce systeme fonctionne si
et seulement si chaque composant fonctionne. Ainsi la fonction de structure est donnée

par :

@@):iix

= min (Xl,XQ, ,Xn) s

(E&Z&XWXJ

ou X1, X, ..., X, sont les états respectifs des composants 1,2, ..., n.



Le temps de panne du systéme est donné par :

T = min T},

1<i<n

ou 11, Ts, ..., T, sont les temps de panne respectifs des composants 1,2, ..., n.

Systéme en paralléle :

Un systéme en paralléle est un systéme formé de n composants disposés en paralléle
tels que le systéme fonctionne si et seulement si I'un des composants fonctionne. La

fonction de structure est donnée par :

o(X) = iI;nllXi

= Inax (Xl, XQ, ey Xn)

(ﬁIX,. —1-T(1— Xi)) .

=1

Le temps de panne du systéme est donné par :

T = maxT;.
1<i<n

Définition.1.2.1. Pour une fonction de structure ®, nous dirons que ® est la fonc-

tion de structure duale de ® si, pour tout vecteur binaire X, l’égalité suivante est vérifiée :
PP (X)=1-d(1-X),

ol

1-X=(1-X;,1—Xo, ..., 1= X,,).

Remarque.1.2.1. Le systéme en parallele est le dual du systéme en série. La réci-



proque est aussi vraie.

1.3 Décomposition pivotale

Soit @ la fonction de structure d’un systéme d’ordre n. Pour un composant i fixé,

nous avons, pour tout X, la relation suivante :
O(X)=X,.2(X,1;)+(1—-X;).2(X,0) .

Nous dirons alors que nous avons une décomposition pivotale de ® selon le composant
numéro i. Cette formule définit un algorithme qui permet de construire de proche en
proche la fonction de structure. Il suffit pour cela, de décomposer successivement selon

les différents composants du systéme.

Proposition.1.3.1. S5t ® est une fonction de structure cohérente, alors elle est en-

cadrée de la facon suivante :

1.4 Coupes et chemins

Soit X = (X1, Xs, ..., X,,) le vecteur indiquant les états des composants C' = (1,2, ...,n).
Nous réservons le vecteur 0 (resp. 1) pour indiquer le vecteur dont les composantes sont
égales (0,0, ...,0) (resp.(1,1,...,1)). L’ensemble des états E se décompose en deux parties

correspondantes respectivement aux états de marche et aux états de panne :

Bt ={X:®(X)=1},

et
E-={X:®(X)=0}.



Définition.1.4.1. Pour tout vecteur X tel que ®(X) = 1, l'ensemble Cy(X) =
{i: X; =1} est appelé le chemin ( lien ) lié & X.

Si @ (X) =0, l'ensemble Cy (X) = {i: X; = 0} est appelé la coupe lice ¢ X.

Un chemin est donc un ensemble de composants dont le bon fonctionnement assure
le bon fonctionnement du systéme. De facon duale, un ensemble suffisant de composants,
qui, lorsqu’ils sont en panne mettent en panne le systéme est une coupe.

Définition.1.4.2. Si X et Y sont deux des vecteurs de E, on dira que X est inférieur
aY, ce que I’ on notera X <Y si, pour tout 1=1,2,...,n on a X; <Y; et au moins une
méqalité est stricte.

Soit X un état de ET, un chemin C;(X) est minimal si tout Y inférieur a X
appartient a £ :

Y < X implique ® (V) = 0.

Soit X wun état de E~, une coupe Cy(X) est minimale si tout Y supérieur a X

appartient a E*

1.5 1.2 Aspect stochastique

Fiabilité d’un systéme
L’état du i°™¢ composant est une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans {0, 1} .

on sait que :

E(X) = P(X,=1)

= p, t=12,....n,

ol p; est la fiabilité du i® composant ( c-a-d la probabilité que le i composant

fonctionne, donc ¢; = P (X; = 0) est la probabilité que le composant i est en panne).

De la méme fagon, la probabilité que le systéme fonctionne est donnée par : £ (® (X)) =

P(®(X)=1).
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Définition.1.5.1. La fonction R qui est définie par :

R = E(®(X))

= R(p) avec p = (p1,p2,-~7pn)a

est appelée fonction de fiabilité du systéme.

Proposition.1.5.1. La fonction de fiabilité d’un systéme cohérent vérifie l’identité

swvante :

Théoréme.1.5.1. Soit ® une structure cohérente dont les composants 1,2,.....n ont

des fiabilités p1, ps, ..., p, respectivement, alors :

Ty < P(@(X)=1) < Ty,

1.6 Distributions limites

On se pose la question suivante :
- Quels sont les types de distributions limites possibles pour la distribution du temps
de panne d’un systéme formé de composants disposés selon les configurations présentées

ci-dessus lorsque le nombre augmente indéfiniment ?

Définition.1.6.1. Une fonction de distribution F est dite distribution limite de la

suite (F,), s’il existe des constantes a, > 0 et b, € R telles que

lim F, (a,z+0b,) = F(x), pour tout x € Cp

n—-+oo

Si on suppose que :

an, = a.a, et B, =b.b,,

11



ou,

a>0etbhe (—oo0,+00).

on trouve que :

lim F, (a,z+8,) = F(a,(ax+b)+b,),

n—-+o0o

= F(ax +b) pour tout x € Cp.

Si F' est une distribution limite de (F3,),, , alors G (G () = F (ax +b) a > 0 et b € (—o00,+00) )

a la méme propriété. Pour cela on donne la définition suivante.

Définition.1.6.2. Deux fonctions de distributions F et G sont dites du méme type

s’il existe des constantes a > 0 et b € (—o0, +00) telles que

F(az+b) = G(x), pour tout .

Lemme.1.6.1. Si (F,), est une suite de fonctions de distributions telle que pour tout

1. hrf F(ayz +b,) = F (x)

2. lirf F, (anz + 5,) = G(x),

ou F et G sont distributions non dégénérées, alors F et G sont du méme type.

Définition.1.6.3. Une fonction de distribution est dite minimale stable si pour tout

entier k, ils existent des constantes oy > 0 et 5, € R telles que :

G* (awx + B) = G () pour tout m.

On pose T' = 11211<n {T;} tel que T; est le temps de panne du composant i, = 1,2, ..., n.

12



Théoréme.1.6.1. GG est une distribution limite de T si et seulement si G est mini-

male stable.

Théoréme.1.6.2. Les seules distributions limites pour

T = min {T;},

1<i<n

sont :

1) Wi(z)=1—exp(—2®), si x>0 et a>0,

2) Wy (x) =1—exp(—(—x)*), si <0 et a>0,
3) Wi (z) =1—exp(—exp(z)), si —00 <z < +00.

Comme le systéme en paralléle est le dual du systéme en série, on peut déduire

facilement les distributions limites possibles pour max {T;}.
<i<n

13



Chapitre 2
Systéme k-consécutifs-sur-n

Dans ce chapitre nous allons présenter le systéme k-consécutifs-sur-n a partir de
quelques résultats importants concernant le calcul et I’encadrement de la fiabilité. Ce
type de systémes est introduit pour la premiére fois dans la théorie de la fiabilité par

J.M. Kontoleon en 1980.

2.1 Notations et Définitions

Dans ce chapitre on note :

- n le nombre de composants dans le systeme.

- k (k <n) le nombre minimum de composants consécutifs en panne qui cause la
panne du systéme.

- X, létat du composant 7, X; = 0 s’il est en panne et X; = 1 §’il fonctionne.

| . . .
- = —~— le coeflicient binomial.
y!(z—y)!

Définition.2.1.1. Un systéme k-consécutifs-sur-n est un systéme formé de n compo-
sants disposés linéairement ou circulairement. Ce systéme tombe en panne si et seulement

st au moins k composants consécutifs sont en panne.

14



Remarque.2.1.1. On remarque que :
1- Pour k£ = 1, on obtient un systéme en série.

2- Pour k£ = n, on obtient un systéme en parallele.

2.1.1 Domaines d’applications

Il y a plusieurs domaines d’applications pour les systémes k-consécutifs-sur-n, ici on

donne les deux exemples suivants :

Exemple 1 : Une suite de n stations transmet l'information d’un point A vers un
point B. Les stations sont placées a distances égales entre A et B. Chaque station transmet
I'information vers (k — 1) stations plus loin. Il est clair que ce systéme tombe en panne

si au moins £ stations consécutives sont en panne.

Exemple 2 : Pour transporter du pétrole d’un point A vers un point B on dispose de
n pompes. Ces pompes sont placées a distances égales entre A et B. Chaque pompe peut
transporter le pétrole vers (k — 1) pompes plus loin. Donc ce systéme tombe en panne si

au moins k pompes consécutives sont en panne.

2.2 Fonction de structure et Temps de panne

Dans ce paragraphe, et dans toute la suite, on considére que le systéme est formé de

n composants disposés linéairement.

2.2.1 Fonction de structure

La fonction de structure du systéme est donné par

d(zr) = min ( max {Xj})

1<i<n—k+1 \i<j<i+k—1
n—k+1 i+k—1

- I I X,
i=1  j=1

15



ou, X1, Xo,..., X, sont les états des composants 1,2, ..., n.

2.2.2 Temps de panne

Le temps de panne du systéme k- consécutifs-sur-n est donné par

1<i<n—k+1 \i<j<i+k—1

Vo= in (L mex (1),

ou, 11,75, ..., T, sont les temps de panne des composants 1,2, ..., n.

2.3 Formules exactes de la fiabilité du systéme

Dans ce paragraphe, on suppose que les composants du systéme sont indépendants et
qu’ils ont tous la méme fiabilité p = p; = ps = ... = p,,, on note ¢ = 1 — p ( la probabilité
de panne de chaque composant ). On va rappeler quelques résultats concernant le calcul
de la fiabilité du systéme k-consécutifs-sur-n.

On désigne par N (j,n; k) le nombre de fois que le systéme "k-consécutifs-sur-n "
fonctionne sachant que j composants dans le systéme sont en panne. En utilisant ce
nombre on peut écrire ( la fiabilité du systéme ) Ry (n,p) = qup”_j N (j4,n; k) et par
conséquent le probléme du calcul de la fiabilité revient au calcjul du nombre N (j,n; k).

Les expressions de N (j,n; k) sont données dans [5] et [15] par

(

n .
] sij <k
. J
NUmik) = 0 sij>n

k—1 o
S>N@{G—in—i—1k), sin>j>k>1.

\ 1=0

16



Plus précisément la fiabilité du systéme est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme.2.3.1. [15] pour tout 1 < k <mn, on a :

P . n—~ki+1 n—ki
Ry, (n,p) =Y (=1)'p""¢" . —q

>0 1
2.4 Formules récursives de la fiabilité

La fiabilité du systéme est donnée aussi par les formules récursives suivantes :

Formule 1.[5] Pour n > k on a :

n—k+1 itk+1
Ri(n,p) =p "'+ > > pl¢ "Ri(n—j.p).
=1 j=itl
Formule 2.[51] Pour n > k on a :
(1, si0<n<k—1
k
Ry (i,p) Re (n—i,p) —pg® > Rp(n—i—s,p), sil<i<k
s=k+1—i
-Rk<n7p):: X X 2 k k .
Ry, (i,p) B (n—1i,p) —p*¢" 3_Rp(n—i—s,p) X
s=2
k
E: qr+87kisz(i_'nlﬂ7 si k < if;[%]'
\ r=k+4+2—s

2.5 Encadrement de la fiabilité

Dans le cas ol les composants d’un systéme "k-consécutifs-sur-n" sont supposés in-
dépendants et identiques, plusieurs travaux ont donné des bornes (bornes inférieures et

bornes supérieures) de la fiabilité du systéme. On donne ici quelques résultats de ces

travaux.

17



Dans[16] ,on trouve les inégalités simples suivantes :

(1 - qk)n7k+1 S Rk (n’p) g (1 o qk + qk+1)nfk+1 .

Dans [21], on a :

exp(—(n—k+1)¢") — [(2k—1)¢"+2(k—1)q]
Ry (n,p)
< exp(—(n—k+1)¢")+[(2k—1)+2(k—1)q].

IN

Dans [23], il y a le résultat suivant :

exp (—p (n—Fk+1) qk) — (2kp —1)¢*
Rk (n>p>
< exp(-p(n—k+1)¢") + (2k — 1) ¢".

IN

Parmi les résultats obtenus sur les bornes de la fiabilité du systéme "k-consécutifs-

sur-n" il existe des bornes récursives ; parmi eux on donne le résultat intéressant suivant

([46]),

Théoréme.2.5.1. Si 1 <k <net0<p <1, alorson apourtout m ou, k <m<n:

Ry, (m,p) R (n—m+k—1,p) < Rj(n,p)

En appliquant ce théoréme pour m = k, on obtient

18



Ry (n,p)
(1 - qk) Ry (n—k,p).

(1 _qk) Ry (n—1,p)

IN

IN

Si on procéde de la méme maniére on trouve :

(1- "™ < Ry (n,p) < (1 — ¢") 1.
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Chapitre 3

Méthode d’estimation de la fiabilité

d’un systéme k-consécutifs-sur-n

Dans le chapitre précédent, on peut remarquer que dans les formules exactes et les
bornes de la fiabilité du systéme "k-consécutifs-sur-n" apparait la quantité ¢*, ol ¢ est
la probabilité de panne de chacun parmi les composants du systéme, qui sont supposés
indépendants et identiquement distribués. Habituellement, on suppose que la probabilité
q est connue. Bien entendu, il est possible de ’estimer a partir d’'un échantillon par la
méthode du maximum de vraisemblance. De petits écarts sur ’estimation de ¢, peut
entrainer des importants écarts dans I’estimation de ¢* et donc dans I’estimation de la
fiabilité du systéme. Le but de ce chapitre est d’estimer directement ¢* pour éviter les
erreurs cumulées dues a la puissance. Plus précisément, nous proposons une nouvelle

formule basée sur les chaines de Markov pour calculer et estimer la fiabilité du systéme.

Avant de présenter ce travail, en détail, on commence par un rappel, en bref, sur les

chaines de Markov.
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3.1 Chaines de Markov.

Les chaines de Markov constituent I’exemple le plus simple des processus stochas-
tiques, lorsque dans 1’étude d’une suite de variables aléatoires, on abandonne I'hypothese
d’indépendance. Il s’agit d’un processus a temps discret. Pour donner la définition d’une
chaine de Markov on commence par la définition et quelques propriétés d’'un processus

stochastique.

Définition.3.1.1. Soit T un ensemble d’indices, on appelle processus stochastique
(aléatoire) défini sur T ¢ valeurs dans lespace mesurable (E, IB) , le terme (Q, F, P, (Xy),cp)
tel que (X;), est une famille de variables aléatoires définie sur lespace probabilisé (2, F , P)

a valeurs dans (E,IB).

On note simplement les processus stochastiques (X;), X (¢), ...

Pour tout ¢t € T, X; est une variable aléatoire de (€2, F, P) a valeurs dans (F, B).
Xt Q) — F.

Remarque.3.1.1. A partir de la définition d’un processus stochastiques on distingue
les remarques suivantes :

1) L’ensemble d’indices T' est appelé espace de temps. Pour tout w € Q et t € T la
quantité X; (w) est ’état du processus a U'instant ¢. Ainsi (F,[B) est appelé espace des
états ( espace de phase ). On dit aussi que E est 'ensemble des états du processus.

2) Pour tout w € 2 Papplication ¢t — X, (w) définie de T & E est appelé trajectoire
de processus.

3) Si (E,IB) = (R, IB) le processus est dit réel.

4) Si (E,IB) = (R™,IB") le processus est dit multidimensionnelle.

5) Si T C N, on dit que le processus est a temps discret, ce type de processus est

décrit par une suite : Xgo, Xy, ..., X, ...

Définition.3.1.2. Soit (X,),, une suite de variables aléatoires & valeurs dans l’en-
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semble E des états, supposé égal a N. On dit que cette suite est une chaine de Markov,
si pour tout n > 1 et toute suite (ig,i1,...,9,-1,%,7) d’éléments de E, pour laquelle la
probabilité P (Xo = ig, X1 = i1, ..., Xp_1 = in_1, Xn = 1) est strictement positive, on a la

relation suitvante entre probabilités conditionnelle :

P(Xpi1=j/Xo=10,y Xn1=1In1,Xn=1) =P (Xps1 =j/X,, =1).

Autrement dit, dans I’évolution au cours du temps, ’état du processus a l'instant
(n 4+ 1) ne dépend que de celui a I'instant n précédent, mais non de ses états antérieurs.

Le processus est dit sans mémoire.

Définition.3.1.3. On pose :

Pij = P (Xn+1 = j/Xn = Z) )

cette probabilité ; on lappelle la probabilité de transition ( de passage ) de l’état i a
[’état j, en une étape.
Définition.3.1.4. La matrice

Po,o Poa1 Poz2
Pio P11 P12

dont les coefficients sont les probabilités de transition p; ; est appelée matrice de transition

( ou de passage ) de la chaine,.

C’est une matrice finie ou dénombrable, suivant que I’ensemble des états est fini ou
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dénombrable.

Propriété.3.1.1. Toute matrice M = ( p;;), ( (i,7) € E?) vérifie les propriétés sui-
vantes :
(1) pour tout couple (i,j), on a : p;; > 0;

(2) pour tout i € E, on a %pm =1
VIS

Remarque.3.1.2. Une matrice M, qui vérifie les conditions (1) et (2) de la propriété

précédente, est appelée matrice stochastique.

Pour revenir au font de ce chapitre, considérons un systéme "k-consécutifs-sur-n",

dont les composants sont supposés indépendants et identiquement distribués.

Notations :
X, =0, i=1,...,n désigne que le composant 7 est en panne.
X;,=1,4=1,...,n désigne que le composant i est fonctionne.
P (X;=0)=qgetP (X;=1)=p,(p=1—¢q).
Z; est un sous systéme de k composants.

S, = 1 désigne que le systéme fonctionne.

3.2 Systéme k-consécutifs-sur-n via les chaines de

Markov :

On considére les variables Z,, = max X; . On va démontrer que le processus
n<i<n+k—1
(Zy),>; est une chaine de Markov, puis en utilisant ce résultat on trouvera une nouvelle

formule pour calculer la fiabilité du systéme k-consécutifs-sur- n .

Théoréme.3.2.1. [63] La suite de variables aléatoires (Z,)n>1 est une chaine de

Markov .
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Preuve. Il faut démontrer que,
P(Zn+1 = Zn+1/Z1 = Z1, Zy = Ry veny Zp = zn) = P<Zn+1 = Zn+1/Zn = Zn)a

pour tout n>1 et z, € {0,1}.

1) On a
P(Znyw = 12y =2,2Z0=29,....; Zyp_1 = Zn-1,Zp =0)
B 1
P(Zl = 21, Z2 = 22, .0 anl = Zn—1, Zn = 0)
X / 1[Zn+1:1}dp
(Z1=21,Z2=22,....0n—1=2n—1,Zn=0]
donc,

P<Zn+1 - ]-/Zl :ZhZ2 :Z27~--7Zn—1 :Zn—IJZnZO)

1
= X
P(Zl = Z1, Zy = 22y ey p1 = Zn—1, Ly = 0)

1(z,.1=1)dp

(Z1=21,Z2=22,....2n—1=2n—1,Zn=0]N[X,=0]

+ / L(z,1=1)dp

[Z1=21,Z2=22,....00 1=2n—1,Zn=0]N[X,=1]

Ce qui implique que :
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P(Zn+1 - 1/Z1 :Z17ZZ :Z27"°aZn—1 :Zn_l,ZnZO)

1
P(Zl = 21722 = 22, -'-7Zn71 = ZTL*IJZTL = 0)

X Lix,i=1)dp
(Z1=21,Z2=22,....2n—1=2n—1,Zn=0]N[Xn=0]
1

= X
P(Zl = 21722 = 22, ---7Zn71 - anbZn = 0)

X / L(x, ,=1)dp-

[Z1=21,Z2=22,....2n-1=2n—1,Zn=0]

Il est clair que les deux événements, (X, x = 1) et (21 = 21,2, = 2, ..., Z, = 0) sont
indépendants.

Donc,

P(Zpw = 1/Z1=21,20 = 20, .., Zpy = 2n—1,Zn = 0) =

P (Zl == 217Z2 = 22y ey anl = Zp—1, Zn == 0)
P(Zl = Z1, ZQ = 29y ey Zn—l = Zn—1, Zn = 0) ( o )

= P(Xp=1)
_ —igzigg X P (Xpyp =1).

Comme les deux événements (Z,, = 0) et (X, = 1) sont indépendants, on conclut
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que :

De plus on a :

= {Zn = 0} N {Zn—i-l = 1}
- (ZnZO,Zn+1:1)

Alors,

P(Zn+1 = 1/Zl = 21,242 = 22, s Ln—1 = Zn—1,4n = 0)

P(Zy =0, Zyp1 =1)
P (X, =0)

= P(Z,1=1/Z,=0).
2) Comme 'événement {7, ;1 = 0} est ’événement contraire de {Z,,11 = 1}, on dé-
duit que

P<Zn+1 = O/Zl :’21722:'227'--7Zn71:f2n7172n:0)
= 1- P(ZnJrl = 1/Zl = Zlaz2 = Z2, "'aanl = anlazn = 0)
— 1= P(Zpr=1/7, = 0)

= P(Zpy1=0/Z, =0).

3) Maintenant, on démontre 1’égalité pour 2,1 =0 et z, = 1.

26



On a:
P(Zyiw = 0/Zy=21,20=29,....;Zp-1 = 2n-1,Zn =1)

1
P(Zl = 217Z2 = 22, "'7Z7L71 = ZTLflJZn = 1)

X / liz,1=1dp

[Z1=21,Z2=22,.... 20— 1=2n—1,Zn=1]

1
P(Zl = 217Z2 = 22, -~-7Zn71 - ZTLfl;Zn = 1)

X liz,.,=1)dp

Z1=21,Z2=2%2,....00n-1=2n—1,Zn=1]N[Xn=0]

+/ 1[Zn+1=1}dp) :
[Z1:z1,Zzzzg,...,Zn,1:ZH,1,ZnZI]Q[XnZI]
Ce qui donne :
P(Zpi1 = 0/Zy=2,20 = 20,00, Znet = Zp—1, Zn = 1)
B 1
B P(le,Zl,ZQ:ZQ,...,Zn_l :Zn—17Zn:]->
X / Lmax(X ni1,Xng 2,0 X ) =0] AP

[Z1=21,Z0=22,.... 20 1=2n—1,Zn=1]N[Xpn=1]

Alors,
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P(Zn+1

O/Zl - ZlazZ = Z2, °'°aZn—1 = Zn_l,Zn = ]-)

1
P(Zl = 21, ZZ = 22, .0 anl = Zn,17Zn = 1)

X L[(Xn1=0,Xns2=0,.... X, 1 =0)] AP
[21:21722:22 ----- Zn_lizn_th:l]ﬂ[Xn:l}

1
P(Zyv=2,2=2,.;, Zn1 = Zn1, Zn = 1)

X / lix,, . ,—0/dp
[Z1=21,Z2=22,....Zn-1=2n—-1,Zn=1]N[Xn=1]N[Xpn+1=0,Xpn4+2=0,..., X p 4 x—1=0]

1
p(Zl = 21, Z2 = 22y .y anl = anlvzn - 1)

XP(ZI = Z17Z2 = Z2, "'7Z7L—1 = Zn—IJZn = 17Xn = 17Xn+1 = 07 "‘JXTLJ’-]'C—I = 0)

X P (Xpsp = 0)

PXi=21,Xo=29,.... Xpo1 =051, X = 1, X501 = 0,..., Xpy 1 = 0)
P(Xl = ‘/L‘17X2 = T2, "'7Xn—1 = $n_1,Zn = ]-)

I est clair que les deux événements (X7 = 1, ..., X;, 1 = xp1) et (X, =1, Xpy1 =0, .o, Xypipo1 = 0

sont indépendants, méme chose pour les événements (X; = x1, Xo = 9, ..., X}, 1 = 2 1)

et (Z,=1).
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On conclut que :
P(Zn+1 - O/Zl - ZlazZ = 22, °'°aZn—1 - Zn—th - ]-) =

PXi=z1,Xo=29,.... Xpo1 =2p_1)P (X, =1, X011 =0,..., Xpy5-1 = 0)
P(Xl = I‘l,XQ = T9, ...,Xn,1 = .73”,1) P(Zn = 1)

X P (X = 0)

P(Xn - ].,Xn+1 - 0, ...,Xn+k_1 - O,Xn+k - 0)
P(Z,=1) ‘

D’autre part, on a :

(Zn == 1, Zn+]_ == 0) (Z’I’L == 1,maX (Xn+]_,Xn+2, ...,Xn+k) == O) ==

- (Zn - ]_,Xn_|_1 - O,Xn+2 - O, ...,Xn+k - O)

- (Xn - 07Xn+1 = O7Xn+2 =0, -"7Xn+k = 0) .

Donc,

P<Zn+1 = O/Zl - 21722 = Z2, ‘-~;Zn—1 - Zn_l,Zn - 1)

P(Zy=1,Z,41 =0)
P(Z,=1)

= P(Zy=0/Z,=1).
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4) L’événement {Z,, 11 = 1}, est I'événement contraire de {Z,,.; = 0}, donc

P(Zpo1w = 1)Z1=2,Zy =29, ..., Ly1 = 2n_1, 2y = 1)
= 1-P(Zn1=0/Z1=21,2 =22, ... L1 = 21,2 = 1)
1= P(Zu =0/2, = 1)

= P(Zp=1/Z,=1).

Finalement, on conclut que la suite (Z,),-, est une chaine de Markov.

3.3 Calcul des probabilités de transition

Pour calculer la fiabilité du systéme k-consécutifs-sur- n , Il faut d’abord calculer les
probabilités de transition de 'état i (a 'instant n) a I’état j (a 'instant n+1) telles que :

i,j €{0,1}. Pour cela, on pose
(l,m)=P (Zpy1=7 [Zn=1).
On va calculer cette quantité, pour tout 7, j,I,m € {0,1}.
1) Commencons par le calcul de I1(0,0); on a

(0,0) = P(Zpi1=0/Z,=0)

P(Zpi1=0,2, =0)
P(Z, =0)

30



Donc

P(Zni1=0,Z,=0,X, =0)4 P (Zpsy1 =0,Z, =0, X, = 1)
P(Z,=0)

I1(0,0) =

P(Zpsr =0/Z, =0,X, =0)P(Z, =0/X, =0) P (X, =0)
P(Z,=0)

2) On sait que {Z,,+1 = 1} est événement contraire de{Z,; = 0}, donc,

M(0,1) = P(Zy1=1/Z,=0)
= 1= P(Zysy=0/Z, =0)
— 1-TI(0,0)

= 1—gq.

3) Maintenant, on calcule II(1,0),

1(1,0) = P(Zy =0/Z,=1)

P(Zyi1=0,Z,=1)
P(Z,=1)

Donc

P(Zui1 = 0,2y =1, X, = 0) + P(Zuyr =0, Zp = 1, X, = 1
mo) = A2 =0 P((DZJF:i) =0 )

ce qui implique que
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P(Z,1=0/Z,=1,X,=1)xP(Z,=1/X,,=1)P(X,,=1)

I(1,0) = Pz =1

¢"(1—q)
1—qgF °

4) Pour calculer II(1,1), on utilise le méme raisonnement du deuxiéme cas.
I(1,1) = P(Zp1=1/Z,=1)

= 1-P(Zp1 =0/Z, = 1)

= 1-TI(1,0)

q’“(l—Q)_

- 1_
1— gk

3.4 Nouvelle formule de la fiabilité d’un systéme k-
consécutifs-sur-n.
Maintenant, on propose un résultat concernant la fiabilité du systéme.

Théoréme.3.4.1. [63] La fiabilité d’un systéme" k-consécutifs-sur-n" est donnée par

R=(1-¢") {1—qk1(1_—_qkq)]nk.

Preuve. On sait que :
R=P (Sn = 1), ou Sn = Zl.ZQ...Zn,k.Zn,kJrl.

Donc

P(Sp=1)=P(Z.Z5... %017t = 1)
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c’est-a-dire

P(Sy=1) = P(Zi=1,Zs=1,..0, 4 =1,Zn o1 = 1)
= P(Zygir=1/Zv=1,Z0=1,...., Zpy = 1)
XP(Zn,k = 1/Z1 = 1,Z2 = 1, -'-7ank71 = 1) X

XP(ZQZ]_/lel)XP(le]_)

Comme, (Z;);, est une chaine de Markov, on conclut que :

P(Sy=1) = P(Zuys1=1/Zns=1).P(Zp_sy=1/Zp s = 1)

On a démontré, précédemment, que :

P(Z;=1/Z_1=1) = II(1,1)

_ (-9

g pour tout 7,

alors

R = P(S,=1)=1(1,1).101(1,1)..11(1,1).P(Z = 1)
= (LD [1 = P(Z =0)]

_ {pwrk@_qk).

1— gk

33



3.5 Estimation de la fiabilité du systéme

Dans ce paragraphe, on va estimer, en utilisant le Maximum de vraisemblance, la
fiabilité (R) du systéme "k-consécutifs-sur-n" par deux méthodes. Pour cela on pose
R, = R dans la premiére méthode, et Ry = R dans la seconde. On note par R; et Rs les

estimateurs de R; et Rs respectivement.

3.5.1 Premiére méthode

On considére un systéme de n composants X, Xs, ..., X,, tel que :

alors,

P(Xy =21, Xy =29,.., X, = 1,) = I P(X; =) ou z; € {0,1}

ce qui donne
P(Xi=21,Xo =29,... X, =x,) = pri=1 T (1-— p)zy:l(l_“) )

On estime les probabilités p et ¢, par la méthode de maximum de vraisemblance.

On a:

L (z1,29,...,xn,p) = P(Xi=z1,Xo=19,....X, =1,)

= pXi=1®i (1 —p) iz (=)

ce qui donne
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AR 2?21(1_-%’)
OlnL (z1,x9,...,2,,p) dln (pz“l (1-p) )

dp N Op
Donc,
Oln L T, ~, 1y !
n (.’L'l,xQ, L p) — T;— — (1_1‘1)—
Ip - P4 by
= 0.
Alors,
>
~ i=1
p =
n
et
> i
a _ 1 =t
n
_ Zi:l(l xl)
n

Par conséquent :

3.5.2 Deuxiéme méthode
On considére
Zi= max X;, 1=12.n—-k+1
1<j<i+k—1
Donc
P(Zy,Zay.cc;Zonpy1) = P(Z1=121,Z0= 720, ..., Zp—k11 = Zn—k+1)

z; € {0,1} pour tout i =0,1,...,n.
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ce qui donne

P(Zi=2 ,Zo= 2oy, Zn_gs1 = Zn—ki1)
= P(Zy ki1 = 2nk1/71 = 21, %2 = 29, ey Dok = Zn—k)
P(Zyk=rtnpk /| Z1=21,%0 =20y Lng1= Zn—k—1)
X...x P(Zy/Z1) x P(Zy).

On a démontré que (Z,),, est une chaine de Markov, alors,

P (Zl = Z1, ZQ = 29, .y ank+1 = Zn,kJrl)
= P (Zn—k:-‘,—l == Zn—k—i—l/Zn—k = Zn—k) P (Zn—k == Zn—k/Zn—k:—l == Zn—k—l)

X... X P<Z2 = ZQ/Zl = Zl) P (Z1 = Zl) .

On pose :
I1(0,0) =P (Zys1=0/2,=0)=«

I(1,1)=P(Zyn1=1/Z,=1) =7,
ce qui donne,

M(0,1)=1-a et I(1,0)=1-4.

Avec ces notations, ’expression précédente peut s’écrire comme suit :
_ _ _ _ _ n, n01 n n1,0

P(Zl = Z1, ZQ = 29, ey Zn,kJrl = ank%»l) =P (Zl = Zl) .00 (1 — Oé) 5 L1 (1 — 5) .

ou,

Noo = Card {Z le()etZzH:O,Z:l,Z,,n—k+1}

nopg = Card {i: Z;=0et Z;;1y =1,i=1,2,..,n—k+1}
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np=Card {i: Z;=1let Z;11 =1,i=1,2,..,n—k+1}

et
nio=Card {i: Z;=1et Z;;; =0,i=1,2,...,.n—k+1}.

Il est facile de vérifier que les estimateurs, par le maximum de vraisemblance des

parameétres « et 3 sont :

0,0 o N1
No,0 + No1 nio+ N1

)
I

@

=+

P(Sy=1) = P(Zuys1=1/Zps=1).P(Zp_sy=1/Zp 1 = 1)

Alors la fiabilité du systéme est :

Ry = P(S,=1)=1II(1,1).11(1,1) ..11(1,1).P (Z, = 1)
= @D . [1-P(Z =0)
= pk (1 — qk) )

Car,

P(Z,=0) = P( max Xj:o>

1<j<14+k—1

= Pl max X;=0
1<<k

ok

= q .
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En utilisant :

k
¢"(1—q)
I1(1,0) =
= 1-5.
et apres des calculs élémentaires on obtient :
-0
2—a—p

Alors,
11—«
_ non—k
Ry =0 (2—@—6)'

Finalement, ’estimateur de R, est :

— ~n—k 1_6;
R2:5 (ﬁ)
2—a—-p

3.6 Applications numériques

Ici on propose quelques exemples numériques.

Exemple 1 :

On considére un systéme de 15 composants dont ses états sont comme suit :
111001000011000.

Apres les calculs, on obtient le tableau numérique suivant :

38



—~

n k ¢ « 6] ]% §2

15 2 0,6 0,6 0,625 0,023286387 0,001146037

15 3 0,6 0,5 0,818181818 0,193108315 0,06599322

15 4 0,6 0 0,9 0,442962416 0,28528236

5 5 0,6 0 1 0,65440151 1

15 6 0,6 0 1 0, 797950845 1
Exemple 2 :

Considérons un systéme de 15 composants disposés comme suit :

00011011100000100001.

Apreés les calculs, on obtient les valeurs numériques suivantes :

—~
—~ —~

n k ¢ Q I6; §1 ﬁz

20 2 0.65 0,666666667 0,777777778 0,002813377 0,006509548

20 3 0,65 0,5 0,818181818 0,064724217 0,024196271

20 4 0,65 0,333333333 0,846153846 0,231716035 0,056106438

20 5 0,65 0 0,933333333 0,436585272 0, 333060344

20 6 0,65 0 1 0,616357328 1
Exemple 3

Considérons un systéme contenant 30 composants leurs états sont donnés comme
suit :

100000011001000111100011001111.

Apres les calculs, on obtient :
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30
30
30
30
30
30

N O Ot e NN

—~

q
0, 533333333

0,533333333
0,533333333
0,533333333
0,533333333
0,533333333

—~

«

0, 545454545
0,5

0, 666666667
0,5
0
0

0, 705882353
0, 857142857
0,956521739
0,958333333
0,956521739

40
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B

1

Ry
0,000128979
0, 02753838
0, 190738849
0, 446077869
0,668197211
0,815718478

R,
3,53017E — 05
0,012114129
0,278496956
0,318531767
0,329756124
1



Chapitre 4

Systéme

k-consécutifs-sur-/,,-paralléle

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des systémes dont la configuration est plus
compliquée ; un montage en parallele de blocs constitués d’éléments disposés linéairement
et qui opérent selon un systéme "k-consécutifs-sur-/,,”. Nous les appelons systémes "k-

consécutifs-sur-/,,-parallele”.

4.1 Notations et Définitions

Dans ce chapitre on note :

- B; le bloc numéro i, i = 1, ..., n.

- n le nombre de blocs dans le systéme.

- l,, le nombre de composants dans chaque sous systéme (bloc) B;.

- k (k <n) le nombre minimum de composants consécutifs en panne qui cause la
panne du sous-systeme B;.

- nl, le nombre de composants dans le systéme.
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- X I'état du composant j, X; = 0 s’il est en panne et X; = 1 §’il fonctionne, pour

tout j =1,2,...,nl,.

Définition.4.1.1. Un systéme "k-consécutifs-sur-l,-paralléle” est un systéme qui
contient n blocs By, Bs, ..., B, disposés en paralléle, et les blocs possédent la configu-
ration "k-consécutifs-sur-l,,”. Donc le systéme tombe en panne si et seulement si tous les
sous-systémes (tous les blocs) sont en panne, et chaque bloc est en panne si au moins k

consécutifs de ses composants sont en panne.

Cas particuliers
1. Si n =1, on obtient, systéme "k-consécutifs-sur-l,,”.
2. Si k =1, on obtient systéme série-paralléle.

3. Si I, = 1, on obtient systéme paralléle.

4.2 Fonction de structure et Temps de panne

Dans ce paragraphe, et dans toute la suite, on suppose que les blocs et les composants
de chaque bloc soient indépendants, de plus on suppose que tous les composants sont

identiquement distribués.

4.2.1 Fonction de structure

La fonction de structure du systéme "k-consécutifs-sur-l,,-paralléle” est donnée par

¢ (X) = max min max {X,}

1<i<n (i—1)ly+1<s< (i-4+1)ln—k+1 s<j<s+k—1
n (@+D)ln—k+1 s+k—1
R (X},

i=1 s=(i—1)lp+1 j=
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Structure duale :

La structure duale, de la structure du systéme "k-consécutifs-sur-l,, paralléle” est

donnée par

®P(X) = min max min  {X,}
1<i<n (i—1)lp+1<s<(i4+1)ln—k+1 s<j<s+k—1

n ('L+1)ln_k+1 S+k—1
= 1 I n {X,}.

=1 s=(i-1)lo+1 j=s

En effet, on a :

PP (X) = 1-d(1-X)
n (+D)ln—k+1 s+k—1

= 1-1 I1 I 1— X)),
i=1 s=(i—Dlp+1 j=s {( ])}

Donc,

n (i+1D)l—k+1 s+k—1
<I>D(X) = 1-—1I II (1— IT Xj)

=1 s=(i—1)lp+1 j=s

()l —k4+1 stk—1
(1 — 11 11 Xj)

s=(i—D)ly+1  j=s

- 1-

=t

2

11 I X,
=1 s=(i—1)lp+1 j=s

Il
[S—
|
VRS

(t+D)ln—k+1 s+k—1 )
)

c’est a dire,
n  (i4+1)ln—k+1 s+k—1
PP (X)) =11 II I X;.

i=1 s=(i—1)lp+1 j=s

4.2.2 Temps de panne

Le temps de panne du systéme "k-consécutifs-sur-l,, paralléle” est donné par la for-

mule suivante :

Z, = max min max 15,
1<i<n (i—1)ln+1<s<(i+ 1)l —k+1 s<j<s+k—1

ou T} est le temps de panne du composant j, j = 1,2,...,nl, .
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4.3 Encadrement de la fiabilité

Avant d’établir un résultat concernant I’encadrement de la probabilité de temps de
panne d’un systéme "k-consécutifs-sur-/,-paralléle” ( donc I'encadrement de la fiabilité
du systéme), il faut d’abord encadrer la probabilité du temps de panne du systéme "k-
consécutifs-sur-/,,”. Pour cela considérons un systéme contenant [,, composants supposés
indépendants, et que leurs temps de panne 74,75, ..., T; ont méme distribution, ce sys-
téme tombe en panne si et seulement si k consécutifs de ses composants sont en panne.

D’ou le théoréme suivant :

Théoréme.4.3.1. Soit Y, le temps de panne du systéme k-consécutifs-sur-l,, alors

on a :

(L —k+1) (F @)

1+ 28008 4, — f+1) (F (1)

<P, <t)<(l,—k+1)(F (),

ou F' est la distribution de T;, 1 = 1,2, ...,1,.

Preuve. On sait que :

Y,, = min ( max {T]}>,

1<i<ly—k+1 \ i<j<itk—1

donc,

1<i<ly—k+1 \ i<j<itk—1

:P( U N (Tjgt)>,

1<i<lp—k+1 i<j<it+k—1

Py, <t) = P( min ( max {Tj})gt)
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ce qui donne

Py, <t) lnflp ( n (T, < t))

<
i<j<itk—1
i=1
n k¥l k-1
< Y. IR
J=1
=1

Alors
P(Y, <t)<(l,—k+1)(F ()"

Maintenant, on procéde comme dans[45] ; on définit les variables aléatoires suivantes :

1, si XJ:XJ+1:: jH+k—1 :07
Z;j (t) = .

0, sinon,
ou, j=1,2,...,0, —k+1,
et

ln—k+1
Z(t)=> Zt)
j=1

Donc,

Py, <t) = P(Z>0)

ln—k+1
- P ( ,uj (Z;(t) = 1}) .
J:
Par 'inégalité de Schwartz , on a :
pz>0) s ED)
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et on a

Mais,

donc

D’autre part on a :

et on a

Y E(ZuZ,) =

uFv
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Donc

N E(ZuZ) < 2 Y P(Z,=12Z,=1)+> Y P(Z,=1).P(Z,=1)

uFv O<u—v<k u v
k—1
< 23 S P(Zi=1Z,=1) + (l— k+ 1D (F (1)
r=1 wu—v=r
k—1

Alors

R F () = (F (1)
1— F (t)

E(Z%) < (la—k+1)(F@)) +2(, —k+1)(F (1))

+ (o =k + 1) (F (1),
ce qui donne

(0 =k + 1) (F (1))
(In =k + 1) (F ()" +2 (I, — k +1) (F (£)" =L 4 (1, — s+ 1) (F ()™
(o =k +1) (F (1))*

14 28O=EOF (g — g+ 1) (F ()"

1—F(t)

Py, <t) >

D’otu la démonstration du théoréme est achevée.

Maintenant, pour conclure un encadrement pour la fiabilité du systéme "k-consécutifs-

sur-/,,-paralléle”, on établit le théoréeme suivant :

Théoréme.4.3.2. Soit Z, le temps de panne du systéme, alors on a :

n
n

(In — k+ 1) (F (t)F <P(Z,<t)< [(ln—k‘+1) (F )",

k
1+2%+(zn—k+l)(F(O)k
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ot I est la distribution de T, j = 1,2,...,nl,.

Preuve. Comme on a :

Z, = max min max 15,
1<i<n (i—1)ln+1<s<(i4+1)ln—k+1 s<j<s+k—1

on déduit que :

Pz <= ({ e min o T <)

1<i<n (i—1)lp+1<s<(i+1)lp—k+1 s<j<s+k—1

Mais tous les composants sont indépendants, donc

P(ant):HP({ min max T}gt),
i=1 (i—1)ln+1<s<(i4+1)ln—k+1 s<j<s+k—1

et comme tous les composants ont la méme distribution F', d’aprés le théoréme.4.3.1.

on conclut que

P ({ min max T} ) < [(zn k1) (F ()]
(=)l +1<s<(i+1)lp—k+1 s<j<s+k—1

Alors

v
N
A
&
A

11 [ =+ 1) (F ()]

1=

< [un—k+nFE]"

Du méme théoreme, on a

(I, — k +1) (F (t)"

P min max T;0<t| > ,
(=)l +1<s<(i+1)ln —k+1 s<j<s+k—1 1+ 2F(t) (F( () (l —k+ 1) (F (t))k
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donc

P(Z,<t) > ,li F(t)_((l;(;)kk D EW) .
Sl 2POZEON | (k4 1) (F (1)
N (1~ k+1) (P ()" :

1+ 2PO=FOF 4 1, — k4 1) (F (1))"

A partir de ce théoréme, on peut conclure un encadrement concernant la fiabilité du

systéme, d’ou le corollaire suivant :

Corollaire.4.3.1. Soit R la fiabilité du systéme "k-consécutifs-sur-l,-paralléle”, alors :

n

o o i (= k1) (F (1))
e ] Y= Ry S Yy

Preuve. Pour démontrer ce corollaire, il suffit d’utiliser,

R(t) = P(Z,>1)

= 1-P(Z, <)
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Conclusion :

Dans ce travail, la partie qui nous semble la plus originale réside dans le chapitre (III)
ol l'on établit une formule basée sur les chaines de Markov au moyen duquelle on peut
calculer la fiabilité d’un systéme "k-consécutifs-sur-n", et dans le chapitre (IV) ou 'on
étend certains résultats & des systémes de configuration plus compliquée.

L’intérét de cette nouvelle formule est mis en évidence dans les exemples fournis a
la fin du chapitre (III). Ainsi, pour des systémes du type susindiqué, les estimations ]51
et §2 de la fiabilité R, obtenues respectivement par la méthode basée sur le maximum
de vraisemblance et par la dite formule, sont totalement différentes, et le calcul de é\]_
passe forcément par des estimations ¢ et akde q et ¢* respectivement, alors que celui de
}52 utilise seulement une estimation fﬁ\ de 8 laquelle est indépendante de ¢. De plus, le
calcul de R par la nouvelle formule fait apparaitre un terme de degré n — k ce qui permet
d’éviter des erreurs cumulées dues a la puissance, lorsque k est suffisamment proche de
n. Enfin, si n = 100 et £ = 90, le calcul de §1 nécessite 90 itérations alors que celui de
}52 n’en exige que 10.

Au chapitre (IV), nous avons proposé¢ un encadrement de la fiabilité de systémes
dits "k-consécutifs-sur-/,,-paralléle" (i.e.un montage en paralléle de blocs constitués d’élé-
ments disposés linéairement et qui opérent selon un systéme "k-consécutifs-sur-/,,"), dont
les composants sont supposés indépendants et identiquement distribués, et il serait in-
téressant de généraliser ce type de résultat au cas ou les composants suivent des lois
différentes, en particulier il est possible d’utiliser cet encadrement pour trouver les lois

limites possibles pour la fiabilité du systéme.
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Title: Study of the reliability of disposed systems
in blocks.

Abstract: The object of our work is a study the consecutive k-out-of-n system and the
consecutive k-out-l,, parallel.

Firstly, in the expressions and bounds of the reliability (R) consecutive k-out-of-n system
appair the trem ¢* , so, a little gaps in the evaluation of ¢ yields a great one in the evalution
of ¢* and then in the estimation of R. Ror this reason we propose a new method based
on the Markov chains; this can help us to estimate directly R with the ¢* estimator rather
the ¢ estimator. More precisely, we establish a new method to calculate and estimate the
reliability of the system.

Finally, we propose bounds for the reliability of consecutive k-out-of-/,, parallel system.

Keywords : Consecutive-k-out-of-n system, Likelihood estimation, Markov chains. Consecutive-
k-out-of-,, parallel system.



Titre de la thése: Ftude de la Fiabilité des Systémes

Disposés en Blocs

Résumé: Notre travail est consacré a I'étude des systémes "k-consécutifs-sur-n” et "k-
consécutifs-sur-/,, parallele".

Dans les formules ou les bornes de la fiabilité du systéme "k-consécutifs-sur-n” apparait
le terme ¢*. De petits écarts sur l'estimation de ¢ peut entrainer de grands écarts dans
'estimation de ¢* est donc dans l’estimation de la fiabilité du systéme. Pour cette raison
on propose ici, une nouvelle méthode basée sur les chaines de Markov, qui permet d’estimer
directement la fiabilité du systéme en utilisant ’estimateur de ¢* au lieu d’utiliser ’estimateur
de g. Plus précisément, on établit une nouvelle méthode pour calculer et estimer la fiabilité
du systeme.

Le deuxiéme but de ce travail est de donner un encadrement pour la fiabilité d’un
systéme "k-consécutifs-sur-/,, paralléle", ou les composants sont supposés indépendants et
identiquement distribués.

Mots Clés: Systéme "k-consécutifs-su-n” , Estimation par la méthode de maximum de
vraisemblance, Chaines de Markov, Systéme "k-consécutifs-sur-/,, paralléle".
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