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0.2 Principales notations utilisées

I : matrice identité.

detJ : déterminant d’une matrice jacobienne J.

trJ : trace de J.

Si, (i = 1, 2) : valeurs propres.

(k, j) : un cycle d’ordre k, j caractérise l’ordre d’échange des k points du cycle.

Λj

(k)0
: une courbe de bifurcation "noeud-col" ou "fold" ou "pli".

Λj
k : une courbe de bifurcation "doublement de période" ou "flip".

Cj
k : point cuspidal.

NPi (i > 0) : points nœuds paramétriques (points de codimension-deux).

Nk
S : cycle d’ordre k (k ≥ 1) de type nœud stable.

Nk
I : cycle d’ordre k (k ≥ 1) de type nœud instable.

Ck : cycle d’ordre k (k ≥ 1) de type col.

TNI : transformations non inversibles.

LC−1 : le lieu des points pour lequel le detJ de T s’annule.

LC = LC0 : lignes critiques de rang 1 des courbes LC−1.

LCi, (i = 1.n) : itérations, les images des courbes LC−1.

Zi : zones, (i entier naturel).

B(A) (D) : bassin (domaine) d’attraction de l’attracteur A.

λi, (i = 1, 2) : exposants de Lyapunov.
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d : dimension de l’attracteur chaotique.

(V Pi), (i = 1, 2) : les valeurs des pentes.

CI : courbe invariante.

∆ : diagonale (y = x).

∆−1 : antidiagonale (y = 1− x).

T�∆ : la restriction de T à diagonale ∆.

T�∆−1 : la restriction de T à antidiagonale ∆−1.
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0.3 Introduction générale

L’objet de cette thèse consiste en une étude de la ”dynamique complexe” générée

par des systèmes non linéaires régis par des équations aux récurrences appelées également

transformations ponctuelles notées T et à leurs applications dans les techniques de l’ingé-

nieur. Le terme ”dynamique complexe” est utilisé pour caractériser tout comportement à

caractère non périodique, notamment les régimes chaotiques.

Les systèmes dynamiques discrets linéaires sont sans grande surprise puisqu’ils

répondent toujours dans le sens qu’on leur commande. Il n’en va pas de même des sys-

tèmes non-linéaires dont l’évolution peut s’avérer difficile à anticiper. Le chaos résulte d’une

instabilité congénitale des trajectoires décrivant la dynamique du système considéré dans

son espace des phases, ce qui se traduit par une imprédictibilité à long terme de son état

en dépit du déterminisme qui garantit la prédictibilité à court terme. L’étude de systèmes

mécaniques élémentaires permettra d’introduire les notions fondamentales de dynamique

et les outils disponibles pour caractériser toute la gamme de comportements possibles, du

stationnaire au chaotique. Le concept fondamental de bifurcation. De là nous passerons à

la description de scénarios classiques de transition vers le chaos et nous introduirons les

principales quantités servant à caractériser un régime chaotique, exposants de Lyapunov

quantifiant l’imprédictibilité et dimensions fractales rendant compte de la structure des at-

tracteurs étranges dans l’espace des phases. Enfin nous évoquerons les applications de la

dynamique non-linéaire (contrôle) et ses implications sur l’analyse et la modélisation des

systèmes complexes.
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Le Chaos

C’est surtout depuis 1975 que les comportements complexes des systèmes dyna-

miques, connus sous le nom de "Chaos", "attracteurs chaotiques ou étranges", sont l’objet

d’un nombre croissant d’études. Le fait qu’on les rencontre dans nombre de processus des

Sciences de la Vie, de la cinétique chimique, de la physique (voir par exemple [37], [38], [33],

[47]).

Le chaos, phénomène typique des systèmes dynamiques non-linéaires, est aujour-

d’hui très largement étudié, en raison de ses propriétés et des nombreuses applications

potentielles. Nous pouvons observer du chaos dans de nombreux phénomènes physiques,

chimiques, météorologiques, économiques et ses caractéristiques font qu’on peut envisager

de l’utiliser à des fines applications.

Un signal chaotique se caractérise notamment par sa sensibilité aux conditions

initiales. De plus, un tel signal est non-périodique et complètement déterministe, mais sa

dynamique est proche de celle d’un signal aléatoire (un bruit par exemple) [49], [13].

Les bifurcations

Le terme bifurcation est généralement associé à la notion de changement du type

topologique de la trajectoire d’un système dynamique lorsqu’un ou plusieurs paramètres

dont elle dépend varient. C’est une notion très importante en mécanique où l’étude de

systèmes d’équations non-linéaires en fonction de paramètres caractéristiques est classique.

Le simple pendule entretenu présente des comportements différents suivant les valeurs des

paramètres d’entretion et d’amortissement. Mathématiquement, il y a bifurcation lorsque

les portraits des phases ne sont plus homéomorphes.
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Une classe particulière de transformations ponctuelles joue un rôle important du

point de vue fondamental et appliqué : les transformations non inversibles TNI (appelé

aussi endomorphisme). Elles se différencient des transformations dites inversibles (diffèo-

morphisme) par le fait qu’un point de l’espace de phase ne possède pas un antécédent

unique mais peut en avoir zéro, un ou plusieurs antécédents suivant la région de l’espace

considérée. Du point de vue historique, l’intérêt porté sur les TNI s’est accru depuis 1990.

L’étude faite ici concerne principalement les TNI bi-dimensionnelles. Elles se ca-

ractérisent en général par la présence dans le plan de phase de singularités appelées Lignes

Critiques ( LC). Cette notion a été introduite pour la première fois en 1964 [45]. Les LC

limitent dans le plan de phase (d’état) des régions à l’intérieur desquelles un point a un

nombre constant i d’antécédents de rang 1. Les LC séparent deux régions Zi et Zi′ avec

i �= i′. Du point de vue de la transformation inverse T−1, le plan de phase apparaît alors

comme feuilleté. Chaque feuillet est associé à une détermination bien définie de T−1. Les

Lignes Critiques constituent le lieu des points où les différents feuillets se joignent. Depuis

1969, de nombreuses publications ont développé le rôle des lignes critiques pour expliquer

les bifurcations intervenant sur la structure des bassins d’attraction. Permis les bifurcations

où les lignes critiques interviennent, on distingue la bifurcation de type "bassin simplement

connexe ↔ bassin non connexe", "bassin simplement connexe ←→ "bassin multiplement

connexe" [43], [41], [42], [44], ainsi que les travaux de [43], [23], [44] pour l’étude de la

fractalisation des bassins d’attraction.

De nombreuses études ont été consacrées à des transformations couplées ces der-

nières années. L’intérêt majeur de leur étude est de comprendre leur comportement dyna-
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mique et plus particulièrement la façon comment les phénomènes de synchronisation peut

se produire. En effet, les systèmes couplés peuvent présenter un mouvement de chaotique

synchronisé sur un sous-espace invariant de l’espace des phases [24], [25] la synchronisation

et antisynchronization des oscillateurs couplés chaotiques ont une variété d’applications, en

particulier dans le cadre de la communication sécurisée [18], [31] ou de la biologie. Dans

cette thèse nous considérons une famille de transformation ponctuelle couplée en deux di-

mensions générées par le couplage de deux transformations à une dimension, y compris des

fonctions sinusoïdales. Nous proposons d’étendre l’étude proposée dans [34] concernant les

bifurcations et les phénomènes de synchronisation et d’antisynchronization.

La transformation couplée que nous avons choisi d’étudier est basée sur une fonc-

tion sinusoïdale :

T (xn, yn) :






xn+1 = F (xn, yn) = fa (xn) + (1− c)bg(xn, yn),

yn+1 = G(xn, yn) = fa (yn) + bg(yn, xn),

(0.1)

Où F et G sont des fonctions continues, différentiables, non linéaires, xn et yn sont

des variables réelles du sous-systèmes à temps discret n, la dynamique locale dans chaque

sous-système avec un paramètre réel a est régie par la fonction fa :

fa(x) = x +
a

2π
sin(2πx), (0.2)

b est un paramètre de couplage entre les deux sous-systèmes, et g est une fonction de cou-

plage de la forme :
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g(x, y) =
1

2π
sin(2π(y − x)) (0.3)

Le paramètre c ( 0 ≤ c ≤ 1) represente le degré de la symétrie.

Pour c = 0, le couplage devient symétrique, alors que pour c non nul (0 < c ≤ 1), il

devient non symétrique. Le cas limite de couplage non symétrique avec c = 1 correspond

au couplage unidirectionnel.

Pour résumer les résultats de ces travaux, nous décomposons la rédaction de ce

manuscrit en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous donnons les notions de base concernant les trans-

formations ponctuelles : les singularités, la notion de bifurcation, nous précisons la nature

des bifurcations qui interviendrons par la suite et nous indiquons les notations utilisées

pour chacune d’elles. Nous proposons des définitions générales pour les bassins d’attraction

et les attracteurs chaotiques, nous présentons le concept d’un attracteur faible, la notion

d’attracteur de Milnor et employons ceci pour examiner les bassins ridés. Nous employons

ces concepts pour faciliter la classification des bifurcations des attracteurs des sous-espaces

invariants. Ensuite, on donne quelques propriétés de l’endomorphisme, et l’apparition de

comportement chaotique.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions la transformation (0.1) dans le plan

des paramètres. Un problème fondamental qui se pose est l’étude des bifurcations, nous

introduisons un troisième paramètre pour mieux comprendre les changements qualitatifs de

comportement du système, donc pour une valeur donnée du paramètre c, les courbes de
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bifurcation dans le plan des paramètre (a, b) sont données.

Dans le troisième chapitre, on citera d’abord les travaux de Gardini, Millerioux et

Mira sur le rôle des lignes critiques toujours pour la récurrence (0.1) dans le plan de phase,

sur les variétés invariantes, sur le bassin d’attraction, et l’existence de courbes invariantes

passant par un point fixe col. Quelques résultats sont obtenues pour une valeur donnée du

paramètre c.
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Chapitre 1

Définitions et propriétés générales

sur les systèmes dynamiques

1.1 Introduction

Ce premier chapitre à pour objectif de donner une introduction générale sur les

comportements dynamiques non linéaires, et plus précisément une représentation des ré-

currences ou transformations ponctuelles d’ordre un et deux [27], [41], [42]. Nous nous in-

téressons dans ce travail aux transformations ponctuelles (récurrences), de type autonome,

définies par :

Xn+1 = TΛ (Xn) = F (Xn, Λ) , X ∈ RP , Λ ∈ Rq, p, q ∈ N∗ (1.1)

telle que F ∈ CK , k ≥ 1 par rapport à la variable réelle X et au paramètre Λ.

Xn+1 est le conséquent de rang 1 de Xn.
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Xn est l’antécédent de rang 1 de Xn+1.

F−n (X) est l’ensemble des antécédents de rang n de X. La dimension de l’équation (1.1)

est p, et RP est appelé espace de phase de (1.1). Une solution de (1.1) est formée par suite

de points Xn, n = 0, 1, 2... où X0 est appelée condition initiale, les points Xn, n = 0, 1, 2...

forment la trajectoire discrète de phase ou suite itérée ou orbite.

1.2 Singularités

On a deux types de singularités de dimension 0 pour la transformation T , les points

fixes et les cycles appelés encore orbites périodiques.

1) Les points fixes

Un point fixe X
∗

est un point de l’espace de phases vérifiant :

T
(
X

∗

)
= X

∗

(1.2)

2) Les cycles d’ordre k (k entier)

C’est la généralisation d’un point fixe lorsqu’on considère la récurrence obtenue

après k applications de T notée T k, T k = T ◦T ◦ ...◦T , k fois. Les k points X∗

i , i = 1, 2, ..., k

avec k > 1, appartenant à un cycle d’ordre k vérifient les deux relations :






X
∗

i = T k
(
X

∗

i

)

X
∗

i �= T j
(
X

∗

i

)
, 1 ≤ j < k (j et k entiers)

(1.3)

Un cycle d’ordre k = 1 est un point fixe.

Autrement dit, chaque point d’un cycle d’ordre k est appelé point périodique d’ordre k.
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Il peut également apparaître des singularités dites de dimension un. Ce sont des courbes

invariantes par l’application de la transformation T ou T k.

1.3 Stabilité des singularités

La notion de multiplicateur permet de caractériser la stabilité de ces singularités

(points fixes et cycles). Les multiplicateurs sont définis lorsque T est différentiable aux

points X
∗

i , i = 1....k.

a) Lorsque la dimension de la récurrence p = 1, c’est-à-dire X ∈ R, le multiplicateur S

d’un point fixe X = X
∗

i = X
∗

est :

S = T ′(X
∗

) =
∂T

∂X
|x=x∗ (1.4)

et le multiplicateur S d’un cycle d’ordre k (X∗
1 ,X

∗
2 , ..., X

∗
k) est :

S =
k

Π
i=1

T ′(X
∗

i ) =
k

Π
i=1

∂T

∂X

∣∣
x=x∗i

(1.5)

Un point fixe ou un cycle d’ordre k est dit attractif si |S| < 1, et répulsif si |S| > 1.

b) Lorsque p > 1, les multiplicateurs d’un point fixeX
∗

ou d’un cycle d’ordre k (X
∗

1 , X
∗

2 , ..., X
∗

k)

sont les valeurs propres de la matrice jacobienne de T (X
∗

) ou de T k(X
∗

i ), i = 1, ..., k.

Lorsque p = 2, on associe à un point fixe ou à un cycle, deux multiplicateurs Si

(i = 1, 2) qui sont les valeurs propres de la matrice jacobienne ou matrice des dérivées

partielles de T (k), (k ≥ 1) .
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On distingue les singularités suivantes :

1) Col : S1, S2 ∈ R, |S1| < 1 et |S2| > 1.

Un col est un point instable :

− de type 1 si S1 > 0 et S2 > 0.

− de type 2 si S1 > 0 et S2 < 0 (ou S1 < 0 et S2 > 0).

− de type 3 si S1 < 0 et S2 < 0.

2) Nœud : S1, S2 ∈ R,

− stable si |Si| < 1 (i = 1, 2).

− instable si |Si| > 1 (i = 1, 2).

3) Foyer : S1, S2 ∈ C, S1 = ρeiθ, S2 = ρe−iθ, ρ = |Si|, i = 1, 2.

− stable si ρ < 1,

− instable si ρ > 1.

1.4 Courbes invariantes

Il peut également apparaître des singularités dites de dimension un. Ce sont les

courbes invariantes par la l’application de la transformation T ou T k. Ces courbes décrites

dans le plan de phase par Q(X) = constante satisfont l’équation fonctionnelle.

Q (Xn+1) = Q (Xn) (1.6)

Dans le cas d’un point fixe (ou d’un cycle d’ordre k) de type col, on note Ws les branches de

la courbe invariante associées au multiplicateur de module inférieur à 1 et Wu les branches
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associées au multiplicateur de module supérieur à 1.

La Figure 1.1 donne une représentation des courbes invariantes au voisinage d’un point fixe

X
∗

.

Fig.1.1− Courbes invariantes au voisinage d’un point fixe X
∗

.

Définition 1.1 : Un ensemble fermé invariant A est attractant s’il existe un voisinage U

de A tel que :

T (U) ⊂ U et T n(x) → A, quand n→∞, pour tout x ∈ U.

Définition 1.2 : Un attracteur est un ensemble attractant topologiquement transitif, si

seulement si quels que soient les ouverts U, V ⊂ A, il existe un entier positif k tel que :

T k(U) ∩ V �= φ.
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1.5 Chaos

Il n’existe pas de définition précise du chaos, ce phénomène est très irrégulier sur

une période ou dont la période est trop grande pour être mise en évidence le chaos englobe

divers comportements non périodiques. Un tel comportement est caractérisé par :

− Existence de cycles attractifs d’ordre infini.

− Coexistence d’une infinité de cycles répulsifs.

− L’absence de cycles attractifs d’ordre fini.

Et dans la transformation que nous allons voir, les mouvements chaotiques sont

généralement associés à l’existence d’une infinité de cycles instables, qui influencent le com-

portement du système vers un comportement chaotique.

On distingue deux types du chaos :

1.5.1 Le chaos stable ou attracteur étrange

Le système évolue d’une manière très désordonnée dans une zone de l’espace sans

en sortir, les caractéristiques de cet attracteur sont :

− La dimension de l’attracteur est fractale (non entière).

− Sensibilité aux conditions initiales.

1.5.2 Le chaos instable ou répulsif étrange

On parle de chaos instable lorsqu’il y a existence d’un transitoire étrange dû à la

présence d’une infinité de solutions périodiques instables, et le système évolue d’une manière

similaire, mais diverge après un certain nombre d’itérations.
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1.6 Attracteurs et attracteurs chaotique

Dans un système dynamique, il peut exister des singularités plus générales que les

points fixes et les cycles ; ce sont les attracteurs. Plusieurs définitions ont été proposées pour

ce type de singularités [54], [51], [26]. Dans cette thèse, on se suffira de la définition donnée

par Milnor [40] et celle donnée dans la référence [42].

Définition 1.3 : Soit (X, T, f) un système dynamique et soit µ la mesure de Lebesgue

dans X. Un sous ensemble fermé A de X est dit attracteur au sens de Milnor, si

(i) µ(B(A)) > 0, où B(A) est le bassin d’attraction de A.

(ii) Pour tout sous ensemble fermé A′ strictement inclus dans A, on a :

µ(B(A)\B(A′)) > 0.

Remarque 1.1 : Lorsque le sous ensemble fermé A vérifie uniquement la condition (i), A

est appelé attracteur faible.

Définition 1.4 : A est un attracteur minimal au sens de Milnor, si A est un attracteur au

sens de Milnor [14] et s’il ne contient aucun sous-ensemble strict fermé A′, tel que µ(B(A′))

soit strictement positive.

1.6.1 Attracteur chaotique

Il existe des systèmes dynamiques déterministes très simples, pour lesquels deux

trajectoires issues de points de départ dont la différence est trop petite pour être observable,

se séparent après un certain temps. Leur distance croît de façon exponentielle, jusqu’à ce

que toute mémoire sur le point de départ soit perdue. On appelle ce phénomène "sensibilité
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aux conditions initiales". Cette propriété du système est caractérisée par des coefficients,

appelés exposants de Lyapounov.

On dit que l’on a la propriété de sensibilité aux conditions initiales, si au moins

un des exposants de Lyapounov est strictement positif.

Définition 1.5 : Un attracteur est dit chaotique, s’il a la propriété de sensibilité aux

conditions initiales pour presque tout point le constituant (c’est-à-dire sauf pour un ensemble

de points de mesure de Lebesgue nulle).

Généralement, un attracteur chaotique est un fractal. Ceci résulte du caractère

borné de l’attracteur, des phénomènes de contractions (exposants de Lyapounov négatifs)

et d’étirements (exposants de Lyapounov positifs), qui conduisent à un pliage complexe et

un feuilletage générant une structure fractale de l’attracteur chaotique. Sa dimension de

Lyapounov [21], qui est une dimension fractale, est alors non entière.

1.7 Bassin d’attraction

Définition 1.6 :Le bassin d’attraction B(A) d’un ensemble attractant est l’ensemble ouvert

constitué de tous les points x tels que Tn(x) → A, quand n→∞.

1.8 Caractérisation des bassins ridés

Les bassins d’attraction ridé sont des cas particuliers des bassins d’attraction des

systèmes dynamiques [2], [48], [3], [35], [14], [5] et [6].

Définition 1.7 :Soit V un sous-ensemble mesurable de R
p

, on définit le ridé de V [2] par :
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Vrid = {x ∈ V : µ(Bδ (x) ∩ V ) µ(Bδ (x) ∩ V c) > 0 pour tout δ > 0} (1.7)

On note :

− µ(.) Mesure de Lebesgue.

− Bδ (x) la boule de centre x et rayon δ telle que :

Bδ (x) = {y : |x− y| < δ} (1.8)

− Le complémentaire V c = R
p\V.

Pour l’existence du bassin ridé, il est connu que les conditions suivantes sont vérifiées :

− Il existe une invariante dans le plan de phase, et de sa dynamique interne est chaotique.

− L’exposant de Lyapounov normale à l’invariante est négatif, c’est-à-dire l’invariante est

un attracteur.

− Il existe d’autres attracteurs.

1.9 Bifurcations

En dynamique, on dit qu’il y a une bifurcation lorsqu’un changement qualitatif ou

quantitatif des solutions, se produit à l’occasion de la variation d’un paramètre Λ. Autrement
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dit, n’importe quelle variation même très petite d’un paramètre Λ entraîne une modification

qualitative des solutions et changement de stabilité d’une singularité [19], etc...

La structure des singularités d’une récurrence est différente pour les valeurs du

paramètre Λ alors ces dernières sont appelées valeurs de bifurcation.

1.10 Types de bifurcation

On expose dans ce paragraphe quelques bifurcations fondamentales concernant les

singularités énumérées ci-dessus.

1.10.1 Bifurcation fold ou nœud-col (Pli)

Elle correspond à l’apparition de deux points fixes ou cycles d’ordre k l’un stable

et l’autre instable, les deux cycles sont confondus, et possèdent un multiplicateur S = +1.

• Pour la transformation d’ordre 1, le schéma de cette bifurcation est donné par :

φ ↔
S= +1

Ak + Rk (1.9)

Où

φ : signifie l’absence de cycles.

Ak : désigne un point fixe ou cycle d’ordre k attractif.

— Rk : désigne un point fixe ou cycle d’ordre k répulsif.

• Pour la transformation d’ordre 2, la bifurcation fold donne un cycle nœud (stable ou

instable), et un cycle col (Figure 1.2).
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le schéma de cette bifurcation est donné par :

φ ↔
S= +1

Nk
S(resp. Nk

I ) + Ck (1.10)

Nk
S : désigne un point fixe ou cycle d’ordre k de type nœud stable.

Nk
I : désigne un point fixe ou cycle d’ordre k de type nœud instable.

Ck : désigne un point fixe ou cycle d’ordre k de type col.

Les courbes qui correspondent à cette bifurcation sont notées Λj

(k)0
ou k représente

l’ordre du cycle et j caractérise l’ordre d’échange de ces points, deux cycles différents

peuvent comporter le même nombre de points, mais leur échange est différent.

Fig.1.2− Bifurcation fold ou nœud-col (Pli) de points fixes, (-) : stable, (- -) : instable.
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1.10.2 Cas particuliers de la bifurcation fold

a) Bifurcation transcritique ou échange de stabilité

La bifurcation transcritique survient lorsque dans l’espace combiné de l’espace des

phases et l’espace des paramètres deux collecteurs différents points fixes se croisent. Au

point de passage de l’échange des points fixes il y a la propriété de stabilité. Le point fixe

instable devient stable et vice versa. Notez qu’au-delà du point de bifurcation, le nombre

de points fixes n’a pas changé contrairement à la bifurcation nœud-col où deux points fixes

apparaissent ou disparaissent. Ainsi, la bifurcation transcritique est un cas particulier de la

bifurcation nœud-col, sa représentation dans la Figure 1.3.

Fig.1.3− Bifurcation transcritique de points fixes (à gauche), et sa dégénérescence après

perturbation du système (à droite), (-) : stable, (- -) : instable.
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b) Bifurcation pitchfork ou fourche

Lorsqu’un des multiplicateurs associé au cycle d’ordre k traverse la valeur+1 (S1 =

1, |S2| �= 1), un autre type de bifurcation appelée bifurcation fourche, peut se produire, dans

le cas le plus simple, en dimension deux, cette bifurcation obéit au schéma suivant :






Nk
S (resp. N

k
I ) ↔

S= +1
2Nk

S(resp. 2Nk
I )+ Ck (resp. Ck)

Ck ↔
S= +1

2Ck + Nk
S (resp. N

k
I )

(1.11)

On distingue deux types de bifurcation : bifurcation fourche super-critique (stable)

et bifurcation fourche sous-critique (instable).

Les courbes qui correspondent à cette bifurcation sont notées Λj

(k)0
.

1.10.3 Bifurcation flip ou doublement de période

Si le multiplicateur prend la valeur S = −1, un point fixe (cycle) d’ordre k change

de stabilité et donne naissance à un cycle d’ordre deux (cycle d’ordre 2k) de même stabilité

que le cycle d’origine.

• Pour la transformation d’ordre 1, cette bifurcation est notée par :

Ak ↔
S= −1

Rk + A2k (1.12)

Ou

Rk ↔
S= −1

Ak + R2k (1.13)

• Pour la transformation d’ordre 2, elle est notée par :
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Nk
S (resp. N

k
I ) ↔

S= −1
N2k

S (resp. N2k
I )+ Nk

I (resp. N
k
S)

Ck ↔
S= −1

Nk
S (resp. Nk

I ) + C2k

(1.14)

Nk
I

(
resp. N k

S

)
désigne un point fixe ou cycle d’ordre k instable (resp. stable).

Les deux cycles résultant sont confondus pour la valeur de la bifurcation S = −1, la courbe

ou a lieu une bifurcation flip est notée : Λj
k.

F ig.1.4− Bifurcations fourche supercritique (à gauche), sous-critique (à droite) de points

fixes et la dégénérescence de la supercritique après perturbation du système (en bas), (-) :

stable, (- -) : instable.
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Fig.1.5− Bifurcation flip ou doublement de période supercritique (à gauche), sous-critique

(à droite).

Remarque 1.2

• Un point cuspidal sur une courbe de bifurcation fold du plan des paramètres (a, b) est

appelé point de codimension 2 fold [41], [4], [16].

• Le point de tangence d’une courbe de bifurcation flip et d’une courbe de bifurcation fold

d’ordre double est appelé point de codimension 2 flip [4].

• Points singuliérs avec deux multiplicateurs S1 = −S2 = +1.

Ce genre de points sont des points de bifurcation de codimension 2 correspondant

à la tangente d’une courbe de bifurcation fold et une courbe de bifurcation flip associés à

un même cycle (k, j) (voir [15]).
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1.11 Définition mathématique des lignes critiques

Dans le cas ou T est différentiable, et X ∈ R, les points critiques sont les consé-

quents de rang 1, définis par :

dT

dX
(X) = 0. (1.15)

Pour X ∈ R2, les lignes critiques LC sont les courbes conséquentes de rang 1 des courbes

LC−1 définies par le lieu des points pour lequel le déterminant J(X) du jacobien de T

s’annule.

Par conséquent, les courbes critiques de rang k (k ≥ 0) sont conséquentes du rang k de

LC−1 notés :

LCk−1 = T k (LC−1) = T k−1 (LC) et LC0 = LC. (1.16)

Et donc, une courbe LC−1 est l’ensemble suivant :

{
X ∈ R2, det(J(X)) = 0

}
(1.17)

Dans le cas où T est non différentiable, une courbe LC−1 est l’ensemble :

{
X ∈ R2, T non différentiable en X

}
(1.18)
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1.11.1 Feuilletage du plan de phase pour les transformations non inver-

sibles bidimensionnelles

Notion de feuilletage du plan de phases est fondamentale pour la compréhension

des propriétés relatives aux transformations non inversibles (TNI), dans ce cas les courbes

critiques divisent le plan de phase en régions Zi, (i ≥ 0) [39], [27].

Classification des TNI

Elles sont classées dans un ordre de complexité croissant, on distingue les types

suivants :

• Transformations : de type (Z0 −Z2) et de type (Z1 − Z3 − Z1)

Pour une récurrence dont les points admettent 2 ou 0 antécédents suivant leur

position dans le plan (x, y), une structure possible des feuillets est représentée sur la Figure

1.6 (a), on a une seule ligne critique LC qui sépare le plan R2 en deux régions, une région Z0

( pas d’antécédents), une région Z2 (deux antécédents de rang1), tandis que sur la Figure

1.7 (a), est représentée une structure des feuillets dans le cas de zones à 3 ou 1 antécédents,

la courbe LC est discontinue, formée de deux branches distinctes LC (1) et LC (2) séparant

le plan R2 en trois régions, LC(1) et LC(2) séparant respectivement les régions Z 2
1 avec Z 3

et Z 1
1 avec Z3.

Pour T −1, un point M doit être considéré comme la superposition de deux points

M , M ′ (Figure 1.6 (a)), ou trois points M , M ′, M ′′ (Figure 1.9 (a)), situés sur des feuillets

différents de T −1. Les deux (Figure 1.8 (a)), ou trois (Figure 1.7 (a)), antécédents de rang

un de M sont alors les images de M , M ′, ou M , M ′, M ′′ [50].
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Grâce à cette structure en feuillets du plan (x, y), il est possible d’analyser qua-

litativement la configuration obtenue lorsque l’on recherche, par la récurrence T −1, les

antécédents réels du premier rang d’un ensemble quelconque de points du plan (x, y). En

effet, du point de vue de la recherche de ces antécédents, nous venons de voir que, dans

certaines zones, le plan (x, y) doit être considéré comme replié un certain nombre de fois

sur lui-même, les lignes de pliage correspondant aux lignes critiques LC.

Donc pour étudier qualitativement la structure des antécédents d’un ensemble de

point (W ), formant un domaine simplement connexe, et en particulier pour connaître leurs

positions relatives, il faut considérer que cet ensemble est tracé non pas sur le plan (x, y)

mais sur les divers feuillets qui existent dans la région du plan (x, y) où est situé (W ). Si en

recherchant par T −1 les antécédents de rang un de (W ), ou d’une partie de (W ), on obtient

plusieurs domaines sans connexion entre eux, (W ) sur le plan replié est la superposition de

domaines non connexion situés sur des feuillets différents.

Sur la Figure 1.6 (b) où l’ensemble (W ) est situé en totalité dans la zone à 2

antécédents, (W ) est la superposition de deux domaines sans connexion, sur deux feuillets,

si les antécédents de (W ), de rang un, n’ont pas de point commun. Sur la Figure 1.7 (b),

l’ensemble (W ) est situé en partie dans la zone à 1 antécédent et en partie dans la zone à

3 antécédents.

Sur le plan replié, on obtient un ensemble (W ) sur un feuillet associé à l’une des

déterminations de T −1, tandis que la portion de (W ) située dans la zone à 3 antécédents

donne l’ensemble (W ′) situé sur les deux autres feuillets associés aux 2 autres déterminations

restantes et qui se "raccordent" le long de la ligne de pliage des 2 feuillets.
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Le domaine (W ) sur le plan replié peut être d’un seul tenant. Il en est ainsi,

dans le cas de la Figure 1.7 (b), quand (W ) est entièrement situé dans une région à un

seul antécédent. C’est le cas aussi de la Figure 1.7 (c) où (W ) traverse les deux lignes

critiques. On obtient alors sur le plan replié un seul ensemble (W ). En effet, dans la zone

à 3 antécédents, puisque les déterminations se rejoignent 2 à 2 sur les lignes de pliage, les

antécédents de (W ) forment sur le plan replié un ensemble continu qui permet de passer du

feuillet supérieur au feuillet inférieur sans discontinuité.

De la même manière, il est possible de définir des TNI de complexité supérieure

de type (Z0 − Z2 − Z4), (Z1 − Z2 − Z4), (Z1 < Z3), (Z1 < Z3 >), (Z0 − Z2 << Z4),

(Z0 − Z2 < Z4 >), (Z1 − Z3 < Z5 − Z3 > Z1), etc...

(a) (b)

Fig.1.6− (a), (b)− Plan de phase d’une TNI de type (Z0 − Z2).

De même pour une récurrence d’ordre 1, on a un seul point critique C1 qui sépare le plan

R en deux régions Z0, Z2.
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Fig.1.7− (a), (b) et (c)− Plan de phase d’une TNI de type (Z1 − Z3 − Z1).

1.12 Rôle des lignes critiques dans les bifurcations fonda-

mentales des bassins

Dans ce paragraphe, nous allons décrire les bifurcations de base intervenant dans

le changement qualitatif de la structure d’un domaine D, situé dans le plan de phase qu’on

appellera bassin d’un attracteur A. Ces bifurcations interviennent lors d’un contact ou d’une

intersection de D avec une ligne critique LC d’une transformation non inversible. On notera

∂D la frontière de D, D0 le bassin immédiat de l’attracteur A et ∂D0 sa frontière.

Proposition 1.1 : Soit T une TNI de type (Z0 − Z2) dépendant d’un paramètre λ. Si
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le nombre de composantes connexes de D ∩ LC change quand λ traverse une valeur de

bifurcation λb, alors le bassin d’attraction D peut subir une bifurcation de bassins parmi

les types de bifurcations suivantes :

1) bassin connexe ←→ bassin non connexe (quand le nombre de composantes connexes

de D0 ∩ LC change).

2) bassin simplement connexe ←→ bassin multiplement connexe (quand le nombre de

composantes connexes de D0 ∩ LC change).

3) augmentation ou diminution du nombre d’ilôts de D, ou nouvelle séquence arbores-

cente de telles composantes connexes.

4) augmentation ou diminution du nombre de lacs dans D, ou nouvelle séquence arbo-

rescente de lacs.

5) transition lacs ←→ baie.

6) transition frontière externe faiblement fractale ←→ frontière externe fortement frac-

tale.

La partie (1) de cette proposition est illustrée par la Figure 1.8, sur laquelle on

voit deux bifurcations possibles. La première bifurcation λ = λ1b, correspond à un contact

entre ∂D0 et LC au point a ∼= c. {T−n(a)}n∈N, est une séquence arborescente de N points,

qui sont les germes d’une séquence arborescente de N ilôts. Autrement dit, le bassin étant

connexe pour λ < λ1b, devient non connexe pour λ > λ1b. La seconde bifurcation λ = λ2b,

correspond à un contact tangentiel entre ∂D0 et LC au point a ∼= b, donnant lieu à un

contact non transverse, mais aussi non tangentiel entre ∂D0 et la frontière ∂D1 de l’ilôt D1.

Après cette dernière bifurcation D redevient connexe.



33

Fig.1.8− Bifurcation d’un bassin connexe ←→ bassin non connexe.

Fig.1.9− Bifurcation d’un bassin simplement connexe ←→ bassin multiplement connexe

λ = λ3b.

La partie (2) de cette proposition est illustrée par la Figure 1.9, sur laquelle on voit

une bifurcation qui transforme un bassin simplement connexe en un bassin multiplement

connexe. En effet, à la valeur λ = λ3b a lieu un contact entre ∂D0 et LC au point a ∼= b.

Les antécédents de tout rang T−n(a) du point a, forment une séquence arborescente de N

points, qui sont les germes d’une séquence arborescente de N lacs.
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La partie (3) de la proposition (1.1) est illustrée par la Figure 1.10, sur laquelle

on peut voir deux bifurcations possibles, qui entraînent un changement du nombre d’ilôts.

La première bifurcation a lieu à la valeur λ = λ4b (Figure 1.10 (a)) et qui correspond à

un contact tangentiel entre LC et l’ilôt Di au point α = Di ∩ LC. Avant la bifurcation,

λ < λ4b, l’ilôt Di était à l’intérieur de la région Z0 (Di ∩ Z2 = ∅). A la bifurcation, les

antécédents de tout rang T−n(α) de α (T−1(α) = α−1 ∈ LC−1) constituent une séquence

arborescente de points, qui génèrent après la bifurcation une séquence arborescente d’ilôts

Di+n, Di+1 ∩ LC−1 = ∅. En continuant à faire varier le paramètre λ de manière continue,

l’ilôt Di progresse dans la région Z2 (Figure 1.10 (b)). La seconde valeur de bifurcation

λ = λ5b (Figure 1.10 (c)), correspond à un nouveau contact tangentiel entre LC et l’ilôt Di

au point β = Di ∩LC (Di ⊂ Z2). Ceci implique que le point β−1 = T−1(β) = Di+1 ∩LC−1

est un point d’intersection limite entre Di+1 et LC−1, avant que ce dernier se divise en

deux ilôts D1
i+1 ⊂ R1 et D2

i+1 ⊂ R2, lorsque la valeur de λ dépasse la seconde valeur de

bifurcation (Figure 1.10 (d)).
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Fig.1.10− Bifurcations d’un changement du nombre d’ilôts.

1.13 Régions absorbantes

Le concept d’un secteur absorbant d’une transformation non inversible bidimen-

sionnelle, est définie par les images des courbes critiques [8]. Ceci s’est avéré très utile en

décrivant la structure des attracteurs pour les systèmes non inversibles bidimensionnelle.

Nous généralisons l’idée d’un secteur absorbant en régions absorbantes ; celles-ci peuvent

être définies même pour les systèmes inversibles lisses qui n’ont pas de courbes critiques

[11], [30], [36].

Définition 1.8 :On suppose que l’ensemble A ⊆ R2 est une région absorbante pour T si

les propriétés suivantes sont satisfaites [7] :

1) T (A) ⊆ A.
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2) µ(A) > 0, µ(.) Mesure de Lebesgue.

Si A est une région absorbante telle que T (A) = A, on dit que c’est une région

absorbante invariante.

Notons que : µ(B(A)) ≥ µ(A) > 0.
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Chapitre 2

Bifurcations locales et

comportements dynamiques des

systèmes chaotiques couplées

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons l’étude du système en dimension deux couplé. Le

premier objectif a été de chercher les points fixes, les cycles d’ordre 2, et étudier la stabilité

de ces points fixes, et le second étant de localiser les courbes de bifurcations et leur évolution

dans le plan paramétrique (a, b), a est le paramètre de contrôle et b est le paramètre de

couplage. Nous introduisons un troisième paramètre c (0 ≤ c ≤ 1) qui est un paramètre de

réglage du degré de la symétrie dans la transformation pour mieux comprendre la structure

de bifurcation.
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2.1.1 Etude analytique

a) Les points fixes

Considérons une famille des systèmes dynamiques discrets couplés générés par la

transformation réelle d’ordre deux

T (xn, yn) :






xn+1 = F (xn, yn) = fa (xn) + (1− c)bg(xn, yn),

yn+1 = G(xn, yn) = fa (yn) + bg(yn, xn),

(2.1)

Où F et G étant des fonctions continues, différentiables, non linéaires, xn et yn

sont variables réelles du sous-systèmes à temps discret n, la dynamique locale dans chaque

sous-système avec un paramètre réel a est régie par la fonction fa :

fa(x) = x +
a

2π
sin(2πx), (2.2)

b est un paramètre de couplage entre les deux sous-systèmes, et g est une fonction de

couplage de la forme :

g(x, y) =
1

2π
sin(2π(y − x)) (2.3)

Le paramètre c (0 ≤ c ≤ 1) est le degré de la symétrie.

Pour c = 0, le couplage devient symétrique, alors que pour c non nul (0 < c ≤ 1), il devient
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non symétrique. Le cas limite de couplage non symétrique avec c = 1 correspond au couplage

unidirectionnel.

Soit X = (x, y) ∈ R2 un point du plan de phase. Notons J(X), la matrice jaco-

bienne de T au point X :

J(x, y) =






∂F (x,y)
∂x

∂F (x,y)
∂y

∂G(x,y)
∂x

∂G(x,y)
∂y






=






1 + a cos(2πx)− (1− c)b cos(2π(y − x)) (1− c)b cos(2π(y − x))

b cos(2π(x− y)) 1 + a cos(2πy)− b cos(2π(x− y))






(2.4)

Si X∗ = (x∗, y∗) est un point fixe, nous nous intéressons aux valeurs propres de la

jacobienne J(x∗, y∗), et si (x∗, y∗) est un point d’un cycle d’ordre k, nous nous intéressons

aux valeurs propres de :

Jk(x∗, y∗) = J(x∗, y∗).J(T (x∗, y∗))......J(T k−1(x∗, y∗)) (2.5)

Le calcul des valeurs propres Si, i = 1, 2, de (2.4), respectivement (2.5), permet

de connaître la stabilité du point fixe, respectivement du cycle considéré.

Les points fixes de la transformation T , sont des racines du système suivant :
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fa (xn) + (1− c) b
2π sin (2π(yn − xn))− xn = 0

fa (yn) + b
2π sin (2π(xn − yn))− yn = 0

(2.6)

Nous obtenons une infinité de points fixes dont les coordonnées sont données par l’équation

suivante :

P ∗ = (x∗, y∗) =
1

2
(k, l), k, l ∈ Z (2.7)

Ces points existent toujours quelque soit (a, b) ∈ R2, et quelque soit c ∈ [0, 1], c’est-à-dire

sont indépendants de a, b et c.

De plus, il existe 8 points fixes Pi, i = 1.8, de forme :






P1 = (x∗1, y
∗
1), P2 = (y∗1, x

∗
1), P3 = (x∗2, y

∗
2), P4 = (y∗2, x

∗
2),

P5 = (x∗2, y
∗
1), P6 = (y∗1, x

∗
2), P7 = (y∗2, x

∗
1), P8 = (x∗1, y

∗
2).

(2.8)

Prenons :

A =
√

b2(2a2 − b2c2)(c− 2)2 + a2(4b2c− a2) (2.9)

Puis :






x∗1 = 1
2π arctan

(
A

2(c−1)ab ,
−a2−b2c(c−2)
2(c−1)ab

)

y∗1 = 1
2π arctan

(
−A

2(c−1)ab ,
−a2−b2c(c−2)
2(c−1)ab

) (2.10)
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x∗2 = 1
2π arctan

(
−A
ab

, a
2−b2c(c+2)

ab

)

y∗2 = 1
2π arctan

(
A
ab
, a

2−b2c(c+2)
ab

) (2.11)

avec :

arctan (u, v) = −i ln
u + iv√
u2 + v2

(2.12)

Dans cette these, nous nous intéressons plus particulièrement aux cas suivants :

1) c = 0

Couplage symétrique, ce modèle a été proposé dans [34].

T1(xn, yn) :






xn+1 = F1(xn, yn) = fa (xn) + b
2π sin (2π(yn − xn))

yn+1 = G(xn, yn) = fa (yn) + b
2π sin (2π(xn − yn))

(2.13)

2) 0 < c < 1

Couplage non symétrique

T2(xn, yn) :






xn+1 = F2(xn, yn) = fa (xn) + (1− c) b
2π sin (2π(yn − xn))

yn+1 = G(xn, yn) = fa (yn) + b
2π sin (2π(xn − yn))

(2.14)

3) c = 1

Couplage non symétrique et unidirectionnel

T3(xn, yn) :






xn+1 = F3(xn) = fa (xn)

yn+1 = G(xn, yn) = fa (yn) + b
2π sin (2π(xn − yn))

(2.15)
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Les points fixes Pi, i = 1.8 existent (les valeurs de coordonnées réelles x∗i , y∗i ,

i = 1, 2) si et seulement si (a, b) appartiennent à des régions de couleur gris clair de

la Figure 2.1. Pour les autres valeurs de (a, b), des points fixes Pi ont des coordonnées

complexes ou tendent vers l’infini.

Fig.2.1− Régions de couleur gris clair dans le plan des paramètres (a, b) correspondent à

l’existence des points fixes réelles Pi, i = 1, ..., 8 pour c = 1
2 .

Remarques 2.1

• Pour la transformation T2 (c = 1
2), les points Pi, i = 1.4 et i = 6, 8 ne sont pas des racines

du système (2.6), donc ne sont pas des points fixes.

• Pour la transformation T3, Pi (i = 3, 4 et 8) /∈ R2 (ils sont dans C2), et Pi (i = 1, 2, 5, 6

et 7) tend vers l’infini quand le paramètre c = 1.
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b) La stabilité des points fixes

La stabilité de ces points fixes est fixée par les valeurs propres obtenues en résolvant

l’équation det (J(x, y)− SI) = 0, où I est la matrice identité et J(x, y) est la jacobienne

de la récurrence donnée par la relation (2.4).

(1) Pour les points fixes P ∗1 = (x∗, y∗) = (k, l), k, l ∈ Z, les valeurs propres Si, i = 1.2 de

DT (P ∗1 ) = det (J(P ∗1 )− SI) sont :

S1 = 1 + a et S2 = 1 + a− 2b + bc (2.16)

(2) Pour les points fixes P ∗2 = (x∗, y∗) = 1
2(k, l), k = 2k′ + 1, l = 2l′ + 1,

(k′, l′) ∈ Z2, c’est-à-dire k, l sont impairs, les valeurs propres de DT (P ∗2 ) sont :

S1 = 1− a et S2 = 1− a− 2b + bc (2.17)

(3) Pour les points fixes P ∗3 = (x∗, y∗) = (12k, l), k = 2k′ + 1, (k′, l) ∈ Z2,

k est impair, les valeurs propres de DT (P ∗3 ) sont :

S1,2 = 1 + b− 1

2
bc± 1

2

√
(bc− 2b)2 + 4a(a + bc) (2.18)

(4) Pour les points fixes P ∗4 = (x∗, y∗) = (k, 12 l), l = 2l′ + 1, (k, l′) ∈ Z2,
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l est impair, les valeurs propres de DT (P ∗4 ) sont :

S1,2 = 1 + b− 1

2
bc± 1

2

√
(bc− 2b)2 + 4a(a− bc) (2.19)

(5) Et pour les points fixes Pi, i = 1.8, les valeurs propres de DT (Pi) sont :

S1,2 =
1

2(c− 1)b
(−b2c2 + 3b2c− 2b2 − 2b + 2bc±

√
E) (2.20)

avec :

E = −6b2c2a2 + 8b2ca2 − 4b2a2 + 6b4c4 − 14b4c3 + 17b4c2 + a4 + 4b4−

12b4c− ca4 + 2c3a2b2 − c5b4
(2.21)
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Le tableau ci-dessous donne la stabilité des points fixes pour c = 0, c = 1
2 et c = 1,

(NS signifie Nœud Stable, NI Nœud Instable et C signifie Col) :

Points
fixes

Stabilité
pour c = 0

Stabilité
pour c = 1

2

Stabilité
pour c = 1

P ∗1

NS

a ∈ [−2, 0]
b ∈

[
1
2a, 1 + 1

2a
]

NS

a ∈ [−2, 0]
b ∈

[
0, 4

3 + 2
3a
]

et a ∈ [−2, 0]
b ∈

[
2
3a, 0

]

NS

a ∈ ]−2, 0[
b ∈ ]a, a + 2[

P ∗2

NS

a ∈ [0, 2] ,
b ∈

[
−1
2a, 1− 1

2a
]

NS

a ∈ [0, 2] ,
b ∈

[
4
3 − 2

3a, 0
]

et a ∈ [0, 2] ,
b ∈

[
−23a, 0

]

NS

a ∈ ]0, 2[
b ∈ ]−a, 2− a[

P ∗3

C

donc il est
toujours instable

NS

a ∈
[
0, 23

]

b ∈
[
−2a, 2(a

2−4)
6−a

]

NS

a ∈ ]0, 2[
b ∈ ]−(2 + a),−a[

P ∗4

C

donc il est
toujours instable

NS

a ∈
[
−2
3 , 0
]

b ∈
[
2(a2−4)
6+a , 0

]

NS

a ∈ ]−2, 0[
b ∈ ]−(2− a), a[

Pi

i = 1.8

NS

a ∈]− 2.828, 0[,

b ∈]− 1
2 − 1

2

√
1 + a2, 12a[

et a ∈]0, 2.828[,

b ∈]− 1
2 − 1

2

√
1 + a2,−1

2a[

/ /
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Fig. 2.2− Représentation la stabilité et la symétrie des points fixes de T1, (c = 0).

Fig. 2.3− Représentation la stabilité et la symétrie des points fixes de T2, (c = 1
2).

Fig. 2.4− Représentation la stabilité et la symétrie des points fixes de T3, (c = 1).
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On observe dans les Figures (2.2, 2.3, 2.4) la symétrie des points fixes et leur sta-

bilité par rapport à l’axe des ordonnées, soit dans le cas symétrique (c = 0), ou bien dans

les cas non symétrique (c = 1
2 , c = 1).

2.1.2 Equations des courbes de bifurcations pour T

En utilisant les méthodes développées dans [16], le système d’équations donnant

les courbes de bifurcations d’un cycle d’ordre k de T est :






F k(x, y, a, b, c)− x = 0

Gk(x, y, a, b)− y = 0

G = det






∂fk

∂x
− S ∂fk

∂y

∂gk

∂x
∂gk

∂y
− S




 = 0

S = ±1

(2.22)

Pour la récurrence (2.1), le système d’équations qui permet de construire les

courbes de bifurcations des points fixes sont :






a
2π sin(2πx) + (1− c) b

2π sin (2π(y − x)) = 0

a
2π sin(2πy) + b

2π sin (2π(x− y)) = 0

G = det






∂f
∂x
− S ∂f

∂y

∂g
∂x

∂g
∂y
− S




 = 0

S = ±1

(2.23)
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Résolvant ce système d’équations nous obtenons les courbes des bifurcations. Les

courbes correspondant à une bifurcation doublement de période ou bien flip (S = −1, notée

Λj
1, j : le numéro de la courbe) et celles correspondant à une bifurcation nœud-col ou bien

fold (S = +1, notée Λj

(1)0
, j : le numéro de la courbe).

Bifurcation flip ou doublement de période S = −1

L’équation d’une courbe de bifurcation Λj
1 est :

Λj
1 : −4− 2acos(2πy) + 3bcos(2π(x− y))− 2acos(2πx)− a2cos(2πx)cos(2πy)+

ab cos(2πx)cos(2π(x− y)) + ab cos(2π(x− y))cos(2πy)− bc cos(2π(x− y))

−bca cos(2π(x− y)) cos(2πy) + (1− c)b cos(2π(y − x)) = 0

(2.24)

Les équations des courbes de bifurcations de type flip (S = −1) pour les points fixes P ∗i ,

i = 1.4 sont :

flip :






Λ11 : b = a+2
2−c , (x, y) = P ∗1 ,

Λ21 : b = −(a−2)
2−c , (x, y) = P ∗2 ,

Λ31 : b = a2−4
4−2c−ca , (x, y) = P ∗3 ,

Λ41 : b = a2−4
4−2c+ca , (x, y) = P ∗4 ,

Λ51 : a = −2, ∀b, (x, y) = P ∗1 , (car S1 = −1)

Λ61 : a = 2, ∀b, (x, y) = P ∗2 , (car S2 = −1)

(2.25)
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Bifurcation fold ou nœud-col S = +1

L’équation d’une courbe de bifurcation Λj

(1)0
est :

Λj

(1)0
: −bcos(2π(x− y)) + a2cos(2πx)cos(2πy)− acos(2πx)bcos(2π(x− y))−

bcos(2π(x− y))acos(2πy) + bc cos(2π(y − x)) + bca cos(2π(y − x)) cos(2πy)+

(1− c)b cos(2π(y − x)) = 0

(2.26)

2.1.3 Cas particuliers de la bifurcation fold

Bifurcation transcritique ou échange de stabilité S = +1

Cette bifurcation se produit lorsque deux points fixes se croisent sur cette courbe et échangent

leur stabilité

Bifurcation pitchfork ou fourche S = +1

La bifurcation fourche possède 2 types de bifurcation, une dite stable et l’autre instable.

Stable : Un point fixe stable se déstabilise en un point fixe instable, et deux nouveaux

points fixes stables sont créés.

Instable : Un point fixe instable se stabilise en un point fixe stable, et deux nouveaux

points fixes instables sont créés.

Ce changement de stabilité d’un point fixe accompagné de l’apparition ou de la disparition

deux autres points fixes.

Pour la transformation T , les équations des courbes de bifurcations de type fold (S = +1)
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Λj

(1)0
, transcritique ou fourche, pour les points fixes P ∗i i = 1.4 sont :

fold :






fourche :






Λ1(1)0 : b = a
2−c , (x, y) = P ∗1 ,

Λ2(1)0 : b = a
c−2 , (x, y) = P ∗2 ,

Λ3(1)0 : b = −a
c
, (x, y) = P ∗3 ,

Λ4(1)0 : b = a
c
, (x, y) = P ∗4 ,

transcritique :
{

Λ5(1)0 : a = 0, ∀b, x, y ∈ R.

(2.27)

• Bifurcation transcritique et bifurcation fourche (stable et instable)

pour les points fixes (0, 0), (12 ,
1
2), (12 ,0), (0,12) avec c =1

2

∗ Bifurcation fourche du point fixe (0, 0) au passage de Λ1(1)0 : F0,0 = a
2−c

- Bifurcation fourche stable : le point fixe (0, 0) nœud stable (NS) ↔
S= +1

2 points

fixes nœud stable (NS) + 1 point fixe col (C ).

N1
S ↔

F0,0
2N1

S + C1 (2.28)

Pour a = −1, b = −0.7 et c = 1
2 on a:

(x, y) |S1| |S2| stabilité
(−0.034, 0.070) |0.046| < 1 |0.90| < 1 NS

(0.034,−0.070) |0.046| < 1 |0.90| < 1 NS

(0, 0) |0| < 1 |1.05| > 1 C
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- Bifurcation fourche instable : le point fixe (0, 0) nœud instable (NI) ↔
S= +1

2

points fixes nœud instable (NS) + 1 point fixe col (C ).

N1
I ↔

F0,0
2N1

I + C1 (2.29)

Pour a = 0.68, b = 0.466667 et c = 1
2 on a:

(x, y) |S1| |S2| stabilité
(−0.0267, 0.054) |1.66| > 1 |1.038| > 1 NI

(0.0267,−0.054) |1.66| > 1 |1.038| > 1 NI

(0, 0) |1.68| > 1 |0.97| < 1 C

Fig.2.5− Bifurcation fourche stable et instable du point fixe (0, 0) au passage de Λ1(1)0 ,

c = 1
2 .
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Fig.2.6− Positions des points fixes après une bifurcation fourche instable pour le point fixe

(0, 0)dans le plan (x, y) pour a = 0.68, b = 0.466667 et c = 1
2 .

∗ Bifurcation fourche du point fixe (0, 12) au passage de Λ4(1)0 : F0, 1
2

= a
c

- Bifurcation fourche stable de (0, 12)

(0,
1

2
) NS ↔

F
0, 12

2 points fixes (NS) + 1 point fixe (C). (2.30)

Pour a = −0.53, b = −0.934 et c = 1
2 on a:

(x, y) |S1| |S2| stabilité
(−0.053, 0.386) |−0.35| < 1 |0.95| < 1 NS

(0.053,−0.386) |−0.35| < 1 |0.95| < 1 NS

(0, 1
2) |1.02| > 1 |−0.42| < 1 C
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- Bifurcation fourche instable de (0, 12)

(0,
1

2
) NI ↔

F
0, 12

2 points fixes (NI) + 1 point fixe (C). (2.31)

Pour a = 0.72, b = 1.4 et c = 1
2 on a:

(x, y) |S1| |S2| stabilité
(−0.026, 0.45) |3.09| > 1 |1.01| > 1 NI

(0.026,−0.45) |3.09| > 1 |1.01| > 1 NI

(0, 1
2) |3.11| > 1 |0.99| < 1 C

Fig.2.7− Bifurcation fourche stable et instable du point fixe (0, 1
2) au passage de Λ4(1)0 ,

c = 1
2 .
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Fig.2.8− Positions des points fixes après une bifurcation fourche instable pour le point fixe

(0, 12) dans le plan (x, y) pour a = 0.72, b = 1.4 et c = 1
2 .

∗ Bifurcation fourche du point fixe (12 , 0) au passage de Λ3(1)0 : F1
2
,0 = −a

c

- Bifurcation fourche stable de (12 , 0)

(
1

2
, 0) NS ↔

F 1
2 ,0

2 points fixes (NS) + 1 point fixe (C). (2.32)

Pour a = 0.7, b = −1.2 et c = 1
2 on a:

(x, y) |S1| |S2| stabilité
(0.44,−0.13) |−0.72| < 1 |0.92| < 1 NS

(−0.44, 0.13) |−0.72| < 1 |0.92| < 1 NS

(12 , 0) |1.03| > 1 |−0.84| < 1 C
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- Bifurcation fourche instable de (12 , 0)

(
1

2
, 0) NI ↔

F 1
2 ,0

2 points fixes (NI) + 1 point fixe (C). (2.33)

Pour a = −0.56, b = 1.1 et c = 1
2 on a:

(x, y) |S1| |S2| stabilité
(0.48,−0.04) |2.64| > 1 |1.005| > 1 NI

(−0.48, 0.04) |2.64| > 1 |1.005| > 1 NI

(12 , 0) |2.65| > 1 |0.99| < 1 C

Fig.2.9− Bifurcation fourche stable et instable du point fixe (12 , 0) au passage de Λ3(1)0 ,

c = 1
2 .
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Fig.2.10− Positions des points fixes après une bifurcation fourche stable pour le point fixe

(12 , 0) dans le plan (x, y) pour a = 0.6, b = −1.17 et c = 1
2 .

∗ Bifurcation fourche du point fixe (12 ,
1
2) au passage de Λ2(1)0 : F1

2
, 1
2

= a
c−2

- Bifurcation fourche stable de (12 ,
1
2)

(
1

2
,
1

2
) NS ↔

F 1
2 ,
1
2

2 points fixes (NS) + 1 point fixe (C). (2.34)

Pour a = 0.7, b = −0.6 et c = 1
2 on a:

(x, y) |S1| |S2| stabilité
(0.43,−0.33) |0.38| < 1 |0.70| < 1 NS

(−0.43, 0.33) |−0.72| < 1 |0.92| < 1 NS

(12 ,
1
2) |0.3| < 1 |1.2| > 1 C

- Bifurcation fourche instable de (12 ,
1
2)
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(
1

2
,
1

2
) NI ↔

F 1
2 ,
1
2

2 points fixes (NI) + 1 point fixe (C). (2.35)

Pour a = −0.73, b = 0.492 et c = 1
2 on a:

(x, y) |S1| |S2| stabilité
(0.48,−0.46) |1.72| > 1 |1.02| > 1 NI

(−0.48, 0.46) |1.72| > 1 |1.02| > 1 NI

(12 ,
1
2) |1.73| > 1 |0.99| < 1 C

Fig.2.11− Bifurcation fourche stable et instable du point fixe (12 ,
1
2) au passage de Λ2(1)0 ,

c = 1
2 .
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Fig.2.12− Positions des points fixes après une bifurcation fourche instable pour le point

fixe (12 ,
1
2) dans le plan (x, y) pour a = −0.73, b = 0.492 et c = 1

2 .

De la même façons, nous obtenons les bifurcation transcritique et bifurcation

fourche (stable et instable) pour les autres points fixes P ∗i , i = 1.4, P5 = (x∗2, y
∗
1) et

P7 = (y∗2, x
∗
1) de la transformation T2 (c = 1

2) dans le plan des paramètres (a, b), où

x∗1, x
∗
2, y

∗
1, y

∗
2 sont données par les équations (2.10, 2.11).

Dans la Figure 2.13, nous pouvons faire les remarques suivantes :

- Bifurcation transcritique entre P ∗1←→P ∗2 au passage de Λ5(1)0 .

- Bifurcation transcritique entre P ∗3←→P ∗4 au passage de Λ5(1)0 .

- Bifurcation fourche (stable et instable) autour de P ∗1 au passage de Λ1(1)0 .

P ∗1 N1
S (resp. N

1
I ) ↔

F(P∗1 )

2N1
S (resp. 2N1

I )+ C1 (resp. C1) (2.36)
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- Bifurcation fourche (stable et instable) autour de P ∗2 au passage de Λ2(1)0 .

P ∗2 N1
S (resp. N

1
I ) ↔

F(P∗2 )

2N1
S (resp. 2N1

I )+ C1 (resp. C1) (2.37)

- Bifurcation fourche (stable et instable) autour de P ∗3 au passage de Λ3(1)0 .

P ∗3 N1
S (resp. N

1
I ) ↔

F(P∗3 )

2N1
S (resp. 2N1

I )+ C1 (resp. C1) (2.38)

- Bifurcation fourche (stable et instable) autour de P ∗4 au passage de Λ4(1)0 .

P ∗4 N1
S (resp. N

1
I ) ↔

F(P∗4 )

2N1
S (resp. 2N1

I )+ C1 (resp. C1) (2.39)

• Bifurcation transcritique et bifurcation fourche (stable et instable)

pour les points fixes de T1 (c = 0) :

Dans ce cas (c = 0), les courbes de bifurcation de type fold Λ3(1)0, Λ4(1)0des points

fixes P ∗3 , P
∗
4 respectivement, tendent vers l’infini.

La Figure 2.14 fait apparaître clairement l’existence des bifurcations suivantes :

- Bifurcation transcritique entre P ∗1←→P ∗2 au passage de Λ5(1)0 .

- Bifurcation fourche (stable et instable) autour de P ∗1 au passage de Λ1(1)0 .

P ∗1 N1
S (resp. N

1
I ) ↔

F(P∗1 )

2N1
S (resp. 2N1

I )+ C1 (resp. C1) (2.40)

- Bifurcation fourche (stable et instable) autour de P ∗2 au passage de Λ2(1)0 .

P ∗2 N1
S (resp. N

1
I ) ↔

F(P∗2 )

2N1
S (resp. 2N1

I )+ C1 (resp. C1) (2.41)
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Fig.2.13− Bifurcation transcritique et bifurcation fourche (stable et instable) pour les points

fixes P ∗i , i = 1.4, P5 et P7, avec c = 1
2 , (c’est-à-dire pour T2).

F ig.2.14− Bifurcation transcritique et bifurcation fourche (stable et instable) pour les points

fixes P ∗i , i = 1.2, et Pi, i = 1.8 avec c = 0.
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Par exemple, si on prend a = 0.1, b = 0.5, et c = 0 on a:

(x, y) |S1| |S2| stabilité
(0.23,−0.23) |1.0099| > 1 |1.99| > 1 NI

(−0.23, 0.23) |1.0099| > 1 |1.99| > 1 NI

(0, 0) |1.1| > 1 |0.1| < 1 C

(12 ,
1
2) |−0.1| < 1 |0.90| < 1 NS

et si on prend a = −0.1, b = 0.5, et c = 0 on a:

(x, y) |S1| |S2| stabilité
(0.27,−0.27) |1.01| > 1 |1.98| > 1 NI

(−0.27, 0.27) |1.01| > 1 |1.98| > 1 NI

(12 ,
1
2) |0.1| < 1 |1.1| > 1 C

(0, 0) |0.90| < 1 |−0.1| < 1 NS

Donc au passage de Λ5(1)0 , pour b = 0.5 (constant), a = ±0.1 (comme indiqués sur les

2 tableaux précédents), nous retrouvons la bifurcation transcritique entre (0, 0) et (12 ,
1
2),

c’est-à- dire nous pouvons observer que :

− Pour a = 0.1, le point fixe (0, 0) nœud stable devient col (instable), et le

point fixe (12 ,
1
2) col (instable) devient nœud stable.

− Et pour a = −0.1, le point fixe (0, 0) col devient nœud stable, et le point

fixe (12 ,
1
2) nœud stable devient col.



62

• Bifurcation transcritique et bifurcation fourche (stable et instable)

pour les points fixes de T3 (c = 1) :

Dans le cas où c = 1, seuls les points fixes P ∗i , i = 1.4 existent puisque les autres

points fixes Pi, i = 1.8 tendent vers l’infini. De même, la courbe de bifurcation de type fold

Λ3(1)0 est confondue avec la courbe Λ2(1)0, et la courbe Λ4(1)0 est confondue avec la courbe

Λ1(1)0 .

Et nous avons aussi dans la Figure 2.15, les bifurcations suivantes :

- Bifurcation transcritique entre P ∗1←→P ∗2 au passage de Λ5(1)0 .

- Bifurcation transcritique entre P ∗3←→P ∗4 au passage de Λ5(1)0 .

- Bifurcation fourche (stable et instable) autour de P ∗1 et P ∗4 au passage de

Λ1(1)0 , cette bifurcation obéit au schéma suivant :

P ∗1 N1
S (resp. N

1
I ) ↔

F(P∗1 )

2N1
S (resp. 2N1

I )+ C1 (resp. C1) (2.42)

P ∗4 N1
S (resp. N

1
I ) ↔

F(P∗1 )

2N1
S (resp. 2N1

I )+ C1 (resp. C1)

- Bifurcation fourche (stable et instable) autour de P ∗2 et P ∗3 au passage de

Λ2(1)0 , cette bifurcation obéit au schéma suivant :

P ∗2 N1
S (resp. N

1
I ) ↔

F(P∗2 )

2N1
S (resp. 2N1

I )+ C1 (resp. C1) (2.43)

P ∗3 N1
S (resp. N

1
I ) ↔

F(P∗3 )

2N1
S (resp. 2N1

I )+ C1 (resp. C1)
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Fig.2.15− Bifurcation transcritique et bifurcation fourche (stable et instable) pour les points

fixes P ∗i , i = 1.4, avec c = 1.

2.1.4 Points nœuds paramétriques avec multiplicateurs S1 = −S2 = 1

On sait qu’un point nœud paramétrique pour les points fixes vérifie le système

d’équations suivant :






F (x, y, a, b, c)− x = 0

G(x, y, a, b)− y = 0

D = det(J(x, y)) + 1 = 0

tr(J) = 0

(2.44)

Où D est le déterminant de la matrice jacobienne et tr(J) sa trace.
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Pour la transformation T , les points noeuds paramétriques sont des solutions du système

suivant :






a
2π sin(2πxn) + (1− c) b

2π sin (2π(yn − xn)) = 0

a
2π sin(2πyn) + b

2π sin (2π(xn − yn)) = 0

D = det(J(x, y)) + 1 = 0

tr(J) = 0

(2.45)

avec :

D = 2 + a cos(2πy)− 2b cos(2π(x− y)) + a cos(2πx) + a2 cos(2πx) cos(2πy)

−ab cos(2πx) cos(2π(x− y))− ab cos(2π(x− y)) cos(2πy) + bc cos(2π(−y + x))

+abc cos(2π(x− y)) cos(2πy)

(2.46)

et

tr(J) = 2 + a cos(2πx)− (1− c)b cos(2π(y − x)) + a cos(2πy)− b cos(2π(−y + x))

(2.47)
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Les coordonnées des points nœuds paramétriques sont :






NP1 : a = −2, b = 2
c−2 , (x, y) = P ∗1

NP2 : a = 2, b = 2
c−2 , (x, y) = P ∗2

NP3 : a = −2c
c−2 , b = 2

c−2 , (x, y) = P ∗3

NP4 : a = 2c
c−2 , b = 2

c−2 , (x, y) = P ∗4

NP5 : a = 0, b = −2
c−2 , y = x, ∀x

NP6 : a = 0, b = 2
c−2 , y = −x, ∀x

(2.48)

En itérant la transformation T une seconde fois, nous obtenons la récurrence don-

nant les cycles d’ordre 2 :

T :






xn+2 = fa(xn) + a
2π sin[2πfa(xn)− (1− c)b sin (2π(xn − yn))]− (1− c) b

2πHa,b,c(xn, yn)

yn+2 = fa(yn) + a
2π sin[2πfa(yn)− b sin (2π(yn − xn))]− b

2πHa,b,c(yn, xn)

(2.49)

Où :

f a (xn) = xn +
a

2π
sin(2πxn) (2.50)

Ha,b,c(xn, yn) = sin (2π(xn − yn))+sin[2π(fa(xn)−fa(yn))−(2−c)b sin(2π(xn−yn))] (2.51)

le système d’équations donnant les bifurcations d’un cycle d’ordre 2 est :
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fa(x) + a
2π sin[2πfa(x)− (1− c)b sin (2π(x− y))]− (1− c) b

2πHa,b,c(x, y)− x = 0

fa(y) + a
2π sin[2πfa(y)− b sin (2π(y − x))]− b

2πHa,b,c(y, x)− y = 0

S = ±1

(2.52)

Il est difficile de résoudre ce système (2.52) analytiquement, même pour quelque

valeurs fixée de paramètre c, donc nous avons construit les courbes de bifurcation par des

méthodes numériques dans les sections suivantes.

2.2 Evolution de la structure de bifurcation lorsque le troi-

sième paramètre varie

Dans cette section, nous présentons l’étude des courbes de bifurcations d’un cycle

d’ordre k = 1, 2, et leur évolution dans le plan paramétrique (a, b), pour les trois cas

suivants, c = 0 [34], c = 1
2 et c = 1.

2.2.1 Simulations du plan des paramètres

Les domaines de stabilité pour les récurrences T1, T2 et T3 peuvent être construits

numériquement, en utilisant une méthode de balayage aux systèmes (2.13), (2.14) et (2.15)

respectivement.

Pour la récurrence T1, le résultat du programme de balayage est représenté sur la Figure

2.16 dans le plan paramétrique (a, b), nous donnons ici l’existence des cycles attractifs de

la transformation T1 (2.13), et le résultat du programme de balayage pour T2 (resp. T3) est
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représenté sur la Figure 2.18 (resp. Figure 2.20).

Nous remarquons des bifurcations dans le plan paramétrique (a, b), le programme trace les

domaines d’existence de cycles d’ordre k ; k = 1, 2, ...14. Chaque couleur est attribuée à un

attracteur d’un certain ordre, quelques attracteurs apparaissent pour S = 1, et les autres

par doublement de période S = −1.

Il existe un grand nombre de courbes de bifurcations, la frontière entre deux domaines de

différentes couleurs représente une courbe de bifurcation.

Dans les Figures (2.16, 2.18, 2.20) nous avons le code des couleurs :

• Les zones bleues représentent les valeurs des paramètres pour lesquelles il existe un point

fixe attractif ;

• Les zones rouges représentent les zones d’existence d’un cycle attractif d’ordre 2;

• Les zones jaunes représentent les zones d’existence d’un cycle attractif d’ordre 4;

• Les zones verts représentent les zones d’existence d’un cycle attractif d’ordre 8, ainsi de

suite pour les cycles jusqu’à l’ordre k = 14 ;

• Les zones noires correspondent aux valeurs de paramètres (a, b) pour lesquelles il existe

des phénomènes chaotiques ou des divergences.

Nous remarquons par exemple, que pour a = −2 (rep. a = 2) le passage d’une

zone bleue à une zone rouge, ce qui traduit l’apparition d’un cycle d’ordre 2 stable (zone

rouge) par une bifurcation flip d’un point fixe. De même, le passage d’une zone rouge à une

zone jaune est réalisé grâce à une bifurcation flip d’un cycle d’ordre 2 en donnant naissance

à un cycle d’ordre 4, ceci pour a = −3.44523.



68

Nous remarquons que les zones bleues qui représentent les zones d’existence d’un

point fixe attractif symétrique par rapport à l’axe des ordonnées (a = 0) pour les trois

transformations (T1, T2, T3), mais les cycles d’ordre 2 (les zones rouges) sont symétrique

par rapport à l’axe des ordonnées (a = 0) pour T1 seulement, pas pour T2, T3.

Les Figures (2.17, 2.19 et 2.21) donnent un exemple de diagramme de bifurcation

de type Feigenbaum de les transformations T1, T2, T3 (respectivement). Comme indiqué

dans les Figures (2.16, 2.18 et 2.20), lorsque le paramètre a varie, on peut observer la

bifurcation de doublement de période des points fixes attractifs 1
2k, k ∈ Z en un cycle

d’ordre 2 attractif, puis pour a = ±π le cycle d’ordre 2 attractif est déstabilisé par une

bifurcation flip (une fourche dans la Figure) et création de deux nouveaux cycles d’ordre 2

attractifs, ensuite à un cycle d’ordre 4 attractif, et ainsi de suite.
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Fig. 2.16− Domaines de stabilité et d’existence des cycles attractifs dans le plan des para-

mètres (a, b) pour la transformation T1.

F ig.2.17− Diagramme de bifurcation (b = 0.01 fixé) dans le plan (a, x) pour la transfor-

mation T1.
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Fig. 2.18− Domaines de stabilité et d’existence des cycles attractifs dans le plan des para-

mètres (a, b) pour la transformation T2.

F ig.2.19− Diagramme de bifurcation (b = 0.01 fixé) dans le plan (a, x) pour la transfor-

mation T2.
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Fig. 2.20− Domaines de stabilité et d’existence des cycles attractifs dans le plan des para-

mètres (a, b) pour la transformation T3.

F ig. 2.21−Diagramme de bifurcation (b = 0.01 fixé) dans le plan (a, x) pour la transfor-

mation T3.
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Fig.2.22− Zoom de la Figure 2.17, à a = π, le cycle d’ordre 2, x = 1
4 et x = 3

4 est déstabilisé

par une bifurcation flip et création d’un cycle d’ordre 4 stable.

Dans le plan des paramètres (a, b) (Figure 2.23), pour a ∈ [−20, 20] et b ∈ [−5,

5], on peut observer que la transformation T n’est pas périodique, mais elle est symétrique

par rapport la ligne a = 0.
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Fig.2.23− Domaines de stabilité pour T , avec c = 0, a ∈ [−20, 20] et b ∈ [−5, 5].

2.2.2 Courbes de bifurcation d’un cycle d’ordre k = 1 pour T1, T2 et T3

D’après la section précédente, et comme nous avons déjà fait pour l’étude des

courbes de bifurcations de la transformation T (quelque soit 0 ≤ c ≤ 1), maintenant on va

étudier les courbes de bifurcations du système pour c = 0, c = 1
2 et c = 1. Le tableau ci-

dessous donne les équations des courbes de bifurcation de type fold (S = +1) Λj

(1)0
, (j = 1.5)

et de type flip (S = −1) Λj′

1 (j′ = 1.9) des cycles d’ordre 1 pour c = 0, c = 1
2 et c = 1.
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Points fixes
Λj

(1)0
et Λj′

1

pour
c = 0

Λj

(1)0
et Λj′

1

pour
c = 1

2

Λj

(1)0
et Λj′

1

pour
c = 1

P ∗1

Λ1(1)0 : b = 1
2a

Λ11 : b = 1 + a
2

Λ51 : a = −2

Λ1(1)0 : b = 2
3a

Λ11 : b = 4
3 + 2

3a
Λ51 : a = −2

Λ1(1)0 : b = a

Λ11 : b = a + 2
Λ51 : a = −2

P ∗2

Λ2(1)0 : b = −1
2a

Λ21 : b = 1− a
2

Λ61 : a = 2

Λ2(1)0 : b = −2
3a

Λ21 : b = 4
3 − 2

3a
Λ61 : a = 2

Λ2(1)0 : b = −a

Λ21 : b = 2− a
Λ61 : a = 2

P ∗3

Λ3(1)0 →∞

Λ31 ≡ Λ41 : b = (a2 )2 − 1

Λ3(1)0 : b = −2a

Λ31 : b = 2(a2−4)
6−a

Λ3(1)0 ≡ Λ2(1)0

Λ31 : b = −(2 + a)

P ∗4

Λ4(1)0 →∞

Λ31 ≡ Λ41 : b = (a2 )2 − 1

Λ4(1)0 : b = 2a

Λ41 : b = 2(a2−4)
6+a

Λ4(1)0 ≡ Λ1(1)0

Λ41 : b = −(2− a)

Pi

i = 1.8

Λ6(1)0 ≡ Λ1(1)0
Λ7(1)0 ≡ Λ2(1)0

Λ71 : b = −1
4a
2

Λ81 : b = −1
2 − 1

2

√
1 + a2

Λ91 : b = −1
2 + 1

2

√
1 + a2

/
Pi →∞
∀i = 1.8

Remarque 2.2

• La courbe Λ5(1)0 : a = 0 existe toujours, quelque soient (x, y) et quelque soit

c ∈ [0, 1].
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2.2.3 Points nœuds paramétriques pour T1, T2 et T3

Les coordonnées des points nœuds paramétriques pour les trois transformations

T1, T2 et T3 sont :

Paramètre c Points nœuds paramétriques NPi, i = 1.6 (S1 = −S2 = 1)

c = 0






NP1 : a = −2, b = −1, (x, y) = P ∗1
NP2 : a = 2, b = −1, (x, y) = P ∗2
NP3 : a = 0, b = −1, (x, y) = P ∗3
NP4 : a = 0, b = −1, (x, y) = P ∗4
NP5 : a = 0, b = 1, y = x, ∀x
NP6 : a = 0, b = −1, y = −x, ∀x

c = 1
2






NP1 : a = −2, b = −4
3 , (x, y) = P ∗1

NP2 : a = 2, b = −4
3 , (x, y) = P ∗2

NP3 : a = 2
3 , b = −4

3 , (x, y) = P ∗3
NP4 : a = −2

3 , b = −43 , (x, y) = P ∗4
NP5 : a = 0, b = 4

3 , y = x, ∀x
NP6 : a = 0, b = −4

3 , y = −x, ∀x

c = 1






NP1 : a = −2, b = −2, (x, y) = P ∗1
NP2 : a = 2, b = −2, (x, y) = P ∗2
NP3 : a = 2, b = −2, (x, y) = P ∗3
NP4 : a = −2, b = −2, (x, y) = P ∗4
NP5 : a = 0, b = 2, y = x, ∀x
NP6 : a = 0, b = −2, y = −x, ∀x

Nous avons tracé les courbes de bifurcation de type flip ainsi que les courbes de

type fold des points fixes (voir les Figures (2.24, 2.25 et 2.26) pour les transformations T1,

T2 et T3 (respectivement)), de même, les Figures (2.24, 2.25 et 2.26) montrent les différentes

situations des singularités dont les multiplicateurs des points fixes vérifient S1 = −S2 = 1

au point NPi.
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Fig.2.24− Les courbes de bifurcation de type flip Λj
1, j = 1, 9 ainsi que les courbes de

bifurcations de type fold Λ1(1)0 , Λ2(1)0 et Λ5(1)0des points fixes de la transformation T1.

Fig.2.25− Les courbes de bifurcation de type flip Λj
1, j = 1, 9 ainsi que les courbes de

bifurcations de type fold Λ1(1)0 , Λ2(1)0 ,Λ
3
(1)0

, Λ4(1)0et Λ5(1)0 des points fixes de la transformation

T2.



77

Fig. 2.26− Les courbes de bifurcation de type flip Λj
1, j = 1, 6 ainsi que les courbes de

bifurcations de type fold Λ1(1)0 , Λ2(1)0 , Λ3(1)0 , Λ4(1)0 et Λ5(1)0 des points fixes P ∗i (i = 1, 2, 3,

4) de la transformation T3.

Etude les bifurcations des courbes paraboliques

Pour mieux comprendre la structure de bifurcations des courbes paraboliques obte-

nues dans les Figures (2.24 et 2.25), nous commençons par la situation (a) où c = 0.0355730

(Figure 2.27), nous présentons les bifurcations de ces courbes pour des valeurs différentes

de c [6], et nous prenons (a, b) ∈ [−5, 5]2.

À la valeur de bifurcation c = 0.0355730 (Figure 2.27 (a)), correspond à un nouveau contact

entre Λ71 et Λ81 aux points α1 et α2. Donc α1 et α2 sont les derniers points d’intersection

entre Λ71 et Λ81, après cette bifurcation, Λ71, Λ81 sont divisés en trois courbes, une courbe

fermée Λ71, et Λ81, Λ8
′

1 lorsque la valeur de c = 0.0355731 (Figure 2.27 (b) et (c)).

Pour c = 0.99, nous observons une autre courbe Λ101 , et si c = 0.99999, la courbe Λ91 est

confondue avec la courbe Λ101 , dans cette situation nous pouvons avoir les courbes sur les

diagonaux b = a et b = −a. En effet, quand c tend vers 1, les courbes Λ81, Λ8
′

1 tendent vers
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l’infini plus vite que Λ71, Λ91.

(a) : c = 0.0355730 (b) : c = 0.0355731

(c) : c = 0.5 (d) : c = 0.99

(e) : c = 0.99999 (f) : c = 1

Fig.2.27− Bifurcations des courbes paraboliques pour des valeurs différentes de c.
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2.2.4 Courbes de bifurcation d’un cycle d’ordre k = 2 pour T1, T2 et T3

Si nous considérons maintenant les cycles d’ordre 2 de T1, T2 et T3, c’est-à-dire :

1) c = 0

T1(xn, yn)






xn+2 = fa (xn) + a
2π sin[2πfa(xn)− b sin (2π(xn − yn))]− b

2π [H
(1)
a,b (xn, yn)]

yn+2 = fa(yn) + a
2π sin[2πfa(yn)− b sin (2π(yn − xn))]− b

2πH
(1)
a,b (yn, xn)

(2.53)

2) c = 1
2

T2(xn, yn)






xn+2 = fa(xn) + a
2π sin[2πfa(xn)− 1

2b sin (2π(xn − yn))]− b
4π [H

(2)
a,b (xn, yn)]

yn+2 = fa(yn) + a
2π sin[2πfa(yn)− b sin (2π(yn − xn))]− b

2π [H
(2)
a,b (yn, xn)]

(2.54)

3) c = 1

T3(xn, yn)






xn+2 = fa(xn) + a
2π sin[2πfa(xn)]

yn+2 = fa(yn) + a
2π sin[2πfa(yn)− b sin (2π(yn − xn))]− b

2π [H
(3)
a,b (yn, xn)]

(2.55)

Où :

H
(1)
a,b (xn, yn) = sin (2π(xn − yn)) + sin[2π(fa(xn)− fa(yn))− 2b sin(2π(xn − yn))] (2.56)
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H
(2)
a,b (xn, yn) = sin (2π(xn − yn)) + sin[2π(fa(xn)− fa(yn))− 3

2
b sin(2π(xn − yn))] (2.57)

H
(3)
a,b (xn, yn) = sin (2π(xn − yn)) + sin[2π(fa(xn)− fa(yn))− b sin(2π(xn − yn))] (2.58)

2.2.5 Equations des courbes de bifurcation données par des droites dans

le plan (a, b)

Les courbes parallèles à l’axe des ordonnées

Les équations sont immédiatement :

a = cte (2.59)

Les courbes ne sont pas parallèles à l’axe des ordonnées

Elles admettent une équation de la forme :

b = ua + v (2.60)

u est le coefficient directeur de la droite et v est l’ordonnée à l’origine puisque si a = 0, la

fonction b = f(0) = v.

On calcule d’abord le coefficient directeur de la droite u par la formule suivante :

u =
différence des ordonnées
différence des abscisses

=
bB − bA
aB − aA

(2.61)
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tel que : A = (aA, bA) et B = (aB, bB) deux points sur la courbe.

Pour déterminer v, on exprime que les coordonnées de A = (aA, bA) doivent vérifier cette

équation, c’est-à-dire que : bA = uaA + v.

Dans le cas où c = 1, nous savons que le coefficient directeur de la droite u, pour

les courbes de bifurcation flip Λ12, Λ32, Λ72, Λ92 et Λ112 , est égal 1, c’est-à-dire les courbes ont

le même coefficient directeur, donc les courbes Λ12, Λ32, Λ72, Λ92 et Λ112 sont parallèles. Et les

courbes Λ22, Λ42, Λ82, Λ102 et Λ122 ont le même coefficient u = −1, donc elles sont parallèles.

Et nous avons aussi que la courbe par exemple Λ12 est orthogonale à Λ22 car le

produit du coefficient directeur de la droite Λ12 et le coefficient directeur de la droite Λ22 est

égal −1 (voir la Figure 2.37).

C’est-à-dire on a les propriétés suivantes :






Λ12 �� Λ32 ��Λ72 �� Λ92 �� Λ112

Λ22 �� Λ42 �� Λ82 �� Λ102 �� Λ122

Λ12⊥Λ22, Λ32⊥Λ42, Λ72⊥Λ82, Λ92⊥Λ102 et Λ112 ⊥Λ122

(2.62)

Et on a les mêmes propriétés pour les courbes de bifurcation de type fold (Figure 2.37).
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Le tableau ci-dessous donne les équations des droites des courbes de bifurcation

de type fold Λj

(2)0
, et de type flip Λj

2 des cycles d’ordre 2 pour c = 0, c = 1
2 et c = 1.

Equations de droites
Λj

(2)0
et Λj

2

pour
c = 0

Equations de droites
Λj

(2)0
et Λj

2

pour
c = 1

2

Equations de droites
Λj

(2)0
et Λj

2

pour
c = 1

/
/

Λ3(2)0 : a = 0

/
/
/
/
/
/
/
/

/
/

Λ3(2)0 : a = 0

/
/
/
/
/
/
/
/

Λ1(2)0 : b = a− 3.09076

Λ2(2)0 : b = −a− 3.09076

Λ3(2)0 : a = 0

Λ4(2)0 : a = 2

Λ5(2)0 : a = −2

Λ6(2)0 : b = a− 9.20682

Λ7(2)0 : b = −a− 9.20682

Λ8(2)0 : b = a− 15.56803

Λ9(2)0 : b = −a− 15.56803

Λ10(2)0 : b = a− 21.8531

Λ11(2)0 : b = −a− 21.8531

Λ12 : b = 0.47a + 3.44523
Λ22 : b = −0.47a + 3.44523

/
/

Λ52 : a = 3.44523
Λ62 : a = −3.44523

/
/
/
/
/

Λ12 : b = 0.6773a + 7
3

Λ22 : b = −0.6773a + 7
3

/
/

Λ52 : a = 3.44523
Λ62 : a = −3.44523

/
/
/
/
/

Λ12 : b = a + 3.44523
Λ22 : b = −a + 3.44523
Λ32 : b = a− 3.44523
Λ42 : b = −a− 3.44523
Λ52 : a = 3.44523
Λ62 : a = −3.44523
Λ72 : a− 9.53029
Λ82 : −a− 9.53029
Λ92 : a− 15.77150
Λ102 : −a− 15.77150
Λ112 : a− 22.03657
Λ122 : −a− 22.03657

Les Figures 2.28 (resp. 2.30) représente le tracé des courbes de bifurcation des cycles d’ordre
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2 de type flip (resp. de type fold) pour c = 0, nous remarquons qu’il y a la symétrie des

courbes par rapport à l’axe des ordonnées. Nous avons tracé les courbes de bifurcation des

cycles d’ordre 2 (flip et fold) des deux récurrences T2 (resp. T3) dans le plan des paramètres

(a, b) (voir Figures 2.32, 2.33, resp. les Figures 2.34, 2.35). Les courbes de bifurcation cor-

respondent aux frontières des domaines de stabilité du plan (a, b) (Figures 2.16, 2.18 et 2.20).

Fig.2.28− Les courbes de bifurcation de type flip (S = −1) pour cycle d’ordre 2 de la

transformation T1.
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Fig. 2.29− Zoom de Figure 2.28.

Fig.2.30− Les courbes de bifurcation de type fold (S = +1) pour cycle d’ordre 2 de la

transformation T1.
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Fig.2.31− Zoom de Figure 2.30.

F ig.2.32− Les courbes de bifurcation de type flip (S = −1) pour cycle d’ordre 2 de la

transformation T2.
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Fig.2.33− Les courbes de bifurcation de type fold (S = +1) pour cycle d’ordre 2 de la

transformation T2.

Fig.2.34− Les courbes de bifurcation de type flip (S = −1) des cycles d’ordre 2 de la

récurrence T3.
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Fig.2.35− Les courbes de bifurcation de type fold (S = +1) des cycles d’ordre 2 de la

récurrence T3.

2.2.6 Structures de bifurcations données par des droites pour la trans-

formation T3

Translation des courbes droites dans le plan (a, b), cas c = 1

Théorème 2.1 La courbe représentant la fonction a �−→ b = f2(a) = f1(a) + α

s’obtient par translation de la courbe de la fonction a �−→ b = f1(a) de vecteur α
−→
j .

La courbe de bifurcation flip Λ32 : b = a− 3.44523 s’obtient par translation de la

courbe Λ12 : b = a + 3.44523 de vecteur (−6.89046)
−→
j , c’est-à-dire Λ32 est l’image de Λ12 par

la translation de vecteur (−6.89046)
−→
j (voir Figure 2. 37), et la courbe Λ42 est l’image de la
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courbe Λ22 par la translation de même vecteur (−6.89046)
−→
j .

De même : Λ72(resp. Λ82) s’obtient par translation de la courbe Λ32 (resp. Λ42) de vecteur

(−6.08506)
−→
j .

Λ92(resp. Λ102 ) s’obtient par translation de Λ72 (resp. Λ82) de vecteur (−6.24121)
−→
j .

Λ112 (resp. Λ122 ) s’obtient par translation de Λ92 (resp. Λ102 ) de vecteur (−6.26507)
−→
j .

Par conséquence :

Λ72(resp. Λ82) s’obtient par translation de Λ12 (resp. Λ22) de vecteur (−12.97552)
−→
j .

Λ92(resp. Λ102 ) s’obtient par translation de Λ32 (resp. Λ42) de vecteur (−12.32627)
−→
j .

Λ112 (resp. Λ122 ) s’obtient par translation de Λ72 (resp. Λ82) de vecteur (−12.50628)
−→
j .

Et on a les mêmes propriétés de translation pour les courbes de bifurcation de type fold

(droites).

Fig.2.36− Domaines de stabilité et structure de bifurcation pour cycle d’ordre 2 de la trans-

formation T3, (a, b) ∈ [−4, 4]× [−30, 4].
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Fig.2.37− Structures de bifurcation des courbes droites pour cycle 2 de la transformation

T3, (a, b) ∈ [−4.5, 4.5]× [−30, 10].
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Chapitre 3

Bifurcations globales des systèmes

chaotiques couplées

3.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre le plan (x, y) de la récurrence couplée T (2.1

(chapitre 2)). Les phénomènes de la synchronisation et antisynchronisation [34], [24] et [52],

les courbes invariantes associées aux cycles de type col, ainsi que les lignes critiques qui

limitent les attracteurs chaotiques sont présentées [29], [43], [22], [9] et [23]. Enfin, nous

étudions les bassins d’attraction et leur évolution.

3.2 Propriétés de symétrie dans la dynamique de T1

Soit : P : R2 → R2

(x, y) �−→ (y, x)
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et soit la diagonale

∆ = {(x, x)} ⊂ R2 (3.1)

Proposition 3.1. T1 est symétrique si seulement si T1 ◦ P = P ◦ T1.

Preuve

Soit F1(x, y) = x + a
2π sin(2πx) + b

2π sin (2π(yn − xn))

∀(x, y) ∈ R2 : P ◦ T1(x, y) = P (T1(x, y))

= P (F1(x, y),G1(x, y))

= P (F1(x, y), F1(y, x))

= (F1(y, x), F1(x, y))

= (G1(x, y), F1(x, y))

= T1(y, x) = T1(P (x, y)) = T1 ◦ P (x, y).

Nous avons les corollaires suivants d’après [25].

Corollaire 3.1. La diagonale ∆ est invariante

T1(∆) = ∆ (3.2)

Corollaire 3.2. Si (x∗, y∗) est un point fixe de T1, alors P (x∗, y∗) est point fixe de T1.

Corollaire 3.3. Si (x∗, x∗) ∈ ∆ est un point fixe de T1, alors ∃r ∈ R : r (1, 1) est un

vecteur propre de J(x∗, x∗), ( J(x∗, x∗) la matrice jacobienne de T1 au point (x∗, x∗)).

Corollaire 3.4. Si {(Oi), i ∈ N} est une orbite de T1, alors {P (Oi), i ∈ N} est également
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orbite de T1.

Corollaire 3.2. Déjà fait pour l’étude des points fixes (chapitre précédent).

3.3 La périodicité de T dans le plan (x, y)

Proposition 3.2.

Montrons qu’ il existe deux réels p, p′ (strictement positif et le plus petit possible)

tels que tout x, y dans R : Ta,b,c(x + p, y + p′) = Ta,b,c(x, y)

Ta,b,c(x + p, y + p′) =






F (x + p, y + p′)

G(x + p, y + p′)

(3.3)

avec :






F (x + p, y + p′) = fa (x + p) + (1− c) b
2π sin (2π(y + p′ − x− p))

G(x + p, y + p′) = fa (y + p′) + b
2π sin (2π(x + p− y − p′))

=






x + p + a
2π sin(2π(x + p)) + (1− c) b

2π sin (2π(y − x) + 2π(p′ − p))

y + p′ + a
2π sin(2π(y + p′)) + b

2π sin (2π(x− y) + 2π(p− p′))

Démonstration :

Pour vérifier l’égalité Ta,b,c(x + p, y + p′) = Ta,b,c(x, y), il faut donc résoudre le

système suivant pour déterminer p et p′
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cos(2πp) = 1

cos(2πp′) = 1

cos(2π(p′ − p)) = 1

cos(2π(p− p′)) = 1

a
2π cos(2πx) sin(2πp) + p = 0

a
2π cos(2πy) sin(2πp′) + p′ = 0

(1− c) b
2π cos (2π(y − x) sin(2π(p′ − p)) = 0

b
2π cos (2π(x− y) sin(2π(p− p′)) = 0

(3.4)

le système d’équations donnant : p = p′ = 1.

La transformation T est périodique de période 1 dans le plan de phase (x, y),

donc les propriétés de symétrie et de périodicité nous permettent de restreindre l’étude du

système dans le plan (x, y) tels que x ∈ [0, 1] et y ∈ [0, 1].

Nous présentons dans cette section les propriétés de T dans le plan des paramètres

et dans l’espace d’état.

3.4 Restriction de T à ∆

Nous nous intéressons maintenant sur la dynamique de T limitée à l’invariant dia-

gonale ∆. Soit (x, x) ∈ ∆ et (x1, x1) = T (x, x), alors la restriction T/∆ la diagonale se

réduit à une récurrence unidimensionnel, disons

x1 = fa(x) = x +
a

2π
sin(2πx) (3.5)
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Notons que :

f ′
a (x) = 1 + a cos(2πx) et f ′′

a (x) = −2πa sin(2πx), et f ′′
a (x) < 0 si

a ∈ [−(l + 1), −(2l+1)2 ] ∪ [l, 2l+12 ], l ∈ N∗

Ainsi, un maximum local (un point critique de rang-0 de fa) existes pour

a ∈
]
−(l + 1), −(2l+1)2

[
∪
]
l, 2l+12

[
, l ∈ N∗, au point

c
(k)
−1 =

1

2π
(π − arccos(

1

a
)) + k, k = 0, 1, 2.... (3.6)

Le point critique de fa de rang-1 est le point c(k) = fa(c
(k)
−1), (dans le sens de Julia

et Fatou qui est le lieu des points ayant deux antécédents qui coïncident de rang-1), et les

points critiques de fa de rang-(i+ 1) pour i ≥ 1 sont les images (ou itérations) vers l’avant,

c’est-à-dire c
(k)
i = f

(i+1)
a (c

(k)
−1) = f i

a (c(k)).

Les points fixes de fa, solutions de l’équation x = x + a
2π sin(2πx), sont :

x∗k =
1

2
k, k ∈ Z (3.7)

Pour a ∈ ]−1, 1[, fa(x) est un diffeomorphisme, et elle présente trois points fixes

x∗0 = 0, x∗1 = 1
2 , x

∗
2 = 1, stable, si le paramètre de non linéarité a augmente (a ∈ ]−∞, − 1]∪

[1, +∞[) fa(x) devient non inversible.

À propos des multiplicateurs, notez que f ′
a (x∗0) = f ′

a (x∗2) = f ′
a (x∗4) = 1 + a, et

f ′
a (x∗1) = f ′

a (x∗3) = 1− a, alors a = 0 est une courbe de bifurcation fold quelque soit x, et

a = −2 (resp. a = 2) est une courbe de bifurcation flip pour les points fixes x∗0, x
∗
2 et x∗4

(resp. le point fixe x∗1 et x∗3) (ceci à déjà était prouvé dans le chapitre 2).

Les formes qualitative de la récurrence (3.5) lorsque x augmente de 0 à 1 sont

représentés sur la Figure 3.1 pour cinq positions particulière.
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Nous donnons dans le tableau donné ci-dessous la forme du cycle 2 de fa pour

différentes valeurs de a ∈ [2, 3.44523].

Paramètre
a

Cycle d’ordre 2 sur la diagonale ∆

2.1
(0.415 + k, 0.415 + k)
(0.585 + k, 0.585 + k) , k ∈ Z

2.8
(0.282 + k, 0.282 + k)
(0.718 + k, 0.718 + k) , k ∈ Z

3
(0.262 + k, 0.262 + k)
(0.738 + k, 0.738 + k) , k ∈ Z

π
(14 + k, 1

4 + k)
(34 + k, 3

4 + k) , k ∈ Z

3.2

(0.219 + k, 0.219 + k)
(0.245 + k, 0.245 + k)
(0.28 + k, 0.28 + k)
(0.72 + k, 0.72 + k)

(0.755 + k, 0.755 + k)
(0.781 + k, 0.781 + k)

, k ∈ Z

3.43

(0.184 + k, 0.184 + k)
(0.229 + k, 0.229 + k)
(0.316 + k, 0.316 + k)
(0.684 + k, 0.684 + k)
(0.771 + k, 0.771 + k)
(0.816 + k, 0.816 + k)

, k ∈ Z
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Fig.3.1− Représentation qualitative de la récurrence unidimensionnel définie dans (3.5),

(a) : a = π, c−1 = 0.30, c = 0.775. (b) : a = 1.1, c−1 = 0.43, c = 0.504. (c) : a = −1.8,

c−1 = 0.16, c = −0.08.

3.5 Étude de symétrie et périodicité de la restriction de T à

∆ dans le plan (x, y)

Avant d’entamer une étude des différents attracteurs de la restriction de T à ∆, il

convient de mettre en évidence les symétries et les périodicités de la transformation fa.

− Symétrie

Nous avons la propriété suivante :

fa(−x) = −x +
a

2π
sin(2π(−x)) = −fa(x) (3.8)

donc la fonction fa est impaire et symétrique par rapport à 0.

En itérant la fonction fa une seconde fois, nous obtenons la fonction pour les cycles

d’ordre 2
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fa(fa(x)) = f 2
a (x) = fa(x) +

a

2π
sin(2πfa(x)) (3.9)

dès lors

f 2
a (−x) = fa(−x) +

a

2π
sin(2πfa(−x)) = −f 2

a (x) (3.10)

Pour les cycles d’ordre 3

f 3
a (x) = f 2

a (x) +
a

2π
sin(2πf 2

a (x)) (3.11)

f 3
a (−x) = f 2

a (−x) +
a

2π
sin(2πf 2

a (−x)) = −f 3
a (x) (3.12)

De plus, les itérés de la fonction fa satisfont l’équation :

f p
a (x) = f (p−1)

a (x) +
a

2π
sin(2πf (p−1)

a (x)), p ∈ N (3.13)

Nous obtenons donc pour f
p

la propriété générale de symétrie suivante

f p
a (−x) = f (p−1)

a (−x) +
a

2π
sin(2πf (p−1)

a (−x)) = −f p
a (x), p ∈ N (3.14)
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− Périodicité

fa est périodique de période p si pour tout x, fa(x + p) = fa(x)

fa(x + p) = x + p + a
2π sin(2πx + 2πp)

= x + p + a
2π [sin(2πx) cos(2πp) + cos(2πx) sin(2πp)]

= x + a
2π sin(2πx).

Pour vérifier l’égalité fa(x + p) = fa(x), il faut donc déterminer p tel que :





cos(2πp) = 1

p + a
2π cos(2πx) sin(2πp) = 0

cos(2πp) = 1 =⇒ 2πp = 2π =⇒ p = 1.

Le période de fa est 1, nous avons pour tout réel x

fa(x) = fa(x + 1) = fa(x + 2) = fa(x + 3)... (3.15)

Nous retrouvons les propriétés de symétrie et de périodicité de fa (la restriction T/∆), ici

dans la Figure 3.2, cette périodicité peut-être observé aussi graphiquement pour les fonc-

tions fa, f 2
a et f 3

a , pour x ∈ [0, 1], la fonction fa(x) présente trois points fixes stable

x∗0 = 0, x∗1 = 1
2 , x

∗
2 = 1, deux points d’un cycle d’ordre 2 stable α1 = 1

4 et α2 = 3
4 pour

a = π, et 22 cycles d’ordre 3 pour a = 5.
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Fig. 3.2− Représentation graphique des fonctions (a) : fa(x), (b) : f 2
a (x) pour a = π, (c) :

f 3
a (x) pour a = 5, où fa(x) = x + a

2π sin(2πx).
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3.6 Synchronisation chaotique

Le diagramme de bifurcation de fa de type Feigenbaum, est représenté dans la

Figure 3.3, x par rapport à a, pour a ∈ [−4, 4]. L’intervalle a ∈ [−2, 2] dans lequel les

points fixes x∗1, x∗2 sont stables, et l’intervalles [a′, a′′], [a′1, a′′1] représentent les bassins

d’attraction pour les deux solutions symétrique (cycle d’ordre 2) produit de la bifurcation

fourche pour a = a′ = π et a = a′1 = −π.

La valeur a′ < a ≃ 3.528 < a′′ (resp. a′1 < a ≃ −3.528 < a′′1) représente la première

valeur d’accumulation de la première cascade de Marberg, liées à la séquence de bifurcation

de type flip à partir de point fixe x∗1(resp. x
∗
2), avec la transition vers le chaos. La bifurcation

de type flip de x∗1(resp. x
∗
2) ouvre la première boite du deuxième type [voir [41]], et la valeur

a = a′′′ = 3.890 (resp. a = a′′′1 = −3.890) est la fermeture da la première boite de seconde

type.

Sur la diagonale principale ∆, le couplage disparaît, et la dynamique coïncide avec

celle de la récurrence unidimensionnelle fa(x). Ainsi, pour a > a′′′, la dynamique sur la

diagonale principale ∆ donne un attracteur chaotique à une bande. Pour a′′ < a < a′′′ on

peut observer un attracteur chaotique à deux bandes, et pour a∗∗ < a < a′′ nous avons la

coexistence de deux attracteurs chaotiques à multibandes.

Pour les valeurs du paramètre de non linéarité, où la récurrence fa(x) montre le

chaos à quatre bandes, on peut observer la coexistence de deux attracteurs synchronisés à

quatre bandes, ceci est illustré dans la Figure 3. 4 (a) et (b), (a) pour la transformation T1,

a = 3.54, b = 1.3, (b) : pour la transformation T2, a = 3.54, b = 1.6, et la Figure 3. 4 (c)

pour la transformation T3, a = 3.60, b = 2.10, nous remarquons l’existence de la coexistence
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de deux attracteurs synchronisés à deux bandes. Les deux attracteurs synchronisés à quatre

bandes (a), (b) et à deux bandes (c) sont indiqués par des segments le long de la diagonale

principale ∆, et leurs bassins d’attraction (vert et rose) sont des bassins ridés.

Notez que la récurrence couplée unidirectionnelle T3 (c = 1) a une ligne de syn-

chronisation invariante y = x, mais il n’ya pas de symétrie, de même pour la récurrence

T2 (0 < c < 1).

La Figure 3. 5 (a) montre un attracteur synchronisé à deux bandes chaotiques qui

coexiste avec deux attracteurs asynchrone de période-2 chaotiques pour a = 3.66 et b = 0.83

et c = 0.5. Par contre pour c = 0, nous avons la possibilité d’obtenir l’antisynchronisation

chaotique, c’est à dire l’apparition de l’antidiagonale y = 1− x.

Fig.3.3− Diagramme de bifurcation de fa définie dans (3.5), x par rapport à a, les intervalles

[a′, a′′] et (resp. [a′1, a
′′
1]) indiquent les bassins d’attraction pour les attracteurs symétriques

produit de la bifurcation fourche à a = a′ = π (resp. a = a′1 = −π).
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(a) (b)

(c) (d)

Fig.3.4− Les attracteurs coexistant et les bassins d’attraction pour (a) : deux attracteurs

chaotiques synchronisés à quatre bandes a = 3.54, b = 1.3, c = 0 (b) : deux attracteurs

chaotiques synchronisés à quatre bandes a = 3.54, b = 1.6, c = 0.5, (c) deux attracteurs

chaotiques synchronisés à deux bandes, a = 3.60, b = 2.1, c = 1, et (d) Zoom de (c).
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(a) (b)

Fig.3.5− (a) : Un attracteur synchronisé à deux bandes chaotiques coexiste avec deux

attracteurs asynchrone de période-2 chaotiques (développés à partir de cycles principaux par

rapport à l’antidiagonale). a = 3.66, b = 0.83, c = 0.5. (b) : Zoom d’une partie de (a) pour

observer la structure du bassin, les états chaotiques synchronisés sont asymptotiquement

stables, les ensembles chaotiques sont faiblement stable, et les bassins d’attraction sont

ridés.
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3.7 Restriction de T à l’antidiagonale ∆−1

Maintenant nous nous intéressons à la dynamique de T restreinte à l’antidiagonale

∆−1. Soit (x, 1− x) ∈ ∆−1 et (x1, y1) = T (x, 1− x), alors la restriction T/∆−1 est :






x1 = fa (x)− (1− c) b
2π sin (4πx)

y1 = 1− fa (x) + b
2π sin (4πx)

(3.16)

avec :

fa (x) = x +
a

2π
sin (2πx) (3.17)

Remarquons que seules les récurrences symétrique, c’est à dire c = 0 possède un

invariant ∆−1 à savoir l’ antidiagonale ∆−1 = {x + y = 1}, notez l’absence de cet invariant

dans le cas où les transformations sont non symétrique, donc la transformation T (2.1) ne

possède pas l’antisynchonisation chaotique pour 0 < c ≤ 1.

Le long de cette diagonale {(x, 1−x)} ⊂ R2, la transformation T1 se réduit à une récurrence

unidimensionnel :

fa,b(x) = fa (x)− b

2π
sin (4πx) (3.18)

Les points fixes de fa,b, solutions de l’équation x = fa,b(x), sont :

x∗k =
1

2
k, et x1,2 =

1

2π
[arctan(±

√
4b2 − a2

b
,
a

b
)], k ∈ Z (3.19)
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avec :

arctan(u, v) = −i ln
u + iv√
u2 + v2

(3.20)

La valeur propre pour les points fixes sont :

S =
∂fa,b(x)

∂x
(3.21)

Dès lors

S = 1 + a cos(2πx)− 2b cos(4πx) (3.22)

Notez que pour (a, b) = (0, 0) le multiplicateur S = 1, quelque soit x ∈ R.

Dans le plan des paramètre (a, b), nous étudions la stabilité de ces points fixes.

• Pour k = 2l, l ∈ Z, les points fixes x∗k = 1
2k, notés x∗1 sont attractifs si et seulement si

a ∈]− 2, 0[ et b ∈]12a, 1 + 1
2a[, c’est à dire (a, b) appartiennent à la région de couleur

jaune dans la Figure 3.6.

• Pour k = 2l + 1, l ∈ Z, les points fixes x∗k = 1
2k, notés x

∗
2 sont attractifs si et seulement si

a ∈]0, 2[ et b ∈]− 1
2a, 1− 1

2a[, (a, b) appartiennent à la région de couleur verte dans

la Figure 3.6.

• Les points fixes xi, i = 1, 2 sont attractifs si et seulement si (a, b) appartiennent à la

région de couleur blue de la Figure 3.6, pour a ∈] − 2.828, 0[, b ∈] − 1
2 − 1

2

√
1 + a2,

1
2a[ et a ∈]0, 2.828[, b ∈]− 1

2 − 1
2

√
1 + a2, −1

2a[.
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Fig.3.6− Figure donnant les régions de stabilité des points fixes dans le plan (a, b) de la

transformation unidimensionnel fa,b(x).

3.8 Courbes de bifurcation

La construction des courbes de bifurcation de type fold Λj

(k)0
(pour S = +1) et

flip Λj
k (pour S = −1). Les équations à vérifées sont :






f k(x, a, b)− x = 0

∂f k

∂x
(x, a, b)− S = 0

S = ±1

(3.23)

Pour la récurrence unidimensionnel (3.18), nous avons :
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∂f

∂x
(x, a, b) = 1 + a cos(2πx)− 2b cos(4πx) (3.24)

donc les courbes de bifurcation fold et flip d’un point fixe satisfont le système d’équations

suivant :






a
2π sin(2πx)− b

2π sin(4πx) = 0

1 + a cos(2πx)− 2b cos(4πx) = ±1

(3.25)

Les équations des courbes de bifurcation fold Λj

(1)0
et flip Λj

1 pour les points fixes {x
∗
1,

x∗2, xi, i = 1, 2} sont :

Points fixes Λj
1 et Λj

(1)0

x∗1 = 1
2k, k = 2l, l ∈ Z Λ11 : b = 1 + 1

2a
Λ1(1)0 : b = 1

2a

x∗2 = 1
2k, k = 2l + 1, l ∈ Z Λ21 : b = 1− 1

2a
Λ2(1)0 : b = −12a

x1, 2 = 1
2π

[
arctan(±

√
4b2−a2
b

, a
b
)
]

Λ31 : b = −1
2 + 1

2

√
1 + a2

Λ41 : b = −1
2 − 1

2

√
1 + a2

Λ51 : b = −1
4 a2

Λ3(1)0 ≡ Λ1(1)0
Λ4(1)0 ≡ Λ2(1)0

Nous représentons dans la Figure 3.7 les courbes de bifurcation Λj

(1)0
et Λj

1 pour

les points fixes {x∗1, x∗2, xi, i = 1, 2}, avec les coordonnées des singularités de type nœuds

sont :
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NP1 : a = −2, b = −1, x = x∗1

NP2 : a = 2, b = −1, x = x∗2

(3.26)

Fig.3.7− Courbes de bifurcations des points fixes de la récurrence antidiagonale (3.18).

3.9 Représentation graphique de la récurrence antidiagonale

Selon la valeur du paramètre de couplage b, la fonction fa,b(x) prend des formes

différentes. Ceci est illustré dans les Figure 3.8.
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(a) (b)

Fig.3.8− Graphiques de la fonction fa,b dans la direction de l’antidiagonale, (a) : a = π et

b = 1, (b) : a = π et b = −2.5, dans (b) la récurrence est multimodale.

3.10 Étude de restriction de T à ∆−1 dans le plan des para-

mètres

Les Figures 3. 9 montre un exemple de diagramme de bifurcation pour la récur-

rence antidiagonale fa,b.

Dans la Figure 3. 9(a) la bifurcation de doublement de période qui se produit pour b = 1−

a
2 est supercritique pour une valeur de a < 8

3 . La transition devient sous-critique pour le

point de bifurcation (83 , −1
3), et pour les valeurs négatives d’un diagramme de bifurcation

de la Figure 3. 9(a), la récurrence antidiagonale admet quatre extrema. Après la bifurcation

fourche du point fixe 1
2 pour b = −a

2 , deux points fixes symétriques naissent et subissent,

chacun de son côté, une cascade de doublement de période vers le chaos, suivie de la fusion

des deux attracteurs chaotiques à la limite b ≃ −2.30. Cependant, avant cela se produit une
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nouvelle bifurcatin donnant naissance à un cycle d’ordre 2 par une bifurcation fold pour

b = −2.16.

Dans la Figure 3. 9(b) pour a = π, cette Figure illustre le caractère sous-critique de la bifur-

cation de doublement de période pour b = 1− a
2 et la bifurcation fold par laquelle la période

de cycle 2 est stabilisé. Au même temps, la Figure illustre comment la bifurcation fold, dans

laquelle est né le cycle à large amplitude et à période-2 à gauche dans le diagramme, s’est

déplacée vers la droite. Les deux bifurcations fold coïncide près de b = −1.
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(a)

(b)

Fig.3.9−Diagramme de bifurcation dans le plan (b, x), (a) : a = 2.6 (b) : a = π.
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3.11 Antisynchronisation chaotique

Fig.3.10− (a) Une bande attracteur chaotique antisynchronisé pour T1, a = π, b = −2.65,

(b) deux attracteurs chaotiques formant une bande antisynchronisation coexistent, pour T1,

a = −2, b = −2.70, avec (x, y) ∈ [0, 1]2.

3.12 Courbes invariantes

Les courbes invariantes [32], [28] notées (CI) sont des singularités de dimension

un, passant par les cycles d’ordre k de type col. Nous avons calculé les valeurs propres dans

le chapitre 2, paragraphe 2.1.1(b).

Considérons les points de type col ; notés Xf = (xf , yf ) qui sont les points fixes

P ∗3 et P ∗4 (P
∗
3 = (12k, l), k = 2k′ + 1, (k′, l) ∈ Z2 et P ∗4 = (k, 12 l), l = 2l′ + 1, (k, l′) ∈ Z2).

Les vecteurs propres pour Xf = P ∗3 sont de la forme :
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−→
V 1 =

[
1
2
−2a+bc−

√
V1

b
, 1
]

−→
V 2 =

[
1
2
−2a+bc+

√
V1

b
, 1
] (3.27)

Et pour Xf = P ∗4 sont de la forme :

−→
V
′

1 =
[
1
2
2a+bc−

√
V2

b
, 1
]

−→
V
′

2 =
[
1
2
2a+bc+

√
V2

b
, 1
] (3.28)

Avec : 




V1 = (2a + bc)2 + 4b2(1− c)

V2 = (2a− bc)2 + 4b2(1− c)

(3.29)

3.12.1 Les pentes

Les valeurs des pentes V Pi, i = 1, 2 des courbes invariantes en Xf sont données

par :

V Pi =
Si − ∂F (x,y,a,b,c)

∂x
∂F (x,y,a,b,c)

∂y

=
∂G(x,y,a,b)

∂x

Si − ∂G(x,y,a,b)
∂y

(3.30)

Où Si, i = 1.2 sont des valeurs propres de DT (Xf )

∗ Si Xf = P ∗3 on a :

V Pi =
1

2

2a + bc±
√
V1

(c− 1)b
, i = 1, 2 (3.31)

∗ Si Xf = P ∗4 on a :

V Pi =
1

2

−2a + bc±
√
V2

(c− 1)b
, i = 1, 2 (3.32)
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La valeur Bi de la courbure au point fixe de type col Xf = (xf , yf ) de la courbe

invariante de pente V Pi est donnée par l’égalité :

Bi =
[∂

2F
∂x2

+ 2(V Pi)
∂2F
∂x∂y

+ (V Pi)
2 ∂2F
∂y2

]V Pi − [∂
2G
∂x2

+ 2(V Pi)
∂2G
∂x∂y

+ (V Pi)
2 ∂2G
∂y2

]

∂G
∂y
− (V Pi)

∂F
∂y
− (∂F

∂x
+ (V Pi)

∂F
∂y

)2
(3.33)

Soit X1 = (x1, y1) tel que :






x1 = xf + s

y1 = yf + (V Pi)s + Bi
2 s2

(3.34)

Où :

s =
H

√
1 + (V Pi)2

(3.35)

Comme les valeurs des dérivées secondes de F et G sont nul, alors la valeur de la

courbure Bi = 0. Dans ce cas nous avons que les équations de la courbure sont des équations

de droites :
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x1 = xf + s

y1 = yf + (V Pi)s

(3.36)

Remarque 3.1

Quand le paramètre c = 1 où le couplage de la transformation T non symétrique et

unidirectionnel, les pentes (V Pi), i = 1, 2 tend vers l’infini et s = 0, dans ce cas nous avons

que les équations de la courbure sont des équations de droites, alors l’une des branches de

la courbe invariante est horizontale et l’autre est verticale.

Les deux branches d’une courbes invariantes représentent les propriétés suivantes

[10] :

Propriétés 3.1

− Le conséquent par T d’un segment horizontal est un segment vertical et inversement.

− L’antécédent par T d’un segment horizontal est un segment vertical et inversement.

3.13 Bassins d’attraction

Nous étudions dans ce paragraphe, les bassins d’attraction des cycles attractifs.

Les propriétés fondamentales de la frontière du bassin d’attraction [22] et [53] sont :
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Propriétés 3.2

− Cette frontière est invariante par application de T n et T −n, n = 1, 2, ...

− Cette frontière est constituée par de arcs de courbes invariantes passant par des points

fixes et des cycles répulsifs, et par leurs antécédents.

La Figure 3.11 représente les quatre bassins d’attraction des cycles d’ordre 1 at-

tractifs, pour a = −1.9, b = 0.03 et c ∈ [0, 1[. Les zones de quatre couleurs différentes

représentent les bassins d’attraction de quatre points fixes attractifs (0, 0), (0, 1), (1, 0),

(1, 1).

Nous pouvons observer sur cette Figure l’existence de :

− Quatre points fixes de type col (12 , 0), (12 , 1), (0, 12), (1, 12).

− Un seul point fixe nœud instable (12 ,
1
2).

De même, nous avons représenté dans la Figure 3.12 les positions des points fixes

associés à la Figure 3.11 ainsi que les courbes invariantes CI1 et CI2 passant par les points

fixes de type col, qui limitent les quatre bassins d’attraction.

Figure 3.13 est obtenue pour les mêmes valeurs des paramètres que ceux utilisés pour la

Figure 3.11, avec (x, y) ∈ [−1.1, 1.1]2, cette Figure représente les neuf bassins d’attraction

des cycles d’ordre 1 attractifs; nous avons représenté les positions de ces points fixes dans la

Figure 3.14, avec les courbes invariantes CI1, CI2, CI3 et CI4 passant par les points fixes

de type col, et qui limitent les bassins d’attraction.
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Fig.3.11− Quatre bassins d’attraction des points fixes attractifs, a = −1.9, b = 0.03, et

quelque soit c ∈ [0, 1], (x, y) ∈ [−0.2, 1.2]2.

F ig.3.12− Les courbes invariantes (CI) limitent les bassins d’attraction.
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Fig.3.13− Neuf bassins d’attraction des points fixes attractifs a = −1.9, b = 0.03, et c ∈ [0,

1], (x, y) ∈ [−1.1, 1.1]2.

Fig. 3.14− Les courbes invariantes (CI) limitent les bassins d’attraction.
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3.14 Diagramme de bifurcation de T dans le plan (b, x).

Les Figures suivantes donnent une partie du diagramme de bifurcation de type

Feigenbaum [19], [27] de notre système dans le plan (b, x) par une variation du troisième

paramètre c, pour b ∈ [−3, 3] , et a est fixé à 3.

Dans le cas c = 0 (Figure 3.15 (a)), et b ≃ −0.75 un nouveau cycle d’ordre 2 stable

apparaît dans une bifurcation noeud-col (les points de cycle d’ordre 2 sont (0.262, 0.262),

(0.738, 0.738)). Après cela, le cycle continue (pour b ≥ 0) de subir des bifurcations qui

conduisent au chaos. Et pour b ≤ − 1, le point fixe instable (12 ,
1
2) subit une nouvelle bifur-

cation pour b = −1.5 puis un cycle d’ordre 2 apparaît et continue de subir des bifurcations,

cette cascade de bifurcation donne lieu au chaos.

Dans la Figure 3.15 (c), (c = 0.65), chacun de cycles d’ordre 2 subit une cascade

de doublement de période à partir de b = b1 et ensuite un cycle d’ordre 4 apparaît, et le

cycle d’ordre 4 bifurque pour b = b2 puis un cycle d’ordre 8 apparaît, et pour c = 0.72

(Figure 3.15 (d)) nous observons que :

− Pour b ∈ [b1, b2[ ⇒ bassin d’attraction d’un cycle d’ordre 4.

− Pour b ∈ [b2, b3[ ⇒ bassin d’attraction d’un cycle d’ordre 8.

− Pour b ∈ [b3, b4[ ⇒ bassin d’attraction d’un cycle d’ordre 16.

− Pour b ≤ b4 ⇒ s’accumulent avec la transition vers le chaos.

Le cas limite de couplage asymétrique avec c = 1 (Figure 3.15 (f)) correspond au

couplage unidirectionnel. De cette façon, le cycle d’ordre 2 est présenté sans aucune modi-

fication qualitative (aucune cascade de bifurcation) dans la direction de x.
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Fig. 3.15− Diagramme de bifurcation de T dans le plan (b, x) avec b ∈ [−3, 3] , a = 3

(fixé), pour (a) : c = 0, (b) : c = 0.60, (c) : c = 0.65, (d) : c = 0.72, (e) : c = 0.90, et (f) :

c = 1.
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3.15 Lignes critiques

La transformation T définie en (2.1) est non inversible (TNI). Cela signifie que,

étant donné un point (z, t) ∈ R2 est l’antécédent de rang1, T −1(z, t) peut être plus que un,

c’est à dire, T −1 est une relation à valeurs multiples. Ces préimages (antécédents) peuvent

être calculées en résolvant, par rapport à x et y inconnues, le système algébrique (3.37), qui

peut être écrit sous la forme






z = fa (x) + (1− c)bg(x, y),

t = fa (y) + bg(y, x),

(3.37)

avec :

fa(x) = x +
a

2π
sin(2πx), (3.38)

et :

g(x, y) =
1

2π
sin(2π(y − x)) (3.39)

Il est difficile de résoudre ce système analytiquement, nous avons donc construit les courbes

par des méthodes numériques. L’étude numérique nous a permis de conclure qu’il peut y

avoir 1, 3, 5, 7 et 9 solutions. Conformément à la terminologie de [42], nous désignons par

Zk une région dont les points ont k préimages distinctes.
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En fait, LC−1 est défini comme le lieu des antécédents de rang1 des points de LC, en tout

voisinage d’un point de LC−1 il y a au moins deux points distincts cartographiés par T

dans le même point à proximité de LC, c’est à dire LC = T (LC−1).

Pour la transformation T (2.1) qui est différentiable, l’équation de la courbe critique LC−1

dans le plan (x, y)∈ R2 est donnée par :

LC−1 : 1 + a[cos(2πx) + cos(2πy)] + a2 cos(2πx) cos(2πy)+

ab cos(2π(x− y))[cos(2πy)− cos(2πx)]

−bc cos(2π(x− y))[1 + a cos(2πy)] = 0.

(3.40)

Par conséquent, si le paramètre 0 ≤ c < 1, LC−1 est constitué par cinq branches,

notée par LC
(j)
−1, j = 1, ..., 5, située symétriquement par rapport à la diagonale ∆ et aussi

par rapport à l’antidiagonale ∆−1 (Figure 3.16 (a), (b), (c)).

De même LC = T (LC−1) est a également l’union de cinq branches, notées LC(j) =

T (LC
(j)
−1), j = 1, ..., 5, et chaque partie de l’ensemble critique LC sépare deux régions Zk

et Zk+2, k = 1, 3, 5 et 7 (Figure 3.17, (a), (b), (c) et (d)) [1], [11], [12], [20], de même

les branches LC situées symétriquement par rapport à la diagonale ∆ et à l’antidiagonale

∆−1 ; on observe aussi que les branches LC(j), j = 1.4 possèdent quatre points cuspidaux

C(j), j = 1.4 dans Z3.

Quand le paramètre c = 1 on a les remarques suivantes:

• LC−1 est constitué par quatre branches, notée par LC
(j)

′

−1 , j = 1, ..., 4, et LC est également

formé par quatre branches, dites LC(j)
′

= T3(LC
(j)′

−1 ), j = 1, ..., 4 car :

− Il y a le contact entre les branches LC
(5)
−1 avec LC

(4)
−1 et LC

(1)
−1 pour c = 0.88,

a partir de cette dernière valeur de c, LC
(5)
−1 touche deux les branches LC

(2)
−1 et
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LC
(3)
−1 (Figure (3.16) (d)), ce qui donne naissance aux quatre nouvelles courbes

LC
(1)

′

−1 , LC
(2)

′

−1 , LC
(3)

′

−1 , LC
(4)

′

−1 .

− La première partie de la courbe LC(5) avec une partie de la courbe LC(4) et

une partie de LC(2) se confondent et donnent naissance à une nouvelle courbe

LC(2)
′

= T3(LC
(2)

′

−1 ).

− La deuxième partie de la courbe LC(5) se confond avec une partie de la courbe

LC(1) et une partie de LC(3), ce qui donne une nouvelle courbe LC(1)
′

=

T3(LC
(1)

′

−1 ), LC(1)
′

, LC
(1)

′

−1 , LC(2)
′

, LC
(2)

′

−1 sont des droites.

− La troisième partie de la courbe LC(5) avec une partie de la courbe LC(1) et

une partie de LC(2) se confondent et donnent naissance à une nouvelle courbe

LC(3)
′

= T3(LC
(3)

′

−1 ).

− Et la dernière partie de la courbe LC(5) avec une partie de la courbe LC(3) et

une partie de LC(4) se confondent et donnent naissance à une nouvelle courbe

LC(4)
′

= T3(LC
(4)

′

−1 ).

• Les points cuspidaux C(j), j = 1.4 ont disparu à cause de ces contacts entre ces courbes

(Figure 3.17 (d)).

Pour étudier les évolutions des lignes critiques LC et leurs antécédents LC−1 de la

transformation T , nous fixons les valeurs des paramètres a = 3, b = 0.41 et faisons

varier le paramètre c, on a les situations suivantes (Figures 3.16, 3.17 (a),(b), (c) et

(d)).
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(a) : a = 3, b = 0.41, c = 0 (b) : a = 3, b = 0.41, c = 0.5

(c) : a = 3, b = 0.41, c = 0.88 (d) : a = 3, b = 0.41, c = 1

Fig.3.16− Evolution des antécédents des lignes critiques pour la récurrence T : courbes

LC−1.
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(a) : a = 3, b = 0.41, c = 0

Fig.1.17− Evolution des lignes critiques LC et les zones Zi , i = 2n+ 1, n = 0.4 dans

le plan (z, t), courbes LC.

(b) : a = 3, b = 0.41, c = 0.5

Fig.1.17− (Suite) (b) pour : c = 0.5.
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(c) : a = 3, b = 0.41, c = 0.88

Fig.1.17− (Suite) (c) pour : c = 0.88.

(d) : a = 3, b = 0.41, c = 1

Fig.1.17− (Suite) (d) pour : c = 1.
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L’unique point critique de rang 0 notée par C−1 = (c−1, c−1) (point d’un maximum

local) de la restriction (3.5) de T à la diagonale ∆.

Formellement,

LC
(5)
−1 ∩∆ = C−1 = (c−1, c−1), avec c−1 =

1

2π
(π − arccos(

1

3
)) = 0.304 (3.41)

Bien sûr,

LC(5) ∩∆ = fa=3(C−1) = C = (c, c), (3.42)

Avec

c = fa=3(c−1) = c−1 +
3

2π
sin(2πc−1) = 0.754 (3.43)

Si le paramètre c = 1, l’unique point critique de rang 0 est :

LC
(2)

′

−1 ∩ LC
(3)

′

−1 ∩∆ = C−1 (3.44)

et le point critique de rang 1, C = fa=3(C−1) est :

LC(2)
′

∩ LC(3)
′

∩∆ = C (3.45)
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3.16 Bifurcations d’un bassin d’attraction

Une étude sur les bassins d’attraction d’une récurrence T , nécessite une analyse

globale des propriétés de ses inverses. En particulier, si T est une récurrence non inversible,

la structures topologiques des bassins devient complexe, tels que des ensembles non connexes

et/ou ensembles avec des frontières fractales, sont souvent observés.

Nous étudions l’évolution du bassin d’attraction lorsque le paramètre de couplage

b est modifié dans la récurrence T (2.1 (chapitre 2)). En utilisant la terminologie de [42],

[43], nous pouvons mettre en évidence les bifurcations classiques données aux chapitre 1, ces

bifurcations sont directement liées à celles que subit la frontière ∂B d’un tel domaine (bassin)

B. La route vers les frontières du bassin d’attraction, comme le paramètre de couplage b

est varié, est caractérisée par des bifurcations globales, aussi appelées des bifurcations de

contact, c’est une bifurcation bien connu (voir par exemple [42], [46]), en raison de contacts

entre l’ensemble critique et les limites des bassins.

Notre objectif est d’expliquer comment des bassins deviennent fractale, non connexe,

simplement connexe ou multiplement connexe dans les cas : T1 (le couplage symétrique,

c = 0), T2 ( le couplage non symétrique, c = 0.7) et T3 ( le couplage non symétrique et

unidirectionnel c = 1) pour la valeur fixe de a = 3.

En effet, considérons les notations suivantes :

− B(Ek) : Bassin d’attraction d’un cycle d’ordre k, (k = 2, 3, ...).

− B(Aj) : Bassin d’attraction d’un attracteur chaotique, j représente le nombre

d’un attracteur chaotique.
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Dans les trois cas nous avons :

∗ Le point fixe P = (12 ,
1
2) ∈ ∆ ∩∆−1 qui est un noeud instable.

∗ Deux points Q1 = (0.738, 0.738), Q2 = (0.262, 0.262) sont des points d’un cycle d’ordre

2 noté E2 ∈ ∆, qui est un noeud stable.

1) Pour la transformation T1 (cas 1 : c = 0) :

Lorsque le paramètre de couplage b est modifié dans le sens croissant de la valeur

0.37 à la valeur 0.7004, on a les situations suivantes :

− Pour b = 0.37, Figure 3.18, le bassin d’un cycle d’ordre 2 de couleur verte est noté

B(E2) est un ensemble non connexe, les domaines rouge B(E4) et orange B(E8) sont

les bassins de deux différents cycles d’ordre 4 stable notées E
(1)
4 , E

(2)
4 et d’un cycle

d’ordre 8 stable. B(E4) et B(E8) sont des bassins non connexe. Ai
4, i = 1.4 quatre

points d’un cycle d’ordre 4, et Bi
4, i = 1.4 quatre points d’un autre cycle d’ordre 4.

− Nous savons que pour des valeurs appropriées du paramètre b il existe des intervalles

chaotiques pour la restriction T1 etc, et qu’ils sont simplement conséquence des pro-

priétés de la transformation T . Par exemple, à la valeur du paramètre b = 0.384, le

cycle d’ordre 8, de la récurrence T1, subit une bifurcation, en donnant naissance à 8

intervalles chaotiques [35], [11], (voir Figure 3.19), ainsi nous obtenons un ensemble

chaotique à 8-bandes le long de la antidiagonale ∆−1 et leurs bassins d’attraction sont

ridés. Avec deux attracteurs chaotiques asynchrone de période 4 développés à partir

de cycles principaux par rapport à l’antidiagonale, E(1)
4 et E

(2)
4 . Pour b = 0.39 quatre

intervalles chaotiques, sont obtenus par l’union de 8 intervalles chaotiques, et pour

b = 0.55 nous obtenons deux attracteurs chaotiques. La région blanche correspond
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aux bassins d’attraction des attracteurs chaotiques.

− Notons également que l’attracteur est une région chaotique. Le contact de cet attracteur

chaotique avec la frontière de son bassin transformera l’attracteur chaotique en un

répulseur chaotique. Un exemple est exposé ci-dessous (Figure 3.23, pour b = 0.617)

presque tous les points ont des trajectoires divergentes, cependant, la partie tran-

sitoire dans l’ancienne région chaotique présente l’ancienne forme comme une sorte

de fantôme. Cela donne lieu à un transitoire chaotique vers l’infini. Il intéressant de

constater l’importance des structures globales et celle des bifurcations globales dans

l’interprétation de la dynamique des plans dans le contexte appliqué. Ce contact mar-

quera une bifurcation qui cause des changements qualitatifs de la structure des bassins.

Par conséquent, les bassins d’attraction montrent une structure non homogène.

− En effet, nous pouvons avoir des attracteurs simples avec un très petit bassin d’attraction

ou avec une structure fractal, et coexistant avec divers autres attracteurs qui limitent

l’importance de la propriété d’attractivité (voir la Figure 3.24 pour la valeur b = 0.65

zoom).

− En continuant à faire varier le paramètre b de manière continue, et pour b = 0.67, on a

les bassins d’un cycle d’ordre 8 et d’ordre 12 (Figure 3.25), à b = 0.672, il apparaît

encore les bassins d’un cycle d’ordre 4, 8, 12 et 16 (Figure 3.26).

− Et lorsque b = 0.674, on voit deux cycles d’ordre 4 avec des bassins B(E4), de couleur

rouge (Figure 3.27), ainsi que d’autre bassins de structure non homogène entre les

bassins des cycles d’ordre pair 2k, k = 1.10.

− La valeur de bifurcation b = 0.70026 (voir zoom de la Figure 3.29), correspond à un
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nouveau contact entre LC
(1)
−1 et D4 ⊂ B(E4) au point β−1 = LC

(1)
−1 ∩D4, donc β−1

est un point d’intersection limite entre LC
(1)
−1 et D4, avant que ce dernier ne se divise

en deux bassins (ilôts) D
(1)
4 et D

(2)
4 , lorsque la valeur de b = 0.7004 (Figure 3.30).

La structure de bassin, pour toutes les valeurs du paramètre de couplage 0.37 ≤ b ≤

0.7004, dans le cas où c = 0, est non connexe (c’est à dire formé par de nombreuse

parties disjointes), et ils sont symétriques par rapport à ∆−1.

Fig.3.18− B(E2) Bassin de couleur verte d’un cycle 2, B(E4) bassin de couleur rouge de

deux cycle 4 et B(E8) bassin de couleur orange d’un cycle 8, b = 0.37.
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Fig. 3.19− Pour b = 0.384, un ensemble de 8-bandes chaotiques le long de l’antidiagonale et

leur bassin d’attraction est ridé, avec deux attracteurs chaotiques de période 4 asynchrones.

Fig. 3.20− Pour b = 0.39, quatre intervalles chaotiques sont obtenus par la réunion de huit

intervalles chaotiques.
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Fig. 3.21− La région blanche B(Aj), j = 1, 2 est le bassin de deux attracteurs chaotique

Aj , j = 1, 2, b = 0.55.

F ig. 3.22− Contact entre deux attracteurs chaotique aux point fixe P = (12 ,
1
2), b = 0.615.
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Fig. 3.23− Après bifurcation de contact, la structure du bassin est mélangée entre les

bassins des cycles d’ordre pair 2k, k = 1.10, avec transitoire chaotique, b = 0.617.
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Fig. 3.24− Apparition de 8 attracteurs chaotique avec des bassins très petits et leurs fron-

tières sont fractales, b = 0.65.
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Fig. 3.25− Pour b = 0.67, la disparition des attracteurs chaotiques, et l’apparition d’at-

tracteurs simples, cycle d’ordre 8 et cycle d’ordre 12.
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Fig. 3.26− Pour b = 0.672, l’apparition des bassins de cycles d’ordre 4, 8, 12 et 16.
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Fig. 3.27− Deux cycles d’ordre 4 avec des bassins de couleur rouge, de même que d’autres

bassins mixte entre les cycles d’ordre 2k, k = 1, 10, b = 0.674.
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Fig. 3.28− Pour b = 0.70, évolution du bassin d’attraction des cycles d’ordre 4
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Fig. 3.29− Pour b = 0.70026, nouveau contact entre LC
(1)
−1 et D4 ⊂ B(E4) au point β−1 =

LC
(1)
−1 ∩D4.
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Fig. 3.30− Pour b = 0.7004, bifurcations d’un changement du nombre des bassins (D4 se

divise en deux bassins (ilôts) D
(1)
4 et D

(2)
4 ).
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2) Pour la transformation T2 (cas 2 : 0 <c = 0.7 < 1) :

Lorsque le paramètre de couplage b est modifié dans le sens croissant de la valeur

0.46 à la valeur 1.02, on a les situations suivantes :

− Afin de comprendre comment les structures de bassins complexes sont obtenus, nous

commençons par la situation dans laquelle B(E2) est le bassin de couleur verte d’un

cycle d’ordre 2 noeud stable, a un forme simple, comme celui montré dans la Figure

3.31, obtenues pour b = 0.46, B(E2) est un ensemble non connexe. Les domaines rouge

B(E4) et orange B(E8) sont les bassins de cycle d’ordre 4 et d’ordre 8 respectivement.

− A partir de b = 0.478 (Figure 3.32), B(E4) disparaît, et simultanément apparaît le bassin

B(E16) d’un cycle d’ordre 16, couleur violette sur la Figure, à b = 0.55 nous obtenons

4 parties d’attracteurs chaotique provenant d’une cascade de bifurcations flip de cycles

d’ordre 4×2i, i = 0, 1, 2, et les zones non connexe de couleur blanche, sont les bassins

d’attraction de deux attracteurs chaotique notées B(Aj), j = 1, 2 ici b = 0.72.

− Pour 0.805 ≤ b ≤ 0.815, les bifurcations du bassin "B(Aj), j = 1, 2 non connexe ←→

B(Aj), j = 1, 2 multiplement connexe". La Figure 3. 35, nous montre numériquement

cette bifurcation de contact ; le contact entre la frontière du bassin d’un cycle d’ordre

2, B(E2), avec une branche de la courbe critique, notée LC(5) qui traverse B(E2)

laissant deux régions de B(E2), H0 ∈ Z3 et K0 ∈ Z3, délimitées par LC(5). Donc on

a trois préimages distinctes de rang 1, qui forment l’ensemble H−1 = T−12 (H0) trou

à l’intérieur du bassin considéré B(A2), de même on a trois préimages distinctes de

rang 1, qui forment l’ensemble K−1 = T−12 (K0) trou à l’intérieur du bassin B(A1).

Ensuite, les deux régions H−1 ∈ Z7 et K−1 ∈ Z7 ayant une suite infinie de préimages
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à l’intérieur du bassin B(Aj), j = 1, 2, et toutes ces zones sont des trous (ou sont des

petites portions de B(E2)), donc un bassin B(Aj), j = 1, 2 est transformé à partir

d’un bassin non connexe en un bassin multiplement connexe, constitué par un nombre

infini des petits ensembles de B(E2) disjoints.

− A partir de b = 0.816 jusqu’à b = 0.82, on voit q’il y a un contact de ces deux at-

tracteurs chaotique avec la frontière de son bassin, les bassins d’attraction B(Aj),

j = 1, 2 montrent une structure mélangée entre les bassins des cycles d’ordre pair

2k, k = 1.10 (voir Figure 3.37), en particulier les bassins de couleur verte B(E2) qui

est non connexe. Ce contact va transformer les attracteurs chaotique Aj, j = 1, 2 en

transitoires chaotique, et son bassins B(Aj), j = 1, 2 disparaît.

− En continuant à faire varier le paramètre b de manière continue, et après l’union d’un

nombre infini de petits ensembles de B(E2), nous obtenons la bifurcation "B(E2) non

connexe ←→ B(E2) connexe" voir la Figure 3.38 pour b = 1.02.
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Fig. 3.31− B(E2) Bassin de couleur verte d’un cycle d’ordre 2, B(E4) bassin de couleur

rouge d’un cycle d’ordre 4 et B(E8) bassin de couleur orange d’un cycle d’ordre 8, b = 0.46.

F ig. 3.32− B(E2), B(E8) et B(E16) Bassin de couleur violette d’un cycle d’ordre 16, pour

b = 0.478.
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Fig. 3.33− 4 parties des attracteurs chaotique sont résultent d’une cascade de bifurcations

flip de cycles d’ordre 4× 2i, i = 0, 1, 2, pour b = 0.55.

F ig. 3.34− La région non connexe de couleur blanche, B(Aj), j = 1, 2 est le bassin de deux

attracteurs chaotique Aj, j = 1, 2, pour b = 0.72.
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Fig. 3.35− Bifurcation de contact pour b = 0.805 "B(Aj) non connexe ←→ B(Aj) multi-

plement connexe, j = 1, 2".

Fig. 3.36− B(E2) non connexe, B(Aj) multiplement connexe, j = 1, 2, contact de deux

attracteurs chaotique Aj avec la frontière de B(Aj), j = 1, 2, ici b = 0.815.
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Fig. 3.37− Après le contact, B(Aj), j = 1, 2 montrent une structure mélangée entre les

bassins de cycles d’ordre pair 2k, k = 1.10, les attracteurs chaotique Aj , j = 1, 2 deviennent

des transitoires chaotique, pour b = 0.82.

Fig. 3.38− La disparition de B(Aj), j = 1, 2, et B(E2) devient connexe, la bifurcation

"B(E2) non connexe←→ B(E2) simplement connexe" pour b = 1.02.
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Dans le cas où 0 < c = 0.7 < 1, et dans le diagramme de bifurcation, nous avons

trouvé successivement

"bassin non connexe ←→ bassin multiplement connexe" et

"bassin non connexe ←→ bassin simplement connexe".

3) Pour la transformation T3 (cas 3 : c = 1) :

Dans le cas où la transformation de couplage non symétrique et unidirectionnel,

nous pouvons analyser la structure des bassins, B(E2) et B(Aj), j = 1, 2, bassin de couleur

verte d’un cycle d’ordre 2 stable, E2 et bassin d’un deux attracteurs chaotique Aj, j = 1,

2 respectivement. Nous pouvons caractériser les bifurcations qui provoquent leurs change-

ments qualitatifs lorsque le paramètre de couplage b varie dans le sens croissant de la valeur

0.83 à la valeur 1.42.

− Partons d’une situation dans laquelle les deux bassins B(E2) et B(Aj), j = 1, 2, sont

non connexes, comme celui montré dans la Figure 3.39, obtenu pour b = 0.83; la

bifurcation de contact de la frontière des bassins B(E2) et B(Aj) j = 1, 2 avec les

branches des courbes critiques notées LC(3)
′

et LC(4)
′

, va conduire à B(E2) et B(Aj),

j = 1, 2 multiplement connexe. Cela est montré numériquement dans la Figure 3.40

pour b = 0.86, c’est à dire relié avec des trous (des petits bassins ou bien lacs) Hi,

Ki, Ui et Vi (i = ...,−2, −1). Juste après la bifurcation de contact, deux portions de

B(E2), H0 ∈ Z5 et K0 ∈ Z5, délimitées par LC(4)
′

et LC(3)
′

respectivement. Ainsi on

a cinq préimages distinctes de rang 1, qui forment H−1 = T−13 (H0), et cinq préimages

distinctes de rang 1, qui formentK−1 = T−13 (K0), les ensemblesK−1 ∈ Z7 etH−1 ∈ Z7

sont des trous à l’intérieur du bassin B(Aj) j = 1, 2 respectivement. H−1 ayant sept



149

préimages distinctes, qui forment : H
(1)
−2 ∈ Z3, H

(2)
−2 ∈ Z1, H

(3)
−2 ∈ Z5, H

(4)
−2 ∈ Z9,

et K−1 ayant sept préimages distinctes, qui forment aussi : K
(1)
−2 ∈ Z3, K

(2)
−2 ∈ Z1,

K
(3)
−2 ∈ Z5, K

(4)
−2 ∈ Z9, et ainsi de suite. Ces préimages sont en nombre infini. Puisque

H0 et K0 sont des parties de B(E2) aussi leurs préimages appartiennent à B(E2).

Dans cette situation (b = 0.86) nous avons une bifurcation "B(Aj), (j = 1, 2) non

connexe ←→ B(Aj), (j = 1, 2) multiplement connexe".

− Ainsi que pour b = 0.89 (Figure 3.41) on voit q’il y a deux portions de B(Aj), j = 1, 2,

U0 ∈ Z5 et V0 ∈ Z5, délimitées par LC(4)
′

et LC(3)
′

respectivement. Comme expliqué

dans le dernier paragraphe, U0 et V0 ayant cinq préimages distinctes de rang 1, qui

forment U−1 = T−13 (U0) ∈ Z5 ∩ Z7 et V−1 = T−13 (V0) ∈ Z5 ∩ Z7 respectivement. U−1

et V−1 sont des trous à l’intérieur du bassin B(E2), cela signifie que nous avons une

bifurcation "B(E2) non connexe ←→ B(E2) multiplement connexe".

Encore quelques préimages de rang 1 de U−1 et de V−1 ayant cinq préimages distinctes

de rang 2, et les autres préimages ayant sept préimages distinctes de rang 2 forment

respectivement U
(1)
−2 ∈ Z5, U

(2)
−2 ∈ Z9 et V

(1)
−2 ∈ Z5, V

(2)
−2 ∈ Z9.

− Quand le paramètre b augmente, les lacs se rapprocher des limites extérieure de B(E2)

et B(Aj), j = 1, 2 (voir Figure 3.42 pour b = 1.1), vers (x1 = 1
2 , x2 = 0.1373,

x3 = 0.8627, ...), nous avons plusieurs limites extérieure de B(E2) et B(Aj), j = 1, 2,

on a par exemple plus que trois limites extérieure de B(E2) et B(Aj), j = 1, 2 , si

x ∈ [0, 0.003] (Figure 3.43, zoom de Figure 3.42). Nous observons l’union d’un nombre

infini de petits ensembles de B(E2), D1 = H
(1)
−2 ∪H

(2)
−2 , D2 = K

(1)
−2 ∪K

(2)
−2 , la structure

du bassin devient très compliqué avec des frontières fractales.
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− Pour b = 1.35 (Figure 3.45), nouveaux contact de deux attracteurs chaotique A1, A2 avec

la frontière de ses bassins B(Aj), j = 1, 2, en conséquence, les bassins d’attractions

B(Aj), j = 1, 2, disparaissent, et les attracteurs chaotique A1, A2 se transforment

en transitoires chaotique à l’intérieur du bassin B(E2), et le bassin d’un cycle d’ordre

2 stable devient maintenant simplement connexe (Figure 3.46, b = 1.42). Ce der-

nier contact marquera une bifurcation : "B(E2) multiplement connexe ←→ B(E2)

simplement connexe".

Fig. 3.39− Les deux ensembles B(E2) et B(Aj), j = 1, 2 sont des bassins non connexe, pour

b = 0.83.
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Fig. 3.40− B(E2) non connexe, B(Aj), j = 1, 2 devient multiplement connexe après la

bifurcation de contact entre les B(Aj), j = 1, 2 et LC(3)
′

, LC(4)
′

respectivement, b = 0.86.

F ig. 3.41− B(E2) et B(Aj), j = 1, 2 deviennent multiplement connexe, pour b = 0.89.
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Fig. 3.42− Les trous deviennent plus grands et se rapprochent des limites extérieures de

B(E2) et B(Aj), j = 1, 2, la limite extérieure principale est x = 1
2 , b = 1.1.

Fig. 3.43− Zoom de Figure (3. 42), pour voir les limites extérieure de B(E2) et B(Aj),

j = 1, 2, quand x ∈ [0, 0.003].
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Fig. 3.44− Une suite infinie de préimages des trous, et la structure des bassins deviennent

très compliqué, b = 1.24.

Fig. 3.45− Les bassins d’attraction sont fractales, d’après le contact de deux attracteurs

chaotique A1, A2 avec les frontières des bassins, pour b = 1.35.



154

Fig. 3.46− B(E2) devient connexe, c’est-à-dire la bifurcation "multiplement connexe ←→

simplement connexe" avec des transitoires chaotique. B(Aj), j = 1, 2 qui ont disparaître,

b = 1.42.

Dans le cas où c = 1, et dans le diagramme de bifurcation, nous avons trouvé

successives :

"bassin non connexe ←→ bassin multiplement connexe" et

"bassin multiplement connexe ←→ bassin simplement connexe".

3.17 Attracteur chaotique et zones absorbantes

Dans la suite de ce chapitre, nous allons montrer quelques attracteurs chaotique

pour la transformation T dans le plan (x, y), voir les Figures (3.47(a), 3.48(a), 3.49(a),

3.50(a)), ces attracteurs satisfont aux propriétés d’un attracteur chaotique :
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− La sensibilité aux conditions initiales : les attracteurs sont très sensibles aux conditions

initiales.

− Les exposants de Lyapunov sont positifs et la dimension est fractale.

Les exposants de Lyapunov λi (i = 1, 2) [39], et la dimension d de l’attracteur

chaotique ont été calculés pour les paramètres correspondants à les Figures (3.47, 3.48, 3.49,

3.50) et sont donnés dans le tableau suivant :

a b c λ1 λ2 d

3 1.213 0 1.3863 0.45364 4.0559

3.6 −0.80 0 1.8245 1.5261 2.1956

3.6 0.81 0.5 1.5261 1.2194 2.2515

3.6 0.81 1 1.5261 1.3323 2.1454

Et comme les exposants sont strictement positifs, les dimension sont fractales (non entière),

donc on peut considérer que la présence des attracteurs dans l’espace de phase dans les

Figures (3.47(a), 3.48(a), 3.49(a), 3.50(a)) comme des attracteurs chaotique.

Les cinq branches de LC−1 de couleur noir dans les Figures (3.47(b), 3.48(b),

3.49(b), 3.50(b)) inclus à l’intérieur de la zone absorbante (zone chaotique), sont itérées

en vue d’obtenir la limite de la zone chaotique. Après quatre itérations, les images des

branches de LC−1, notée par LC = LC0, LC1, LC2 et LC3 donnent les zones absorbantes

(voir Figures 3.47(c), 3.48(c), 3.49(c), 3.50(c)). Alors les LC sont utilisé pour borner les

zones compactes qui agissent comme un domaine borné et absorbant.
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(a) (b) (c)

Fig. 3.47− Attracteur chaotique pour a = 3, b = 1.213, c = 0. Condition initiale x0 = 0,

y0 = 1.

(a) (b) (c)

Fig. 3.48− Attracteur chaotique pour a = 3.6, b = −0.8, c = 0. Condition initiale x0 = 0.2,

y0 = 0.5.
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(a) (b) (c)

Fig. 3.49− Attracteur chaotique pour a = 3.6, b = 0.81, c = 0.5. Condition initiale x0 = 0,

y0 = 1.

(a) (b) (c)

Fig. 3.50− Attracteur chaotique pour a = 3.6, b = 0.81, c = 1. Condition initiale x0 = 0,

y0 = 1.
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Chapitre 4

Conclusion générale et

perspectives

Le travail que nous avons présénté dans cette thèse concerne l’étude d’un système

couplée modélisé par des transformations ponctuelles de dimensions deux. Dans le cas parti-

culier où nous considérons un modèle basé sur une fonction sinus, nous avons étudié les types

de bifurcation locale (flip, fold, fourche et transcritique) analytiquement et numériquement

dans le plan de paramètre (a, b), la synchronisation et antisynchronization des oscillateurs

couplés chaotiques. Cette thèse a contribué à développer les travaux initiés depuis quelques

années sur les transformations non inversibles.

Nous avons étudié comment l’asymétrie de couplage affecte le mécanisme de bi-

furcations locales et globales en faisant varier le paramètre de l’asymétrie c. Les effets de

bifurcation pour c petits sont semblables à ceux dans le cas symétrique de couplage (c = 0).

Cependant, quand c augmente, ils changent qualitativement, et finissent par devenir sem-
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blables à ceux dans le cas unidirectionnel couplé (c = 1).

Et ce travail est composé de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté les notions fondamentales et les

outils nécessaires à la compréhension et à l’étude des transformations ponctuelles. Nous

avons considéré les deux espaces fondamentaux suivants :

− L’espace d’état (de phase), en ce qui concerne les définitions des courbes invariantes,

attracteurs chaotiques, bassins d’attraction et variétés critiques ;

− L’espace paramétrique, en ce qui concerne les types classiques de bifurcations locales

(flip, fold, fourche et transcritique).

Nous avons consacré le chapitre deux à l’études analytiques de la récurrence cou-

plée, ceci nous a permis d’établir les équations définissant les courbes de bifurcations pour

les points fixes, les courbes de bifurcations des cycles d’ordre deux étant déterminées uni-

quement numériquement. De même, ceci nous a permis d’établir les équations définissant

les points noeuds paramétriques avec multiplicateurs S1 = −S2 = 1.

Nous avons remarqué, qu’il était possible, grâce aux propriétés de symétrie du

modèle, de restreindre notre étude dans le plan des paramètres.

Enfin, dans le troisième chapitre, nous avons construit les courbes invariantes as-

sociées aux points cols et nous avons analysé les conséquences de la présence des lignes

critiques sur les variétés invariantes et les bassin d’attraction, nous avons mis en évidence

la modification des bassins d’attraction due à la présence des lignes critiques par variation

du paramètre de l’asymétrie c. Et nous avons montré que les attracteurs chaotiques sont

bornés et inclus à l’intérieur de la zone absorbante. Les résultats de ce chapitre sont obtenus
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dans le plan de phase (x, y).

Il va sans dire que le thème de la présente recherche est loin d’être épuisé et qu’il

reste bien beaucoup de problématiques à soulever et de points à développer.

− A titre de suggestion, nous proposons pour le deuxième chapitre de la présente thèse

de se pencher sur le point traitant le feuilletage du plan des paramètres (a, b) par

variation de paramètre c, c = 0, c = 1 et 0 < c < 1.

− Pour le troisième chapitre, approfondir la réflexion sur le feuilletage du plan de phase (x,

y) par variation de paramètre c, c = 0, c = 1 et 0 < c < 1.

− Et en fin, étudier avec plus de détails la synchronisation et disynchronisation.
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4.1 Résumé, mots-clés

Résumé :

Cette thèse présente les résultats de l’étude théorique d’un système pouvant pro-

duire du chaos. Le système est modélisé par une transformation couplée (notées T ) à deux

dimensions basée sur une fonction sinus.

Dans cette étude nous analysons d’abord la stabilité, les bifurcations du système

(bifurcation fold et flip lorsqu’un des multiplicateurs associé au cycle d’ordre k traverse la

valeur +1 et −1 respectivement), les attracteurs et leurs bassins d’attraction. Ensuite par

des méthodes analytico-numériques, nous construisons les variétés invariantes passant par

des points de type col. La transformation étant non inversible (TNI), nous déterminons

également les lignes critiques (LC) du système.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré au rappel d’un certain nombre

de notions élémentaires concernant les transformations ponctuelles, puis à la définition

de notions plus spécifiques (courbes invariantes, bassins d’attraction, et lignes critiques).

Des rappels concernant les bifurcations classiques (fold ou pli, transcritique ou échange de

stabilité, fourche et flip) sont données.

Le deuxième chapitre, nous avons effectué une étude mixte, théorique et numérique,

pour la transformation couplée T(a,b,c), qui génère des structures très complexes, nous avons

utilisé principalement une technique numérique pour déterminer les structures global de

bifurcation avec domaine de stabilité dite "Balayage" et un programme numérique (Fortran),

pour tracer les courbes de bifurcation dans le plan paramétrique (a, b) lorsque le troisième

paramètre 0 ≤ c ≤ 1 varie.
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Dans le troisième chapitre, nous étudions la même transformation T(a,b,c) dans le

plan de phase (x, y), nous traitons certains problèmes liés soit à l’existence de courbes

invariantes passant par un point fixe col, soit aux bassins d’attraction. Nous exposons les

lignes critiques, enfin nous déterminons les régions absorbantes.

Nous avons effectué un programme numérique (Fortran), pour tracer les bassins

d’attraction des différentes singularités présentes, ensuite on a fait apparaître et étudier les

changements qualitatifs de comportements par variation de paramètres du système.

Mots-clés : Chaos, bifurcation, courbe invariante, courbe critique, bassin d’at-

traction, attracteur chaotique.
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Abstract :

This thesis presents the results of the theoretical study of a system that produce

chaos. The system is modeled by a coupled transformation (denoted T ) in two dimensions

based on a sine function.

In this study, we analyze first the stability ; the system bifurcations (fold and

flip bifurcation when multipliers associated with the cycle of order k crosses the value +1

and −1 respectively) attractors and their basins of attraction. Afterwards, with analytical-

numerical methods, we construct the invariant varieties passing through points of type col.

The transformation is not invertible (TNI) ; we also determine the critical lines (LC) of

the system.

The first chapter of this thesis is devoted to the recall of a number of elementary

notions concerning point transformations, then to the definition of more specific notions

(invariant curves, basins of attraction, and critical lines.) Reminders for conventional bifur-

cations (fold, transcritical or exchange of stability, pitchfork and flip) are given.

In the second chapter, we conducted a joint study, theoretical and numerical, for

the coupled transformation T(a,b,c) which generates very complex structures, we mainly used

a numerical technique to determine the global structures of bifurcation with stability domain

called "Scan", and a digital program "FORTRAN" to trace the bifurcation curves in the

parametric plan (a, b) when the third parameter 0 ≤ c ≤ 1 varies.

In the third chapter, we study the same transformation T(a,b,c) in the phase plan

(x, y) ; we treat some problems related to either the existence of invariant curves through

a fixed collar point, or to the basins of attraction. We expose the critical lines, and finally
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we determine the absorbing zones.

We conducted a digital program "FORTRAN" to trace basins of attraction of

different present singularities, then we showed and studied qualitative changes in behavior

by varying the system parameters.

Key-words : Chaos, bifurcation, invariant curve, critical curve, basin of attrac-

tion, chaotic attractor.
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  :صــــــــــملخ

للنظام متموج نظریا بتحویل . تقدم ھذه الأطروحة نتائج الدراسة النظریة لنظام بإمكانھ إنتاج فوضى
  .ببعدین یعتمدان على وظیفة جیبیة )T معلم ب(مرتبط 

تفرع عقدة السرج و تفرع المدة المضاعفة (نحلل في ھذه الدراسة أولا الاستقرار و تفرعات النظام  
و ) على التوالي 1-إلى القیمة  1+من القیمة kفات المرتبط بدورة النظام عندما یعبر أحد المضاع

نواع غیر المتغیرة ، الأو بواسطة طرق تحلیلیة عددیة ،ي بعد ذلكثم نبن. الجاذبات و الأحواض جاذبیتھا
فإننا نحدد أیضا المستقیمات الحرجة  )TNI(وبما إن التحویل غیر عكسي . سرج المارة بنقاط الصنف

  .)LC(للنظام

ت التي تتعلق بالتحویلا الابتدائیةیختص الفصل الأول من ھذه المذكرة في التذكیر ببعض المفاھیم 
منحنیات غیر متغیرة، الأحواض الجاذبة،المستقیمات (بتعریف مفاھیم أكثر تحدیدا ذلكالنقطیة و بعد 

تفرع عقدة السرج المضاعف أو تفرع تبادل (الكلاسیكیةكما نقدم تذكیرا یتعلق بالتفرعات )الحرجة
  ).المضاعفة تفرع المدةو   Fourcheالاستقرار، تفرع 

الذي یتولد    T(a,b,c)یخص التحویل المزدوج  عددیة فیما ي الفصل الثاني ،قمنا بدراسة مختلطة،نظریة وف
عنھ بنیات معقدة جدا، وقد استخدمنا في الأساس تقنیة رقمیة من أجل تحدید البنیة الشاملة للتفرع مع 

منحنیات التفرع في المعلم من أجل رسم  )فورتران(وكذا برنامجا رقمیا  "المسح"مجال استقرار یدعى 
)a,b(    1 .   عندما یتغیر المؤشر الثالث ≥ c≥  0 

،نعالج بعض الإشكالیات المرتبطة إما )x,y(في المعلم T(a,b,c)درسنا نفس التحویل    ،في الفصل الثالث
جال الجاذبیة نعرض المستقیمات أو مرتبطة بم  ةة السرج الثابتطبوجود منحنیات غیر متغیرة مارة بنق

  .الحرجة، وفي الأخیر نحدد المناطق الماصة

لرسم الأحواض الجاذبة لمختلف الفردیات الحاضرة،ثم برھنا و درسنا )نفورترا(لقد طبقنا برنامجا رقمیا 
   .لوكیات بتغیر مؤشرات النظامالتغیرات النوعیة في الس

الأحواض  ،المستقیمات الحرجة،الفوضى ، التفرعات، منحنیات غیر متغیرة:  الكلمات المفتاحیة
  .الجاذبة،الجاذبات الفوضویة


