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Introduction générale

E BUT DU CALCUL FRACTIONNAIRE est de généraliser les dérivées traditionnelles a des
ordres non-entiers. Comme il est bien connu, beaucoup de systémes dynamiques sont
mieux caractérisés par un modele dynamique d’ordre fractionnaire, basé en général sur

la notion de différentiation ou d’intégration de ’ordre non-entier. L’étude des systeémes d’ordre
fractionnaire est plus délicate que pour leurs homologues d’ordre entier. En effet, les systemes
fractionnaires sont, d’une part, considérés comme des systemes a mémoire, notamment pour la
prise en compte des conditions initiales et d’autre part ils présentent une dynamique beaucoup
plus complexe.

Le calcul traditionnel étant basé sur la différentiation et I'intégration d’ordre entier, le concept
de calcul fractionnaire a le potentiel énorme de changer la maniere dont nous voyons, modéli-
sons, et commandons la "nature" autour de nous. Plusieurs études théoriques et expérimentales
montrent que certains systémes électrochimiques [1], thermiques [2] et viscoélastiques [3] sont
régis par des équations différentielles a dérivées non-entieres. L’utilisation de modeles classiques
basés sur une dérivation entiere n’est donc pas appropriée. Par ce fait, des modeles basés sur
des équations différentielles a dérivées non-entieres ont été développés [4].

Les origines du calcul fractionnaire remontent a la fin du 17°™¢ siecle, I’époque ot Newton et
Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et intégral, mais ce n’est que lors des
trois dernieres décennies que le calcul fractionnaire a connu le plus d’intérét et les applications
des dérivées fractionnaires se sont le plus diversifiées.

Le chaos est la deuxieme notion-clé sur laquelle se base cette these. La théorie des systemes dy-
namiques a pour but initial la description du mouvement d’un objet comme celui d’une planete
ou d’une particule, représenté, en temps continu, par une équation différentielle autonome ou
bien, en temps discret, par une application que 'on itere. Elle tient ses origines de la mécanique
céleste, avec le travail fondateur de Henri Poincaré motivé par la question de la stabilité du sys-

teme solaire, qu’il élabora dans son mémoire "Sur le probléme des trois corps et les équations de
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la dynamique" paru en 1890. Sa premiere découverte fut de réaliser que décrire un mouvement
en cherchant a résoudre son équation différentielle associée était une démarche completement
illusoire, une telle solution étant en général impossible a calculer. Dans ses deux traités majeurs
"Sur les courbes définies par une équation différentielle" et "Meéthodes nouvelles de la mécanique
céleste" (publiés respectivement entre 1881 et 1886, et entre 1892 et 1899), il a donc développé
une théorie qualitative des équations différentielles basée sur une approche géométrique (plutot
que sur une approche quantitative) et focalisant sur I'ensemble des trajectoires d’une équation
donnée (plutot que sur une solution particuliere). On y découvre notamment la notion essen-
tielle d’application de premier retour, qui permet le passage d’un systeme dynamique a temps
continu a un systeme a temps discret.

L’étude des systemes chaotiques s’est développée a partir des années 1970, grace notamment
a l'informatique. Effectivement, les simulations numériques ont permis de découvrir certaines
propriétés de ces systémes tres complexes.

L’objectif principal de cette these est d’adapter les outils classiques de I'analyse du chaos a
des systémes dynamiques régis par des équations différentielles d’ordres fractionnaires. La dé-
marche suivie consiste a partir d'un formalisme classique puis a remplacer les dérivées par leurs
généralisations fractionnaires.

Cette these est organisé comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux élément de base du calcul fractionnaire, un rappel histo-
rique et quelques concepts préliminaires seront introduits comme la transformée de Laplace, la
fonction gamma et la fonction de Mittag-Leffler qui joue un réle important dans la théorie des
équations différentielles fractionnaires. Trois approches (Grinwald-Letnikov, Riemann-Liouville
et Caputo) a la généralisation des notions de dérivation seront ensuite considérés.

Le deuxieme chapitre de cette these est dédié aux systemes dynamiques décrits par des équa-
tions différentielles d’ordres fractionnaires et au rappel des principaux résultats concernant ces
systemes. Nous nous intéresserons a la question d’existence et d'unicité de la solution d’une
équation différentielle fractionnaire, pour exposer ensuite les différents criteres de stabilité et
quelque-unes des méthodes d’analyse numérique utiles dans le cas d’un systéme non-linéaire.
Dans le chapitre trois, le theme du chaos sera abordé, en partant de sa définition pour, ensuite,
décrire différentes méthodes permettant sa caractérisation et sa quantification. Le fer a cheval
topologique et le test 0-1, deux méthodes récentes et efficaces pour 'analyse et la détection du
chaos, seront introduites.

Le dernier chapitre, objet de notre contribution, porte sur I'application et I’adaptation de ces
outils & 'analyse du chaos dans un systeme autonome de dimension trois et a dérivées fraction-

naires décrivant le phénomene de résonance nucléaire magnétique : le systeme de Bloch.
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Chapitre 1. Eléments de Calcul Fractionnaire

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives
au calcul fractionnaire telles que : la dérivation fractionnaire, l’intégration fraction-
naire, définitions relatives aux opérateurs d’ordre fractionnaire, ’exponentielle de
Mittag-Leffler et d’autre notions dont on aura besoin dans la suite de notre travail.
Nous commencerons par donner un apercu historique sur le développement de la

théorie de dérivation fractionnaire.

1 Apercu historique

Notre but dans cette partie n’est pas de dresser un état de 'art complet sur le calcul

fractionnaire et ce pour deux raisons :

1. Les domaines de recherche sont actuellement si variés qu’il semble difficile d’avoir un
aper¢u complet, méme si plusieurs ouvrages tels que [5, 6] offrent une vision tres large

sur ce domaine.
2. Des historiques tres détaillés sont donnés dans les ouvrages de références tels que [7, 8].

Nous présentons ici les principales étapes historiques de ’élaboration du calcul fractionnaire,
jusqu’a son essor dans le développement d’applications dans les années 1970. Nous nous ap-

puyons sur les ouvrages [7-10] pour couvrir la période de 1695 a 1974.

1695
L’origine du calcul fractionnaire semble remonter a Leibniz. Dans une lettre au Marquis de
L’Hospital, il propose de généraliser sa formule pour la dérivée n'®™ d’un produit de deux
fonctions & n > 0 et introduit la notation d'/2h. 11 écrit notamment que "d"/?z = xv/dx : z”.

Dans une autre lettre a Bernoulli, il mentionne des dérivées "d’ordres généraux".

1730
Euler est le second grand mathématicien a aborder la question. Dans son article [11] ou il
introduit sa célebre fonction Gamma I' qui généralise la factorielle (I' (n 4 1) = n!), il conclut
en proposant une définition pour la dérivée d’ordre a > 0 de 2, avec 8 > 0. Son cheminement

est le suivant : pour m,n € N avec m > n, on a tout d’abord
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Grace a sa fonction Gamma cette formule s’étend directement a une puissance m > 0 :

d" L(m+1) _
g = NPT pmen 1.1
dzn” F(m—n—l—l)x (1.1)

Le terme de droite de (1.1) conservant un sens pour un réel n > 0 (tel que n < m + 1), on

peut donc le considérer comme une définition pour la dérivée d’ordre réel o > 0 de la puissance

réelle 5 >0 :
da’ xﬁ _ F(/B + 1) x’B_a_
dz® I'g—a+1)

(1.2)

Notons ici qu'Euler ne consideére en fait que des nombres rationnels (appelés aussi fractionnaires)
et non des nombres réels. La dénomination actuelle de dérivée "fractionnaire" pour exprimer en

fait une dérivée d’ordre réel pourrait donc trouver son origine historique dans ce travail.

1822
Mentionnons ensuite le travail de Fourier qui, grace a sa célebre transformée, obtient une autre
définition de la dérivée d’ordre réel. En composant la transformée de Fourier (réelle) d’une

fonction f avec sa transformée inverse, Fourier retrouve l'identité :

1 00 00
flx) = oy [ [ fla)cos (p(x — a)) dadp. (1.3)
Il remarque ensuite que la dérivée n'™ (n € N) du terme en cos peut s’écrire comme :
dr " nm
S €08 (p(x — a)) = pcos | (p(r — a) + - | (1.4)

Le membre de droite garde un sens si on remplace n par u > 0, ce qui permet de définir
la dérivée d’ordre u de cos (p(z — «)). En utilisant cette définition dans (1.3), Fourier obtient

ainsi la dérivée d’ordre u > 0 de f :

du
dzt

f(z) = 217T /_O:o /_O:O f(a)p*cos [p(x —a)+ ug dadp. (1.5)

1823

Abel utilise le calcul fractionnaire pour résoudre le probleme du tautochrone généralisé.
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1832-37
Liouville est le premier a étudier en détail le calcul fractionnaire, comme semblent ’attester les
huit articles qu’il publia entre 1832 et 1837. Partant de la relation

a
dz™

pour n € N, il propose de I’étendre pour « > 0, définissant ainsi la dérivée d’ordre o de e®*.

e’ =a"e", (1.6)

Par conséquent toute fonction f pouvant s’écrire sous la forme :

flx) = cre™, (1.7)
k=0
admet une dérivée d’ordre v > 0 donnée par
dOC o
—f(z) = cpaje™ . (1.8)
dz* b

Afin d’étendre cette définition a d’autres types de fonctions que (1.7), Liouville remarque que :

1 o]
V3 = 0,Va = 0,277 = —/ e .
’ o(3) Jo

A Taide de (1.6), il trouve :

& e
dr" T T()

o 1
/ uttPlemmu gy,
0

ot @, (~1)T(a+ )
e s \T - —a—8
L ()

Méme si (1.2) et (1.9) concernent des exposants [ différents, la limite 5 = 0 est probléma-

(1.9)

tique.
Par exemple, pour a = 1/2,
- avec la définition d’Euler
vz 1

da:l/Qx Nz

- alors qu’avec celle de Liouville
dl /2
a2t =

Ce paradoxe est en fait résolu si on utilise les définitions modernes des dérivées fractionnaires.

On peut vérifier que la définition d’Euler correspond a la dérivée de Riemann-Liouville et celle
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de Liouville & sa propre version moderne. Par exemple, pour 0 < a < 1 et § >0,

- 1 d (=
I g _ - 7 — )" %Pd
<dm0‘>Euler ’ 'l —«)dx /0 (= )"y dy,

d® 1 d [
-8B _ / ( _ )—a B4
<dxa>Lioum'lle F(l - Ot) dx J—oo

Comme il est signalé dans [10] ces définitions différent en fait par les bornes de leurs intégrales.

Remarque 1.1 L’expression
d [* o
- / (x —y) "y dy,

dz —00

est définie ici comme
d T
lim —/ (x —y) “y Pdy.

s——o0 1
1847

A partir d’une généralisation de la formule de Taylor, Riemann propose une définition d’inté-

grale fractionnaire :

v a—1
= — — d
T f@) = 5= [ @ =y T )y + v,
ou Y(z) est une “fonction complémentaire” qui le génera en fait dans ses travaux ultérieurs.

Elle sera finalement abandonnée pour donner la définition moderne de 'intégrale fractionnaire.

1867-68
Griinwald puis Letnikov proposent de définir une dérivée fractionnaire comme limite de diffé-
rences finies, par analogie avec la dérivée usuelle qui est la limite de la différence finie (opposée

a infinitésimale) entre f(z + h) et f(x) divisée par h.

1869
L’expression définitive de ce qui est maintenant appelé intégrale fractionnaire de Riemann
apparait pour la premiere fois dans le travail de Sonin. Pour une fonction complexe, en dérivant

n fois la formule de Cauchy (n € N), on obtient :

N
fM(z) = 27m'/c(y—(j))"+1dz'
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Sonin, en choisissant un chemin approprié d’intégration, généralise cette formule a n < 0. Il

obtient finalement une définition de l'intégrale d’ordre @ > 0, que l’on notera par la suite ,Z¢ :

@) = g [ =0 )

1892
Heaviside fournit cette année-la la premiere application concrete du calcul fractionnaire (le
tautochrone d’Abel relevant davantage du cas d’école) pour la résolution de 1’équation de la
chaleur unidimensionnelle : 3 o2
—T(z,t) = > ==T(z,1). 1.10
T (0,1) = P T(a, ) (1.10)

La démarche d’Heaviside est loin d’étre rigoureuse (elle ne sera justifiée qu’en 1919), mais

fournit toutefois la bonne solution, il trouve que
T(x,t) = Toexp (—a:r;pl/Q) )

Il suppose ensuite que p'/2Ty = Ty/v/nt... ce qui correspond en fait & la dérivée d’ordre 1/2 de

To! En développant la solution en série entiére, il obtient finalement la solution exacte de (1.10).

1917

Weyl définit une intégrale fractionnaire adaptée aux fonctions périodiques.

1927

Marchaud introduit une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire :

< ALf(x)

D¢ f(z) = C/O it dt,

ot @ > 0,1 € Navecl > a et c est une constante de renormalisation. L’opérateur Al est
une différence finie d’ordre [ (par exemple, Al f(z) = f(z) — f(z —t)). L’avantage d’une telle

définition par rapport aux autres est q’elle est moins restrictive quant a la régularité de f.

1928
Hardy et Littlewood étudient comment agit l'intégrale fractionnaire ,Z¢ sur certaines classes

de fonctions. En particulier, leur théoréme majeur stipule que pour 0 < a < let 1 <p < 1/a,
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«L& est un opérateur borné de LP dans L7, ou 1/qg=1/p — a.

1937
Riesz cherche a donner un sens a I'intégrale fractionnaire pour des fonctions a plusieurs variables.

Il donne la définition suivante :

o f(y)
I°f(x) = / T dy.
R |l — yl|
Cet opérateur vérifie notamment Z% o I8 = 7ot et AZ*T? = —T% ou A est opérateur Lapla-
cien.
1970

Dans [12] Oldham et Spanier traitent le probléeme du flux de chaleur a la surface d’'un conduc-
teur thermique. Ils montrent que lors d’un phénomene de diffusion, le flux de diffusion est
proportionnel a la dérivée 1/2 du parametre physique (température, concentration d’especes
chimique, potentiel électrique, etc). D’apres I’historique de Ross reproduit dans [7], ce probleme

semble étre a 'origine de 'extension du calcul fractionnaire hors du champ des mathématiques.

1974
Cette année-la se tient a I’Université de New Haven (Connecticut) la premiere conférence sur

le calcul fractionnaire organisée par Ross.

2 Exemples d’application des systemes fractionnaires

Les systemes fractionnaires apparaissent de plus en plus fréquemment dans les différents
champs de recherches. Toutefois, I'intérét progressif que 1'on porte a ces systémes et les ap-
plications en sciences de l'ingénieur restent encore peu développés. On peut noter que pour
la majeure partie des domaines présentés ci dessous, les opérateurs fractionnaires sont utilisés
pour prendre en compte des effets de mémoire. Mentionnons les ouvrages [5, 6] qui regroupent

diverse applications du calcul fractionnaire.

2.1 Automatique

En automatique, peu d’auteurs ont utilisé des lois de commande introduisant des dérivées

fractionnaires. Podlubny [13] a montré que la meilleure méthode pour assurer un controle
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efficace des systemes fractionnaires, est 1'utilisation de contrdleurs fractionnaires. Il propose
une généralisation des contréleurs traditionnels PID. Le groupe CRONE, fondé par Oustaloup
dans les années 70, applique ces méthodes a de nombreux systemes industriels : spectroscope,
suspension de voitures [14], robot-cueilleur, charrue éléctro-hydrolique, batterie pour voitures,

etc.

2.2 Electricité

Grace a des données expérimentales, Shmidt et Drumheller [15] montrent que le courant
qui traverse un condensateur est proportionnel a la dérivée non entiere de la tension. En effet,
en utilisant un composé (LiNyH;SO,) et en procédant a des mesures sur une large gamme de
températures et de fréquences, ils constatent que les parties réelle et imaginaire de la suscep-
tibilité ou encore, de la fonction diélectrique € = ¢ + je” sont trés grandes (¢/ ~ €” ~ 10°) et

1

varient en fonction de la fréquence suivant un ordre de puissance 5 (avec ¢ € R et €’ € R).

Dans [15-18], nous trouvons la relation suivante, valable pour un composé (LiNyH5SOy) :

NI

(1—j) =€V2(jw) 2, avec j=+/—L. (1.11)

€=¢cw”

En utilisant la relation entre la fonction diélectrique et I'impédance, on obtient la relation

suivante : .
Z = 1.12
JwCee’ (1.12)
ou C, est une constante. En substituant la relation (1.11) dans (1.12), on a
Z = L (1.13)
ijee’\/ﬁ(jw)_%’ '
qu’on peut éventuellement mettre sous la forme
K 1
Z = - ou K= , (1.14)
(jw)? V2Cee
ou encore, en fonction de la variable de Laplace s :
K
Z=—. (1.15)
S2

L’équation (1.15) montre en effet que ’on peut bien définir une impédance fractionnaire de capa-

cité, qui peut étre fabriquée a partir de composition de matériaux spécifiques et par conséquent

10
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définir le terme “Fractor”, par analogie au terme anglais “Capacitor”, pour mettre ’accent sur
le caractere fractionnaire de I'impédance. K désigne alors la constante du “Fractor” (capacité
fractionnaire). La réalisation d’une impédance fractionnaire peut se faire par juxtaposition en

série de cellules Résistance-Capacité (d’impédance traditionnelle).

2.3 Thermique : Diffusion et équation de la chaleur

L’exemple le plus simple de systeme fractionnaire est 1’équation de la chaleur a une dimen-
sion spatiale, commandée aux bords. En opérant un bon choix de la variable de sortie, nous
obtenons un dérivateur d’ordre ; A partir de ce transfert, il n’est pas compliqué de construire
un systeéme physique idéalisé qui représente un transfert fractionnaire propre, a savoir un trans-
fert d’ordre deux avec une dérivation d’ordre § Cet exemple a été traité dans [19] et repris dans
[18, 20, 21]. On rappelle que 'équation de la chaleur est donnée par 1’équation aux dérivées
partielles : ,

g;)(t,x) :cg;;(t,x), t>0, —oo<z<0, (1.16)
ou t est une variable scalaire libre symbolisant le temps,  une variable libre scalaire ou vecto-
rielle, représentant I'espace et ¢ une constante positive. Nous nous intéressons ici a 1’équation
de la chaleur a une dimension spatiale ; ou la variable libre x est scalaire. Nous considérons les

conditions initiales et aux limites suivantes :

v(0,2) =0, pour = < O,
v(t,0) = u(t), pour z = O,
lim, , wv(t,z) =0, pour t> O.

Nous supposons que u est une fonction de type exponentiel avec variation bornée presque
partout (ceci garanti I'existence de la transformée de Laplace de v et la validité de la formule
intégrale de la transformée inverse). Ainsi, le probléeme peut étre résolu par passage dans le

plan opérationnel. En utilisant la transformée de Laplace nous obtenons :

3?3(8,3;) = 20(s,z), pour x>0, (1.17)
0(s,0) = a(s). '

La solution formelle de (1.17) est

0(s,z) = c1(s)exp (—x\/f) + co(s)exp (:v S) : (1.18)

c
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Pour des raisons de bornitude, et tenant compte de la condition aux limites 0(s,0) = 9(s), on

obtient :
o(s, ) = a(s)exp (x\/i) . (1.19)
Pour x > 0, )
exp (:1;\/3 {2\/_ Sexp (IJ} (1.20)
soit

v(t,x) 2\/_/ Zexp (a:cTu(t — T)dT) (1.21)

D’une part, on vérifie que (1.21) est bien une solution de I’équation (1.16), d'une autre part, a

partir de (1.19), on déduit que :

00 1 .1,
- — — g2
ax(s,az:) Cs 0(s,x),
et en particulier,
81) 1 1
_ 0 — ____c24)
2 (5,0) = st

Si nous définissons comme variable de sortie

A ov
t) = +v/e—(t,0 1.22
(1) £ VS (1,0), (122)
nous obtenons le transfert suivant :
9(s) = s2a(s). (1.23)

Ce qui permet d’établir le constat suivant : ’équation de transfert de la chaleur avec 'entrée u

1
et la sortie y est donc un dérivateur d’ordre 3

2.4 Acoustique

Pour certains instruments de musique a vent les pertes visco-thermique peuvent étre modé-

lisées efficacement & 'aide de dérivées fractionnaires temporelles [22].

2.5 Meécanique des milieux continus

La déformation des milieux continus (solides ou liquides) est souvent décrite a ’aide de deux

tenseurs, celui des déformations noté €;; et celui des contraintes o;;. Certains matériaux, comme

12
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les polymeres (gommes, caoutchouc,...), présentent un comportement intermédiaire entre carac-
teres visqueux et élastiques, qualifié de visco-élastique. De tels systemes peuvent étre modélisés

a l'aide de la relation suivante entre les deux tenseurs :

(67

d
0ij = Beij(t) + n%eij(t), 0<ac<l.

Cette loi est justifiée par Bagley et Torvik dans [23, 24] (pour @ = 1/2). Dans [25], U'intro-
duction de dérivée fractionnaire dans le cas de polymeres est motivée par 'analyse suivante :
a cause de la longueur des fibres, les déformations appliquées prennent du temps a étre com-
muniquées de proche en proche (la longueur des fibres, enroulées, étant bien supérieure a la
distance géométrique). Elles sont progressivement amorties et induisent des effets de mémoire
(I'état a l'instant ¢ va dépendre des états antérieurs). Si la contrainte décroit comme ¢~(1+%),
elle pourra induire une dérivée fractionnaire d’ordre a.. Cet opérateur permet ainsi de donner
une description macroscopique simple (ne nécessitant que peu de parameétres) de phénomenes
microscopiques complexes. Une présentation de la visco-élasticité via la dérivation fractionnaire

est donnée dans [26].

2.6 Electrochimie

Le principe d’une cellule électrolytique est esquissé dans la figure Fig.(1.1). La relation entre

Figure 1.1 — Cellule électrolytique

la tension V' et le courant I est non linéaire ; toutefois, pour de faibles variations autour d’un
point de fonctionnement, le linéarisé de la relation représente une bonne approximation du

systeme. Ainsi, en identifiant les grandeurs électriques avec leurs transformées de Fourier, on

13
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peut écrire
V(w), (1.24)

ou Z(w) est appelée I'impédance de la cellule au point opérationnel donné.

Afin de parvenir a une solution analytique, des hypotheses simplificatrices sont introduites.
Nous nous intéressons ici particulierement au modele connu sous le nom de “circuit équivalent
de Randles”, décrit dans la figure Fig.(1.2). Grace a une motivation basée sur les données
expérimentales, Karunathilaka et al. [27, 28] apportent une modification du “circuit équivalent

de Randles” appelé ici “circuit équivalent de Karunathilaka” (voir figure Fig.(1.3)).

Fi 1.2 — Circuit équivalent de Randl .
gure trewi cquivaient de Randies Figure 1.3 — Circuit équivalent de Karuna-

thilaka

L’élément W qui apparait dans les deux circuit est appelé "impédance de Warburg” et

représente le transfert [17]

A V20
\/iw’

ou o est une constante réelle appelée le coefficient de Warburg. La présence de W est due aux

Zi(w) (1.25)

effets de diffusion au sein de 1’électrolyte. L'impédance du circuit équivalent de Randles est

donnée par

Zw) = Rw) - iX,(w),
Rtw% + o
wz x D(w)’

1 oCuw2+1
Cow  Caw X D(w)’

R.(w) = R.+

14
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ou
2

D(w) = (1 + ade%f + Cw (Rtw% + a) : (1.26)

et celui du circuit équivalent de Karunathilaka et al. [27, 28] par

Zk(w) = Rk(w)—iXk(w),

Rtw% + 0o R,
R - Re )
() " wz x D(w) " 1+ C3RIw?
1 oCyw? + 1 1 1

Xp(w) =

Caw  Caw X D(w) i Cow  Cow (14 C2R2w2)

Le circuit équivalent de Karunathilaka et al. a été validé expérimentalement.

3 Bases mathématiques du calcul fractionnaire

3.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma et Mittag-Leffler, qui seront uti-
lisées dans les autres chapitres. Ces fonctions jouent un réle tres important dans la théorie du
calcul fractionnaire.

3.1.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler I'(z). La

fonction Gamma I'(2) est définie par I'intégrale suivante

(z) = / Tt la, (1.27)
0

avec I'(1) = 1, I'(0;) = 400, ['(2) est une fonction monotone et strictement décroissante
pour 0 < z < 1. Une propriété importante de la fonction Gamma I'(z) est la relation de

récurrence suivante

[(z+41) = 2I'(2), (1.28)

q’en peut démontrer par une intégration par parties

Fz+1) = /0 e 't dt = [—e’ttz}zo + Z/o e ' dt = 2T'(2).
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La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car I'(n + 1) = n!,Vn € N.

3.1.2 La fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle, e*, joue un role tres important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle a un seul parametre

a été introduite par G.M. Mittag-Leffler [29, 30] et désignée par la fonction suivante [31-33] :

Bu(z) = ?{)F(a;rl) (1.29)

La fonction de Mittag-Leffler & deux parametres joue également un role tres important dans
la théorie du calcul fractionnaire. Cette derniere a été introduite par Agarwal [34] et elle est

définie par le développement en série suivant [31-33] :

E.p(z) = kz:%m, (>0, 8>0). (1.30)

Pour 5 = 1, on retrouve la relation (1.29).

A partir de la relation (1.30) on montre que

00 Zk 00 Zk

Ei1(z) =) ————=>» —=¢

LG &
Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire, la fonction de Mittag-Leffler joue le
méme role que la fonction exponentielle. La figure Fig.(1.4) montre le comportement de la

fonction Mittag-Leffler a deux parametres pour différentes valeurs de a et 5.

3.2 La transformée de Laplace

Soit f une fonction d’ordre exponentiel « (c’est-a- dire qu'il existe deux constantes positives
M et T telles que |f(t)| < Me™ pour t > T) alors la fonction de la variable complexe définie

par :

F&) = LUW) ) = [ et (1.31)

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f.

On peut reconstituer f a partir de sa transformée F' a ’aide de la transformée de Laplace
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Figure 1.4 — La fonction Mittag-Leffler & deux paramétres

inverse

F(8) = L7V (F(s)) (£) = / T P (e)ds, ¢ = Re(s) > co, (1.32)

ou ¢g est I'indice de convergence de U'intégrale (1.32). Le produit de convolution des fonctions

f et g est donné par :

t t
f0)xgt) = [ £t =mg(r)dr = [ gt =7)f(r)dr (1.33)
La transformée de Laplace du produit de convolution des fonctions f et g peut s’écrire sous

la forme :

L(f(t) * g(t);s) = F(s)G(s), (1.34)

sous I'hypothese que les fonctions F'(s) et G(s) existent.

La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre n de la fonction f peut s’écrire :

L(f(0);5) = s"F(s) = 30 51 f0(0) = 7 F(s) = 3 650 D(0) (1.35)
k=0 k=0
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4 Définitions et propriétés

Notre but dans cette partie est d’introduire les outils et les résultats utilisés dans notre
travail. nous commencons par donner les définitions d’intégrales fractionnaires les plus courantes
puis des dérivées fractionnaires et observons que -seulement- certaines propriétés des dérivées
classiques peuvent étre généralisées au cas fractionnaire. La majorité des définitions de ce

chapitre sont tirées de [8] auquel nous renvoyons pour une analyse approfondie du sujet.

4.1 Intégrales fractionnaires

Comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous allons suivre I'ap-
proche de Riemann pour proposer une premiere définition d’intégrale fractionnaire, I'intégrale
de Riemann-Liouville. D’autres versions seront ensuite abordées. Nous verrons que toutes les
définitions que nous avons données sont des définitions "a gauche', il existe des versions symé-
triques, "a droites". Celles-ci sont rarement utilisées car anti-causales (elles dépendent du futur

des fonctions).

4.1.1 Intégrale de Riemann-Liouville

Fonctions définies sur [a, b
Soit f : [a,b] — RY. Commencons par noter ,Z} la primitive de f qui s’annule en a :
t
Vt € [a,b], JILf(t) = / F(r)dr. (1.36)

L’itération de ,Z} permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont la

dérivée s’annule en a. De plus, d’apres le théoréeme de Fubini,

¢
(t — dr.

Il ol IHf(t) = /at (/au f(T)d7'> du = /at (/Tt du) f(r)dr,
| e=msm

. n ie oy 7 . 2 .
Soit n € N*. En notant (,Z})" la n*®™ itération de ,Z;, une récurrence directe montre que

(uZ)" () = (n_ll), /at (t—7)""" f(r)dr. (1.37)
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Si on note g = (,Z})" f, g est donc I'unique fonction vérifiant

VO<k<n—1, ¢¥(a)=0, g™ =f. (1.38)

L’égalité g™ = f justifie la définition suivante :

Définition 1.1 Soit n € N*. L’intégrale a gauche d’ordre n de f, que l’on note ,Z' f,est définie

par
Vt € [a,b], I f(t) = (n—ll)'/a (t — 7')"_1 f(r)dr. (1.39)

La dénomination "gauche" provient du fait que I'intégrale est évaluée a partir des valeurs a
gauche (7 < t) de f. Nous voyons alors qu’il est possible d’étendre directement (1.39) a n > 0,
et ce grace a la fonction Gamma d’Euler que nous avons définie précédemment.

C’est la propriété I'(n + 1) = n!,¥n € N, qui permet de généraliser la définition (1.1) de la

maniere suivante :

Définition 1.2 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre a > 0 est
définie par
1

Vi e [ab], JIOf(t) = r(@/at (t— )L f(r)dr.

Le tableau suivant montre pour quelles classes de fonctions cette définition a un sens et plus

précisément quelles sont les images de ces ensembles par cet opérateur :

f oL conditions
1. | L¥([a,b]) Li([a, b)) 0<a<l, 1<p<é, 1§q§1f’ap
2. | L'Y[a,d]) L ([a,b]) 0<a<l 1<¢< =
3. | LY([ab]) | L([a,b]) O<a<l, g>1
4. | LP([a,b]) | H*Y?([a,b]) p>1L a- % ¢ N*
5. | L*([a,b]) | H*>([a,b])
6. | L"([a,0]) | L"([a,b]) p>1
7.1 C%a,b]) C9([a,b])
8. | AC([a,0]) AC([a, b))

Toutes les démonstrations se trouvent dans [8].
Fonctions définies sur R et R
Il est naturel d’étendre la définition (1.2) aux axes R* et R. Notons ces opérateurs Z, et

Ii:
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> 0. T3 (1) = s (=7 (e,

1t
WGRgmﬂw:()/ (t — 7)1 f(7)dr.
(0] —0o0
Si0<a <1, daprés 8], Z¢ f est défini presque partout si f € L'(R).
Intégrales fractionnaires a droite
Si on remonte a la relation de départ (1.36) pour une fonction f : [a,b] — RY, on peut

remarquer que l'intégrale

@ﬂﬂ:[ﬂﬂwz—[ﬂﬂm

est aussi une primitive de f, qui cette fois s’annule en b et fait intervenir les valeurs a droite de

£l

A partir de la relation

[ =y eyir = (1 [ o

on pourrait définir de la méme maniere que précédemment l'intégrale a droite d’ordre n de f

par :

Vt € [a,b], yZ,' f(t) = (7(1__1):)! /tb (r — )" f(r)dr. (1.40)

En notant h = ,Z}' f, h serait 'unique fonction vérifiant :
VOo<k<n—-1, h®@®) =0, ™ =Ff (1.41)

On définit alors I'intégrale a droite de la maniere suivante :

Définition 1.3 Soit n € N*. L’intégrale a droite d’ordre n de f, que l'on note /Ij' f, est définie
par :

Vit € [a,b], Z0f(t) = (n_i:tﬂ(Ab(r-—t)"_lj(r)dr. (1.42)

Elle vérifie ainsi la relation

d ! n
(~ap) mre = st

La encore, 'extension a un ordre réel positif est immédiate.
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Définition 1.4 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre o > 0 est défi-

nie par
1 b
Vi€ 8] T = o [ (=0 ()
L’extension sur [a, +oo] et R est noté Z° :
VeeR, T = [ (r— 0 ()
, I° =T T 7)dr.

4.2 Dérivées fractionnaire

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, malheureusement elles ne sont pas
toutes équivalentes. Nous présentons dans cette parties les définitions de Riemann-Liouville,

Liouville, Caputo ainsi que Grunwald-letnikov qui sont les plus utilisées.

4.2.1 Dérivées de Riemann-Liouville, Liouville et Caputo

Si a > 0, on note [o] la partie entiere de « : [a] est I'unique entier vérifiant [a] < o < [a]+1.
d2
Soit f : [a,b] — RY. En s’inspirant de la relation classique = = gz O 7!, on peut définir une
dérivée fractionnaire d’ordre 0 < o < 1 par :

d _ i o az'tlfa.

dte — dt
Plus généralement, si &« > 0 et si n = [a] + 1, on peut poser :

ac d" o
prriaie e oLy (1.43)

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.

Définition 1.5 Soit « > 0 et n = [a| + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a

gauche d’ordre a est définie par

vt e bl DOF() = (jt) o JTFS(1),
1 d"

a ey A
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De plus, on a vu que la définition (1.4) d’intégrale a droite était associée a —d/dt. Le raisonne-

ment précédent conduit donc a la définition suivante :

Définition 1.6 Soit « > 0 et n = [a| + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a
droite d’ordre o est définie par
d n

vie lab), Df(E) — —dt> o (),

Si maintenant f : R — RY, les définitions précédentes se généralisent directement et sont

appelées dérivées de Liouville.

Définition 1.7 Soit a > 0 et n = [a]+1. La dérivée fractionnaire de Liouville a gauche d’ordre

a est définie par

ar gt
vieR, DIf(t) = F(nl—a)dt” /_OO (t—7)" 0 f(r)dr.

Définition 1.8 Soita > 0 et n = [a]+ 1. La dérivée fractionnaire de Liouville & droite d’ordre

a est définie par

N

Vit e R, Df(t) = Tln— o) dir

|-

D’apres (1.38) et (1.41), toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres

entiers : g
aDn.f = an = 7

Vn € N ! " dt®

Dy f =D f =(-1)

f;
nd
dtm
Par ailleurs, si I’on se replace sur [a, b], 'interversion des compositions dans le membre de droite
de (1.43) semble aussi raisonnable pour définir une dérivée fractionnaire :
d” d”

B 1.44
dto t g (1.44)

d
On notera toutefois que cette définition est moins naturelle que la précédente, puisque — o

dt
ZHf(t) = f(t), alors que I} o CZf(t) = f(t) — f(a).

Ce probleme de termes de bords (ici f(a)) se retrouve en fait tres souvent dans le calcul
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fractionnaire.

La définition donnée par (1.44) est appelée dérivée de Caputo.

Définition 1.9 Soit « > 0 et n = [a]+ 1. La dérivée fractionnaire de Caputo d gauche d’ordre

a est définie par :

d n
el o = 1o () £

1

= o (= ) O ()

Définissons aussi son analogue a droite.

Définition 1.10 Soit a > 0 et n = [a]+ 1. La dérivée fractionnaire de Caputo a droite d’ordre

« est définie par

d n
vielatl, Dp = Zo (o) f(0)

=" n—1-a p(n
oo | =y @ar.

Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux dérivées classique :

SDrf(t) = f™() — f™(a),

vn € N*, { SOy () = (1) (f0(8) — f™ (b)) .

Heureusement, le résultat suivant montre qu’elles approchent les dérivées classiques par limite

inférieure.

Lemme 1.1 Soit « € R"\N et n = [a] + 1. Si f € AC"([a,b]), alors presque partout

lim D7 A1) = F(1),
lim §D3F(E) = (—1)" (1)

Démonstration. Comme f™ € L'([a,b]), d’aprés [8], en posant B = n—a, ﬂlir£1+ JIP ) =
ﬁ

") presque partout. Le méme raisonnement s applique pour Dy O

4.2.2 Dérivées de Griinwald-Letnikov

Cette définition se base sur I'obtention de dérivées par différences finies. Nous reprenons ici

la présentation de [26].
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Soit f : R — RY. Pour h > 0, notons 73, 'opérateur de translation & gauche :

Thf(t) = f(t = h).

On a ainsi

En notant 72 = 7, 0 7, on a : 72 f(t) = f(t — 2h).

Concernant la dérivée seconde,

£t = Jim (G0d-m)) 7@,

h—0
= lim o (id — 27 + 77) f(8),
= lim — (f(t) = 2f(t —h) + f(t = 20)).

Plus généralement, la dérivée n'®™® de f est donnée par

IO }1}% hln (id —7)" f(t),
R L -
= ;lfi%mkz_%@)ld (=) F(8),

~ Jim — zn;(—nk (Z) F(t — kh), (1.45)

n
h—0 h P

ou

Il est possible d’étendre (Z) a k > n, en posant (Z) = 0. La formule (1.45) devient alors

P00 = iy i -0 () 0 - .

n
h—0 h =0

La encore, on peut généraliser le terme de droite grace a la fonction Gamma, en posant pour

aeRM\Net keN,

a) I(a+1)
(k) S Tk+DI(a—k+1)

k)%()mémesik>a.

Notons cette fois que (

24



Chapitre 1. Eléments de Calcul Fractionnaire

Définition 1.11 Soit a > 0. La dérivée de Grinwald- letnikov a gauche d’ordre o est définie

par

1 & o
GLpya __ 7; . _ 1)k —
e R D = lim (1) @f@ k).
1
En remarquant que hliI(I)1+ E(id—T(,h)) f(t) = —f'(t), on obtient la dérivée de Griinwald-Letnikov
—

& droite.

Définition 1.12 Soit a > 0. La dérivée de Grinwald- letnikov a droite d’ordre o est définie

par

GLDO — iy - i(—l)’f(i)f(t + kh).

+ ho
h—0t h k=0

La dérivée de Griinwald-Letnikov présente un intérét numérique évident. Si h est assez petit,

1 o0
I’évaluation discrete de e S (—1)F (2) f(t—Ekh) permet d’approximer la dérivée fractionnaire
k=0

sur R (de Liouville).
4.3 Propriétés des opérateurs fractionnaires

Un des intéréts du calcul fractionnaire est qu’il généralise aussi certaines propriétés des
dérivées et intégrales classiques : la dérivée fractionnaire de I'intégrale du méme ordre redonne
I'identité, la dérivée d’une dérivée redonne sous certaines conditions une dérivée, 'intégration
par parties reste valable et les opérateurs fractionnaires se conjuguent tres bien avec les trans-
formées de Fourier et Laplace. Cette derniere propriété est ommiprésente dans de nombreux

domaines d’applications présents dans la section précédente.

Linéarité

La différentiation et l'intégration fractionnaires sont des opérateurs linéaires :

D (vf(t) +dg(t)) = ¥Dg f(t) + 6D g(t),

pour n’importe quelle approche de dérivation considérée dans cette these.
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Compositions entre opérateurs

La propriété de composition des dérivées usuelles

ardr
dtm dtr— dtmtn’

ne s’étend au cas fractionnaire que pour des fonctions dont les dérivées successives sont nulles
au bord (sauf si m +n < 1).
e soit >0, B>0et feL([a,b]). Alors

I T f = IS
o soit a >0et f € L' ([a,b]). Alors
D I f =T
e soit a>0n=|[a]+1et feAC" ([a,b]). Alors

I D) = 1)~ 5 )

k=0

Remarquons que des formules pour ,Zy* ,Dff et Dy I [ existent, mais elles font
apparaitre des termes de bords plus complexes et les conditions sur f sont plus délicates.

e soit 0 <a<letfeAC ([a,b]). Alors
oLy JDif = JDF I =T
e soit 0 <a < fBetfel(a,b]). Alors
Df I f = IO

o Concernant la composition entre dérivées, commengons par remarquer que sip € N, o >

0etn=[a]+1, alors :

dv o ar n—o
R T
_ P -t
- dtp+n a=t )
= D
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De méme, dp
cya _ cpyatp
aDt dr aDt .

e Soitaw>0, >0, m=[a]+1, n=[pf]+1etp=[a+p]+1.5SifeC% (a,b]),alors
aDta aDtﬁf: aDtOH_ﬁf'

Le résultat reste valable si I’'on remplace un nombre quelconque de dérivées de Riemann
par des dérivées de Caputo. Par exemple,

‘D Dy f = DY f

a

e Soit 0 <a<1, keN et feC¥(a,b]). Alors :
(D) f = DS

e Soit 0 <a<1letfeAC?([a,b]). Alors :
- Si0<a<1/2, Dy DR f = (DS,

- Sia=1/2, ¢D/*eDPf=f,

. 2 (t_a)kQa
- Sil2<a<1, ¢DYDIf(t) = <D+

r@—2a)/ @

Toutes les démonstrations se trouvent dans [8].

Intégration par parties

La formule d’intégration par parties est une des propriétés extensibles aux opérateurs frac-
tionnaires mais la encore sous certaines restrictions. C’est ici qu’apparaissent inévitablement
les opérateurs & droite. Dans [8] apparait une formule d’intégration par parties, mais elle re-
quiert plusieurs conditions. Nous préférons donner ici une version simplifiée avec des conditions

explicites que nous avons trouvé dans [35].

Corollaire 1.1 Soit a > 0 et n € N tels que n — 1 < a < n. Soit f € AC"([a,b]) et
g € CJ ([a,b]). Alors

/abf(t). Dfg(t)dt = /ab Def(t).g(t)dt,
/abf(t). «Dpg(t)dt = ’ D2 f(t).g(t)dt

a
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Transformée de Fourier

La transformée de Fourier d’une fonction f € L!'(R) peut-étre définie par

Yw e R, Ff](w) = /R e~ f (1) dt.

Soit n € N. Si f ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre n sont intégrables, alors

FI N (w) = (iw)"F[f](w). (1.46)

Ce résultat se généralise aux opérateurs fractionnaires définis sur R.

Lemme 1.2 Soit 0 < a <1 et f € L'(R). Alors

FIL(w) = (Fiw) " F[f(w)-

Corollaire 1.2 Soit « > 0 et n = [a] + 1. Soit f € L'(R) telle que pour tout 1 < k <
n, Dite=nf e LY(R). Alors

F[Dif] () = (iw) F[f](w).
Démonstration. D’aprés le lemme (1.2),

FIE (W) = (Fiw)* " Flf(w).

d
Comme pour tout 1 < k < n, %Iﬁ_af = DEtemn f ¢ LY (R), on peut utiliser (1.46) :

FDif](w) = (w)"F[f] ),
= (i) FIf)(w).

k

d
De méme pour tout 1 < k <n, %If_af = (=1)kDrkranf e L1 (R), donc

FDf](w) = (—1)"(iw)"F [277f] (w),
= (—iw)* F[f)(w)-
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Transformée de Laplace

On dit qu’une fonction réelle f : Rt — RY est a croissance sous-exponentielle si
JA >0, 3sg € R, Tty >0, Vt > 1o, |f(t)] < Ae™".

Si f € L,.(RT) est a croissance sous-exponentielle, rappelons que sa transformée de Laplace

est définie par
Vs > so, Lf](s) :/ et f(1)dt.
0
Pour n € N, si f € C™"(R™) est a croissance sous-exponentielle, alors
n—1
Vs > so, L[f™](s) = s"L[f](s) = > " H(0). (1.47)

k=0

L’extension au cas fractionnaire s’effectue cette fois avec les opérateurs fractionnaires a supports

minorés par 0.

Lemme 1.3 Soit a >0 et f € L}, (R") est a croissance sous-exponentielle. Alors

Vs > so, L] oZ; fl(s) = s “L[f](s).

Lemme 1.4 Soit o > 0 et n = [a] + 1. Soit f € C?(R™) est a croissance sous-exponentielle.
Alors
Vs > so, L] oD; fl(s) = s*L[f](s).

On remarque qu’ici f doit avoir des conditions nulles au bord, ce qui peut paraitre assez
restrictif pour les applications. c’est en fait la dérivée de Caputo qui est la plus adaptée pour

la transformée de Laplace.

Lemme 1.5 Soit a« > 0 et n = [o] +1. Soit f € C*(R") a croissance sous-exponentielle. Alors
n—1

Vs > so, L[ §D7 f](s) = s"LIf](s) — D s fH(0). (1.48)

k=0
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Démonstration. On applique le lemme (1.3) a f™, puis on utilise (1.47) :

LIEDA(s) = LLoZr"f™)(s)
= L)),

n—1

_ gom snﬁ[f](s)—;s"klf(k)(o) :
= L)~ X )

5 Conclusion

Nous venons de voir les principales propriétés des opérateurs fractionnaires. Plusieurs des
résultats prouvés ici peuvent étre retrouvés dans [36]. On remarquera I’absence de généralisation
pour la dérivée du produit et de la composition de deux fonctions. Ces caractéristiques de la
dérivée classique passent effectivement mal au fractionnaire. Quelle que soit la définition utilisée

et méme avec des restrictions sur les fonctions :

d® d® d®
%(f-g) £ %(f)-g + f-%(g),
i i ,
%(f © 9) # %f(g)-g .

A travers les différentes définitions présentées dans ce chapitre, on peut remarquer que contrai-
rement a la dérivée usuelle, les dérivées fractionnaires ne sont jamais locales, c¢’est-a-dire que
pour une fonction f, leurs évaluations en ¢ ne dépendent pas seulement de f(7), pour 7 au voi-
sinage de t. Les dérivées - ainsi que d’ailleurs les intégrales - a gauche dépendent au contraire
de tout le "passé" de la fonction (f(7) pour 7 < t), alors que leurs contreparties a droite font
intervenir le "futur" de f (f(7) pour 7 > t). C’est justement grace a cette propriété de non-
localité que des phénomeénes & mémoires longues peuvent étre modélisés.

D’un point de vue physique, seuls les opérateurs a gauche semblent pertinents, car il est naturel
que le présent résulte du passé et non du futur. En pratique se sont effectivement ces opérateurs

"passé" qui sont utilisés.
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Chapitre 2. Equations Différentielles Fractionnaires

Le but de ce chapitre est de présenter, d’une maniére synthétique et unifiée, les élé-
ments sur la théorie des équations différentielles fractionnaires. Nous commengons
par considérer la question d’existence et d’unicité de la solution d’un probléme a va-
leurs initiales, pour une équation différentielle fractionnaire. Puis seront traitées les
questions de résolution d’équations différentielles fractionnaire linéaires et d’étude
de la stabilité, pour terminer ce chapitre par la présentation de quelques méthodes

numériques nécessaires a la résolution d’équations différentielles fractionnaires.

1 Quelques résultats d’existence et d’unicité

Dans cette partie on va discuter les propriétés d’existence et d’unicité des solutions des
équations différentielles d’ordre fractionnaire. On va se restreindre a des problémes aux condi-
tions initiales (problemes de Cauchy). En plus, on va supposer sans perte de généralité que
les dérivées fractionnaires sont développées au point 0. Comme conséquence, on utilisera les
symboles D%, D et “ED* pour les dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville, Caputo
et Grinwald-letnikov développées au point 0. On commence par donner une définition d’une

équation différentielle d’ordre fractionnaire (EDF) :

Définition 2.1 Soita >0, a ¢ N, n=1[a]+1 et f: ACR*—= R alors :

D(x) = f(z,y(x)), (2.1)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville. Comme conditions

initiales pour ce type d’EDF on utilise :

D Fy(0)=b, (k=1,2,...,n—1), lim Z"%y(z) = b,. (2.2)

z—0+

De la méme manieére
“Dy(x) = flz,y(z)), (2.3)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo et dans ce cas on utilise comme
conditions initiales :
y"(0)=b, (k=0,2,....,n—1). (2.4)

L’utilisation de conditions initiales de différents types pour les équations différentielles frac-
tionnaires (2.1) et (2.3) nous assure l'unicité des solutions de 'EDF correspondante, qu’on va

prouver dans les théorémes suivants [37].
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1.1 Equation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville

On commence par ’équation de type Riemann-Liouville.

Théoréme 2.1 Soit a > 0, « ¢ N et n = [a] + 1. De plus, soit k > 0, h* > 0, et
b1, by, ..., by, € R. On défini

G = {(z,y) eR*:0<ax<hyeRsiz=0 et
"y — Sp_ b T (a—k+ 1) < K sz’non} ,

et supposons que la fonction f : G — R est continue et bornée sur G et vérifie la condition de
Lipschitz par rapport a la seconde variable, c’est-a-dire, il existe une constante L > 0 telle que,

pour tout (x,yy) et (z,y2) de G, on a :

\f(z,1) = f(z,92)] < Ly — yo.

Alors l’équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville (2.1) associée auz condi-

tions initiales (2.2) posséde une unique solution y € C(O, h], oi

- (Tla+ 1)K\
h:min{h*,h, ((a—l—)) } avec M = sup |f(z,2)|,
M z,2€G

et h est un réel positif qui satisfait :

- T'(2a —n+1)
" Ta—n+ DL/

Ce résultat est similaires aux théoremes connus dans le cas classique d’une équation différentielle
ordinaire du premier ordre. La démonstration va donc étre analogue.

Commencons d’abord par transformer le probléme aux valeurs initiales en une équation intégrale
de Volterra équivalente (Lemme (2.1)), ensuite on va prouver 'existence et l'unicité de la
solution de I’équation intégrale par un processus itératif de type Picard (en utilisant une variante
du théoreme du point fixe de Banach dans un espace métrique bien choisi), (Lemme (2.2)). Le

théoreme (2.1) est alors une conséquence immédiate de ces deux lemmes.

Lemme 2.1 Sous les hypothéses du Théoréme (2.1) avec h > 0, la fonction y € C(0,h] est
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une solution de [’équation différentielle
Dy(z) = f(z,y(x)),
avec les conditions initiales

Da_k?J(O):bk (k=1,2,...,n—=1), lim Z" %(z) = b,.

z—0+

st et seulement si c’est une solution de [’équation intégrale de Volterra

n afk

1 * a—1
=2 T(a—k+1) + (@) /0 (=) f(t, y(t))dt. (2.5)

k=1

Démonstration. Supposons d’abord que y est une solution de ’équation de Volterra (2.5).

On peut écrire cette équation sous la forme

o) = 3 Ft g + T ) @)

Maintenant on applique ['opérateur différentiel D aux deur membres de cette égalité et on
obtient immédiatement que y est aussi une solution de l’équation différentielle (2.1).
Pour les conditions initiales, observons d’abord le cas 1 < k < n — 1, on trouve en appliquant
D% 4 équation de Volterra que

" b DRI (2)

D y(a) = 3 A 4 DT () ),

Jj=1
d’apres les propriétés des opérateurs fractionnaires vues précédemment

by D*()*7*(0)
INa—k+1)

Dy (0) = +ZF (., y(.))(0).

Comme k > 1, lintégrale est nulle, de plus D*~%()**(z) = T'(a—k+1). Alors D*ky(0) = by.
Pour k =n On applique l'opérateur I~ % auz deux membres de I’équation intégrale on trouve,
pour z — 0, que tout les termes de la somme s’annulent excepté le n'*™° terme. L’intégrale
I Zf (L y())(z) =Z"f(.,y(.)(2) s’annule aussi quand z — 0. Finalement, on trouve

lim 7" %y(z) = lim 7" ()*7"(2)
2—0+ 2—0+ [a—n+1)
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Ainsi y est une solution du probléme auz valeurs initiales (2.1)-(2.2).

Maintenant, siy est une solution continue du probléeme aux valeurs initiales, définissons z(zx) =
f(z,y(x)). Par supposition, z est une fonction continue et z(x) = f(z,y(x)) = Dy(z) =
DI %y(x). Alors D"I"*y est continue, c’est-a-dire I" *y € C™(0, h|, d’ou

n n
y(z) = I°D(x) + Y e =T F(Ly())(x) + Y e
k=1 k=1
en introduisant les conditions initiales définies plus haut, on peut déterminer les constantes

Cly.vnyCp comme ¢ = by /(a0 — k +1). 0

En utilisant ce résultat nous pouvons maintenant démontrer le théoréme (2.1), en établissant

les résultats en terme d’équations intégrales correspondantes :

Lemme 2.2 Sous les conditions du théoréme (2.1), I’équation de Volterra

bkili'a_k 1

W) =3 F T ey @ O )

posséde une unique solution y € C(0, hl.

Démonstration. Soit l’ensemble

n n—k
B = {ye C(0,h] : sup |z" Yy(z) — Zrbkx)’ < K},

0<z<h i l(a—k+1
sur cet ensemble on défini 'opérateur A par
Ayl = 3 L ey
M= LT —k+1) " T(a) Jo WA

Notons que, pour y € B, Ay est aussi une fonction continue sur (0, h]. De plus,

xn—a

[(a)

| @ =ty e)ar).

o T
< M / — 1) dt,
- I(a) o (z=1)

A "M
S D

L) a _F(a—l—l)SK

Pour x € (0,h], la derniére inégalité provient de la définition de h. Ceci montre que siy € B
alors Ay € B.
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Soit ’ensemble

A

B = {y € C(0,h] : sup ‘x"_ay(:r)’ < oo},

o<x<h

sur lequel on défini une norme ||.|| par

lylls = sup 2" ""y(x)|.
0<z<h
En utilisant la définition de A, on peut réécrire ’équation de Volterra sous une forme plus

compacte
y = Ay.
Donc, pour prouver la relation souhaité, il est suffisant de montrer que 'opérateur A posséde

un unique point fize. Pour cela, on va utiliser le théoréme du point fize de Weissinger (Anneze

A). On va prouver que pour y,y € B,

Lh*la—n+ ”)j Iy - 3lls. (2.6

|47y — 4, < ( T(2a —n+1)

Ceci peut étre montré par récurrence :
Le cas j =0 est trivial.

Pour ’étape j — 1 +— j, on va procéder comme suit :

|47y = A7gls = sup [2"*(Aly(x) — ATj(a))
= sup 1" (AAT () — AT ()|
= s T [ 0 [0 A a0) — 100 475000
< s T [ = () = A0
e T Ca - )0 ATy (1) — ATN(0))| de
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en utilisant la définition de l'opérateur A et la condition de Lipschitz sur f.

. . L o [* o . L
|Aly — ATg], < sup 2" [*(w =) |47y (e) — A7) dt
I'(0) o<a<h 0
< n—a/x —¢ a—lta—ntn—a Aj—l t _Aj—1~t dt
< e (=) ATy () — AT (1))
< Ajil _Aj71~ R n—ao /a: — ¢ oz—lta—ndt
S T A7y ] Boiggf( | [E(x ) |
L ) A INa)I'la—n+1
- _— Aj—l _A]—1~ R o
() | Y ills oi&gh 20 —n+1)
Lh*T (o —n+1)

= AFly — A1 5

Les hypothéses de la récurrence nous donnent la relation (2.6). Ainsi, On peut utiliser le théo-
réme (A.2) avec a; =7 oty = (Lh°T (o —n+1)/T(2a—n+1)). Reste a prouver que la série
Zaj est convergente. Ceci est trivial par le fait que h < h et la définition de h qui implique

j=0
que v < 1. Une application du théoreme du point fize nous garantie [’existence et l'unicité de

la solution de notre équation intégrale. O

1.2 Equation différentielle fractionnaire de type Caputo

Un résultat similaire peut étre obtenu pour une équation différentielle fractionnaire de type

Caputo :

Théoréme 2.2 Soit « > 0, « ¢ N et n = [a] + 1. De plus, soit k > 0, h* > 0, et
bo, bl,..., bn,1 eR. On déﬁm

G = [O7h*] X [bO_KabO+K]a

et soit la fonction continue f : G — R. Alors, il existe un réel h > 0 et une fonction
y € C|0,h] solution de ’équation différentielle fractionnaire de type Caputo (2.3) munie des

conditions initiales (2.4). Dans le cas o € (0,1) le paramétre h est donné par la relation

h = min{h*, (KT (a+ 1)/M)"*},  avec M = sup |f(x,2)|.
(z,2)€@G

Si de plus f vérifie la condition de Lipschitz par rapport a la seconde variable, c’est-a-dire :

\f(x,y1) = f(z,y2)] < Ly — o
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avec L > 0 une constante indépendante de xz, y, et ya, alors la fonction y € Clo, h] est unique.

On va suivre le méme processus pour prouver ’existence et I'unicité de la solution du probléme
aux conditions initiales de type Caputo (2.3)-(2.4). D’abord énongons le lemme suivant (pour

la démonstration voir [38])

Lemme 2.3 Sous les hypothéses du théoréme (2.2) la fonction y € C[0, h] est une solution de
UEDF de type Caputo (2.3) avec les conditions initiales (2.4) si et seulement si elle est solution

de l’équation intégrale de Volterra du second type :

n—1 J}k

1 z o1
@) = 3 bt gy (o= 0 ey

En utilisant ce résultat nous pouvons maintenant démontrer le théoreme (2.2) :

Lemme 2.4 Sous les hypothéses du théoréme (2.2), l’équation de Volterra

n—1 C(]k

1 e a1
@) = 3 Jqbict gy (2= 0 ey (2.7)

posséde une unique solution y € C|0, hl.

Démonstration. La preuve est divisée en deux parties. On va d’abord considérer le cas o > 1
ensuite le cas « € (0,1). Ceci est lié au fait que l’équation de Volterra (2.7) posséde un noyau
singulier (x — t)*~! dans le cas a € (0,1), alors que dans 'autre cas ce noyau est continu.

e Le cas o > 1 : L’équation (2.7) posséde un noyau continu et la fonction a extérieur du signe
intégrale est continue. Alors ’existence de la solution découle directement de l'utilisation des
méthodes standards de la théorie des équations de Volterra [39]. De méme pour 'unicité, en
utilisant la condition de Lipschitz.

o Le cas a € (0,1) : Ici, l’équation de Volterra sera réduite d

1 x
=b —/ — )Lt y(t))dt. 2.8
) = b+ s [ =0 () 2.9
Pour démontrer Uexistence de la solution on introduit [’ensemble

U= {ueClo.h: Iy~ boll, < K.
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1l est clair que c’est une partie fermée et convexe de l’espace de Banach de toutes les fonctions
sur [0, h] muni de la norme de Chebychev (|| fl|,, = max, |f(z)]). Aussi, U n’est pas vide car la
fonction constante y = by appartient a U. On défini sur U lopérateur A

1 x
A =b 4——/ — ) (¢, y(t))dt. 2.9
(A)x) =t + gy [ (o =0t u(e) (29)
Alors notre équation est réduite a

y = Ay,

et pour arriver a notre résultat d’existence, on doit montrer que A posséde un point fize.
Regardons de plus prés les propriétés de 'opérateur A.

D’abord notons que, pour 0 < x1 < x9 < h,

() = ()| = s | [ =0 plepar = [ o= 0 (e yo)]
1 . a—1 a—1
= gl (=027 = =007 S

I

+/ gf(m — )y (1))t

e P (e L
F’(’(}g‘)’ /0 ((-1'1 — t) — (162 — t) ) dt + /xl (3;'2 — t) dt
- F(Tjol) (2(xg — 21)* + 27 — 25),

Y

(2.10)

ce qui prouve que Ay est une fonction continue. De plus, pour y € U et x € [0;h], on trouve

0 1 ¥ a—1 1 fe!
(@) - o] = 0 JCEE Faiy Sr%(n Hle)oofﬂ,
« 7a+ —=
< T Ve < g Ml = 5

Ce qui montre que Ay € U siy € U, c’est-a-dire que A applique U dans U.

Il ne reste plus qu’a montrer que A(U) = {Au : u € U} est un ensemble relativement compact
pour pouvoir appliquer le théoréeme du point five de Schauder (A.4). Ceci peut étre fait par le
théoréme d’Arzeld-Ascoli (A.5). Pour z € A(u) on trouve que, pour tout x € [O,h] :

lz(z)] = [(Ay)(z)] < |bol| + F(la)/ox(x — ) f(ty(t))| dt,
< [bol F(al+1) [ fllo P,
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ce qui montre que AU est borné. De plus, pour 0 < x1 < x5 < h, on a trouvé d’aprés l’équation
(2.10) que :

()0 = () < [ (2o — 20+ — ).
17l .
S QW(QZQ —$1) .
Done, si|xe — x1| < 6, on aura
(Ay) () — (Ay)(aa)] < 20 e 50

['a+1)

Notons que le terme de droite de cette expression est indépendant de la variable y, ce qui
implique que l’ensemble A(U) est equicontinu. Alors, AU est relativement compacte d’aprés Le
théoréme D’Arzela- Ascoli. Le théoréme du point fize de Schauder nous assure, donc, que A
posséde un point fixe ¢’est-a-dire que notre probléme aux valeurs initiales posséde une solution.
Pour l'unicité de la solution on va utiliser encore une fois l'opérateur A, tout en rappelant qu’il
applique 'ensemble non vide, conveze et fermé U = {y € C[0,h] : ||y — bo|| . .<jc dans lui méme.
Nous allons maintenant montrer que A posséde un unique point fixe. Pour_cela on va d’abord

prouver que pour tout j € N et tout x € [0,h], on a

(Lx®)!

Jy— Alg Ty — g
|47y — 4 y)Loo[O,x] = I'(1+ ) by =3l

(2.11)

Ceci peut étre démontré par récurrence : Pour j = 0, linégalité est triviale.

Pour ’étape j — 1 +— j, on écrit

147y = A5l1p0sy = NAAT) = AW,
= s _ pa—1 j—1 B =1~
F(a)oiﬁ%/o(“’ B F( AT y() — f(t A y(t))]dt‘.

Dans l’étape suivante on utilisera la condition de Lipschitz sur f ainsi que [’hypothése de ré-
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currence, on trouve

L sup w(w— “ I‘AJ ! — ATy ()’dt,

F(Oé) 0<w<z J0

A7y — AngLoo[O,z] <

L e ,
< — — el A~ 1 _ A1 dt
< gy 0 s ) A g
L . |
< —t Oz—lta(]—l) o~ dt
< TG h @ OE&W@” §w)l dt,
17
< . a lta] 1)dt
= )T+ a( — 1) ook, W) = 9l '/ ,
_ L Iy — gl I'(a)l(1+ a(j — 1>>x°‘j
T Tl +a@— 1) Y~ Vel 7T 1 ag) ,

qui est l'inégalité (2.11). Comme conséquence, on trouve, en prenant la norme de chebyshev
sur interval [0, h] .
(LAY

<=

o = I'(1+ «ay)

On a montré que l'opérateur A satisfait les hypothéses du théoreme du point fixe de Weissinger

|4 - #5

(A.2) avec o; = (Lh*)7/T'1 + aj), on peut donc en déduire 'unicité de la solution de notre
équation différentielle. a

Remarque 1.1 Par souci de simplicité, nous n’avons traité dans cette partie que le cas scalaire.
Cependant, tous ces résultats peuvent étre étendus au cas vectoriel (c’est-a-dire un systéme

d’équations différentielles) sans aucun probleme.

On va maintenant s’intéresser a résoudre explicitement une équation différentielle factionnaire
linéaire de type Caputo.

2 Equation différentielle fractionnaire linéaire

Dans le cas d’une équation différentielle fractionnaire linéaire, on peut donner une expression

explicite de la solution, et ce, en utilisant la fonction de Mittag-Leffler FE,.

Théoréme 2.3 Soit a >0, n=[a]+1 et A € R. La solution du probléme d valeurs initiales
“DY(z) = My(z), y(O0)=1, y¥0)=0 (k=1,2,...,n—1),

est donnée par
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Autrement dit, les fonctions propres de 'opérateur différentiel de Caputo s’écrivent en terme
des fonctions de Mittag-Leffler.

Démonstration. il est clair, d’apres les théorémes d’existence et d’unicité énoncés précé-
demment, que le probleme a valeurs initiales ci-dessus possede une unique solution. Il ne reste
plus, qu’a vérifier que la fonction y définie ci-dessus est une solution de ce probléme. Pour les

conditions initiales, on a y(0) = E,(0) =1 car

)\:Ea N )\2x2a N
F(1+a)  T(1+20)

E,(\x%) =1+

De plus, dans le casn > 2 (ou > 1), on a y*(0) =0 pour k=1,2,...,n—1, car

)\Sl?a N )\21,2(1 N
I'l+a) TI'(1+2a) 7

ylx) =1+

ce qui implique
)\xafk )\2$2a7k
Ti+ta—Fk @ T0+2a—k

y M (z) = +...,

pourk=1,2,....n—1< a.
Concernant [’équation différentielle, prenons d’abord le cas X = 0 et remarquons que dans ce
cas y(x) = E,(0) =1, alors “Dy(x) =0 = Ay(x).

Pour X # 0, et en utilisant la notation py(z) = z*, on a

CDay(JL') — cDa ioj )‘pa fﬂ) — In—oul)n i )‘jpaj (.I')
S T(1+ ja) 0 S T(1+ ja)
o] )\yan . 00 )\]an .
— o 'OCJ T — o .OéJ T
0 ;)r(lﬂa) (z) 0 ;F(Hga) (%)

_ > Ajpa‘fn > )\j OIn_apa'fn(x)
= WALSE ey — J
0 ZF(1+ja—n) (z) zzl I'1+joa—n)

j=1 =
00 )\jpaj a( ) B e} )\jxaj—oz
]Z::F(l—i—j&—a) B ;F(l—l—j&—&)
00 )\]—f—l aj 0o ()\ZC )
2 (1 +ja) 2 Ty W

J

La permutation des symboles somme et différentiation puis somme et intégration est justifiée

par le fait que la série définissant la fonction de Mittag-Leffler est convergente. O
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3 Stabilité des équations différentielles fractionnaires

Nous allons maintenant considérer la question de stabilité des solutions des systemes d’équa-
tions différentielles fractionnaires. Dans le cas classique d’équation d’ordre entier la stabilité
est un domaine de recherche important et bien connu, et elle est généralement étudié pour des
équations différentielles du premier ordre. Dans cette partie, nous allons nous intéresser a une

classe de problemes proche de ce cas. Soit donc 'équation différentielle fractionnaire :
‘D(x) = f(z,y(x)), aveca € (0,1). (2.12)

Ici y(x) € RY avec N € N et f une fonction définie sur une partie de R¥*1. Supposons que les

conditions d’existence et d’unicité sont vérifiées et que :
f(z,0) =0, pour tout z > 0. (2.13)

Cette condition implique que la fonction y(z) = 0 est une solution de (2.12).

Définition 2.2 (a) La solution y(z) = 0 de l’équation (2.12) est dite stable si, pour tout € > 0
il existe & > 0 tel que la solution du probleme da valeurs initiales constitué de [’équation
(2.12) et de la condition initiale y(0) = yo vérifie ||y(z)|| < €, pour tout x > 0 quand
lyoll < 0.

(b) La solution y(z) = 0 de ’équation (2.12) est dite asymptotiquement stable si elle est stable
et s’il existe un vy > 0 telle que lim ly(x)]| = 0 quand ||yo| < 9.

Remarque 3.1 Dans la définition (2.2) nous avons seulement discuté les propriétés de la so-
lution nulle de I’équation (2.12). On peut transférer ces propriétés ainsi que les résultat suivants
au voisinage d’une solution arbitraire qui satisfait ou non la condition (2.13) par la procédure
suivante :

Une solution y de ’équation différentielle “D%y(x) = g(x,y(x)) est dite (asymptotiquement)
stable si et seulement si la solution nulle de “D*z(x) = f(x,z(x)) est (asymptotiquement)

stable avec f(x,2) = g(z,z + y(z)) — g(x, y(z)).

3.1 Meéthode indirecte (Linéarisation)

On commence par donner un résultat de stabilité dans le cas tres simple d’une équation

différentielle fractionnaire linéaire homogene a coefficients constants ([40]).
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a /2

Région instable

Région stable

Figure 2.1 — Région de stabilité d’un systéme linéaire d’équations fractionnaires d’ordre 0 < a < 1.

Théoréme 2.4 Soit L’équation différentielle fractionnaire “D%y(z) = Ay(z), ot A est une

matrice d’ordre N x N.

(a) La solution y(x) = 0 du systéme est asymptotiquement stable si et seulement si les valeurs
propres A; (j = 1,2,...,N) de A vérifient |arg);| > am /2. De plus le vecteur y(x) tend
vers 0 avec ||y(z)|| < Kz=*, >0, a > 0.

(b) La solution y(x) = 0 du systéme est stable si et seulement si les valeurs propres vérifient
larg\;| > am/2 et toutes les valeurs propres vérifiant |arg);| = am /2 ont une multiplicité
géométrique égale a un (la multiplicité géométrique d’une valeur propre X de la matrice A

est La dimension du sous-espace des vecteurs v vérifiant Av = A\v).

Dans le cas d’un systéme non-linéaire autonome °D%y = f(y),0 < a < 1, ou sous forme

vectorielle :
CDayi:fi(yl,yQ,...,yN), ], = 1,2,...,N, (214)

oty = [y1,y2,-- -, ynlT et f=[f1, fo,..., fn]T, les points d’équilibre du systéme (2.14) sont les
solutions des équations f;(y1,v2,...,yn) =0, i =1,2,..., N.
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Supposons que (yj,vs, .- .,yy) est un point d’équilibre du systeme (2.14) c’est-a-dire
L, ys, o yn) =0, i=1,2,..., N,
pour analyser la stabilité de ce point on défini
&=y —vy,1=12 ... N.

Alors
“D%; = fi(y] + €1,y5 +€2,...,yny +€n), 1 =1,2,... N. (2.15)

Par développement en séries de Taylor de la fonction f au voisinage du point y* on trouve :

filyi +enys +ea,oyn Hen) = iyl v, Yn) + B B 5 €+ fi(e),
Yty Y2{,. YN |y

(2.16)

pouri=1,2...,N. Olt € = [e, €9, ...,en]T et fi(¢) dénote les termes supérieurs dans la série

de Taylor. On sait que f;(y7,ys,...,yy) =0pouri=1,2,..., N, alors :

af; af; of; )
filyl +en,y5 + €2, Yy +en) = J J / e, i=1,2,...,N. (217)
oy v 0y v Oyn v
On obtient donc
‘D% = Je, (2.18)

ounJ = df /0y

On peut maintenant appliquer le théoréme précédent pour étudier la stabilité locale des solu-

,~ est la matrice jacobienne associée a f au pointy™.

tions d’équilibres du systéme d’équations fractionnaires autonomes non-linéaires (2.14).

3.2 Extension au cas fractionnaire de la méthode directe de Lya-

pounov

Par méthode directe de Lyapounov nous faisons allusion a la méthode consistant a trouver
une fonction de Lyapounov associée a un probleme non-linéaire, si une telle fonction existe alors
le systeme est stable. Cette méthode est difficile a mettre en oeuvre, mais elle est d'une portée
beaucoup plus générale. Notons que la méthode directe de Lyapounov nous donne une condition
suffisante de stabilité, c’est-a-dire que le systéme peut étre stable méme devant I'impossibilité

de trouver une fonction de Lyapounov car il n’y a pas de regle générale pour trouver une telle
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fonction, cependant, dans les problemes de mécanique, 1’énergie est souvent un bon candidat.

Commengons par définir la stabilité au sens de Mittag-Leffler [41] :

Définition 2.3 La solution de ’équation différentielle fractionnaire non-linéaire
“Dy(z) = f(z,y(z)), 0<a<l, (2.19)
est dite Mittag-Leffler stable si

ly(@)]l < {mly(wo)l(z — 20) 7 Eap (=A@ — 20))}", (2.20)

o0 <a<l yel[0,l—a], A >0,b>0, m0) =0, m(y) >0 et m(y) est localement

lipschitzienne sur x € B C RN avec my comme constante de Lipschitz.
Remarque 3.2 La stabilité de Mittag-Leffier implique la stabilité asymptotique.

On va maintenant énoncer un théoreme qui est considéré comme une extension de la méthode
directe de Lyapounov au cas d'un systeme d’équations fractionnaires, et qui a pour résultat la
stabilité au sens de Mittag-Leffler.

Théoréme 2.5 Soit y = 0 un point d’équilibre du systéme (2.19) et D € RN un domaine
contenant lorigine. Soit V(x,y(x)) : [0,00) x D — R une fonction continument dérivable et

localement lipschitzienne par rapport a y telle que :

ar [lyl* < V(w,y(2)) < as Iy, (2.21)

DV (2, y(z)) < —as |yl|” (2.22)

ovx>0,yeD, e (0,1), al, ag, az, a et b sont des constantes positives. Alors y = 0 est
Mittag-Leffler stable.
Si les hypothéses sont vérifices sur RY, alors y = 0 est globalement Mittag-Leffler stable.

Pour la démonstration de ce théoréme voir [41].
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4 Résolution numérique des équations différentielles frac-

tionnaires

Pour la plupart des équations différentielles fractionnaires, obtenir une solutions analytique
exacte est tres compliqué, ainsi, il est nécessaire de se tourner vers les méthodes numériques.
Ces méthodes sont développées sur les idées du cas entier, mais a cause du caractere non-local
des dérivées fractionnaires elles vont se distinguer par plusieurs aspects et elles vont exhiber
des problémes qu’on a pas rencontré dans le cas classique.

Nous allons maintenant introduire quelques unes de ces méthodes, tout en donnant une plus
grande importance a la méthode d’Adams-Bashforth-Moulton fractionnaire, car c’est la mé-
thode numérique qu’on va appliquer le long de notre travail de simulation de systémes dyna-

miques fractionnaires.

4.1 La méthode des différences fractionnaires de Griinwald-Letnikov
Dans cette partie et dans les suivantes, nous voulons développer des algorithmes numériques
pour résoudre une équation différentielle d’ordre fractionnaire de type Riemann-Liouville :

Dy(x) = f(z,y(x)), D *y(0)=bp k=1,2,...,n—1, lim I" °y(z) = b,,  (2.23)

Z~>0+

ou plus important encore (d'un point de vue pratique) I’équation de type Caputo :
“D(z) = f(z,y(x)), Dy(0)=1b, k=0,1,2,...,n—1, (2.24)

oua >0, a¢ Netn=][a]+ 1. Nous nous intéressons a une solution y(x) de I'équation (2.23)
ou (2.24) sur un intervalle fermé [0, X] pour un certain X > 0.

Comme dans le cas classique, les méthodes numériques ne sont pas supposées donner une solu-
tion sur tout I'intervalle [0, X|, mais plutdt sur un ensemble de points de cet intervalle.
Supposons que les points zg, z1, . .., xy sont équidistants sur [0, X] avec un pas g1 — o = h,
N = X/h, 9 = 0 et )y = X. De plus on note y,, 'approximation de y(x,,) et fr, = f(Tm, Ym)
la discrétisation du second membre de I’équation différentielle en question.

Commencons par une méthode basée sur la dérivée de Griinwald-Letnikov.

Au lieu de considérer les problemes aux conditions initiales (2.23) et (2.24) nous allons direc-

tement résoudre un troisiéme type de problemes donné par :

“Lpoy(z) = f(z,y(z)), y(0)=0avec 0 < a <1, (2.25)
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ou “LD* est lopérateur différentiel de Griinwald-Letnikov. Comme la condition initiale est
homogene, alors le probleme (2.25) est équivalent aux problemes (2.23) et (2.24) pour 0 < o <
1. L’avantage d’une telle formulation est que nous gagnons une discrétisation immédiate du

probléme, d’apres la définition de la dérivée de Griinwald-Letnikov

GLrDoz — i (A%y)(l’) — i AL 1 B[O kh 0
y() =T e T e I;)(— ) e y(r —kh),a > 0.

Sans la limite h — 0 on a, ce qu’on appelle, 'opérateur de Griinwald-letnikov fini

1 & Q@
LD (2,,) = o Z(—l)k<k>y(a¢m —kh), m=0,1,...N,
k=0
qui nous donne une version discrétisée de I'opérateur “LD?.

En utilisant les points de maillage xy, ..., zy on obtient le probleme discrétisé

1y <—1>k(“)y<xm kR = Flams gl = 0,1, ., N,
he 2~ k

Si on pose wy, = (—1)k<a

k:)’ on peut alors résoudre ces équations une a une a chaque point z,,

par :

Ym = h* [ (@ Ym) — > wpy(@m — kh), m=1,...,N. (2.26)
k=1

Cette formule calcule la solution numérique de I’équation différentielle fractionnaire (2.25). Re-
marquons que la solution recherchée y,, apparait dans les deux membres de 1’équation (2.26),
mais & chaque étape la m'®™° équation contient v, comme unique inconnue, car on aurais cal-
culé y1,v2, . .., Ym_1 lors des précédentes étapes et yg n’est autre que la condition initiale. Dans
le cas général ou I’équation est non-linéaire on aura besoin d’utiliser la méthode du point fixe
pour résoudre chaque équation individuellement.

Avant de généraliser au cas ou les conditions initiales ne sont pas nécessairement homogenes, re-

gardons de plus prés les coefficients wy, de la dérivée de Griinwald-Letnikov finie. Les coefficients
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wi peuvent étre calculés d’une maniere récursive (avec wy = 1) par :

- o\ Fa+1)

o = (—1)k<k> = T DMk 1)

_ waDlatDa—k+1)  (k—(a+1)

= T e <k> o o

B (1_a—|—1>w
- k’ k—1,

pour tout £ € N*. Les coefficients w; peuvent aussi étre considérés comme coefficient du déve-
loppement en série de la fonction w(z) = (1 — 2)°.

On trouve finalement la formule :

m—Oé

Ym = P f (T, Ym) — éwky(xm — kh) — (F(m—a) — g)wj) Yo, m=1,...,N. (2.28)

avec une erreur de l'ordre de O(h) (pour plus de détails voir [38]). Il est clair que les formules

(2.26) et (2.28) sont identiques dans le cas ou les conditions initiales sont homogenes.

4.2 La méthode décompositionnelle d’Adomian (ADM)

Dans cette partie, on va considérer I’équation fractionnaire de type Caputo (2.24), ou d’une

maniere équivalente I’équation l'intégrale d’Abel-Volterra de la forme :

) = 0(0) + s e =0 o)t (2.29)
ol g est définie par :
n—1 l’k
glz) = ybk-
k=0 "

La méthode décompositionnelle d’Adomian [42, 43] est basée sur 1'idée de construire une solution
de I'équation intégrale (2.29) sous forme d’une série avec y;(x), i = 0,1,... comme solutions

de base, c’est-a-dire :

V(o) = S wle) = o(e) + s [0S A

() i=0
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ot les ;A;(t) sont appelés les polynémes d’Adomian. Cette méthode est un schéma explicite,
défini par
ylz) = g(x)

. , 2.30
pnle) = o [t AW T=0,12, (2:50)

ou les polynémes d’Adomian ;A,(t) sont obtenus grace a la relation suivante :

d' i
rAi(x) = [;Mf (x,;)%yj)] (2.31)
J= A=0

ol A est un parametre réel introduit par convenance.
o

En pratique, il est presque impossible de calculer la somme de la série Zyl(:c) (sauf cas tres
i=0
particulier). Aussi se contente-t-on généralement d’une solution approchée sous la forme d’une
N

série tronquée Zyz(x) Les fondements mathématiques de la méthodes ainsi que les preuves
i=0
de convergences ont été précisés par Yves Cherruault [44, 45]. Elles sont basées sur la méthode

du point fixe.

4.3 La méthode d’itération variationnelle (VIM)

Cette méthode a été développée par Ji-Huan He [46-48] au début des années 1990.
Cette méthode est utilisée pour résoudre des probléemes non-linéaires, elle a été proposée la
premiere fois pour résoudre des problemes en mécanique quantique.
La méthode est basée sur la détermination de multiplicateur de Lagrange de facon optimale
par 'intermédiaire de la théorie variationnelle.

Considérons le systeme fractionnaire non-linéaire suivant :
Ly + Ry + Ny = g(), (2.32)

ou L est l'opérateur de dérivation fractionnaire, R est un opérateur différentiel linéaire, N
représente les termes non-linéaires et g une fonction connue.
Nous pouvons construire une correction fonctionnelle selon la méthode d’itération variationnelle

suivante :
(@) = 9n(w) & [N [L0a(9) + BEu() + Nin(s) — g(s)] ds, (2.33)

ieme

ou A est un multiplicateur de Lagrange, l'indice n représente la n approximation et ¥, est

considéré comme une variation restreinte, c’est-a-dire 6¢,(s) = 0.
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Pour résoudre 1’équation (2.32) par la méthode VIM, on doit d’abord déterminer le multipli-
cateur de Lagrange A qui va étre identifié via une intégration par parties. Alors, Les approxi-
mations successives y, de la solution y(z) vont étre obtenues en utilisant le multiplicateur de
Lagrange et une fonction g, bien choisie (qui doit au moins satisfaire les conditions initiales),
par conséquent, la solution exacte sera la limite

lim_ yn(7) = y(z).

n—oo

La convergence de la méthode a été établie par Dehghan [49] et Odibat [50].

4.4 La méthode d’Adams-Bashforth-Moulton fractionnaire

Nous allons maintenant introduire une méthode numérique pour résoudre une équation
différentielle fractionnaire de type Caputo basée sur une formulation fractionnaire de la méthode
classique d’Adams-Bashforth-Moulton. En particulier, on va utiliser la formulation du probleme

original sous forme d’équation intégrale d’Abel-Volterra :

n=1 .k 1 " -
y(z) = g} T T /0 (= 1)L f (L, y (L)) dt. (2.34)

Cette méthode a été introduite et discutée dans [51, 52]. Une analyse mathématique détaillée
se trouve dans [53, 54]. Des tests numériques et des comparaisons avec d’autres méthodes sont
rapportés dans [55].

Dans ce travail, nous allons donner une vue d’ensemble de la version fractionnaire de cette

méthode et citer quelques résultats analytiques importants, basée sur le livre de K. Diethelm
137].

4.4.1 Formulation Classique

Rappelons d’abord la méthode classique d’Adams-Bashforth-Moulton pour la résolution

d’équations différentielles ordinaires du premier ordre :

Dy(z) = f(z,y(z)) (2.35a)
y(0) = o (2.35b)

Supposons que la fonction f est telle que le probléme admet une unique solution sur l'intervalle

[0, X], et que cet intervalle est divisé en N sous-intervalles [z;,2;11], 7 = 0,1,...,N — 1 de
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longueurs égales h = X/N.
L’idée de base est de supposer que nous connaissons les approximations y; ~ y(t;), j =

1,2,...,k, et nous allons essayer de calculer y;.1 par le biais de I’équation :

tet1

Y(ter) = y(tr) + f(z,y(2))dz. (2.36)

tk

Cette équation découle de l'intégration de (2.35a) sur Uintervalle [ty, tx11]. L'intégrale dans le

second membre de (2.36) est alors remplacé par la formule de quadrature trapézoidale :

[ o1z~ " g + ), (2.37)

. . . v . . imati s
our obtenir une équation avec comme unique inconnue l’approximation

Ykl = Yk + m(f(% y(te)) + f(trr1, y(terr))), (2.38)

2

en remplacant y(k + 1) par yg.; on retrouve I'équation implicite de la méthode a un pas
d’Adams-Moulton

t —t
Y1 = Y + %(f(tka Uk) + f(tkt1, Yer1))- (2.39)

Le probleme avec cette formule est que 'inconnue y;,1 apparait dans les deux membres de
I’équation, et a cause du caractere non-linaire de f, on ne peut généralement pas la résoudre
pour yx,1 d'une maniere directe. Ainsi on va utiliser (2.39) dans un processus itératif en insérant
une valeur préliminaire approchée de y;.; dans le membre de droite dans le but d’obtenir une
meilleure approximation.

L’approximation préliminaire 35 1, appelée prédicateur, est obtenue d’une maniere similaire, en

remplacant la formule trapézoidale par une formule du rectangle :

/abg(z)dz ~ (b—a)g(a), (2.40)

on obtient ainsi la méthode explicite d’Adams-Bahforth

i = Uk + hf (b, vr). (2.41)

Il est bien connu que le processus (2.41) et ’équation :

h
Yk+1 = Y + §(f(tk, Ui) + [ (i1 Yiir))s (2.42)
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forment la méthode d’Adams-Bashforth-Moulton a un pas. Cette méthode est convergente, son
ordre de convergence est 2, c’est-a-dire :

s () — ) = 002, (2.43)
De plus, cette méthode est satisfaisante du point de vue de sa stabilité numérique [56]. Elle est
dite de type PECE (Predict, Evaluate, Correct, Evaluate) car, lors de son implémentation, on
commence d’abord par calculer le prédicateur par (2.41), puis on évalue f(tx41,yp,,), qu'on va

utiliser pour calculer le correcteur via (2.42), et finalement évaluer f(tyy1, yxt+1). Ce résultat est

stocké pour une utilisation ultérieure, lors de 1’étape d’intégration suivante.

4.4.2 Formulation Fractionnaire

Nous allons maintenant essayer de reporter les idées essentielles de cette méthode au pro-
bleme d’ordre fractionnaire, pour cela, nous avons besoin d’une équation similaire & (2.36).
Heureusement une telle équation est disponible, a savoir (2.34). Cette équation est un peu
différente de (2.36) car Iintégration commence maintenant de 0 au lieu de zy. Il s’agit d’une
conséquence du caractére non-local des opérateur différentiels d’ordre fractionnaire. Cela ne
va toutefois pas causer de problemes dans notre tentative de généraliser la méthode d’Adams.
Ce que nous allons simplement faire, ¢’est remplacer I'intégrale par une formule de quadrature
trapézoidale du produit, c’est-a-dire qu’on va utiliser les noeuds ¢; (j =0, 1,...,k+1) et inter-
préter la fonction (75, —.)* ! en tant que fonction poids pour I'intégrale. En d’autres termes,

on va appliquer I'approximation

Ha a—1 Tht a1~
| @ =2 g [ @ — 2 G (), (2.44)
ou gi41 est 'interpolation linéaire par morceaux de g par rapport aux noeuds z;, 7 = 0,1,..., 5+
1. Ainsi
_— . k41
| @ =2 e (e = X ajeng(e). (2.45)
5=0
ou
Th+1 a—1
Aj+1 = /0 (Th41 — 2)" @jat1(2)dz, (2.46)
et
(Z — :pj_l)/(xj — xj—l) st Tji—1 <z <y,
GPint1(2) = 4 (xj41 — 2)/(xj11 — x;) si T <2< Tjyr, (2.47)
0 ailleurs.
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Un calcule simple nous donne :

(Trp1 — 1)+ 2 [owy + @1 — T
ria(a+1)

Ao k+1 = , (2.48)

(@r1 — 2j-0) " + (21 — 25)el@jo1 — 7)) + 251 — Tp]
(CCJ' — xj,l)oz(oz + 1) (2 49)

(Te1 — 2540)° "+ (W1 — 25)°[alm; — 2500) — 240 + T '
(zj11 — z5)a(a+ 1)

Ajk+1 =

+

Y

pour 1 < j <k, et
(Tpy1 — o)

At 1,k1 = ala 1) (2.50)
Dans le cas ot les noeuds sont équidistants (z; = jh avec h constant), ces relations sont réduites
a .
ha
— (K — (k= a)(k + 1)~ =0
ao g (e ek 1)) si j=0,
h* . . . . .
CLj7k+1 = m ((k — ] + 2)a+1 + (k — ])OH_I — 2<k — ] + 1)a+1) S1 1 S ] S k, (251)
hOé
—_  j=k+ 1.
ala+ 1) st ) +

On obtient ainsi notre formule du correcteur (la variante fractionnaire de la méthode d’Adams-

Moulton & un pas) :

n—1 [L’j 1 k
Yk+1 = Z ;J!rlbj + F(a) Zaj,kﬂf(l’j, yj) + ak+1,k+1f(xk+layllc)+l) . (2-52)

Jj=0 J=0

Reste & déterminer la formule du prédicateur requise pour le calcul de 3 +1- La méthode utilisée
pour la généralisation de la formule d’Adams-Bashforth est la méme décrite ci-dessus pour la
formule d’Adams-Moulton : On remplace l'intégrale dans le membre de droite de (2.34)par une

formule du rectangle

Tp+1 k
| @ =2 g0~ Y bysag(ay), (2.53)
7=0
ou v N N
bjpst = / _” (Tgp1 — 2)* Ldz = (Tr1 — 25) _a<“’k+1 —Tis)” (2.54)
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Dans le cas équidistant on obtient la formule (plus simple) :

«

bysin = o (k41— )" = (k= 5)°). (2.55)

Le prédicateur y} 41 est ainsi calculé par la formule d’Adams-Bashforth fractionnaire :

n—1 SL’J . 1 k
Yipr = D b+ (o) > bjwrf(z).y5). (2.56)
j=o0 J- (a) =0

Notre algorithme de la méthode Adams-Bashforth-Moulton est maintenant completement dé-
crit par les équations (2.56) et (2.52) avec les poids a; x+1 et b; g1 définis par les formules (2.51)

et (2.55) respectivement.

4.4.3 Propriétés de I’Algorithme

Nous allons maintenant décrire les propriétés les plus importantes de cet algorithme.

Stabilité

La question de la stabilité est tres importante lors de la mise en oeuvre de la méthode sur or-
dinateur, car nous devons prendre en considération les effets des erreurs d’arrondi. Il est connu
[57] que la méthode d’Adams-Bashforth-Moulton classique est une méthode raisonnable dans le
sens ou ses propriétés de stabilité permettent une utilisation stire pour la résolution d’équations
différentielles, sans propagation grave des erreurs d’arrondi, alors que sa mise en oeuvre n’est
pas tres cotiteuse du point de vue temps.

D’apres les résultats dans [58], nous pouvons voir que ces propriétés restent inchangées lorse-
qu’on observe la version fractionnaire de 'algorithme, il est donc clair que le comportement de

cette méthode ne dépend pas de l'ordre des opérateurs fractionnaires.

Convergence
La stabilité n’est pas un critere suffisant pour juger si une solution numérique est, oui ou non,
une bonne approximation de la solution exacte. Nous devons également nous pencher sur le
probleme de I'estimation de I'erreur, a savoir la question de la convergence.
Pour cela on énonce sans démonstration les résultats les plus significatifs concernant I’analyse
de l'erreur de cette méthode qui sont détaillés dans [54]. Le premier de ces résultats est basé

sur une supposition sur la régularité de “D%y :
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Théoréme 2.6 Soit a > 0 et supposons que D%y € C*[0, X| pour un certain X. Alors

Jmax |y(z;) —y;l = (2.57)

O(h?) sioa>1,
O(h'*t®) si a<1.

Quand au second résultat, il est basé sur la régularité de la fonction y elle méme

Théoréme 2.7 Soit 0 < a < 1 et supposons que y € C?[0, X| pour un certain X. Alors, pour
1<j<Nona

O(h*®) si 0<a<1/2,

4 (2.58)
Oh*™®) si 1/2<a< 1.

ly(z;) —y;| < Cﬂ??‘_l X {
Complexité arithmétique

Nous remarquons que la complexité arithmétique (c’est-a-dire le nombre d’opérations arithmé-
tiques) de lalgorithme n’est pas O(max(t;;1 — t;)') comme c’est le cas pour une équation
différentielle ordinaire du premier ordre. Au lieu de cela nous avons O(maz(t;+1 — t;)~2) opé-
ration. La raison pour laquelle nous avons une si grande complexité arithmétique est la nature
de l'opérateur Df : quand a n’est pas un entier, alors 'opérateur Dy n’est pas un opérateur
local, c’est a dire afin d’évaluer Df: il ne suffit pas de connaitre les valeurs de f dans un petit
voisinage de t. Au contraire, il nous faut des informations sur I’ensemble de "T'historique" de la

fonction f sur Uintervalle [to, ¢].

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons concentré notre étude sur la théorie des équations différentielles
fractionnaires. Nous avons présenté quelques théoremes d’existence et d’unicité indispensables
a toute étude de problemes a valeurs initiales, avec des démonstrations détaillées. Une méthode
de résolution d’équations différentielles fractionnaires linéaires a coefficients constants basée
sur la fonction de Mittag-Leffler a été exposée. Des résultats fondamentaux sur la stabilité des
systemes fractionnaires ont été, ensuite, introduits. Ces résultats de stabilité seront utilisés,
dans le chapitre 4, pour obtenir des conditions sur le chaos et la synchronisation des systemes
fractionnaire.

Enfin, pour cléturer ce chapitre, nous avons présenté différentes méthodes qui ont pour but
I'évaluation numérique de la dérivée fractionnaire (définition de Grinwald-Letnikov) et la ré-

solution des équations a dérivées fractionnaires.
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Nécessaire pour la suite de notre travail, la méthode Adams-Bashforth-Moulton fractionnaire

a été particulierement détaillée.
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Détection et Analyse du Chaos
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Chapitre 3. Détection et Analyse du Chaos

L objectif de ce chapitre est de disposer des éléments théoriques nécessaires a l’ana-
lyse du comportement d’un systéeme chaotique. Nous partirons de quelques définitions
préliminaires permettant de cerner les caractéristiques essentielles des systémes dy-
namiques chaotiques. Nous commencerons par définir la notion de chaos, puis nous
aborderons d’autres notions mathématiques comme le déterminisme, la dynamique
non-linéaire ou ’espace des phases. Enfin nous présenterons des outils d’analyse et

de caractérisation des systémes chaotiques.
1 Quelques Définitions

1.1 Le chaos

Historiquement, le chaos fut étudié par différentes communautés (mathématiciens, physi-
ciens, théoriciens de l'information...) qui en donnérent chacune une définition légerement diffé-
rente.

Devaney proposa la définition suivante du chaos [59] : un systéeme dynamique est chaotique si
et seulement si

e il est topologiquement transitif,

e il possede un ensemble dense d’orbites périodiques,

e il présente le phénomene de sensibilité aux conditions initiales.

La transitivité signifie simplement que si I'on considere deux voisinages quelconques de deux
états distincts d'un systeme dynamique, il existe une trajectoire qui passe de I'un a l'autre.
Notons que les deux premieres hypotheses impliquent la troisieme [60], sans que la réciproque
soit vraie. Toutefois, elles ne permettent pas une quantification simple de la chaoticité et sont
donc peu adaptées a une étude pratique d'un systeme dynamique. Au contraire, la sensibilité
aux conditions initiales peut étre quantifiée grace aux exposants de Lyapounov et se préte donc
bien a I’étude d’exemples concrets.

Dans le cadre topologique, c’est-a-dire celui des applications 7' : X — X continues sur
un espace métrique X le plus souvent compact, de nombreuses définitions du chaos ont été
proposées. Elles reposent sur un ensemble de propriétés qui traduisent toutes, avec plus au
moins de précision, une forme d’instabilité des trajectoires. Parmi ces propriétés : la sensibilité

aux conditions initiales définie comme suit :

Définition 3.1 Soit (X,d) un espace métrique et T : X — X wune application continue.

On dit que le systeme dynamique topologique (X,T) posséde la propriété de sensibilité aux
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conditions initiales lorsqu’il existe ne constante ¢ > 0 telle que :
Vee X, Ve>0, Jye X, IneN : d(z,y) <eetd(T"(z), T"(y)) > c.

Cette définition exprime que pour n’importe quelle condition initiale, il existe des points aussi
proches que 1'on veut de celle-ci dont les orbites associées s’éloigneront de la trajectoire initiale.

Une autre propriété caractéristique du chaos est I'entropie topologique [61], définie comme suit :

Définition 3.2 Soit (X,d) un espace métrique compact, et T : X — X une application
continue. Pour ¢ > 0 et n dans N, un couple de points (x,y) est dit (n,¢€)-séparé lorsqu’il
vérifie : Orgl?gcnd (T’%x),T’“(y)) > €. Notant H, . le cardinal mazimal des familles de X dont
tous les couples de points distincts sont (n, €)-séparés, Uentropie topologique hy,(T') est définie
par :

hiop(T) = lim lim lln(ane).

e=+0n_+ocon

Le terme H, . représente le nombre d’orbites que I'on peut distinguer au bout d'un temps n,
si I'on dispose d’une précision de taille €. L’entropie topologique est alors le réel h pour lequel
H, . croit en exp(hn), quand n tend vers I'infini : lorsqu’elle strictement positive, cette quantité

est donc significative d’un désordre élevé. On obtient ainsi la définition suivante du chaos :

Définition 3.3 Un systéme dynamique topologique (X,T) sera dit chaotique si son entropie

topologique hy,(T) est strictement positive.

1.2 Le déterminisme

Durant ces dernieres décennies, des chercheurs ont réussi a mettre certains phénomenes en
équation et remarqué qu’il existe un coté déterministe dans ce qui parait étre a premiere vue
aléatoire. Il convient alors de distinguer les phénomeénes aléatoires du chaos déterministe qui
nous intéresse ici. Dans les phénomenes aléatoires, il est absolument impossible de prévoir la
trajectoire d’une quelconque particule. C’est le cas du mouvement brownien découvert par Ro-
bert Brown en 1827 : il désigne le mouvement aléatoire d'une particule, il est incessant, isotrope
et c’est de plus un processus de Markov, c’est-a-dire que le mouvement a venir est indépen-
dant du mouvement passé. Pour 'observer, il suffit d’examiner au microscope une suspension
de grains de pollen (figure Fig.(3.1)) : ces particules effectuent des mouvements incessants et
aléatoires, mouvements résultant d’impulsions transmises par les molécules du milieu soumises

A lagitation thermique. A Popposé, les systémes dynamiques chaotique sont caractérisés par
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Figure 3.1 — Evolution temporelle dans un plan (X,Y)des grains de pollen durant 30 secondes.

certaines équations rendant compte du phénomeéne, mais dont les solutions (approximatives,
faute de pouvoir les résoudre exactement) sont sensibles aux conditions initiales. La notion de
déterminisme est ainsi intrinsequement liée a tous les systemes dont ’évolution est définie par

un ensemble d’équations différentielles.

1.3 La dynamique non-linéaire

Un systeme physique est dit linéaire lorsque les grandeurs varient en demeurant proportion-
nelles. Dans un tel systeme, la somme de causes produit une somme correspondante d’effets,
et il suffit d’étudier séparément les comportements individuels des composantes, puis de les
additionner, pour déduire le comportement du tout (on dit qu’il y a proportionnalité entre la
cause et l'effet).

Une équation linéaire est illustrée par 'exemple suivant : U = R.I. Cette équation correspond
a la tension électrique Uaux bornes d'une résistance R traversée par un courant [ : la tension
est bien proportionnelle a la valeur du courant.

Pour une équation non linéaire, nous prendrons 1’exemple d’un pendule libre non amorti [62].
Soit un pendule composé d’une masse m soumise a un champ de pesanteur vertical d’accéléra-
tion g (figure 3.2). La masse est maintenue a un point fixe A par une tige rigide de longueur I.
Celle-ci se balance dans un plan vertical et on définit 'angle 6(¢) entre la tige et la verticale. En

appliquant le principe fondamental de la dynamique, le systeme est alors décrit par 1’équation
3.1 [63].
d*0(t)
dt?

= —%sin@(t) (3.1)
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Figure 3.2 — Pendule libre.

Cette équation contient un terme non linéaire sinf qui peut étre simplifié par une approxima-
tion linéaire,d, pour de petits déplacements angulaires. Avec les équations linéaires, la solution
permet de généraliser d’autres solutions; ce n’est pas le cas avec les équations non linéaires.
Bien qu’elles partagent certaines qualités universelles, les solutions non linéaires tendent a étre
obstinément individuelles et particulieres. Contrairement aux courbes régulieres obtenues par
des équations linéaires, la représentation d’équations non linéaires comprendra des cassures, des
boucles, des récursions - toutes sortes de turbulences. Les équations non linéaires s’appliquent
alors de maniere spécifique aux éléments discontinus. Les domaines d’applications des équations
non linéaires sont tres diversifiés. Les applications sont aussi bien du domaine scientifique (pen-
dule libre non amorti, cassures brusques des matériaux...) que du domaine économique (crois-
sance d’une société, fonctionnement d’une économie, impact de diverses politiques et stratégies
sur I’évolution des villes... ). A T’aide de modéles non linéaires, il est possible de localiser dans
de tels systemes des points critiques, au niveau desquels une modification infime peut avoir un
impact d’une importance disproportionnée.

Nous pouvons conclure ce paragraphe en insistant sur le fait que la non-linéarité est une des

caractéristiques fondamentales des systemes chaotiques.

1.4 Espace des phases et section de Poincaré

Prenons le cas d'un systeme physique constitué par des équations différentielles. La repré-
sentation de I’évolution temporelle d'un systeme physique est alors réalisable. Pour cela, on
construit d’abord un modele avec les lois physiques et les parametres nécessaires et suffisants
pour caractériser le systéme. Puis, on définira, a un instant donné, un point dans un “repere”
.Ce point caractérisera ’état du systeme dans l'espace a cet instant. Cet espace est appelé

“I’'espace des phases” Lorsque le temps s’écoule, le point figurant ’état du systeme décrit en
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général une courbe dans cette espace. On parle alors de son orbite.

Pour les phénomenes les plus simples, ce point est attiré vers un point d’équilibre ou une courbe
limite, preés desquels il repasse périodiquement. Les mathématiciens appellent ces courbes “li-
mites des attracteurs”.

Pour les phénomenes déterministes, une trajectoire dans l’espace des phases a la propriété de
ne posséder aucune intersection avec elle-méme ou avec d’autres. En effet, prenons I'exemple
d’une ou plusieurs trajectoires de I'espace des phases se recoupant en un point. Si 'on consi-
dére maintenant ce point comme 1’état initial, le systeme peut donc évoluer selon plusieurs de
ces trajectoires possibles et par conséquent, son évolution n’est plus déterminée par son état
initial. L'intersection de trajectoires dans I'espace des phases est incompatible avec le caractere
déterministe du systeme.

Il n’existe aucune relation entre un espace physique tridimensionnel et un cas d’espace a trois
dimensions. L’espace des phases correspond a un espace purement mathématique qui comporte
autant de dimensions que de parametres dans le systeme dynamique étudié. Ainsi on pourrait
tres bien imaginer se retrouver a manipuler un espace de phases a 216 dimensions, si le sys-
téme dynamique analysé impliquait 216 conditions initiales (toute difficulté géométrique mise &
part...). Néanmoins, on peut réduire le nombre de coordonnées en faisant appel a une technique
mise au point par Henri Poincaré : un plan d’observation > a dimension d — 1 transforme la
trajectoire continue en une succession de points de passages discontinus au travers de X. Ce
plan est une section de Poincaré. En plus de la diminution de la dimension de l'espace des
phases d en d — 1, cette méthode permet de réduire le nombre de données a manipuler en ne
conservant que les points d’intersection des trajectoires I' avec la section ¥ (figure Fig.(3.3)).
Le reste des points de la trajectoire étant ignorés, la dynamique est ainsi plus facile a étudier
[62]. Cet espace, bien qu’abstrait, contient sous forme géométrique une information concrete.
Les variables qui sont a la base de la construction de cet espace sont des grandeurs réelles et
a chaque point correspond une situation physique bien déterminée. Ainsi I'espace des phases
du balancier d'une horloge est construit a partir des variables vitesse et angle par rapport a la
verticale.

Le choix de ces variables n’est donc pas arbitraire. L’espace doit contenir toute I'information sur
la dynamique du systeme étudié. Les grandeurs doivent étre indépendantes pour que chacune
apporte sa propre information. Ce qui implique un certain nombre de variables nécessaires et
introduit la notion de degrés de liberté du systeme qui sont égaux a la dimension de I’espace
des phases.

Par exemple, la position d’une balle de tennis est déterminée non seulement par les trois coor-

données spatiales, mais aussi par trois coordonnées de vitesses : la vitesse de haut en bas, celle
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Figure 3.3 — Section de Poincare : la trajectoire de phases I" coupe le plan ¥

(a) (b) (c) (d)

Figure 3.4 — Quelques exemples d’espace de phases

de droite a gauche, celle d’avant en arriere (ou vice versa). Il faut donc six dimensions pour
décrire une balle de tennis.

La figure Fig.(3.4) nous permet de mieux comprendre la représentation graphique de quelques
espaces des phases : le systéme (3.4a) converge vers un état d’équilibre apres maintes oscilla-
tions, ce qui correspond dans ’espace des phases a des boucles qui convergent vers un point.
Le systeme (3.4b) se répete périodiquement, ce qui correspond dans espace des phases a une
orbite cyclique. Le systeme (3.4c¢) a également un mouvement périodique mais plus complexe ; il
se répete seulement apres trois oscillations différentes : on dit qu’il possede un cycle de période
3. Cela correspond a des boucles plus compliquées dans 'espace des phases. Le systeme (3.4d)
est chaotique, et dans I'espace des phases, a la forme en aile de papillon de I'attracteur étrange

de Lorenz.
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Figure 3.5 — Evolution temporelle pour deux conditions initiales trés proches [65]

2 Caractérisation du chaos

2.1 Sensiblité aux conditions initiales

Une autre propriété des phénomenes chaotiques est qu’ils sont tres sensibles aux pertur-
bations. L’un des premiers chercheurs a s’en étre apercu fut Edward Lorenz, du MIT, qui
s’intéressait a la météorologie et par conséquent aux mouvements turbulents d’un fluide comme
I’atmosphere.

Apres avoir modélisé, par des relations de thermodynamique et de mécanique des fluides, le
mouvement des masses d’air, il programmait son ordinateur de fagon a obtenir une simulation
numérique. A Pépoque, cela prenait beaucoup de temps. Un jour de I'hiver 1961, pour ne pas
recommencer les calculs depuis le début, il décida de reprendre son listing et de rentrer en tant
que conditions initiales des valeurs prises au cours de la simulation de la veille. L’ordinateur
(un Royal McBee LGP-300 [64]) lui donnait une précision a 6 chiffres, cependant 3 chiffres
significatifs lui semblaient largement suffisants pour ce genre de mesures physiques. Comme
tout scientifique, Lorenz était convaincu que de petites incertitudes au départ ne peuvent en-
gendrer que de petites incertitudes a l'arrivée. Il tronqua donc ces nombres et reprit le calcul.
Les résultats qui suivirent furent le “déclic”.

Dans un premier temps, la simulation semblait redonner les mémes valeurs, mais au bout d’'un
moment rien ne concordait, tout se passait comme si le mouvement représenté par ces valeurs
changeait complétement de trajectoire et ce, a cause d’une approximation de 'ordre de 10~*!
E. Lorenz venait de découvrir que dans des systemes non linéaires, d’infimes différences dans les

conditions initiales engendraient a la longue des trajectoires totalement différentes (figure 3.5).
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E. Lorenz comprit alors qu’il serait impossible de prédire la météo a moyen ou a long terme.
Cela remettait en cause les belles certitudes de la physique classique. Certains phénomenes
dynamiques non linéaires sont si sensibles aux conditions initiales que, méme s’ils sont régis
par des lois rigoureuses et parfaitement déterministes, les prédictions exactes sont impossibles.
Comme la plupart des phénomeénes sont non linéaires, on comprend alors I'importance de la
découverte de Lorenz. On peut illustrer ce fait par “I’effet papillon”. Popularisé par E. Lorenz,
cet effet papillon consiste en la représentation suivante : on peut considérer que le simple bat-
tement d’aile d’un papillon en Australie peut entrainer une tempéte sur la cdte américaine. Ce
qui signifie qu'une perturbation en apparence mineure a 1’échelle de ’atmosphére peut avoir
de grandes répercussions. Il faut néanmoins garder a I'esprit qu’il s’agit d’une image qui n’est
pas tout a fait exacte car 'atmosphere n’est pas un systéme chaotique “parfait”. Le battement
d’aile d’un papillon n’aurait en réalité pas une influence si grande car il existe des phénomenes
limitant (ces effets limitant sont plus importants qu’on ne I’avait pensé au début). Quoi qu’il en
soit, I'image permet de comprendre le phénomeéne de sensibilité aux perturbations, plus souvent
appelé “sensibilité aux conditions initiales”. De maniere a présenter plus quantitativement les
propriétés de sensibilité du chaos, on peut étudier un modele de croissance des populations
animales. Ce modele tres simple, appelé “application logistique”, relie la population X, de

I’année n + 1 a la population X,, de I'année n par I’équation :
Xp = K.X,.(1 - X,) (3.2)

Si on ne conserve que le premier terme de cette équation (qui est linéaire), soit X,,.; = K'. X,
on obtient une croissance exponentielle de la population. Cela correspondrait a une évolution
sans aucun frein (prédateur, quantité de nourriture disponible,maladie... ). En revanche, la
prise en compte de tous les facteurs de I'environnement biologique de I’animal conduit a une
saturation que 'on peut représenter par un taux de croissance du type K’ = K.(1 — X,,), d’ou
’équation non linéaire (3.2). Suivant la valeur de K, I’évolution de cette équation est différente.
Ainsi, pour K = 4, en partant de deux conditions initiales qui different d’un écart de 0, 00001,
nous obtenons des évolutions qui divergent a partir de n = 15, empéchant par la-méme toute
prédiction : le systéme est devenu chaotique (figure 3.6). Cela veut dire par exemple que, dans
ce modele simple, une erreur de comptage de 1 animal sur 60000 conduit a une évaluation
completement fausse a I’échelle de 15 ans.

L’écart entre les deux trajectoires peut étre approximé par e, ot est positif du fait de I'aug-
mentation exponentielle en fonction du temps de cette divergence de trajectoire. Cet exposant A

est appelé “exposant de Lyapounov”. Il correspond a la vitesse de convergence ou de divergence
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Figure 3.6 — Application logistique : évolution sur 25 ans d’une population avec K = 4 pour deux valeurs
initiales différentes de 0.00001

des trajectoires. Le nombre d’exposants de Lyapounov est égal a la dimension de I'espace des
phases : un exposant de Lyapounov est associé a chaque direction de 'espace des phases. Si
I’exposant est positif, les trajectoires divergeront et si 'exposant est négatif, celles-ci conver-
geront. Pour un exposant nul, les trajectoires sont confondues. Nous verrons plus tard 1'utilité
des exposants de Lyapounov dans les dynamiques chaotiques. Une des propriétés essentielles du
chaos est donc bien cette sensibilité aux conditions initiales que I’on peut caractériser en mesu-
rant des taux de divergence des trajectoires. On peut ainsi définir un horizon de prédictibilité,
appelé “temps de Poincaré” : ce temps va de quelques jours pour les prévisions météorologiques
a quelques années dans le cas des populations animales et a la centaine de millions d’années
pour la mécanique céleste. La météorologie ne pourra ainsi jamais étre prédite précisément
au-dela de ce temps, quelle que soit la précision des mesures effectuées et la puissance de calcul
disponible ; il faudrait une connaissance infiniment précise des conditions initiales pour pouvoir
prétendre a cela. D’ou I'abus de langage souvent effectué en nommant les comportements des

dynamiques chaotiques a long terme par des variations “aléatoires”.

2.2 L’Attracteur Etrange

Comment distinguer un phénomene chaotique d’un phénomene aléatoire ? C’est la question
que 'on se pose lorsqu’on est confrontés au comportement chaotique d’un systeme. Pour illustrer

cet aspect, on peut prendre un exemple simple issu de la mécanique, celui du pendule entretenu :

— —(e—0).—+0=0 (3.3)
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Figure 3.7 — Cycle limite d’un oscillateur entretenu obtenu & partir de deux conditions initiales différentes.

Cette équation décrit le comportement d’un oscillateur entretenu, avec augmentation des os-
cillations de petite amplitude si € > 62 et décroissance des oscillations de grande amplitude
pour € < 6%, Un tel systéme est entierement déterminé par deux variables : sa position (I’angle
0) et sa vitesse (df/dt). Le mouvement est alors représenté dans I’espace des phases (espace
a deux dimensions), ayant pour coordonnées la position (#) et la vitesse (). Dans cet espace,
la trajectoire du pendule entretenu est représentée par une courbe fermée, pratiquement une
ellipse, que I'on appelle .cycle limite. (figure 3.7) et vers lequel convergent toutes les trajectoires.
Ce cycle limite est qualifié d’attracteur et correspond aux oscillations périodiques du pendule.
Dans un espace des phases a deux dimensions, les attracteurs sont soit des points (cas du pen-
dule simple avec frottement), soit des cycles limites. Les systemes a deux variables ne peuvent
pas conduire & des mouvements chaotiques : il suffit de rajouter une troisieéme variable pour que
de tels systemes, dans certaines conditions, deviennent instables. Ceci peut étre vérifié a 1’aide
d’un montage tres simple : une boussole dans un champ magnétique oscillant (figure 3.8a). La
boussole représente un oscillateur amorti, a deux variables, oscillant autour de la direction du
nord magnétique, avant de s'immobiliser dans cette direction. Le champ magnétique oscillant
est créé par un aimant pendulaire qui rajoute une troisieme variable : la phase de 'oscillation.
Lorsqu’on approche suffisamment les deux systemes, 'aiguille de la boussole a un comporte-
ment chaotique, totalement imprévisible. La reconstruction de la trajectoire dans I'espace des
phases a trois dimensions montre cette fois dans un plan de coupe (la section de Poincaré) une
figure finement structurée et feuilletée appelée “attracteur étrange” (figure 3.8b). Cette figure
est tres différente de celle que 1'on obtiendrait dans le cas d’un processus aléatoire, pour le-

quel les points couvriraient ’espace des phases de maniére totalement désordonnée (absence de
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(a) Boussole chaotique (b) Attracteur étrange
Figure 3.8 — Boussole dans un champs magnétique

structure). Un attracteur étrange représente donc en quelque sorte la signature de I'ordre qui
est sous-jacent dans le chaos déterministe. Cet objet particulier possede une structure fractale
(nom donné par Benoit Mandelbrot) [66], c’est-a-dire « qu’il a la méme structure quelle que
soit I’échelle a laquelle on le regarde, et posséde une dimension non-entiere », comprise entre
2 et 3 pour la boussole chaotique. Autrement dit, cet attracteur est un “objet” qui est un peu
plus qu’une surface mais pas tout a fait un volume. Les attracteurs étranges les plus connus
sont les attracteurs de Edward Lorenz, de Otto Rossler et de Michel Hénon. Ceux-ci vont étre
décrits par la suite.

En modélisant le plus simplement les mouvements de l'air, E. Lorenz aboutit a un systeme

d’équations différentielles non linéaires de trois équations a trois inconnues (équation 3.4).

t = P.(y—ux)
= rx—x.z—y (3.4)

Z = zy—bz

x représente 'amplitude du mouvement de convection, y est la différence de température entre
les courants montants et descendants et z celle d'une correction uniforme au champ de tem-
pérature. P, est le nombre de Prandtl (P. = v/k., v étant la viscosité cinématique et k. la
diffusivité thermique), r le nombre de Rayleigh (r = (¢9.b.L*.C,,.AT)/(k.v) avec g accélérateur

de la pesanteur, b le coefficient de dilatation volumique, L la longueur, C, la chaleur spéci-
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Figure 3.9 — Attracteur de Lorenz avec P, = 10, b =8/3, r = 28.

fique volumique, AT la différence de température, k la conductivité thermique et v la viscosité
cinématique du fluide) et b un parametre relié au vecteur d’onde horizontal. Pour ces condi-
tions, I'attracteur est globalement stable, mais il a un comportement chaotique. Pour d’autres
conditions, 'attracteur converge vers un point simple ou part a U'infini (un peu le méme com-
portement que 1’équation logistique [67]). La solution, inexprimable en terme mathématique,
est étonnante lors d’une intégration numérique. Elle oscille entre les valeurs positives et néga-
tives de x de maniere structurée mais totalement imprévisible. C’est la la nature-méme d’un
systéme chaotique. Lorenz a donc découvert le chaos par inadvertance (comme la plupart des
grandes découvertes!). Cette image magique (figure 3.9), ressemblant & une face des ailes de
papillon, est devenue un embleme pour les premiers chercheurs en chaos. Elle montra la fine
structure qui se cachait dans un flot incohérent de données.

La dimension 3 permet des enchevétrements de la méme trajectoire, sans donner lieu a une
intersection. Elle s’enroule en fait éternellement sur elle-méme. Si ce mouvement sur I'attrac-
teur est abstrait, il donne cependant une idée du mouvement du systeme réel. Par exemple, le
passage d’une aile de l'attracteur a I'autre correspond a l'inversion du sens de rotation de la
boussole ou de I'aimant pendulaire.

Le principe de ce mélange dense de trajectoire est appelé “étirement-repliement”. L’idée d’éti-
rement est a la base de la propriété de sensibilité aux conditions initiales : si I'on étire deux
trajectoires infiniment proches, leur écart initial va nécessairement croitre au fur et a mesure de
I'opération d’étirement. Pour conserver une évolution dynamique dans un espace borné, il suffit
d’utiliser le repliement. Prenons I'image du patissier qui étire et brasse sa pate. Considérons au

départ, deux points tres proches dans la pate. Un premier étirement les sépare, mais le premier
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Figure 3.10 — Attracteur de Rossler avec a = 0.398, b =2, ¢ = 4.

repliement semblera les rapprocher. Chaque étirement les séparera davantage, méme si chaque
repliement paraitra les rapprocher a nouveau. Apres vingt opérations “étirement-repliement”,
ce qui est un minimum pour obtenir une pate feuilletée, celle-ci est composée d’'un “millier de
feuilles”, chacune infiniment mince. La distance théorique séparant nos deux points initiaux est
alors extrémement longue, tout en restant dans une surface limitée.

L’étirement-repliement est a ’origine de la structure en feuillets que 1’on retrouve dans de nom-
breuses dynamiques chaotiques continues dont la dimension de ’attracteur est comprise entre 2
et 3. L’attracteur de Rossler est similaire a 'attracteur de Lorenz, mais le systéeme d’équations

est différent (équations 3.5). Son comportement est similaire. Les coefficients a, b et ¢ sont des

constantes.
T = —y—=z
= x+ay (3.5)
2 = bdxz—cz

Et enfin, l'attracteur de Hénon est une application du plan dans lui-méme qui a un point
(Xn, Yy,) associe un point (X,41, Y,4+1). On représente ainsi une suite de points dans le plan XY
qui s’agglutinent autour d’une structure bien spécifique. X,,, Y, sont les variables dynamiques,
a est une constante qui controle la non-linéarité de l'itération et b est une constante qui joue le

role de la dissipation.

(3.6)

Xop1 = 1—a.X2+Y,
Yn+1 - bXn
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Figure 3.11 — Attracteur de Hénon avec a = 1.4, b =0.3.

On distingue donc ici une fagon pratique d’étudier les phénomenes pour découvrir s’ils ap-
partiennent a des systémes dynamiques chaotiques ou non-chaotiques : il suffit d’en tracer les
états successifs dans ’espace des phases et de vérifier s’ils répondent aux trois conditions pré-
cédemment mentionnées (non-linéarité du systeme, conditions initiales et espace des phases).
Des phénomenes comme le mouvement oscillatoire des pendules, la circulation atmosphérique,
les mouvements de convection d’un liquide chauffé dans une petite enceinte, I’écoulement des
gouttes d’un robinet qui fuit, le rythme cardiaque sont des exemples concrets ou intervient le
chaos. Revenons quelques instants aux exposants de Lyapounov. Les systemes considérés ici
étant dissipatifs, les exposants de Lyapounov vérifient la relation Y, \; < 0, ce qui correspond
dans 'espace des phases a une direction de contradiction (c’est-a-dire une contraction de volume
au cours du temps). Or I'extréme sensibilité aux conditions initiales des dynamiques chaotiques
implique que le systéme est composé d’exposants de Lyapounov positifs du fait de la divergence
des trajectoires au cours du temps. La contraction des volumes n’est alors compatible avec A > 0
que s’il existe au moins un exposant de Lyapounov négatif. De plus, pour un attracteur étrange,
un des exposants de Lyapounov est toujours nul (chaque trajectoire est issue d'un ensemble
d’équations différentielles et varie continiiment en fonction du temps). Cela signifie que pour
respecter la condition ), \; < 0, un attracteur étrange doit avoir au minimum trois exposants
de Lyapounov : \ positif, négatif et nul. En d’autres termes, un systéme continu dans le temps
doit étre au moins de dimension trois pour générer une dynamique chaotique. Le pendule libre
n’ayant que deux variables, il ne possede pas de comportement chaotique, contrairement au

pendule entretenu, décrit par trois variables.
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(a) (b) (c) (d)
Figure 3.12 — Route vers le chaos de Dapplication logistique pour différentes valeurs de K :
2.15, 3.2, 3.45, 3.58 (nombre d’années en abscisse et population X,, en ordonnée).

2.3 Diagramme de Bifurcation

La génération d'un systeme chaotique n’est pas immédiate. En effet, le systéme n’évolue
pas d’un état inexistant a un état chaotique sans passer par des transitions. Considérons que la
dynamique étudiée dépende d’un parametre de contrdle. En variant ce parametre, le systeme
peut passer d’un état stationnaire a un état périodique, puis au-dela d’un certain seuil, suivre
un scénario de transition et devenir chaotique. Pour illustrer cette idée, reprenons 'exemple
de I'application logistique cité dans le paragraphe “Sensibilité aux conditions initiales”. Si le
parameétre K est inférieur a 3 (figure 3.12a), nous constatons qu’apres une période de croissance,
les itérations successives convergent vers un état d’équilibre : la population se stabilise et chaque
année a la méme époque, on retrouve la méme population. Pour K supérieur a 3 (figure 3.12b),
nous observons un doublement de période : tous les deux ans, la population est la méme. Puis
pour K supérieur a 3.45 (figure 3.12¢), nous avons a nouveau un doublement de période : il faut
maintenant quatre ans pour retrouver la population d’origine. Ce scénario se répéte ainsi (les
périodes passent a 8, 16, 32, etc.) avec des dédoublements de plus en plus rapprochés jusqu’a
K proche de 3.58, valeur a partir de laquelle 'application est devenue chaotique (figure 3.12d).

Dans les équations de Lorenz, la résolution du systéme n’apporte pas toujours le chaos. Ce
régime n’apparait que pour certaines valeurs des parametres. Pour caractériser le chaos, il peut
étre intéressant d’étudier 'apparition du chaos (ce qu'on appelle “le scénario vers le chaos”).
On distingue trois scénarios théoriques d’évolution vers le chaos. Toutes ces évolutions ont
permis de classer certains phénomenes expérimentaux comme “chaotiques déterministes” On
obtient I'apparition du chaos en modifiant la valeur d’'un parametre, que ce soit de maniere
théorique ou expérimentale.

— Le doublement de période : ce scénario a été découvert en méme temps par Mitchell Fei-

genbaum et par les chercheurs francais Pierre Coullet et Charles Tresser. L’augmentation

d’un parametre provoque, pour un systeme périodique, ’apparition d'un doublement de

73



Chapitre 3. Détection et Analyse du Chaos

sa période. La période est ensuite multipliée par 4, 8, 16...D’un doublement au suivant,
I’augmentation du parametre est de plus en plus faible, et, a partir d’une certaine valeur,
le chaos apparait : lorsque la période devient infinie, les mouvements deviennent chao-
tiques.

L’augmentation du parametre conduit ensuite a la réapparition de régimes périodiques
intercalés dans des zones chaotiques. Ce scénario peut étre observé dans un grand nombre
d’expériences comme un robinet qui fuit, I’étude d’oscillateurs forcés, ou encore ’appari-
tion de la turbulence dans les fluides.

— L’intermittence : ce scénario a été décrit par Yves Pomeau [62]. L’intermittence se caracté-
rise plutot par un mouvement périodique stable entrecoupé par des bouffées chaotiques.
Ces perturbations apparaissent de maniere irréguliere. L’augmentation d’'un parametre
produit I'augmentation de la fréquence des perturbations, puis le chaos domine le com-
portement du systeme.

Ce scénario a été observé dans des expériences sur la convection des fluides et dans des
réactions chimiques.

— La quast périodicité : le troisiéme scénario fait intervenir, pour un systeéme périodique,
I’apparition d’une deuxieéme période dont le rapport avec la premiere n’est pas ration-
nel. Ce régime est appelé “quasi périodique” Il peut, de lui-méme ou avec I'apparition
d’une troisieme fréquence gigantesque, donner un régime chaotique. David Ruelle et Jean-
Christophe Yoccoz ont contribué de maniére importante a cette approche. Ce scénario in-
tervient quand on considere deux oscillateurs fortement couplés. Les variations du champ
magnétique terrestre, le déroulement des séismes pourrait étre expliqué par un modele de
ce genre. On le retrouve aussi dans le cas d'un pendule qui serait stimulé verticalement.

Une maniere plus rapide et plus visuelle de représenter ces scénarios de transition vers le

chaos est le “diagramme de bifurcations”. Ainsi, on peut observer les changements du compor-
tement dynamique du systeme, ou “bifurcations”; en fonction du parametre dit de bifurcation.
Une bifurcation correspond a une sorte de changement d’état du systeme, plus exactement
un changement de stabilité du régime dynamique lorsqu’un des parametres du systeme varie.
Cette représentation est en trois dimensions. En effet, la troisieme dimension est représentée
en niveaux de couleur. Plus le gris est foncé et plus 'amplitude de la densité de probabilité du
signal est grande. La figure 3.13 correspond a la représentation du diagramme de bifurcations
d’un signal chaotique, réalisé par simulation. Nous pouvons constater trois états différents du
systeme : un régime stable, puis périodique a n états et enfin un régime chaotique.

Cette sorte de représentation permet d’avoir une vue globale d’'un ensemble de comportements

dynamiques différents. Il s’agit alors plus de méthode de représentation que d’outil d’analyse.
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Figure 3.13 — Diagramme de bifurcations
3 Outils d’analyse et de quantification du chaos

3.1 Exposants de Lyapounov

Les exposants de Lyapounov sont des observables dynamiques qui caractérisent la divergence
exponentielle de trajectoires initialement proches et donnent donc une information quantitative
sur la sensibilité aux conditions initiales d'un systeme. Notons que si cette derniere ne suppose
pas que la séparation entre deux trajectoires augmente exponentiellement au cours du temps,

c’est cependant génériquement le cas dans les systemes chaotiques.

3.1.1 Cas d’un systéme d’équations différentielles ordinaires

Considérons tout d’abord un systeme dynamique défini sur un espace de dimension N par

N équations différentielles :

Viell,... N], at) = filz(d)], (3.7)
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ou z; représente les coordonnées du systeme. L’évolution d’une petite perturbation dz(t) autour

d’une trajectoire z(t) s’obtient via un développement de Taylor de 1’équation précédente :

d
i) +0z,(t)] = fia(t) +0x(?)]

ofilz(t)] 32fi[9€(t)] 2
- 5 t)o — dz(t)|7].
(3.8)
Au premier ordre, ceci s’écrit :
j j
soit d’aprés (3.7) :
Ofilx(t)]
1
zj: o, dx;(t). (3.10)
Sous forme matricielle, (3.10) s’écrit :
i = —Adz, (3.11)
ou Afz(t)] est la matrice définie par A;; = —Wia[x(t)].
L

L’équation (3.11) est linéaire en dx, elle décrit la dynamique tangente associée a la dynamique
(3.7) et donne I’évolution d’une perturbation infinitésimale autour d’une trajectoire x(t). Pour
quantifier la sensibilité aux conditions initiales, il faut caractériser I’évolution de la perturbation
dx(t).

En notant U(t) la solution de I’équation matricielle :

U= —AU, (3.12)
I'équation (3.11) s’integre en :
dz(t) = U(t)ox(0). (3.13)
La norme de dz(t) s’obtient de la forme :
02(t)|” = 62(0)1U(t)U (t)(0). (3.14)
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1
On définit les exposants de Lyapounov a temps fini comme les valeurs propres de glog(U ') .

i)} = {vp. (loglU" UM )} M <. <A (3.15)

La matrice [U'(t)U (t)]% converge lorsque ¢ — oo sous des conditions générales [68], ce qui

permet de définir les exposants de Lyapounov :

Notons que si la définition (3.15) meéne & des méthodes analytiques intéressante [69], elle ne
permet pas de suivre I'évolution des exposants de Lyapounov au cours d'une simulation nu-
mérique ou a partir d'une série temporelle expérimentale. En effet, pour construire les \;(¢), il
faut d’abord construire la matrice d’évolution U a chaque temps, puis son adjoint, diagonaliser
le produit U'U,...etc, et cela n’est guere pratique.

Il existe, cependant, différents algorithmes pour calculer les exposent de Lyapounov, I'un des
plus célebres étant certainement ’algorithme de Wolf [70]. Cet algorithme permet de calculer
les exposants de Lyapounov a partir du calcul effectif de la divergence de deux trajectoires
apres t pas de temps par rapport a la perturbation introduite parallelement, et ce au sein d'un

attracteur, les étapes de ’algorithme sont :
1. Changement du parametre de controle.
2. Choix aléatoire d’une condition initiale.

3. Création d’une nouvelle trajectoire a partir de la trajectoire courante a laquelle on ajoute

une petite perturbation.

4. Evolution dans l'attracteur de ces deux trajectoires voisines et calcul de la moyenne de

la divergence renormalisée entre ces deux trajectoires.

5. Réajustement de I'écart, permettant ainsi a chaque pas de temps de 1’évolution du point

précédent le calcul d’'une moyenne de la divergence.
6. Retour a I’étape 5 effectuée selon un nombre donné.
7. Retour a I’étape 1.

8. Représentation du plus grand exposant de Lyapounov en fonction du parametre de

controle donné.

L’algorithme de Wolf a été amélioré et référencé dans plusieurs travaux [71-77].
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3.1.2 Cas d’un systéme d’équations différentielles fractionnaires

Calculer les exposants de Lyapounov dans le cas d’un systeme d’ordre fractionnaire n’est
pas une tache facile, surtout que les méthodes décrites précédemment ne sont pas applicables
dans ce cas, car la matrice Jacobienne est difficile a obtenir pour des dérivées fractionnaires et
parce que l'algorithme de Wolf est relativement difficile a mettre en oeuvre. Ainsi, dans notre
étude nous avons opté pour 'algorithme de développé par T. Rosenstein [75] qui permet de
calculer le plus grand exposant de Lyapounov a partir de petits ensembles de données (small
data sets).

La premiere étape de cette approche consiste a reconstruire I'attracteur, car d’apres la théorie
du plongement, il est possible de reconstruire toute la dynamique d'un systeme a partir de
la connaissance du comportement d’une seule de ses variables. Plonger une variable signifie
étre en mesure de reconstruire une dynamique équivalente a l'originale, c¢’est-a-dire préservant
qualitativement le scénario des bifurcations et conservant quantitativement les mesures des
invariants caractéristiques.

Diverses méthodes de plongement ont été proposées. La méthode utilisée dans ’algorithme de
T. Rosenstein est la méthode des coordonnées retardées ou méthode des retards. Cette méthode
est basée sur la génération de nouveaux états du systeme a partir de décalages temporels réalisés
sur la série temporelle de la variable plongée. Ces décalages sont des multiples d’un retard de

base noté J. La trajectoire reconstruite, X, est écrite sous forme de matrice ou chaque ligne est

un vecteur de 'espace des phases X = [X; Xy ... Xy|T.
Pour une série temporelle a N-points {z1, zs, ..., 2y}, chaque X; est donné par
Xi =i Tiyy - Tipm-1)7], (3.17)

ou J est le retard de la reconstruction (ou retard de plongement) et m est la dimension de
plongement. Ainsi, X est une matrice de dimensionM x m, et les constantes m, M, J et N
sont reliées par ’équation :

M=N-(m-1)J. (3.18)

La dimension de plongement est usuellement estimée, d’apréd le théoreme de Takens, par
m > 2n, bien que l'algorithme marche aussi pour m en dessous de la valeur du critere de
Takens.

Apres reconstruction de 'attracteur, 'algorithme localise le plus proche voisin de chaque point

de la trajectoire. Le plus proche voisin X est localisé en recherchant le point qui minimise la
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distance avec le point de référence X, ceci est exprimé par :

4;(0) = min |X; - X;

=i =P (3.19)

P est la période moyenne, ||.. .|| est la norme Euclidienne.

D’apres Sato et al. [78], le plus grand exposent de Lyapounov est donné par

N 1 40)
Amaz (1) = AT 2 In 1,00 (3.20)

At est la période d’échantillonnage de la série temporelle, et d;(i) est la distance entre j*m°
paire de plus proches voisins apres i étapes du temps discret i.At seconde. (Rappelons que M
est le nombre de points reconstruits défini par (3.18)). Une autre définition a été introduite par

Sato [78] dans le but d’améliorer la convergence :

~

1 1 M-k N
A (i, ) = I BU+R)

TEACO -k & a0 (3:21)

<

ou k est une constante. D’apres la définition de A,,q.., on va supposer que la j°™° paire de
proches voisins diverge approximativement a une vitesse déterminée par le plus grand exposant

de Lyapounov :

d;(i) m Cjetme= 20, (3.22)
ou Cj est la séparation initiale. Le logarithme des deux membres de cette équation nous ramene
a:

Ind;(i) = InCj 4+ A\paz (i.AL). (3.23)
L’équation (3.23) représente un ensemble de lignes paralleles (pour j = 1,2,..., M), chacune

avec une pente approximativement proportionnelles a A,,qz-
Le plus grand exposent de Lyapounov est finalement calculé en utilisant la méthode des

moindres carrés : .
y(3) = 5 (ndy (i) (3.24)

ou (...) est la moyenne sur toutes les valeurs de j. Ce processus de moyennisation est la clé
pour un calcul efficace des valeurs de A4z

Cette méthode est facile a mettre en oeuvre et rapide, car elle utilise une mesure simple de la
divergence exponentielle qui contourne la nécessité de rapprocher le plan tangent. L’algorithme

est également intéressant d’un point de vue pratique, car il ne nécessite pas de grands ensembles
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de données et il donne en méme temps la dimension de corrélation. En outre, la méthode est

précise pour de petits ensembles de données.

3.2 Le fer a cheval topologique

Le fer a cheval topologique est un outil puissant pour l'analyse du comportement chao-
tique des systemes dynamiques. Il fournit non seulement des informations sur les exposants de
Lyapounov, mais il donne aussi une description détaillée sur la dynamique du chaos. I a été
appliqué avec succes pour prouver le chaos dans plusieurs systémes dynamiques d’ordre entier
[79-83]. Le fer a cheval topologique est basé sur la géométrie des applications continues sur des
ensembles particuliers. Pour chaque point de ces ensembles, seul un calcul a court terme est
exigé pour obtenir son image avec ’application de Poincaré. Le fait que nous n’ayons a résoudre
qu’une partie de la trajectoire située entre le point et son image rend I’erreur numérique minime
par rapport a celle commise dans le calcul des exposants de Lyapounov.

Commencons d’abord par rappeler quelques aspects de la dynamique symbolique. Soit S,, =
{0,1,...,m — 1} 'ensemble des entiers non-négatifs de 0 & m — 1 et soit %, la collection de
toutes les séquences indexées par Z avec des éléments de .S,,, c’est-a-dire que chaque élément s

de X, est de la forme :
S={ . S nyeeyS_1,50,51y- -3 Sny---},Si € S
Maintenant, considérons une autre séquence s € ¥, :
S={...,5n,...15.1,50,81,--,5n,...},5 € S,

La distance entre s et s est définie par :

<1 sy — 5
d(s,s) = _—— (3.25)
—Eo:o 2‘7" 1 + |3i — 3i|
Muni de la topologie induite par cette distance, ¥, est un espace métrique compact, parfait
(fermé et sans points isolés) et totalement non-connexe (pour tout point, 'union des connexes
qui le contiennent est réduite au point lui-méme)|[84]. Un ensemble avec de telles propriétés
topologiques est parfois appelé ensemble de Cantor, il apparait fréquemment dans la caractéri-

sation des structures complexes des ensembles invariants des systemes dynamiques chaotiques.

80



Chapitre 3. Détection et Analyse du Chaos

Définissons maintenant I'application m-shift o : ¥, — >, comme suit :
O'(SZ‘) = Sj+1-

On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.1 (a) L’espace métrique 3, est invariant par o c¢’est-a-dire o(3,;,) = S,

(b) o est continue,

(c) Uapplication o vue comme un systéme dynamique défini sur ¥, posséde :
i une infinité dénombrable d’orbites périodiques de périodes arbitraires,
ii une infinité non dénombrable d’orbites non périodiques,

1ii une orbite dense.

Pour les démonstrations voir [84]. Une conséquence de (c) est que la dynamique générée par
I’application shift o est sensible aux conditions initiales et par conséquent chaotique.

Avec ces notions préliminaires, nous pouvons énoncer le théoréme principal de cette partie (Le
théoréme du fer-a-cheval).

Soient X un espace métrique, D un ensemble compact de X et Dy, Ds, ..., D,, des sous en-
sembles compacts de D deux-a-deux disjoints. Supposons que f : D; — X est une application

continue pour ¢ = 1,2,...,m.

Définition 3.4 Soit v une partie compacte de D, si pour tout 1 < i < m, v, =~y N D; est
non-vide et compacte, alors v est appelée une connexion de Dy, Dy, ..., D,,.

F est appelée f—connexion si ' est une famille de connexions de Dy, Do, ..., D,, qui satisfait
la propriété :

yeF= f(y)eF

Théoréme 3.1 (Théoréme du fer-a-cheval topologique) [85] Supposons qu’il existe une
f-connezion F de Dy, Ds,...,D,,. Alors il existe un ensemble compact invariant K C D tel

que f|k est semi-conjuguée a une application m-shift.

Rappelons que la définition de la semi-conjugaison d’une application continue et de ’application

shift o est comme suit :
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Définition 3.5 Soit X un espace métrique. Considérons une application continue f : X — X.

Soit A un ensemble compact invariant de X. S’il existe une application surjective continue
h:AN— 3,
telle que ho f = o o h, alors la restriction f|z est dite semi-conjuguée a o.

Proposition 3.2 [84] Soit X un espace métrique compact et f : X — X une application
continue. S’il existe un ensemble invariant A € X tel que f|5 est semi-conjuguée a l'application
m-shift o, alors

hiop(f) = hiop(a) = logm,

0l hyop(f) est Uentropie topologique de Uapplication f.
De plus, pour tout entier positif k, hiop(f*) =k hiop(f).

L’entropie topologique étant un réel positif, et on sait qu’un systéeme est chaotique si son en-
tropie est non nulle, alors f est chaotique si m > 1.

D’apres la théorie développée ci-dessus, le fer a cheval topologique ne peut pas s’appliquer di-
rectement aux systeémes continus, cependant, la section de Poincaré et I’application de Poincaré
comblent ce fossé. A I’aide de I'application de Poincaré, on peut donc utiliser une méthode de

calcul assistée par ordinateur pour prouver le chaos dans les systémes continus.

3.3 Le test 0-1 pour détecter le chaos

Le test standard pour déterminer si un systeme dynamique déterministe décrit par des
équations différentielles est chaotique ou non consiste a calculer son spectre de Lyapounov.
Cette tache n’est pas facile dans le cas ou le systeme est décrit par des équations a dérivées
fractionnaires.

Une nouvelle approche pour distinguer une dynamique chaotique d’un comportement régulier
dans un systeme dynamique déterministe a été proposée, récemment, par Gottwald et Mel-
bourne [86].

3.3.1 Description du test

Soit ¢(n), n =1,2,..., N une plage de données discretes (dans notre cas ¢(n) est issue de

la résolution numériques des équations a dérivées fractionnaires).

82



Chapitre 3. Détection et Analyse du Chaos

1°reétape Choisir une constante ¢ d’'une fagon aléatoire dans [0, ] puis définir les nouvelles

variables :
p(n) = Zlﬁb(j) cos(0(4)),  a(n) = Zl ¢(j)sin(6(j)), (3.26)
Q(j):jc—i—zj:gzﬁ(j), 1=12...,n. (3.27)

28me gtape Définir le déplacement quadratique moyen M,(n) comme suit :
N

M) = Jim 3 i 1)~ p) +lali ) —ae), e [1og]. (329

N—soco N =

3%me gtape Définir le déplacement quadratique moyen modifié D,(n) :

2
1 Y 1 — cosnc
D.n)=M.n)— | lim — | —. 3.29
() = M,(n) (Ngr;o = ;d)(”) o (3.29)
4eme gtape Définir la valeur médiane du coefficient de corrélation K :
K = median(K.,). (3.30)
ol A
Ko— 868 ) (3.31)
var(§)var(A)

5 = (17 2a e 7ncut)7
A= (D.1),D.(2),...,Dc(ncu)),
Newt = Tound(N/10),

la variance et la covariance sont définies pour les vecteurs x et y de longueurs q par

confe) = £ 3(ali) = 7)) = ()
I
T = ggx(]), et wvar(zr) = cov(zx,x)

5eme gtape interprétation des résultats comme suit :
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1. K = 0 indique que la dynamique du systéme étudié est réguliere (périodique ou
quasi-périodique), alors que K = 1 montre que le comportement de la solution est

chaotique.

2. Les trajectoires bornées dans I’espace (p,q) impliquent que la dynamique est régu-
liere, tandis que les trajectoires Brownienne (non-bornées) montrent que la dyna-

mique est chaotique.

Les justifications théoriques de ce test se trouvent dans [87].

3.3.2 Avantages du test

Le test proposé présente quelques avantages en comparaison avec la méthode des exposants

de Lyapounov tels que :

(i) Le test est appliqué directement & une série temporelle sans avoir besoin de recourir a la
reconstruction de I'espace des phases. Cela nous évite toutes les difficultés qu’on pourrait

rencontrer lors du choix du retard ou de la dimension de plongement.

(ii) Ce test est binaire (les sorties sont 0 ou 1) et par conséquent permet de tirer des conclu-
sions définitives sur le comportement du systeme. Par exemple K = 0.01 indique que la
dynamique n’est pas chaotique, alors que cette valeur pour un plus grand exposant de

Lyapounov nous laisse dans le doute.

(iii) L’inspection des trajectoires dans le plan (p,¢) nous fournit un test visuel simple pour

conclure si la dynamique est chaotique ou non.

4 Conclusion

Nous venons de décrire quelques outils parmi les plus utilisés dans ’analyse de systemes
chaotiques. Il existe d’autres outils que nous n’avons pas décrits (comme le spectre de puis-
sance, I'information mutuelle ou 'autocorrélation), outils intéressants, mais nous nous somme
contentés de décrire uniquement ceux qui ont étés utilisés dans nos travaux. Ces définitions per-
mettent de cerner les caractéristiques essentielles des systemes dynamiques. L’étude rigoureuse
de ce type de systeme étant en général délicate, nous nous limiterons a une étude qualita-
tive, afin de formuler les critéres permettant de caractériser les mouvements réguliers et les

mouvements chaotiques.
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Le calcul fractionnaire posséde plusieurs applications en physique. La principale ca-
ractéristique d’un modéle fractionnaire est qu’il contient une dérivée d’ordre non
entier. Les modéles fractionnaires peuvent décrire efficacement la mémoire et la
transmissibilité de nombreux types de matériauz, et de jouer un role trés impor-
tant dans lingénierie, la physique, ou la chimie. C’est pourquoi nous considérons
que lutilisation du modeéle d’ordre fractionnaire en RMN et IRM peut étre réali-
sée avec succes, et ces modéles fournissent de nouveaux apercus et de plus grandes
connaissance du phénoméne que dans le modéle classique (qui peut étre considéré

comme un cas particulier de sa version fractionnaire).

1 Les équations de Bloch

L’histoire de I'imagerie médicale a commencé en Novembre 1895 lorsque les rayons-X ont
été découvert par Wilhelm Conrad Rontgen, qui a recu le premier prix Nobel en 1901. Depuis,
de nombreuses techniques d’imagerie médicale de diagnostiques ont été développées, telles que
I’absorption des rayons X, la résonance magnétique nucléaire, la réflexion d’ondes ultrasons ou la
radioactivité auxquelles on associe parfois les techniques d’imagerie optique comme I’endoscopie.
C’est Lauterbur et Mansfield, prix Nobel 2003, qui ont développé I'imagerie par résonance
magnétique (IRM) dans les années 1970 avec des aimants résistifs et des champs magnétiques
faibles [88]. Aujourd’hui, le noyau d’hydrogene présent dans 1'eau est largement utilisé en IRM
clinique, cela est dii au fait que ses noyaux sont dotés d’'un moment cinétique (spin) [89].

La résonance magnétique nucléaire (RMN) a d’abord été développée pour I’étude des matériaux
en chimie et en physique. Le signal du proton décrit la nature d’'une population d’atomes, la
structure de leurs environnement, et la relation entre les atomes.
La théorie classique de la RMN a été largement utilisé dans de nombreux domaines au cours
des 50 dernieres années, surtout pour sonder la structure et la dynamique des molécules, de
cellules et tissus humains [90], elle est décrite essentiellement par les équations de Bloch.
En RMN ou IRM les équations de Bloch sont un ensemble d’équations macroscopiques qui sont
utilisés pour calculer la magnétisation nucléaire M = (M,, M, M,) comme une fonction du
temps en présence des temps de relaxation Ty et Ty [91]. Ici M,(t), M, (t) et M.(t) représentent
I'aimantation du systéme, T7 et T, sont deux constantes (dépendant des noyaux considérés et de
’échantillon) appelées respectivement temps de relaxation longitudinal et temps de relaxation
transversal. L’équation pour un échantillon uniforme peut étre écrite comme

dM mgt + Myj My — M,

— =~YM x B —
dt i 75 T,

k, (4.1)
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ol My est 'aimantation d’équilibre, 7y est le rapport gyro-magnétique ; ¢’est une caractéristique
des noyaux considérés. B est le champ magnétique local, les composants de B = (B,, By, B,)
sont la radio-fréquence appliquée B,, Le gradient B, et le champ magnétique statique B..
L’équation de Bloch décrit la relation dynamique entre les champs magnétiques appliqués de
Iextérieur et les temps de relaxation de 1’échantillon internes pour des matériaux homogenes
avec une composante de rotation unique, tel que celui observé pour les protons de 'eau [90].

Apres projection, on obtient un systéme d’équations (introduites par Felix Bloch en 1946), dites

équations de Bloch :

dM, (1) M,
= woM, — —Z%
) dt() Wo My TZM’
My t Y
_ _ My 4.9
dt wOMLE T2 ) ( )
dM.(t)  Mo— M,
dt a T,

wy est la fréquence résonante donnée par la relation de Larmor wy = vBy, ou By est le champ
magnétique statique.

La solution analytique de ce systeme d’équations différentielles est :

M,(t) = e /T (M,(0)coswot + M, (0)sinwpt),
M,(t) = e /T (M,(0) coswot — M,(0) sinwpt) (4.3)
M(0)e™t/T 4 My (1 — e7t/T1)

=
~~
~
~—
I

La solution stationnaire (d’équilibre) est la limite de (4.3) quand ¢ — oc.

2 Les équations non-linéaires de Bloch

Soit une aimantation M plongée dans un champ magnétique d’induction By et soumise a un
champ de radio-fréquence (RF) B;. Lorsque I'aimantation est écartée d’'un angle 6 par rapport
a sa position d’équilibre, la projection dans le plan zy est M,, et la précession de M crée
une f.e.m induite, dans la bobine de détection, proportionnelle a la dérivée de M,,,. Le courant
parcourant la bobine est alors a l'origine d’un champ Bgp situé dans le plan xy, perpendiculaire

et proportionnel & M,, et le mouvement est décrit par les équations de Bloch modifiées [92] :

M, = &M, — Wg”Q M. M,,
My = _6Mx —wi M, — ’YIUOZVCQMZMya (44)

. v
M, = wiM,+ 15 Q (M2 + M2),
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ol 0 = w, 5 — wy est le déplacement de fréquence dans le repere tournant, «y est le rapport gyro-
magnétique et By = w; /v un champ de radio-fréquence paralléle a I’axe x du repére tournant,
v est le facteur de remplissage et () le facteur de qualité de la sonde. Dans ce cas simple ou
By = 0, 'aimantation évolue sur une spheére et la solution exprimée en fonction des angles (6, ¢)

est :
tan(0/2) = tan(0o/2)exp[—yrovQM (to)(t — to)/2). (4.5)

L’action de Bgp est donc de ramener le vecteur d’aimantation vers sa position d’équilibre en se
déplagant sur la sphere de rayon M(ty), l'intensité de 'aimantation au temps initial. A chaque
instant, le champ Brp est proportionnel a la composante transverse de l'aimantation. Il a été
démontré qu’en détectant cette derniere, en lui imposant des corrections de phase et de gain par
une électronique appropriée et en la réintroduisant dans le circuit détection/excitation, on peut
ainsi générer un champ de compensation Brp dans ’échantillon, permettant d’annuler Brp,
mais également de 'amplifier ou encore de l'inverser, ce qui permet de réaliser une inversion de
I’aimantation.

En combinant les champs Brp et Brp dans un seul terme dans les équations du mouvement,
le champ global de contre-réaction que subit M peut sécrire B,, = yGMe ¥, avec M, =
M, +iM,.

La dynamique de I'aimantation en présence d'un champ de feedback obéit donc aux équations

de Bloch modifiées suivantes (en tenant compte de la relaxation 7 et T5) :

M, = OMy, +yGM, (M, sin — M, cosvp) — M, /T,
M, = —0M,—wiM, +~yGM,(M,cosv+ M,siney) — M,/ Ty, (4.6)
M. = wiM,—4Gsing (M2 + M2) — (M. — My)/T:.

Il est préférable de récrire les équations (4.6) en introduisant de nouvelles variables, t — w;t,
vG = YGMy/wi = A, § — 6 /wy, T10 — wiTio et M — M/My = [z,y, 2]*. On obtient ainsi

& = 0y~ yz(zsin(c) —ycos(c)) —x /Iy,
= —dx — z+yz(xcos(c) + ysin(c)) — y /T, (4.7)
5= y—ysine) (@ +42) — (= — 1)/T.

Les équations différentielles (4.7) ne peuvent pas étre résolues analytiquement dans le cas gé-
néral. On fait alors appel a I'analyse numérique pour étudier 1’évolution de la magnétisation
dans le temps. Il est donc possible de faire une analyse qualitative du systeme différentiel dans

le but de déterminer son comportement asymptotique en étudiant les solutions stationnaires de
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x(t), y(t) et z(t). Pour cela, on doit d’abord trouver les points fixes de ce systeme d’équations

différentielles et analyser leur stabilité.

2.1 Les points fixes et leur stabilité

Il est clair de voir que le point fixe (zq, yo, z0) du systeme (4.7) est donné par :

Ty = f(207 7€, 57 F2>7 Yo = f(ZOJ 7, €, 57 F?)
ou 2y est donné par I’équation cubique

2sin(c)
Iy

1 27 si r 1
+ 2§ cos(c) + ’y] Zo+ [1“2 + 8%+ VSII\H@) + 27§ cos(c) + FI] 20— (FZ 4 52> —0.
2 2 2 5

Y25—v

On peut opérer des restrictions sur les parametres afin d’obtenir des solutions réelles.

La stabilité au voisinage du point fixe est déterminée par 1’équation caractéristique :

N AN+ AN+ Az =0, (4.8)
Aq, Ay et Az sont donnés par :
2 1
Ay = — 4 — — 2yzpsin(c),
S () _ 2yz0sin(c)
1 2 4z sin(c vzo sin(c )
Ay = 5+ 2 + T.T, +1- T, - T, — vz cos(c) — yyo sin(c)
o i
+7in11(0) + 0% — 2702 cos(c),
1
1 Yo ‘ 1 1 1 27zg sin(c)
Ay = o <5:v0 + F2> (’yz()sm(c) + Fg) + T, (72,23 + 2 + 6% — T, 2792 cos(c)

1 Zo
= <F2 — 5y0> (720 cos(c) — 9).

La stabilité du point fixe (xo, yo, 20) dépend du signe des solutions de I’équation (4.8).
Si toutes les solutions de 1'équation caractéristique (4.8) sont strictement négatives (possedent
une partie réelle négative) alors le point fixe est asymptotiquement stable, on dit que c’est
un noeud stable (puits ou foyer). Si toutes les solutions de (4.8) sont strictement positives
(possédent une partie réelle positive) le point fixe est alors instable, on dit que le point est un
noeud instable (source).

En utilisant le critéere de Routh-Hurwitz toutes les racines de (4.8) ont une partie réelle négative
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Figure 4.1 — Régions de stabilité du systéme de Bloch en variant les paramétres v et d. les parties en
gris représentent le régions de stabilité

si A; >0, A3 > 0 et A; Ay > Ag, telle est la condition pour la stabilité du point fixe (g, yo, 20).
Si on considere que ¢ = 0.7764, 'y = 0.5, I'y; = 0.45 alors les régions stables et instables
dans 'espace des parametres (7,d) sont montrés dans la figure Fig. (4.1). les parties en gris
représentent le régions de stabilité, et le reste les régions d’instabilité. D’apres cette figure, il
est clair que les points fixe du systéme (4.7) sont toujours instables pour v supérieur a 8.327.

Concernant 1'analyse des bifurcations nous renvoyons a [93].

2.2 Comportement chaotique et attracteurs étranges

Nous allons maintenant nous intéresser aux solutions chaotiques des équations de Bloch
non-linéaires (EBNL) en nous basant sur le travail de D. Abergel [94]. Les équations (4.7)
dépendent de cinq parametres, ce qui rend une recherche complete des régions chaotiques dans
cet espace de parametres tres difficile. Comme il n’existe pas de méthode simple pour prédire
quelle région de 'espace des parametres donne une solution chaotique, on va fixer les parametres
(I'1, T, d,7) et considérer la phase du champs feedback ¢ comme parametre de controle. Parmi
plusieurs ensembles dans ’espace des parametres, pour lesquels un comportement chaotique a

pu étre observé, nous citons les deux configurations

(I): Ty =0.5,T5 = 0.25,8 = 0.4, v = 10,
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Figure 4.2 — (a) attracteur chaotique pour la configuration (II) avec ¢ = 0.173; (b) Section de Poin-
caré y = 0 de lattracteur; (c¢) un agrandissement de la région délimitée par un rectangle dans (b); (d)

Diagramme de bifurcation de la composante de magnétisation x en fonction du parametre ¢
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et
(II) Iy =5,y =2.5,0 =—-0.4m,~v = 30.

Les exposants de Lyapounov ont été calculé pour chacun de ces ensembles pour ¢ entre 0 et
27 en utilisant I’algorithme de Wolf [70]. I'existence d’un attracteur chaotique a été attestée
par 'existence d’une valeur positive du plus grand exposant de Lyapounov. Certaines régions
critiques ont ensuite été identifiées et étudiées plus étroitement.

Une fois les régions chaotiques identifiées, les attracteurs correspondants ont été étudiés pour
certaines valeurs choisies de c. Le comportement a long terme est étudié pour ¢ se trouvant
dans la région ou un exposant de Lyapounov positif a été détecté. Une telle évolution est

illustrée dans la figure Fig.(4.2-a) pour la configuration (II) et pour ¢ = 0.173. Cet attracteur
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Figure 4.3 — Route vers le chaos par intermittences : la série temporelle y est tracée pour la configuration
(I) avec de haut en bas : ¢ = 0.77634, ¢ = 0.776343, ¢ = 0.776345 et ¢ = 0.7764.

est aussi caractérisé par 'estimation de sa dimension de Lyapounov D, =~ 2.65, sa dimension
de corrélation Dy = 2.16, ainsi que sa dimension de Hausdorff Dy ~ 1.64.

Une autre caractéristique de cet attracteur chaotique est fournie par la section de Poincaré
représentée dans la figure Fig.(4.2-b). Il est intéressant de remarquer la structure autosimilaire

a différentes échelles, typique aux objets fractals.

2.3 Transition vers le chaos

Une question importante est la détermination des mécanismes qui conduisent au chaos.
Parmi les scénarios possibles, deux types de transition typiques on été identifiés pour les para-
metres choisis. La caractérisation de la transition vers un comportement chaotique a été guidée
par les résultats obtenus lors du calcul des exposants de Lyapounov. pour I’ensemble de para-
metres (II), un diagramme des bifurcations pour ¢ variant de 0.1719 & 0.1950 a été obtenu par
le calcul des maxima locaux de la composante de magnétisation x. Le résultat est tracé sur la
figure Fig.(4.2-d).

Ce diagramme de bifurcation présente plusieurs régions chaotiques qui correspondent aux ré-

gions ou le plus grand exposant de Lyapounov est positif, ces régions chaotiques sont séparés
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par plusieurs fenétres périodiques ou la route par doublement de périodes est visible, notam-
ment pour ¢ ~ 0.183.

D’autre part, pour la configuration (I), le calcul des exposants de Lyapounov indique une tran-
sition vers le chaos pour ¢ &~ 0.7764. Il est intéressant de voir que 1’évolution temporelle de
la composante de magnétisation y exhibe une transition vers le chaos par intermittences avec
'apparition de bouffées chaotiques au cours de 1’évolution réguliere Fig.(4.3). Le nombre de ces
bouffées chaotiques augmente au fur et a mesure que la phase ¢ s’approche de la valeur critique
¢ =~ 0.7763425.. ou I’évolution temporelle de y devient chaotique. Pour plus de détails sur la
caractérisation de cette transition vers le chaos, voir [94].

Ces résultats permettent donc de démontrer I'existence de solutions chaotiques des équations
de Bloch non-linéaires.

Nous allons maintenant nous intéresser aux modele fractionnaire et essayer d’obtenir quelques

résultats sur la dynamique de ce modele.

3 Les équations de Bloch d’ordre fractionnaire

Un modele fractionnaire de I’équation de Bloch & été introduit par Magin et al. [91] comme

suit M
‘DM, (t) = woM, — —
Y
‘D*My(t) = —woM, — ?y, (4.9)
2
My — M,
“D*M,(t) = ———,
0 = o
ou sous forme vectorielle
‘DM (t) = AM(t) + b(t), (4.10)
ou
1 0
—— w
L 1 M\
A=| —wp —— 0 , sz(&@ﬂ M) = (Mo (t), M, (1), M.(£))"
T2 1 Tl
0 0 -
T,

En suivant la démarche de [95], la solution générale du systéme homogene d’ordre commensu-

rable :

DN (t) = AM(1), (4.11)
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est de la forme :

M(t) = ciuY Eu(\t®) 4+ cou® Eu(Agt®) + csu®, B, (Ast®) (4.12)

¢1,C2, 3 sont des constantes déterminées par les conditions initiales, A, Ao, A3 et u, w43
sont respectivement les valeurs propres et les vecteurs propres correspondants associés a la
matrice A. E, étant la fonction de Mittag-Leffler & un parametre.

La solution du systéme non-homogene (4.10) s’écrit :

M(t) = M(t) + / 3 (4.13)
. . , 1
La matrice A possede une valeur propre réelle \; = 7 et deux valeurs propres complexes
1
1
conjuguées Ay = T + iwg et A3 = T + iwg, ol i = —1, les vecteurs propres correspondants

sont : u) = (0,0, )7, u® = (1,i,0)" et u® = (1, —4,0)".

Ainsi la solution générale de I’équation homogene d’ordre fractionnaire commensurable est :

0 1 1
_ to 1 ' N . 1 ' .
M) = | 0 Ea( T1> veli|Ea ((—T2—|—zw0)t ) te| —il| B ((_T2 ~ i)t )
1 0 0

En particulier, la solution exacte du probléemes aux valeurs initiales composé de 1’équation
non-homogeéne (4.10) et des conditions initiales (M, (0), M, (0), M,(0))" = (Mos, Moy, Mo.)"

est donnée par :

) = A (B (1 ) ¢ (15— )
_% (Ea ((_T+Zw0 ta) ( *—Zwo )),

My(t) = == (Ea (=% +iwo)t*) — E ( — iu)t)) (4.15)
+=5Y (Ea ((—— + iy ta) ( A —iw)te)),

La figure (Fig.4.4) montre le comportement de M,(t) en fonction du temps pour différentes
valeurs de o de 0.5 a 1 avec un pas de 0.1. La fonction de Mittag-Lefller a été calculée numé-

riquement d’aprés sa représentation en série et en utilisant le programme Matlab écrit par Po-
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Figure 4.4 — Courbes de M, () pour différentes valeurs de o dans I'intervalle o = 0.5 (la courbe la plus
en bas) a o =1 (la courbe la plus en haut) avec un pas de 0.1. Ici M,(0) =0, T3 = 1 et My = 100

dlubny et Kacenak (http ://www.mathworks.com/matlabcentral). La figure Fig.(4.5) montre
les courbes de M, (t) en fonction du temps avec pour valeurs de o = 1.0, 0.9 et 0.8 avec comme
conditions initiales M, (0) = 0 et M, (0) = 100.

Pour illustrer la relation entre les dynamiques de M, (t) et M, (t) dans les cas classique et frac-
tionnaire, ces deux composantes de magnétisation sont tracées dans le plan complexe, figure
Fig.(4.6). Le portrait de phase du cas classique @ = 1 montre une spirale réguliere du point
initial M,(0) = 0 et M,(0) = 0 jusqu’'a l'origine. Dans les deux autres portraits de phases
correspondant a o = 0.9 et o = 0.8, respectivement, on remarque une convergence plus rapide
vers 'origine pour les valeurs choisis de T5. La trajectoire entiere de la magnétisation est tracée

en dimension trois dans la figure Fig.(4.7).

95



Chapitre 4. Analyse du Chaos dans les ENB Fractionnaires.

Figure 4.5 — Courbes de M, (t) pour T5 = 20, fy = (wo/2m) = 160Hz et o = 1.0, 0.9 et 0.8 de haut en
bas, respectivement. Ici M,(0) = 0, et M,(0) = 100

Figure 4.6 — Courbes de M,(t) vs M,(t) pour T> = 20, fo = (wo/27) = 160Hz et o = 1.0, 0.9 et 0.8 de
gauche & droite, respectivement. Ici M, (0) =0, et M, (0) = 100

Figure 4.7 — Solution de 1’équation de Bloch fractionnaire pour Ty = 1 Ty = 20, fy = (wo/27) = 160H =
et o = 1.0, 0.9 et 0.8 de gauche & droite, respectivement. Ici M, (0) = 0, et M, (0) = 100
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4 Les équations non-linéaires de Bloch d’ordre fraction-

naire

Considérons maintenant le systeme de Bloch d’ordre fractionnaire, la dérivée classique est

remplacée par la dérivée de Caputo comme suit :

Dy = Jdy+ vz(xsin(c) —ycos(c)) —x /Iy,
DLy —dx — z + yz(x cos(c) + ysin(c)) — y/Ts, (4.16)
‘DBz = y—qsin(c) (22 +y?) — (2 —1)/I,

ol 0 < ¢; < 1. Notre étude a été faite pour le systéeme dit commensurable, c’est-a-dire ¢ =
G2 = q3 = q, et pour les deux ensembles de parametres cités précédemment en utilisant 1’ordre

de dérivation ¢ comme parametre de controle.

4.1 Une condition nécessaire pour le chaos

Considérons le systeme fractionnaire commensurable suivant :
“Dix = f(x) (4.17)

ou 0 < qg<1etaxeR" Les points d’équilibres de ce systeme sont les solutions de I’équation

f(x) = 0. D’apres le théoreme (2.4), ces points sont localement asymptotiquement stables si

0
toutes les valeurs propres ); de la matrice Jacobienne A = 8f évaluée au point d’équilibre
x
vérifient la condition suivante :
s

2

Dans la théorie des systemes dynamiques tridimensionnels, un point selle est un point d’équilibre

| Arg(Xi)] > g

pour lequel le systeme linéarisé équivalent posséde au moins une valeur propre dans la région
stable et une dans la région instable, de plus, ce point est un point selle d’indice 1 si une des
valeurs propres est instable et les autres sont stables, et d’indice 2 si deux valeurs propres sont
instables et la troisieme est stable.

Concernant les systemes chaotiques, il a été prouvé que les "les scrolls" sont générés seulement
autour d’un point selle d’indice 2. Cependant, les points selles d’indice 1 ne sont responsable
que de connecter ces scrolls.

Supposons qu'un systéme chaotique de dimension 3 possede un attracteur 1-scroll, ce systeme

possede alors un point selle d’indice 2 encerclé par cet attracteur, et supposons que A = a + jf3
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sont les valeurs propres instables de ce point selle d’indice 2. Une condition nécessaire pour le
systéme fractionnaire (4.17) d’avoir un comportement chaotique est de maintenir les valeurs
propres A dans la région instable, ce qui revient a dire :

Iel

™
t -)> —

ou

¢> arctan <|5|> (4.18)

4.2 FEtude des ENB fractionnaires avec la configuration (I)

Les parametres sont :
't =0.5,T'y,=0.25,§ = 0.4m,v = 10,c = 0.7764,
pour cette configuration, les équation non-linéaires de Bloch posseédent un unique point fixe :
E = (0.13985, 0.06727, 0.94926),
et les valeurs propres associees sont
A1 = —1.8116, Ay = 2.5574 + 5.52187, A3 = 2.5574 — 5.5218j.

Le point fixe E est donc un point selle d’indice 2. D’apres (4.18) la condition nécessaire pour
que le systeme de Bloch fractionnaire soit chaotique est ¢ > 0.72.

On applique 'algorithme FRAC-PECE décrit au chapitre 2 pour la résolution numérique des
équations fractionnaires (4.16) et on varie I'ordre de dérivation ¢ dans l'intervalle [0.7, 1] pour
obtenir le diagramme de bifurcation illustré dans la figure Fig.(4.8). En utilisant les portraits
de phases ainsi que les exposants de Lyapounov, nous allons décrire la maniere avec laquelle le
systeme de Bloch fractionnaire va transiter d’un régime stable vers un régime chaotique.
Comme on l'a vu précédemment, la solution du systeme (4.16) est asymptotiquement stable
pour ¢ < 0.72. En augmentant la valeur de ¢ une orbite périodique va apparaitre pour ¢ = 0.85,
puis on va observer une cascade de doublement de période (cascade de Feigenbaum) :

Ainsi, pour ¢ = 0.86 on va observer la naissance d’un cycle limite de période 2, pour ¢ = 0.93 un
cycle de période 4, pour ¢ = 0.94 un cycle de période 8, etc. Pour aboutir enfin a un attracteur

de Feigenbaum singulier pour ¢ = 0.947 Fig.(4.9).
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Figure 4.8 — Diagramme de bifurcation du systéme (4.16)avec la configuration (I)

La cascade de doublement de période est suivie d’une cascade sous-harmonique caractérisée par
la naissance de cycles limites de périodes quelconques en conformité avec le scénario établi par
Sharkovskii [96]. Ainsi en continuant a augmenter ¢, on observe une cascade sous harmoniques

complete de bifurcations de cycles limites en accord avec l'ordre de Sharkovskii :
142422492%4...922742%5<2%34...942.742.542.349...<474543. (4.19)

L’ordre n<k dans (4.19) signifie que I'existence d’un cycle de période k implique I'existence de
tous les cycles de période n. Donc, si notre systeme possede un cycle limite stable de période
trois alors il possede tous les cycles instables de toutes les périodes conformément a l'ordre de
Sharkovskii (4.19).

La cascade sous harmonique compléte est prouvée par I’ existence d’un cycle limite de période
six pour la valeur du parametre ¢ = 0.948, un cycle limite de période cinq pour ¢ = 0.955 et un
cycle limite de période 3 se situant dans 'intervalle [0.965, 0.979] qui, avec une augmentation
supplémentaire du parametre ¢ va entamer une cascade de doublement de période, on observe,
par exemple, pour ¢ = 0.98 un cycle doublé du cycle de période trois. Cette cascade sous har-
monique se termine également par 'apparition d’un attracteur étrange a ¢ = 0.99. Certains de
ces cycles ainsi que 'attracteur étrange sont illustrés dans la figure Fig.(4.10).

Afin de prouver la dynamique chaotique des solutions de ENB fractionnaires, on se doit de cal-
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Figure 4.9 — Projections du cycle limite original, cycle de période 2, cycle de période 4, cycle de période

8 et de l'attracteur de feigenbaum pour les ENB fractionnaires.
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Figure 4.10 — Projections du cycle limite de période 6, cycle de période 5, cycle de période 3, cycle de
période 3 doublé et de 'attracteur étrange pour les ENB fractionnaires.
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culer le plus grand exposant de Lyapounov, car tout systéme possédant au moins un exposant
de Lyapounov positif est défini comme chaotique [97]. Le calcul des exposants de Lyapounov
est souvent une tache délicate, que ce soit pour les systemes d’ordre entier ou les systemes frac-
tionnaires. Dans notre cas nous avons opté pour 'algorithme de Rosenstein décrit au chapitre
précédent et qui est a notre avis plus facile a mettre en oeuvre par rapport aux algorithmes
classiques de Wolf ou de la Jacobienne.

Les résultats de nos calculs sont illustrés dans la figure Fig.(4.11).

4.3 Etude des ENB fractionnaires avec la configuration (II)

Les parametres du systeme sont choisis comme suit
' =5Ty=25,0=—-04nm,v=235,c=0.173,
pour ce groupe de parametres, le systeme possede un point d’équilibre :
E = (0.02730, 0.00429, 0.99847),
et les valeurs propres associées sont :
A = —0.19971, Ay = 5.6155 + 35.6857, A3 = 5.6155 — 35.6857.

Ainsi le point fixe F est un point selle d’indice 2. La condition nécessaire pour que le systéme
(4.16) soit chaotique est ¢ > 0.90.

Pour ¢ = 0.90 une bifurcation de Hopf donne naissance a un cycle limite orbitalement stable.
Pour certaine valeurs de ¢ ce cycle limite co-existe avec un autre cycle limite d’une période
différente, chacun dans son bassin d’attraction. La figure Fig.(4.13) montre les cycles limites
coexistants pour de différente conditions initiales.

Quelques portraits de phases intéressants sont illustrés dans les figures Fig.(4.14). La figure

Fig.(4.12) montre le plus grand exposant de Lyapounov vs q.

4.4 Le fer a cheval topologique dans les ENB fractionnaires

Dans ce qui a précédé, 'existence du chaos dans les ENB fractionnaires a été prouvé nu-
mériquement, par des outils tels que les portraits de phases, le diagramme de bifurcations ou
les exposants de Lyapounov, ces derniers sont certainement la preuve la plus convaincante de

I'existence du chaos dans un systeme différentiel. Cependant ’erreur numérique existe, et elle
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Figure 4.11 — Le plus grand exposant de Lyapounov vs q avec la configuration (I), q variant de 0.7 & 1
avec un pas de 0.01

Figure 4.12 — Le plus grand exposant de Lyapounov vs q avec la configuration (IT), q variant de 0.85 &
1 avec un pas de 0.01
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Figure 4.13 — Cycles limites coexistant avec les conditions initiales : (0.1,0.1,0.1) (trait fin) et
(0.01,0.01,0.01)(trait gras)
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Figure 4.14 — Quelques portraits de phases des solutions des ENB fractionnaires avec la configuration
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peut faire que les calculs ne soit pas fiables, surtout si les valeurs du plus grand exposant de
Lyapounov sont proche de zéro. Dans ce cas nous ne pouvons plus étre sir si elle est positive
ou non. La précision numérique dépend le plus souvent du pas de 'intégration, de la précision
de 'ordinateur, du temps de l'intégration et de I’algorithme utilisé. Cette précision est d’autant
plus difficile a obtenir dans le cas d'un systeme d’ordre fractionnaire a cause de la difficulté
du calcul de la matrice Jacobienne, nous devons donc calculer les exposants de Lyapounov a
partir de séries temporelle. De plus, I'utilisation d’opérateurs d’ordre entier pour approcher
les opérateurs d’ordre fractionnaires rend l'erreur d’intégration inévitable, elle va s’accumuler
d’une maniere exponentielle et par conséquent le calcul a long terme n’est plus fiable.

Le fer a cheval topologique est un puissant outil de détection et d’analyse du chaos, non
seulement il nous fournit des informations sur les exposants de Lyapounov mais en plus il nous
donne une analyse détaillée du chaos. Cette technique a été appliquée avec succes a des systémes
d’ordre entier [79-82]. Le fer a cheval topologique est basé sur la géométrie des applications
continues sur quelques ensembles particuliers de 1’espace d’état. Pour chaque point de ces en-
sembles seul un calcul a court terme est utilisé afin de trouver leurs images par 1'application
de Poincaré correspondante. Nous n’avons donc besoin que de résoudre le bout de trajectoire
situé entre le point et son image, I’erreur numérique est donc plus petite que lors du calcul des
exposants de Lyapounov qui nécessite une simulation a long terme. Le fer a cheval topologique
est donc un bon moyen d’étudier le comportement chaotique des systémes d’ordre fractionnaire.
Dans cette section nous allons suivre la démarche de [98] pour essayer de donner une preuve

rigoureuse de 'existence du chaos dans les ENB fractionnaires avec I’ensemble de parametres :
' =5Ty=250=—-04nr,v=35,c=0.173,

et I'ordre de dérivation
q = 0.995.

Soit ¢(x,t) Porbite du systeme (4.16) avec la condition initiale x, ¢’est-a-~dire ¢(z,0) = x.
On commence par choisir une section de Poincaré II : y = 0 dans I'espace des phases comme
c’est montré dans la figure Fig.(4.15). Dans le plan y = 0 on choisi le quadrilatere |ABCD|,

avec comme sommets :

A

(—0.145,0,0.113), B = (—0.155,0,0.127),

C = (—0.095,0,0.147), D = (—0.085,0,0.135).
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Figure 4.15 — L’attracteur chaotique et sa section de Poincaré

Figure 4.16 — Section de Poincaré y = 0
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Figure 4.17 — Le quadrilatére |ABC D] et son image

Figure 4.18 — Les deux sous-ensembles disjoints « et 8
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Figure 4.19 — Image du sous-ensemble «

Figure 4.20 — Image du sous-ensemble 3
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et I'application de Poincaré correspondante :
P(x): |ABCD| — 1I.

Pour chaque z € |ABCD|, P(x) est définie comme étant le point de la seconde intersection de
l'orbite ¢(t, x) avec le plan II (application du second retour). La premiere intersection n’est pas
prise en considération car elle ne permet pas de trouver le fer a cheval topologique.

Avec ces choix, l'image du quadrilatere |ABCD)| chevauche entierement |[ABCD| comme le
montre la figure Fig.(4.17).

Nous allons maintenant prouver que ’application de Poincaré P est semi-conjuguée a l'applica-
tion 2—shift, pour cela on va essayer de trouver deux sous-ensembles disjoints de |[ABC D], tels
que l'application P possede une famille P-connectée par rapport a ces deux sous-ensembles.
Apres plusieurs essais, nous choisissons deux sous-ensembles disjoints « et 5 de | ABC D| comme

le montre la figure Fig.(4.18), les sommets de a et 3 sont donnés ci-dessous :
a:(—0.145,0,0.113), (—0.155,0,0.127), (—0.1304,0,0.1352), (—0.1209,0,0.1218),

B (—0.1194,0,0.1224), (—0.1134,0,0.1409), (—0.095,0,0.147), (—0.085,0,0.135).

Désignons par oy et a4 les cotés droit et gauche de a respectivement, et 84 et 5, les cotés droit
et gauche de ( respectivement. La simulation numérique montre les faits suivants :
— limage P(a) du quadrilatere a chevauche entierement |[ABCD|, avec P(ay) se trouvant
a droite de C'D et P(ay) & gauche de AB comme c’est illustré dans la figure Fig.(4.19).
— l'image P(f) du quadrilatere S chevauche entierement |[ABC D], avec P(,) se trouvant
a droite de C'D et P(ay) a gauche de AB comme c’est illustré dans la figure Fig.(4.20)
Il est donc clair que pour chaque connexion L de |[ABCD| par rapport a a et [, les images
P(LNa) et P(LN ) sont aussi des connexions par rapport aux sous ensembles « et [3.
D’apres la théorie du fer a cheval topologique dans le plan, il existe une famille P-connectée
par rapport aux deux sous ensembles « et § et a I'application P, ce qui signifie qu’i existe un
ensemble invariant fermé A C |[ABCD| pour lequel P|, est semi conjuguée a une application
m-shift, ici m = 2.
Donc, I'entropie topologique de l'application P est supérieure a celle de I'application 2-shift,
c’est-a-dire :
hiop(P) > log2 > 0.
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Concernant ’entropie topologique du systéme original, elle peut étre estimée par la formule
d’Abramov : [99]

(T)p
hiop est lentropie topologique du systeme continu, hy,,(P) est l'entropie topologique de son

application de Poincaré et (1), est le temps moyen entre deux passages par la section de

Poincaré. Un calcul numérique nous donne (1) , = 0.73, ainsi I'entropie topologique du systéme

o
de Bloch fractionnaire est strictement supérieure a 82 ~ 0.94, le systeme est donc chaotique.

0.73

4.5 Le test 0-1 pour détecter le chaos dans les ENB fractionnaires

Nous allons maintenant appliquer le test 0-1 pour détecter le chaos dans les ENB fraction-
naires.
Commencons d’abord par générer des séries temporelles par la résolution numérique des équa-
tions fractionnaires (4.16), en utilisant la méthode Adams-Bashforth-Moulton fractionnaire.
Dans notre travail, on a appliqué le test aux équations (4.16) avec ’ensemble des parametres
(I) avec comme ordres de dérivation ¢ = 0.85 et ¢ = 0.99, puis avec la configuration (II) et
qg =0.99 et ¢ = 0.995.
En appliquant l'algorithme du test a ces séries temporelles, nous obtenons des résultats en
parfait accord avec ceux obtenus par le calcul des exposants de Lyapounov.
Pour la configuration (I) et d’apres les figures Fig.(4.21), il est clair que la dynamique des
composantes (p, q) et bornée pour ¢ = 0.85 ce qui correspond a une dynamique réguliere (dans
notre cas périodique d’apres le portrait de phases) et Brownienne pour ¢ = 0.99 ce qui indique
que la solution est chaotique, de plus, en voit bien que K est proche de zéro quand g = 0.85 et
k ~ 1 quand g = 0.99.
De méme, en utilisant la configuration (II), les figures Fig.(4.22) montrent que la dynamique
de (p,q) est bornée pour ¢ = 0.99 et Brownienne pour ¢ = 0.995, de plus on note que k =~ 0
pour g = 0.99 et k£ ~ 1 pour g = 0.995.

5 Synchronisation du chaos dans les ENB fractionnaires

Dans cette section nous allons réaliser une synchronisation de deux systémes d’équations de

Bloch fractionnaires identiques, pour cela construisons une configuration maitre-esclave (drive-
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Figure 4.21 — Attracteur dans 'espace des phases (z,y), les composantes de translation (p,q) et la
dépendance de K par rapport au nombre de points N pour la configuration (I) et : ¢ = 0.85 (figures de
gauche) et ¢ = 0.99 (figures de droite)
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Figure 4.22 — Attracteur dans l’espace des phases (z,y), les composantes de translation (p,q) et la
dépendance de K par rapport au nombre de points N pour la configuration (II) et : ¢ = 0.99 (figures de
gauche) et ¢ = 0.995 (figures de droite)
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response) définie par les équations suivantes :

. = 5ym + Vzm(l‘mszn(c) - ymCOS(C)) - i»
dt Iy
d"Ym : Ym
T —0Tm — Zm + Vzm(Tmeos(c) + ymsin(c)) — . (4.20)
2
dizpy, , m— 1
o0 o~ ysine) zn? + )~
pour le systeme maitre et
dq S . S
df = 0ys + vzs(zssin(c) — yscos(c)) — IIT + ug,
2
dq S . S
dgz = —0xs — 25 + y2s(xsc0s(c) + yssin(c)) — 1‘7{— + ug, (4.21)
2
diz, . s — 1
d’: =y, — ysin(c)(xs? + ys?) — : T + us,
pour le systeme esclave, ou U = [Ul,UQ,Ug]T sont les contréleurs a désigner pour réaliser la

synchronisation entre les deux systémes, c’est-a-dire

lim |Xmaster - Xslave‘ =0.

t—o00

Le choix des parametres est tel que les deux systemes exhibent une dynamique chaotique, par

exemple
' =0.5,T'y,=0.25,§ =04m,v=10,c = 0.7764,

et
q = 0.99.

Définissons 'erreur comme e; = x4 — T, €2 = Ys — Ym €t €3 = 24 — 2, respectivement. La

soustraction du systeme maitre du systeme esclave nous donne le systeme erreur suivant :

diey €1 .

i + dey + ysin(c)(eszs + €12y ) — yeos(c)(esys + eazm) + u,

2

die €

2 der— 22— ey qcos(c)(ests + e12m) + ysin(c) (esys + eazm) + 1wz, (422)
dles €3 ’ .

el vsin(c)(er(xm + s) + ea(Ym + ys)) + us.

1

Ce dernier représente la perturbation qui peut exister entre le deux systémes.

D’apres cette définition on peut conclure que 1’étude de la synchronisation identique des sys-
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temes (4.20) et (4.21) nous ramene a I’étude de la stabilité au voisinage de 'origine du systeme
erreur (4.22).

Définissons les fonctions de controle

uy = —ysin(c)zmer + ycos(c)yses,
uy = —ysin(c)zpes — yeos(c)zqes, (4.23)

ug = 75in(c)(Tmer + Ymes).

Théoréme 4.1 Les deux systémes de Bloch fractionnaires (4.20) et (4.21) sont synchronisé
pour toutes conditions initiales (2,,,(0),ym(0), 2m(0)) et (x5(0),ys(0), z5(0)) sous les lois de
controle (4.23).

Démonstration. Avec ce choix de controleurs, le systéme erreur (4.22) devient :

die; e1

= —— + (6 — ycos(c)zpm)ea + ysin(c)z es,
dt Iy
dq€2 €9 .
— = (=0 + ycos(c)zm)er — ot (—1+ sin(c)ys)es, (4.24)
2
A
d—? = —yxssin(c)e; + (1 — ysin(c)ys)es — Ej.
La matrice de coefficients de ce systeme est :
1 .
T 0 — ycos(¢)zm ysin(c)xs,
2
1
A(t) = | =0 + yeos(c)zm —T —1+ ysin(c)ys, (4.25)
2
1
—vsin(c)zs 1 —ysin(c)ys -
Iy
d’ou la matrice symétrique suivante :
! 0 0
At) + AT (2) by
SN A B ——— (4.26)
2 Iy
0 0 _1
Iy

Supposons que X est une valeur propre de la matrice A, alors il existe un vecteur non-nul &
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associé a cette valeur propre, c’est-a-dire :

A& = N, (4.27)

on obtient ainst :
e Ae = \efe, (4.28)
eHATe = Nele, (4.29)

D’aprés les équations (4.28) est (4.29), on a :

A+ ATYE = (N + N)ee, (4.30)
ou
A+ A= w. (4.31)

Comme (A + AT) est une matrice semi-définie négative alors :

- A+ AT

On a alors pour 0 < g <1 :
T qm
larg(\)| > PR (4.33)

D’aprés la théorie de stabilité des systémes a dérivée fractionnaire, le systeme erreur (4.22) est

asymptotiquement stable.

La figure Fig.(4.23) montre 1’évolution dans le temps du systeme erreur. Il apparait clairement
que la solution de ce systeme converge rapidement vers 'origine, ce qui implique que le systeme
esclave (4.21) est synchronisé au systeme maitre (4.20).

Pour mettre en évidence l'efficacité de ce schéma de synchronisation , on a tracé x,, vs Ty, Ym

VS Ys et 2, Vs zg avec et sans les controleurs uy, us et ug dans la figure Fig.(4.24).
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0.15

0Af == =gd|7

0.05F 1

2 4 5] a8 10

t
Figure 4.23 — L’évolution temporelle de 'erreur de synchronisation e; = z,, — =5 ,e2 = Ym — Ys et
e3 = zm — Zs avec les contrdleurs non-linéaires uy ,us et us respectivement.

6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié et analysé la dynamique du systeme de Bloch fractionnaire,
en utilisant des outils classiques tels que le diagramme des bifurcations, les portraits de phases
et les exposants de Lyapounov. L’algorithme FRAC-PECE a été utilisé pour la simulation
numérique. L’ordre de dérivation a été considéré comme parametre de controle. Il a été montré
que le systeme transitait vers un régime chaotique via une cascade de doublement de période
avec une fenétre périodique de période trois dans le diagramme de bifurcation, de plus, des
cycles limites coexistants ont été trouvé pour des conditions initiales différentes avec certaines
valeurs des parametres. Le calcul du plus grand exposant de Lyapounov a permis de valider le
caractere chaotique du systeme.

D’un autre cote, deux techniques récentes ont été utilisé pour confirmer 'existence du chaos
dans le systeme étudié : le fer a cheval topologique, une méthode géométrique puissante pour
prouver d’une maniere rigoureuse l'existence du chaos, et le test 0-1, un outil basé sur les
statistiques pour distinguer une dynamique réguliere d’une dynamique chaotique.

Finalement, des éléments de la théorie du contrdle non-linéaire ont été utilisé pour réaliser la
synchronisation a lidentiques de deux systémes de Bloch fractionnaires via une configuration

malitre-esclave.
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Zs

Figure 4.24 — Relations entre les systémes maitres et esclaves :
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Conclusion générale et perspectives

Cette étude s’inscrit dans la démarche de I'application des outils d’analyse, de caractérisation
et de quantification du chaos a des systémes d’équations différentielles d’ordres fractionnaires.
Le premier chapitre nous a permis de nous familiariser avec 1’outil fractionnaire et a fourni
quelques résultats, élémentaires certes, mais utiles pour notre étude. Dans un premier temps,
nous rappelons 'historique du calcul fractionnaire et nous présentons plusieurs exemples de
systemes fractionnaires, s’inscrivant dans des disciplines variées des sciences de l'ingénieur et
des sciences physiques. Puis nous exposons la théorie de la dérivation fractionnaires : différents
types de dérivation fractionnaire (Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville et Caputo), transfor-
mation de Laplace, fonctions de Mittag-Lefller,etc.

Le deuxieme chapitre de cette these est dédié aux systémes dynamiques décrits par des équa-
tions différentielles d’ordres fractionnaires et au rappel des principaux résultats concernant ces
systemes. Nous nous somme intéressé a la question d’existence et d’unicité de la solution d’une
équation différentielle fractionnaire, pour exposer ensuite les différents criteres de stabilité et
quelque-unes des méthodes d’analyse numériques utiles dans le cas d’un systeme non-linéaire.
Nous avons ensuite abordé le theme du chaos en partant de sa définition pour, ensuite, décrire
différentes méthodes permettant sa caractérisation et sa quantification.

Le dernier chapitre, objet de notre contribution, porte sur I'application et I’adaptation de ces
outils & 'analyse du chaos dans un systeme autonome de dimension trois et a dérivées fraction-
naires décrivant le phénomene de résonance nucléaire magnétique : le systéme de Bloch.

Le comportement dynamique du systéme de Bloch fractionnaire, y compris certaines propriétés
de base : bifurcations, fenétres périodiques et routes vers le chaos, ont été analysé numérique-
ment, au moyen de diagramme de bifurcations, portraits de phases, et exposants de Lyapounov.
De plus, Le fer a cheval topologique a été trouvé, prouvant rigoureusement le caractere chaotique
de notre systeme pour certaines valeurs des parametres, cette méthode est considérée comme

un excellent substitut a la méthode du spectre de Lyapounov, moins fiable numériquement.

117



Conclusion générale et perspectives

Le test 0-1 fournit un critére de diagnostic simple et efficace pour la distinction des solutions
chaotiques des orbites régulieres, nous 'avons appliqué avec succes dans notre travail. Enfin,
des conditions suffisantes pour la réalisation de la synchronisation de deux systemes de Bloch
fractionnaires identiques ont été dérivées. A cet effet, nous proposons des controleurs tels que
les composantes du systeme erreur tendent vers zéro lorsque le temps tend vers l'infini. Une
simulation numérique a été effectuée pour vérifier I'efficacité du schéma proposé.

Ce travail ouvre la voie a d’autres développements sur les systemes chaotiques a dérivées frac-
tionnaires. Nous pouvons notamment proposer les perspectives suivantes :

— La recherche d’autre méthodes numériques de résolution d’équations différentielles a dé-
rivées fractionnaires, moins cotiteuses et plus précises que celles proposées dans cette
these.

— L’application de la méthode directe de Lyapounov au contrdle et a la synchronisation du
chaos dans les systemes fractionnaires.

— L’étude qualitative d’une application itérée comportant des différences fractionnaires.

Ces perspectives constituent des orientations possibles pour des travaux futurs.
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Annexe A

1 Théoremes du point fixe

Les démonstration des differents théoremes d’existence et d’unicité des solutions d’équations
differentielles se basent généralement sur des théoremes classique assurant I’existence et I'unicité
de points fixes de certains opérateurs.

Le premier de ces théorémes et la généralisation du théoréeme du point fixe de Banach [100].

1.1 Théoreme du point fixe de Weissinger

Théoréme A.2 Supposons que (U, d) est un espace métrique complet non-vide, et soit o; > 0

pout tout 7 € N et tel que la série Zaj converge. Soit application A : U — U qui vérifie
5=0

l'inégalité
d(Alu, Av) < ad(u,v) (.1)

pour tout j € N et tout u,v € U. Alors, A posséde un unique point five u*. De plus, la suite

i 00 . %
(A%ug),—, converge vers ce point fire u*.
une consequence immediate de ce théoreme est

1.2 Théoreme du point fixe de Banach

Théoréme A.3 Soit (U,d) un espace métrique complet non-vide, supposons que 0 < a < 1.

Soit Uapplication A : U — U qui vérifie l"inégalité
d(Au, Av) < ad(u,v) (.2)

pour tout u,v € U. Alors, A possede un unique point fize u*. De plus, Pour tout ug € U, la

. ¥ (o] . *
suite (Ajuo)j:1 converge vers ce point fixe u*.
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On peut aussi citer un autre théoréeme qui assure uniquement l’existence du point fixe (pas
'unicité), mais avec des hypotheses plus faibles sur 'opérateur A. On trouver une preuve de ce
théoréme dans [101].

1.3 Théoreme du point fixe de Schauder

Théoréme A.4 Soit (E,d) un espace metrique complet, soit U une partie conveze et fermée
de E, et soit A: U — U une application telle que l’ensemble {Au : u € U} est relativement

compcte dans E. Alors A posséde au moins un point fize.

Dans ce contexte on va rappeler la définition d’un ensemble relativement compact :

Définition A.1 Soit (E,d) un espace métrique et F C E. L’ensemble F est dit relativement

compact dans E si la fermeture de F' est une partie compacte de E

Un resultat classique d’analyse en relation avec cette définition est comme suit. Pour la preuve

voir les livres standards d’analyse, pare exemple [102].

1.4 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Théoréme A.5 Soit F C Cla,b|, supposons que les ensembles sont équipée de la norme de
Chebyshev. Alors, F est relativement compact dans Cla,b] si F est equicontinue (c-a-d pour
tout € > 0 il existe un § > 0 tel que pour tout f € F et tout x,x* € [a,b] avec |x —x*| < §
on a |f(x) — f(x*)| < €) et uniformement bornée (c-a-d il existe une constante C' > 0 tel que
|| fll.. < C pour tout f € F).
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1 Programme MATLAB

La méthode Adams-Bashforth-Moulton pour la résolution des équations non-linéaires de

Bloch d’ordre fractionnaire

function fractionalBloch

close all

cle;

q=0.85:

Dim=3;ql=q; q2=q;q3=q;

gam=10 ;

sig=1.26;

c=0.7764;

Gaml1=0.5;

Gam2=0.25;

h=0.01;t=0:h:250;N=length (t)—1;

x0=[0.1 0.1 0.1]";

x(:,1)=x0;

a=zeros (Dim,N+1);b=zeros (Dim,N+1);
T1=[(h"ql/ql)/gamma(ql);(h"q2/q2)/gamma(q2);(h"q3/q3)/gamma(q3)];
T2=[(h"ql)/gamma(ql+2);(h"q2)/gamma(q2+2);(h"q3)/gamma(q3+2)];
for n=1:N

) (ql+1)=2sn" (ql+1);

( (n—1)"
“(a2+D)+m—-1)"(q2+1)=2%n" (q2+1);
( (n—1)"

( )=(n+1)
( )=(n+1)
aj3 (N+1-n)=(n+1)"(gq3+1)+(n—1)"(q3+1)—2+n"(q3+1);
bjl (N+1-n)=(n+1)"ql-n"ql;
bj2 (N+1-n)=(n+1)"q2—n q2;
bj3 (N+1-n)=(n+1)"q3—n"q3;
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a0l (n+1)=n""(ql+1)—(n—ql)*(n+1)"ql;
a02 (n+1)=n""(q2+1)—(n—q2)*(n+1)"q2;
a03 (n+1)=n"(q34+1)—(n—q3)*(n+1)"q3;
end
bjl1 (N+1)=1;bj2 (N+1)=1;bj3 (N+1)=1;a01(1)=ql;a02(1)=q2;a03(1)=q3;
a=[ajl;aj2;aj3];
b=[bj1;bj2;bj3];

for n=0:N
OUT1(: ,n+1)=fx(x(:,n+1),gam, sig ,c,Gaml,Gam2);
if (n==0)

sum2=[a0l (n+1);a02(n+1);a03(n+1)].xfx (x0,gam, sig ,c,Gaml,Gam?2);
else

sum2=sum (a (: ,N+1-n:end).«OUTL(: ,2:n+1),2)+...
[a0l(n+1);a02(n+1);a03(n+1)].xfx (x0,gam, sig ,c,Gaml,Gam2);
end
suml=sum (b (: ,N+1-n:end).«OUT1(: ,1:n+1),2);
xp=x0+T1.*xsuml ;
x (:,n+2)=x0+T2.% fx (xp,gam, sig , ¢ ,Gaml, Gam2)+T2. x sum2;
end
figure ,plot3(x(1,:),x(2,:),x(3,:),’b");
xlabel ('x7) ,ylabel (’y’),zlabel (’z");
grid on
figure ,plot (x(1,:),x(2,:),’¢g’);
xlabel ('x7) ,ylabel ('y’);

grid on

function DX=fx (X, gam,sig ,c,Gaml,Gam2)

x=X(1);y=X(2);2=X(3);

DX=[sig*y+gamxz*(x*sin (c)—y*cos(c¢))—x/Gam2;
—sigxx—ztgamx*z*(x*cos (c)+y*sin(c))—y/Gam2;
y—gamxsin (¢ ) (x 24y 2)—(z—1)/Gaml];
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Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons aux systemes d’équations différentielles d’ordre
fractionnaire exhibant une dynamique chaotiques. Une attention particuliere a été apportée
a un systeme non linéaire d’équations différentielles fractionnaires modélisant un phénomene
de résonance nucléaire magnétique : le systeme de Bloch. Une analyse qualitative de la
dynamique de ce systéme a été effectuée, y compris certaines propriétés de base : bifurcations,
fenétres périodiques et routes vers le chaos. Ces propriétés ont été analysées numériquement,
au moyen de diagramme de bifurcations, portraits de phases, et exposants de Lyapounov.
Le comportement chaotique de ce systeme a été confirmé par 'existence d’un exposant de
Lyapounov positif.

D’autre part, Le fer a cheval topologique a été trouvé, prouvant rigoureusement le caractere
chaotique de notre systeme pour certaines valeurs des parameétres, cette méthode est considérée
comme un excellent substitut a la méthode du spectre de Lyapounov, moins fiable numérique-
ment.

Le test 0-1 fournit un critere de diagnostic simple et efficace pour la distinction des solutions
chaotiques des orbites régulieres, nous I'avons appliqué avec succes dans notre travail.

Enfin, La méthode du controle non linéaire a été étendue pour réaliser la synchronisation a
Iidentique de deux systémes de Bloch fractionnaires. Les résultats ont été analytiquement
prouvés en utilisant les conditions de stabilité des systemes fractionnaires. Une simulation

numérique a été effectuée pour valider les résultats.

Mots clés : Dérivées d’ordre fractionnaire, Chaos, Exposants de Lyapounov,Fer a cheval

topologique, Test 0-1, Synchronisation du chaos.




Abstract

In this thesis, we focus on the differential equations of fractional order systems exhibiting
chaotic dynamics. Particular attention has been paid to a nonlinear system of fractional
differential equations modeling the phenomenon of nuclear magnetic resonance : the Bloch
system. A qualitative analysis of the dynamics of this system has been made, including some
basic properties : bifurcations, periodic windows and routes to chaos. These properties were
analyzed numerically by bifurcation diagram, phase portraits and Lyapunov exponents .
The chaotic behavior of this system was confirmed by the existence of a positive Lyapunov
exponent.

On the other hand, the topological horseshoe was found, rigorously proving the chaotic nature
of our system for certain parameter values, this method is considered as an excellent substitute
for the Lyapunov spectrum method, less reliable numerically.

0-1 test provides a simple and efficient criterion for the distinction chaotic solutions of regular
orbits, we have successfully applied this test in our work.

Finally, the method of non-linear control was extended to realize the identical synchronization
of two fractional Bloch systems. The results were proven analytically using stability conditions

for fractional systems. A numerical simulation was performed to validate the results.

Keywords : Fractional-order derivatives, Chaos,Lyapounov exponent, Topological horseshoe,

0-1 test, Chaos synchronization.
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