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INTRODUCTION

Latopologie est une des branches les plus vigoureuses des mathématiques
modernes et elle a eu de nombreuses répercussions sur les mathématiques
classiques. Elle est devenue, il y a une cinquantaine d’années un domaine
pleinement autonome des mathématiques et son développement majeur a
eu lieu depuis trente ans. Les débuts de la topologie se trouvent dans les
oauvres de Karl Weierstrass qui aprées 1860, découvrit et étudia le concept
de limite d’une fonction. Puis vint le dével oppement hardi de la théorie des
ensembles de points par Georg Cantor (1874-1895), ce fut une base sur
laquelle I’ édifice topologique pouvait s’élever.

Le premier aspect, ou topologie ensembliste, fut définitivement établi par
F. Hausdorff et son école entre 1915 et 1930 par J.W.Alexander,
P.L.Alexandrov, S.Lefschetz et autres. Jusqu’en 1930, latopologie
s’appelait analyse locale et ce fut Lefschetz qui le premier utilisa et

popularisa le terme de topologie en publiant un livre avec ce titre en 1930.

Un second aspect de la topologie, appelé topologie combinatoire ou
Algébrique, fut publié vers 1890 par Henri Poincaré dans sa théorie du calcul

intégral a plusieurs dimensions. Une synthese des topologies ensembliste



et combinatoire fut réalisée par L.E.J.Brouwer dans ses études sur la notion
de dimension (1908-1912). Elle envahit le calcul des variations avec lathéorie
des points critiques de M.Morse (Institute for advanced studies, Princeton),
elle revigore la géométrie différentielle avec I’ éude des faisceaux de fibres
avec H.Whitney (Institute for advanced studies, Princeton), des formes
différentielles avec G. de Rahm (Lausanne) et des groupes de Lie avec

H. Hopf (Zurich). Elle obtient une révolution en algebre moderne en lui
donnant de nouveaux fondements et une nouvelle branche : latopologie
Algébrique.

L’ algebre homologique est due a S. Eilenberg (Columbia University ) et

S. Maclane (University of Chicago) en 1946. Elle donna un nouveau souffle
de vie ala géométrie algébrique par le biais de la cohomologie et trouva
d’importantes applications dans les équations aux dérivées partielles a travers
les travaux de J. Leray (Paris) et de M. Atiyah (Oxford).

Dans la plupart des applications, la topologie algébrique est un outil essentiel
et trés puissant pour démontrer des propositions fondamentales connues sous
le nom de théoremes d’existence. Rappelons qu’un théoréme d’existence est
un théoreme qui affirme qu’il existe une solution particuliére atous les

problemes d’une certaine classe. De tels theoremes sont souvent les théoremes



de base d’un théme d’étude. En ce qui nous concerne, dans ce travail,

nous abordons les théoremes d’existence dans la théorie des points de
coincidence et la théorie des points fixes en analyse multivoque.

L es outils mathématiques utilisés sont du domaine des catégories et foncteurs
homologiques qui sont des éléments de algebre commuitative.

C’est dans ce contexte que se situe le travail de recherche présenté dans
cette thése.

Dans la catégorie Tope des paires espaces topologiques de Hausdorff et
des applications univoques continues on caractérise une nouvelle classe de
morphismes qu’on appelle n-décomposables. Cette définition utilise la
notion d’espaces dominants introduits par Borsuk. Ainsi un morphisme
f:(AB)® (C,D) delacatégorie Topn est n-décomposable si aurang n>0
le n iéme groupe homologique H+(C,D) est plus dominant que le n iéme

groupe homologique H«(A,B), ol H est le foncteur homologique défini

de la catégorie Tope dans la catégorie Va des groupes gradués et des
homomorphismes de degré zéro. Les propriétés particulieres de ces
morphismes n-décomposables sont mis en évidence dans le second chapitre

de cette these.



Une paire de morphismes (f,g):((A,B)- (z.z')@ (c,D)) dela catégorie Tope
est alors caractérisée comme étant n-admissible relativement a la paire

de Hausdorff (A B) si le n iéme groupe homologique Hi(A, B) est
dominant par rapport au n iéme groupe homologique Hn(z,z’).

Ceci permet alors de définir pour les couples d’applications univoques

continues (f,g):g%“ Eu=U g—. X ® E" n-admissibles sur une paire de

Hausdorff (U,uU/K) uninvariant topologique appelé indice des points de
coincidence noté 1(f,g). Notons que cette classe d’ applications continues

est déterminée dans des espaces euclidiens de dimension finie E" et X est

un espace de Hausdorff arbitrairement donné. Il s’avere alors que ce degré
topologique permet d’énoncer des théoremes puissants dans la théorie des
points de coincidences qui est une généralisation du probleme d’existence

de pointsfixes. || généralise les travaux de J. Bryszewski, A. Dold,

Z. Dzedzeg), A.Granas, L. Gorniewiecz, Z. Kucharski, W. Kryszewski,

M. Powers, Z. Seigberg, G. Skordev et autres.

Dans le dernier chapitre pour une nouvelle classe de morphismes multivoques
on construit un nouveau degré qui permet d’énoncer des théoremes d’existence

en analyse multivoque.



CHAPITRE |

Notions sur les catégories et foncteurs




|.1 Catégories [18]

Une catégorie C est caractérisée par les données suivantes :

1. Une classe d’objets notée ObjC ;

2. Une classe de morphismes notée MorC ;

3. Pour tout couple d’objets (X,Y) on a une sous-classe de morphismes
de MorC notée Morc(X,Y) constituée de tous les morphismes de MorC qui
sont des relations binaires f de X dans Y ; on dit alors que le morphisme f
apour source X etpour but Y etonnote:f: X ® YOU X 3#® Y

4. Une loi de composition des morphismes notée « o », qui S’ applique
dés que I’on a les éléments suivants :
fT More(X,Y) ; gl Morc(Y,Z2)
aors:
go f1 More(X,2)
gu’on appelle composition des morphismes g et f .
5. Laloi de composition doit vérifier les axiomes suivants :
5a. Associativité :
S 1 More(X,Y) ; gl More(Y,Z) , hT Morc(z L) alors
(hog)o f =ho(goh)T Morc(X,L).

5b. Existence du morphisme identite :

Pour tout objet X de la catégorie ObjC il existe un morphisme

10



noté Idx T Morc(X, X ) tel que pour tous morphismes f 1 Morc(X,Y) ;
gl Morc(Y,X) ona:

foldx =1,
et

ldxog=g .

ce morphisme 1dx s’appelle le morphisme identité.

6. Si f1 MorC alorslasource et lebut de f sont uniqguement définis.

Nous aurons a considérer les catégories particulieres suivantes :
1)La catégorie des paires espaces topologiques de Hausdorff et des applications
univoques continues celle-ci est notée Top) . Elle est caractérisée par les
éléments suivants :
a) ObjTop) est la classe des couples (X, A) ol X est un espace topologique de
Hausdorff et A est un sous-ensemble de X .
b) MorTop) est la classe des applications univogues continues f .
ousi (x,A), (Y,B) sont deux objets de Topi) alors un morphisme

f:(XA)® (Y,B)
est une application continue de X dans Y qui vérifie I’inclusion f(A)i B .

c) Laloi de composition des morphismes est définie comme étant la
composition des applications continues .

2) La catégorie V. des groupes abéliens et des homomorphismes de groupes

abéliens. Celle-ci est caractérisée par les données suivantes :

11



a) ObjVa est la classe des groupes abéliens ;
b) MorVa est la classe des homomorphismes de groupes abéliens ;

¢) laloi de composition est définie comme étant la composition des
homomorphismes de groupes .

|.2. Foncteurs [18]

Soient C et C' deux catégories données .
On appelle foncteur co-variant F défini de la catégorie C dans une autre C’
toute relation qui fait correspondre a un objet X de la catégorieC un objet F(X)
de la catégorie C'.
Et atoute fleche (morphisme) f1 More(X,Y) de la catégorieC un morphisme
(fleche) F(H)T Morc(F(X),F(Y)) .
Ainsi aun morphisme f desource X et debut Y de lacatégorie C on fait
correspondre un morphisme F(f) de source F(X) et de but F(Y) dela
catégorie C' .
De plus les deux propriétés suivantes doivent étre satisfaites :

1) Si f,gl MorC et s leur composition fog existealors:

F(fog)=F(f)oF(a) ;

2) Si X1 ObjC et IdxT Morc(X, X) est le morphisme identité

del’objet X alors on doit avoir I’égalite :

F(ldx)Z ldr(x) ;

12



ou évidement Idr(x) est le morphisme identité de I’objet F(X) delacatégorie C'.
Nous serons conduit dans la méthodologie de construction d’invariants
topologiques a nous transporter de la catégorie Top) dans la catégorie Va

gréce aux foncteurs homotopiques et homologiques. Ces foncteurs co-variants
sont considérés comme des outils modernes du langage mathématique. 11s
farents introduits principalement par Eilenberg Montgomery en 1946 .

Ce langage mathématique fait partie du domaine de la topologie-Algébrique .
Nous allons donner ci-dessous quelques aspects de ces foncteurs .

| .3. Foncteur s homotopiques

Deux morphismes f,g1 Mormma((X, A),(Y,B)) sont dit homotopes s'il
existe un mophisme FT Morons((X, A)” [0,1} (Y, B)) tel que:

F(x0) = f(x)

F(x1)=g(x)
pour tout xI X.
Larelation d’homotopie partitionne la classe des morphismes en classes
d’homotopie.
Danslecasou X est lasphére unité s" de IR™, A={p}I S et que
B={y}i Y ; ’ensemble des classes d’homotopie de

Morrns ((S"{ p}} (V.{¥}))

est noté px(V,y).

13



Définition 1.3.1 : On appelle n*™ groupe d’homotopie de (Y,y) | ‘ensemble

pr(Y,y) muni delaloi interne notée « - » et donnée par:
[t]-[g]=[f ]

danslequel le produit f:>g est défini par :

f(2t); o£tE}
(f xg)t)= {g(Zt-l)  Yere

Muni de cette loi pA(Y,y) est un groupe abélien pour n>1 appelé le n*™ groupe

des n sphéroides. Dansle cas n=1 on obtient le groupe de Poincaré qu’on
appelle également le groupe fondamental.

Ainsi atout couple (L,{I}) de Topz) on peut associer un groupe p+(L,{1})

le n'*™ groupe d’homotopie qui lui est associé.

Soit 1 Morrpe((X,{a}) (Y.{b})) un morphisme de Topr on obtient alors le

morphisme :
pa(T MorVa(pa(X.{a})ps(v.{b}))

défini comme suit :

po(f X[m])=[fom]
On réalise ainsi un foncteur co-variant défini de la catégorie Top) dansla
catégorie Va .

|.4. Foncteur homologique singulier

Soient (X, A) un objet de la catégorie Topz) €t Dni IR™ le n-simplexe

euclidien de IR™ ayant pour sommets la base canonique de IR™ .
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Ainsi Dn est I’enveloppe affine des (e);,, ot ala (i +1)* placeil y al’unité et
zéro ailleurs; el IR™ pour tout if O,n .
Le groupe libre engendre par les éléments
s T Morropa((Dn,f ) (X, A))
est appelé le groupe des n-chaines noté C«(X ). On dit aussi que a est une

chaine de dimension n, et que s est un simplexe singulier de dimension n
ou un n-simplexe singulier.
Ainsisi al Ci(X) lachaine a s’écrie a :é;a"s ". Son bord noté da est
caractérise par : o

da=gads

i=1p

ol ds!" représente le bord du n-simplexe singulier s pour tout ii 1, p
Une n-chaine est appelée un cycle si son bord est nul .
Une n-chaine est appelée un bord si elle est le bord d’une autre (n+1)chaine.
L’ensemble des cycles z.(X ) et des bords Bi(X ) sont des sous groupes

de Ci(X) .

Définition 1.4.1 : On appelle n*™ groupe d ’homologie singulier simple

le groupe quotient noté est défini par :

Hn(X) = Zn(X%n(X)

15



Donnons un autre concept mathématique qui réside dans I’homologie relative.

Une n-chaine a i Ci(X) est appelée un cycle relatif modulo A si sonbord est

dans A.
Un bord relatif modulo A est une n-chaine a lequel on peut ajouter une

n-chaine de A afin, d’obtenir un bord d’une (n+1) chaine de X .
L>ensemble z.(X, A) des cycles relatifs et I’ensemble B+(X, A)des bords relatifs
sont des sous groupes de C+(X ) .

Définition 1.4.2 : On appelle n“™ groupe d’homologie singulier relatif

de (X, A) le groupe noté et défini par :

Ha(x, A) = 2% A)&( X, A)’

A chagque morphisme
fT Morrope ((X, A) (Y, B))

on peut associer le morphisme
Ha(f)T MorVa(Ha(X, A) H(Y,B))

Définition 1.4.3 : On appelle n*™ foncteur d’homologie singulier relatif

noté Hn le foncteur co-variant défini de la catégorie Topz dansla catégorie Va

ou
1) Hn :ObjTop(z) ® Oija

(X, A)® Ha(X, A)
2) Hn : MOrrop2) ® MorVa

(x,A)384@® (Y, B))® (Hn(X, A)%9#4® Ha(Y,B))

16



On appelle n*™ foncteur d’homologie singulier simple noté H. le foncteur
co-variant associé aux groupes et morphismes de I’homologie singuliere simple.
Ce qui s’exprime par :
1) Hn :ObjTop(z) ® Oija
(X.f)® H(X)
2) Ha: Morrona((X,F ) (Y, )) ® MorVa(Hn(X ) H(Y))

f® Ha(f)

17



CHAPITRE |1

M or phismes univogues r-décomposables
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I1.1.Caractérisation de la classe des r- homomor phismes

Soit V. la catégorie des groupes abéliens et des homomorphismes de groupes
abéliens.

Définition 2.1.1 : [9] Un morphismet I Mon, (Go,Gy) est ditunr-

homomorphisme s’il est inversible a droite.
Donnons gquelques propriétés de cette classe de morphismes.

Proposition 2.1.1 : Un morphisme t T Mox, (Go,Gr) €st un r-homomor phisme si

et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
1)t est un épimorphisme,
2)G =Kert AG ou G est un sous-groupe de Go
Preuve:

Soit t 1 Mory (Go,G) unT- homomorphisme alors il existe un morphisme
s Mor, (G, Go) tel que:
t 0S = lda
d’autres part si xi Go I’élément x- s(t(x)) appartient a Kert
et de’égalité
X =(X- s(t(x) +s(t(x)
on obtient :
Go = Kert +Ims

Dans le cas ou pour un certain couple

19



x,y)T Kert " Ims
ona
q=X+Yy,
alorsil existerait x,1 G, tel que
q=X+y=x+s(x)
et donc
y=q=x
Soit t 1 Mor (Go,Gr) UN épimorphisme tel que
G =Kert AG
considérons x1 Gi il existe donc au moins un élément
%l Go avec t(x) = x.
D’autre part, il existe un couple unique
(a0, g)T Kert “ G avec x, =a, +¢
Définissons larelation :
S G® &
par :
s(x)=9
Larelation s est un morphisme de Mor_, (G,,G,) Ou Set est la catégorie des
ensembles et des applications.

En effet, supposons qu’il existe x,1 G, avec t(x)=x €t x\ =a)+g’

20



alors g- g'T Kert et par conséquent g=g’ .
Prouvons que s | Mory (G, Gv) . A cet effet considérons x,,x; deux éléments
de G, . On déduit alors |’existence des éléments suivants :
1) %, x:1 G, avec t(x) =x €t t(x) = X,
2) (a0 g),(ad g") deux couples uniquesde Kert ~ G avec:
{Xo =ao+g ;
x=ab+qg ;
et alors par construction étant donné que :
t(o+x) = x+ X
et que
Xo+ X =@, +ag)+(g+g’)
On conclut que::

s(x+x)=g+g' =s(x)+s(X).

Montrons que s est un morphisme inverse adroitedet :
Soit x 1 G, aors
t 0s(x) =t(g)
ou gl G, G estunsousgroupede Go de plusil vérifie pour un certain x,1 G, :
Xo =ao+g

t(0) =x

21



de ces égalités on déduit :
x =1(x) =t(g)
Autrement dit :
t 05(%) = |deu(x) M

Proposition 2.1.2 : Un morphisme t T Mo, (Go,G)) est un r-homomorphisme si

et seulement si ils existent un isomorphisme | et unerétraction r tel que:
t=1lor.
Preuve:
Soient: 1:G® G, unisomorphismeet r:G, ® G une réetraction.
Considérons la chaine courte :
s =iol"G® G® Go
oui:G® G, estl’injection canonique. On aalors |’égalité suivante :
(lor)o(iol™) =lda
Prouvant ainsi que | or =t est un r-homomorphisme,

Soit t T Mony (Go,G) un r-homomorphisme et s T Mor, (G, Go) un morphisme tel

que:
t 0s =lda

On peut alors considérer |’ isomorphisme :

| =s ":s(GQ)® G

22



et I’lhomomorphisme :

S0t :G® G® s(&)
ce dernier est une rétraction. En effet si y1 s (G,) aorsil existe xi G,
avec s(x) =y et ainsi on ales égalités:
(s ot)oi(y) = (s ot)(s(x)) =s(X) = y = lds(y) -
D’autre part si xi G, on déduit :
| o(s ot)(x) =s tos ot(X) =t(X) W
Considérons Vect« la catégorie des K-espaces vectoriels de dimensions

finies et des applications linéaires alors on al’assertion suivante :

Proposition 2.1.3 : Tout morphismet T Mor,., (E,, E;) qui est un épimorphisme

est un r-homomor phisme.

Preuve :

Soit: t :Eo® E un épimorphisme. Puisque les K-espaces vectoriels sont de
dimensions finies donc

E, @kert A lmt W

Proposition 2.1.4 : La composee de deux r-homomor phismes est unr-

homomor phisme .

23



Proposition 2.1.5: St T Mor (Go,G) €t s T Mon, (G, G2) sont tels que leur
composée s ot T Mor, (Go,G2) est un r-homomorphisme alorss est un

r-homomor phisme.

I1.2. Morphismes univogues n-décomposables

On noterapar H lefoncteur homologique de Céch a support compact

et a coefficients dans le corps des rationnels Q défini, de la catégorie Topw

des paires espaces topologiques de Hausdorff et des applications continues dans
la catégorie V. des groupes abéliens gradués et des homomorphismes

de degré zéro.

Définition 2.2.1. : Un morphisme 1 Mormwe[(X, A),(Y,B)] est dit

n-décomposable sur |a paire de Hausdorff (Y,B) si e morphisme

Hn(f) 1 Mory (Hr(X, A), Hn(Y, B)) est un r-homomor phisme.

Dans le casou (X, A) et (Y,B) sont deux objets de Top,,, laclasse des

morphismes n-décomposables sur (Y,B) de début (source) (X,A) seranotée:
D [O6GA), (Y, B)] I Morrawa[ (X, A), (Y, B)]

Ainsi a chague classe de morphismes n-décomposables Dy, | [(X,A),(Y,B)] dela

catégorie Top,,, On pourra associer la classe de morphismes

{Ha()/£1 DL

opE

[x.A), v, B)}H Mory [Hn(X, A), Hi(Y, B)]

qu’on notera HDy,, [(X, A),(Y,B)] .

Top(,

24



Si H (f)] HD;

fons (X, A),(Y, B)] ON peut alors considérer :
RxA(Hn(f), (Y, B))
la classe des morphismes de Va donnée par :

Rxa[Hn(f), (Y, B)] =1{s T Mory [Hn(Y, B), Hn(X, A)]/ Haf) o5 = Ichiocve) |

Etudions cette classe de morphismes n-décomposables et montrons
gu’elle est vaste, celle ci contient plusieurs autres classes de
morphismes connus .

Proposition 2.2.1: S f1 Mormes[(X, A),(Y,B)] est un r-morphismealors:

Rxa[Hn(f),(Y,B)]* f pour tout n2 0.
Preuve:
Eneffet, s fT Mormow[(X, A),(Y,B)] est un r-morphisme, il existe donc un
morphisme g1 Morrae[(Y, B),(X, A)] tel que:
fog=Idve
D’ou I’on déduit que:
Ho ()T Ryw[HA(F).(Y.B)] .o

Conséquence 2.2.1 : Toute rétraction ri MorTop@[(x, A),(X’,A’)J ou

(x’,A’)‘|i (X, A) est n-décomposable pour tout n2 0.
Preuve:

Eneffet H, ()1 Ryo|H.().(X" A)]. B

25



Proposition 2.2.2: S 1 Mormw[(X, A),(Y,B)] est un h-morphisme alors:

Rx.a[Hn(f), (Y, B)]* f , pour tout n3 0.
Preuve
Sous les conditions de la proposition 2.2.2, on déduit |I’existence
d’un morphisme g1 Mormpo[(Y, B), (X, A)] tel que la classe d’homotopie
[ 0 g] obtenue de la composition des morphismes f et g soit égale alaclasse
d”homotopie du morphisme identité Idve T Morma[(Y,B),(Y,B)] ce qui signifie:
[fog]=[ldvs] (1)
Par conséguent, étant donné que le foncteur d’homologie de Céch H est
invariant par homotopie on déduit de |’égalité (1) que:
Ho (@)1 R n[Ha(F).(Y.B)] .1

Conséguence 2.2.2 : Toute faible rétraction ri Morae[(X, A), (X', A)] ol

(x’,A’)‘|i (X,A) est n-décomposable pour tout n3 0.
Preuve
On remarqueraque :

Hn(i)T Rxa[Hn(r),(Y,B)] .1

PI’ODOSl tIOI’] 2.2.3: S (f, g)T MorTop(z)[(X, A), (Y, B)] ’ MorTop(z)[(Z, C), (X, A)]

est un couple de mor phismes de |a catégorie Topw) tel que:
Rzo[Hn(f 00),(Y,B)]* f

alors
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1 DL [06GA),(Y,B)] .
Preuve:
En effet, s :

fog1 Df,,,[(Z.C),(Y.B)]

opea
donc il existe un morphisme hi Rzo[H«(f 0 g),(Y,B)] avec:

Hn(f 0 g)oh=Iduave (2)
du fait que le foncteur co-variant de Céch est compatible avec la composition
des morphismes on déduit de (2) que :

Hn(g)ohT Rxa[Hn(f),(Y,B)] M

Conséguence 2.2.3: Soient (X, A)1 (X, A) alorssi fT Morow[(X, A),(Y,B)] est

un morphine qui admet une restriction f 1 MorTop@[(x’A’),(Y, B)J qui est
n-décomposable sur (Y,B) alors:
Rea[Hn(f),(Y,B)] 2 f .
Preuve:
En effet ceci est une conséquence de la proposition 2.2.3 en remarquant que :
foil DI |(x" A, (Y,B)| m

Proposition 2.2.4: S (f,g)1 D;,

opE)

(%, A),(Y,B)]" D}

opE)

[(Y,B),(z,0)]

alors:

Rxa[Hn(go f),(Z,0)]* f
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Preuve
En effet ; si
(s:m1 Rexa[Ha(), (Y, B)]" Rva[Hn(g),(Z,0)]

alors d’apres la compatibilité du foncteur H avec la composition des
morphismes on déduit que :

soml R(X,A)[Hn(gOf),(Z, C)] [ |
Rappelons qu’un objet non vide X de la catégorie Top, des espaces topologiques
et des applications continues est dit Q-acyclique si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

1-HqX) =0 pour tout g3 1

2- Ho(X) @Q

Proposition 2.2.5: S f1 Morme[(X, A),(Y,B)] est un morphismetel que :

1) f est propre et surjectif ;
2) fB)=A;
3) f*(y)est Q-acyclique pour tout yi Y ;

alors Rxa[Hn(f),(Y,B)]* f , Pour toutns 0.
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Preuve:
En effet, d’apres le théoreme de Begles-Vietoris-Sklyarenko [35], Ha(f) est un
iIsomorphisme donc inversiblell

Proposition 2.2.6 : Soit U une partie ouverte d’un espace euclidien E"de

dimension n et K un compact de U , alors| injection

iT Morrom|(U,U \ K), (E", E"\ K)|
est n-décomposable sur (E",E"\K) .
Soit Z un espace métrique, {(Xa, &)}, , une famille de paires d’espaces
compacts de z dirigées par inclusion considérons la paire :

(X, A) = (G Xa, C Aa)

et lafamille de morphismes { f.},; , de Tope
OU fa T Morrope[(Xa, A), (Y, B)] tel que le diagramme suivant :

(Xa, A) YBA® (Xo, Ao)

N

(¥.B)

soit commutatif pour tout a,bT J ; a<b etou:

(xa,Ai)‘ig (Xb, Ao)
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Lemme 2.2.1 : Sous les hypothéses ci-dessus il existe un morphisme

fT Morrope[(X, A),(Y,B)] OU f=f. ,"al J.

Preuve :

Ce morphisme est bien défini car d’apres le diagramme (1) on al’égalité
fa(X) = fo(x) pour tout éément x1 X. .1

Théoreme 2.2.1 : S pour tout a1 J il existe un morphisme

g T Morra[(Y, B),(Xa, Au)], inverse droit de f. tel que pour tout a,bT Ja £b
les classes d homotopies des morphismes g» €t iz 0g. coincident alorsle
morphisme f est n-décomposable pour toutns 0.
Preuve :
Du fait que les classes d”homotopie des morphismes g» €t iz 0 g. coincident
on déduit que le diagramme suivant est commuitatif :
Hn(Xa, A)
Hn(fa) / \ Hn(ga)
HAY.B) H,(Y.B)
| dncy,B)

pour tout al J .

On obtient alors le diagramme commutatif :
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Hn(ia )

n(x A)—> H Xa

VA

Hn(Y’B)

De ces deux précédents diagrammes on obtient les diagrammes commutatifs :

Hn(ia )

Hn(X, A)— Ha(Xa, A

Hn(f) \ Hn(fa / \n(ga

H,(Y,B) °H,(Y,B)
[ dhny,B)

Par passage ala limite inductive directe sur les spectres correspondants nous

avons :
Ha(X, A) = LimHn(Xa, A)
et que
Hn(fa) 0 Hn(Ga) = Idnn(ve)
et
Ha(f2) 0 Hn(ia) = Ha(f)
d’ou:

L(!)m H n(fa) =H n(f)
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ce qui implique que :

Hn(f) 0 L(!)m Hn(ga) = IdHn(Y,B) ||

Théoreme 2.2.2 : Soit E3%:® F un épimorphime de la catégorie des

espaces vectoriels sur un méme corps K et des applications linéaires.

Alorssi F est dedimension fini alors f est un r-homomorphisme.

Soit %erf |’ espace vectoriel quotient isomorphe a F ; et considérons
e, e ,..e unebasede %erf . Fixons a,,a,,...,a_un systéme de vecteurs

de E telque a1 e pour il 1,n , cedernier est alors un systéme libre de E

et nous avons la décomposition en somme directe suivante :
E = Kerf Al(a, az,...,an)
ol I(a, a,...,an) est I’enveloppe linéaire associée aLix vecteurs a,a,...,an du
K -espace vectoriel E.
En effet, soit xI E il existe une famille de scalaires uniques (ai)f du corps K
tel que:

-_ ¢
X=q aie
i=1
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ace dernier vecteur on peut associer le vecteur de I’enveloppe linéaire

k. Hay,a,...,.an} donné par :

kx =§aia

i=1
Notonsque x=k, c.a d x- ki Kerf et k1 I(a,az,...,an).
Ainsi du fait que x=(x- k) +k; on déduit que:
E = Ker +I(a, az,...,an).

Prouvons que cette somme et directe :
Pour cela supposons que le vecteur nul g de E se décompose sous
laforme:

q=k+w, ol (kw)T Kerf " {a,az,...,an}

Soit (ai)f une famille de scalaires de K telle que:

g
w=ga a
i=1
ansi
k= 5 (-ai) a
i=1
aors
— 61 J— 61 —
k=g (-aj)a =g (-aie
i=1 i=1
donc
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— 61 —
q=aaje
i=1
or (e] est une base de %erf doncai=0,"iT Ln.Alorsw=q d’oll k=q.

D’ou on conclut que :
E =Kerf Al{a,,a,,...a,}
Soit y unélément de F, il existe alorsun élément xde E avec f(x)=vy .

Pour xi E il existe un coupe unique (k,g)i Kerf * I(a,az,....an) qui Vérifie

I’égalité :
x=k+g.
Soit larelation :
s :F®E
donnée par laloi :
s(y)=9

Larelation s est une application.

En effet, considérons les deux égalités suivantes :
X =K +g' et f(x)=y

alors

x- X1 Kerf

(x- X)- (k- K)=(g- 9

donc



aors

L application s et un homomorphisme :

s(y+Yy)=g+g =s() +s(y)

x=k+g; X=k+¢ ;

(x+xX)=(k+k)+(g+g).
Enfin pour y un élément donné de F on al’égalité suivante :
fos(y) = f(9),
ol g1 l(a,a,...an), fX)=y et x= k+g.
D’ou
fl@ =)=y,
ce qui signifie que :
fos(y)=y=Idr(y) B
Soit X unespace métrique, D' 1 IR" laboule fermée unité de IR"

et s™! lafrontierede D".

Théoreme2.2.3: S f1 MorTop(x,B”) est un morphisme de la catégorie Top des

espaces topologiques et des applications continues tel que :



1. Haa(i)T Mora(Hna(f 5(S™Y), Hn-2(X)) est un morphisme trivial ,

2. Hna(fs2)T Mors(Hn-o(f 1(S™Y), Hn-2(S™) est un morphisme non trivial ,

ou f{S™)] X et fer=1f

- estlarestrictionde fsur f(S™)1 X,

alors H, (f)et un morphisme n-décomposable sur la paire (D", S™.
Preuve :
Considérons les chaines exactes d’homologie :

(1) Ha(X, f{(S"") 34® Hno(f (S™) %%® Hn1(X)

(2) Ho(D",S™) ¥2® Hns(S") %i%® Hna(D).

N

Ol f(s™] X et s™'] D" sont lesinjections canoniqueset d et d’ sont les
homomorphismes de connexion.

Des chaines précedentes (1) et (2) on déduit le diagramme commutatif suivant

dans la catégorie Va:

Hn(X, f {(S"") 3#4® Hno(f (S™) %%3® Hn-1(X)

Ha(f) *) Hnafs)  (*%) Ha-1(f)

v v v

Ha(D',S™) ¥4® Hn1(S™") % :34® Hna(D')

36



de I’exactitude de la chaine homologie (1) et du fait que H (i) et un
homomorphisme trivial, on déduit que :

Im(d) = Hn-aof (S™)
et donc d I’homomorphisme de connexion est un épimorphisme .
De la commutativité du carré (**) dans le précédent diagramme et du fait que
H,.,(f.)etnontrivial on déduit que le morphisme H ,(j) €t trivial. Comme
conseguence et en tenant compte de I’ exactitude de la chaine d’homologie (2),
on déduit que I”homorphisme de connexion d’ est un épimorphisme..
D’autre part du fait que Hn-«(S™) est isomorphe a Q et que H,,(f,..) est non
trivial on obtient que H, ,(f...) et également un épimorphisme . Par

consequent I’homomorphisme H_(f) est un épimorphisme .1l
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CHAPITRE 111

| ndice de coincidence
de pair es de mor phismes univoques
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I11.1.Classe car actéristiqgue des pair es n-admissibles

Soit (f,g)T Mormp(X,U)” Mormp(X, E") une paire de morphismes
de la catégorie Top) des paires espaces topologiques de Hausdorff et des

applications continues ayant pour source un espace de Hausdorff X .

Définition 3.1.1 : Un élément x qui appartient a la source X est appelé un

point de coincidence de la paire de morphisme (f,g) Si et seulement si on a
| "égalité
f) =9() .
Notons par C(f,g) |I’ensemble des points de coincidence de la paire (f, g)
et considérons le sous ensemble :
F(f,0) ={ul U/ul g(f W)}.
Sous les conditions des hypotheses ci-dessus nous obtenons :

Proposition 3.1.1 : On a | ’égalité

fIC(. 9l =F(9) .
Preuve
Soit xI C(f,g) ceci est équivalent au fait que f(x) = g(x) qui est équivalent a
I’assertion f(x)T o(f '(f(x)) qui est équivalentea f(x)i F(f,g) . W
Soit K un compact de U qui contient F(f,g) nous obtenons alors

le couple de morphisme :

(f, - g)T Morrepaf(X, X \ 1K), (U,U \K)]" Morrepa[(X, X \ T{K)),(E", E"\{g})].
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Définition 3.1.2: Une paire de morphismes

(f,9)T Morrp(X,U)” Morrop(X, E")
est dite n-admissible sur | ‘objet (U,U \K) de Tope si le morphisme:
Ha(f) : Hn(X, X \ f {(K)) ® Hn(U,U \ K)
est n-décomposable sur (U,U \K) .
L a classe des paires de morphismes n-admissibles sur I’objet (U,U \ K)
de Topw Seranotée:
AP(U,U \K).

I11.2.Indice de coincidence :

Soit (f,g)T AP(U,U\K) et's unéément de R(Hx(f),(U,U \ K))
Sl O« I Hn(U,U\K) est laclasse fondamentale du compact K ,
et 0g 1 Ha(E" E"\{q}) estlaclassefondamentalede {q} ,
Images de 1 par les compositions :

Z = Hn(S") ® Hx(S",S"\ K) @Hn(U,U \ K)

Z = Ho(S") ® H«(S",S"\{q)) @H-(E" E"\{q})

respectivement .
Alors on peut définir un invariant de la topologie-algebrique de la fagon

suivante :

Dé&finition 3.2.1 : Soit (f,g)T AP(U,U\K) et s T R(Hn(f),(U,U \K)) .

On appellera s -indice de coincidence associé a (f,g) lerationnel noté
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Is (f, g) qui vérifie | ‘égalité :
Hn(f - g)os (Ox) =Is(f, g) O} .
La définition est correcte car H(E",E"\{q}) admet 0q pour base.

Définition 3.2.2 : Soit (f,g)T AP(U,U \K) on appellera indice de coincidence

généralise de la paire (f,g) n-admissible sur (U,U \K) le sous-ensemble des
nombres rationnels Q noté et défini

par :
1(f,0) ={Is(f,g)/s T R(H(f),(U,U \K))}.

Etudions cet indice de coincidence .

Théoreme 3.2.1 : Soit

(f,9)1 Morropa[(X, X \ (K)),(U,U \ K)]" Morrape[(X, X \ f (K)),(E",E"\{g})]
SUpPOSONS que :

1) f est un épimorphisme propre;

2) £ U\K) =X\ fHK) ;

3) fY(u) est Q-acyclique pour tout ui U .
Alorslapaire (f,g)T AP(U,U\K).
Ce qui signifie que la paire(f,g) est n-admissible sur (U,U \K) et d’autre part
I(f,g) est un singleton réduit al,(f, g) .
Preuve

Considérons le diagramme des chaines d’homologie :



d Hn- 1()
Ha(X \ f° (K)) %@ Hn(X) %@ Hn(X X\ £ HK)) Be® Hnai(X \ 1K) B6® Ho-1(X)

\ \ Hn(f) X3 Xa

Hn(U \ K) 3%:® Ha(U) %4® Hn(U,U \K) 3%:® Hn-1(U \ K) %® Hn1(U)

Holi')  Halj') d’ Hoali')
xi, i1 1,4 représentent les morphismes canoniques induites .
de I’exactitude des chaines d’homologie et du théoréme sur le 5™

homomorphisme on déduit que Hn(f) est un isomorphisme.

D’ou :
R(H«(f),(U,U \K)) = {H:()} I

Théoreme 3.2.2: S (f,g)1 AP(U,U\K) est une paire n-admissible

sur (U,U \K) etsi F(f,g)=f alorssonindicegénéralisé I(f,g) est réduit a{o}.
Preuve :
Gréce au théoreme 3.1.1 on déduit que :

f(x) 1 g(x) pour tout xi X .

On peut alors considérer le morphisme
Ha(f - @)1 Mor[(X, X \ f (K)),(E",E"\{q)})]
ou:
f-9=>Ff-09.

On conclut la démonstration en remarquant que Ha(f - g) est un

homomorphisme trivial .l
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Théoreme (Existence) 3.2.3: S (f,g)1 AP(U,U\K) et son indice

de coincidence généraliseé est non nul alorsla paire (f,g) admet
au moins un point de coincidence .

Preuve:

Ceci est consequence du théoreme 3.2.2 H

Théoreme 3.2.4 : La paire de morphismes

(i,0)T Mormp(U, E")” Morrop(U, E")

ou u ‘|i E" est n-admissible sur (U,U/K) et son indice de coincidence généralisé
coincide avec | 'indice des pointsfixes |, de g qui vérifiel ‘égalité:

Hn(i - g)(Ok) = lg >0} .
Preuve:

En effet , soit
Hn(i)T Mor[Hn(U,U \ K), Ha(E", E" \ K)]
et O , Ogq sont les classes fondamentales de K et {q} respectivement ainsi
onacequi suit :
1(i,9) X0t} = Ha(i - @) 0 Hi'(i)(Ok) = Hn(i - g)(0x) = 14 >0} W

Théoréme (Existence) 3.2.5: S 1(i,g) ¢ {0} alors g admet au moins

un point fixe .Autrement dit il existe au moins un éément x de X qui vérifie:

gx) =x .
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Preuve:
Ceci est une conséquence de théoreme 3.2.3 B
Considérons

(f, )T Morrp(X,U)” Morrop(X, E")

et
(f, ) T Morrop(X1,V)~ Morrop(Xa, E")

deux paires de morphismes de la catégorie Top ou Vv est un ouvert de E" .
Notons par K: un compact de vV qui contient F(f, g E F(f, g)

et tel que
Ki Kii VI ViU.

Théoreme 3.2.6 : S’il existe un morphisme

hT Morrod (X1, X1\ 1 %(K2), (X, X \ fH(K))]
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

(V,V \ Ka) %49 (X, Xa \ 1 '(Ke) % 93%® (E" E" \{q})

v v

(U,U \K) 9% (X, X\ fY(K) % 3%® (E",E" \{q})

ou (V,V\Kl)\ll (U,U\K) ,alorssi (fLg)T AP(V,V \ Ky les assertions suivantes

sont satisfaites :
1) (f,9)T AP(U,U\K) ;

2) I, ) i 1(F,q) .



Preuve:
Eneffet, s s | R(Hq(f),(V,V\Ky)) et dufait que
Hn(i)T Mor[Hn(V,V \ K1), Ha(U,U \ K)]
est un isomorphisme on déduit que :
Hn(h)0s 0o Ha'()T R(Hn(),(U,U \K)) .
Soit ql I(f, @) donc il existe
s | R(Hn(f), (V,V \ K))
tel que q=Is(f, g cedernier vérifie les égalités suivantes :
Is (f1, 1) >Oa} = Hn(f2 - @) 05(Ox:)
= In(f, 9) Ofa}
ou

m= Hn(h)os o Ha'(i) . W

Théoreme 3.2.7 : S (f,g)T Mormp(X,U)" Morrp(X, E") €st une paire de

mor phismes et s’il existe un morphisme

hT Morrod[ (X3, X2\ (F 0 h) {(K)), (X, X \ f%(K))]
n-décomposable sur | 'objet (X, X \ f {(K)) de Topp alors si la paire de
morphismes (f,g) est n-admissible sur (U,U \K) on a les assertions suivantes
qui sont satisfaites :

1) foh,goh)T AP(U,U\K) ;

2) | (foh,gohyi I(f,g) .
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Preuve:

Du théoreme 3.2.6 on déduit que :
f ohT Morro (X1, X2\ (f 0 h) (K)),(U,U \K)] .

D’autre part
F(foh,goh)i F(f,g)i K .

Soit k1 I (foh,goh) par conségquent il existe s T R(H«(f oh),(U,U \ K))
tel que:
Hn(f oh- goh)os(0x) = k >0}
donc :
Hn(f - g) 0 Hn(h) 0S(0Ox) = k X0} .
On conclut en remarquant que

Ha(h)os T R(H«(f),(U,U\K)) .1

Définition 3.2.3 : Deux paires de morphismes

(f, g)T Morrp(X,U)” Morrp(X,E") , i =0,1
sont dit équivariants sur un compact K de E" s’ilsexistent :
1-Un objet (X, X \ X) de Topy tel que:

(f, )1 Morrope[ (X, X \ X'),(U,U \ K)]” Morropa[ (X, X \ X'),(E",E" \{g})]
i=01 ;

2-Une paire de mor phismes
G -y)T Morroma[(X, X \j "(K)),(U,U \K)]" Morropa[(X, X \j "(K)),(E", E"\{q})]
n-admissible sur (U,U \K) ;

3-Un morphisme
hi Morrope[ (X, X \j "*(K)), (X, X \ X))]
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n-décomposable sur (X, X \ X’) .Avec le diagramme suivant commutatif :

(U, U\ K)-%4% (X, X \ X) % 935® (E" E"\{q})

I

(UU\K) ¥ % (X, X \] (K)) %3%® (E" E"\{q))

K

(U,U\K) 9% (X, X\ X) % 454® (E" E"\{q})

Théoreme3.2.8: S (fi,g) ; i =0,1, sont des paires de mor phismes équivariant

sur K alors:
1) (fi,g)l AP(U,U\K), pour i=0,1;
2) 1 (fo,go) = I(f, &) -
Preuve:
En effet , de |I’équivariance des paires de morphismes considérés on obtient
L’>égalité suivante :
Hi(fo) 0 Hn(h) = Hn(j ) = Hn(f) 0 Ha(h)
donc gréce au théoreme 3.2.7 on déduit que :
Hi(fo) = Ha(fy)
et gu’ils sont n-décomposables sur (U,U \K) .
D’autre part , des égalités :
Hn(fo - go) 0 Hn(h) = Hn(j -y ) = Hn(fi- @) 0 H(h)
on déduit I’égalité
1(fo, go) = 1(f, 0) M
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Définition 3.2.4: Deux paires de morphismes

(fi, )1 Morropa[ (X, X / X'),(U,U / K)]” Morropa[ (X, X / X),(E", E" g })]
i=01;

sont dites homotopes sur un compact K1 E" s’ils existent :
1) Une paire de morphismes

G .y)T Moropa[(X, X \j (K~ [0,2]),(U,U\K)" [0,1]" Morae[(X, X \j (K~ [0,2]),(E" E"\{q})]
n-admissible sur (U,U\K)" [01] ;

2) Un morphisme
hT Morrope[(X, X \ X'),(X, X \] (K" [0,1)]

n-décomposable sur (X, X \j (K" [0,1)
avec le diagramme suivant commutatif :

(U, U\ K)-%4% (X, X \ X) % 935® (E" E"\{q})
C h

0

(UU\K)" [0,1]%4% (X, X \] (K~ [0,1)) %3® (E",E"\{q})

]

(UU\K) 9% (X, X\ X) % 434® (E". E"\{q})

D)

ou C . (x) =(xi) pour tout xTU et i=01.

Théoreme 3.2.9: S (fo,go) €t (f, 1) sont deux paires de mor phismes

homotopes sur un compact K1 E" alorson ales deux propriétés suivantes:
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1) (f,g)T AP(U,U/K) i=01

2) 1(fo, go) = 1(f1, @) .
Preuve:
Les morphismes Ha(fo) et Ha(f) sont égaux du fait que Hw(C ) €t Hx(C ) sont
des isomorphismes et par conséquent du diagramme d’homologie issu de (1)
on déduit que les homomorphismes Hn(fo) et Hn(f) sont n-décomposables sur
(U,U\K) .

Ainsi on déduit que :
(f,g)T AP(U,U\K) pour i=0,1

D’autre part des égalités :
Hn(fo- go) = Hn(fi- gu) = Hn(j - y)o0 Ha(h)
on deduit I’ égalité des indices de coincidence généralise :
(fo, go) = 1(f, 0 .M

Théoreme 3.2.10: Soient (f,g)T Mormp(X,U)” Morrp(X, E") €t

(f',9")T Morro(X,U")" Mors(X,E™ 0ou U , U’ sont des ouvertsde E" et E™
respectivement , K un compact de U qui contient F(f,g) et K’ un compact
de U’ qui contient F(f',g’) alorssi (f,g)T AP(U,U\K) et (f'.g)T AP(U'U'\K')
la paire produit des mor phismes vérifie :

1) ¢ .9 g)T APU U U U'\K" K

au rang(n+m)

2) | (" f'.9" g) E I(f,g)x(f',g) .
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Preuve:
On vérifie aisément que :
F(f~ f'.9" ¢)=F(f,9)" F(f'.d).
Notons par 0. . laclasse fondamentale du compact K* K’ E F(f,g)” F(f',g)
oU O¢ T Hmm(U U U U'\K” K" .
Considérons :
[s.s/)1 R(HA(F), (U,U \K))" R(Hm(f ), (U,U" \K'))
Ainsi , grace aux propriétés de Kunneth [31] sur le produit on obtient les
egalités suivantes :
Huenlf~ /- g” g)o(s " s )0k k) =
[Hn(f - g)os ~ Hm(f'- g')os](0x " Ox) =
Ha(f - @)0S(0x)” Hu(f' - g')0s )(0«) =
[1s (f, @) ¥ /(F ', 9)] "0}

D’ou I’on déduit que :

| ¢ f',9" VEI(f, g’ g) A
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CHAPITRE IV

Degr é génér alisé de pointsfixes
d’applications multivogues
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V. Degré généralisé de points fixes de mor phismes multivoques

Soit F un morphisme de la catégorie Mult des m-applications
ayant pour source un ouvert U d’un espace euclidien E" de dimension fini n
dans lequel F admet des valeurs compactes dans E" .

Définition 4.1 : Un mor phisme
F:U® K(E"

est dit n-admissible sur une paire de Hausdorff (U,U /K) si la paire de

projecteurs
G(F) (1)
rF\A En

verifie les conditions suivantes :
1) Il existe un compact non vide K de U qui contient | ‘ensemble
Fixk ={xT U/x] FX} ,
2)La paire de projecteurs de | “application multivoque F (m-application)
(t=,r=)T AP(U,U\K). Ce qui signifie que la paire de morphismes (tr,rr)
est n-admissible sur | ‘objet (U,U\K) de Tope .
L a classe des m-applications F1 Mult(U, E“) aimages compactes n-admissibles

sur (U,U\K) seranotée n- AP(U,U \K) .

52



Soit F1 n- APU,U \K) on peut alors considérer le diagramme suivant dans la

catégorie Va des groupes abéliens et des homomorphismes de groupes :

y Ha(U,U \K)
Ho(G(F ) Gw«(F)) (2)
Hh‘ Hn(E",E"\q)

Définition 4.2 : Le degré généralise de points fixes d’ une m-application

n- AP(U,U \K) est défini comme étant le sous ensemble des rationnels :
A(F;U,K) ={Is(te,re)/s T R(Ha(te ) (U,U\K))} .
Etudions les propriétés du degré géenéraliseé de points fixes :

Théoréme (existence) 4.1 : S le degré généralisé de points fixes A(F;U,K)

est distinct du singleton {0} alors F admet un point fixe dans U . Ce qui signifie
qu’il existe au moins un éément xi U tel que x1 F(x) .
Preuve:
En effet si A(F;U,K)* {0} ondéduit que I(tr,r=)* {0} donc d’aprésle
théoreme 3.2.3 on obtient que :
Flte,re ) ={xT U/xT re(t2(x))}
est non vide ce qui exprime le fait que FixF:f 1

Théoreme (selecteurs) 4.2 : Soient F,G1 Mult(U,E“) deux morphismes de |la

catégorie Mult tels que G est un élément de | 'ensemble n- AP(U,U \K) et G
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est un sélecteur de F alors F est un éément de | ’'ensemble n- AP(U,U \K)
et AGU,K)I AF;UK).

Preuve:

On ales diagrammes de la catégorie Va des groupes commutatifs et des

homomorphismes de groupes

Hu(te) Hy(U,U\K)
H{(®(G) G (G))
Hm‘ Hi(E", E"\{a})
et
Hu(te) Hy(U,U\K)
HA(G(F) G« (F))
Hm‘ HAE" E"\{a})

Considérons le morphisme
Ho(i )7 Mora[Hn(G(G) Gik(G)} Ha(G (F ) Gk (F )]
on a alors les égalités suivantes :

Hi(tc ) = Ha(te )o Hali)

Hn(tG - I‘G)Z Hn(tF - I‘F)O Hn(i)



d’ou I’on déduit que

R(Hn(t= ) (U,U \K))® £

et que
AGU,K)I AFUK) N

Définition 4.3 : Une représentation r :[U,E“, Z, f,gJ d’un morphisme

Fi Mutu,E") est dite n-admissible sur |a paire de Hausdorff (U,u \K)
si la paire de morphisme univoque (f,g) est n-admissible sur (U,U \K) et
{xi u/xi F(x)}=FixFi K .
Soient U et vV deux ouvertsde E" telsque :

Ki KilVviviu

Théoréme (restriction) 4.3 : S larestriction F1 Mult(\/, E“) du morphisme

Fi Muu,E") , admet une représentation r :[U,E“, Z, f,gJ n-admissible sur la
paire de Hausdorff (v,v\K:) alors F est un éément de | 'ensemble
n- APUU\K) et A (Fv,Ki) 1 A(FU,K) ou
A (FU k) ={1s(f.9)/s T R(HA(T)(V,V\K.))} .
Preuve:
Sous les conditions du théoreme, I”homomorphisme
Ha(£)1 Mora(Hn(Z,Z\ (K )) Ha(V,V \ K1)

vérifie

RHA(f)(V\V\Ki))2 £,

Par conséguent pour chague
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on peut définir

et cerationnel vérifie I’égalité :
Ha(f - g)s(0:))=1s(f, )0} .
Ainsi I’ensemble A (F;V,K:) est correctement défini .

D’autre part nous avons le diagramme commutatif suivant :

Hn(f) Hn(f - g)
Ho(V.V \Ki) 3% Hio(Z, 2\ 7Ky )3® HoE", E"\{q})
Ha(i) Ha(a ) O o)
HA(U,U \K) %% Hi(G(F )G (F)) 3@ HoE" E"\{q})
Hn(tF) Hn(tF - I‘F)
ou
al Mot ((2,2\ FY(Ks)} (G (F) Gw(F)))
donné par :

a(z)=(f(z)o(z)) 21 z .
Gréace au théoreme 3.2.6 on conclut la démonstration du théoreme Il

Théoreme (représentation) 4.4 : S un morphisme F1 Mult(U,E“) admet une

représentation r =|U,E",Z, f,g| n-admissible sur (v,v\K.) alors F estun

élément de | 'ensemble n- AP(U,U\K) et A (F;V,Ki)1 A(F;U,K).
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Preuve :

Ceci est une conséquence du theoreme 4.3 H

Nous allons maintenant introduire une nouvelle définition qui généralise la
notion d’homotopie pour des morphismes multivoques . Cette nouvelle
approche homotopique s’avere adéquate pour cette classe de morphismes
n-admissibles .

Définition 4.4 : Une application univoque continue

| :[0] U E"® E
est dite une distorsion de E" si pour tout éément x de U |’ application
univoque | (0,x4: E"® E" est | ‘application identique .

Définition 4.5 : Un morphisme G1 Mult(U, E“) est une distorsion d’un

morphisme F n-admissible sur (U,U \K) s’il existe unedistorsion | de E"
telle que :

(1) 1 (1,x,F(x))=G(x) pour tout xi U ;

(2) xi I (t,x F(x)) pour tout couple (t,x)T [0,1]" (U\K) .

Théoreme 4.5 : S un morphisme G Mult(U, E“) est une distorsion d’un

morphisme F n-admissible sur (U,U\K) alors G est n-admissible sur (U,uU \ K)
et AF;U,K)1 AGU,K) .
Preuve:

Considérons I’ application univoque :



x :(G(F)G«(F))® (6(G)G«(G))

donnée par :
x(x,u) = (x,l (1, x,u))

pour tout (x,u)i G(F) .
De I’égalité:
tr =tc 0X

on deduit que :
Gi n- APU,U\K) .

D’autre part les applications univoques continues (tr - re) et (tc - rs) ox
sont des éléments de Morroe((Gi(F ) G (F)) (E”, E"\{q})) et elles sont homotopes .
En effet il suffit de considérer |’ application univogue continue :

h:[01]" (G(F}a«(F))® (E%E"\{a})

donnée par

ht,(x,u)) = x- 1 (t,xu)

pour tout couple

(t,(xu))1 [0 G(F) .

Celle-ci vérifie les égalites :

h(0,(xu))

x- 1(0,x,u)
thp -urF Xxu)

I*(l,(x,u)) =x- 1 (1, x,u)

= (tG - I‘G)OX(X,U)

et du fait que xi 1 (t,x, F(x)) pour tout (t,x)T [0,1]" (U \K) on déduit que

hqui a pour source [0,1]" G(F) prend des valeurs dans E"\{q} .



Soit

s T R(H(t)(U,U\K))

aors
Hn(x )os T R(Hn(te ),(U,U \ K))

et on ales égalités suivantes :
15 (O} ) = Ha(te - 17 )os (0x)

= Hn(te - re)o Ha(x )os (k)
= | Hnfx)os Qq} .

d’ou I’on déduit que :
AlF;U,K)1 AGUK) m

Donnons gquelques théoremes d’évaluation du degré généralisé de points fixes .
Soient U et vV deux ouvertsde E" , K et Ki deux sous-espaces compacts de E"

telsque :
Ki Kil VI VI U.

Théoréme 4.6: S Gi Mult(u,E") est un sélecteur n-admissible sur (Vv \Ki)

d’un morphisme F 1 Mult(U, E“) semi-continu supérieurement compact
Q-acyclique alors A(G,V,K:)=A(F,U,K)={k} .
Preuve:
En effet gréce au théoreme 4.5 on obtient les deux relations :
F1 n- APU,U \K)
AGU,K) 1 A(F;U,K)
D’autre part puisque F est semi-continu supérieurement compact et

Q-acyclique Hi(tr ) estinversible .
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On conclut le theoréme gréace au diagramme commutatif suivant :
Hn(tG) Hn(tG - I‘G)
HA(V,V \ K1) %% Hi(G(G) Gwi(G)) @ H(E", E"\{q})
Hali) Ha(j) ‘

HA(U,U \K) %% Hi(G(F )G (F)) 3@ HoE", E"\{q})
Hn(tF) Hn(tF - I‘F)

| dHn(E",E" fah

ol i1 Morrope((V,V \ K1) (U,U\K)) €t jT Morrpe((G(G) Gw(G))(G(F) G« (F)))
sont les injections canoniques .A

Théoréme 4.7 : Soit F:U ® K(E") une m-application n-admissible sur

la paire de Hausdorff (U,U\K) ou K est un compact Q-acyclique.
Alorssi F(U)1 K ledegré généralisé A(F;U,K) est égal a{1} .
Preuve:
Soit x un élément donné de K et considérons I’ application :
f:U® E"
f(x)={>0}

pour tout xT U le quintuplet r :[U,E“,U,Idu, fJ est une représentation de f

ou

n-admissible sur (U,U \K) .

On peut considérer le diagramme commutatif suivant :
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Ha(ldu) Ha(ldu - f)
HA(U,U \K) %% HoU,U \ K)3%® Ho(E",E"\{q})

ol Hn(ldu) est I’isomorphisme associé aidentité et Hq(j) est I’isomorphisme

associé a l’injection canonique E?U,U / K)‘|J (E“, E" \{xO})Q .

D’oliI’on déduit que: A (fU,K)={1} .
D’autre part considérons |I”application multivogque
G:u e K(e")
ou :
G(x)=K
pour tout xT U .
Cette application est semi-continue supérieurement , compacte et Q-acycligue .

Elle est n-admissible sur (U,U \K) .

En effet ceci est une conséquence du diagramme commutatif suivant :

Ha(ldu) Ha(ldu - f)
Ha(U,U \K)34% Ha(U,U \K)3%® HoE"E"\{q})
H(a )
Hil(t) Hulte - 1)
H(G(G) G« (G))
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al Morpo((U,U \K)(G(G)G«(G)))

et définie par

a(x) = (x, f(x)) .

Du théoreme 4.4 on déduit que :
A(fU,K)1 AGU,K)

par consequent on a.:

AGU,K)={1} .
On conclut la démonstration de ce théoreme en utilisant le théoréme 4.6.
En effet I’application multivoque F est un sélecteur multivoquede G .H

Théoreme 4.8 : Toute application multivogue

F:C® K(C)
semi-continue supérieurement Q-acyclique ayant pour source un compact C
de E" qui est un voisinage rétracte admet au moins un point fixe .
Preuve:
Soit U unouvertde E" et r :U ® C unerétractiondeuU acC .
L>application multivoque
G=For:U® K(C)i K(E")
est semi-continue supérieurement Q-acyclique. Par conséquent
AGu,c)={1} .
On déduit donc que G admet dans U au moins un point fixe. Autrement dit

Il existe xi U tel que:
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Cependant x est un élément de C donc r(x)=x. Autrement dit il existe xi U
tel que xi F(x) .1

Théoreme4.9: Soit F:U ® K(E“) une application multivogue telle que

C F(x) soi non vide et F(U) est contenu dans un compact K de U, K

Q-acyclique. Alors F est n-admissible sur (U,U\K) et A(F;U,K)={1} .
Preuve:

Soit %1 ¢ F(x) . Considérons:
Xl
f:U® K(E")

f(x)={x}

Cette application admet le quintuplet r = [U, E"U,ld, fJ comme représentation

ou

n-admissible sur (U,U\K) .
En effet on a le diagramme suivant :

ldu ldu - f
(UU\K)3%(U,U K)o (B E"\a}) (D)

celui-ci est correctement défini car s
xI K

on déduit :

X1 Xo

et par conséquent :
(Idu - f)(x):x- x!qg .

Nous avons alors le diagramme commuitatif suivant :
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ldu ldu - f
(UU\K)3:%(U,U \K) e (E" E"\{q})

j Ider- £ (2)

(E" E"\{x})

ou :
i:uuK)® (E"E"\{x})

est I’injection canonique et
e - £:(E"E"\{x})® (E"E"\{q})
est un homéomorphisme .

On déduit alors le diagramme suivant qui est commutatif :

[dHnuu k) (Idv - f)m
HA(U,U \K) %% H«U,U \ K)3%® Ho(E"E"\{q})

Jor (Idg - f)rr

Hn(E", E"\{x})
oU Jir €t Idhwuurk , (Ider - e SONt des isomorphismes .

Par conséguent on a :
A(fU,K)={1} .

On peut également considérer le diagramme commutatif suivant :



ldu ldu - f
(UU\K)3:%(U,U\K) e (E" E"\{q})

a (3)

(U,u \K)%%(GJ(F)‘,VGJ\K(F)):VA@(En, E"\{q})
tr tr - I
ol a(x)=(x,x) pour tout xT U .
L application a est correctement définie car :
Si x estunélément de U alors x est un éément de F(x) pour tout xde U .
D’ou |I’on déduit le diagramme commutatif suivant :

(I (Idv - )
HA(U,U \K) %% HoU,U \ K)3%® Ho(E",E"\{q})

HA(U,U \K) %% Hi(G(F )G (F)) 3@ HoE" E"\{q})
(tr)- (tr - re)

Par conséquent F est une application multivoque n-admissible sur (U,U \K).

Onal’inclusion :

A(f;U,K)1 A(F;U,K)
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D’autre part I’ application multivoque n-admissible sur
G:u® K(e")

donnée par G(x)= K pour tout xi U est semi-continue supérieurement

compacte et Q-acyclique donc d’apres le théoreme 4.6 |’ application multivogque

G est n-admissible sur (U,U\K) et A(G,U,K)={k} .
Deplus F est un sélecteur de G donc d’apres le theoreme 4.2
on a les égalités et inclusions suivantes :
{}=Af,u,K)1 AF;,UK)I AG;U,K)={k}
d’ou I’on conclut que :
AF,U.K)={1} .1

Théoreme4.10: Soit F:U ® K(E“) une application multivogue n-admissible

sur (U,U \K) et de direction non-opposée a | “application univoque continue
f:(UU\K)® (E"E"\{q}) sur(U,U\K) alors:
AF,U,K) ={A(f;u,K)} .
Preuve:
Sous les hypotheses du théoreme on peut considérer
|”application univogue suivante :

m:[01] U E"® E"
donnée par :

m(l,xu)=(1-1 u+1f(x)
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pour tout
(I,xu)T [01] U" E".

Celle-ci prouve que F est unedistorsionde f .

En effet, le fait que F est direction non opposéea f assure que:

xi n{l,x F(x))
pour tout
(1,x)T [0,1]" (U\K)
de plus
n(O, X, F(x)) = ldg»
et

(L x, F(x)) = £(x)
ainsi m est unedistorsionde F a f .
Du théoreme 4.5 on déduit que
AlF,U,K) 1 {A(f;U,K)}.

et donc I’égalité. i
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Abstract : Inthe work, the author builds some new algebraic topological
invariants for some classes of morphismes.

For this purpose, homological methods are precouised .

The pairs (f,g) called n-admissible are first studied in this thesis and a
Coincidence index 1(f,g) is defined.

I(f,g) isasubset of the rational number Q , it can test the existence of
points which verify the equations f(x) = g(x) . Equivalent classes are
considered .

An other invariant of type degree for multivalued transformation is
introduced. The generalized local degree A(F) gives a good theorems
in fixed points theory.

The representation of multifonctions is important in this construction .
At last, one gives several applications .

The results are new and generalize the works of many authors.
Keywords : Fixed point, Coincidence point , Index , Degree,

Multi-valued mapping ;
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