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INTRODUCTION 

 
 

La topologie est une des branches les plus vigoureuses des mathématiques  
 
modernes et elle a eu de nombreuses répercussions sur les mathématiques  
 
classiques. Elle est devenue, il y a une cinquantaine d’années un domaine  
 
pleinement autonome des mathématiques et son développement majeur a  
 
eu lieu depuis trente ans. Les débuts de la topologie se trouvent dans les 
 
œuvres de Karl Weierstrass qui après 1860, découvrit et étudia le concept  
 
de limite d’une fonction. Puis vint le développement hardi de la théorie des  
 
ensembles de points par Georg Cantor (1874-1895), ce fut une base sur  
 
laquelle l’édifice topologique pouvait s’élever.  
 
Le premier aspect, ou topologie ensembliste, fut définitivement établi par  
 
F. Hausdorff et son école entre 1915 et 1930 par J.W.Alexander,  
 
P.L.Alexandrov, S.Lefschetz et autres. Jusqu’en 1930, la topologie  
 
s’appelait analyse locale et ce fut Lefschetz qui le premier utilisa et  
 
popularisa le terme de topologie en publiant un livre avec ce titre en 1930. 
 
 
Un second aspect de la topologie, appelé topologie combinatoire ou  
 
Algébrique, fut publié vers 1890 par Henri Poincaré dans sa théorie du calcul  
 
intégral à plusieurs dimensions. Une synthèse des topologies ensembliste  
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et combinatoire fut réalisée par L.E.J.Brouwer dans ses études sur la notion  
 
de dimension (1908-1912). Elle envahit le calcul des variations avec la théorie  
 
des points critiques de M.Morse (Institute for advanced studies, Princeton), 
 
elle revigore la géométrie différentielle avec l’étude des faisceaux de fibres  
 
avec H.Whitney (Institute for advanced studies, Princeton), des formes  
 
différentielles avec G. de Rahm (Lausanne) et des groupes de Lie avec  
 
H. Hopf (Zurich). Elle obtient une révolution en algèbre moderne en lui  
 
donnant de nouveaux fondements et une nouvelle branche : la topologie  
 
Algébrique. 
 
L’algèbre homologique est due à S. Eilenberg (Columbia University ) et  
 
S. Maclane (University of Chicago) en 1946. Elle donna un nouveau souffle  
 
de vie à la géométrie algébrique par le biais de la cohomologie et trouva  
 
d’importantes applications dans les équations aux dérivées partielles à travers 
 
les travaux de J. Leray (Paris) et de M. Atiyah (Oxford). 
 
Dans la plupart des applications, la topologie algébrique est un outil essentiel  
 
et très puissant pour démontrer des propositions fondamentales connues sous 
 
le nom de théorèmes d’existence. Rappelons qu’un théorème d’existence est  
 
un théorème qui affirme qu’il existe une solution particulière à tous les  
 
problèmes d’une certaine classe. De tels théorèmes sont souvent les théorèmes  
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de base d’un thème d’étude. En ce qui nous concerne, dans ce travail,  
 
nous abordons les théorèmes d’existence dans la théorie des points de  
 
coïncidence et la théorie des points fixes en analyse multivoque.  
 
Les outils mathématiques utilisés sont du domaine des catégories et foncteurs 
 
homologiques qui sont des éléments de algèbre commutative.   
 
C’est dans ce contexte que se situe le travail de recherche présenté dans  
 
cette thèse.  
 
Dans la catégorie )2(Top  des paires espaces topologiques de Hausdorff et  
 
des applications univoques continues on caractérise une nouvelle classe de  
 
morphismes qu’on appelle n-décomposables. Cette définition utilise la  
 
notion d’espaces dominants introduits par Borsuk. Ainsi un morphisme 
 

( ) ( )DCBAf ,,: →   de la catégorie )2(Top  est n-décomposable si au rang 0>n  
 
le n  iéme   groupe homologique ( )DCHn ,  est plus dominant que le n  iéme    
 
groupe homologique ( )BAHn , , où H  est le foncteur homologique défini  
 
de la catégorie )2(Top  dans la catégorie aς  des groupes gradués et des  
 
homomorphismes de degré zéro. Les propriétés particulières de ces  
 
morphismes n-décomposables sont mis en évidence dans le second chapitre  
 
de cette thèse. 
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Une paire de morphismes ( ) ( ) ( ) ( )( )DCZZBAgf ,,,:, / →←  de la catégorie )2(Top  
 
est alors caractérisée comme étant n-admissible relativement à la paire  
 
de Hausdorff ( )BA,  si le n  iéme   groupe homologique ( )BAHn ,  est  
 
dominant par rapport au  n  iéme  groupe homologique ( )/, ZZHn . 
 
Ceci permet alors de définir pour les couples d’applications univoques  
 
continues ( ) non EXUUEgf →←





 =⊇:,  n-admissibles sur une paire de  

 
Hausdorff  ( )KUU /,  un invariant topologique appelé indice des points de  
 
coïncidence noté ( )gfI , . Notons que cette classe d’applications continues  
 
est déterminée dans des espaces euclidiens de dimension finie nE  et X  est  
 
un espace de Hausdorff arbitrairement donné. Il s’avère alors que ce degré  
 
topologique permet d’énoncer des théorèmes puissants dans la théorie des  
 
points de coïncidences qui est une généralisation du problème d’existence 
 
de points fixes . Il généralise les travaux de J. Bryszewski, A. Dold,  
 
Z. Dzedzej, A.Granas, L. Gorniewiecz, Z. Kucharski, W. Kryszewski, 
 
M. Powers, Z. Seigberg, G. Skordev et autres. 
 
Dans le dernier chapitre pour une nouvelle classe de morphismes multivoques 
 
on construit un nouveau degré qui permet d’énoncer des théorèmes d’existence  
 
en analyse multivoque. 
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CHAPITRE I 
 

Notions sur les catégories et foncteurs 
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I.1 Catégories  [18] 
 
Une catégorie C  est caractérisée par les données suivantes : 
 

1. Une classe d’objets notée ObjC  ; 
 

2. Une classe de morphismes notée MorC  ; 
 

3. Pour tout couple d’objets ),( YX  on a une sous-classe de morphismes  
 
de MorC  notée ( )YXMorC ,  constituée de tous les morphismes de MorC  qui  
 
sont des relations binaires f de X  dans Y  ; on dit alors que le morphisme f   
 
à pour source X  et pour but Y  et on note : YXf →: où YX f→  
 

4. Une loi de composition des morphismes notée « o  », qui s’applique  
 
dés que l’on a les éléments suivants :   

∈f ( )YXMorC ,  ; ∈g ( )ZYMorC ,  
alors : 

∈fg o ( )ZXMorC ,  
 

qu’on appelle composition des morphismes g  et f  . 
 

5. La loi de composition doit vérifier les axiomes suivants : 
 

5a. Associativité : 
 
        Si  ∈f ( )YXMorC ,  ; ∈g ( )ZYMorC ,  , ∈h ( )LZMorC ,  alors  

 
( ) ( ) ( )LXMorhghfgh C ,∈= oooo . 

 
             5b. Existence du morphisme identité : 
 
              Pour tout objet X  de la catégorie ObjC  il existe un morphisme  
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noté ( )XXMorId CX ,∈  tel que pour tous morphismes ∈f ( )YXMorC ,  ; 
 

∈g ( )XYMorC ,  on a : 
fIdf X =o , 

et 
ggIdX =o  . 

 
ce morphisme XId  s’appelle le morphisme identité . 
 

6. Si MorCf ∈  alors la source et le but de f  sont uniquement définis . 
 
 
Nous aurons à considérer les catégories particulières suivantes : 
 
1)La catégorie des paires espaces topologiques de Hausdorff et des applications  
 
univoques continues celle-ci est notée ( )2Top . Elle est caractérisée par les  
 
éléments suivants :  
 
a) ( )2ObjTop  est la classe des couples ( )AX,  où X  est un espace topologique de  
 
Hausdorff et A est un sous-ensemble de X . 
 
b) ( )2MorTop  est la classe des applications univoques continues f . 
 
où si ( )AX,  , ( )BY,  sont deux objets de ( )2Top  alors un morphisme  
 

( ) ( )BYAXf ,,: →  
 

est une application continue de X  dans Y  qui vérifie l’inclusion ( ) BAf ⊆  . 
 
c) La loi de composition des morphismes est définie comme étant la  
 
composition des applications continues . 
 
2) La catégorie aς  des groupes abéliens et des homomorphismes de groupes  
 
abéliens. Celle-ci est caractérisée par les données suivantes : 
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a) aObjς  est la classe des groupes abéliens ; 
 
b) aMorς  est la classe des homomorphismes de groupes abéliens ; 
 
c) la loi de composition est définie comme étant la composition des  
 
homomorphismes de groupes . 
 
I.2. Foncteurs  [18] 
 
Soient C  et /C  deux catégories données . 
 
On appelle foncteur co-variant F  défini de la catégorie C  dans une autre  /C   
 
toute relation qui fait correspondre à un objet X  de la catégorie C  un objet )(XF   
 
de la catégorie /C .  
 
Et à toute flèche (morphisme) ),( YXMorf C∈  de la catégorie C  un morphisme  
 
(flèche) ))(),(()( YFXFMorfF C∈  .                                                           
 
Ainsi à un morphisme f  de source X  et de but Yde la catégorie C  on fait  
 
correspondre un morphisme ( )fF  de source )(XF  et de but ( )YF  de la  
 
catégorie /C  . 
 
De plus les deux propriétés suivantes doivent être satisfaites :  
 

1) Si MorCgf ∈,  et si leur composition gf o  existe alors :  
 

( ) ( ) ( )gFfFgfF oo =  ; 
 

2) Si ObjCX ∈  et ( )XXMorId CX ,∈  est le morphisme identité  
 
de l’objet X alors on doit avoir l’égalité : 
 

( ) ( )XFX IdIdF =  ; 
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où évidement ( )XFId  est le morphisme identité de l’objet )(XF  de la catégorie /C . 
 
Nous serons conduit dans la méthodologie de construction d’invariants  
 
topologiques à nous transporter de la catégorie ( )2Top  dans la catégorie  aς    
 
grâce aux foncteurs homotopiques et homologiques. Ces foncteurs co-variants  
 
sont considérés comme des outils modernes du langage mathématique. Ils  
 
fûrents introduits principalement par Eilenberg Montgomery en 1946 .    
 
Ce langage mathématique fait partie du domaine de la topologie-Algébrique . 
 
Nous allons donner  ci-dessous quelques aspects de ces foncteurs . 
 
I.3. Foncteurs homotopiques  
 
Deux morphismes ( ) ( ) ( )( )BYAXMorgf Top ,,,, 2∈  sont dit homotopes s’il  
 
existe un mophisme ( ) ( ) [ ] ( )( )BYAXMorF Top ,,1,0,2 ×∈  tel que : 
 

( ) ( )xfxF =0,  
 

( ) ( )xgxF =1,  
 

pour tout Xx∈ . 
   
La relation d’homotopie partitionne la classe des morphismes en classes  
 
d’homotopie . 
 
Dans le cas ou X  est la sphère unité nS  de 1+nIR , { }pA= ⊂ nS  et que   
 

{ } YyB ⊂=  ; l’ensemble des classes d’homotopie de 
 

( ) { }( ) { }( )( )yYpSMor n
Top ,,,2  

 
est noté ( )yYn ,π . 
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Définition 1.3.1 : On appelle iemen  groupe d’homotopie de ( )yY,  l’ensemble  
 

( )yYn ,π  muni de la loi interne notée « •  » et donnée par: 
 

[ ] [ ] [ ]gfgf ⋅=•  
 

dans lequel le produit gf ⋅  est défini par : 
  
                                                             ( )tf 2  ;     2

10 ≤≤ t    

( )( ) =⋅ tgf       ( )12 −tg  ; 12
1 ≤≤ t  

 
Muni de cette loi ( )yYn ,π  est un groupe abélien pour 1>n  appelé le iemen  groupe  
 
des n sphéroïdes. Dans le cas  1=n  on obtient le groupe de Poincaré qu’on  
 
appelle également le groupe fondamental. 
 
Ainsi à tout couple { }( )lL,  de ( )2Top  on peut associer un groupe { }( )lLn ,π   
 
le iemen  groupe d’homotopie qui lui est associé . 
 
Soit  ( ) { }( ) { }( )( )bYaXMorf Top ,,,2∈  un morphisme de ( )2Top  on obtient alors le  
 
morphisme :  

{ }( ) { }( )( )bYaXMorf nnan ,,,)( ππςπ ∈  
 
défini comme suit : 

( ) [ ]( ) [ ]µµπ offn =  
 

On réalise ainsi un foncteur co-variant défini de la catégorie ( )2Top  dans la  
 
catégorie aς  . 
 
I.4. Foncteur homologique singulier    
 
Soient ( )AX,  un objet de la catégorie ( )2Top  et 1+⊂∆ n

n IR  le n-simplexe  
 
euclidien de 1+nIR  ayant pour sommets la base canonique de 1+nIR  . 
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Ainsi n∆  est l’enveloppe affine des ( ) niie ,0∈  où à la ( )iemei 1+  place il y a l’unité et  
 
zéro ailleurs; 1+∈ n

i IRe  pour tout ni ,0∈  . 
 
Le groupe libre engendré par les éléments  
 

( ) ( ) ( )( )AXMor nTop ,,,2 φσ ∆∈  
 

est appelé le groupe des n-chaînes noté ( )XCn . On dit aussi que α  est une  
 
chaîne de dimension n , et que σ  est un simplexe singulier de dimension  n  
 
ou un n-simplexe singulier. 
 
Ainsi si  ( )XCn∈α  la chaîne α  s’écrie ∑

=

=
pi

n
iia

,1

σα . Son bord noté δα  est 

caractérisé par : 
∑
=

=
pi

ia
,1

δα n
iδσ  

 
où n

iδσ  représente le bord du n-simplexe singulier n
iσ  pour tout pi ,1∈  

 
Une n-chaîne est appelée un cycle si son bord est nul . 
 
Une n-chaîne est appelée un bord si elle est le bord d’une autre ( )1+n  chaîne . 
 
L’ensemble des cycles ( )XZn  et des bords ( )XBn  sont des sous groupes  
 
de ( )XCn  . 
 
Définition 1.4.1 :  On appelle iemen  groupe d’homologie singulier simple  
 
le groupe quotient noté est défini par : 
 

( ) ( )
( )XB

XZXH
n

n
n =  
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Donnons un autre concept mathématique qui réside dans l’homologie relative. 
 
Une n-chaîne ( )XCn∈α  est appelée un cycle relatif modulo A si son bord  est  
 
dans A. 
 
Un bord relatif modulo A est une n-chaîne à lequel on peut ajouter une  
 
n-chaîne de A afin, d’obtenir un bord d’une ( )1+n  chaîne de X  . 
 
L’ensemble ( )AXZn ,  des cycles relatifs et l’ensemble ( )AXBn , des bords relatifs  
 
sont des sous groupes de ( )XCn  . 
 
Définition 1.4.2 : On appelle iemen  groupe d’homologie singulier relatif  
 
de ( )AX,  le groupe noté et défini par : 
 

( ) ( )
( )AXB

AXZAXH
n

n
n ,

,, = . 

 
A chaque morphisme  

( ) ( ) ( )( )BYAXMorf Top ,,,2∈  
 
on peut associer le morphisme  

 
( ) ( )( )BYHAXHMorfH nnan ,,,)( ς∈  

 
Définition 1.4.3 :  On appelle iemen  foncteur d’homologie singulier relatif 
 
noté nH  le foncteur co-variant défini de la catégorie ( )2Top  dans la catégorie aς  
 
où 

1)   ( ) aObjObjH Topn ς→2:  
 

( ) ( )AXHAX n ,, →  
 

2)  ( ) aTopn MorMorH ς→2:  
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )BYHAXHBYAX n
fH

n
f n ,,,,  →→→  
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On appelle iemen  foncteur d’homologie singulier simple noté nH  le foncteur  

co-variant associé aux groupes et morphismes de l’homologie singulière simple. 

Ce qui s’exprime par : 
 

1)   ( ) aObjObjH Topn ς→2:  
 

( ) ( )XHX n→φ,  
 

2)  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )YHXHMorYXMorH nnaTopn ,,,,: 2 ςφφ →  
 

( )fHf n→  
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II.1.Caractérisation de la classe des r- homomorphismes  

Soit aς  la catégorie des groupes abéliens et des homomorphismes de groupes  

abéliens. 

Définition 2.1.1 : [9] Un morphisme ),( 10 GGMor
aςτ ∈  est dit un r-

homomorphisme s’il est inversible à droite. 

Donnons quelques propriétés de cette classe de morphismes. 

Proposition 2.1.1 : Un morphisme  ),( 10 GGMor
aςτ ∈ est un r-homomorphisme si  

et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :  

         1)τ  est un épimorphisme, 

         2) GKerG ⊕= τ0   ou G  est un sous-groupe de 0G   

Preuve : 

Soit  ),( 10 GGMor
aςτ ∈   un r- homomorphisme alors il existe un morphisme  

),( 01 GGMor
aςσ ∈  tel que :  

1GId=στ o  

d’autres part si 0Gx∈  l’élément ))(( xx τσ− appartient à τKer  

et de l’égalité  

))(())((( xxxx τστσ +−=  

on obtient :  

στ Im0 += KerG  

Dans le cas ou pour un certain couple  
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στ Im),( ×∈ Keryx  

on a  

,yx +=θ  

alors il existerait 11 Gx ∈  tel que  

)( 1xxyx σθ +=+=  

et donc  

.xy == θ  

Soit  ),( 10 GGMor
aςτ ∈   un épimorphisme  tel que  

GKerG ⊕= τ0  , 

considérons 11 Gx ∈  il existe donc au moins un élément 

00 Gx ∈  avec ( ) 10 xx =τ . 

D’autre part, il existe un couple unique  

GKerg ×∈ τα ),( 0  avec gx += 00 α  

Définissons la relation :  

01: GG →σ  

par :                                                    

gx =)( 1σ  

La relation σ  est un morphisme de ),( 01 GGMorset  où Set  est la catégorie des  

ensembles et des applications.  

En effet, supposons qu’il existe  0
/
0 Gx ∈  avec   1

/
0)( xx =τ    et  //

0
/
0 gx += α  
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alors τKergg ∈− /  et par conséquent  /gg =  . 

Prouvons  que  ),( 01 GGMor
aςσ ∈ . A cet effet considérons  /

11 , xx   deux éléments  

de 1G  . On déduit alors  l’existence des éléments suivants : 

                          1) 0
/
00 , Gxx ∈  avec 10)( xx =τ   et  ,)( /

1
/
0 xx =τ  

                          2) ),(),,( //
00 gg αα   deux couples uniques de GKer ×τ   avec : 

gx += 00 α  ; 

 //
0

/
0 gx += α  ; 

et alors par construction étant donné que : 

/
11

/
00 )( xxxx +=+τ     

et que 

)()( //
00

/
00 ggxx +++=+ αα  

On conclut que :  

)()()( /
11

//
11 xxggxx σσσ +=+=+ . 

 

Montrons que  σ est un morphisme inverse à droite de τ  :  

Soit  11 Gx ∈   alors     

)()( 1 gx τστ =o  

où  Gg ∈ , G  est un sous groupe de 0G  de plus il vérifie  pour un certain 00 Gx ∈  : 

gx += 00 α  

10)( xx =τ  
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de ces égalités on déduit :  

)()( 01 gxx ττ ==  

Autrement dit : 

)()( 11 1 xIdx G=στ o .           

Proposition 2.1.2 : Un morphisme  ),( 10 GGMor
aςτ ∈  est un r-homomorphisme si  

et seulement si ils existent un isomorphisme  I et une rétraction r  tel que : 

rI o=τ . 

Preuve : 

Soient :  1: GGI →  un isomorphisme et GGr →0:  une rétraction. 

Considérons la chaîne courte :   

01
1 : GGGIi →→= −

oσ  

où 0: GGi →   est l’injection canonique. On a alors l’égalité suivante :  

1)()( 1
GIdIirI =−ooo  

Prouvant ainsi que τ=rI o    est un r-homomorphisme,  

Soit ),( 10 GGMor
aςτ ∈  un r-homomorphisme et ),( 01 GGMor

aςσ ∈ un morphisme tel  

que :  

1GId=στ o  

On peut alors considérer l’isomorphisme :  

11
1 )(: GGI →= − σσ  
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et l’homomorphisme :  

)(: 110 GGG στσ →→o  

ce dernier  est une rétraction. En effet si  )( 1Gy σ∈  alors il existe 1Gx∈  

avec yx =)(σ  et ainsi on a les égalités : 

)()())()(()()( )( 1 yIdyxxyi Gσσστστσ ==== ooo . 

D’autre part si 0Gx∈  on déduit :  

)()())(( 1 xxxI ττσστσ == − oooo  

Considérons KVect  la catégorie des K-espaces vectoriels de dimensions  

finies et des applications linéaires alors on a l’assertion suivante :  

Proposition 2.1.3 : Tout morphisme ),( 10 EEMor
kvect∈τ  qui est un épimorphisme  

est un r-homomorphisme. 

Preuve : 

Soit :  10: EE →τ  un épimorphisme. Puisque les K-espaces vectoriels sont de  

dimensions finies  donc  

ττ Imker0 ⊕≅E  . 

Proposition 2.1.4 :  La composée de deux r-homomorphismes est un r- 

homomorphisme . 
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Proposition 2.1.5 : Si ),( 10 GGMor
aςτ ∈ et  ),( 21 GGMor

aςσ ∈ sont tels que leur  

composée ),( 20 GGMor
aςτσ ∈o  est un  r-homomorphisme alors σ  est un 

 r-homomorphisme.  

II.2. Morphismes univoques n-décomposables  

On notera par  H  le foncteur homologique de  Cêch à support compact  

et à coefficients dans le corps des rationnels Q  défini, de la catégorie )2(Top   

des paires espaces topologiques de Hausdorff et des applications continues dans  

la catégorie aς  des groupes abéliens gradués et des homomorphismes  

de degré zéro. 

Définition 2.2.1. : Un morphisme  [ ]),(),,()2( BYAXMorf Top∈    est dit 

n-décomposable sur la paire de Hausdorff ),( BY  si le morphisme   

)),(),,(()( BYHAXHMorfH nnn
aς∈  est un r-homomorphisme. 

Dans le cas où ),( AX  et ),( BY  sont deux objets de )2(Top  la classe des  

morphismes n-décomposables sur ),( BY  de début (source)  ),( AX  sera notée :     

[ ]),(),,()2( BYAXDn
Top ⊂ ( )[ ]),(),,(2 BYAXMorTop  

Ainsi à chaque classe de morphismes n-décomposables [ ]),(),,(
)2(

BYAXD n
Top   de la  

catégorie )2(Top on pourra associer la classe de morphismes 

[ ]{ } [ ]),(),,(),(),,(/)( )2( BYHAXHMorBYAXDffH nn
n
Topn

aς⊂∈  

qu’on notera [ ]),(),,(
)2(

BYAXHD n
Top  . 
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Si ∈)( fH n  [ ]),(),,(
)2(

BYAXHD n
Top  on peut alors considérer : 

( ) )),(),((, BYfHR nAX  

la classe des morphismes de aς  donnée par :  

[ ] [ ]{ }),(),( )(/),(),,(),(),( BYHnnnnAX n
a

IdfHAXHBYHMorBYfHR =∈= σςσ o  

Etudions cette classe de morphismes n-décomposables et montrons  

qu’elle est vaste, celle ci contient plusieurs autres classes de  

morphismes connus . 

Proposition 2.2.1 : Si [ ]),(),,()2( BYAXMorf Top∈   est un r-morphisme alors : 

[ ] φ≠),(),(),( BYfHR nAX  pour tout 0≥n . 

Preuve : 

En effet, si [ ]),(),,()2( BYAXMorf Top∈  est un r-morphisme, il existe donc un  

morphisme [ ]),(),,()2( AXBYMorg Top∈  tel que :  

),( BYIdgf =o  

D’où l’on déduit  que :  

[ ]),(),()( ),( BYfHRgH nAXn ∈  . 

Conséquence 2.2.1 : Toute rétraction [ ]),(),,( //
)2( AXAXMorr Top∈  où  

),(),( // AXAX
i

⊂  est n-décomposable pour tout 0≥n . 

Preuve : 

En effet [ ]),(),()( //
),( AXrHRiH nAXn ∈ . 
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Proposition 2.2.2 :  Si [ ]),(),,()2( BYAXMorf Top∈  est un h-morphisme alors : 

[ ] φ≠),(),(),( BYfHR nAX , pour tout 0≥n . 

Preuve : 

Sous les conditions de la proposition 2.2.2, on déduit l’existence  

d’un morphisme [ ]),(),,()2( AXBYMorg Top∈  tel que la classe d’homotopie  

[ ]gf o  obtenue de la composition des morphismes f  et g  soit égale à la classe  

d’homotopie du morphisme identité [ ]),(),,()2(),( BYBYMorId TopBY ∈   ce qui signifie : 

[ ] [ ]),( BYIdgf =o  (1) 

Par conséquent, étant donné que le foncteur d’homologie de Cêch H  est  

invariant par homotopie on déduit de l’égalité (1) que : 

[ ]),(),()( ),( BYfHRgH nAXn ∈  . 

Conséquence 2.2.2 : Toute faible rétraction  )],(),,[( //
)2( AXAXMorr top∈  où  

),(),( // AXAX
i

⊂  est n-décomposable pour  tout 0≥n . 

Preuve : 

On remarquera que :  

[ ]),(),()( ),( BYrHRiH nAXn ∈  . 

Proposition 2.2.3 : Si )],(),,[()],(),,[(),( )2()2( AXCZMorBYAXMorgf TopTop ×∈        

est un couple de morphismes de la catégorie ( )2Top  tel que :  

[ ] φ≠),(),(),( BYgfHR nCZ o  

alors  
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[ ]),(),,()2( BYAXDf n
Top∈  . 

 

Preuve : 

En effet, si :   

[ ]),(),,()2(0 BYCZDgf n
Top∈  

donc il existe un morphisme  [ ]),(),(),( BYgfHRh nCZ o∈  avec : 

),()( BYHn nIdhgfH =oo   (2) 

du fait que le foncteur co-variant de Cêch est  compatible avec la composition  

des morphismes on déduit de (2) que :  

[ ]),(),()( ),( BYfHRhgH nAXn ∈o  . 

Conséquence 2.2.3 : Soient  ),(),( // AXAX ⊂  alors si [ ]),(),,()2( BYAXMorf Top∈   est  

un morphine qui admet une restriction [ ]),(),(~ //
)2( BYAXMorf Top∈  qui est  

n-décomposable sur ),( BY   alors : 

[ ] φ≠),(),(),( BYfHR nAX  . 

Preuve : 

En effet ceci est une conséquence de la proposition 2.2.3 en remarquant que : 

[ ]),(),,( //
)2( BYAXDif n

Top∈o  . 

Proposition 2.2.4 : Si [ ] [ ]),(),,(),(),,(),( )2()2( CZBYDBYAXDgf n
Top

n
Top ×∈  

alors :  

[ ] φ≠),(),(),( CZfgHR nAX o   . 
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Preuve :  

En effet ; si  

[ ] [ ]),(),(),(),(),( ),(),( CZgHRBYfHR nBYnAX ×∈µσ  

alors d’après la compatibilité du foncteur H avec la composition des  

morphismes on déduit que : 

[ ]),(),(),( CZgofHR nAX∈µσ o  . 

Rappelons qu’un objet non vide X de la catégorie Top , des espaces topologiques  

et des applications continues est  dit Q -acyclique si les deux conditions  

suivantes sont satisfaites :  

                                           1- 0)( =XHq  pour  tout  1≥q  

                2- QXH ≅)(0   

Proposition 2.2.5 : Si )],(),,[()2( BYAXMorf Top∈  est un morphisme tel que :  

1) f  est propre et surjectif ; 

2) ABf =− )(1  ; 

3) )(1 yf − est Q -acyclique pour tout Yy ∈  ; 

alors [ ] φ≠),(),(),( BYfHR nAX  , Pour tout 0≥n . 
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Preuve : 

En effet, d’après  le théorème de Begles-Vietoris-Sklyarenko [35], )(fHn  est un  

isomorphisme donc inversible. 

Proposition 2.2.6 : Soit  U  une partie ouverte d’un espace euclidien nE de  

dimension n  et K  un compact de U , alors l’injection 

[ ])\,(),\,()2( KEEKUUMori nn
Top∈  

est n-décomposable sur ( )KEE nn \,  . 

Soit Z  un espace métrique, { } JAX ∈ααα ),(  une famille de paires d’espaces  

compacts de Z dirigées par inclusion considérons la paire :  

),(),( αα
αα

AXAX
JJ ∈∈

∩∩=  

et la famille de morphismes { } Jf ∈αα  de )2(Top  

ou [ ]),(),,()2( BYAXMorf Top ααα ∈  tel que le diagramme suivant :  

                          ),(),( ββαα
β
α AXAX i→  

                                 αf     βf       (1) 

                                            ),( BY  

 

soit commutatif pour tout J∈βα ,  ;  βα <   et où : 

β
α

αα

i
AX ⊂),(  ),( ββ AX  
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Lemme 2.2.1 : Sous les hypothèses ci-dessus il existe un morphisme  

[ ]),(),,()2( BYAXMorf Top∈  où αff =   , J∈∀α . 

Preuve : 

Ce morphisme est bien défini car d’après le diagramme (1) on a l’égalité   

)()( xfxf βα =  pour tout élément αXx∈  . 

Théorème 2.2.1 : Si pour tout J∈α  il existe un morphisme  

[ ]),(),,(2 ααα AXBYMorg Top∈ , inverse droit de αf  tel que pour tout βαβα ≤∈ ,, J    

les classes d’homotopies des morphismes  βg  et α
β
α gi o  coïncident alors le  

morphisme f  est n-décomposable  pour tout 0≥n . 

Preuve : 

Du fait que les classes d’homotopie des morphismes βg  et α
β
α gi o  coïncident  

on déduit que le diagramme suivant est commutatif : 

),( αα AXHn  

                                           )( αfHn      )( αgHn  

),( BYH n           ),( BYH n  

),( BYHnId  

pour tout J∈α  . 

On obtient alors le diagramme commutatif :  
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                                        ( )αiHn  

),( AXHn              ( )an AXH ,α  

 

)(fHn        )( αgHn  

),( BYH n  

De ces deux précédents diagrammes on obtient les diagrammes commutatifs :        

                                                         ( )αiHn                    

),( AXHn              ( )an AXH ,α  

)(fHn                  )( αfHn              )( αgHn  

 

      ),( BYH n            ),( BYH n≡     

                                      ),( BYHnId   

Par passage à la limite inductive directe sur les spectres correspondants nous  

avons : 

),(),( αα AXHLimAXH nn
→

=  

et que  

),()()( BYHnn nIdgHfH =αα o  

et                                                

)()()( fHiHfH nnn =αα o  

d’où :                                                    

)()( fHfHLim nn =
→

α  
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ce qui implique que :  

),()()( BYHnn nIdgHLimfH =
→

αo  . 

Théorème 2.2.2 : Soit  FE f→  un épimorphime de la catégorie des  

 

espaces vectoriels sur un même corps K  et des applications linéaires. 

 

Alors si F  est de dimension fini alors f  est un r-homomorphisme . 

Preuve : 

Soit f
E

ker  l’espace vectoriel quotient isomorphe à F ; et considérons             

1e , 2e  , … ne  une base de f
E

ker  . Fixons  naaa ,...,, 21 un système de vecteurs  

de E  tel que ii ea ∈  pour  ni ,1∈  , ce dernier est alors un système libre de E  

 

et nous avons la décomposition en somme directe suivante : 

( )naaalKerfE ,...,, 21⊕=  

où ( )naaal ,...,, 21  est l’enveloppe linéaire associée aux vecteurs naaa ,...,, 21  du 

K -espace vectoriel E . 

En effet, soit  Ex∈   il existe une famille de scalaires uniques n
i 1)(α  du corps K   

tel que : 

∑
=

=
n

i
iiex

1
α  
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à ce dernier vecteur on peut associer le vecteur de l’enveloppe linéaire    

{ }nx aaalk ,...,, 21∈  donné par :  

∑
=

=
n

i
iix ak

1
α  

Notons que xkx =  c. a. d  Kerfkx x ∈− et  ( )nx aaalk ,...,, 21∈ . 

Ainsi du fait que  xx kkxx +−= )(  on déduit que :

( )naaalKerE ,...,, 21+= . 

Prouvons que  cette somme et directe :

Pour cela supposons  que le vecteur nul θ  de  E  se décompose sous  

la forme :   

ωθ += k , où ∈),( ωk  { }naaalKerf ,...,, 21×  

Soit n
i 1)(α  une famille de scalaires de K  telle que :     

∑
=

=
n

i
i

1
αω  ia  

ainsi                                                

∑
=

−=
n

i
ik

1
)( α  ia  

alors                                                

∑
=

−=
n

i
ik

1
)( α ia  ∑

=
−=

n

i
i

1
)( α ie  

 

donc                                                         
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∑
=

−=
n

i
i

1
)( αθ ie  

or ( )nie 1  est une base de f
E

ker  donc 0=iα  , ni ,1∈∀ . Alors θω =  d’où  θ=k .        

D’où on conclut que :    

{ }naaalKerfE ,...,, 21⊕=  

Soit  y  un élément de F , il existe alors un élément x de E  avec  yxf =)(  . 

Pour  Ex∈  il existe un coupe unique  ∈),( gk ( )naaalKerf ,...,, 21×  qui vérifie  

l’égalité : 

gkx += . 

Soit la relation : 

                                                      σ  : EF →    

donnée par la loi :                                                     

       gy =)(σ  

La relation σ  est une application.  

En effet, considérons les deux égalités suivantes :                                            

/// gkx +=  et yxf =)( /  

alors                                                     

Kerfxx ∈− /  

et                                               

)()()( /// ggkkxx −=−−−  

donc  
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θ=− /gg  

alors  

/gg =  . 

L’application σ et un homomorphisme :  

)()()( /// yyggyy σσσ +=+=+  

où  

gkx += ;  /// gkx +=  ; 

et 

)()()( /// ggkkxx +++=+ . 

Enfin pour y  un élément donné de F  on a l’égalité suivante : 

)()( gfyf =σo , 

où ( )naaalg ,...,, 21∈ ,   )(xf = y  et  x  =  k + g  . 

D’où    

)(gf  = )(xf =  y  ; 

ce qui signifie que :  

)()( yIdyyf F==σo . 

Soit  X  un espace métrique, n
D nIR⊂  la boule fermée unité de nIR   

et 1−nS  la frontière de nD . 

Théorème 2.2.3: Si ( )n
Top DXMorf ,∈   est un morphisme de la catégorie Top  des  

espaces topologiques et des applications continues tel que : 
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   1. ))(),((()( 1
11

11 XHSfHMoriH n
n

nn a −
−−

−− ∈ ς  est un morphisme trivial , 

   2. ))(),((()( 1
1

11
11 1

−
−

−−
−− ∈−

n
n

n
nSn SHSfHMorfH an ς  est un morphisme non trivial , 

ou XSf
i

n ⊂−− )( 11  et 11 −− = nn
SS ff  est la restriction de f sur ,)( 11 XSf n ⊂−−  

alors )( fH n et un morphisme  n-décomposable sur la paire ).,( 1−nn
SD  

Preuve : 

Considérons les chaînes exactes d’homologie :  

(1) )())(())(,( 1
)(11

1
11 1 XHSfHSfXH n

iHn
n

n
n

n
−

−−
−

−−  →→ −δ  

et 

                         (2) )()(),( 1)(
1

1
1

1/

n
njH

n
n

nn
n DHSHSDH n −

−
−

−  →→
−δ

. 

Où  XSf
i

n ⊂−− )( 11  et  nj
n DS ⊂−1  sont les injections canoniques et δ  et /δ  sont les  

homomorphismes  de  connexion. 

Des chaînes  précédentes (1) et (2) on déduit le diagramme commutatif suivant 

dans la catégorie aς : 

)())(())(,( 1
)(11

1
11 1 XHSfHSfXH n

iHn
n

n
n

n
−

−−
−

−−  →→ −δ  

 

 

   )(fHn          (*)                    )( 11 −− nSn fH    (**)        )(1 fHn−  

)()(),( 1)(
1

1
1

1/

n
njH

n
n

nn
n DHSHSDH n −

−
−

−  →→
−δ
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de l’exactitude de la chaîne homologie (1) et du fait que )(1 iH n−  et un  

homomorphisme trivial, on déduit que : 

))(()Im( 11
1

−−
−= n

n SfHδ  

et donc δ  l’homomorphisme de connexion est un épimorphisme . 

De la commutativité du carré  (**)  dans le précédent diagramme et du fait que  

)( 11 −− nSn fH et non trivial on déduit que le morphisme )(1 jH n− et trivial. Comme  

conséquence et en tenant compte de l’exactitude de la chaîne d’homologie (2),  

on déduit que l’homorphisme de connexion /δ est un épimorphisme . 

D’autre part du fait que )( 1
1

−
−

n
n SH est isomorphe à Q  et que )( 11 −− nSn fH  est non  

trivial on obtient que )( 11 −− nSn fH  et également un épimorphisme . Par  

conséquent l’homomorphisme )( fH n  est un épimorphisme . 
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III.1.Classe caractéristique des paires n-admissibles  
   
Soit ),(),(),( n

TopTop EXMorUXMorgf ×∈  une paire de morphismes  
 
de la catégorie ( )2Top  des paires espaces topologiques de Hausdorff et des  
 
applications continues ayant pour source un espace de Hausdorff X  . 
 
Définition 3.1.1 : Un élément x  qui appartient à la source X  est appelé un  
 
point de coïncidence de la paire de morphisme ),( gf  si et seulement si on a  
 
l’égalité  

 
)()( xgxf =  . 

 
Notons par ),( gfC  l’ensemble des points de coïncidence de la paire ),( gf   
 
et considérons le sous ensemble : 

 
{ }))((/),( 1 ufguUugfF −∈∈= . 

 
Sous les conditions des hypothèses ci-dessus nous obtenons : 
 
Proposition 3.1.1 : On a l’égalité 

 
),()],([ gfFgfCf =  . 

 
Preuve : 
 
Soit ∈x ),( gfC  ceci est équivalent au fait que )()( xgxf =  qui est équivalent à  
 
l’assertion  ( )∈xf ( )))(( 1 xffg −   qui est équivalente à  ( ) ),( gfFxf ∈  . 
 
Soit K  un compact de  U  qui contient ),( gfF  nous obtenons alors  
 
le couple de morphisme : 
 

{ })]\,()),(\,[()]\,()),(\,[(),( 11
)2()2( θnn

TopTop EEKfXXMorKUUKfXXMorgff −− ×∈− . 
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Définition 3.1.2: Une paire de morphismes  
 

),(),(),( n
TopTop EXMorUXMorgf ×∈  

 
est dite n-admissible sur l’objet )\,( KUU  de )2(Top  si le morphisme : 

 
)\,())(\,(:)( 1 KUUHKfXXHfH nnn →−  

 
est n-décomposable sur )\,( KUU  . 
 
La classe des paires de morphismes n-admissibles sur l’objet )\,( KUU   
 
de )2(Top  sera notée : 

 
)\,( KUUAP . 

 
III.2.Indice de coïncidence : 
 
Soit ∈),( gf )\,( KUUAP  et σ  un élément de ))\,(),(( KUUfHR n   
 
si K0 ∈ )\,( KUUHn  est la classe fondamentale du compact K   , 
 
et { } ∈θ0 { })\,( θnn

n EEH  est la classe fondamentale de { }θ   , 
 
images de 1 par les compositions : 

 
)\,()\,()( KUUHKSSHSHZ n

nn
n

n
n ≅→=  

et 
{ } { })\,()\,()( θθ nn

n
nn

n
n

n EEHSSHSHZ ≅→=  
 
respectivement . 
 
Alors on peut définir un invariant de la topologie-algébrique de la façon  
 
suivante : 
 
Définition 3.2.1 : Soit ∈),( gf )\,( KUUAP  et ))\,(),(( KUUfHR n∈σ  . 
 
On appellera σ -indice de coïncidence associé  à  ),( gf  le rationnel noté 
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),( gfIσ qui vérifie l’égalité : 
 

o)( gfHn − σ  )0( K { }θσ 0),( ⋅= gfI . 
 
La définition est correcte car { })\,( θnn

n EEH  admet  { }θ0  pour base . 
 
Définition 3.2.2 : Soit ∈),( gf )\,( KUUAP  on appellera indice de coïncidence  
 
généralisé de la paire ),( gf  n-admissible sur )\,( KUU  le sous-ensemble des  
 
nombres rationnels Q  noté et défini   
 
par : 

{ }))\,(),((/),(),( KUUfHRgfIgfI n∈= σσ . 
 
Etudions cet indice de coïncidence . 
 
Théorème 3.2.1 : Soit 

 
{ })]\,()),(\,[()]\,()),(\,[(),( 11

)2()2( θnn
TopTop EEKfXXMorKUUKfXXMorgf −− ×∈  

 
supposons que : 
 
        1) f  est un épimorphisme propre ; 
 
        2) )(\)\( 11 KfXKUf −− =  ; 
 
        3) )(1 uf −  est Q -acyclique pour tout Uu ∈  . 
 
Alors la paire ∈),( gf )\,( KUUAP . 
 
Ce qui signifie que la paire ),( gf  est n-admissible sur )\,( KUU  et d’autre part  
 

),( gfI  est un singleton réduit à ),()(1 gfI fHn
−  . 

 
Preuve : 
 
Considérons le diagramme des chaînes d’homologie : 
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                     ( )iHn          ( )jHn                          δ                          ( )iHn 1−  

)())(\())(\,()())(\( 1
1

1
11 XHKfXHKfXXHXHKfXH nnnnn −

−
−

−− →→→→    
      
          1ξ                2ξ                   )(fHn                      3ξ                      4ξ  
       
 

)()\()\,()()\( 11 UHKUHKUUHUHKUH nnnnn −− →→→→  
                               ( )/iHn        ( )/jHn                  /δ                 ( )/

1 iHn−  
 

iξ , 4,1∈i  représentent les morphismes canoniques induites . 
 
de l’exactitude des chaînes d’homologie et du théorème sur le 5ieme   
 
homomorphisme on déduit que  )(fHn  est un isomorphisme . 
 
D’où : 

{ })())\,(),(( 1 fHKUUfHR nn
−=  . 

 
Théorème 3.2.2 : Si ∈),( gf )\,( KUUAP  est une paire n-admissible  
 
sur )\,( KUU  et si φ=),( gfF  alors son indice généralisé ),( gfI  est réduit à { }0 . 
 
Preuve : 
 
Grâce au théorème 3.1.1   on déduit que : 

 
)()( xgxf ≠  pour tout Xx∈  . 

 
On peut alors considérer le morphisme  

 
{ })]\,()),(\,[()( 1 θnn

n EEKfXXMorgfH −∈−  
où : 

)()( gfgf −=− . 
 
On conclut la démonstration en remarquant que )( gfHn −  est un  
 
homomorphisme trivial . 
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Théorème (Existence) 3.2.3 : Si ∈),( gf )\,( KUUAP  et son indice  
 
de coïncidence généralisé est non nul alors la paire ),( gf   admet  
 
au moins un point de coïncidence . 
 
Preuve : 
 
Ceci est conséquence du théorème 3.2.2 
 
Théorème 3.2.4 : La paire de morphismes  

 
),(),(),( n

Top
n

Top EUMorEUMorgi ×∈  
 
où n

i
EU ⊂  est n-admissible sur )/,( KUU  et son indice de coïncidence généralisé  

 
coïncide avec l’indice des points fixes gI  de g  qui vérifie l’égalité : 

 
{ }θ0)0)(( ⋅=− gKn IgiH  . 

 
Preuve : 
 
En effet , soit   
 

)]\,(),\,([)( KEEHKUUHMoriH nn
nnn ∈  

  
et K0  , { }θ0  sont les classes fondamentales de K  et { }θ  respectivement ainsi 

 
on a ce qui suit : 
 

{ } { }θθ 0)0)(()0)(()(0),( 1 ⋅=−=−=⋅ −
gKnKnn IgiHiHgiHgiI o  . 

 
Théorème (Existence) 3.2.5 : Si { }0),( ≠giI  alors g  admet au moins  
 
un point fixe .Autrement dit il existe au moins un élément x  de X  qui vérifie :   

 
xxg =)(  . 
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Preuve : 
 
Ceci est une conséquence de théorème 3.2.3  
 
Considérons  

),(),(),( n
TopTop EXMorUXMorgf ×∈  

et  
),(),(),( 1111

n
TopTop EXMorVXMorgf ×∈  

 
deux paires de morphismes de la catégorie Top  où V  est un ouvert de nE  . 
 
Notons par 1K  un compact de V  qui contient ),(),( 11 gfFgfF ∪  
 
et tel que  

UVVKK ⊂⊂⊂⊂ 1  . 
 
Théorème 3.2.6 :  S’il existe un morphisme   

 
))](\,()),(\,[( 1

1
1

111 KfXXKfXXMorh Top
−−∈  

 
tel que le diagramme suivant soit commutatif : 
 

{ })\,()(\,()\,( 111
1

1
1111 θnngff EEKfXXKVV  →← −−  
 
 

                                i                                h  
 
 

{ })\,()(\,()\,( 1 θnn
gff EEKfXXKUU  →← −

−  
 
ou )\,()\,( 1 KUUKVV

i

⊂  , alors si ∈),( 11 gf )\,( 1KVVAP les assertions suivantes  
 
sont satisfaites : 
 
            1) ∈),( gf )\,( KUUAP  ; 
 
            2) ),(),( 11 gfIgfI ⊆  . 
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Preuve :  
 
En effet, si  ∈σ ))\,(),(( 11 KVVfHR n  et du fait que  
 

)]\,(),\,([)( 1 KUUHKVVHMoriH nnn ∈  
 
est un isomorphisme on déduit que : 
 

))\,(),(R()()( 1 KUUfHiHhH nnn ∈−ooσ  . 
 
Soit ∈q ),( 11 gfI  donc il existe  
 

∈σ ))\,(),(( 11 KVVfHR n  
 
tel que =q ),( 11 gfIσ  ce dernier vérifie les égalités suivantes : 

 
),( 11 gfIσ { } )0()(0 111 Kn gfH σθ o−=⋅  

 
{ }θµ 0),( ⋅= gfI  

ou  
)()( 1 iHhH nn

−= ooσµ  . 
 
Théorème 3.2.7 : Si ),(),(),( n

TopTop EXMorUXMorgf ×∈  est une paire de  
 
morphismes et s’il existe un morphisme  

 
))](\,()),()(\,[( 11

11 KfXXKhfXXMorh Top
−−∈ o  

 
n-décomposable sur l’objet  ))(\,( 1 KfXX −  de )2(Top  alors  si la paire de  
 
morphismes ),( gf  est n-admissible  sur )\,( KUU  on a les assertions suivantes  
 
qui sont satisfaites : 
 
          1) ∈),( hghf oo )\,( KUUAP  ; 
 
         2) I ),(),( gfIhghf ⊆oo  . 
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Preuve :  
 
Du théorème 3.2.6 on déduit que : 

 
∈hf o )]\,()),()(\,[( 1

11 KUUKhfXXMorTop
−o  . 

 
D’autre part  

KgfFhghfF ⊆⊆ ),(),( oo  . 
 

Soit  Ik ∈ ),( hghf oo  par conséquent  il existe ))\,(),(( KUUhfHR n o∈σ  
 
tel que : 

{ }θσ 0)0()( ⋅=− khghfH Kn ooo  
donc : 

{ }θσ 0)0()()( ⋅=− khHgfH Knn oo  . 
 
On conclut en remarquant que  

 
∈σo)(hHn ))\,(),(( KUUfHR n  . 

 
Définition 3.2.3 : Deux paires de morphismes  

 
),(),(),( n

TopTopii EXMorUXMorgf ×∈  , 1,0=i  
 
sont dit équivariants sur un compact K   de nE  s’ils existent : 

 
     1-Un objet )\,( /XXX  de )2(Top  tel que : 
 

{ })]\,(),\,[()]\,(),\,[(),( //
)2()2( θnn

TopTopii EEXXXMorKUUXXXMorgf ×∈  
             1,0=i  ; 

 
     2-Une paire de morphismes  
 

{ })]\,()),(\,[()]\,()),(\,[(),( 11
)2()2( θϕϕψϕϕ nn

TopTop EEKXXMorKUUKXXMor −− ×∈−  
 
 n-admissible sur )\,( KUU  ; 
 
3-Un morphisme  

)]\,()),(\,[( /1
)2( XXXKXXMorh Top

−∈ ϕ  
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n-décomposable sur  )\,( /XXX .Avec le diagramme suivant commutatif : 
 

{ })\,()\,()\,( 000 / θnngff EEXXXKUU  →← −  
 

                                                              h  
 

{ })\,())(\,()\,( 1 θϕ ψϕϕ nn EEKXXKUU  →← −−  
 

                                                              h  
 

{ })\,()\,()\,( 111

/ θnn
gff EEXXXKUU  →← −  

 
Théorème 3.2.8 : Si ),( ii gf  ; 1,0=i  , sont des paires de morphismes équivariant  
 
sur K  alors : 
 
     1) ∈),( ii gf )\,( KUUAP , pour 1,0=i  ; 
 
     2)  I ),(),( 1100 gfIgf =  . 
 
Preuve :  
 
En effet , de l’équivariance des paires de morphismes considérés on obtient 
 
L’égalité suivante : 
 

)()()()()( 10 hHfHHhHfH nnnnn oo == ϕ  
 
donc grâce au théorème 3.2.7 on déduit que : 

 
)()( 10 fHfH nn =  

 
et qu’ils sont n-décomposables sur )\,( KUU  . 
 
D’autre part , des égalités : 

 
)()()()()( 1100 hHgfHHhHgfH nnnnn oo −=−=− ψϕ  

 
on déduit l’égalité   

),(),( 1100 gfIgfI =  . 
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Définition 3.2.4:  Deux paires de morphismes  
 

{ })]/,(),/,[()]/,(),/,[(),( //
)2()2( θnn

TopTopii EEXXXMorKUUXXXMorgf ×∈  
     1,0=i  ; 

 
sont dites homotopes  sur un compact nEK ⊂   s’ils existent : 
      
        1) Une paire de morphismes  
 

[ ] [ ] [ ] { })]\,()),1,0(\,[(]1,0)\,()),1,0(\,[(),( 11
)2()2( θϕϕψϕ nn

TopTop EEKXXMorKUUKXXMor ××××∈ −−

 
         n-admissible sur [ ]1,0)\,( ×KUU  ; 
 
        2) Un morphisme  

[ ])]1,0(\,(),\,[( 1/
)2( ×∈ − KXXXXXMorh Top ϕ  

        
          n-décomposable  sur [ ])1,0(\,( 1 ×− KXX ϕ  
 
avec le diagramme suivant commutatif : 

 
{ })\,()\,()\,( 000 / θnngff EEXXXKUU  →← −  

                                χ 0
                    h  

 
 

[ ] [ ] { })\,())1,0(\,(1,0)\,( 1 θϕ ψϕϕ nn EEKXXKUU  →×←× −−  
 

                               χ1
                      h  

 
{ })\,()\,()\,( 111

/ θnn
gff EEXXXKUU  →← −  

 
(1) 

 
où ),()( ixx

i
=χ  pour tout Ux∈  et  1,0=i  . 

 
Théorème 3.2.9: Si ),( 00 gf  et ),( 11 gf  sont deux paires de morphismes  
 
homotopes  sur un compact  nEK ⊂  alors on a les deux propriétés suivantes: 
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         1) ∈),( ii gf )/,( KUUAP   1,0=i  
 
        2) ),(),( 1100 gfIgfI =  . 
 
Preuve : 
 
Les morphismes )( 0fHn  et  )( 1fHn  sont égaux du fait que )(

0χnH  et )(
1χnH  sont  

 
des isomorphismes et par conséquent du diagramme  d’homologie issu de  (1)   
 
on déduit que les homomorphismes )( 0fHn  et )( 1fHn  sont n-décomposables sur  
 

)\,( KUU  . 
 
Ainsi on déduit que :  

∈),( ii gf )\,( KUUAP  pour 1,0=i  
 
D’autre part des égalités : 

 
)()()()( 1100 hHHgfHgfH nnnn oψϕ −=−=−  

 
on déduit l’égalité des indices de coïncidence généralisé : 
 

),(),( 1100 gfIgfI =  . 
 
Théorème 3.2.10: Soient  ),(),(),( n

TopTop EXMorUXMorgf ×∈  et   
 

),(),(),( /// m
TopTop EXMorUXMorgf ×∈  ou U  , /U  sont des ouverts de nE   et mE   

 
respectivement , K  un compact de U  qui contient ),( gfF  et /K  un compact  
 
de /U  qui contient ),( // gfF  alors si ∈),( gf )\,( KUUAP  et  ∈),( // gf )\,( /// KUUAP   
 
la paire produit des morphismes vérifie : 

 
1) ∈×× ),( // ggff )\,( /// KKUUUUAP ×××  

 
                                 au )( mnrang +  

 
2)           I ),(),(),( //// gfIgfIggff ⋅⊃××  . 
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Preuve : 
 
On vérifie aisément que : 

 
),(),(),( //// gfFgfFggffF ×=×× . 

 
Notons par  /0 KK×  la classe fondamentale du compact ⊃× /KK ),(),( // gfFgfF ×  
 
où /0 KK× )\,( /// KKUUUUH mn ×××∈ +  . 
 
Considérons : 

 
( )/,σσ ∈ ))\,(),(())\,(),(( //// KUUfHRKUUfHR mn ×  

 
Ainsi , grâce aux propriétés de Kunneth [31] sur le produit on obtient les  
 
égalités suivantes : 
 

=××−× ×+ )0)(()( /
///

KKmn ggffH σσo  
 

=×−×− )00]()()([ /
///

KKmn gfHgfH σσ oo  
 

=−×− )0)()()0()( /
///

KmKn gfHgfH σσ oo  
 

{ }θσσ 0)],(),([ //
/ ⋅⋅ gfIgfI  . 

 
D’où l’on déduit que : 
 

I ),(),(),( //// gfIgfIggff ⋅⊃××  . 
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CHAPITRE IV 
 

Degré généralisé de points fixes  
d’applications multivoques 
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IV. Degré généralisé de points fixes de morphismes multivoques  
 
Soit F  un morphisme de la catégorie Mult  des m-applications  
 
ayant pour source un ouvert U  d’un espace euclidien nE  de dimension fini n   
 
dans lequel F admet des valeurs compactes dans nE  . 

 
Définition 4.1 : Un morphisme  

)(: nEKUF →  
 
est dit n-admissible sur une paire de Hausdorff ( )KUU /,  si la paire de  
 
projecteurs  

  
            Ft               U   

                                    ( )FUΓ                                (1) 
                

Fr                  nE  
 
 
vérifie les conditions suivantes :  
      
        1) Il existe un compact non vide K  de U  qui contient l’ensemble  
 
            { })(/ xFxUxFixF ∈∈=  ,  
         
       2)La paire de projecteurs de l’application multivoque F  (m-application)    
 
          ( ) ( )KUUAPrt FF \,, ∈ .  Ce qui signifie que la paire de morphismes ),( FF rt   
 
           est n-admissible sur l’objet ( )KUU \,  de   )2(Top  . 
 
La classe des m-applications ( )nEUMultF ,∈  à images compactes n-admissibles 
 
sur ( )KUU \,  sera notée ( )KUUAPn \,−  . 
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Soit ( )KUUAPnF \,−∈  on peut alors considérer le diagramme suivant dans la  
 
catégorie aς  des groupes abéliens et des homomorphismes de groupes : 
 
 

                     ( )Fn tH              ( )KUUHn \,  
                                                      
                        ( ) ( )( )FFH KUUn \,ΓΓ                                                       (2)             
 

                 ( )FFn rtH −              ( )θ\, nn
n EEH  

 
 
Définition 4.2 : Le degré généralisé de points fixes d’une m-application   
 

( )KUUAPn \,−  est défini comme étant le sous ensemble des rationnels : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }KUUtHRrtIKUF FnFF \,,/,,; ∈=ℑ σσ  . 
 
Etudions les propriétés du degré généralisé de points fixes : 
 
Théorème (existence) 4.1 : Si le degré généralisé de points fixes ( )KUF ,;ℑ   
 
est distinct du singleton { }0  alors F  admet un point fixe dans U . Ce qui signifie 
 
qu’il existe au moins un élément Ux∈  tel que ( )xFx∈  . 
 
Preuve : 
 
En effet si ( )KUF ,;ℑ { }0≠  on déduit  que ( ) { }0, ≠FF rtI  donc d’après le  
 
théorème 3.2.3 on obtient que : 

 
( ) ( )( ){ }xtrxUxrtF FFFF

1/, −∈∈=  
 
est non vide ce qui exprime le fait que  φ≠FixF  . 
 
Théorème (sélecteurs) 4.2 : Soient ( )nEUMultGF ,, ∈  deux morphismes de la  
 
catégorie Mult  tels que G  est un élément de l’ensemble ( )KUUAPn \,−  et G   
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est un sélecteur de F  alors F  est un élément de l’ensemble ( )KUUAPn \,−   
 
et ( )KUG ,;ℑ ⊂ ( )KUF ,;ℑ  . 
 
Preuve :  
 
On a les diagrammes de la catégorie aς  des groupes commutatifs et des  
 
homomorphismes de groupes          
 
 
 

                     ( )Gn tH              ( )KUUHn \,  
                                                      
                        ( ) ( )( )GGH KUUn \,ΓΓ                                                               
 

                 ( )GGn rtH −              { }( )θ\, nn
n EEH  

 
 
et 
 

                     ( )Fn tH              ( )KUUHn \,  
                                                      
                        ( ) ( )( )FFH KUUn \,ΓΓ                                                                    
 

                 ( )FFn rtH −              { }( )θ\, nn
n EEH  

 
 
Considérons le morphisme  

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]FFHGGHMoriH KUUnKUUnn a \\ ,;, ΓΓΓΓ∈ ς  

 
on a alors les égalités suivantes : 
 

( ) ( ) ( )iHtHtH nFnGn o=  
et 

 
( ) ( ) ( )iHrtHrtH nFFnGGn o−=−  
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d’où l’on déduit que  
 

( ) ( )( ) φ≠KUUtHR Fn \,,  
et que  

 
( )KUG ,;ℑ ⊂ ( )KUF ,;ℑ  . 

 
Définition 4.3 : Une représentation [ ]gfZEU n ,,,,=ρ   d’un morphisme  
 

( )nEUMultF ,∈  est dite n-admissible sur la paire de Hausdorff  ( )KUU \,   
 
si la paire de morphisme univoque ( )gf,  est n-admissible sur ( )KUU \,  et 
 

( ){ } KFixFxFxUx ⊂=∈∈ /  . 
 
Soient U et V  deux ouverts de nE  tels que : 

 
UVVKK ⊂⊂⊂⊂ 1  

 
Théorème (restriction) 4.3 : Si la restriction ( )nEVMultF ,~ ∈  du morphisme  
 

( )nEUMultF ,∈  , admet une représentation [ ]gfZEU n ,,,,=ρ  n-admissible sur la  
 
paire de Hausdorff  ( )1\, KVV  alors F  est un élément de l’ensemble  
 

( )KUUAPn \,−  et ( )1,;~ KVFρℑ ⊂ ( )KUF ,;ℑ  ou 
  

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }11 \,,/,,;~ KVVfHRgfIKUF n∈=ℑ σσρ  . 
 
Preuve :  
 
Sous les conditions du théorème, l’homomorphisme 
 

( ) ( )( ) ( )( )11
1 \,,\, KVVHKfZZHMorfH nnn a

−∈ ς  
 

vérifie 
( ) ( )( ) φ≠1\,, KVVfHR n . 

 
Par conséquent pour chaque   
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( ) ( )( )1\,, KVVfHR n∈σ  
 
on peut définir  

 
( ) QgfI ∈,σ  

 
et ce rationnel vérifie l’égalité : 

 
( ) ( )( ) ( ) { }θσσ 0,0 1 ⋅=− gfIgfH Kn  . 

 
Ainsi l’ensemble ( )1,;~ KVFρℑ  est correctement défini . 
 
D’autre part nous avons le diagramme commutatif suivant : 
 
 
                                         ( )fHn                       ( )gfHn −    

( ) ( ) { }( )θ\,)(\,\, 1
1

1
nn

nnn EEHKfZZHKVVH →← −  
 

                   ( )iHn                       ( )αnH                                           { })/,( θnn
n EEHId  

 
( ) ( ) ( )( ) { }( )θ\,,\, \

nn
nKUUnn EEHFFHKUUH →ΓΓ←  

                                         ( )Fn tH                        ( )FFn rtH −  
 
où 

 
( )( ) ( ) ( )( )( )FFKfZZMor KUUTop \1

1 ,;\,)2( ΓΓ∈ −α  
donné par : 

 
( ) ( ) ( )( )zgzfz ,=α  Zz ∈  . 

 
Grâce au théorème 3.2.6 on conclut la démonstration du théorème . 
 
Théorème (représentation) 4.4 : Si un morphisme ( )nEUMultF ,∈  admet une  
 
représentation [ ]gfZEU n ,,,,=ρ  n-admissible sur ( )1\, KVV  alors F  est un  
 
élément de l’ensemble ( )KUUAPn \,−  et ( )1,; KVFρℑ ⊂ ( )KUF ,;ℑ  . 
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Preuve : 
 
Ceci est une conséquence du théorème 4.3 . 
 
Nous allons maintenant introduire une nouvelle définition qui généralise la  
 
notion d’homotopie  pour des morphismes multivoques . Cette nouvelle  
 
approche homotopique s’avère adéquate  pour cette classe de morphismes  
 
n-admissibles . 
 
Définition 4.4 : Une application univoque continue  

 
[ ] nn EEU →××1,0:λ  

 
est dite une distorsion de nE  si pour tout élément x  de U  l’application   
 
univoque ( ) nn EEx →⋅ :,,0λ  est l’application identique . 
 
Définition 4.5 : Un morphisme ( )nEUMultG ,∈  est une distorsion d’un  
 
morphisme F  n-admissible sur ( )KUU \,  s’il existe une distorsion λ  de nE  
 
telle que : 
      
         (1) ( )( ) ( )xGxFx =,,1λ  pour tout Ux∈  ; 
       
         (2) ( )( )xFxtx ,,λ∉  pour tout couple ( ) [ ] ( )KUxt \1,0, ×∈  . 
 
Théorème 4.5 : Si un morphisme ( )nEUMultG ,∈  est une distorsion d’un 
 
morphisme F  n-admissible sur ( )KUU \,   alors G  est n-admissible sur ( )KUU \,   
 
et ( )KUF ,;ℑ ⊆ ( )KUG ,;ℑ  . 
 
Preuve :  
 
Considérons l’application univoque : 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )GGFF KUUKUU \\ ,,: ΓΓ→ΓΓξ  
 
donnée par : 

 ( ) ( )( )uxxux ,,1,, λξ =  
 
pour tout ( ) ( )Fux UΓ∈,  . 
 
 
De l’égalité : 

 ξoGF tt =  
 
on déduit que : 

( )KUUAPnG \,−∈  . 
 
D’autre part les applications univoques continues ( )FF rt −  et ( )GG rt − ξo   
 
sont des éléments de ( ) ( )( ) { }( )( )θ\,,, \)2(

nn
KUUTop EEFFMor ΓΓ  et elles sont homotopes . 

 
En effet il suffit de considérer l’application univoque continue : 
 

[ ] ( ) ( )( ) { }( )θ\;;1,0: \
nn

KUU EEFFh →ΓΓ×  
 

donnée par  
( )( ) ( )uxtxuxth ,,,, λ−=  

 
pour tout couple  

( )( ) [ ] ( )Fuxt UΓ×∈ 1,0,,  . 
 
Celle-ci vérifie les égalités : 

( )( ) ( )uxxuxh ,,0,,0 λ−=  
     ux −=             

                ( )( )uxrt FF ,−=  
et  

( )( ) ( )uxxuxh ,,1,,1 λ−=  
 

                    ( ) ( )uxrt GG ,ξo−=  
 
et du fait que ( )( )xFxtx ,,λ∉  pour tout ( ) [ ] ( )KUxt \1,0, ×∈  on déduit que  
 
h qui a pour source [ ] ( )FKU \1,0 Γ×  prend des valeurs dans { }θ\nE  . 
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Soit  
( ) ( )( )KUUtHR Fn \,,∈σ  

 
alors 

( ) ( ) ( )( )KUUtHRH Gnn \,,∈σξ o  
 
et on a les égalités suivantes : 

{ }( ) ( ) ( )KFFn rtHI 00 σθσ o−=  
         

                      ( ) ( ) ( )KnGGn HrtH 0σξ oo−=  
 

    ( ) σξ onHI=  { }θ0  . 
 
d’où l’on déduit que : 

( )KUF ,;ℑ ⊆ ( )KUG ,;ℑ  . 
 
Donnons quelques théorèmes d’évaluation du degré généralisé de points fixes . 
 
Soient U  et V  deux ouverts de nE  , K  et 1K  deux sous-espaces compacts de nE   
 
tels que : 

UVVKK ⊂⊂⊂⊂ 1  . 
 
Théorème 4.6 : Si ( )nEUMultG ,∈  est un sélecteur n-admissible sur ( )1\, KVV    
 
d’un morphisme ( )nEUMultF ,∈  semi-continu supérieurement compact  
 
Q -acyclique alors ( ) ( ) { }kKUFKVG =ℑ=ℑ ,,,, 1  . 
 
Preuve :  
 
En effet grâce au théorème 4.5 on obtient les deux relations : 

 
( )KUUAPnF \,−∈  

et  
( )KUG ,;ℑ ⊂ ( )KUF ,;ℑ  

 
D’autre part puisque F  est semi-continu supérieurement compact et  
 
Q -acyclique ( )Fn tH  est inversible . 
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On conclut le théorème grâce au diagramme commutatif suivant : 
 

 
                                         ( )Gn tH                        ( )GGn rtH −  

( ) ( ) ( )( ) { }( )θ\,,\, 1\1
nn

nKVVnn EEHGGHKVVH →ΓΓ←  
 

                   ( )iHn                       ( )jHn                                           { })/,( θnn
n EEHId  

 
( ) ( ) ( )( ) { }( )θ\,,\, \

nn
nKUUnn EEHFFHKUUH →ΓΓ←  

                                         ( )Fn tH                         ( )FFn rtH −  
 
où  ( ) ( )( )KUUKVVMori Top \,,\, 1)2(∈   et  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )FFGGMorj KUUKVVTop \\ ,,, 1)2( ΓΓΓΓ∈  
 
sont les injections canoniques . 
 
Théorème 4.7 : Soit ( )nEKUF →:  une m-application n-admissible sur   
 
la paire de Hausdorff  ( )KUU \,  ou K  est un compact Q -acyclique.  
 
Alors si ( ) KUF ⊂  le degré généralisé ( )KUF ,;ℑ  est égal à { }1  . 
 
Preuve :  
 
Soit 0x  un élément donné de K  et considérons l’application : 

 
nEUf →:  

où 
( ) { }0xxf =  

 
pour tout Ux∈  le quintuplet  [ ]fIdUEU U

n ,,,,=ρ  est une représentation de f   
 
n-admissible sur ( )KUU \,  . 
 
On peut considérer le diagramme commutatif suivant : 
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                                             ( )Un IdH             ( )fIdH Un −  

( ) ( ) { }( )θ\,\,\, nn
nnn EEHKUUHKUUH →←  

 
 
                                                   ( )jHn                                ( )nEn IdH  

 
 

{ }( )0\, xEEH nn
n  

 
 
où  ( )Un IdH  est l’isomorphisme associé à identité et ( )jHn  est l’isomorphisme  
 

associé à l’injection canonique { }( )







⊂ 0\,)/,( xEEKUU nn

j

 . 

 
D’où l’on  déduit que :  ( )KUf ,;ρℑ { }1=  . 
  
D’autre part considérons l’application multivoque  
 

( )nEKUG →:  
ou : 

( ) KxG =  
pour tout Ux∈  . 
 
Cette application est semi-continue supérieurement , compacte et Q -acyclique . 
 
Elle est n-admissible sur ( )KUU \,  . 
 
En effet ceci est une conséquence du diagramme commutatif suivant : 
 
                                           ( )Un IdH               ( )fIdH Un −  

( ) ( ) { }( )θ\,\,\, nn
nnn EEHKUUHKUUH →←  

 
 

        ( )αnH  
                          ( )Gn tH                                                         ( )GGn rtH −  

 
 

( ) ( )( )GGH KUUn \,ΓΓ  
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où  
( ) ( ) ( )( )( )GGKUUMor KUUTop \,,\,)2( ΓΓ∈α  

 
et définie par  

( ) ( )( )xfxx ,=α  . 
 
Du théorème 4.4 on déduit que : 

( )KUf ,;ρℑ ⊂ ( )KUG ,;ℑ  
 
par conséquent on a : 

( )KUG ,;ℑ { }1=  . 
 
On conclut la démonstration de ce théorème en utilisant le théorème 4.6.  
 
En effet l’application multivoque F  est un sélecteur multivoque de G   . 
 
Théorème 4.8 : Toute application multivoque  

 
( )CKCF →:  

 
semi-continue supérieurement Q -acyclique ayant pour source un compact C   
 
de nE  qui est un voisinage rétracte admet au moins un point fixe . 
 
Preuve :  
 
Soit U  un ouvert de nE  et  CU →:ρ  une rétraction de U  à C  . 
 
L’application multivoque  

 
( ) ( )nEKCKUFG ⊂→= :ρo  

 
est semi-continue supérieurement Q -acyclique. Par conséquent   

 
( )CUG ,;ℑ { }1=  . 

 
On déduit donc que G  admet dans U  au moins un point fixe. Autrement dit 
 
Il existe Ux∈  tel que : 

 
( ) ( )( )xFxGx ρ=∈  . 
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Cependant x  est un élément de C  donc ( ) xx =ρ . Autrement dit il existe  Ux∈   
 
tel que ( )xFx∈  . 
 
Théorème 4.9 : Soit ( )nEKUF →:  une application multivoque telle que  
 

( )xF
Ux∈

∩  soi non vide et ( )UF  est contenu dans un compact K  de U , K   
 
Q -acyclique. Alors F  est n-admissible sur ( )KUU \,  et ( )KUF ,;ℑ { }1=  . 
 
Preuve : 
 
Soit ( )xFx

Ux∈
∩∈0  . Considérons : 

( )nEKUf →:  
ou 

( ) { }0xxf =  
 
Cette application admet le quintuplet  [ ]fIdUEU U

n ,,,,=ρ  comme représentation  
 
n-admissible sur  ( )KUU \,  . 
 
En effet on a le diagramme suivant : 
 
                                              UId              fIdU −    

( ) ( ) { }( )θ\,\,\, nn EEKUUKUU →←     (1) 
 
celui-ci est correctement défini car si  

 
Kx∉  

 
on déduit : 

0xx ≠  
 
et par conséquent :  

( ) θ≠−=− 0)( xxxfIdU  . 
 
Nous avons alors le diagramme commutatif suivant : 
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                                                 UId               fIdU −  

( ) ( ) { }( )θ\,\,\, nn EEKUUKUU →←  
 
 
                                                      j                                      fId nE −       (2) 

 
 

{ }( )0\, xEE nn  
 
où : 

( ) { }( )0\,\,: xEEKUUj nn→  
 

est l’injection canonique et 
 

{ }( ) { }( )θ\,\,: 0
nnnn

E EExEEfId n →−  
 
est un homéomorphisme .  
 
On déduit alors le diagramme suivant qui est commutatif : 
 
                                          )/,( KUUHnId               *)( nU fId −  

( ) ( ) { }( )θ\,\,\, nn
nnn EEHKUUHKUUH →←  

 
 
                                                      *nj                                      *)( nE fId n −        

 
 

{ }( )0\, xEEH nn
n  

 
où *nJ  et )/,( KUUHnId  , *)( nE fId n −  sont des isomorphismes . 
 
Par conséquent on a : 

( )KUf ,;ρℑ { }1=  . 
 
On peut également considérer le diagramme commutatif suivant : 
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                                                 UId                fIdU −  

( ) ( ) { }( )θ\,\,\, nn EEKUUKUU →←  
 
 

                                              α                                        (3) 
                                                                                   

 
 

( ) ( ) ( )( ) { }( )θ\,,\, \
nn

KUU EEFFKUU →ΓΓ←  
                                               Ft                        FF rt −  
 
 
où ( ) ( )0, xxx =α  pour tout Ux∈  . 
 
L’application α  est correctement définie car : 
 
Si x  est un élément de U  alors 0x  est un élément de ( )xF  pour tout x de U  . 
 
D’où l’on déduit le diagramme commutatif suivant : 
 
 
                                               *)( UId                *)( fIdU −  

( ) ( ) { }( )θ\,\,\, nn
nnn EEHKUUHKUUH →←  

 
 

      *α                                         
                                                                                   

 
 

( ) ( ) ( )( ) { }( )θ\,,\, \
nn

nKUUnn EEHFFHKUUH →ΓΓ←  
                                      *)( Ft                           *)( FF rt −  
 

Par conséquent F  est une application multivoque n-admissible sur ( )KUU \, . 
 
On a l’inclusion : 

 
( )KUf ,;ℑ ⊂ ( )KUF ,;ℑ  
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D’autre part l’application multivoque n-admissible sur 
 

( )nEKUG →:  
 
donnée par ( ) KxG =  pour tout Ux∈  est semi-continue supérieurement    
 
compacte et Q -acyclique donc d’après le théorème 4.6 l’application multivoque  
 
G  est n-admissible sur  ( )KUU \,  et ( ) { }kKUG =ℑ ,;  . 
 
De plus F  est un sélecteur de G  donc d’après le théorème 4.2  
 
on a les égalités et inclusions suivantes : 
 

{ } =1 ( )KUf ,;ℑ ⊂ ( )KUF ,;ℑ ⊂ ( ) { }kKUG =ℑ ,;  
 
d’où l’on conclut que : 
 

( )KUF ,;ℑ { }1=  . 
 

Théorème 4.10 : Soit ( )nEKUF →:  une application multivoque n-admissible  
 
sur ( )KUU \,  et de direction non-opposée à l’application univoque continue  
 

( ) { }( )θ\,\,: nn EEKUUf →  sur ( )KUU \,  alors : 
 

( )KUF ,;ℑ ( ){ }KUf ,;ℑ=  . 
 
Preuve : 
 
Sous les hypothèses du théorème on peut considérer  
 
l’application univoque suivante : 
 

[ ] nn EEU →××1,0:µ  
donnée par : 
 

( ) ( ) ( )xfuux λλλµ +−= 1,,  
 

 
 



 

67 

pour tout  
( ) [ ] nEUux ××∈ 1,0,,λ . 

 
Celle-ci prouve que F  est une distorsion de f . 
 
En effet, le fait que F  est direction non opposée à  f  assure que : 
 

( )( )xFxx ,,λµ∉  
 
pour tout  

( ) [ ] )\(1,0, KUx ×∈λ  
 
de plus  

( )( ) nEIdxFx =,,0µ  
et 

( )( ) ( )xfxFx =,,1µ  
 

ainsi µ  est une distorsion de F  a f . 
 
Du théorème 4.5 on déduit que  

 
( )KUF ,;ℑ ⊂ ( ){ }KUf ,;ℑ . 

 
et donc l’égalité. 
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Abstract : In the work, the author builds some new algebraic topological  

 
invariants for some classes of morphismes. 
 
For this purpose, homological methods are precouised . 
 
The pairs ( )gf,   called n-admissible are first studied in this thesis and a 
 
Coincidence index ( )gfI ,  is defined. 
 

( )gfI ,   is a subset of the rational number Q  , it can test the existence of 
 
points which verify the equations ( ) ( )xgxf =  . Equivalent classes are  
 
considered . 
 
An other invariant of type degree for multivalued transformation is  
 
introduced. The generalized local degree ( )Fℑ  gives a good theorems  
 
in fixed points theory. 
 
The representation of multifonctions is important in this construction . 
 
At last, one gives several applications . 
 
The results are new and generalize the works of many authors.  
 
Keywords : Fixed point, Coincidence point , Index , Degree ,  
 
Multi-valued mapping ; 
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   في ھادا العمل نھتم بإنشاء بعض الغیر متغیرات الطبولوجیا لبعض صفوف : ملخص

 
  . المرفیزمات 

 
  .  لھدا نلجأ إلى الطرق الھمولوجیة

 
) في أول مرحلة من ھده الأطروحة نعرف دلیل التلاقي  )gfI   ثم ندرسھ من اجل الأزواج. ,

 
( )gf , .n -مقبول.  

 
( )gfI    التي تسمح لنا بمعرفة النقاط Q ھي مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الناطقة ,

 
) التي تحقق المعادلة  ) ( )xgxf =.  

 
  الدرجة الموضعیة المعممة.  ندخل غیر متغیر آخر من نوع الدرجة للدوال المتعددة الأشكال

 
( )Fℑتعطي نظریات جدیدة بالنسبة لنظریة النقاط الثابتة .  

 
  .  تمثیل الدوال المتعددة الأشكال مھم في ھدا الإنشاء

 
  . و في الأخیر نعطي بعض التطبیقات

 
  . النتیجة جدیدة و ھي معممة لأعمال بعض المؤلفین

 
 

  .  متعددة الأشكاللالدوا، ةالدرج، لالدلی،  التلاقيةنقط،  النقطة الثابتة: كلمات المفتاح
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