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Abstract :

The purpose of this thesis is to develop the tipesf regional observability of hyperbolic
Systems evolving in spatial dom&n it concerns the observability of such system amly
aregiona of domain(.

After that, we investigate the problem of regioalservability in the case where the region
of interest is a boundary pdrtof the system evolution domaf.

In the end, we explore the concept of regionakolmbility for a class of semi linear
distributed hyperbolic system. We present an amgrdased on fixed point technique.

The obtained results are illustrated by numeesalmples and simulations.

Résumeé:

Le but de la thése consiste a développer la quedgd’observabilité régionale
des systemes distribués hyperboliques évoluantulademaine spatib.

Elle concerne I'observabilité de tels systemes wegent sur une régiamde Q.
Par la suite on s’intéresse aux problemes de lirwhbdité régionale de ces
systemes sur une pariiede la frontiere du domaine d’évolutiom .

Enfin on explore le concept de I'observabilité otgile des systémes
hyperboliques semi linéaire, on présente alorsappoche basée sur certains
théoremes du point fixe.

Les différents résultats obtenus sont illustrésrmms exemples numérigues et
des simulations.
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Introduction

On rappelle briévement ce que sont les systémes localisés et les systémes distri-
bués. On parle de systéme localisé ( lumped system ) lorsqu’il s’agit d’un systéme
dynamique ne faisant apparaitre que la variable temps t. Le systéme est dit dis-
tribué ou a parameétres répartis (distributed parameter system ) lorsqu’il évolue
dans le temps et ’espace. Les systémes distribués évoluent donc en fonction de la
variable de temps ¢ et d’une variable d’espace indépendante x, cette variable est dé-
finie dans un domaine €2 qui représente la configuration géometrique du sytéme réel.
Mathématiquement ces systémes peuvent étre décrits par des équations aux déri-
vées partielles (EDP), mais il y’a d’autre types de modeéles possibles, par exemple :
les équations intégrales ou intégro-differentielles, tandis que les systémes localisés
sont généralement décrits par des équations différentielles ordinaires (EDO).

Un point important en théorie des systémes est la relation qui existe entre le
systéme et son environnement. Le systéme subit des actions ( assimilées a des com-
mandes ou controles ) et renvoie des informations. On parle alors d’entrée-sortie,
d’actionneurs et de capteurs. Les controles peuvent étre passifs ou actifs tandis que
les capteurs sont passifs, les controles sont actifs dans le cas d’un systéme sur le-

quel on agit depuis 'exterieur directement ; c’est le cas usuel. Il sont passifs lorsque



indépendament de tout apport externe ou toute action voulue, son évolution va
étre forcée par certains évenements ou contraintes. Quant aux informations, elles
permettent le suivi de I’évolution du systéme et éventuellement le réajustement
des actions a infliger, ce qui conduit a la notion de bouclage.

L’approche usuelle de ’analyse des systémes est basée sur les différents opéra-
teurs définissant le modele associé. Ceci est vrai dans le cas distribué comme dans

le cas localisé. Considérons alors le systeme distribué linéaire :

Généralement on considére les hypoteéses suivantes A € L(F,F), B € L(U, F)
et C € L(F,0O) ou F,U, O sont respectivement les espaces d’état, de cotrole et de
sortie.

La notion de controlabilité est étudiée & travers les opérateurs A et B, tandis
que la notion d’observabilité I'est & travers les opérateurs A et C. Mais dans le
cas distribué, la variable spatiale peut donner plus de consistance & ’etude en
exploitant les opérateurs B et C' qui vont caractériser le nombre, la localisation et
la répartition spatiale des entrées et sorties. Ainsi nous sommes amenés & préciser
les opérateurs B et C' en introduisant les notions de capteurs et d’actionneurs dans

les modeles mathématiques. Cela permettra a 1'utilisateurs du modéle de préciser



géometriquement les entrées et sorties. Ainsi par exemple, dans le cas d’un four de
diffusion, les capteurs sont les thermo-couples et les actionneurs sont les bruleurs.

Il existe deux types de structure de commande, la commande en boucle ouverte
(open loop) et la commande en boucle fermée (feedback), ou bien (closed loop). On
définit un systéme de commande en boucle ouverte (resp en boucle fermée) comme
étant un systéme ou lentrée est indépendante (resp dépendante) de la sortie. A
titre d’exemple, bloquer la vanne d’arrivée du combustible d’une chaudiére a une
position fixe constitue une commande en boucle ouverte. Actionner cette vanne en
fonction de I’écart entre la température interieure et une température de consigne,
constitue une commande en boucle fermée.

La détermination de I’état d’un systéeme & parameétres répartis est d’une grande
importance quand on cherche a appliquer une commande en boucle fermée mais
cet état ne peut étre mesuré directement d’un point de vue physique. Le probléme
qui se pose alors est celui de la reconstruction d’un tel état a partir des mesures
récueillies par le (ou les) capteur pendant un intervalle de temps donné : c’est
le probléeme de I'observabilité, bien siir le cas particulier interéssant est celui de
la détermination de son état initial, I’état & l'instant ¢t quelconque s’en déduit
immédiatement.

Pour le probléme de la controlabilité, il consiste en la possibilité de transférer
I’état d’un tel systéme, en un temps fini, d’un état initial vers un état désiré choisi

& priori.



En pratique de nombreux problémes physiques ou de I’environnement ne peuvent
étre formulés que dans un contexte régional. Il font apparaitre une région cible
w (w C Q) qui peut étre plus importante pour I’étude. Cette région pouvant étre
éventuellement sur la frontiére €2 du domaine 2. Il s’agit alors de repenser I’étude
concernant certains aspects d’analyse et de contrdle sur cette région w, sachant
qu’elle est soumise a la dynamique et aux contraintes globales du systéeme sur tout
Q) cela est en fait plus délicat qu’il n’y apparait, pourquoi ? parcequ’on dispose d’un
domaine, avec une région cible prédéterminée, des zones (ou points) d’action des
zones (ou points) de mesures. Il s’agit alors de coordonner tout cela. Ce qui peut
paraitre surprenant dans cette problématique, c’est la réalisation d’un objectif sur
une région w par des actions pouvant étre exercées ailleurs que sur w, ces actions
découlent de I'utilisation d’informations pouvant étre receuillies aussi ailleurs que
sur w. C’est ce qu’on appelle I’analyse régionale.

Notons que la notion de contrdlabilité (resp observabilité) régionale est plus
adaptée a I'analyse des systémes distribués.

Ainsi, par exemple, certains fours tunnels d’industrie céramique, modélisés
par des équations de la thermique fonctionnent par avancées successives de chariots
chargés de matériaux. Afin d’obtenir certaines propriétés mécanique, ces matériaux
doivent étre maintenus, pendant un certain temps, & une température assez élévée.
Cela se traduit par le fait qu’il faut exiter le systéme de fagcon & maintenir sur une

région du four cette température préscrite.



Citons aussi le probleme d’identifcation d’une région, source de chaleur, lieu
d’explosion par exemple, ou encore détection de la région de fuite dans une cana-
lisation. Dans tous ces problémes on s’interesse & la connaissance des informations
sur un systeme uniquement dans une région donnée, c’est le probléme de 1’obser-
vabilité régionale

Notons aussi que si j(u) = fOT |lu(t)||,, dt désigne le cotit de transfert, alors
pour tout w C € le cott de transfert régional sur w est inferieur a celui sur tout
Q, en effet si

Wo = {u e L?(0,T;U) tel que y, (T) = y* sur Q}
et
W, ={ue L*(0,T;U) tel que y, (T) =y sur w}
alors Wq C W, et donc
min j (u) < min j (u)
W, Wa

d’autre part, la construction de 1’état sera plus précise dans le cas régional,
sans passer par le concept d’observabilité globale. En effet si y° désigne 1'état a
07

estimer et ¢~ I’état estimé. Alors

[y° — ?jOHm(w) <ly° - gOHLQ(Q)

Le concept d’analyse régionale des systémes distribués a été introduit dans
les années 90 par les professeurs El Jai et Zerrik ou les notions de controélabilité
et d’observabilité ont été étudieés uniquement sur une région w du domaine {2

sur lequel est défini le systéme. Cette question a été étudiée dans le cas régional



interne des systémes paraboliques en 1993, 1995 voir ( [12],[26] )et dans le cas
régional frontiére des systémes paraboliques en 2003, 2004 voir ( [31,32,33] ).

Ce travail constitue une extension des différents travaux sur I'observabilité ré-
gionale des systémes paraboliques, aux cas des systémes hyperboliques et se pré-
sente comme suit.

Le premier chapitre rappelle 1’essentiel des notions liées a ’analyse des sys-
téemes distribués. Plus précisément, on introduit les notions d’exacte et de faible
observabilité, les définitions et caractérisations des capteurs stratégiques.

Dans le second chapitre, j’ai repris les travaux du professeur Zerrik dans le cas
de observabilité régionale interne des systémes paraboliques, voir ( [26] ) en y
ajoutant un exemple numérique illustrant I’approche considérée.

Le troisieme chapitre a été consacré a ’observabilité régionale des systémes
hyperboliques, des approches de constructions ont été développées. En particulier
on procede a l'extension de 'approche HUM ( Hilbert Uniqueness Method ), de-
veloppée par Lions pour la contrélabilité globale des systémes hyperboliques, pour
la reconstruction régionale. Un exemple numérique a été élaboré et qui atteste la
bonne approche considérée.

Au quatriéme chapitre, on considére le probléme d’observabilité régionale fron-
tiere des systémes hyperboliques. L’approche adoptée consiste a établir un lien
entre l'observabilité régionale interne sur w (w C §2) et celle sur une partie I'

(I' € 092). Un exemple numérique illustre ’approche considérée.



Le dernier chapitre est consacré a 1’observabilité régionales des systéemes hy-

perboliques semi-linéaires, utilusant la technique de point fixe.



CHAPITRE 1

Sur I’observabilité des systémes distribués

Dans ce chapitre, nous rappellons briévement les diverses notions liées a ’ana-
lyse des systeémes distribués, notamment la notion d’exate (resp faible) observabi-
lité, ainsi que celle de capteur et de capteur stratégique. Dans ce cadre, il existe
une littérature variée et trés vaste, citons pour mémoire les traveaux de A.Eljai,
A.J.Pritchard, Lions, Balakrishan, etc,...

1) Rappels mathématiques

Définition 1-1

Soit U = (u;),c; une famille de vecteurs dans un espace vectoriel normé F.
On dit que cette famille est totale (ou compléte ) si ’ensemble des combinaisons
linéaires finies des vecteurs de U est dense dans E- Ceci exprime que pour tout
r € E et tout € > 0, il existe i1, ..,1,, € I et des scalaires A\, ..\, tel que

|z — My, + Aaugy + . Apuy,)|| < e

Théoreme 1-1

Soit (un),>, une suite orthonormée de vecteurs dans un espace préhilbertien
E. Les assertions suivantes sont équivalentes

i) (Un),>, est totale dans E.



it ) Pour tout x € E, x = §1 < Upyy &> Uy
Dans un espace de Hilbert E, une _suite orthonormée totale est appelée une
base hilbertienne de E.
Si E est un espace de Banach de norme ||.||; ; pour tout s € IR avec
1 < s < 400, on désigne par L*(0,T; E) l'espace des fonctions ¢ —— wu ()
fortement mesurable sur (0,7") pour la mesure dt ( i.e. les fonctions scalaire ¢ —
|u (t)||; sont mesurables pour la mesure dt ) et telle que

T 1/s
mw@=(ﬁjwmgﬁ) (1-1)

c’est un espace de Banach pour la norme (1-1)

|

Si E est un espace de Hilbert de produit scalaire (.,.),, L*(0,T; E) est un

espace de hilbert pour le produit scalaire

T
() = [ (w0 0@
Notons en outre que si u : t — u (t) est une fonction de L? (0, T; E) et si v est
un élément de F, la fonction ¢t — (u (t),v), appartient a L? (0,7) -
1-1) Formule de Green
L’opérateur A et son adjoint A* sont liés par la relation fondamentale suivante
(Au,v) 21q) = (U A™0) 12 Vu, € D(A), Vv € D(A*)

Cette formule s’é¢tend pour tout u,v € H?(2) et constitue la formule de Green

pour le cas elliptique ( voir [20],[21] ) on a

(Au,v}LQ(Q) (u, A*v) 20 /

/ va— Vu,v € H*()

o0 877,4* o Ony
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avec —— = Y a;;—=—1),; ou 7); désigne le iéme cosinus directeur de la normale
My =1 "0z

1 a 0f2 dirigé vers l'exterieur de ). L’opérateur % est appelé dérivée conormale
associée a 'opérateur A. Dans le cas particulier ot a;; = ¢;; (symbole de Kroneker)
on a A=A ( le Laplacien )et on retrouve pour —— la dérivée normale —.
un on
1-2) Formule d’integration par partie
La formule s’écrit :
T T
/O (1), olt)) dt + /0 (ut), () dt = (u(T), o(T)) — (u(0), v(0))

Vu,v € W(0,T) ={f / fet f € L*0,T;H)} avec H espace de Hilbert-

2) Systéme considéré et semi-groupe

2 — 1) Semi-groupe : Rappels

Soit F un espace de Hilbert séparable.

Définition 1-2

Une famille d’opérateurs (S(t)):>o bornés définie sur F est dite semi-groupe
fortement continu si

1) S(0) =1, I étant 'opérateur identité

2) S(t+s) = S(t)S(s) pour tout t,s >0

3) |1S(t)y — y|| — 0 quand t — 0T | pour tout y € F.

Ainsi S': IRY — L(F) , associe a tout ¢t > 0 un opérateur S(t) : F — F.

Définition 1-3

On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu
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S(t)y —
(S(t))t>0, Vopérateur A défini par Ay = lim w, quand cette limite

t—0+

existe.
Le domaine de 'opérateur A est défini par :
D(A) = {y ceF/ tl_i)n()&% existe} :
Une caractérisation des semi- groupes est donnée par le théoreme de Hille-
yosida suivant (voir [2],[5],[17],[25])
Théoreme 1-2
Soit A un opérateur linéaire vérifiant les conditions suivantes :
i) D(A) est dense dans F
ii) A est fermé

i11) 1l existe M et w réels tels que {\ € IR /X >w} Cpy et VE=1,2,..
M
S
LF) (A —w)
Alors A génére un semi-groupe fortement continu (S(t))i>o satisfaisant :

H(A - /\I)_kH ot p, est ensemble résolvant de A.

1S(0)] < Met 10

L’adjoint de A noté A*engendre le semi-groupe (5*(¢)):>0 adjoint de (S(t)):>0
qui est également fortement continu sur le dual F* de F - Si D(A) est dense dans
F, D(A*) est dense dans F*. Pour plus de détails voir [2]-

2 — 2) Systéme-considéré

Sur €, un ouvert borné de IR™ (n = 1,2, 3) avec une frontiére 052 assez réguliére

et pour 7' > 0, on considere le systéme décrit par ’équation d’état
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g(t) = Ay(t) + Bu(t) 0<t<T o)

y(0) =y° € D(A)

Ou on suppose que A génére un semi-groupe fortement continu (S(t));>o sur
I'éspace d’état F = L2(Q), B € L(U,F),u € L*(0,T;U), D(A) étant le domaine
de 'opérateur A et U I'espace de controle, supposé séparable de Hilbert. Le systéme

(1-2) est augmenté de la sortie

2(t) = Cy(t) (1-3)

Ou C € L(F,0), O étant 1’éspace d’observation, supposé séparable de Hilbert.
Notons y,(t) la solution du systéme (1-1) exité par le controle u (pour tout ¢,
yu(t) est une fonction de la variable z € Q). Avec les hypotheses ci-dessus, nous

savons que I’équation (1-2) admet une solution unique donnée par :

t

yu(t) = S(t)y° +/ S(t — s)Bu(s)ds (1-4)
0

Si A admet un systéme orthonormé complet de fonctions propres (w,,;) asso-

ciées aux valeurs propres (\,,), A, étant de multiplicité r,,, alors le semi-groupe

engendré par A est donné par :

Sy =% S (1, wong) W (1-5)

m>1 j=1
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3) Observabilité

La détermination de I’état d’un systéme & parameétres répartis & partir des
mesures est d'une grande importance quand on cherche a appliquer une commande
en boucle fermée sur un tel systéme.

Les mesures sont fournies par la fonction de sortie (1-3) qui s’ecrit encore

2(t) = CS(t)y° + CHyu

Cette sortie est la somme d’un régime libre avec y° & déterminer et du régime
controlé par u avec état initial nul. Le systéme étant linéaire, on peut alors étudier
’'observation de 3° en supposant u = 0.

Habituellement, on laisse le systéme en évolution libre pendant un certain in-
tervalle de temps [0, 7},,] avec T, < T pendant lequel on effectue des mesures par
I'intermediaire des capteurs, ensuite, on utilise ces mesures pour la reconstruction
de I’état initial.

L’intervalle de temps est partitionné comme suit

Mesure Calcul de y° | Controle

0 T T, T
La longueur de l'intervalle [T, T;] est fonction du volume des calculs a effectuer
et des moyens dont on dispose pour le faire. Donc pour un systéme donné (7. — T,)
est supposé fixé, mais alors comment localiser U'intervalle [T},,, T.] dans [0, T']. Toute
les simulations effectuées sur divers types de systémes montrent, de facon attendue

que :
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- La précision sur ’état intial éstimé croit avec T,
- L’energie dépensée sur I'intervalle de commande [T, T est fonction décrois-
sante de T' — T,
Remarque 1-1
Pour I’étude de I'observabilté, on peut considérer donc un intervalle
de mesure différent [0,7,,] avec T,, < T . Ici on etudie, sans risque
de confusion 'observabilité sur [0, 77 -
Considérons alors le systéme (1-2) supposé autonome (u = 0)

y(t)=Ay(t) 0<t<T (1-6)

y(0) =y" € D(A)

augmenté de la sortie
z(t) = Cy(t) (1-7)
Il s’agit donc de déterminer 1°, solution de I’équation
2(t) =CSH)y° = K(t)y® ,tel0,T)]
ou K = CS(.) est un opérateur linéaire borné¢ K : F —L?(0,T;©). L’opéra-
teur adjoint K* est donné par :
K*s = /T S*(H)C* (1)t
C* étant 'opérateur adj(c))int de 'opérateur C
En effet on a :
(Ky, Z)LZ(O,T;G)XLZ(O,T;G') = (y, K"2),

d’autre part on a :
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(Ky, Z)LQ(O,T;@)XLz(O 7;0') = (CS (), Z>L2(O 7;0)x 12(0,7;0")
T

_ / 0 2 (1) oxer dt
_ / OT (y, 5% (1) C*z (1)) dt
:/: Qy(x) (1) C*2 () dadt
:/Qy(gj OTS* t) dtdx
donc
(K9, 2) 200y (010 (y/js ()dt)o

D’ou le résultat.

Définition 1-6

Le systéeme (1-6) avec la sortie (1-7) est dit exactement observable sur [0, 7] si
F Clm K™

Proprieté 1-1 ( pour la démonstration voir [10] )

Le systéeme (1-6) augmenté de [’équation de sortie (1-7) est exactement

observable sur [0,T] si et seulement si il existe v > 0 , tel que

g llo < 1K 200y ¥ 8° € L2 () (1-8)

La notion d’exacte observabilité n’est pas toujours adaptée au cas des systémes
distribués. Ainsi, par exemple, dans le cas des systémes décrits par des équations
paraboliques, nous avons rarement exacte observabilité, divers exemples sont pré-
sentés dans [7] et [10]. Ceci a conduit a définir la notion de faible observabilité.

Définition 1-7

Le systéme (1-6) avec la sortie (1-7) est dit faiblement observable sur [0, 7]
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si KerK = {0} -
Cette nouvelle définition traduit 'injectivité de 'opérateur K, c’est a dire en-
core que deux états distincts conduisent a deux mesures distinctes -
Définition 1-8
Soit ‘H un espace de Hilbert
1)-On dit qu’un opérateur N, défini de H dans H, est défini positif s’il existe
a > 0 tel que :
(Ny.y) = allyl*VyeH
2)-N est dit positif si
(Ny,y)20VyeH et [ (Nyy) =0—=y=0]

Considérons 'opérateur N = K*K défini de F dans F, nous avons alors :

Propriété 1-2 ( pour la démonstration voir [10] )
Le systéme (1-6) augmenté de la fonction de sortie (1-7) est exactement
(respectivement faiblement) observable sur [0,T] si et seulement si l’opérateur
N est défini positif ( respectivement positif ).
Remarque 1-2
Dans les deux cas ( exacte et faible observabilité ) 'opérateur N~! existe
et alors 'état initial peut étre déterminé a partir de I’équation (1-7) par
Y = (K*K) ' K*z (1-9)
et donc 'opérateur de reconstruction n’est autre que

Kt = (K*K) ' K* (1-10)
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K™ désigne le pseudo-inverse de 'opérateur K
Proposition 1-1 ( Pour la démonstration voir [10] )
Si le systéme (1-6) — (1-7) est exactement observable sur [0,T] alors
["application
K*: I2(0,T;0) — L* ()
z—— 4% défini par (1-9) est continue.
Remarque 1-3
- La propositionl-1 montre que, pour un systéme exactement observable, la
détermination de létat initial y° & partir de la formule (1-9) est satisfaisante,
puisque 3° dépend continument des mesures éffectuées sur le systéme. Une mesure
affectée d’une faible erreur ne conduit pas a4 un état initial erroné-
- Dans le cas ot le systéme est faiblement observable, cette dépendance n’est
plus continue. Toutefois, il est possible d’approcher, dans ce cas,
Popérateur (K*K) ™" par un opérateur continu, ( Pour plus de détail voir [10])
Propriété 1-3 ( pour la démonstration voir [10],[26] )
1l y a équivalence entre :
i) (1-6), (1-7) est faiblement observable
i) Im K* = F

iii) In K*K = F

iv) Y Im S*(t)C* = F

4) Notion de capteur
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Les capteurs sont I'intermédiaire physique qui permet de recueillir des informa-
tions sur le systéme et son évolution. Ces informations sont exprimées par 1’équa-
tion (1-7).

Définition 1-9

Un capteur est défini par la donnée d’un couple (2o, f) oit Q¢ C Q est le support
spatial du capteur et f € L?(£)) sa répartition spatiale. Les capteurs peuvent étre
également de type zone, ponctuel, interne ou frontiére.

Définition 1-10

Un capteur (€, f) est de type zone si 2y est une partie d’interieur non vide de
Q, dans ce cas f € L*(Q).

Le capteur (o, f) est dit ponctuel si {2y est réduit a un point b € Q. Dans ce
cas f = d, ou ¢, represente la masse de Dirac consentré en b.

Dans le cas zone ou ponctuel, si o C 9f, le capteur (o, f) est dit frontiére.

Définition 1-11

On dira que le capteur (€, f) est stratégique si le systéme qu’il observe est

faiblement observable. Dans le cas de plusieurs capteurs (£2;, f;) on dira que

1<i<p>

la suite de capteurs est stratégique si le systéme associé est faiblement observable.

Dans le cas de p capteurs, la fonction de sortie C': F — I RP est donnée par :
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21 (t)

2(t)
z(t) = Cy(t) = (1-11)

Dans (1-11), z;(¢) est défini par :
a)- Cas d’observation zone
zi(t) = (fi,y(t)) 12(q,) » Pour 1 <i <p
b)- Cas d’observation ponctuel
zi(t) = y(by,t) , pour 1 <i<p
On suppose que 'opérateur A admet une base orthonormée de fonctions propres
(wm;) et Ay, les valeurs propres associées, A, étant de multiplicité r,,. On suppose
aussi que les mesures sont données par 'intermédiaire de p capteurs (£, fi), <i<p-

On a alors le résultat de caractérisation suivant :

Théoréeme 1-3 ( pour la démonstration ,voir [8] )
On suppose que supr,, =r < +oo , alors la suite de capteurs (), fz’)1gigp est
stratégique pour le systéme (1-6), (1-11) si et seulement si
p>r

2) rangGp, = 1 Ym > 1
Ou Gm:(Gm)ij 1<i<p,1<j<r, avec
(fir Wimy) L2 o €4S de capteurs zones

(Gm)ij =

Wiy (b;) , cas de capteurs ponctuels
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Ce résultat montre que le nombre de capteurs nécessaires pour avoir la faible
observabilité doit étre superieur ou égal au plus grand ordre de multiplicité des
valeurs propres de I'opérateur A-

Remarque 1-4

La caractérisation des capteurs fait apparaitre une condition sur le nombre mi-
nimum de capteurs pouvant assurer la faible observabilité. En fait, cette condition
peut étre relaxée avec la considération suivante :

Si on suppose que le domaine géométrique €2 dans lequel est représenté le sys-
téme (1-6) est connu avec une certaine précision, alors, a 'ordre de cette précision
pres, le choix de p = 1 capteur peut suffire pour assurer ’observabilité du systéme.
En fait, on montre que moyennant une faible perturbation de la frontiére du do-
maine {2, la multiplicité des valeurs propres peut etre ramenée a r,, = 1. Ainsi un
seul capteur peut assurer la faible observabilité du systéme ( voir [9],[23] ).

5)—Applications

On va considérer quelques applications & des situations particulieres d’un sys-
téme défini & partir des éléments suivants :

-  est ouvert borné de IR™ (n = 1,2) de frontiére OS2

- Un systéme (1-6) dans lequel A désigne le Laplacien

Ay = Ay

ce systéeme s’écrit
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%(ﬂf,t) = Ay(z,y) sur Q x10,7
y(x,0) = y°(x) sur (1-12)
y(&t) =0 sur 02 x 10,7

On consideére la fonction de sortie, donnée par (1-11), dans le cas ou les mesure
de I'état sont fournies par des capteurs internes (£, f;)i1<i<p, qui seront précisés
pour chacune des applications qu’on va voir.

On sait que A admet un systéme orthogonal complet de fonctions propres
(Wp,;), m € IN et j = 1,...1, associées aux valeurs propres (Ap)mern OU T,
désigne la multiplicité de A,,, avec \,, < 0 pour tout m et génére un semi-groupe

fortement continu (S(t));>¢ donné, pour tout y € D(A) = H*(2) N H (), par :

Tm

Sty =Y MY (Y, W) Wy (1-13)

J=1

Application 1 : ( Cas monodimentionnel )

Placons nous dans le cas ou €2 =0, al, le systéme (1-12) s’écrit :

9y

T (x,t) = @(x,t) sur ]0,a[x ]0,T]|
y(z,0) = y°(x) sur ]0,a] (1-14)
y(0,t) = y(a,t) =0 sur 0,7

Les fonctions propres et les valeurs propres correspondantes sont alors données

par :
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s
wi(x):\/gsin@ i€ IN (1-15)

a

et

P22

)\i:—? ,1€IN (1-16)

Comme pour tout ¢ € IN , r; = 1 , avec un seul capteur (p = 1) le systéme
peut étre observable. On considére alors quelques situations particuliéres.

Exemple 1-1 ( cas de capteur zone (€ f1) )

Supposons que le systéme (1-14) est observé par un seul capteur zone (£, f1)
avec O = [by — 1,01 + 1] CQ et f1 € L3(Qy)

Nous avons alors le resultat suivant :

Proposition 1-2 ( voir [8] )

Si f1 est symetrique par rapport & la droite x=by alors le capteur zone (Qq, f1)
n'est pas stratégique pour le systéeme (1-14) si % €eqQ

Exemple 1-2 ( cas de capteur ponctuel localisé en byde 2)

Supposons que le systéme (1-14) est observé par un seul capteur ponctuel
(b1, 1)

Nous avons le resultat suivant :

Proposition 1-3( voir [8] )

Le capteur ponctuel (by,0y,) est stratégique pour le systéeme (1-14) si et seule-
ment i % ¢ Q

Application 2 ( Cas bidimentionnel rectagulaire )

Reprenons le systéme (1-12) avec © =]0,a[ x |0,0[ , il s’écrit alors :
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( 3y(($187t$2)7t) _ 8@((3{;;;2),75) n GQ?J((EZ%@)J) sur O x]0,7]
y((z1,22),0) = y°(21, 22) sur (1-17)
y((§1,82),t) =0 sur 0$2 x 10, T'[

Dans ce cas, les fonctions propres et les valeurs propres correspondantes sont

données par :

2 . amxy . JTmTy ..
ij (L1, = , IN 1-18
w;j (@1, T2) \/Esm —sinT—= i, j € (1-18)
Z'2 ,j2 ) o
/\ij:_ ¥+b—2 ™ 1,7 eIN (1—19)
On sait que si :
CEQ=—rn=1 (1-20)

avec la condition (1-20), un seul capteur (p = 1) suffit pour observer 'état du
systéme. On va examiner deux types de capteur.
Remarque 1-5

Dans le cas ot le systéme (1-17) est donné avec les conditions de Newman, ie

dy (€1, ¢2) 5 1)
n

données par

= 0, sur 02 x ]0,TY], les fonctions propres correspondantes sont

2 1T JTT2 .
wij (21, 12) = \/%cos ——cos i,j € IN (1-21)

les valeurs propres étant les mémes que (1-19)
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Exemple 1-3 ( Cas de capteur zone a support rectangulaire )

On suppose que le systéme (1-17) est observé par un seul capteur zone (21, f)

avec Qy = [by — I1,by + 1] X [by — la,ba + 1] C Q et f; € L? (1) nous avons le

résultat suivant :

Proposition 1-4 ( voir [8] )

Le capteur zone (Qq, f1) n'est pas stratégique pour le systéme (1-17) si

i) %1 € @ ( respectivement %2 €Q)

i1) f1 est symétrique par rapport au plan x1 = by ( respectivement xo = by )
Exemple 1-4 ( Cas de capteur ponctuel localisé en ¢ de )

Supposons que le systéme (1-17) est observé par un seul capteur ponctuel (c, d,)
nous avons le resultat suivant :

Proposition 1-5 ( voir [§] )

Soit ¢ = (by,by) € Q, le capteur ponctuel (c,d.) est stratégique pour le systéme
(1-17) si et seulement sz’,% et b—b2 ¢ Q.

Application 3 ( cas bidimentionnel circulaire )

On se place dans le cas bidimentionnel avec un domaine circulaire Q = D(0,1) C

IR? ( D(0,1) represente le disque unité centré en zéro ). Dans ce cas, il faut au

moins deux capteurs (p = 2) pour envisager I'observabilité de (1-12).

Nous allons examiner le cas de capteurs zones et de capteurs ponctuels.

a) Cas d’observation zone
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(fr,y(@) 20y

(f2, (1) 12(0y)

2(t) =

b) Cas d’observation ponctuel

y(x§, 1)

y (x5, 1)

2(t) =

Nous avons le resultat suivant :

Proposition 1-6 ( Capteurs zones ) ( voir [8] )

Supposons que le systéme (1-12) est observé par deux capteurs zones (Qq, f1)
et (Qa, f2) avec 01,0y CQ, fr € L2 () et fo € L? ().

Supposons en plus que les supports 21,y des capteurs présentent une symétrie
radiale par rapport a 0 = 01et 0 = 05, alors

le couple de capteurs zones (£, fi)lgng n’est pas stratégique pour le systéme
(1-12) si pour tout i,1 < i < 2, f; est symétrique par rapport au plan 6 = 0; et
b c g
T

Proposition 1-7 ( Capteurs ponctuels) ( voir [8] )

Supposons que le systéme (1-12)est observé par deuz capteurs ponctuels (x5, x5)

Si les capteurs sont reperés par leurs coordonnées polaires x§ = (R;,0;),i =1,2

alors

i) Le couple de capteurs ponctuels (:L’Z‘?, - n’est pas stratégique pour le

1<5<2

0z:)
systéme (1-12) si pour tout i,1 < i <2, % €Q
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i1) St Ry = Ry alors le couple de capteurs ponctuels (xf, 593;:)

—%aq

™

1<i<a est stratégique

pour le systéeme (1-12) si et seulement si

Remarque 1-6

i) Ces résultats indiquent les mauvaises localisations des capteurs quand on
veut observer I’état du systéme

i1) Si les capteurs sont de type zone, il est naturel de considérer, du point de
vue physique une observation uniforme sur la zone et nous aurons bien ’hypothése

de symétrie faite dans les propositions précédentes-



CHAPITRE 2

Sur ’observabilité régionale des systémes

paraboliques

La variable spatiale, souvent cachée dans des espaces de dimension infinie, a été
peu exploitée. Dans cette partie on rappelle un concept ( voir [12], [24]) qui non
seulement constitue un enrichissement de ’analyse des systémes mais aussi met
en relief I'importance de la variable spatiale et par conséquent exploite au mieux
la nature distribuée du systéme. Il s’agit de ’analyse focalisée sur une partie du
domaine spatial {2, on parle alors d’analyse régionale. Le concept de I'observabilité
régionale est ’etude de la possibilité de reconstruction de 1’état initial sur une
partie interne w du domaine d’évolution €2 du systéme, connaissant la dynamique
du systéme et des mesures effectuées sur un intervalle de temps fini. L’interét de ce
concept est capital quand on sait qu’il y a des états qui ne peuvent étre construits
que sur une région du domaine sur lequel le systéme est défini.

1) Observabilité régionale

Soit © un ouvert borné de IR" ( n = 1,2, 3) de frontiére 0f) assez reguliére, soit
10, 7' 'intervalle du temps fini et w une région (cible) de 2 de mesure de Lebergue

non nulle. On note Q = Q x 0,7 et ¥ =002 x ]0,T[ avec 0 < T' < +00

27
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Considérons le systéme autonome décrit par

Wien) = Ayet)  Q
y(2,0) = y°(2) Q (2-1)
Y€1) =0 S

Ou lopérateur A est générateur d’un semi-groupe fortement continu sur 1’es-

pace d’état F =L? (). Le systéme (2-1) est augmenté de la fonction de sortie

Z1 (t)

) = Cyty = | 21 (2-2)

zp (1)

avec

2 (t) =y (b;,t) , b; € Q dans le cas ponctuel

2z (t) = / y (z,t) fi (z) dz ; C Q dans le cas zone
L’opérateur % € L(F,IRP), dépend de la nature et du nombre p de capteurs
considérés. On considére la fonction restriction :
Vot LA(Q) — L2(w)
Y XY =Yl
dont I'adjoint X5 LA (w) — LA(Q)

est défini par :
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y(x) T EwW

0 reNNw

Rappellons que le systéme (2-1), (2-2) est exactement ( resp faiblement ) ob-
servable si Im K* = F (resp Im K* = F ). Voyons ce que sont les définitions du
concept d’observabilité régionale.

Notons F,, = L?*(w) et introduisons les définitions suivantes :

Déf inition 2-1

i) Le systeme (2-1),(2-2) est dit exactement régionalement observable sur w
(ou exactement w— observable) si

Imy K* = F, (2-3)

ii) Le systéme (2-1), (2-2) est dit faiblement régionalement observable sur w (ou

faiblement w— observable) si
K = F. (2-4)

De ces définitions résultent diverses propriétés :

Propriété 2-1 ( voir [8] )

i) Le systéme (2-1), (2-2) est dit exactement w— observable si et seulement si,
il existe v > 0 tel que :

Vy € L? (w) 8 ||y||L2(w) < ||KXZ?J||L2(0,T;9) (2-5)
i) Le systéeme (2-1), (2-2) est dit faiblement w— observable si et seulement si :
KerKy!, = {0} - (2-6)

Remarque 2-1
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Il est évident que si un systeme est exactement w— observable alors il est
faiblement w— observable. Par ailleurs I’exacte observabilité implique 1’éxacte ob-
servabilité pour tout w C €2, en effet

soit y € L? (w) donc x*y € L? (), d’aprés (1-7) de la proprieté 1-1 on a

IE XY 2.0y = 7 IV L2y = Y N0l L2

d’ou le resultat.

Propriété 2-2

Le systéeme (2-1),(2-2) est exactement w—observable ( respectivement, faible-
ment w—observable ) sur [0,T] si et seulement si lopérateur x ,K*Kx} est défini
positif ( respectivement positif )

Preuve :

a) Si x,K*Kx? est défini positif , alors il existe a > 0 tel que :

B EXY W) 20y 2 @ (Yl 2 VY € L (W)
(K*KXLY, X Y) 20y = @ HZ/“iz’(w) Vy € L? (w)

T
< | st wees @ X*y> > alyl2a, ¥y € 12 (@)
0 L2()

T
[ (€3O 0s Ox e = alyla, v € 12 )

<~
<
<

T , ;
= [ IR Ol oyl e 2 @)

0

. 112 2

— HKwa”[?([)’T;Q) 2 « ||yHL2(w) Vy € L2 ((JJ)
<= Le systéme (2-1), (2-2) est exactement w—observable

b) Si x,K*Kx? est positif, alors

X EXLY Y) 2y = 0 VY € L? (w) et
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<XwK*KXZ;y7y>L2(w) =0= Y= 0
Ona:
KXY ) 120y = CKXGY, X0V) 120
T
:</ﬁSWﬂC%%WOXMMth>
0 L3(Q)

T
_ / (S* (£) C*CS ()Xol Xo) 1oy

0

_ / (CS () X3y, CS (1) x5y) dt

0
T
= [ UK Ozl de = K0 > 0
d’autre part
[WJWK%MMHM=0=$y=ﬂ
= KXl ore = 0=y = 0]
=  [Kxy=0=y=0
= Le systéme (2-1), (2-2) est faiblement w—observable
Dans les deux cas ( exacte et faible observabilité sur la région w ) 'opérateur
(x,K*Kx5) ™" existe.
Propriété 2-3
Si le systéeme (2-1),(2-2) est exactement observable sur [0,T] alors 'opérateur
(x,K*EKx*)™" est continu
Preuve :
Le systéme (2-1), (2-2) étant exactement observable (d’aprés la propriété 2-2) il
existe a > 0 tel que <XwK*KX:;y,y>L2(w) >« HyHiQ(M) Vy € L* (w) et un opérateur

T, linéaire et continu, est inversible et d’inverse continu si et seulement si
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il existe m > 0 tel que m ||y|| < || 7yl

or

X B XY 2 19220y > KT EXLY 9 2y 2 @ [l

d’ou

XK EXYN 120y = @ llyll 2,y et donc le resultat.

Dans le cas ou le systéme (2-1), (2-2) est faiblement w—observable I'opérateur
(x, K*K X;‘J)fl n’est plus continu. Toutefois, il est possible d’approcher, dans ce
cas, Popérateur (y ,K*K X:)_l par un opérateur continu ( pour plus de détail voir
10))

Propriété 2-4 ( voir [8] , [26] )

i) Le systéme (2-1),(2-2) est exactement w— observable si et seulement si

Kerx, + ImK*=F (2-7)
i) Le systéme (2-1),(2-2) est faiblement w— observable si et seulement si
Kerx, +ImK*=F (2-8)

Remarque 2-2

- Le choix de la norme dans (2-5) nécessite quelques précautions car dans le
cas de mesure ponctuelles I'opérateur C' n’est pas borné.

- Un systéme qui est exactement ( resp.faiblement ) observable est exactement
( resp.faiblement ) régionalement observable.

- Un systéme qui est exactement ( resp.faiblement ) régionalement observable
sur w; est exactement ( resp.faiblement ) régionalement observable sur tout ws C

wi.
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- Il existe des systemes qui peuvent étre régionalement observables sans étre

observables. C’est le cas du systéme décrit par I’équation parabolique suivante :

dy B 0%y

E(z,t) = @(x,t) 10, 1] x 10, T

y(0,8) =y(1,¢) =0 10, 7] (2-9)
y(0) =y° 0,1

O 4/° est supposé inconnu. Le systéme (2-9) est augmenté de la sortie
(1) = (b, 1) (2-10)
Nous sommes dans le cas d’une mesure ponctuelle localisée en b, (b € ]0,1[NQ).

Le systeme (2-9)s’écrit :

2

OuA=—
h 0x2’

génére un semi-groupe fortement continu (S(t));>o donné par :

+00 A
S(tyy = 3 et (y, ws) w
=1
W; ) - i) etant respectivement les 1onctions €t 1es valeurs propres de 1'ope-
(Wi)s=q » (Ai);>; Etant respecti t les foncti t1 1 propres de I’opé

rateur A. La fonction de sortie (2-10) s’écrit alors :

2(t) = 35 N (0, w) wi(b)

=1

Corollaire 2-1 ( Pour la démonstration voir [26] )
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Le systéme (2-9), (2-10) n’est pas faiblement observable sur |0, 1] mais peut étre
faiblement observable sur une région w = |a, 8] C 10, 1] pour «, 3 convenablement
choisis -

2) Interéts

La notion d’observabilité régionale est mieux adaptée a I'analyse des systéemes.

- Les définitions (2-1) sont générales et englobent le cas de I'observabilité globale
(casw =)

- La reconstruction de I’état sera plus précise dans le cas régional. En effet si
y¥ désigne I'état a estimer et §° I'état estimé, alors on a :

19° = 3l Loy < 19" = Pl 120

3) Reconstruction régionale de 1’état

Dans cette section on s’interesse au probléme de la reconstruction régionale
de I'état du systéme a partir des mesures effectuées sur un intervalle de temps
fini approche développée ci-dessous est une extention de I'approche HUM. En
particulier la reconstruction régionale de 1’état du systéme (2-1) est ici considérée
pour A = A ( le Laplacien ), on suppose que les mesures sont effectuées par un
seul capteur. Dans le cas multiplicateurs, ’approche est identique et les résultats

se généralisent sans dificulté. Considérons le systéme

%(x’t) :Ay(ft,t) Q@
y(z,0) = y°(x) Q (2-11)

y(&,t) =0 by
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Pour y° € L? (Q) le systéme (2-11) admet une solution unique y appartenant &

L2(0,T; HY ()N C(0,T; L*(Q)) ( voir [5],[24] ).
3-1) Observation zone interne
Supposons que le systéme (2-11) est augmenté de la fonction de sortie
A0) = (5(0). ) ey (212

Le systéme (2-11) étant en évolution sur tout €2, le probléme de 'observabilité
sur la région w de €),consiste & déterminer I’état initial, supposé inconnu, sur la
région w.

Si on note :

sur w

Yy sur Q\w

Le probléme consiste & reconstruire 3 & partir de la connaissance de (2-11) et

(2-12). On consideére alors I’ensemble
G={" € L?(Q) /¢®’=0sur Q\w}

Pour ¢° € G, considérons le systéme

0 (0,t) = Ap(a,t)  Q

ot
o(z,0) = () QO (2-13)
p(&1) =0 )

qui admet une solution unique ¢ € L2 (0,T; H} (2)) N C (0,T; L*(Q)) ( voir

[5],[24] ).ce qui permet de définir sur G la semi-norme
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T
P eGP = [ (e Oyt 214

et considérons le systéme retrograde de (2-13)

s

=, (1) = A (@, 1) + (.9 (D) 20) X (1) f () Q
b T) = 0 0O (2-15)
B(ED) =0 .

controlé par la solution ¢ (t) du systéme (2-13) et qui admet une solution unique
v e L*(0,T;HY (Q)) N C(0,T; L (2))( voir [5],[24] ). La résolution du systéme
(2-15) fournit ¢ (x, 0) qu’on note par ¥° (). Considérons alors I'opérateur Ay défini
de G dans F par
hog? = P (%) 216
ou P = X&Xo

Soit maintenant le systéme retrograde de (2-11)

_% (2,1) = A&(x,1) + {£,4 (1) 12 ) Xao (7) ()

Q@
2, T) =0 Q (217
D

2(&,t)=0

controlé par la solution y (¢) du systéme (2-11) et qui admet une solution unique
ze L*(0,T; H} () N C(0,T;L*(Q)) ( voir [5],[24] ). La résolution du systéme

(2-17) fournit 2 (x,0) qu'on note 2°(x). Si ¢° est convenablement choisi dans G,
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c’est & dire tel que ¢)° = 2°

sur w, alors le probléme de ’observabilité sur la région
w revient a résoudre I’équation
Aogp? = P (2°) (2-18)

On a alors le résultat suivant

Théoreme 2-1

Si le capteur (o, f) est stratégique alors la semi-norme (2-14) devient une
norme et l’équation (2-18) admet une solution unique ©° qui correspond a 10 a
observer sur la région w.

preuve

i)- En effet, Soit (w;),-, les fonctions propres de 'opérateur A et (A;),, les

Jj=z1
valeurs propres correspondantes, (2-14) définit bien une norme puisque pour ¢°
€eGona

|°] = 0 <= (f, ¢ (t)) = 0 sur [0, T] autrement dit

;rije)\jt (0%, wy) (f, wj>L2(QO) =0 sur [0,7], on déduit

<900awj> (fs wj>L2(QO) =0 Vj=>1

le capteur (€, f) étant stratégique ceci conduit a (f, w;) 12(9) # 0 V7, il vient
alors

(" w)) =0Vj>1iep’ =0

ii)- Soit G le complété de G par rapport a la norme (2-14), il est muni du

produit scalaire associé (.,.)s et G* désigne son dual.
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Montrons que I’équation (2-18) admet une solution unique, pour cela nous
allons montrer que 'opérateur A est un isomorphisme de G dans G*. En multipliant

(2-15) par ¢ solution de (2 — 19) il vient
T

- [ Goeo)i- [ @ao.o@id= [ FeOhma Fe O

0
T

2
= /0 (f, 0 (D) T2 dt
2
=¥l
d’autre part en integrant par partie, il vient

—/O <zz’»<t>,so<t>>dt=/0 (W (8), 6 (1) dt — (o (T) 6 (T)) + {0 (0), % (0))
=/0 (W (8), 6 (0) dt + {0 (0) .4 (0))

en utilisant la formule de Green on a

_/0 (Aw(t),so(t»dt:—/o <¢(t),Ago(t)>dt+/2wg—‘gdz_/2¢%d2
= —/0 (1 (t), Ap (t)) dt
par suite on obtient

_/0 <%/U(t)a90(t)>dt—/ (A (1), 0 (1)) dt =
/ WO 2O i+ () - (W (1), Do (1) di

= [ 0= Do) 0 @) (.07
— <(,00; w0>
ce qui donne finalement

(Roe®, %) = ll¢°ll; V¢° € G (2-19)
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Soit maintenant ¢° € G et ¢ (t) la solution correspondante du probléme (2-13),
en multipliant (2-15) par ¢ (t), en integrant par partie et en utilisant la formule
de Green comme on I’a fait ¢i-dessus, on obtient

T
A8 = [ {0 Oy U2 Oy
= (% ")
<16 1% vt " e @

Cette derniére inégalité nous permet de prolonger 'opérateur Ay, de maniére
unique, en un opérateur linéaire et continue de G dans I'éspace dual G*

d’otu I'isomorphisme de 'opérateur Ay de G dans G*.

3-2) Observation ponctuelle interne

Dans ce cas le systéme (2-11) est augmenté de la sortie

z(t) =y (b, 1) (2-20)
ou b désigne 'emplacement du capteur ponctuel. On consideére 'application
# €Gr|lle = Jo & (bt dt (2:21)

qui définie une semi-norme sur G et soit le systéme retrograde de (2-13)

_%(x,t) = AY(z,t) + o (b,t)d(z—b) @
V(@.T) = 0 2 )
Y(ET) =0 >

Il admet une solution unique v € L?(0,T; H} (Q)) N C(0,T; L*(Q)) ( voir

[5],[24] ). La résolution de(2-22) fournit 1 (z,0) qu’on note 1° (), on considére
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alors le méme opérateur Ay défini comme dans (2-16) et soit le systéme retrograde

de (2-11)
—%(m,t) =AZ(z,t)+ y(b,t)o (xr—b) Q
(2, T) = 0 0 (2-23)
z2(&,t) =0 by

Il admet une solution unique 2 € L*(0,T; H () N C(0,T; L*(R)) ( voir
[5],[24] ). Le probléme d’observation sur la région w revient donc a résoudre 1’équa-
tion

Aop” = P (2°) (2-24)

Théoreme 2-2

Si le capteur (b,d,) est stratégique alors la semi-norme (2-21) devient une
norme et l’équation (2-24) admet une solution unique ©° qui correspond a 10 a
observer sur la région w.

La démonstration est identique au cas zone (pour plus de détail voir [26])

4) Approche numérique

Dans ce paragraphe, nous présentons une démarche de résolution de 1’équation
(2-24) en vue d’une simulation numérique.

On suppose que le systéme (2-11) est observé par un seul capteur ponctuel
interne (b, dy).

La méthode consiste & déterminer, dans la base (w;) i>1» les composantes A;; de

lopérateur Ag, le capteur étant ponctuel en b on a d’aprés (2-19)

(Ao, %) = 105 = [ ©* (b, t)dt ¥ € G
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or

¥ (b> t) = ; et <9007 wi>L2(w) Wi (b)
en posant )

<9007 wi>L2(w) = 90?
il vient
6(,\1-+A-)T7
(Ao, ©°) = Z>:1 Pl (b) w; (b) S5
¥ Et
Si AOZ (AU) i,jzl,OO
nous avons
6(A,-+Aj)T_
Aij = wi (b) w; (b) “ 55—
d’autre part on a V¢° € G
(P(22),0%) = (2,6 12
= ; <9007 wi>L2(w) <20a wi>L2(w)
= T 020

i>1
ou

5? = (2 7wi>L2( )
avec
20 =2(0)= [1 s ) CCyt)dt = [o5(t)y(bt)d (x—b)dt

= Loy (b,8) 3= (5 (- =), wi) wy
k>1
= fo Ml k (b) wy

k>1
ce qui donne
=X Jo y(b,0)eMtw

<Z0 wl L2(w) — (b) dt <wk7 wi)Lz(w)
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en faisant une tronquation des sommations a 'ordre M, le probléme (2-24) sera
approché par la résolution du systéme linéaire
iAiM? =20 i=1M (2-25)
ou on a ;);is
M
2) = kgl fOT y (b, t) ety (b) dt {wy, Wi) 2 () (2-26)
5) Simulations numeériques
Les simulations numériques sont faites dans le cas monodimentionnel ot on a
pris © =10, 1[ et w = ]0.4,0.6[, la région ou I’état est a observer.
Exemple

On consideére le systéme parabolique monodimentionnel décrit par

y (z,t) 0%y (z,t)

ol 2ve 10,1] x 10, T
y(0) =y’ 10, 1] (2-30)
y(ovt):y(lat):() ]OvT[

L’observation est ponctuelle et donnée par
z(t) =y (b,t) avec b= 0.978
La valeur initiale 3° & reconstruire sur la région w est choisie par
y° (x) = xsin(4rz)
comme

y(b,t) = ; eNt (Y0, wj) w; (b)
~ f: e (40, ;) w; (B)
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08—
06
04-]
02
00 -
02
04

-0,6

-0,8

-10

0:0 ' 0|,2 ' 0:4 ' 0:6 ' 0|,8 ' 1:0
Etat initial ( en continu ) et I'état inial estimé ( en pointillés)

il vient d’aprés (2-26)
T .
2 =303 [o €Y ) diwg (b) wy (D) (wr, wi) 2,
M
(Ak+2)T _
= Z (y°, w;) wi (b) wy () W (wk’wz‘hz(w)

Les composantes 22 du vecteur colonne du systéme linéaire (2-25) étant main-
tenant connues, on peut alors proceder a sa résolution. Pour cela on a élaboré un
programme en fortran dans lequel on a utilisé la triangularisation de Gauss et I'in-
tegration approchée par la méthode des trapezes généralisée. Les résultats obtenus,
en prenant M =5 et T' = 2, nous ont permi de tracer le graphe, representé par la
figure 2-1 avec une erreur

197 = Yl 12y = 7-667.107° ot y represente I’état initial estimé



CHAPITRE 3

Observabilité régionale interne des systémes hyperboliques

1) Systéme considéré
) étant un ouvert borné de IR™ (n =1,2,3 ) de frontieére 02 assez réguliere.

Considérons le systéme décrit par ’équation hyperbolique

Y (w1) = Ay, ?
Ve 0 =) R0 =@ o ()
y(G1) =0 -

A étant Iopérateur elliptique linéaire du second ordre donné par :

LG 0
A=) a—%(aija—%) (3-2)

ij=1
et vérifiant :
aij € CH(Q) telqu'il existe a > 0 et

n

> aiCil; > a f;l G2V ¢ = (CpyCaronnCy) € TR (3-3)
pe

ij=1

avec ai;=a; 1<1,7<n
\

Le systéme (3-1) est augmenté de la fonction de sortie

2(t) = Cy(t) (3-4)

44
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C : L*(Q) — IRP désigne I'opérateur d’observation dépendant de la nature

et du nombre p de capteurs considérés. Soit D(A) = H}(Q) N H?*(Q) le domaine de

lopérateur A, et F = L2(Q2) x L?(Q). On considére I'opérateur A = ’ !
A 0
défini par :
- | N Y2 . .
A = V (y1,2) € D(A) Ou  D(A) = D(A) x H} ()
Y2 Ay

A est un opérateur linéaire engendrant un semi-groupe fortement continu S(t)
sur F. Par ailleurs si (w,,;) est la base de fonctions propres de I'opérateur A, pour

Dirichlet, et A, les valeurs propres associées, \,, étant de multiplicité r,,, alors
(1 Wi
= avec :

pour tout (y1,ys) dans F on a S(t)
Y2 W

> [(yl, Wyyj) COS /= At + i\ (Y2, Wyyj) sin \/—)\mt] Winj
j=1 "

Wy =>"

et (3‘5)

Wo=3" 3 [= V=2 (Y1, Winj) Sin V=t + (Y2, Winj) €OS /= Apt] Wiy
\ m j=1

Le produit scalaire étant dans L?(2) ( pour plus de détail voir [10]). L’opérateur

A permet alors de définir le systéme (3-6) suivant équivalent au systéme (3-1). En

effet, il suffit de considérer :

y(t) = Ay(t) O<t <T (36)



46

. , ] y(t) o |V
Dont la variable d’état est (t) = y Y=
Ay (1) 1
ot Y
9y (1)
A ot
et y(t) = a2y (t)
ot?

Le systéme (3 — 5) est augmenté de la sortie
z2(t) = Cy(t) (3-7)
ot on a pris C' = (C,0) . Le systéme (3-6) admet une solution unique donnée
par
g(t) = S(t)y° (3-8)
(3-7) peut s’écrire alors sous la forme
Z(t) = K(t)y° ou K = C'S(.) apparait comme un opérateur linéaire borné
de F dans L%(0,T; IRP), K* est Popérateur adjoint de K.

A partir de 13, les notions d’exacte et de faible observabilité se définissent
comme aux paragraphes précédents & 1’aide de I'opérateur K. Donc, dire que le
systéme (3-6) , (3-7) est exactement observble si :

ImK* = F

il est faiblement observble si

Im K* = F
2) Observabilité régionale

Soit A opérateur différentiel lineaire d’ordre deux défini par (3-2) et verifiant

(3-3).
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Soit 2 un ouvert borné de IR" ( n = 1,2,3 ) de frontiére 0f) assez réguliére.

On considére le systéme décrit par I’équation

—82%(;,25) = Ay(z,1)
yw,0) =), 20D _ iy o 39)
y(G1) =0 )3

Les conditions initiales 3° et y'sont supposées inconnues et le systéme (3-9) est

augmenté de la fonction de sortie

2(t) = Cy(t) (3-10)
Ou C' désigne 'opérateur d’observation dépendant de la nature et du nombre
p de capteurs considérés.
Soit w un sous-domaine ( une région ) du domaine 2 supposé non vide.
on définit 'opérateur restriction suivant
Xo : L2(9) x L3(Q) — L*(w) x L?(w)
(Y1,92) — (Y1, 92) |w

dont 'adjoint X : L?(w) x L*(w) — L*(2) x L*() est donné par

(y1,32) (@) TEW
0 r € QNw

X5y, yo) =

Déf inition 3-1
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i) Le systeéme (3-9), (3-10) est dit exactement régionalement observable sur w

(ou exactement w—observable) si
Im (¥, K*) = L*(w) x L?(w)

ii) Le systéme (3-9), (3-10) est dit faiblement régionalement observable sur w

(ou faiblement w—observable) si
T, K = A(w) x L)
Proposition 3-1
1 Le systéme (3-9), (3-10) est exactement w— observable si et seulement si
Kery, +Im Y x,K* = L*(Q) x L*(Q)
2 Le systéme (3-9),(3-10) est faiblement w— observable si et seulement si
Kerx, +Im x5 v, K* = L2(Q) x L(Q).

Preuve

1) — Soit § € L*(Q) x L*(Q) donc y,j € L*(w) x L?*(w), puisque le systéme
(3-9), (3-10) est exactement w—observable, il existe z € L*(0,T;60) telque Y, ,j =
Yo K*2 = X XX, K* 2, done Y, (51— X! X, K*2) = 0, en posant §j = 4; + 17 avec §; =
U— X X K"z et 4o = XX, K*2, il vient 3j; € Kery,, et §o € Im \* x K*L?(w) x
12(w)

-Iversement

Soit § € L?(w) x L*(w) donc X*y € L*(2) x L*(Q) il existe alors §; € Kery, et
72 € Im XX, K™ telque X.§ = g1 + 72 ceci implique X, X5 = Xu¥1 + Xofz2 = Xu2:
ie § = X, 2 O o = VX, K*2 dott § = Y, X X K*2 = \,K*2z par conséquent

Im(y,K*) = L*(w) x L*(w).
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2)— Soit y € L*(Q) x L*(Q) donc .,y € L*(w) x L*(w), puisque le sys-
teme (3-9), (3-10) est faiblement w—observable, il existe z € L?(0,T;60) telque
}})‘(wy— )‘(wK*sz < e (Ve >0),en posant § = 4; + ¥ avec §1 = ¥ — X:X,U et
U2 = XXy il vient

Xwl1 = Xw¥ — XuXoXo¥ =0
et 172 = XEXE 2| = [|X0 (¥ — XK 2)
= [y =X K2l < e
d’ou
Y2 Emet donc y € Ker)_(w+W.

-Iversement

Soit § € L?*(w) x L*(w) donc x*y € L*(Q) x L*(R) , il existe alors (71, 7s) €
Kery, x Im Y5X, K™ telque X57 = 71 + 7

ceci donne Y X 7 = X, (71 + 72) = X2

Ona:|[g— v Kz =[xt — xuK*2||,
= IX5 Xl — X5 X2,
= ||R (@ — X5 X K22),
< |7 = X XuK22]g <& Ve >0

d’ou

y € Imy K* ie Imy, K* = L*(w) x L*(w).
Remarque 3-1
-Le systeme (3-9), (3-10) est faiblement w—observable si et seulement si

KerK x* = {0}.
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-Un systéme non globalement observable peut étre régionalement observable.

Ceci est illustré par I'exemple suivant :

Exemple 3-1
9%y 9%y
atQ( t) = a ('T’t) ]0,1[X]0,T[
y(,0) =1 (z) , % (2,0) =y ' (x) 10,1 (3-11)
y(0,1) =y (1,1) = 10,7

y° et y! sont supposés inconnus sur ]0, 1|

Le systéme (3-11) est augmenté de la fonction de sortie donnée par

z(t) =y (b,1) (3-12)

On prend b = % et on choisit
y° (x) = cos (rx) et y'=sin(27x)
y" et ! ne sont pas observables sur |0, 1] mais peuvent étre observables sur une
région w choisi, en effet

on a

K(?Joayl) Z[y w] Ccos y/— t+ y w] sin y/— t}wj
=v2 Y | w;)cos/— t—i— (y', w; sm\/_t}s1n< )

jE2IN+1
Comme (y°, w;) = 0 et nous avons ‘v’j € QIN +1

(v, w;) = \/§f(1) cos (mx) sin (jmx) dx

V2

:TIé[Sin(l‘f‘j)Wﬂf—FSin(j—l)ﬂx]d:c
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V2 1 , 1
=—— —,(cos(l—i—])w—l)—l—m

> [T )= (cos(j—1)m—1)

et
(y' w;) = ﬂfé sin (27rx) sin (jrz) dx
(1) [cos (j —2) mx — cos (j + 2) wx] dx
1
I
(j+2)ﬂ_81n(j +2)7
il vient K (y°,y') = 0 et donc le systéme (3-11),(3-12) n’est pas faiblement

observable sur |0, 1].

1
3 [, on montre alors que
KXiXeo (0% y") #0

pour cela on procéde par I'absurde. On suppose donc que Kx*x,, (v°,y') =0

d’autre part si on prend w = }

ie

E (y°, w;) L2(w) €08/ — t+\/_ yt w;) 12w smw At w; (b

comme pour T assez grand, les fonctions ( sin\/=X;t);>1 et ( cos /= A;jt);>1
constituent un systéme orthonormé complet dans L?(0,T)
il vient alors
<yo7wj>L2(w) w; (b) = <?Jlawj>L2(w) w; (b)) =0Vj > 1
mais pour tout 7 € 2IN +1on a

w; (b) = V2sin(j5) #0
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ce qui donne necessairement
<yo7wj>L2(w) = <y1,wj)L2(w) =0Vj€e2IN+1
or pour j =5 ( par exemple ) on a

5/6

(Y, ws) 12y = \/5/ cos(mx) sin (57x) dx

2/6
5 [5/6
= g/ (sin (6mz) + sin (47z)) dx
2/6
\/§

" om

dot K%, (4% y") # 0.

3) Interéts

La notion d’observabilité régionale est mieux adaptée a I'analyse des systémes.

- Les définitions (3-1) sont générales et englobent le cas de 1’observabilité globale
(casw=1Q)

- La reconstruction de I’état sera plus précise dans le cas régional. En effet si
y° désigne 1'état & estimer et §° 1'état estimé, si y'désigne la dérivé de I'état a
éstimer et 'la dérivé de ’état estimée alors on a :

19 = Pl o) + 19" = G 2y < 190 = Pllpag) + 119" = 7'l 20

4) Reconstruction régionale

Le sujet de cette section est d’adapter la méthode HUM ( Hilbert Uniqueness
Method ), développpée par Lions ( [19] ), au cas de l'observabilité régionale des
systémes hyperboliques. En particulier la reconstruction de 1’état intial du systéme

(3-9) est ici considérée pour A = A ( le Laplacien ).
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4-1) Observation de ’état
Pour (y°,9') € HY(Q) x L*(Q) et f € L*(p) avec Qy C €, on considere le

systéme suivant, décrit par ’équation des ondes.

—82%(;’t) = Ay(z, )
y(z,0) =y°(x) , 8y<§;’ 0 _ y'(v) 0 (3-13)
y(¢,1) =0 5

Ce systéme admet une solution unique y € C(0,T; H}(2)) N C*(0,T; L*(Q)),
( voir [21],[24] ) et est augmenté de la fonction de sortie
(0) = ), f) o (314)
ou f est la distribution spatiale du capteur considéré et €2y son support.
Soit Gy ={(£° ') € HI () x L?(Q)/p° = o' = 0 sur Q\w}
Le probleme de 'observabilité régionale peut étre résolu au moyen de I’approche
suivante :

Pour (%, p!) € G le systéme

TALD _ g, ) Q
o0 =), o _ gy o 315
p(¢1) =0 2

admet une solution unique € C(0,T; H}(2)) N C*(0,T; L*(Q) (voir [21],[24]).

Ceci permet de définir sur (G; la semi-norme suivante
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1 Dl = (/T (1), 7200 dt)é (3-16)

0
On considére le systéme retrograde

% = A¢(x7 t) + <S0(t)v f>L2(QO) XQO (ZL‘) f(m) Q
Y(,T)=0, % =0 0 (3-17)
¢<C7t> = 0 E

qui admet une solution unique v € C(0,T; H}(Q)) N CY(0,T; L*(Q)) (voir

[21],[24]). La résolution du systéme (3-17) fournit ¢(z,0) qu’on note par ¥°(z)

et —a¢(8xt’ 0) qu’on note par o' (x). Soit alors A; I'opérateur défini par
A (9% 9Y) = P (=", 1) (3-18)

Soit le systéme retrograde du systéme (3-13)

’ Z(ta;t) = AZ(x, 1) + (Y(t), [) r2(0,) Xao () f ()
Ao T) =0, Z(g’"; A Q (3-20)
Z(Ca t) =0 b

0z(x,0)
ot

qu’on note par z!(z). Si (¢°, p!) est convenablement choisi dans G c’est a dire de

La résolution du systéme (3-20) fournit z(z, 0) qu’on note par z%(z) et

telle sorte que ¥° = 20 et ¢! = z' sur w alors le probléme d’observabilité sur la

région w revient a résoudre 1’équation

Ay (9007Q01) = 73(_21720) (3‘21>
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On considére la décomposition suivante :

0 1
Y sur w Y sur w

Y = ! et yt = ! (3-22)
9 sur Q\w va sur Q\w

Remarque 3-2

Parmi les choix de ¢ et ¢! qui réalisent 1/° = 2° et ¢»' = 2! sur w on a ¢° = 70
et ! = yl. Ce choix n’est pas nécessairement unique mais si on montre que
l'opérateur A; est un isomorphisme alors I’équation (3-21) admettera une solution
unique (¢, p') qui coincidera avec (3?,y1) a observer sur w-

Théoreme 3-1

Si le capteur (S, f) est statégique alors la semi-norme (3-16) devient une
norme et U'équation (3-21) admet une solution unique (¢°, ') qui correspond a
(v?,y1) a observer sur w-

Preuve

i) Soit (w,) les fonctions propres de 'opérateur A et (\;) les valeurs propres
correspondantes, (3-16) définit bien une norme sur Gy. En effet pour (¢°, ¢') € Gy

ona | (¢%¢")lg =0 (@), f) 1200, = 0 sur [0,7] autrement dit
1

+o0 <90 w‘> )
O w;) cos /=t + 2 sin \/—\t| (w;, =0 (323
]; <90 J> J \/_—)\] J < J f>L2(QO) ( )

Pour T' assez grand les fonctions ( sin y/—A;t);>1 et ( cos /—A;t);>1 constituent

un systéme orthonormé complet dans L?(0,T) donc de (3-23) on obtient



o6

(0% w)) (wy, £ 20y = 0 et (o' wy) (wy, f) 29, = 0, puisque le capteur
(Qo, f) est stratégique, on a (w;, f}LQ(QO) #0V j > 1, ceci implique que

(0 w;) = (hw)) =0V j >1dou ¢® = p' =0 et (3-16) forme bien une
norme sur (7.

ii) Soit G1 le completé de G, par rapport & la norme (3-16) muni du produit
scalaire associé (.,.)s, et é’{ désigne son dual. On montre que l'opérateur A; est
un isomorphisme de G, dans @’{. En effet en multipliant la premiére équation du
systéme (3-17) par ¢, solution de (3-15), et en integrant deux fois par partie, on

obtient

o+ | (1), " (1)) dt
= [ oo ) it + (00005 ) - (£ 0.50))
_ /OT (1), " (1)) dt + <(—w’<0>,w<0>) , ((0), 80'(0))>

En utilisant la formule de Green, on obtient :

/T<Aw(t),so<t)>dt=/:<w dt+/ a—¢ —/ %dz,tenant

compte des conditions aux limites des systémes (3-15) et (3-17), on aura

/ (AG(8), (1)) di = / (6(t), Ap(t)) dt doi

0

[ [ @ et) - aviar ten] ae = [ (w060 - S0 drt
( v <o>,w<o>) (20,2 ()
= (A1 (0%, 9"), (¢, 91))

d’autre part nous avons :
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/T <<90(t)’ I r2(90) X /o so(t)> dt

/~T Kw"(t), w(t)> — (A(1), WM dt
- /T ((t), f&zmo) dt

0

Nous obtenons ainsi

(A1 (01, (€% ") =

Soit maintenant ((po, @1) € Gy et p(t) la solution correspondante du probléme

1% M2, ¥ (% ¢") € Gy

(3-15), en multipliant (3-17) par ®(¢), en integrant deux fois par partie et en
utilisant la formule de Green comme on I’a fait ci-dessus, on obtient
T
(M () (@ 8) = [ (00, P (210) Dz

= ("¢, (2",%"))¢,

V(% o), (2% 0" eGr (3-24)

<N @Yl 11(2% @M |l

L’inégalité (3-24) nous permet de prolonger 'opérateur A; de maniére unique

en un opérateur linéaire et continu de G; dans ’espace dual G ce qui permet de

dire que l'opérateur A; est un isomorphisme de GGy sur G7.

Remarque 3-3

L’approche précédente peut étre appliquée avec les mémes technique si le sys-
téme (3-13) est observé par un capteur ponctuel interne.

4 — 2) Observation du flux

Dans cette partie on considére le systéme (3-13) mais avec la sortie

0= (20 >,f>m) (3-25)

{(¢°%, ¢") € H*(Q) N Hy(Q) x Hg(Q),¢° = ¢ = 0 sur N\w}

Soit

G2:



On définit sur GGy la semi-norme

16l = ( [ (0 >2dt>% (3-26)

Pour (¢°, ¢!) € G, le systéme (3-15) admet une solution unique ¢ €

C(0,T; H*(Q) N HY(Q)) N CH0,T; HY(Q2)) N C?(0,T; L)) (voir [5],[21]).

Le systéme retrograde de (3-15) est donné par:

( OPY(a,t) de(t)
o Av@hT <7 >L2mo> Xon () 71) 4
| (61 =0 >

o8

dont la solution unique ¥ (t) € C(0,T; H*(Q) N H}(Q)) N CY(0,T; H()) N

C2(0,T; L2(52)), (voir [5],[21])

Soit I'opérateur Ay défini par

Ay (9007 Qol) = P(A@/)(O), _¢(O>)

Si on considére le systéme retrograde de (3-13)

\
Le probleme de 'observabilité régionale revient a resoudre I’équation

A (9%, ¢') = P(A%(0), —2(0)) (3-29)

Théoréme 3-2

Si le capteur (Qo, f) est stratégique, alors la semi-norme (3-26) devient une

(T —asen+ (M 1) e, @) Q
~ L*(Q0)
sw)=0, 20D _g o (32)
zZ(¢,t) =0 )Y

norme et l’équation (3-29) admet une solution unique (p°, o) qui correspond

a (v, yi) a observer sur w.
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Preuve
1) Soit (w;) les fonctions propres de 'opérateur A et ()\;) les valeurs propres
correspondantes, (3-26) définit bien une norme sur Gy. En effet pour (¢°, ¢') € G

Op(t
on a || (SDO,SOI)HGQ =0+ <%,f> = 0 sur [0,7] autrement dit
L2(Q0)

ij [/ (% ws) sin /=Nt + (p", w;) cos /= Ajt] (wj, f) 12, (3-30)

Pour T assez grand les fonctions ( sin \/—\;t);>1 et (cos \/—\;t);>1 constituent
un systéme orthonormé complet dans L?(0,T') donc de (3-30) on obtient

(% w;) <wj7f>L2(QO) =0 et (p'wy) <wj7f>L2(QO) = 0, puisque le capteur
(o, f) est stratégique, on a (w;, f>L2(QO) # 0V j > 1, ceci implique que (¢ w;) =
(hw)) =0V j>1don ¢® = ' =0 et (3-26) forme bien une norme sur G.

2) Montrer que I’équation (3-29) admet une solution unique revient & montrer
que l'opérateur A, est un isomorphisme.

On multiplit la premiére équation du systéme (3-27) par ¢ (t) tel que ¢(t) soit

la solution du systéme (3-15), on obtient

/T (0" 0.6/ 1) = (2.0 (1)) dt = / (600 F) iy X 50
/ <90 L2QO)<XQOf90 )>dt

/ <g0 dt

= [l(¢°% ¢ )||G2

d’autre part, en utilisant la formule deGreen, on obtient

/0 <Aw(t),s0'(t)>dt=/o <w(t),Ago’(t)>dt+/E %wldz—/z %—i@bdZ
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- /OT ((8), AG (1)) dt + /2 ‘3—?@2
en utilisant deux fois l'integration par partie on obtient
/ (v w)a= [ ((0),9" (1)) dt = (H(T), " (1)) + (4(0), ¢ (0)) +
(' (0),¢ (1) = (¥'(0),4(0))
= [ (p0.6" @)+ 0. 0) - (¥ 0.5 0)

donc on obtient
T T

[ (wos@)a-[ @va.gmya= [ (v0.6" )0, 0)
~(VOo.s0)- [ OT CONNICIE s

= [ (v0.6" 0 - a8 )it + 00,5 0) ~ (¥, 0) - [ Sgas

On considére le systéme suivant :

9%0(x,t) A1)
ot? ’
0(z,0) = 0%z) , % = 0'(z) Q (3-31)
9(C,t) =0 ¥
ol O(x,t) = ago(a:;,t)

pour (¢% ¢') € Gy on a (6°,0') € Gy, dou le systéme (3-31) admet une
solution unique 6 € C (0, T; H}(Q)) N C* (0, T; L*(Q)) vérifiant donc ¢ = 0 sur X
et gom(t) — Ay’ =0 sur Q. Tenant compte de cela, on obtient
/ (4" (), ¢/ (1)) dt - / (Au(t), ¢ (1)) dt = ((0), " (0)) = (¥/(0),¢(0))
= (©(0), Ap(0)) = (¥(0). (0) )
D’aprés la formule de Green on obtient
9(0) 9¥(0)

(0(0). 50(0)) = A0 0).00) + [ R0~ [ ZEB0)
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= (A1(0), ¢(0))

d’ot, finalement

/T <¢" (t),¢ (t)> dt — / j (A(t), ¢ (1)) dt

0

I I
T
— l>
> <
)
8 N—
|
\@\
e
N—
s
.o
ﬁw
-

= (A2 (% 9", (¢ 01)
ce qui donne
(A2 (%91, (% M) = (% )l ¥ () € Go
Maintenant, si on prend (¢°,¢') € G on a () la solution du probléme (3-15).
En multipliant la premiére équation du systéme (3-27) par ¢(t), en integrant deux
fois par partie, en utilisant la formule de Green, on obtient
T
(Mo (.00 (@ 8) = [ (O ey (P01,
= (% ¢"), (¢°,9"))g,
< I e 12 [, ¥ (0D (2,1 e Ge (3-32)

avec Gy le completé de Gy pour la norme (3-26). L'inégalité (3-32) nous per-

met de prolonger, de maniére unique, 'opérateur Ay en un opérateur linéaire et
continu de Gy dans I’espace dual G; De tout cela, résulte que 'opérateur Ay est
un isomorphisme de Gy sur @;

Remarque 3-4

Pour les deux théorémes 3-1 et 3-2, les démonstrations sont similaires si le
capteur considéré est ponctuel

5) Approche numérique

5-1) Cas d’ observation de 1’état
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Dans cette section on donne une approche numérique qui va expliciter les don-
nées initiales y? et yi. On suppose que le systéme (3-13) est observé par un capteur
ponctuel interne (b,d,), b € Q et dont la fonction de sortie est donnée par

2(t) = y(b,1) (3-33)

Proposition 3-2

Si le capteur (b, dy) est stratégique, alors pour T assez grand, les états initiauz

y) et yi peuvent étre approchés par

2 <21>wj>L2(w)

_TZ 5

wi(r) sizEw

y(x) = = wib) (3-34)
\ 0 six € Nw
(2 (2% w)) 2 .

yi(z) = T ggl & w3 (b) Suy(e) siaew (3-35)
\ 0 siz € Nw

Preuve

La résolution de ’équation (3-21) peut étre ramenée & un probléme de minimi-

sation de la fonctionnelle ¢ définie par

B (0, 61) = 5 (M (6% 61), (6%, 61) — (P (—24,29), (¢°, 1)
—5 [ Plna— (2.
_ % / PO~ (F ) — (P (3-56)

/Tgpz(b,t)dt:

/0 L; [(gpo, w;) cos y/— A\t + \/%_)\ (o, wj) sin \/—)\jt] wj(b)] dt

J
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en developpant et en passant a la limite quand T — +00 on obtient
1 [T 1 | 5
Lim — 2(b,t)dt = = 0 w;)" — — (b w, 2(b
im gz [ = 33 (10,0 = ] wi
donc pour 7" assez grand on a

%/T¢2(b,t)dt = [<90 w;)’ —%

0 j>1 J

2
ERUR0
d’autre part on a

Px) = 20 (0% wj) oy wi(w) et @l () = 32 (@' wy) pa(,) wi(x)

j=1 j=1
on obtient alors

(=7, 900>L2(w) = ; <9007wj>L2(w) <_Zl7wj>L2(w)
Jz

et

<_20’ 901>L2(w) =2 <(’01’wj>L2(w) <_20’wj>L2(w)
i>1
La minimisation de (3-36) équivaut donc a chercher

. ;{ <so0,wj>2—§j<¢,wj>2 w(b) — (g w;) (—5, wy) +
— (o' w;) (2°, w;)}

Ce qui équivaut, en séparant les variables, a résoudre les deux problémes sui-

vants :

[nofJ;{ <9007wj>12(w) w?<b) - <9007wj>L2(w) <_517wj>L2(w)} (3-37)
[nlsz;l{ <‘P1a wj>i2(w) w]z(b) — (¢, wj>L2(w) <50>wj>L2(w)} (3-38)

Problémes qui ont pour solutions respectives :

2 (2", wj)m(w)

<S007wj>L2(w) = _T U}?(b) ) \V/j Z 1 (3_39)
et
2\ <207wj>L2(w) .
(" w;) o) = _TJT , Vi>1 (3-40)

wy
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ce qui achéve la démonstration.

Proposition 3-3

Si le capteur (b, 0y) est stratégique, alors pour T assez grand, les états initiauz

YY) et yi peuvent étre approchés par :

Yy

[ 2 Yo 2 wi (b )/ y(b, t) cos /= Aptdt (wy, w;)  w;(z) sur w

Tj>1w()k>1 0

= (3-41)

0 sur € Q\w

? ; wz(. ) Z Wy, (b> ) y(b, t) sin v/ —A\,tdt (wk, wj>w wj(;c) sur w

b) i=1 V=i
- (3-42)

0 sur € Q\w

Preuve

Soit Z(z,t) = > Zk(t)wg(x) la solution du systeme (3-20) avec

k>1

Z(t) = wk_(l))\l /0 y(b, s)siny/—Ai (s —t)ds ( voir [3] ) ce qui donne
Z(x,0) = 2 Zk(0)wg(z) avec z,(0) = \1;% y(b, ) sin /= \sds, or
() = 3 (2, wk) gy () et
zH(x) = kg (21 wk>L2(Q) wy(x) d’ou

et

20 2 y(b, V=Asds Vk>1
(2%, Wk) 2y = \/__)\k s) sin ksds >

T

(2", wk) 20y = —wk(b)/ y(b,s)cosv/—Apsds YV k>1

0

on obtient donc
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v [
20w, = W / b, 5) sin /= \psds {wy, w;
< ]>L2(w) lgl /__)\k 0 y( ) k < k J>L2(w)

et

T
<517wj>L2(w) =3 —wk(b)/ y(b, s) cos /—\gsds <wk,wj>L2(w)

k>1 0
d’aprés la proposition3-2 on a alors les relations (3-41) et (3-42).
5-2 ) Cas d’observation du flux
Dans cette section, on suppose encore que le systéme (3-13) est observé par un
capteur ponctuel interne (b, d;), b € Q et dont la fonction de sortie est donnée par :
Ay(b, )
2(t) = ———= 3-43
(=225 (3-43)
Proposition 3-4

Si le capteur (b, 0y) est stratégique, alors pour T assez grand, les états initiaux

Y9 et yl peuvent étre approchés par :

2 1
—= > 5 (AZ(0), w)) 2, wi(w) SiTEW
W)= T EAw0) “ (3-44)
0 siz € Q\w
2 ! (Z'(0),w;) wi(r) siz €
T 2 V) W5 ) r2() Wi w
sy =< T o (3-45)

0 six € Nw

Preuve
La résolution de (3-29) se rameéne & la minimisation de la fonctionnelle ®;
définie par

Dy (0, 1) =
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- %/ <8¢g;,t)> dt = (B 2(0), ¢ 12y + (21(0), 91 o, (3-46)

0

On a:

o (x,t) = Z [((p Wj) () €08/ — t+\/_ o' w;) L2 SN/~ t] wj(x

d’ou

J, () e
/ : L; [=3/ =25 {0 wy) sin /=Xt + {1 ) cos /= Ajt] wj(b)] !

en developpant et en passant a la limite quand T" — 400 , on obtient

Lim i/j (agpébt’t)) dt =Y i[ Aj <90°,wj>2+<s01,wj>2] w(b)

7>1

donc pour 7" assez grand on aura

1 (T (b, t)\” T > 2

- PN g~ _[_)\AO. 1.}2,

5[ () ar= S [0 6+ ) it

d’autre part on a

@(z) = 22 (0% wj) oy wi(x) et (@) = 3 (phwy) 2, wil)
§>1 Jj=1

donc

(AZ(0), 900>L2(w) = > (¥ wj);;z(w) (Az(0), wj>L2(w)
Jjz1
et

<2l(0)7 901>L2(w) = ; <¢17 wj>L2(w) <2/(0)7 wj>L2(w)
J2

La minimisation de (3-46) équivaut donc a

2 2 _
Inf S5 [0t 0 + (et )] wd0) — (6, wy) (A2, )+
(p0h) 521
(0t ws) (21, wy)}
ce qui équivaut, en séparant les variables, a resoudre les deux problemes sui-

vants :
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—\;T ~
Inf > {— <900awj>i2(w) wgz(b) — (¢’ wj>L2(w) (AzZ°, wj>L2(w)} (3-47)
o g1 4
Inf & {08 w2 w30 + e wpagy (20m,) ) (349
o i1 4 JIL2(w) 3 J/L2?(w) J 12(w)

problémes qui ont pour solutions respectives
2 (AZ%,w)) 2,

O w; = - 1 >1 -4
<S0 ) w]>L2(w) T)\j w‘?(b) ) v ] - (3 9)
et )
9 <20,wj>L2( |
<S017 wj)LQ(w) — _Twz—(b) y v j 2 1 (3‘50)

J
ce qui achéve la démonstration.

Proposition 3-5

Si le capteur (b, d,) est stratégique, alors pour T assez grand, les états initiauz

et yi peuvent étre approchés par :

yi () =

2 ! Toyb,t)
f]21 w2 (h) kglwk (b) \/__)\k/o 5 S V=Xetdt (wy, w;) w;(z) sur w
(3-51)

. sur € Q\w
yi(x?) o1 T 0y(b, t)

?21 w?(b) /§1 w (b) /0 yat7 cos /= Aptdt (w, w;) wi(z) surw
) (3-52)
- sur Q\w
Preuve

Soit Z(z,t) = > Zk(t)wg(x) la solution du systeme (3-28) avec
k>1



Zk(t) = siny/—A\; (s —t)ds ( voir [3] ) ce qui donne
~XeJ o Os
Z(2,0) = > Ze(0)wi(z) avec
k>1
oy we(d) [T oybs) o~
Zk(0) = T ). os sin /—Agsds
ona AzZ(x,t)= > Z(t) Awk(x) = > Zk(t) Mpwg(x)
k>1 k>1
d’ou
k>1
donc
(Az(0), wj>L2(w) ]{; Zk(0) A (wg, wj>L2(w)
d’ou .

T
(AZ0w5) 12y = 2 2 / W siny=hisds (wh, wj) 2o

k>1 V _)\k 0 ot

d’autre part on a

k>1
2 (2,0) = 3 2(0)wy(2)
k>1
avec
T
Z,(0) = — k(b)/ Mcos VvV —Agsds
o Os
or

2 (z) = 30 (21, W) ) wi(@)

k>1
ce qui donne

T

0y(b,
(2" wk) 20 = _wk<b)/ %COS V—=Asds

0

donc
T oy(b, s)

<217wj>L2(w) =3 —wk(b)/ TCOS vV —=\isds <wk,U)j>L2(w)

k>1 0
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en remplacant dans (3-44) et (3-45) on achéve la démonstration -
6) Simulations numériques
Exemple

Dans le cas monodimentionnel le systéme (3-13) s’écrit :
O%y(x, 1) _ O*y(x,t)

= 1 T
Of2 amg ) J0,1[ < 0, T
y(w.0) =4 (@) , 5 = (@) o, 1] (3-53)
y(ov t) = y(lv t) =0 ]07T[
Les conditions initiales & reconstruire sur la région w = |a, 5[ C |0, 1] sont

donneés par

y'(x) = Asinnx a5
y'(z) = (1+ B)(1 — z)sinmz

ou A et B sont ici considérés comme deux constantes,choisies pour des consi-
dérations numériques (afin de donner des amplititudes raisonnables a ¢ et y;).

Le but est de reconstruire les états initiaux (3-54) du systéme (3-53) sur la
région w a partir des mesures effectuées par un seul capteur ponctuel localisé au
point b € Q. Le point b est choisi de sorte que le capteur (b, d,) soit stratégique,
on prendra alors b irrationnel. On note que numériquement un nombre irrationnel
n’existe pas, mais il peut étre considéré comme irrationnel si dans la troncature,
le nombre de chiffres dépasse la précision voulue.

6-1) Mesure de l’état

Dans ce cas la fonction de sortie est donnée par

z(t) = y(b,t) (3-55)
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On tronque les relations (3-41) et (3-42) a Pordre M ( M € IN* ), on obtient

les nouvelles estimations de 3? et y1

(9 M 1 M T
=D — Wy (b)/ Yy (b, t) cos v/ = Aptdt (wy, wj), w;(x) sur
T i w;(b) i 0
Ji(x) = (3-56)
[ 0 sur € Q\w
(=22 N M ow(b) [T ,
— b, t) sin\/—Agtdt (wy, w;) w;(x) sur w
T = w?(b)kgl\/__/\k 0y< ) k < k J>w J( )
gi(x) = (3-57)
[ 0 sur € Q\w
avec
Wy et gy

Aprés avoir élaborer un pogramme en fortran, pour 7' =7, M =5, A = 0.02,

B =—-0.01, b = 0.38569, w = ]0.4,0.6] et en appliquant les estimations (3-55) — (3-

56), les simulations numériques donnent les résultats suivant :

6-1-1 ) Relation région-erreur

Dans cette partie, on montre numériquement, (voir tableau 3-1), comment er-

reur augmente par rapport a ’aire de la région w, c’est a dire que plus l'aire de la

région w est grande plus 'erreur est grande.

6-1-2) Relation amplitude-erreur

Dans cette partie, on montre numériquement, (voir tableau 3-2), comment ’er-

reur diminue par rapport & 'amplitude A ( B étant fixé ) c’est a dire, plus A est

petit plus I’erreur diminue.
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e

0.40,0.60

6.207953.10~°

0.34,0.64

1.784972.10°°

2.413547.107%

71

] [

] [

10.28,0.72]

10.10, 0.88] | 2.645882.10

10,1 | 3.926244.10 °
TAB. 3.1

A e

0.50 | 3.872046.10~°

0.10 | 1.548713.10°1

0.08 | 9.911865.10°°

0.04 | 2.478721.107°

0.02 | 6.207953.10°°
TAB. 3.2

N 0112 192
Ou e =y" = Rlli2e) + 11" = Fill2)
6-1-3) Graphes



0,025 —
0,020 PN
. | >
0,015 / \ N
// ’ [ “
0,010 ( \‘
| o
- | |
0,005 - / \
| \
] / J/ \l
0,000 - |
T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10

Etat initial ( en pointillés ) et estimé de I'état initial ( en continu)

07+
06
05 | A\
| /
04 ’\ \\\\
034 |

.

0,1 | \
1 / \
0,0 | \%
01 T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10

Vitesse initiale ( en pointillés ) et estimé de la vitesse intiale ( en continu )

6-2 ) Mesure du flux

Dans ce cas, la fonction de sortie est donnée par

72
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3-58
T (3-58)

en tronquant les relations (3-51), (3-52) a l'ordre M ( M € IN* ), on obtient
les nouvelles estimations de 1) et y}

\_/

g (x
(

% %j: ]2( ) kZ::lwk (D) v/ — Ak /0 % sin v/ —=Agtdt (wy, w;)  wj(x) sur w

(3-59)
| 0 sur € Q\w
ﬂi (z) = y oy
2 1 y(D,t
T; wjz(b) kX::l wy, (b) /0 T cos v/ —Agtdt (wy, w;) wj(x) surw
(3-60)
0

sur Q\w

Avec T =7, M =5, B = —0.01, A = 0.02, b = 0.38569, w = ]0.4,0.6] et en

appliquant les estimations (3-59), (3-60), les simulations numériques donnent les

résultats suivants

6-2-1 ) Relation région-erreur

Dans cette section, on montre numériquement comment ’erreur augmente par

rapport a I’aire de la région w, c’est a dire que plus l'aire de la région w est grande

plus l'erreur est grande (voir tableau 3-3)



w e

]0.40,0.60[ | 6.207953.10~7
]0.34,0.64] | 1.801997.10°
10.20,0.72[ | 6.494254.10~°
10.11,0.72[ | 9.600429.10~°
10, 1] 1.148865.10~1
TaB. 3.3
0,025 —
0,020 fm/\,\\
0,015 \‘r \
, | \
| ﬂ
0,010 “‘ ‘\‘
.
0,005 “ “
0059 / | \
| x
\‘} \1 K
0,000 Y | (A ¢
0!0 ' 0|,2 ' OI,4 ' OI,6 ' 0!8 ' 110

Etat initial ( en pointillés ) et estimé de I'état initial ( en continu )

6-2-2) Graphes
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0,7 4

0,6

054 ; BN
04 | \

034 f |

w] e

-01

T T T T T T T T T T T
0,0 0,2 04 0,6 08 10

Vitesse initiale ( en pointillés ) et estimé de la vitesse initiale ( en continu )

A e

0.50 | 3.097577.10~ ¢

0.10 | 1.240237.107°

0.08 | 7.941583.10°°

0.04 | 1.993427.10°

0.02 | 5.060518.10~7
TAB. 3.4

7-2-3 ) Relation amplitude-erreur
Dans cette partie on montre numériquement comment ’erreur dimunie par
rapport a 'amplitude A ( B étant fixé ) c’est a dire, plus A est petit plus 'erreur

dimunie (voir tableau 3-4)

7 ) Conclusion
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Le probléme de 'observabilité régionale interne de 1’équation des ondes a été
abordé une méthode de reconstruction a été développée et une approche numérique
a conduit & des formules explicites des condition initiales relativement au type de

capteur considéré et qui ont été testé avec succés a travers un exemple.



CHAPITRE 4

Observabilité régionale frontiére des systémes
hyperboliques

Dans ce chapitre on rappelle la notion d’observabilité régionale frontiére intro-
duite par Zerrik et Badraoui [27]. Il s’agit de la reconstruction de I’état du systéme
considéré sur une partie I' de la frontiere 02 du domaine €2, ’approche considéréé
ici est celle qui consiste a établir un lien entre 1’observabilité régionale interne et
celle de I'observabilité régionale frontiére.

1 ) Rappels mathématiques

On donne la définition du relevement harmonique qui permet de faire le lien
entre un espace de Hilbet défini sur €) et I'espace trace associé.

Déf inition 4-1

On appelle relevement harmonique, toute application

R : H2(0Q) — HYQ)
9 — R(g)

ol R(g) est la solution du probléme

7
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Théoreme 4-1

1 - L’application trace d’ordre zéro vy, définie sur ®(Q) et a valeurs dans C(0S2)
se prolonge de maniére linéaire continue ( resp linéaire continue et surjective ) de
HY(Q) sur L2(0R) ( resp sur Hz(09) ).

2 - 1l existe un relevement harmonique R linéaire continu de H %(89) dans
HY(Q) tel que vyR =1d,} )

3- Hy(Q) est identique a Kervy, dans H*(Q)

4 - Sige H2(09), il existe une fonction unique R(g) € H (Q) solution du
probléme (4-1).

Pour la démonstration et tout autre détail, on refere a ( [1],[4],[6], [22] )

2 ) Systéme considéré

Q2 étant toujours un ouvert borné de I R" de frontiére 0X) assez réguliére. Pour

T > 0, on considere le systéme

( 0%y(x, 1)

oz Ay(z,t)
o 0) =), P20 ey o (42
9y(G.t) _ 5

L Ona

y" et y! sont supposés inconnus
A est un opérateur linéaire défini par (3-2) et vérifiant (3-3).le domaine de

Iopérateur A est donné par

D(A) = {gp € H*(Q) ;Ti =0 sur 89}
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Le systéme (4-2) est augmenté de la fonction de sortie
2(t) = Cy(t) (4-3)
I'opérateur d’observation C' : H? (2) — I RP, dépend du type et du nombre

de capteurs p considéres. L’espace produit H%(Q2) x H'(Q) jouera le role d’es-

_ 0 I _
pace d’état. L’opérateur A = engendre le semi-groupe S (t), défini

A 0

comme dans (3-5), avec (wy,;) les fonctions propres de 'opérateur A pour New-
man. L’opérateur A de domaine D (A) = D(A) x H'(Q2) permet de définir le

systéme suivant, équivalent au systéme (4-2)

y(t) = Ay(t) O<t <T

Dont la variable d’état est

y(t) y°

y(t) = ay () et y- =
ot
On définit alors Vopérateur K : H? () x H' (Q) — L2 (0,T; I RP) par
Kj=C3()g on C=(C,0)
Soit maintenant I" une partie de la frontiére 92 de mesure non nulle et soit w une
partie ouverte de ) de frontiére Ow, supposée assez reguliere, tel que I' C 9Q N Jw-
On définit les opérateurs restrictions suivants définis par
Xo : H*(Q) x HY(Q) — H?*(w) x HY(w)

(Y1, 92) ¥ X, (Y1, ¥2) = (Y1, ¥2) |w
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Yr: H2(0Q) x H2(0Q) — H3(T') x H3(T)
(C1,C) = Xr (€1,¢2) = (€1,Co) Ir

et soit la fonction trace 7, ( d’ordre zéro )
Yo : H2(Q) x HY(Q) — H2(0Q) x H2(09)

L’ opérateurs traces 7, est linéaire, continu et surjectif par rapport aux espaces
considérés.

Déf inition 4-2

Le systéme (4-2), (4-3) est dit exactement ( resp faiblement ) w—observable si

Im y, K* = H2(w) x H'(w) (resp Imy K* = H2(w) x H'(w) ).

Déf inition 4-3

Le systeme(4-2), (4-3) est dit exactement ( resp faiblement ) I'—observable si

Im 7 K* = H3(') x H2(T') ( resp Tm yp3,K* = H3 (') x H2(T) ).

K* étant I’adjoint de I'opérateur K défini comme au chapitre précédent.

Proposition 4-1

i) Sile systéme (4-2), (4-3) est exactement w—observable alors il est exactement
I'—observable

ii ) Sile systeme (4-2), (4-3) est faiblement w—observable alors il est faiblement
I'—observable.

Preuve

i) - Montrons d’abord que si le systéme (4-2), (4-3) est exactement w—observable
alors il est exactement I'—observable, pour cela il faut montrer que

H2() x H2(T') C Im \p9,K*
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Soit ((4,(5y) € H: (I')x Hz (") et soit <€"1, 52> son extention a l'espace H 3 (9€2) x
H %(89), donc grace au théoréme de trace, il existe un relevement harmonique
continu R de H2(9Q) x Hz(8Q) dans H2(Q) x H(Q) tel que ,R <&1,&2) =
<61, &2>, on a YR (&1,€2> € H*(w) x HY(w), le systéme (4-2), (4-3) étant exac-
tement w—observable, il existe z; € L? (0, T; [ RP) tel que

YooK 21 =X, R 617 ~2)

— T WK 2) = TR (80))
— Ko WK™ 21) = o (GR (G )
or

XrYo(XEX K" 21) = Xr Yo(K*21)
et
Xr7o(XoX.R (gp&z)) = (¢1,¢2)

d’on Xr To(K*21) = (1, Ca) -

ii ) - Montrons maintenant que si le systéme (4-2), (4-3) est faiblement w—observable
alors il est faiblement I'—observable, donc il faut montrer que Ve > 0, V¥ ({;,(,) €
H3(T) x H2(I), il existe z; € IRP tel que | Xr Fo(K*21) — (¢4, ¢y)|| < . Soit alors
(¢1,¢,) € H2(T) x H2(T) et soit (51,62> son extention a H2(8Q) x Hz(99),
d’aprés le théoréme de trace il existe R (&1, 62) € H%(Q) x HY(Q) tel que 9,R
<61,€°2> = <61,62>, on a Y,R (51,62> € H*(w) x HY(w) , comme le systéme

(4-2), (4-3) est faiblement w—observable on a Ve > 0, il existe z; € L?(0,T; IRP)
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YK 21 — X, R (E 15 52) H < ¢, puisque 'application trace est linéaire et

tel que ‘
continue, on a

Iroerkea - R (Gn6)| < |

comme
[emo ik s = R (G 6))| < [l s - v (36.6))|

et

VK2 = R (8 Go)

Koz = R (G )|

H2(Q)x H ()

H2(w) x HY (w)

XrYo(XoXWw K 21 — XEXLR (Q:p 62)) = XrYo(K*z1 — R (617 &2))
= Xr7o(K*21) — (€1, C5)
il vient
HXP Yo(K*z1) — (C17C2)H <e

3 ) Caractérisation des capteurs I'- stratégiques

Dans cette section on se propose de donner une caractérisation des capteurs
rendant un systéme faiblement I"'—observable. On considére le systéme (4-2) et on
suppose que les mesures sont données par l'intermediaire de p capteurs (€, fi), <i<p:

L’équation de sortie est alors donnée par

Zl(t)

Zg(t)

avec
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2 (t) =y (b;,t) , b; € Q dans le cas ponctuel

2 (t) = / y (z,t) fi (z) dz Q; C Q dans le cas zone
Q;
Déf inition 4-4
Une suite de capteurs (€, f;), <i<p- est dite I'—stratégique si le systéme observé
est faiblement I'—observable, ie ker Kv§x; = {0} ot v et xf sont respectivement
les opérateurs adjoints de v, et xp.
On définit les opérateurs restrictions :
Xt H2 (09) — H? (T)
et
Xb:H? (09Q) — Hz (T)
X et x& étant leur adjoints respectifs, et soit les fonction traces
VL HY(Q) — H2 (09)
et
V21 H2(Q) — H2 (89)
Yo¥ et y3* étant leur adjoints respectifs.
(wmj)m2171 <j<ry, Ctant les fonctions propres de 'opérateur A pour Newman, as-

sociées aux valeurs propres A,,, de multiplicité r,,,, on suppose que (Xf7§Wm;), 1 1 <i<rm
forment un systéme complet dans Hz (T') et que
(X%’ygwm)mZL1 <j<r,, forment un systéme complet dans H 3 (I'). On suppose en

plus que r = supr,, est fini.
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Proposition 4-2

La suite de capteurs (2, f;), <i<p €St I'—stratégique si et seulement si
p>r
2) rangGp, = 1, Ym > 1

ol

(Winy, fi)L2(Q_) dans le cas zone

Wi (b;) dans le cas ponctuel
Preuve

1) - Montrons que si rangG,, = r,,,Vm > 1 alors le systéme (4-2),(4-4) est
I'—faiblement observable, ie ker K~{x5 = {0}
On suppose alors que ker K~gyh # {0} e, il existe z* = (2%,23) € H2 (I) x

Hz (D) telque (27, 25) # 0 et K~yixhz* =0

On a

Kyoxpz" =

0o Tm 1 .

DO [ xF 2, wmg) cos v —/\mH\/—T (Y0 XTI 25 Winj) 10V = At] (Wi, f)
m=1 j=1 S om

=0 Vi=1,..p

comme, pour 7' assez grand, (cos vV —Anmt,sin \/—Amt) >, forment un systéme

orthonormé complet dans L? (0,7 il vient

( Tm

Z (VA*NE 2 W) (Wi, [i) =0Vm > 1, Vi=1,.p
j=1
et
Z (VS X 25 W) (Wi, fi) =0VmM >1, Vi=1,.p
\ Jj=1
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ceci donne :
S (ot X Wmg) (g, fi) = 0 ¥m > 1,¥i =1,
j=1
et (4-5)
i (25, XEVo W) (Wg, f;) =0V¥m > 1,Vi=1,.p
\ j=1

Si z3 € Hz (') qui est différent de zéro et comme (Xxbyhwnm;) forment

m21,1<j<rm
un systéme complet dans Hz (T') alors

z5 = (25, XEVOWmg) ;14 o XEVOWmj
H2(T)

m=1 j=1
donc si z5 # 0 il existe moz > 1 et jo2 , 1 < Joa < 7y, telque

* 1.1
<227 XF70wm02joz>H%(F) # 0,
on consideére alors

mo2

* 1.1
<Z27 XFrYmeOQTmOQ >H% T

D’apreés (4-5) on obtient

G222 =0

mo2~mo2

2

comme z; % 0, on aura rangGog, 7 T'mos

Si z; € H2 (') qui est différent de zéro et comme (22w, ) forment

m2>1,1<j<rm

un systeme complet dans H 3 (T") alors



Z = (25, XPYEWmg) 13 o XEV0Wnmj
H2(T)

m=1 j=1
donc si 2§ # 0 il existe mg1 > 1 et jo1 , 1 < jor < 7y, telque

* 2.2
<Z17 XFVme01jo1>H%(F) # 0,
on consideére alors

mo1

* 2.2
<Zla XT70Wmo1rmg, >H% )

D’apres (4-5) on obtient

Gzt =0

mo1~mo1

comme z;, 7 0, on aura rangGmg, 7 T'mo,

86

2) - Montrons maintenant que si le systéme (4-2) est faiblement I"'—observable

alors rangG,, = 7, Vm > 1, on suppose alors qu’il existe mo > 1 telle que
Zmol

rangG, 7 Tm,, donc il existe z,, = ‘ #0et Gg2me =0
ng?“mo

Soit alors 23 € Hz (I') vérifiant

(25, XEY S Wmos) = Zimos V5 = 1, T

(25, Xyhwm, ) = 0 ¥m # mg et Vi = 1, .7,
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et soit 25 € H2 (T') vérifiant

<Zf, X%‘ngmoﬁ = Zmyj V] =1, -T'mg <4_7)

(25, XEv3wm;) = OVm # mg et Vi =1, .1,

d’ou, puisque G,y 2m, = 0, d’aprés (4-6) , (4-7) et en comparant avec les rela-
tions (4-5), le systéme n’est pas faiblement I'—observable.

4 ) Reconstruction régionale

4-1) Approche directe

Dans cette section, on montre qu’il est posssible de trouver, via un probléme
d’optimisation, la composante 7 de I'état initial 3° = (y°,9') qui peut étre dé-
composé comme suit :

7Y sur T
7° =19 79 sur OO\T

79 sur

avec
=) 7= (2. 42) et 75 = (y3, ys)
Soit & lerreur d’observation entre la fonction de sortie Z et le modéle d’obser-
vation K¢° définie par
€= HZ - KgOHLz(O,T;IRP)

oll € est considéré comme fonction de 1’état initial 4" et donc de ses compo-

santes. On considére le probléme d’optimisation suivant :

min € (,g?’ gga gg) (4_8)
g€ H3 (T)xHZ (T)
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On a alors le résultat suivant

Théoreme 4-2

Si le systéeme (4-2) est observable sur € le probléme (4-8) admet une solution
unique donnée par i) = DT qui coincide avec ’état initial régional a observer
sur la portion de la frontiere I' ou DT est le pseudo inverse de D, D et ¥ sont
donnés par :

D = Bygxt (xe7o B BYixt) " xr10B*B

U= (I = B(B*B)™" + Byixi (70 B*BYoxi) ™ xrvo) B'v

R =, K*

M = (RR*)™" (4-9)

v=I+RMR—-K(K*K)" K*

B =R'MRK

Prposition 4-3

On pose H = xp7,K*, on a l'équivalence entre les deux proprietés suivantes :

1- Le systéme (4-2), (4-3) est exactement observable sur T’
2- 1l existe ¢ > 0 tel que
||??||H%(r)xH%(r) < c|[H*Yll p207.rm0) (4-10)

Preuve

La démonstration découle du résultat plus général suivant (voir [7])

Soit E, F, G trois espace de Banach réflexifset f € L(F,G), g € L (F,G) alors

nous avons l’équivalence

a) Imf ClImg
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b) il existe ¢ > 0 tel que || f*(y)|

e < cllg@Wlp-Vy G

en posant £ =G = H: (I') x Hz ('), F = L*(0,T;IR"), f = Idys b
et g = H on obtient l'inégalité (4-10)

Preuve du théoréme 4-2

Ona RR* € L <H (09) x H3 (0Q), H? (99) x H} (89)) et

(RR %) = Ky ooy = €103 0t oy ¥ 0 € HE (1) x HE (D)

d’ou opérateur RR* est inversible. La résolution du probléme (4-8) peut étre
achevée en passant par trois étapes structurées de la maniére suivante :

La premiére consiste a la minimisation de € (39,49, 79) par rapport a 75 pour
obtenir ¢9. Dans la seconde, on cherche ¢9 minimisant € (3, 49, 99) par rapport
a 79. La troisiéme et derniére étape consiste alors a détreminer 77 minimisant
e (91, 2, 3) par rapport & 7.

- Premiére étape : on minimise € (79,99, 79) par rapport a 75

en développant € et en utilisant le fait que 7° = 7% + y9* + y9*

" 79 sur T " 79 sur ON\T " 79 sur Q
ur= B Uyt = et g3t =
0 sur Q\I 0 sur QUT 0 sur 0N
on obtient le probléme suivant :
min ¥, (79"
(@) .

’YOK* ([_(378*) =0

ou Uy (y5*) = (Ky§*, Kuy3*) + 2 (K93, K (i +45*) — 2)
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considérons le Lagrangien défini par

A (yS ) )\1)
(Kg5™ Kgg™) + 2 (Ko™, K (007 + 02") = 2) + O 10K K5) 13 b (o)
alors la condition

0A (y3 ) )‘1)

=0
8?J3

est équivalente a
2K*Ky5 + 2K*K (3% + 95*) — 2K*z + K*Kygh = 0
ceci permet d’écrire
B =+ )+ (KK) K2 = L
la contrainte ,K* (I_{ gg*) = 0, qui résulte de y5* = 0 sur I, donne
R (G 4 58+ 70K 2 — 30 (KK 7h =0
et alors
M =2MR (2 - K (7" +33))
ou M et R sont donnés par (4-9), en remplacant dans I'expression de 75* on
obtient §J*, solution de (4-11), donnée par
B = (WMRE = 1) (3" + 58) + ((K*K) " K* = 44MR) 2
soit :
e (1, 95%,95%) = vz — B (" + _O*)”LQ (0,T;IRP) (4-12)
ou v et B sont données par (4-9)
- Deuxiéme étape : on minimise € (g{*, 49*, y5*) par rapport a y9*
on procéde comme dans la premiére étape, on développe (4-12) on obtient le

probléme suivant :
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min ¥y (59%)

(4-13)
Xr7oB B (J3%) =0
ou
Uy (957) = (Bi", Byy") + 2 (Bg", Byy" — vz)
le Lagrangien est donné par
A (gg*7 )‘2) =
(BYy", BY") +2(Bys", BI* = v2) + Aoy X1 B BH:") 13 o b oy

alors la condition
ON (75", X2)

=0
oy

est équivalente a
9B* B + 2B* By — 2B*vZ + B*Byixide = 0
on obtient
B = i+ (B'B) Bz — i
la contrainte xv,B*B (93*) = 0, qui résulte de y9* = 0 sur QU T, donne
— XrYoB*By* + xrvoB*vz — %XF%B*B’YSXF)Q =0
on obtient
X2 =2 (xe0 B BYoxi) ™ xevoBvE — 2 (xeo B BYsxt) T XrYo B BYY

en remplagant dans I’expression de 79* on obtient 79*, solution de (4-13) , donnée

75" = =9 + [(B'B) ™ = %5xi (o B BYoxt) ™ xrvo B Bi]
soit alors

0% ~0% ~0x > —0% ||2
e (g 5%, 43") = vz — Dy} ||L2(0,T;1Rp) (4-14)
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ou ¥ et D sont données par (4-9)

- Troisieme étape : on minimise e (77, 5%, 73*) , donnée par (4-14) ,par rapport

N 70%
a Y
on a

e (1" 7 95°) = (D", DY) — 2(Di*, ¥) + (¥, )

la condition

Oe (51", 93 J5")

oy

=0
donne
2D*Dy¥* — 2D*0z =0
on obtient donc ¢* minimisant (4-14) et donné par
§%* = (D*D)"' DUz = D"z
comme (4-14) est strictement convexe, §{* est unique, ce qui acheve la démonstration-
4-2) Approche HUM
Dans cette section, on s’interesse a reconstruire I’état intial (3°, ') sur la région
w et déterminer ensuite la restriction de sa trace sur la portion de frontiere I' C

0N Ow. On prend A = A ( le Laplacien ), le systéme (4-2) s’ecrit alors

( 2 T
TAGD _ ayta. 1 Q
o0 = (), 200 gy 0 (415)
Oy(¢,t) _

\ 8—77 =0 X

On suppose en plus que le systéme (4-15) est observé pour un seul capteur,

d’ou la fonction de sortie est donnée par
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2(t) = (y(t), f) 200 (4-16)
f étant la disribution spatiale du capteur considéré et €y son support spatial.
Soit I’ensemble
Gs = {(¥° ') € D(A) x HY(Q) tel que ¢ = ¢! = 0 sur Q\w}

pour (¢%, ') € Gjs, le systéme

(0 gpa(ta;t) _ A(p(x,t)
o, 0)= @), 228D ey o (417)
0p(C,t) _ >
on

aamet une solution unique
€ C(0,T; HA(Q)) N C* (0, T; HY(R)) N O (0,T; LA(Q) ( voir [5],[21],[24] ).

On définit sur G5 la semi-norme
1

1%, 0, = (/T (e(®): )1200) dt) 2 (4-18)

0
et on consideére le systéme retrograde de (4-17)

% = A¢($, t) + <Q0(t)7 f>L2(Qo) XQO (ZL‘) f(x) Q
OY(C,t) _
\ 877 N 0 Z

qui admet une solution unique
e C(0,T; H*(Q))NC*(0,T; H () N C?(0,T; L*()).
Soit 'opérateur A3 défini par

As (0% ") =P (—zﬁ

!/

(0), 4(0))
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ol P est donné par (3-19)

On considére le systéme retrograde de (4-15) donné par

( 82_
200) — AS@t) + (900 ) 200 Yoo (0 F(2)
22, T) =0, % —0 Q (4-20)
0:C,1)
| oy >

si (¢% ') est convenablement choisi dans G, c’est a dire de telle sorte que
70 =4 et 2! = o' sur w alors le probléme d’observabilité du systéme (4-15) , (4-16)
sur la région w revient a résoudre 1’équation

As (% 1) =P (=71, 2°) (4-21)

Théoreme 4-3

Si le capteur (Qo, f) est stratégique, alors la semi-norme (4-18) devient une
norme et l’équation (4-21) admet une solution unique (¢°, ') correspondant a
(v9,yt) sur w et qui permet alors de donner I’état initial & observer sur la partie
I' de la frontiére OS2.

Preuve

i ) Montrer que (4-18) forme une norme sur G3 est analogue a celle vue au
théoréme3-1 du chapitre précédent

ii ) Soit G5 le copmleté de G5 par rapport a la norme (4-18), muni du produit

scalaire associé (.,.)a, et G son dual. On montre que Az est un isomorphisme de
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G5 dans Gf. En effet, en multipliant la premiére équation du systéme (4-19) par
¢, solution du systéme (4-17), et en utilisant deux fois I'integration par partie on

obtient

en utilisant la formule de Green, on obtient

/ (U)ol dt = | w.aema | Eg—jﬁw- / ) Z—j‘;w

0
tenant compte des conditions aux limites des systémes (4-17) et (4-19), on aura

[ v pwrar= [ . oy
d’ou
/ ("0 00) ~ dwio), oe)] at = [ (1), (1) = Ap(t)) di+
((—#'(0),9(0)) . (4(0), 9 0)) )
= (A3 (¢%,9"), (¢, 9"))

d’autre part nous avons :

/ (v 0.00)) = @0 o] dt = [ ((ol0). Pz xoud-o(®))
= [ 0.5

T

Nous obtenons ainsi

(A3 (0% 01, (% 0M)) = (P M2, V(9 0h) € Gs
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Soit maintenant (¢°,$") € G3 et (t) la solution du probléme (4-17), en mul-
tipliant (4-19) par ¢(t), en integrant deux fois par partie et en utilisant la formule

de Green comme on I’a fait ci-dessus, on obtient

<A3<¢°,¢1>,(¢°,¢1)>=/0< (8), 1) 12(0) (P (1) f) 12
= ((¢% "), (8%9"))e,

(@0,@1)H@3 V(% eh), (9% 9") Gy (422)

L’inégalité (4-22) nous permet de prolonger 'opérateur A3 de maniére unique

< 1(e° M) lle,

en un opérateur lindaire et continu de (3 dans Despace dual G’; ce qui permet de
dire que 'opérateur A3 est un isomorphisme de G sur Gg‘;

L’état initial & observer sur la partie ' de la frontiere 00, notée par (y9, y&),
est alors donné par

(ye ut) = XrYo (0% 1)

Remarque 4-1

L’approche précédente peut étre appliquée avec les mémes technique si le sys-
téme (4-15) est observé par un capteur ponctuel interne.

5 ) Simulation numérique

Exemple

Sur 2 =10,1[ x ]0,1[, on considére le systéme

( 82y(($1,x2),t) :Ay((l’ T ) t)
o2 1,22),
Yy ((z1,72),0) = 9° (21, 22) , ay«mgt@) 0 =y (v1,22) 0 (4-24)
oy(c.t) _ >
( On
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On suppose que le systéme (4-24) est observé par un seul capteur ponctuel
interne (b, d;), b = (b1, b2) € Q est choisi de sorte que le capteur soit stratégique,
on prend alors des valeurs by, by irrationels.et dont la fonction de sortie est donnée
par

2(t) =y ((br,b2) , 1) (4-25)

Les conditions initiales & reconstruire sur la région w sont données par

0
y’(x1,x2) = A cos 3mxy cos 3mx
(21, 72) 1 2 (4.26)

Y (z1,19) = (1 + B)x29 cOS 3TT1 COS 3TTo

Ou les constantes A et B sont choisies pour des considérations numériques (afin
de donner des amplitudes raisonnables a 3° et y')

On prend w =10.75,1[ x]0,1[ et T'={1} x [0, 1]

grace aux relations (3-56) et (3-57) , appliquées dans le cas bidimentionnel avec
w; les fonction propres pour Newman données par (1-21) ,aux fonctions trace et
restriction on obtient les estimées respectives 72 et g+ de y2 et y;

On note que pour §2 = ]0, 1] x ]0, 1] les valeurs propres de 'opérateur A ne sont
pas de multiplicité 1, mais elle le sont sur le domaine Q* =]0,1 + €[ x ]0, 1],

en prenant £ une valeur irrationnele assez petite, 2*constitue alors une bonne
approche de Q ( voir [23] )

Pour les données T' =7, M = 4, A = 0.02, B = —0.01 et (b1, b2) = (0.7410,0.9777),

les simulations numériques donnent les résultats qui suivent
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Région I' e
{1} x [0, 1] 2.125011.102
{1} x [0.23,0.86] | 1.293258.102
{1} x [0.28,0.76] | 9.819316.103
{1} x [0.34,0.71] | 5.613350.103
[ ]
[ ]

{1} x [0.38,0.64] | 3.288894.103
{1} x [0.42,0.54] | 6.663494.10~%

TAB. 4.1

0,04

0,03 4

0,02 4

0,01

0,00 4

-0,01

-0,02

-0,03 4

T T T T T T T T T T T
00 0,2 04 0,6 08 10

Etat initial ( en pointillés ) et estimé de I'état initial ( en continu ) , sur la frontiere {1}X[0,1]

5-1 ) Relation région-erreur

Le tableau 4-1 montre I’évolution de l'erreur de ’observabilité frontiere par
rapport a l'aire de la région I' | plus l'aire de la région I' diminue plus 'erreur
diminue-

5-2 ) Graphes
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104

05+

0,0 -

-054

10 T T T T T T T T T T T
0,0 02 04 06 08 10

Vitesse initiale ( en pointillés ) et estimé de la vitesse initiale ( en continu ) sur la frontiére {1}X[0,1]
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CHAPITRE 5

Observabilité régionale des systémes hyperboliques
semi-linéaires

Dans les problémes réels, pratiquement tous les modéles sont non linéaires.
L’étude des divers notions liées a 'analyse de tel systéme est trés délicate. Les
notions de controlabilité et d’observabilité n’ont plus qu’un caractére local.

Dans ce chapitre, nous allons voir comment I'utilisation simultanée de la théorie
linéaire et de certains théorémes du point fixe peut aider a résoudre des problémes
liés a I'obesrevabilité régionale de systémes non linéaires. Il s’agit alors d’observer
| état initial d’un systéme hyperbolique semi-linéaire sur une région w du domaine
Q sur lequel est défini le dit systéme.

On donne premiérement une approche basée sur la technique du point fixe (
[15],[16] ) qui estime toute la trajectoire sur €2 et dont la restriction a la région w,
au temps t = 0, nous fournit I’état initial sur w.Puis on va considérer une autre
approche qui nous donne directement 1’état intial régional.

1) Systéme considéré

Soit €2 un ouvert borné de IR" avec une frontiere 0S) assez réguliere. On
note @ = Q2 x 0,7 et ¥ = 092 x ]0, T et on considére un systéme semi- linéaire

de type hyperbolique décrit par :

100
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Pl ay@n+Nyen  Q
ye0) =@, 2D ey o 1)
y(G,t) =0 )

A étant 'opérateur elliptique linéaire et symétrique du second ordre, N est un
opérateur non linéaire défini de L? (0, T'; L?Q) dans L? (0, T; L?Q) . Le sytéme (5-1)

est augmenté de la fonction de sortie

z2(t) = Cy (t) (5-2)
ouC : L? () — I RP désigne I'opérateur d’observation dépendant de la nature
o ) y (1)
et du nombre p de capteurs considérés. En posant ¢ (t) = oy (1) |
0
Y _ 0 1 | 0 _
7 = A= et N = pour (y1y2) € F,
y! A0 Yo Ny,

ot on a pris F =L? () x L? (), le systéme (5-1) est équivalent au systéme

g =Agt)+ Ny(t 0<t<T
(1) + N5 (1) )
y(0)=9°
Le systéme (5-3) est augmenté de la fonction de sortie
2(t)=Cy(t) (5-4)

avec

C = (C,0)

Le systéme (5-3) admet une solution unique pouvant étre exprimeée par : ( voir [35] ) :
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t
90 =505+ [ 5t Ny(5)ds (5-5)
0
S (t) étant le semi-groupe qu’engendre Popérateur A, S (t) est défini par la
relation (3-5).

Le systéme (5-3) peut s’écrire alors sous la forme

t

g(t)—S(t)gj0+/OS(t—s)Ngj(s)ds (5-6)

On associe au systéme (5-1) le systéme linéaire (5-7) défini par :

W:Ay(%t)
y@0) = @), P =y 0 5-7)
y(Gt) =0 %

2 ) Cas général

2-1) Observabilité régionale et point fixe

Le probléme de ’observabilité des systémes semi-linéaires a éte considéré en uti-
lisant les théorémes du point fixe, plusieurs papiers ont été publiés ([15],[16],[34]),
une question natuelle qui se pose est la possibilité d’étendre ces techniques pour

résoudre le probléme de 'observabilité régionale des systémes hyperboliques semi-

0

linéaire, c’est & dire la possibilité de reconstruire ’état initial 7° = sur la

yl

région w C Q. Soit X = L? (0,T;F), on définit 'opérateur

L():X — X par
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Lt)yz(.)= /t S(t—s)T(s)ds Yt €]0,T[et T = (z1,25)"
On suppose quoe le systéme linéaire (5-7), associé au systéme (5-1), est faible-
ment w—observable, alors on a les deux résultats suivants :
Proposition 5-1

Si gy (.) est la solution du systéme (5-3),(5-4) alors y(.) est un point fize de la

fonction

(5-8)
K} = [K;K,) - K étant le pseudo inverse de 'opérateur K, = KX, K est
Uopérateur adjoint de K, avec §j € F tel que § = Xowd 0t § = Xa\¥ (0)
Preuve

En considérant la décomposition suivante

. Y sur w . Yyl sur w
Yy = ) Yy =
Y9 sur Q\w ys sur Q\w
et en notant
0,1 T 0,1 T
Y1 = (y(f?y%) Yo = (ygvly%) (5_9)
la solution (5 — 5) peut étre exprimée sous la forme
§(t) =S xX5m" + 5 (1) Xy + L) Ny () (5-10)

a partir de 'équation (5-4) et en utilusant (5-10) on peut écrire

Z(t) = CS ()Xo + CS () Xepo oo + CL(H) Ny ()
)

= Ko (o' + OS5 (1) Xt 0o + CL(t) Ny (.
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donc
Kt =2()— CS()xh0" — CL()Ng()
— K Ko = K2 [2() = CS () X8 = CL() Ny ()]
puisque le systéme linéaire associé (5-7) est faiblement w—observable alors
I'opérateur [l_( ;’jf(w} ! existe et dans ce cas on obtient
W= K320 = CS ()Xo = CLO NG ()]
en utilusant (5-10) et en posant § = xg\wgg’l il vient
g(t)=SMXES[2()—CS()g—CLO)NG()] +SH) g+ L) N()
(5-11)

Proposition 5-2
Si Im (K,,) est fermé dans L? (0, T;1RP) et si la fonction (5-8) admet
un point fixe unique i* (.) vérifiant la condition
[z2()-CS()g —CL(.)Ny* ()] € Im (K.,,) (5-12)
avec
Y= Xa\w@* 0t §* = X\ V" (0)
alors §* (0) |, est l’état intial & observer sur la région w du systéme (5-3).
Preuve
y* (.) étant le point fixe de la fonction (5-8) il vient
Cy () = K,K5 [2()=CS ()= CL()N §* ()]+CS () 5"+ CL () Ny~ ()
puisque Vopérateur K,K} : L?(0,T; IRP) — L? (0, T; I RP) est la projection

orthogonale de L? (0, T; I R?) dans Im (I_(w) et y* (.) satisfait (5-12),
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il vient alors Cy* (.) = Z (.). par conséquent

7 (0)]|w =KF[2()=CS()g*—CL(.)N §*(.)] correspond bien a I'état ini-
tial & observer sur la région w du systéme (5-3).

Ainsi le probléme de 'observabilité régionale des systémes hyperboliques semi-
linéaires, revient & trouver la restriction a la région w du point fixe de la fonction
®(.)ent=0.

Dans ce qui suit, on va développer un autre opérateur F' sur un espace plus
large M sur lequel F' évite l'utilisation du pseudo-inverse

soit I’éspace M = F x X muni de la norme suivante :

1@, 5 (O llar = 17°0 7 + 117 ()l 2

On définit les opérateurs

S:F— M
n+— (1,5 ()n)
L X —M

z()—(0,L()z())
on note un élément § € M par § = (3°,7(.)), la solution du systéme (5-3) peut

étre exprimée alors sous la forme

~ —x 0,1 — % _0,1 NT —

U=SX501 +SXawly +LNT(.)
1 Q\wY2 (5-13)

P = XS0+ Xl

g et g5 sont donnés par (5-9)

soit M, = F, x X, avec F, = L*(w) x L? (w) et X, = L*(0,T;F,)
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on définit 'opérateur
P,: M, — M,
(X9 X8 () — P (X8, X8 (1) = XoSXEXLT” + X ANT ()
et la fonction
q: X —IR
70— @) = |20 - CaO), avec Y = L2 (0,T; IR?)
lopérateur F' est défini par
F-M—M
(@9 () — F @ 9() =Sxixy’ + ENy () + a5 ())¢
ou ( = (61,52) € M tel que wa cImP,
proposition 5-3
Sig* = (y*°,y* (.)) € M est un point five de F alors y* (.) satisfait (5-4)
et donc x,y* (.) est I’éstimation régionale de la trajectoire de (5-3) sur [0,T],
X,U* (0) est l’éstimation régionale de ’état initial-
Preuve
D’abord, on vérifie aisément que P,0P, = P,,. Maintenant si (y*°, y* (.))

est un point fixe de F', il vient

0y () =SXoxy+EN y* () +qy ()¢

=

Yo W00 () = Xo (SXEXY" + LNy () + q(y* (1) X

comme Y,_( € Im P,,, il vient

Py (¥, Xy () = Po (¥, X0t (1)) +a (¥ (1) X
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d’ou
q(y () =0ie z(.) =C y*(.) par suite Y y* (.) coincide avec
la réstriction sur w de la solution de (5-3), (5-4) et x,y*° coincide
avec la réstriction sur w de 1’état initial.
3) Cas sectoriel
Dans cette section on étudie le probleme de I'observabilité régionale, pour des
systémes semi-linéaires, sous des hypothéses supplémentaires sur 'opérateur non
linéaire N et sur la dynamique du systéme. Avec les mémes notations que précé-
demment on reprend le systéme semi-linéaire décrit par les équations (5-3) et (5-4)
oll on suppose que l'opérateur A génére un semi-groupe analytique (S’ (t)) 1> SUT
'espace d’état F. De plus soit A; = A+ al tel que Reo (A;) > > 0 ol a est un
réel positif, o (A;) désigne le spectre de A;. Pour 0 < o < 1, F* = D (A¢) définit
un espace de Banach dense dans F muni de la norme de graphe
g = 1142 ()l
on a
HS’ (t)Hz:(f,ﬁa) <ct™exp(a—0)t =g (t)
oll ¢ est une constante strictement positive, pour plus de détail voir ([35])
Soit r,s >1 on suppose que
{%—i—ézle’c que g, € L"(0,7) (5-14)
on suppose de plus que 'opérateur N : L” (O, T, JEQ) — L? (0, T, f)

vérifie
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[ |¥z- N9

votorg) < BUT I 17 = Bl oz

N(0)=0 aveck:IR" x IR" — IR vérifiant (5-15)

lim & (01, 92) =0

\ 01,0o—0

on considére I'espace V = Im Yy, K*, Iidée est alors d’¢tudier I’observabilité
régionale du systéme (5-3) dans V' qui sera muni de la norme
Iy = & Olly (5-16)
3-1) Les états initiaux admissibles
Dans cette section, on montre qu’il existe un ensemble admissible des états
initiaux, admissible dans la sens qu’il nous permettent d’obtenir une solution faible
unique du systeme (5-3) dans ’espace considéré.
On définit &, (g7',.) : L7 (0,75 F*) — L" (0, T; F) par
O (10, 9) =S O +5 () Xt +L()Ny
ol g?’l, gjg’l sont respectivement les restrictions sur w et sur Q\w de I’état initial
7° donné par (5-9)
alors on a le résultat suivant
Proposition 5-4
Supposons que le systéme associé (5-T) est faiblement régionalement observable
sur w, que (5-14), (5-15) soient verifiés et que
18 1) Xel gy < 920 (5-17)

avec go € L" (0,T) alors




109

1) il existe a; > 0 tel que pour tout ﬂ?’l € V la fonction &, @(1),17 ) admet un
point fixe unique dans la boule B (0,a;) C L" (0, T, .7:"0‘) solution du systéme (5-3)

2) il existe m = m (ay) et my = my (ay) tel que pour

<m (5-18)

Uapplication f:B(0,m)— B(0,a1) est Lipschitzienne.

Preuve

On a limk (01,05) =0 < Ve > 0,3 a3 > 0 tel que pour 01,05 < a3 =
61,00—0

k (61,02) < e donc pour ¢ <

1
T avecy<min{1,—}
(T) ||gl||LT(O7T) Hg?HLT(O,T)

~
on a supk (01,62) < T
01,625 a1 (T)" llga

L7(0,T)
notons

c1 = (1) llgrll oy sup k (01, 02)

01,602< a1
soit maintenant !, 7> € B (0,a1), on a

| @, (53’1@2) —dy (Q?’laﬂlﬂ Lr(0riFe) = L () (N2 — Ni)|

Lr(0,T;F)
1

([ 10 o= N, )’

L (t) (Ng2 — Nﬂl)”;‘a = H/Og(t—T) (Nij2 () — Nijy (7)) dr

Fo

< [ 1130 =7) (¥ (7) = N5 (7). o7

< [ 8= egrpoy |15 (7) = N5 ()] r
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1 1
T = T ) . 5
<([ o) ([ 1800 - 350l )
0 0
= HngLT(O,T) HN% N N?leLs(o,T;f')
d’ou
th @%17?2) — @ (@?’17@1)

1 o
<Tr Hg1HL7'(0,T) sup k (01, 02) [|72 — y1||LT(O7T;f-a>

01,02< a1

<allge - ﬂl)”y(omfa)

1 R
Lr(0.1;7) < T gl zrom) [N 52 — NylHLs(o,T;ﬁ)

et donc P, (gj?’l, .) est de contraction dans B (0,a;) -
d’autre part, pour y € B (0,a;) on a

1 G35 oy =[SO R + SO R + LONT

< IS ORI (o) + HS (-) Xenob2

Lr(0,1:F) Iz NgHU(Ova“)

— </ZH§(t)X;y(1)’lH;a dt>%+(/0THg(t)xg\wyg’lH;a dt>%+(/:||L(t) N . dt)

on a
HS (t) 5(:;@?71”]:—& < HS’ (t) X5 E(V,]?‘a) Hg(l),lnv
<",
150 X0 <18 O 2o |08’
<0,
et

IL(6) N 5. = H/:S(t—ﬂ Ny (r) dr

Fo
< [ I8 egr 185 )] 5

< g1l z-o.7) ||N?7HLS(O,T;¢)

1
r
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< ”gl|’L?"(O,T) kgl 0) 19l - 0,T;Fe
(0157<)

< ||91||U(0,T) supk (60,0) ||7| Lr(0,T:F)
0< a;
=
G\ 0,1 0,1
15 () X Lr(0,1:7) < llg2llrom i ||V
O — % —0,1 — % -0,1
[SIORCNE I A Prey e
et
HL () Ng‘ LT(O’T;fD() S Co ||g||Lr(07T;]}a)
avec
1
o= Tr ||91||Lr(o,T) supk (6,0)
0< a;
d’ou
0,1 - -0,1 —x 0,1
[0 @) or o) < N2 lirioin 1y + Nl R+
C2 ”gHLr(o,T;ﬁa)
on note
1 [ s« 01
m= - la (= @) = lolon [Gu|,] 19
1921l Lo, B {2 g
et
my = M (5-20)
Hgl“Lr(o,T)

alors § € B (0, a;) entraine ®, (gj?’l,gj) € B(0,a;) si on prend

0,1 s« 01
lo0H ]y <m et |||, < m
il reste donc a montrer que la fonction f est Lipschitzienne

en effet
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soient 71, 72 les solutions du systéme (5-3) qui correspondent respectivement

aux états initiaux 70 et 73 avec

0 0

_ Y1 3 Ys
g = , 5 =

T Ys

en considérant les décompositions suivantes

4 (
. Y9, sur w . Yl surw
vy = ) Y1 =
Yy sur Q\w yly  sur Q\w
\ \
et
( (
0 1
. Ys, Sur w ) Y3y SUr W
Yo = ) Yo =
Y9y sur Q\w Yay sur Q\w
\
en notant
=01 __ 0 1 \T 01 __ o0 _1\T
i = Winvn) s W = (Yi2: Yia)
et

0,1 T 01 T
Yo1 = (?Jg1ay%1) y Yoo = (ygmy%z)

t ecrire al ¢ g% — 01
on peut ecrire alors, en prenant ;5 = Us)

Hf ( ﬂgil) —f (37?’11” (o Fe) = |52 — ﬂlHLT(QT;f-a)
=[S Oxe (21 = 904) + L) (N5 = Na)| (o 0
<[ISOxz (51 = 0 ooy + 12O (N7 = Nl o120
<ol zro.m | mi — il ez - il L (0,737)
.
132 = llz (o770 < —”gi”fg’” ot — ai'll, (5-21)

ainsi f est Lipschitzienne -
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Remarque 5-1

Les résultats obtenus montrent que si I’état initial sur la région w est pris
dans B (0,m) avec I'état résiduel sur Q2\w borné alors 'existence et 'unicité de
la solution du systéme (5-3) sont assuréés dans B (0,a;) ot m et a; sont donnés
ci-dessus-

3-2) Observabilité régionale et point fixe

Ici on va montrer que si on prend les mesures dans une boule B (0, p) ou p sera
défini ultérieurement, alors 1’état régional gj?’l peut étre obtenu comme solution
d’un probléme de point fixe.

Soit la fonction

Py Y XV —V
définie par
@y (2 1) = K (- CS () a8 ~ CLONS ()
supposons que Im K,, est fermé et que
ViyeB(0,a1) CL()NyeImkK, (5-22)

alors on le resultat suivant

Proposition 5-5

Supposons que le systéme (5-T) est faiblement régionalement observable sur w
et sous les hypothéses (5-14), (5-15) ainsi que

3 58, > 0 tel que

Vel (0,T:F) |CL()i|, < B llyl

L#(0,T;F) (5-23)
et 3 B, > 0 tel que
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VgeF ||CS()glly <B:llullz (5-24)

alors on a

1) il existe ay > 0 et p = p(az) > 0 tel que
Vze B(0,p) CY lafonction ®y(Z,.) admet un point fixe unique dans B (0, m)

correspondant & Uétat initial régional 7" du probléme (5-3) & observer sur w
2) La fonction
h: B(0,p) — B(0,m)
Z— g
est Lipschitzienne-

Preuve
1) Montrons que ®5 (Z,.) est contractante sur B (0,m) C V
soient ggji,g?j € B(0,m)
ona ® (z, §y7) — 5 (2, 771) = K (CL() (NS (521) = Nf (7))

d’aprés (5-15) , (5-16), (5-21) , (5-22) et (5-23)

on obtient
@2 (2, 721) = @2 (2, 700) ||, = [[KLKS (CL () (NF (521) = NF (701))]ly
< B [INF (@21) = NF @) (o)
< Bk (I @)1 1 @D IS @) = F @D o0
on a lim kgg%lz,ﬁ?o) =0 dou
pour £ < L=e)m e 0<~,<1,l3a,> tel que

By Hg?HLT(O,T)

1 —
sup k (61, 62) < (=)
01.02< as b5y ||g2||LT(0,T)
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Hg?HLT(OT)
Bysup k (6, 02) o 0D _
! 01,02< a2 (1 - Cl)

on obtient alors

192 (2, 721) = @2 (2 7l < es [l — 7l

ainsi donc @, (Z,.) est de contraction sur B (0, m).

D’autre part, d’aprés (5-14), (5-15), (5-16) , (5-23) et (5-24)

on a
@ (2 8|, = |2 - €5 O xanass* = CLONF @]
< Izl + |05 O x|, + ICL ) f(? )l

< Nelly + B ||Xinad8™ | + 8ok (1 @)1 0) [1£ (52

L (0,1;7)
< |Izlly + B2 XQ\wggl +51a13u130k<(a€ ,0)
on pose 2
p=m— (ﬁz XE\wQS’ _+ 51a18111;’i(z 0)) (5-25)

alors

m

pour [|z][,, < p on a H(I)Q Z yl )Hv

et par suite elle admet un point fixe unique-
2) Montrons que h est Lipschitzienne

solent zy, Z € B (0, p), on a

)
= Oy (22, h (22) ) — Pa(Z2, h (21)) + Pa(Z2, h (21)) — P2 (21, h (21))
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| 7 (22) = h(z)lly <
@2 (22, 1 (22) ) — ®a(Z2, h (21)) ||y + |P2(Z2, b (21)) — P2 (21, 1 (21)) Iy
<es|l h(z) = by, + ||KS (72— Zl)HV
=c3|| h(z) = h(2)|y + 172 — 2y

et donc on obtient

_ _ 1
I h(z) = bzl < 5

122 —zlly  (5-26)
d’ou h est Lipschitzienne-
Remarque 5-2

1) D’aprés les propositions 5-4 et 5-5 on doit avoir

‘ Xa\wﬂg’l _<min{my,me} et m> Ba;supk(6,0)
F 0< as
1
ol My = iR m — Bya;supk (0, 0)] , ceci dans le but de voir p > 0
2 0< as

p étant défini par (5-25) .
2) La proposition 5-5 montre que si les mesures sont de normes assez grandes,

le systéme (5-3) ne peut étre régionalement observable-

4) Approche numérique

Dans cette section on montre ’existence d’ une suite d’états initiaux qui converge
vers 1’état initial régional & observer sur w.

Proposition 5-6

On suppose que les hypothéses de la proposition 5-5 sont vérifiés,

pour zZ € B (0, p), la suite des états initiaux régionaux défini dans B (0,m) C V

par



01
Yo1 = 0

Wt = K (= C5 )Xo 08" — CLO N ()

—0,1 154 s P N
converge vers ¢, l’état initial régional a observer sur w.

Preuve
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(5-27)

Montrons que la suite définie par (5-27) est convergente, en effet

on a

oo =gl = 9 (223 = @2 2.8, )1

<c3 H@% - @2’_1171 HV

2 || =0,1 -0,1
<G Hyn—l,l ~Yn—21 ||V

n |1 =0,1
< ¢ HyLle
Soient g, = f (#1) et Z, = C7
avec
Un =S ()Xo + S ()Xot + L() Ny
n . wdIn,l . Nwd2 : n
et

Zn = Kooy + CS () Xono ¥ + CL () Ny,



K (z=2) = K (2= CS()Xp.08" = CLONF (501)) = K

w

01 _0,1
= Yn+1,1 — YUnn

d’ou

_ _ _0,1 -0,1
I 2= Zolly = ||Uniaa — yn,IHV

n []-0,1
< |lmall,
ainsi la suite z, coverge vers z dans Y

d’autre part on a d’aprés (5-26)

0,1

o =7, = Ik (2) — k(2]
1

<
1—03

H zZ— ZnHY

0,1 g - 0,1
et donc ¥,; converge vers ’état inital régional ", a observer sur w-

Algorithme

On pose 7,41 =2z — CS(.) Xa\wgg’l —CL()Nf (@2%)

d’ou
?Jgiu = _: Tnt1
on a
Zp = [_{wgg:ll +zZ—- T'n+1
— R (K ) 5 — s
= Ty +2Z—Tpp
=

Thnel =2 — Zn+ Ty

on obtient alors I'algorithme suivant :
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rn=2-CS ()Xo —CL()Nf(0)

—_

[\

-~ W
~—  ~— ~— " =

Zp = Oyn

(S

TR 0,1 s Patat nitial raod 0,1
si|| 2 — Z,|ly < € arreter et g,’; correspond a ’état initial régional 7,
sinon

6) Thy1=2Z—Z,+ 1, aller a2
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CONCLUSION

Le probéme de I'observabilité régionale interne de 1’équation des ondes a été
abordé en adaptant la méthode HUM. On a développé une approche numérique
qui a permi d’avoir des expressions explicites des conditions initiales sur la région
w C €2 et qui sont exploitables d’un point de vue numérique, ensuite nous avons
étendu cette étude au cas oul w est une partie de la frontiére 02 du domaine du
systéme, les différentes mises en oeuvres numériques attestent de I’éfficacité des
approches considérées.

Bien str dans les problémes réels, pratiquement tous les modeéles sont non
linéaires, ceci nous a conduit & tenir compte des effets de la non linéarité en consi-
dérant des systémes hyperboliques semi-linéaires, toutefois la difficulté de base de
ces systeémes est qu’on ne dispose pas de théorémes permettant de prouver dans
un cadre général 'existence et 'unicité de la solution de tels sysemes mais I'intro-
duction des théorémes de point fixe nous a amené a quelques résultats locaux qui

ont permis d’aboutir & un algorithme exploitable d’un point de vue numérique-
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