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RÉSUMÉ 

Le travail proposé étudie numériquement le transfert de chaleur en convection mixte 

pour un écoulement descendant à l’intérieur d’un canal verticale. Les parties médianes 

externes des parois sont maintenues à une température constante, alors que les autres parties 

en haut et en bas des parties chauffées sont adiabatiques. 

Les équations gouvernantes de ce problème sont : l’équation de conservation de la 

masse, les équations de Navier Stokes et l’équation de conservation d’énergie. La méthode 

des volumes finis a été utilisée pour la discrétisation des équations gouvernantes et 

l’algorithme SIMPLE pour traitement couplage pression vitesse. 

Les calculs sont effectués pour différentes valeurs du rapport Ri = Gr/Re² (Ri ≥ 0,1). 

Pour chaque valeur de Ri, la nature de la convection (forcée, mixte et naturelle) est déduite, et 

l’évaluation du transfert de chaleur a était est déterminée. 

L’influence de la longueur de la partie chauffée et l’épaisseur du canal sur les cas 

instables obtenus ont était étudiées. 

 

Mots clés : Convection mixte, Canal vertical, Méthode des volumes finis, Ecoulement laminaire, 

Refroidissement. 
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ABSTRACT 

The proposed work studies numerically the mixed convection heat transfer for the 

decreasing flow inside a vertical channel. The medium parts of the external walls are kept at a 

constant temperature, while the other parts higher and lower of the heated parts are adiabatic. 

The governing equations of this problem are: the masse conservation equation, Navier-

Stocks equation and energy conservation equation. The finite volume method is used in order 

to discrete the governing equations, and the SIMPLE algorithm is used to treat the coupling 

pressure-speed. 

The calculus are carried out for different rations values of Ri = Gr/Re² (Ri ≥ 0.1). For 

each value of Ri, the nature of the convection (forced, mixed and natural) are deduced. 

The influence of the length of the heated part and the channel thickness on the instable 

cases obtained is studied. 

Key words: Mixed convection, Vertical Channel, Finite volume method, Laminar flow, Cooling.  
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  هmا اZXlS اcVeXSح ijرس ^Qg]R[ اeVf[ل اS]cارة `_ ^[S\ اS]ZX اPQRS TUVWXSن

\jدpXq ة]rs Zاء داخpvSا.  wتyQz{در|\  ت irq }jارi~Sم{ ا \Q|ر]WSس�� اpSا�|�اء ا  

\rQlارة مc^ ,قp` ىcأن ا�|�اء ا�خ }Q^ _`\Qمpآ� \rخ]RSا�|�اء ا y[و ت .  

 مl[د�ت, مl[دS\ اS]�[ظ �Uq اXS[دة:  اlXS[د�ت اVXS]�X\ `_ ه�m اiSراس\ ه_ 

Navier-Stocks\s]�Sا �Uq ظ]�[Sا \Sد]lد�ت .  و م]lXSا Z[S \QvVrXSم اp~[Sا \ejc� yUXlVاس

  .���VSTاوج Qg{ اqcRS\ و اlXSS[S~\ ا SIMPLEاVXS]�X\ آX[ أسfcg ZXlV[م� 

\zRrUS دةilVم wQs Z|ت م{ أ]g]R[S]g م]QeSا wت(Ri ≥ 0,1) Ri = Gr/Re²    \lQz� iji[ت wت

 ZX[Sي(اc�s ,_lQz� و TUVWـ ) مS \XQs Zآ Z|م{ أRi , Zارة `_ آc[Sل ا]eVfإ wQQeت wت ]Xآ

\S]^.  

ت�ثp� cQل اS~�ء اRS[خ{ و آmا س�X اi~Sار تyX دراس�V `_ اS][�ت �cQ اceVRXSة 

Sا]vQUq Z�[VX.  

  

 �  .تijcz, اPQRSن اejc� ,_ez�S\ اp~[Sم اrs ,\QvVrXS[ة pXqدj\,  اS]ZX اTUVWXS:ال%�$#ت ال!ال
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NOMENCLATURE 

AP, AE, AW, AN, AS Coefficients de l’équation algébrique de transport discrétisée. 

( )PA  Fonction d’un schéma numérique. 

A Elément de la matrice tri diagonal. 

),( jib  Terme source dans l’équation de transport discrétisée. 

b, c, d Eléments de la matrice tri diagonal. 

Cp Chaleur spécifique à pression constante [ J/kg.K ]. 

∂v Volume infinitésimal. 

De, Dw, Dn et Ds Flux diffusifs aux interfaces e, w, n et s de l’équation de transport discrétisée. 

Fe, Fw, Fn et Fs  Flux convectifs aux interfaces e, w, n et s de l’équation de transport discrétisée. 

g Accélération de pesanteur [m/s²]. 

H Largeur du canal [m]. 

i,j Coordonnées logiques des points. 

K Conductivité thermique [W/m.K]. 

Kair  Conductivité thermique de l’air [W/m.K]. 

K* Conductivité thermique adimensionnelle. 

L Longueur du canal [m]. 

Lu Longueur de la partie préchauffée [m]. 

Lc Longueur de la partie chauffée [m]. 

Ld Longueur de la partie post-chauffée [m]. 

n Nombre entier. 

P0 Pression atmosphérique [Pa]. 

p Pression [Pa]. 

P* Pression adimensionnelle.  

Pe , Pw , Pn , Ps Nombre de Peclet aux interfaces e, w, n et s. 

S Terme source de l’équation de transport discrétisée. 

T0 Température ambiante [K]. 

Tw Température constante des parois chauffée [K]. 

t Temps [s]. 

u, v Composantes de la vitesse dimensionnelle. 

U, V Composantes de la vitesse adimensionnelle. 

x, y Coordonnées cartésiennes dimensionnelles [m].  

X, Y Coordonnées cartésiennes adimensionnelles. 
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Symbole Grecs  

α Diffusivité thermique [m²/s]. 

β Coefficient d’expansion thermique à pression constante 
T∂
∂−

=
ρ

ρ
β

0

1 [K-1]. 

θ Température adimensionnelle ( ) ( )00 TTTT W −−=θ . 

δ Epaisseur [m]. 

∆ Rapport de l’épaisseur sur la largeur ∆ = δ/H. 

Γ  Coefficient de diffusivité générale.  

φ Variable dépendante générale. 

ν Viscosité cinématique [m²/s]. 

ρ Masse volumique [kg/m3]. 

ρ0 Masse volumique à T0 [kg/m
3]. 

τ Temps adimensionnel   ( )0VHt . 

∆τ Incrément du temps adimensionnel. 

∆T Différence de température [°C]. 

∆x Dimension d’un volume de contrôle suivant « x » [m]. 

∆y Dimension d’un volume de contrôle suivant « y » [m]. 

Indices et exposants 

air  Air. 

n Compteur d’itération correspondant au temps τ . 

n+1 Compteur d’itération correspondant au temps 1+τ . 

0 Valeur initiale. 

Nombre sans dimensions 

Nu  Nombre de Nusselt moyen ∫ ∂
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=
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dA
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Nu
θ
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CHAPITRE I 

INTINTINTINTRODUCTIONRODUCTIONRODUCTIONRODUCTION    ETETETET    REVUESREVUESREVUESREVUES    

BIBLIOGRAPHIQUESBIBLIOGRAPHIQUESBIBLIOGRAPHIQUESBIBLIOGRAPHIQUES    

I.1. INTRODUCTION 

Le phénomène de convection mixte est rencontré dans diverses applications concernant 

les échangeurs de chaleur destinés au chauffage ou au refroidissement des fluides visqueux 

dans les procédés chimiques et les industries alimentaires, les échangeurs de chaleur compacts 

pour les écoulements de gaz ainsi que ceux intervenant dans les applications biomédicales. 

Cependant, le transfert thermique en régime de convection mixte ne se limite pas au cas des 

échangeurs, car on le retrouve aussi dans le transport des huiles par pipelines, l'évacuation de 

la chaleur dans les réacteurs nucléaires et le refroidissement des composants électroniques qui 

représente un cas concret de combinaison des deux modes de convection forcée et libre. 

D'autres champs d'applications peuvent être aussi considérés, il s'agit entre autres des 

collecteurs solaires, sachant que dans ce type d'appareils, l'écoulement s'effectue 

généralement aux faibles nombres de Reynolds ce qui permet d'induire des courants 

secondaires par convection naturelle dus aux variations de la masse volumique du fluide prés 

des parois. Ces courants modifient à leur tour la distribution des champs de vitesse et de 

température et donnent ainsi à l'écoulement un caractère tridimensionnel qui complique 

davantage le traitement et la résolution de tels problèmes. 

Notons enfin que les écoulements géophysiques (couches limites atmosphériques, 

courants marins) sont souvent des écoulements siège de phénomènes de convection mixte. 

Cela est très important pour les problèmes de pollution, les effets de gravité pouvant, selon le 

cas, augmenter ou diminuer l'intensité de turbulence et par conséquent augmenter ou diminuer 

les transferts 
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Les processus de transfert en écoulement de conduite en régime de convection mixte 

étant mal maîtrisés, l'idée d'entreprendre une étude numérique pour essayer d'analyser ces 

phénomènes s'avérerait utile.  

L'étude présentée dans ce mémoire a pour but l'analyse du phénomène de l’écoulement 

laminaire et du transfert de chaleur associé en régime de convection mixte. La recherche dans 

cet axe couvre un domaine vaste, car, les applications industrielles s'articulant autour sont 

extrêmement variées. Nous nous intéressons dans ce travail à étudier le transfert de chaleur  

en convection mixte pour un écoulement descendent à l’intérieur d’un canal vertical par une 

température constant appliqué sur la paroi externe. 

I.2. CONTENU DU MÉMOIRE 

Dans un premier temps, nous présentons une revue des différents travaux concernant 

l'étude des écoulements et du transfert de chaleur en régime de convection mixte. 

La description mathématique complète du problème fera l'objet du deuxième chapitre 

dans lequel nous présentons, après démonstration, les équations de conservation qui régissent 

ce type d'écoulement, à savoir, l'équation de continuité, l'équation de quantité de mouvement 

et l'équation de l'énergie. L'introduction de variables adimensionnelles dans ces équations fait 

ressortir des adimensionnels qui sont les nombres de Reynolds et de Grashof caractérisant 

ainsi le système. 

La résolution numérique des équations de conservation est abordée au troisième 

chapitre. La méthode des volumes finis est utilisée pour discrétiser les équations de 

conservation exprimées en variables primitives, c'est-à-dire, en formulation vitesse-pression. 

Le traitement du couplage de ces variables est réalisé à travers l'utilisation de l'algorithme 

SIMPLE. C'est ainsi que nous avons développé un code de calcul en configuration 

bidimensionnelle permettant la résolution des équations. 

En dernier lieu, une validation du code de calcul sera effectuée au moyen d’une 

comparaison avec des études disponibles dans la littérature. Le quatrième chapitre contiendra 

aussi les résultats des calculs effectués en vue de déterminer l’influence de la variation du 

nombre de Richardson sur la structure de l’écoulement et le transfert de chaleur. L’influence 

de la longueur de la partie chauffée et l’épaisseur de la paroi sur les cas d’instabilité 

hydrodynamique et thermique obtenues sera étudiée. 
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Finalement, nous terminons cette mémoire par une conclusion générale qui résume les 

principaux résultats obtenus lors de cette étude et qui trace les perspectives et les extensions à 

donner à ce travail. 

I.3. REVUES BIBLIOGRAPHIQUES 

L'analyse du développement simultané de l'écoulement et du transfert de chaleur en 

convection mixte avec viscosité variable dans un tube horizontale isotherme a été effectuée 

par B. Shome et al. Des calculs paramétriques ont été exécutés pour étudier l'effet du nombre 

de Prandtl, nombre de Rayleigh, différence de la température de paroi et profil axial de vitesse 

sur les nombres de Nusselt et les coefficients de frottement apparents pour des cas de 

chauffage et de refroidissement. Les résultats indiquent que la viscosité variable a un effet 

plus grand sur le coefficient de frottement que sur les nombres de Nusselt. En outre, l'effet du 

nombre de Rayleigh et du profil de vitesse sur les nombres de Nusselt et le coefficient de 

frottement existe seulement dans la région proche d’étude. Un paramètre trouvé par une 

analyse a été employé pour corréler empiriquement le nombre de Nusselt calculé et le 

coefficient de frottement et le nombre de Nusselt expérimental pour le développement 

simultané de l’écoulement et du transfert de chaleur. Les corrélations développées sont plus 

précises, ont une large gamme d'applicabilité que ceux disponibles dans la littérature et 

devraient être très utiles aux concepteurs [1]. 

La convection mixte conjuguée tridimensionnelle dans un canal rectangulaire  

a été étudiée par C. Y. Choi et al. Ils ont basé sur les effets de la flottabilité locale produits 

par une source de chaleur discrète montée sur la conduite. Les calculs couvrent  

0.126 ≤ Re ≤ 1260, Gr = 7.8789×107, 1 ≤ k ≤ 100, et Pr = 0.71, respectivement. Dans le 

régime de convection mixte, le nombre de Nusselt local à la surface supérieure de la source de 

chaleur donne une forme très différente de celle au le fond. En outre, le nombre de Nusselt au 

centre de la source de chaleur indique des effets de tridimensionnalité significatifs. Une 

corrélation pour θmax / K
1/2 est trouvée, et le régime de convection mixte est déterminé pour 

1.81×103  ≤  Re/Gr1/2 <  2.80×10–2 [2].  

Les résultats des études théoriques et expérimentales de la convection mixte laminaire 

de l'eau dans un tube horizontale maintenue à une température constante sont présentés par G. 

J. Hwang et al. Les paramètres gouvernantes de l'écoulement sont le nombre de Rayleigh,   

0 ≤ Ra ≤ 5×107, la température d’entrée 5 °C ≤ T0 ≤ 18 °C et la température de la paroi 

TW = 0 °C. Les effets de densité sur les champs hydrodynamique et thermique sont présentés. 
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Les expériences ont été effectuées en mesurant la température d’entrée, de sortie et de paroi. 

Les écoulements secondaires ont été visualisés en injectant quelques gouttes de 

mercurochrome à l’entrée du tube. Le taux de transfert de chaleur mesuré et calculé, les 

photos des écoulements secondaires visualisés et les structures des écoulements obtenues 

numériquement avec l'effet de densité sont également présentés [3]. 

G. Laplante et al ont étudie numériquement la convection mixte laminaire descendente 

à l’intérieur d’un tube verticale dans laquelle la conduction dans la paroi est significative. Les 

équations ont été résolues numériquement en utilisant la méthode des volumes de contrôle et 

l’algorithme SIMPLER. Les résultats montrent qu’une importante quantité de chaleur fournie 

à la section chauffée est redistribuée en amont et en aval de celle-ci lorsque les valeurs de K 

(rapport des conductivités thermiques solide-fluide) et ∆ (rapport entre l’épaisseur et le 

diamètre du tube) sont élevées. En certains cas les effets du chauffage ont été ressentis jusqu’à 

une distance égale à 25 fois le diamètre en amont de la section chauffée. De plus, les résultats 

indiquent que pour un rapport de Gr/Re2 = 5000, une cellule de recirculation s’étend en amont 

de la section chauffée. Cette cellule agit comme un isolant entre le fluide et la paroi de sorte 

que la chaleur se propage dans la paroi jusqu’au début de la cellule avant d’être transmise  

au fluide [4]. 

J. Orfi et al ont étudie numériquement le transfert de chaleur et l’écoulement d’un 

fluide incompressible dans un tube incliné par rapport à l’horizontale et soumis à un flux de 

chaleur uniforme sur sa surface extérieure. La méthode des volumes finis est utilisée pour 

résoudre les équations paraboliques de la convection mixte sous forme adimensionnelle.  

Les résultats, obtenus pour de l’eau et pour différentes combinaisons du nombre de Grashof  

et de l’inclinaison du tuyau, montrent une amélioration du transfert de chaleur moyen avec 

une augmentation de la contrainte de cisaillement pariétale par rapport à un écoulement  

forcé pur [5]. 

A. Barletta a fait une analyse de la convection mixte dans un canal vertical, en tenant 

compte de l'effet de la dissipation visqueuse. Les deux parois verticales ont été considérées 

isothermes. Les champs de vitesses et de températures adimensionnels et le nombre de 

Nusselt ont été évalués dans les deux cas. Les résultats montrent que l'effet de la dissipation 

visqueuse peut être important, spécialement, dans le cas de l'écoulement ascendant.  

L'une des conséquences des termes de la dissipation visqueuse est que le transfert de chaleur 

n'est pas dû simplement à la conduction pure comme dans le cas où on néglige la dissipation 

visqueuse [6]. 
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Des mesures expérimentales de transfert de chaleur en convection mixte dans un canal 

carré vertical sont présentées par S. Dutta et al. La direction de l'écoulement d'eau est choisie 

telle que la flottabilité coopère ou s'oppose avec le gradient de pression de l'écoulement. La 

configuration étudier présente une condition de chauffage non symétrique (deux cotés 

chauffées et deux isolés) et montre l’évolution du nombre de Nusselt pour des états 

d'écoulement coopérant et opposé. Les coefficients d’échange de chaleur observés sont 

différents pour les canaux chauffés symétriquement. L'écoulement opposé présente en général 

des coefficients de transfert de chaleur plus élevés et le nombre de Nusselt augmente avec 

l’augmentation des rapports de Gr/Re ou Gr/Re² pour les écoulements coopérants et opposés. 

Une corrélation basée sur la flottabilité a été développée [7].  

T. Hoang et al ont étudié un écoulement bidimensionnel et laminaire en convection 

mixte dans un tube vertical, avec échange convectif à la surface externe, lorsque l’entrée est 

soumise à un échelon de débit. Les calculs ont été effectués avec des échelons positifs ou 

négatifs. Ils confirment une forte différence du comportement thermo-hydraulique de 

1'écoulement entre ces deux cas. De plus, une première étude de similitude semble montrer 

que le coefficient de poussée thermique Ri∞ Re∞ et les échanges extérieurs caractérisés par un 

groupement adimensionnel Bi*/Pe (Bi* : nombre de Biot généralisé) jouent un rôle important 

en convection mixte laminaire sur le transfert de chaleur à la paroi et sur 1'écoulement [8]. 

L'influence de la convection naturelle et de la viscosité variable sur l'écoulement 

laminaire forcée d'un fluide newtonien dans un tube annulaire horizontal est étudiée par C. 

Nour. Les cylindres intérieur et extérieur sont soumis à un flux thermique constant. Le profil 

de température à l'entrée est uniforme. L'hypothèse de Prandtl et de Boussinesq ont été 

adoptées. L'équation de continuité et les équations de mouvement et d'énergie sont résolues 

numériquement avec la méthode de différences finies. Près de la section d'entrée, la 

convection forcée est le mécanisme dominant. Les résultats numériques montrent qu'une 

diminution de la viscosité du fluide avec la température mène à : (i) une augmentation de la 

vitesse axiale dans la partie supérieure du conduit annulaire et une diminution dans la partie 

inférieure ; (ii) une élévation de l'intensité d'écoulement secondaire ; (iii) une réduction dans 

la différence de la température entre les parties supérieures et inférieures du cylindre ; (iv) une 

augmentation du coefficient de transfert de chaleur global [9]. 

M. Ouzzane et al ont étudié l’écoulement laminaire en convection mixte d'un fluide de 

type Boussinesq dans une conduite inclinée. Les équations différentielles décrivant le système 

ont été résolues numériquement pour quatre conditions thermiques différentes : flux 
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thermique uniforme sur toute la circonférence ou seulement sur la moitié supérieure de celle-

ci, applique soit sur la surface extérieure de la conduite ou directement à l’interface solide-

fluide. Les résultats obtenus autant pour les variables locales (distribution circonférentielle de 

la température de l’interface, profil de vitesse axiale, etc.) que pour les paramètres moyens 

(valeurs moyennes en une section du nombre de Nusselt et de la contrainte de cisaillement 

pariétale) sont très différents, surtout pour des valeurs élevées du nombre de Grashof. Ainsi, 

pour Gr = 106 , Re = 500 et Pr = 7, le nombre de Nusselt moyen asymptotique pour un flux 

uniforme applique à la surface extérieure de la conduite est 16,47 ; les valeurs 

correspondantes de Nu pour un flux thermique impose à l’interface fluide-solide sont 26,14 

pour un flux uniforme sur toute la circonférence et 29,71 pour un flux applique seulement sur 

la moitié supérieure de celle-ci [10]. 

A. Barletta et al ont étudié analytiquement la convection mixte laminaire avec 

dissipation visqueuse dans un canal incliné, dont les parois sont maintenues respectivement 

aux températures T1 et T2. Deux cas sont considérés : en premier lieu, la convection forcée 

avec dissipation visqueuse et les effets des forces de flottabilité pour des valeurs fixes du 

nombre de Brinkman ( )12/Br TTT −∆=  avec ∆T = µU0²/k est la différence de température de 

référence, U0 est la vitesse a l'entrée, µ est la viscosité dynamique du fluide et k est la 

conductivité thermique. En second lieu, la convection mixte sans dissipation visqueuse et les 

effets du nombre de Brinkman pour des valeurs fixes du nombre de Grashof ont été analysés. 

Les résultats montrent que la dissipation visqueuse améliore les effets des forces de 

flottabilité [11]. 

Song et al ont étudié numériquement le comportement thermique de l’écoulement de 

l’air dans une enceinte rectangulaire de rapport d’aspect 4, chauffée en bas à une température 

qui varié sinusoïdalement avec le temps. L’objectif du travail était de savoir l’influence de 

cette condition sur le seuil d’instabilité thermique et sur les performances du transfert de 

chaleur de la convection oscillatoire cellulaire prés des conditions critiques. Pour examiner 

l’effet de l’échauffement dans plusieurs conditions, l’inclinaison de l’enceinte a été 

considérée. Les résultats montrent que la modulation de la paroi inférieure avec une haute 

amplitude et/ou avec une basse fréquence mène à une stabilité [12]. 

N. Islam et al ont étudié numériquement le transfert de chaleur par convection mixte en 

régime laminaire stationnaire à l’entrée de l’espace annulaire de deux cylindres coaxiaux. Le 

tube intérieur est maintenu à un flux de chaleur constante tandis que le tube extérieur est 

adiabatique. Ils ont trouvé que l’augmentation du nombre de Rayleigh engendre une 
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augmentation du transfert de chaleur. Aussi, ils ont montré que le nombre de Nusselt moyen 

augmente avec l’augmentation du rapport d’aspect et du nombre de Prandtl [13]. 

L’écoulement laminaire ascendant dans un tube vertical chauffé uniformément sur une 

partie de sa longueur a été étudié numériquement par M. Zghal et al. Les résultats ont été 

obtenus en solutionnant les équations elliptiques de Navier Stokes, de continuité et de 

conservation d’énergie pour l’air et plusieurs valeurs de la longueur de chauffage, du nombre 

de Reynolds et du nombre de Richardson. Ces paramètres déterminent le régime 

d’écoulement. Les conditions qui engendrent des zones de re-circulations et celles qui 

correspondent à une importante diffusion axiale de chaleur et/ou de la quantité de mouvement 

sont identiques pour différentes longueurs de la section de chauffage [14]. 

A. Behzadmehr et al ont étudié numériquement la convection mixte dans un long tube 

verticale pour deux valeur du nombre de Reynolds (1000 et 1500) et Grashof ≤ 108, les 

surfaces extérieurs du canal sont chauffée avec un flux de chaleur constant. Les propriétés du 

fluide sont supposées constantes sauf la densité de la force de volume qui varie linéairement 

avec la température. La turbulence est modelée avec le modèle k-ε (Launder et Sharma) à 

faible nombre de Reynolds. Les équations différentielles couplées ont été discrétisé avec la 

méthode des volumes finis. Pour les termes convectif et diffusif, le schéma "upwind" du 

deuxième ordre a été employé tandis que la procédure SIMPLEC a été utilisée pour le 

couplage pression-vitesse. Les résultats montrent qu’il y a trois valeurs critiques du nombre 

de Grashof pour chaque nombre de Reynolds (4×105, 8×106 et 5×107 pour Re = 1000 et 

3×105, 2×106 et 108 pour Re = 1500) qui correspond à la transition d’un régime laminaire à un 

régime turbulent. Une corrélation de l’évaluation du nombre de Nusselt en fonction des 

nombres de Grashof et Reynolds a été proposée, celle-ci est valide en régime laminaire ainsi 

qu’en régime turbulent pour 1000 ≤ Re ≤ 1500 et Gr ≤ 5×107 [15]. 

A. Barletta et al ont étudié analytiquement et numériquement la convection mixte 

laminaire dans un canal vertical où les deux surfaces extérieures du canal sont maintenues à 

une température T0. Les propriétés des liquides étant supposées comme constant et l'effet de 

dissipation visqueux sera tenu en compte. Les équations d'énergie, de masse et de 

mouvements ont été écrites selon l'approximation Boussinesq. Ces équations ont été résolues 

par deux méthodes : analytique et numérique. D'autre part, un choix de la température de 

référence a été nécessaire pour déterminer le gradient de pression axial. La procédure de 

solution a révélé que ni le champ de vitesse ni le champ de température est influencé par le 

choix de la température de référence. Ils ont observés que la solution existe seulement pour 
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une valeur du nombre de Reynolds qui ne dépasse pas Re ≤ 228.1286 c'est-à-dire une limite 

supérieure pour l’écoulement en régime laminaire [16]. 

O. Kholai, A. Bellaouar et M. Kadja ont étudié numériquement la convection mixte 

dans un tube circulaire incliné par rapport à l’horizontale et chauffé à l’aide d’un flux de 

chaleur constante et uniforme sur sa face circonférentielle. L’écoulement à l’intérieur du tube 

est supposé laminaire pour un fluide incompressible (l’eau). Les résultats sont obtenus pour 

un nombre de Reynolds Re = 500 et différents combinaison de nombre de Grashof Gr (104, 

105, 106) et d’angle d’inclinaison α (0°, 30°, 60°, 90°). Ils ont observé l’apparition d’un 

écoulement secondaire avec un Gr = 106. Ils ont montré aussi que le transfert de chaleur 

s’améliore avec l’augmentation de nombre de Grashof et la diminution d’angle 

d’inclinaison [17]. 

B. Premachandran et al ont étudié numériquement la convection mixte dans un canal 

horizontal. Dans ce dernier à été montées sur sa paroi inférieure quatre sources de chaleur, les 

surfaces extérieurs du canal sont supposées adiabatiques. L’écoulement est supposé stable, 

laminaire, incompressible, hydrodynamiquement et thermalment développé. Le fluide utilisé 

est l'air. Les équations gouvernantes sont résolues en employant la méthode des volumes finis. 

L'algorithme SIMPLE est employé pour traiter le couplage vitesse-pression. L’objectif 

principal du travail est d’étudier l’effet des forces de flottabilité où les paramètres 

géométriques sont fixés. Les résultats indiquent que la température diminue avec 

l’augmentation du nombre de Reynolds et l'effet de la radiation diminue aussi avec 

l’augmentation du nombre de Reynolds. Ils ont observé que l’augmentation du nombre de 

Grashof provoque une diminution linéaire de la température [18].  

La convection mixte laminaire dans un canal vertical dont la section est finie et soumise 

à une variation linéaire de la température a été étudiée numériquement par Tsai-Shou Chang. 

Les variations des variables locaux de vitesse, température, nombre de Nusselt locale et 

moyen sont déterminées pour démontrer l’influence des paramètres étudiés ; nombre de 

Reynolds, nombre de Grashof et le degré de variation de la température de paroi. Une 

attention particulière a été confiée à l’étude de l’effet de la variation linéaire de la 

température. Les résultats suggèrent que le nombre de Nusselt moyen augmente avec nombre 

de Reynolds et le nombre de Grashof. D'ailleurs, le nombre de Nusselt est plus haut avec une 

température linéairement croissante à la paroi qu’avec une température linéairement 

décroissante à la paroi. En conclusion, il a proposé une corrélation pour prévoir le nombre de 

Nusselt en fonction des paramètres étudiés [19]. 
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La convection mixte laminaire bidimensionnelle dans un canal vertical dont les parois 

sont non adiabatiques avec une source de chaleur discrète et isotherme a été étudiée par  

L. Martinez-Suâstegui et al. Les équations gouvernantes (Navier – Stocks et équation 

d’énergie) sont discrétisées par la méthode des différences finies et utilise le schéma upwind 

pour l’interpolation. Les résultats illustrent les effets du nombre de Richardson et de Reynolds 

sur la nature des écoulements (laminaire ou transitoire) et transfert thermique (nombre de 

Nusselt) de la partie chauffée. La réponse régulière oscillatoire finale de l’écoulement est 

obtenue selon la valeur de Richardson et de Reynolds. Ils ont évalué les valeurs critiques pour 

obtenir de l’instabilité [20]. 
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CHAPITRE II 

FORMULATIONFORMULATIONFORMULATIONFORMULATION    

MATHEMATIQUEMATHEMATIQUEMATHEMATIQUEMATHEMATIQUE    

III.1. INTRODUCTION 

Ce chapitre est consacré à la mise en équations du problème physique considéré en 

utilisant les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de 

l'énergie. Ces dernières expriment les principes fondamentaux de la physique. 

On commence par l'écriture des équations sous leurs formes générales, puis on passera 

aux différents traitements de ces équations ainsi que les conditions aux limites associées. 

III.2. MODÈLE PHYSIQUE 

Le problème considéré consiste en l'étude du transfert de chaleur conjugué pour un 

écoulement descendant à l'intérieur d'un canal vertical chauffé par une température constante 

appliquée aux parois externes. Une représentation schématique de la géométrie considérée 

avec les conditions aux limites est présentée sur la Figure II-1. 

L'épaisseur de la paroi du canal est égale à δ. Une température constante Tw est 

appliquée à la surface externe du canal, sur la section chauffée Lc. Des sections adiabatiques 

ont été rajoutées en amont et en aval de la section chauffée afin de permettre l'étude de la 

diffusion thermique axiale dans le fluide et la paroi. 

La vitesse de l’air à l’entrée du canal est uniforme V0 et la température du milieu 

ambiant est T0. 
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Figure II-1 : Configuration géométrique du problème considéré. 

III.3. FORMULATION MATHÉMATIQUE 

Dans cette section, nous allons exposer les différentes étapes de la formulation 

mathématique nécessaires pour aboutir au système d'équations final régissant ainsi les 

phénomènes de conservation. 

III.3.1. Hypothèses simplificatrices 

Un ensemble d'hypothèses est retenu dans cette étude, afin de simplifier la modélisation 

mathématique du problème. Ces hypothèses sont issues des propriétés physiques de 

l'écoulement de l’air dans une conduite verticale avec transfert de chaleur en régime de 

convection mixte. 

Les principales hypothèses prises en compte dans cette étude sont les suivantes : 

1. Fluide visqueux newtonien dont la masse volumique est constante sauf dans le terme 

des forces de poussée d'Archimède où l'on adopte l'hypothèse de Boussinesq. Cette 

hypothèse consiste que la variation de la masse volumique dans le terme de poussée 
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d’Archimède est due uniquement aux variations de température, alors que celles liées aux 

variations de pression sont négligeables. 

Ainsi, l'expression linéaire de ρ est la suivante : 

 ( )T∆−= βρρ 10  (II-1) 

où ρ0 est la masse volumique déterminée à une température de référence T0 caractéristique du 

problème étudié, et β est le coefficient de dilatation thermique donné par : 

 
pT








∂
∂

=
ρ

ρ
β

1
 (II-2) 

2. L’écoulement est bidimensionnel ; 

3. L’écoulement est laminaire ; 

4. Le transfert de chaleur par rayonnement est négligeable ; 

5. La dissipation visqueuse est négligeable ; 

6. Les propriétés physiques (Cp, ν, k, ρ) du fluide et du solide ks seront supposées 

constantes et uniformes; 

Il s'agit à présent d'écrire les équations régissant le phénomène de convection mixte, en 

tenant compte des hypothèses précédentes. 

III.3.2. Mise en équations du problème  

Nous avons adopté la notation indicielle dans l'écriture des entités vectorielles et 

tensorielles. La convention d'Einstein relative à la sommation de l'indice muet est 

systématiquement adoptée. Alors les équations de conservation s'écrivent comme suit : 

� Equation de conservation de la masse : 

Elle est donnée par l'équation : 

 ( ) 0=
∂
∂

+
∂
∂

j

j

V
xt

ρ
ρ

 (II-3) 

En tenant compte des hypothèses précédentes, cette équation s'écrit en coordonnées 

cartésiennes comme : 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

y

v

x

u
 (II-4) 
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� Equation de conservation de la quantité de mouvement : 

Le mouvement du fluide est régi par l'équation : 
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ρgi représente la force de volume.  

 ggg yx ρρρ −==       ,0  (II-6) 

Introduisons la pression motrice p* proposée par Patankar [21] où : 

 ghpp 0* ρ+=  (II-7) 

En considérant la variation de la viscosité avec la température, Les projections de 

l'équation de conservation de la quantité de mouvement s'écrivent suivant Ox, et Oy 

respectivement comme : 

• Suivant x : 
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• Suivant y : 

 ( ) ( ) ( )000 yx
µ

xt
TTg

v

y

v

xy

p*
vv

y
vu

v
ρ −+

















∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

βρ  (II-9) 

� Equation de conservation de l'énergie : 

Cette équation exprime la conservation de l'énergie totale du système ; elle s'écrit : 
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Posons : 
ix

V

∂

∂
= i

ijτϕ  (II-11) 

où φ désigne la fonction de dissipation visqueuse qui représente la dégradation des forces 

intérieures en chaleur. 

Dans le cas où la fonction φ est négligée (d'après nos hypothèses), l'équation (II-10) 

s'écrit en coordonnées cartésiennes, comme : 
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où pρ Ckα = représente la diffusivité thermique du fluide. 



Chapitre II Formulation mathématique 

14 

III.4. ADIMENSIONNALISATION DES ÉQUATIONS 

L'adimensionnalisation des équations consiste à réduire le nombre de paramètres 

d'étude. Pour cela, on introduit un ensemble de variables réduites. Ainsi, l'étude devient plus 

simple et les résultats obtenus peuvent être généralisés à tous les phénomènes similaires. 

Introduisons les variables réduites suivantes : 
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où : H : hauteur caractéristique ; 

 H/V0 : temps caractéristique ; 

 ρV0² : pression caractéristique ; 

 ∆T : température caractéristique ; 

 V0 :  vitesse caractéristique ; 

Alors, les équations précédentes s'écrivent en fonction des variables réduites prédéfinies 

comme suite : 

� Equation de conversation de la masse (équation de continuité) : 

L'équation (II-4) devient alors : 
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∂
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 (II-13) 

� Equation de conservation de la quantité de mouvement : 

• Selon x : 
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• Selon y : 
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� Equation de conservation de l’énergie : 
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où Gr, Pr et Re sont respectivement les nombres de Grashof, de Prandtl et de Reynolds. 

Ils sont définis par les expressions suivantes : 
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Les équations (II-13), (II-14), (II-15), et (II-16) forment le système d'équations qui régit 

notre problème. Remarquons que toutes ces équations sont de la forme des équations de 

transport qui s'écrivent sous la forme générale : 
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 (II-17) 

où : φ   est la variable dépendante; 

 φΓ   est le coefficient de diffusion; 

 φS   est le terme source. 

Après identification avec le système d'équation précédent, on peut établir le Tableau 

(II-1) dans lequel on donne pour chaque équation le coefficient de diffusion et le terme source 

relatif à la variable indépendante φ . 

Equations φ  φΓ  φS  

De continuité (II-13) 1 0 0 

Selon x (II-14) V 
Re

1
 VS  

D
e 

l'i
m
pu

ls
io
n 

Selon y (II-15) U 
Re

1
 US  

De l'énergie (II-16) θ 
Re.Pr

1
 Sθ 

Tableau II-1 : Identification des équations par rapport à l'équation générale 

de transport. 

Les termes sources présentés dans le tableau précédent sont donnés par les expressions 

suivantes : 
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III.5. LES CONDITIONS AUX LIMITES 

Le système d'équations précédent doit être résolu sous certaines conditions aux limites 

bien déterminées. Ces conditions correspondent aux caractéristiques du problème de 

convection mixte dans un canal verticale. 

À τ = 0, U = V = 0, θ = 0,5. 

Pour τ > 0, on a les conditions aux limites pour le champ dynamique et le champ 

thermique illustrées dans la Figure II-2 et le Tableau II-2. 

 

 

 

Figure II-2 : Conditions aux limites sous forme adimensionnelle du champ 

de vitesse et du champ de température. 

 

 

 

X 

Y 

Paroi adiabatique 

0     ,0    ,0 ===
∂

∂
VU

X

θ  

Paroi adiabatique 

0     ,0    ,0 ===
∂

∂
VU

X

θ  

Paroi adiabatique 

0     ,0    ,0 ===
∂

∂
VU

X

θ  

Paroi adiabatique 

0     ,0    ,0 ===
∂

∂
VU

X

θ  

Entrée 

1     ,0    ,0 −=== VUθ
 

Sortie 

0     ,0 =
∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂

YY

V

Y

U θ  

Parois chauffée 

0     ,0    ,1 === VUθ  

Parois chauffée 

0     ,0    ,1 === VUθ  



Chapitre II Formulation mathématique 

17 

Limite 
Conditions 

Hydrodynamiques 
Conditions 

Thermiques 

Y = L/H 

(à l’entrée) 
0=U ,  1=V  0=θ  

Y = 0 

(à la sortie)
 

0=
∂
∂

=
∂
∂

Y

V

Y

U
 0=

∂
∂
Y

θ
 

Lu/H U = V = 0 0=
∂
∂
X

θ
 

Lc/H U = V = 0 1=θ  

X = 0 

et 
X = H + 2∆ 

(aux parois) 

Ld/H

 
U = V = 0 0=

∂
∂
X

θ
 

Tableau II-2 : Conditions aux limites hydrodynamique, thermique sous 

forme adimensionnelles 

III.6. CONCLUSION 

Le système d'équations établi et les conditions aux limites associées constituent la 

formulation mathématique de notre étude et cela en tenant compte des hypothèses émises 

précédemment. C'est un système fortement couplé qui a pour inconnues P*, U, V, et θ. 

La résolution analytique d'un tel système est impossible. On fera donc appel aux 

méthodes numériques pour la recherche de la solution de notre problème physique, partie qui 

fera l'objet du chapitre suivant. 
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CHAPITRE III 

METHODESMETHODESMETHODESMETHODES    NUMERIQUENUMERIQUENUMERIQUENUMERIQUESSSS    

III.1. INTRODUCTION 

Les solutions analytiques, basées sur la forme locale du problème (Equations aux 

Dérivées Partielles : "E.D.P." associées aux conditions initiales et aux limites), ne peuvent  

être déterminées dans le cas général, sauf dans certains cas classiques connus depuis bien 

longtemps. Ces cas sont pédagogiquement intéressants mais demeurent beaucoup trop limités 

pour l’industriel en particulier au niveau des géométries considérées. 

On cherche donc des méthodes basées sur l’approximation numérique. Celle-ci a pour 

but de définir une ou plusieurs suites convergentes (vers la solution analytique du système, 

qui ne converge pas d’ailleurs nécessairement vers un état d’équilibre) dont nous calculons les 

termes les uns après les autres par itérations successives. Le principe est d’approcher 

l’équation continue "E.D.P." déduite de la théorie par une équation algébrique de récurrence 

liant les termes de ces suites. Nous voyant ici l’utilité des conditions initiales et aux limites 

permettant de donner un "départ" à notre calcul. Or nous comprenons bien que cette solution 

ne puisse s’effectuer continûment sur le domaine de calcul. Nous allons donc décomposer ce 

domaine en plusieurs mailles. Cette notion de maillage sera approfondie plus loin. 

Actuellement, trois grandes méthodes numériques sont utilisées généralement pour la 

résolution des systèmes d’équations à dérivées partielles régissant les différents écoulements 

de transfert de chaleur, de masse etc., ce sont les méthodes des différences finies, des 

éléments finis et des volumes finis. 

La méthode des différences finies consiste à discrétiser les équations continues aux 

nœuds d’un maillage prédéfini en calculant chaque dérivée partielle à l’aide d’un 

développement en séries de Taylor tronquées pour obtenir des équations linéaires reliant la 

valeur des inconnues en un nœud aux valeurs de ces mêmes inconnues aux nœuds voisins. 
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La technique des éléments finis discrétise l’espace à l’aide d’éléments géométriques 

simples (généralement des triangles ou des quadrangles). En suite, la forme forte des 

équations est remplacée par la forme faible dans laquelle les inconnues sont approximées par 

une combinaison linéaire de fonctions de base dont le support est un des éléments. 

La méthode des volumes finis qui a été adoptée dans cette étude consiste à exprimer le 

bilan de la grandeur étudiée (masse, énergie, quantité de mouvement …) sur un volume de 

contrôle [21]. Ces volumes de contrôle sont généralement rectangulaires délimités par des 

lignes parallèles aux axes des coordonnées. Cependant, il est possible, actuellement, d’utiliser 

des volumes de diverses formes. L’un des principaux avantage de cette méthode est d’assurer 

une conservation intégrale exacte des grandeurs quelle que soit la taille du maillage et c’est 

pour cette raison qu’elle est très largement utilisée pour la résolution des phénomènes 

gouvernés par des équations à dérivées partielles. 

III.2. NOTIONS GÉNÉRALES SUR LA MÉTHODE DES VOLUMES FINIS 

Dans le but de ne pas trop alourdir ce mémoire nous allons évoquer les bases de la 

méthode des volumes finis et pour de plus amples détails l’ouvrage de Patankar [21] constitut 

un excellent guide.  

La résolution d’un problème cité précédemment, par la méthode des volumes finis, 

passe par les étapes suivantes : 

•••• Maillage du domaine physique de calcul (distribution des volumes de contrôle) 

•••• Discrétisation des différentes équations régissant le phénomène considéré. 

•••• Choix d’un algorithme de résolution des systèmes d’équations obtenues après 

discrétisation. 

III.3. DISTRIBUTION DES VOLUMES DE CONTRÔLE 

Dans la méthode des volumes finis, la zone d’intégration est divisée en un certain 

nombre de volumes élémentaires (voir Figure III-1). Il faut bien distinguer les indices en 

lettres majuscules qui désignent des grandeurs attachées au point situé au centre du volume et 

les indices en lettres minuscules qui désignent les grandeurs attachées aux faces des volumes. 

Si nous appelons P le nœud considéré alors les points qui lui sont adjacent sont dénommés : 

East (E), West (W), North (N), et South (S) pour des écoulements bidimensionnels. 
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Les faces du volume de contrôle seront dénommées de la même façon. Dans le but 

d’assurer une expression correcte du bilan de conservation d’une entité physique quelconque 

cette méthode utilise un maillage décalé (staggered grid) en fonction de la nature même de 

l’entité considérée. La pression et la température sont calculées en considérant un volume de 

contrôle centré autour du point P, donc entre les faces e, w, s, et n (en bidimensionnel). Les 

vitesses seront estimées dans un volume centré sur la face est entre deux plans passant par les 

nœuds P et E et limité par les faces sud et nord. Il découle directement de cette localisation 

que le calcul des flux de masse à travers des interfaces (ex : ( ) yuFe
e
∆= ρ ) se fera sans 

aucune interpolation de la vitesse sur ces interfaces. 
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Figure III-1 : Distribution des volumes de contrôle avec maillage décalé. 

L’avantage de cet arrangement est nettement plus important au niveau de l’équation de 

continuité, car celle-ci étant intégrée sur le volume de contrôle principal fera apparaître la 

différence entre deux vitesses adjacentes, éliminant ainsi les problèmes d’interpolation. 

D’autre part au niveau de l’équation de la quantité de mouvement, la différence de pression 

prise en compte sera elle aussi issue de deux nœuds adjacents et sera donc la force motrice 

naturelle pour la vitesse. 
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Du point de vue physique la pression et la température sont des grandeurs scalaires plus 

facilement calculables en un point (supposé représentatif du volume), tandis que la vitesse est 

plutôt liée à un flux (que nous considérons constant) à travers une surface. Conformément aux 

hypothèses faites précédemment (grandeurs et flux constants) il conviendra de prendre des 

maillages suffisamment raffinés de façon à ce que les moyennes effectuées soient 

représentatives.   

III.4. DISCRÉTISATION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE DE TRANSPORT 

Les phénomènes physiques impliquant l'écoulement d'un fluide et le transfert de chaleur 

sont régis par les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de 

l'énergie. Ces équations se présentent sous la forme générale d'une équation de transport, soit : 
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où : Uj : les composantes du vecteur vitesse ; 

 φ  : est la variable dépendante ; 

 Г : est le coefficient de diffusion ; 

 φS  : est le terme source. 

Cette équation de transport comporte quatre termes représentants les processus par 

lesquels la variable φ  peut changer. 

I : terme de la variation temporelle au sein du volume, 

II : terme de convection à travers les faces du volume, 

III : terme de diffusion à travers les faces du volume, 

IV : terme de génération ou destruction au sein du volume. 

On intégrant sur un volume de contrôle typique (voir Figure III-2) ; on obtient : 
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où :  n : correspond au temps (t). 

 n+1 : correspond au temps ( tt ∆+ ) 
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Figure III-2 : Volume de contrôle typique. 

On évaluant chaque terme séparément, nous obtenant : 
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En réduisant les termes semblables, nous obtenons : 
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En posant : 

• 
X

UJ x ∂
∂

Γ−=
φ

φ  

• 
Y

VJ y ∂
∂

Γ−=
φ

φ  

Donc le résultat de l’équation (III-3) donne : 
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Les quantités Je, Jw, Jn et Js sont les flux aux interfaces (e, w, n, s). Le terme Sφ est 

supposé être constant dans le volume de contrôle. φS est évalué au centre de volume de 

contrôle. 

III.5. SCHÉMAS D'INTERPOLATION 

Nous introduisons maintenant quelques schémas d'interpolation servant à déterminer la 

valeur de la variable dépendante φ aux interfaces du volume de contrôle, Parmi ces schémas, 

on distingue le schéma aux différences centrées (Central Difference Scheme) qui utilise une 

procédure d'interpolation linéaire mais qui reste, cependant, limité pour des valeurs de |P| < 2. 

Une autre alternative à ce schéma est la procédure aux différences décentrées (Upwind 

Scheme). Ce schéma est moins précis que celui aux différences centrées pour les écoulements 

qui ne sont pas à convection dominée. Par conséquent, un certain nombre d'auteurs ont 

proposé des combinaisons des deux schémas précédents. Spalding a développé le schéma 

hybride (Hybrid Scheme) qui rejoint le schéma aux différences centrées pour |P| < 2 et le 

schéma aux différences décentrées pour |P| > 2 [21]. 
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Figure III-3 : La fonction A(|P|) pour chacun des schémas. 

L'inconvénient majeur du schéma hybride est l'erreur introduite au voisinage de |P| = 2, 

(voir Figure III-3). Ainsi, un certain nombre de méthodes ont été développées afin de 

présenter un changement plus graduel et qui sont en bon accord avec la solution exacte d'un 

problème monodimensionnel. Patankar propose le schéma d'approximation de la loi de 

puissance (Power Law Scheme) qui s'avère très efficace puisqu'il approche beaucoup mieux la 

solution exacte (voir Figure III-4). 

 

Figure III-4 : Prédiction de Pφ  par les différents schémas dans un intervalle 

des nombres de Peclet.  

Ce schéma a été développé à partir du schéma exponentiel exact (Exponential Scheme). 

Ce dernier n'a pas été utilisé à cause du temps de calcul important nécessaire au calcul des 

exponentielles [21].  

Le schéma de la loi de puissance est le plus recommandé dans la littérature, aussi nous 

l'adapterons dans notre travail, On note aussi que le temps de calcul pour ce schéma est 
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légèrement plus important que le schéma hybride. Par ailleurs les schémas préalablement 

définis peuvent être vus comme des choix particuliers de la fonction A(|P|). Ainsi on établit le 

tableau suivant : 

Schémas Expressions de A(|P|) 

Centré P5,01−  

Upwind 1 

Hybride max ( )P5,01,0 −  

Loi de puissance max ( )55,01,0 P−  

Exponentiel ( )[ ]1Pexp/P −  

Tableau III-1 : La fonction pour chacun des schémas. 

Dans le présent travail nous allons utiliser le schéma hybride, car il exige moins de 

temps de calcul et permet de fournir une meilleure stabilité de la solution numérique et des 

résultats proches de la solution exacte. 

III.6. MÉTHODE DE RÉSOLUTION 

D’une manière générale, le succès de la simulation dépend fortement et presque 

exclusivement de la méthode de résolution des systèmes d’équations algébriques obtenues 

après discrétisations des équations différentielles. Une attention particulière a alors été 

consacrée à ce point et le résultat est un algorithme de résolution très performant pour les 

problèmes étudiés dans le cadre de ce mémoire. Nous présentons ici une description succincte 

de cet algorithme [22]. 

L’algorithme est un assemblage de plusieurs techniques différentes et complémentaires. 

Ce sont : 

•••• La technique TDMA (Tri Diagonal Matrix Algorithm) ou  algorithme de Thomas. 

•••• La technique de balayage rangée par rangée (ligne par ligne). 

•••• La technique de correction par blocs. 

Nous commençons par balayer le domaine de calcul rangée par rangée, dans une 

direction donnée. Pour chaque rangée, nous appliquons la technique TDMA pour déterminer 

le champ de la variable considérée sur toute la rangée en question. Après le balayage complet, 

nous procédons à la correction du champ obtenu et ceci en calculant une correction par rangée 

(le système d’équations décrivant la répartition des corrections étant résolu par la même 
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technique TDMA). Nous effectuons ensuite les mêmes étapes  mais cette fois dans l’autre 

direction. Ainsi une itération a été réalisée et nous procédons à un test de convergence. Si le 

critère de convergence est satisfait le champ est déterminé sinon nous recommençons les 

calculs au début avec le balayage suivant la direction choisie initialement. 

Cet algorithme permet de fournir une solution, après seulement quelques itérations ; 

même pour le champ de pression qui est le plus difficile à calculer à cause de son couplage 

avec celui des vitesses et que nous allons traiter dans le paragraphe suivant. 

III.7. COUPLAGE VITESSE PRESSION 

La présence de la pression dans les équations de conservation de la quantité de 

mouvement sous forme de gradient rend la résolution de celles-ci plus compliquée, pour la 

principale raison que cette pression est inconnue et constitue l’une des variables du problème. 

Pour la déterminer, il faut tout d’abord trouver une équation pour la décrire. Cette équation 

sera constituée à partir de l’équation de la conservation de la masse. Mais, avant de passer à 

ce point, faisons les deux remarques suivantes : 

•••• La discrétisation des équations de conservation de la quantité de mouvement fait 

apparaître un problème lié à la pression. En effet, lors de cette discrétisation en un 

nœud  P, par exemple, seules les pressions aux nœuds voisins apparaîtront dans 

l’équation finale. En passant à un nœud voisin (E par exemple) nous verrons 

apparaître la pression au nœud initial P et au nœud situé à l’est du nœud E. Nous 

constatons ainsi que les équations discrétisées utilisent deux champs de pression 

complètement indépendants. Ce qui est inadmissible et conduit, si nous n’y 

remédions pas, à des résultats complètement fantaisistes. 

•••• Le même problème apparaît aussi lors de la discrétisation de l’équation de 

continuité. Nous voyons apparaître deux champs de vitesses sans relation l’un avec 

l’autre et sans aucun fondement physique. 

Pour éviter ces deux inconvénients, Nous décalons le maillage de la pression par rapport 

à celui des vitesses. Nous allons alors localiser la pression au centre de l’élément de volume et 

les vitesses sur les faces de celui-ci comme indiqué sur la figure III-1. 

Revenons maintenant à la constitution d’une équation pour la pression ou plus 

exactement pour une correction de la pression P’ définie par : 

 '* PPP +=  (III-6)    
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Où P est la pression exacte et P* une estimation de départ qu’il faut corriger en 

déterminant P’. Le problème est ramené à la détermination de P’ au lieu de P. L’équation de 

conservation de la quantité de mouvement discrétisée s’écrit pour les deux composantes  

de vitesses : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u
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p bUaUaUaUaUa ++++=  (III-7a) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v
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p bVaVaVaVaVa ++++=   (III-7b) 

Les termes sources ( )u
Pb  et ( )v

Pb  font intervenir la pression inconnue. Nous allons donc 

travailler par itérations successives. Nous supposons pour démarrer que la pression est connue 

(estimation P*) et nous calculons le champ des vitesses. Or, les vitesses calculées avec une 

estimation de la pression ne satisfont pas, en général, l’équation de continuité qui doit être 

respectée à tout moment. Nous allons alors les corriger en utilisant, comme pour la pression 

ci-dessus, une correction telle que : 

 '* UUU +=  (III-8a) 

 '* VVV +=  (III-8b) 

Ou V* et U* sont les vitesses calculées avec P*. U’ et V’ étant les corrections de ces 

vitesses à déterminer pour retrouver les vitesses exactes U et V de l’itération en cours. 

Le calcul des corrections U’ et V’ s’effectue en utilisant les relations (III-8) dans les 

équations (III-7) en faisant des hypothèses simplificatrices. 
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Pour déterminer la correction de pression P’ nécessaire pour le calcul des corrections 

des vitesses, nous utilisons l’équation de continuité discrétisée suivante (élément de volume 

scalaire) : 

 ( ) ( ) 0=−+− ∆xVV∆yUU SNWE  (III-10) 

Nous remplaçons dans cette équation, les vitesses par leurs valeurs données par les 

relations (III-8). Par identification avec l’équation de conservation de la quantité de 

mouvement (tout ce qui est en fonction des vitesses U* et V* disparaît), nous obtenons une 
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équation pour la correction des vitesses. En utilisant les relations (III-9) dans cette dernière, 

nous obtenant l’équation suivante : 
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Cette équation permet de déterminer le champ de la correction P’. La correction des 

pressions et des vitesses et maintenant possible et les valeurs déduites sont considérées 

comme des nouvelles estimations et la procédure est recommencée jusqu’à la convergence. 

Cette procédure est connue dans la littérature sous le nom de SIMPLE (Semi-Implicit Method 

for Pressur Linked Equation) et est très largement utilisée [21].  

L’algorithme SIMPLE sera donc défini par les étapes suivantes : 

1- Estimer le champ de pression ; 

2- Résoudre les équations de quantité de mouvement pour obtenir U* et V* ; 

3- Résoudre l’équation en P et cela en utilisant U* et V* ; 

4- Calculer le champ de pression P et le champ des vitesses U et V à partir de leurs 

expressions de correction en utilisant P ; 

5- Résoudre l’équation discrétisée pour d’autres variables dépendantes φ (température, 

concentration…. etc.) s’ils influencent le champ d’écoulement ; 

6-  Traiter la pression P comme an nouveau estimé P’, et revenir à l’équation (III-6) 

pour répéter la même procédure jusqu’à convergence. 
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III.8. DÉTAILS NUMÉRIQUES  

III.8.1. La sous relaxation 

La sous- relaxation est généralement utilisée dans les problèmes non linéaires pour 

éviter que le processus itératif décrit précédemment ne diverge. Elle consiste à diminuer la 

rapidité des changements des valeurs d’une variable, d’une itération à l’autre, par 

l’introduction d’un coefficient de sous relaxation φα . 

Comme nous l’avons vu précédemment, toutes les équations de transport, après avoir été 

discrétisées, peuvent être mises sous la forme générale suivante : 

 ∑ +=
nb

φnbnbpp Sφaφa  (III-12) 

Si nous notons *
pφ  la valeur de Pφ  à l’itération précédente, il est possible d’écrire : 
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Le terme entre parenthèse dans cette relation représente le changement survenu à Pφ  

pendant une itération. Cette variation peut être alors amortie par l’introduction d’un facteur de 

sous relaxation φα  de la manière suivante : 
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Il est bien évident que cette procédure de relaxation n’est valable que si la résolution 

finale de l’équation (III-14) (à la fin des itérations) satisfait bien l’équation (III-12). C’est ici 

le cas dans la mesure ou lorsque le processus a convergé, pφ  est censée ne plus variée d’une 

itération à l’autre. La relation *
pp φφ =  est alors obtenue et associée à l’équation (III-14) donne 

finalement l’équation (III-12) recherchée. 

Concernant la pression, la sous relaxation s’effectue d’une manière un peu différente 

compte tenu de l’existence de l’algorithme de couplage vitesse- pression. Elle est simplement 

introduite dans la correction de pression P’ sous la forme suivante : 

 '

p

* PαPP +=  (III-15) 
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Tous les facteurs de sous relaxation doivent être compris entre 0 et 1. Plus ils sont 

faibles, plus la sous relaxation est forte et plus la convergence est lente. Mais plus, ils sont 

forts, plus la sous relaxation est faible et  plus il y a de chance de faire introduire des 

instabilités dans le processus itératif. 

Il n’existe pas de règle générale pour choisir les coefficients de sous relaxation. Cela 

peut dépendre de la nature du problème, du nombre et de la taille des cellules du maillage, de 

la procédure itérative choisie. Il faut cependant savoir que le choix de ces facteurs est 

essentiel pour le bon déroulement de la procédure itérative. Enfin, nous rappelons que la 

valeur de ces coefficients peut être différente d’une variable à une autre. 

III.8.2. Critère de convergence 

Une procédure est convergente si toute erreur tend à décroître au cours des itérations. 

Elle a convergée lorsque les itérations ne produisent plus de changements significatifs sur les 

variables selon un critère bien défini. Le critère de convergence est donc utilisé pour stopper 

le processus itératif lorsqu’il est satisfait. 

Le critère de convergence utilisé dans ce travail repose sur le résidu de l’équation de 

transport, comme suit :  

 ( )∑ ++++=
mailles

ppssnnwweeφ φb-aφaφaφaφaR  (III-16) 

Dans le cas de l’équation de continuité, le résidu est la source de masse Sm, pour toutes 

les variables, les résidus sont normalisés par φF  (masses entrantes, la somme de la quantité de 

mouvement à l’entrée). Il est alors attendu que ces grandeurs soient inférieures à un critère de 

convergence prédéfini par :  

 epsilon
F

R

φ

φ
≤

∑
 (III-17) 

Dans le cadre de ce travail, nous avons choisi epsilon de l’ordre de 10 – 3. 
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CHAPITRE IV 

RESULTATSRESULTATSRESULTATSRESULTATS    ETETETET    

DISCUSSIONSDISCUSSIONSDISCUSSIONSDISCUSSIONS    

IV.1. INTRODUCTION 

Nos simulations numériques ont été accomplies grâce aux exécutions faites par un code 

de calcul sur un micro ordinateur personnel Duel Core de fréquence 2,5 * 2,5 GHz, et de 

capacité de mémoire égale à 2 Go. Dans ce chapitre nous présentons tous les résultats obtenus 

de ces simulations concernant l’étude de la convection mixte dans un canal verticale.  

Rappelons que ce canal a une hauteur L et une largeur H. Les parties médianes externes 

des parois verticales sont chauffées et maintenues à une température constante, alors que les 

autres parties en haut et en bas des parties chauffées sont adiabatiques. 

Le fluide utilisé pour le refroidissement est de l’air, et son écoulement a l’intérieur du 

canal contrôlé par les nombres adimensionnels suivants : 

- Le nombre de Prandtl, Pr 

- Le nombre de Reynolds, Re 

- Le nombre de Grashof, Gr 

- Le nombre de Richardson, Ri 

IV.2. CHOIX DU MAILLAGE 

L’influence du maillage sur la solution numérique a été examinée avant de passer aux 

calculs de notre étude. 

Nous avons testé la dépendance de la solution par rapport au maillage en considérant un 

nombre de Richardson égale à 1, une longueur de la partie chauffée Lc/H = 1 et une épaisseur 

de la paroi égale à 0,1. Les graphes IV-1, IV-2, IV-3 et IV-4 montrent, respectivement les 

profils de température, de vitesse V dans la direction horizontale (x), l’évolution du nombre  
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de Nusselt local et Nusselt moyen. Ceci est confirmé d’une manière quantitative par le  

tableau IV-1. 

Maillage 52x110 62x190 72x270 82x350 

Vmax – 1 ,7235 – 1 ,7094 – 1 ,6957 – 1 ,6856 

θmax 0,3012 0,2956 0,2923 0,2938 

Nu moyen 1,12602 E –2 1,53632 E –2 1,88921 E –2 1,96523 E –2 

Tableau IV-1 : Valeurs des différents variables pour différents maillages. 

Les résultats obtenus par ces différents maillages sont très proches, cependant, 

le maillage 82×350 donne un résultat très précis mais nécessite un temps d’exécution du 

programme de calcul élever par rapport aux autres maillages. 

Nous avons constaté, qu’entre les maillages de 82×35 et 72×270, un écart maximum de 

l’ordre de 3,8 % entre les valeurs des différentes variables. Ceci est confirmé d’une manière 

qualitative par le graphe IV-3 et d’une manière quantitative par le tableau IV-1. 

Finalement, notre choix a été définitivement orienté vers le maillage 72×270. 
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Graphe IV-1 : Profile de la vitesse au niveau du centre de canal. 
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Graphe IV-2 : Profile de la température au niveau du centre de canal. 
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Graphe IV-3 : Evaluation du nombre de Nusselt moyen pour les 

différents maillages. 
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Graphe IV-4 : Evaluation du nombre de Nusselt local  pour les 

différents maillages 
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IV.3. VALIDATION DU CODE DE CALCUL 

Afin de valider le code de calcul, deux cas de test ont été considérés. Les résultats du 

premier cas sont présentés dans le graphe IV-5 qui compare l'évolution du nombre de Nusselt 

local en convection forcée dans un tube vertical dont les parois sont maintenus à une 

température constante (Pe = 252,5) dans le cas de notre étude avec des résultats 

expérimentaux et numériques obtenus par Zeldin et Schmidt [23], et Sellars et al [24]. Les 

résultats du deuxième cas sont présentés dans le graphe IV-6 qui compare les même 

paramètres mais pour la convection mixte avec les résultats expérimentaux de Zeldin et 

Schmidt, et Marner et McMillan [25]. On peut bien remarquer que l'accord est satisfaisant. 
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Graphe IV-5 : Comparaison du nombre de Nusselt local pour convection 

forcée avec Pe = 252,5 
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Graphe IV-6 : Comparaison des nombres de Nusselt Gr/Re = – 30  

pour Pe = 252,5 
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IV.4. RÉSULTATS ET DISCUSSIONS 

Les résultats des simulations numériques concernant notre étude sont représentés dans 

les graphes et figures qui suivent. 

L’augmentation du nombre de Richardson ou du nombre de Grashof pour un nombre de 

Reynolds fixe correspond à une intensification de la convection naturelle par rapport à la 

convection forcée. Pour notre étude, l’influence des forces de flottabilité sur la structure 

globale de l’écoulement est examinée en fixant le nombre de Reynolds à Re = 100, et en 

variant le nombre de Richardson à partir de Ri = 0.1. 

IV.4.1. Régime stable (permanant) 

� Champ thermique : 

La figure IV-1 représente le champ thermique dans le cas de Ri = 0.1, 1.5, 2 et 2.5. 

Généralement, en constate que les isothermes sont concentrés près de la partie chauffée 

indiquant un échange de chaleur maximal. On remarque aussi une parfaite symétrie. 

� Champ dynamique : 

La figure IV-2 et le graphe IV-7 illustrent les lignes de courants et les profiles de vitesse 

V au niveau du centre du canal respectivement pour le même cas de Ri.  

Concernant les fonctions de courant, on constate que : pour Ri = 0.1, les lignes de 

courant sont présentées par des lignes quasi-parallèles verticales. La domination de la 

convection forcée ne permet pas l’apparition des zones de re-circulation. A partir de Ri = 1.5, 

les zones de re-circulation apparaissent et leurs taille augmente au fur et à mesure que Ri 

augmente. La symétrie est confirmée par le champ dynamique. 

Les profiles de vitesse montrent que lorsque les forces de flottabilité augmentent, les 

zones de re-circulation sont intensifiées et la valeur maximale de la vitesse longitudinale 

augmente également. 

� Nombre de Nusselt : 

Le graphe IV-8 montre la variation du nombre de Nusselt local en fonction de la 

longueur de la partie chauffée sur l’une des parois du canal. Nous remarquons que le nombre 

de Nusselt local prend presque la même valeur dans les différents cas de Ri et ceci jusqu’au 

milieu de la partie chauffée où Nulocal = 0.0012 et y = 9.4, cependant, en s’éloignant du milieu, 

le nombre de Nusselt local augmente rapidement. Ceci revient à l’augmentation du transfert 
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de chaleur puisque en s’approche du fluide plus froid. Les valeurs du nombre de Nusselt local 

sont plus élevées dans le cas de Ri = 0,1 et décroit lorsque le nombre de Richardson 

augmente. 

 
  Ri = 0,1 Ri = 1,5 Ri = 2 Ri = 2,5 

Figure IV-1 : Contours des isothermes pour Re = 100 et différents 

 valeurs de Ri. 

 
  Ri = 0,1 Ri = 1,5 Ri = 2 Ri = 2,5 

Figure IV-2 : Contours des fonctions de courant  pour Re = 100 et 

 différents valeurs de Ri. 
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      Graphe IV-7 : Profile de la vitesse au niveau du centre de canal et 

différents valeurs de Ri. 
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   Graphe IV-8 : Variation de Nu local  pour différents valeurs de Ri. 
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IV.4.2. Régime transitoire 

� Champ thermique : 

La figure IV-3 représente le champ thermique dans le canal pour une épaisseur de la 

paroi ∆ = 0,1 avec une longueur de la partie chauffée Lc/H = 1, et ceci pour différentes valeurs 

du nombre de Richardson. 

Pour les deux cas où Ri est égale 2,5 et 2,6 les isothermes sont concentrés autour de 

deux parties chauffées d’une manière symétrique par rapport à la ligne passant par le milieu 

du canal. Ces deux situations indiquent un régime stationnaire et stable. 

A partir de la valeur 2,7 du nombre de Richardson les isothermes sont concentrées 

toujours autour des deux parties chauffées avec une légère déformation des isothermes. Cette 

déformation devient plus accentuée avec l’augmentation du nombre de Richardson, ce qui 

donne une dissymétrie par rapport à la ligne médiane du canal. La dissymétrie observée 

continue a se déplacée vers la gauche et vers la droite du canal dans le temps, ce qui indique 

un régime transitoire (instable). 

Ainsi, on peut considérer la valeur du nombre de Richardson Ri = 2,7 comme valeur 

critique à partir de laquelle l’instabilité se déclenche. 

� Champ dynamique : 

Le champ dynamique est représenté sur la figure IV-4 par des lignes de courants pour 

les mêmes nombres de Richardson. 

On remarque dans les cas de Ri = 2,5 et 2,6 la présence de deux cellules chacune collée 

à une partie chauffée. La cellule près de la partie chauffée gauche a un sens de rotation 

horaire, par contre, celle de droite a un sens de rotation antihoraire. On constate une symétrie 

par rapport à la ligne médiane verticale. 

L’apparition des zones de recirculation peut être expliquée par l’opposition entre les 

sens des forces de flottabilité et les forces visqueuses près de la partie chauffée.  

La zone de re-circulation apparaît d’une façon symétrique jusqu’à la valeur critique du 

nombre de Richardson. Au delà  de cette valeur, le nombre des zones de recirculation ainsi 

que leurs tailles augmente au fur et à mesure que le nombre de Richardson augmente. 
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                                a) Ri = 2,5                             b) Ri =2,6                                 c) Ri = 2.7  

 

                                 d) Ri = 2,8                             e) Ri = 4                                 f) Ri = 5 

Figure IV-3 : Contours des isothermes pour différents Ri. 
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                                a) Ri = 2,5                            b) Ri =2,6                                 c) Ri = 2.7  

 

                             d) Ri = 2,8                                 e) Ri = 4                                 f) Ri = 5 

Figure IV-4 : Contours des fonctions de courant ψ pour différents Ri. 
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                                a) Ri = 2,5                            b) Ri =2,6                                 c) Ri = 2.7  

 

                             d) Ri = 2,8                                 e) Ri = 4                                 f) Ri = 5 

Figure IV-5 : Vecteur des vitesses pour différents Ri. 
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IV.4.3. L’effet de la variation de la partie chauffée sur l’instabilité 

Tous d’abord, sur les figures IV-6 et IV-8, en fixant le nombre de Richardson à la valeur 

critique précédente (Ri = 2.7) et en variant la longueur de la partie chauffée Lc/H entre 0.25 

et 2 ; on observe que l’instabilité augmente avec l’augmentation de Lc/H. Ceci est dû à 

l’augmentation des forces de flottabilité. 

Dans les figures IV-7 et IV-9 et pour une valeur de Ri = 4 et différentes longueurs Lc/H, 

on observe que l’instabilité s’augmente de plus en plus avec l’augmentation de Lc/H d’une 

façon périodique.  

Pour le champ dynamique (figures IV-8 et IV-9) on observe qu’il y à une augmentation 

du nombre ainsi que la taille des zones de re-circulation avec l’augmentation de Lc/H et Ri. 

Les graphes VI-9, VI-10 et IV-11 représentent la variation temporelle de la température, 

de la vitesse V et de la vitesse U dans le point central du canal respectivement. 

Pour les trois cas (a, b et c), la température ainsi que la vitesse V décroîts brusquement 

pendant les premières instants. On remarque que les limites inférieures de la température et de 

la vitesse V se diffèrent d’un cas à l’autre, ainsi que l’oscillation de la température et de la 

vitesse V se débute a partir de différentes marges de temps et différentes nombres de 

Richardson périodiquement et avec différentes amplitudes, par exemple, pour le cas de  

Ri = 2,8, l’oscillation commence après une marge du temps τ = 250 pour Lc/H = 0,25, et après 

une marge de τ = 150 pour Lc/H = 1, et enfin après une petite marge de τ = 100 pour Lc/H = 2. 

Pour la vitesse U, et dans les trois cas (a, b et c) on observant une symétrie parfaite par 

rapport à l’axe de la valeur moyenne U = 0, ainsi qu’une périodicité mais avec des amplitudes 

différentes. 
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 a) LC/H = 0,25 b) LC/H = 0,5 c) LC/H = 1 d) LC/H = 2 

Figure IV-6 : Contours des isothermes pour Ri = 2,7 et différents LC/H. 

 

 
 a) LC/H = 0,25 b) LC/H = 0,5 c) LC/H = 1 d) LC/H = 2 

Figure IV-7 : Contours des isothermes pour Ri = 4 et différents LC/H. 
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 a) LC/H = 0,25 b) LC/H = 0,5 c) LC/H = 1 d) LC/H = 2 

Figure IV-8 : Contours des fonctions de courant ψ pour Ri = 2,7 

et différents LC/H. 

 

 
 a) LC/H = 0,25 b) LC/H = 0,5 c) LC/H = 1 d) LC/H = 2 

Figure IV-9 : Contours des fonctions de courant ψ pour Ri = 4 

et différents LC/H. 
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 a) LC/H = 0,25 b) LC/H = 0,5 c) LC/H = 1 d) LC/H = 2 

Figure IV-10 : Vecteur des vitesses pour Ri = 2,7 et différents LC/H. 

 

 
 a) LC/H = 0,25 b) LC/H = 0,5 c) LC/H = 1 d) LC/H = 2 

Figure IV-11 : Vecteur des vitesses pour Ri = 4 et différents LC/H. 
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(c) 
Graphe IV-9 : Variation de la température pour différents Ri  

a) Lc/H = 0,25 ; b) Lc/H = 1 ; c) Lc/H = 2. 
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(c) 

Graphe IV-10 : Variation de la vitesse V pour différents Ri  

a) Lc/H = 0,25 ; b) Lc/H = 1 ; c) Lc/H = 2. 
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(c) 

Graphe IV-11 : Variation de la vitesse U pour différents Ri  

a) Lc/H = 0,25 ; b) Lc/H = 1 ; c) Lc/H = 2. 
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IV.4.4. L’effet de l’épaisseur sur l’instabilité 

En fixant le nombre de Richardson à la valeur critique Ri = 2.7 et en variant l’épaisseur 

du canal ∆ entre 0.05 et 0.2. 

Pour étudier l’effet du l’épaisseur de la paroi sur l’instabilité (champs thermique, 

champs dynamique, variation temporelle de la température et des composantes de la vitesse V 

et U), on a établie les résultats représentées sur les figures IV-12 à IV-15, où l’on observe les 

même variations remarquer dans le cas de l’effet de la partie chauffée mais dans un sens 

inverse, c'est-à-dire que la stabilité ainsi que la symétrie sont obtenues quand l’épaisseur de la 

paroi augmente de plus en plus. Ceci peut être expliquer par la diminution du l’effet de la 

force de flottabilité par rapport aux forces visqueux. 

Dans le cas de Ri = 4, on observe une augmentation des cellules de re-circulation en 

nombre et en taille avec l’augmentation du l’épaisseur ∆. Ceci indique que les forces 

visqueuses sont prédominantes par rapport aux forces de flottabilité. 

Les graphe IV-12 et IV-13 représentent respectivement la variation temporelle de la 

température et de la vitesse V dans le plan central du canal. 

Pour les trois cas (a, b et c), la température ainsi que la vitesse V décroîts rapidement 

pendant les premiers instants. On remarque que les limites inférieures de la température et de 

la vitesse V se diffèrent d’un cas à l’autre, ainsi que l’oscillation de la température et de la 

vitesse V et se débute a partir de différentes marges de temps et différentes nombres de 

Richardson périodiquement et avec différentes amplitudes, par exemple, pour le cas de  

Ri = 2,8, l’oscillation commence après une marge du temps τ = 100 pour ∆ = 0.05, et après 

une marge de τ = 150 pour ∆ = 0.1, et enfin après une marge plus grande d’une valeur de 

τ = 250 pour ∆ = 0.2. 
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 a) δ/H = 0,05 b) δ/H = 0,1 c) δ/H = 0,15 d) δ/H = 0,2 

Figure IV-12 : Contours des isothermes pour Ri = 2,7 et différents δ/H. 

 

 
 a) δ/H = 0,05 b) δ/H = 0,1 c) δ/H = 0,15 d) δ/H = 0,2 

Figure IV-13 : Contours des isothermes pour Ri = 4 et différents δ/H. 
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 a) δ/H = 0,05 b) δ/H = 0,1 c) δ/H = 0,15 d) δ/H = 0,2 

Figure IV-14 : Contours des fonctions de courant ψ pour Ri = 2,7 

et différents δ/H. 

 
 a) δ/H = 0,05 b) δ/H = 0,1 c) δ/H = 0,15 d) δ/H = 0,2 

Figure IV-15 : Contours des fonctions de courant ψ pour Ri = 4 

et différents δ/H. 
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 a) δ/H = 0,05 b) δ/H = 0,1 c) δ/H = 0,15 d) δ/H = 0,2 

Figure IV-16 : Vecteur des vitesses pour Ri = 2,7 et différents δ/H. 

 

 
 a) δ/H = 0,05 b) δ/H = 0,1 c) δ/H = 0,15 d) δ/H = 0,2 

Figure IV-17 : Vecteur des vitesses pour Ri = 4 et différents δ/H. 
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(c) 
Graphe IV-12 : Variation de la température pour différents Ri  

a) ∆ = 0,05 ; b) ∆ = 0,1 ; c) ∆ = 0,2. 
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(c) 

Graphe IV-13 : Variation de la vitesse V pour différents Ri  

a) ∆ = 0,05 ; b) ∆ = 0,1 ; c) ∆ = 0,2. 
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(c) 

Graphe IV-14 : Variation de la vitesse U pour différents Ri  

a) ∆ = 0,05 ; b) ∆ = 0,1 ; c) ∆ = 0,2. 
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IV.4.5. Nature de l’instabilité 

Pour assuré que les oscillations obtenues sont des instabilités physiques et non 

numériques (erreurs d’arrondissement ou de calcul machine), nous divisons le pas de temps 

sur 2, puis nous observons le comportement de l’amplitude. D’après le graphe IV-15, cette 

dernière a restée la même, ainsi, nous pouvons dire que nous sommes face à des instabilités 

physiques. 
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Graphe IV-15 : Instabilité physique pour : ∆ = 0.1, Lc/H = 1  et Ri = 2.8. 

IV.4.6. Evolution périodique de la température et de 

la fonction du courant 

Le graphe IV-16 représente l’évolution temporelle de la température au centre du canal 

où les points A, B, C, D, E et F correspondent aux instants τA = 409,6, τB = 415,3, τC = 418,3, 

τD = 424,8, τE = 432,1 et τF = 439,6 respectivement. 
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Graphe IV-16: Evolution temporelle de la température au centre du canal 

Ri = 4 ; Lc/H = 1 et ∆ = 0,1. 
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A l’instant τA on observe une augmentation de la température dans la partie gauche 

jusqu’au pic A puis une diminution de la température à droite à l’instant τB où l’en constat un 

changement du tourbillon intérieur. A l’instant τC le phénomène s’inverse, la température 

augment jusqu’au pic D puis diminue de nouveau jusqu’au temps τE. Le phénomène s’inverse 

à nouveau, la structure de la température au temps τF est parfaitement semblable à celle du 

temps τA. Ceci signifie que l’écoulement s’effectue d’une manière périodique. 

 

 (A) (B) (C) (D) (E) (F) 

Figure IV- 18 : La structure des isothermes dans les différents instants 

du cycle. 

 

 

 (A) (B) (C) (D) (E) (F) 

Figure IV- 19 : La structure des fonctions de courant ψ dans les différents instants 

du cycle..
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CONCLUSIONCONCLUSIONCONCLUSIONCONCLUSION    

GENERALEGENERALEGENERALEGENERALE    

 

L’une des principales motivations de ce travail a été la contribution à la compréhension 

du phénomène de la convection mixte dans un écoulement descendant à l’intérieur d’un canal 

verticale bidimensionnel, qui représente une section importante du champ d’étude qu’est le 

transfert de chaleur. Les parties chauffée sur les parois extrêmes verticales sont soumissent à 

une température constante. 

Pour cela, nous avons opté pour méthode numérique basée sur la méthode des volumes 

finis pour résoudre les équations gouvernantes et l’algorithme SIMPLE pour le couplage 

vitesse pression. 

La validation du code de calcul a été faite avec des travaux numériques trouvés dans la 

littérature. Un bon accord a été obtenu entre nos simulations avec les simulations numériques 

relatives à la convection mixte. 

Cette étude a démontré qu’une importante quantité de chaleur fournie à la partie 

chauffée est redistribuée en amont et en aval de celle-ci. 

L’analyse des résultats, effectuer dans cette étude par les différentes simulations, 

montrent que : 

� Les cellules de re-circulation crée par la partie chauffée constituent un isolant 

naturel, et la partie la plus importante du transfert se fait aux bords de cette partie 

chauffée. 
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� L’augmentation de la partie chauffée provoque l’instabilité de l’écoulement et de 

transfert de chaleur. Par contre l’augmentation de l’épaisseur du canal provoque la 

stabilité de l’écoulement. 

� Bien que notre étude soit basée sur de nombreuses hypothèses simplificatrices, où 

nous avons étudié un cas bidimensionnel, on s’intéressant dans l’avenir à obtenir le 

résultat d’une simulation numérique tridimensionnelle pour confirmer les résultats 

obtenus dans ce travail. 
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RÉSUMÉ 

Le travail proposé étudie numériquement le transfert de chaleur en convection mixte 

pour un écoulement descendant à l’intérieur d’un canal verticale. Les parties médianes 

externes des parois sont maintenues à une température constante, alors que les autres parties 

en haut et en bas des parties chauffées sont adiabatiques. Les équations gouvernantes de ce 

problème sont : l’équation de conservation de la masse, les équations de Navier Stokes et 

l’équation de conservation d’énergie. La méthode des volumes finis a été utilisée pour la 

discrétisation des équations gouvernantes et l’algorithme SIMPLE pour traitement couplage 

pression vitesse. Les calculs sont effectués pour différentes valeurs du rapport Ri = Gr/Re²  

(Ri ≥ 0,1). Pour chaque valeur de Ri, la nature de la convection (forcée, mixte et naturelle) est 

déduite, et l’évaluation du transfert de chaleur a était est déterminée. L’influence de la 

longueur de la partie chauffée et l’épaisseur du canal sur les cas instables obtenus ont était 

étudiées. 

Mots clés : Convection mixte, Canal vertical, Méthode des volumes finis, Ecoulement laminaire. 

ABSTRACT 

The proposed work studies numerically the mixed convection heat transfer for the 

decreasing flow inside a vertical channel. The medium parts of the external walls are kept at a 

constant temperature, while the other parts higher and lower of the heated parts are adiabatic. 

The governing equations of this problem are: the masse conservation equation, Navier-Stocks 

equation and energy conservation equation. The finite volume method is used in order to 

discrete the governing equations, and the SIMPLE algorithm is used to treat the coupling 

pressure-speed. The calculus are carried out for different rations values of Ri = Gr/Re²  

(Ri ≥ 0.1). For each value of Ri, the nature of the convection (forced, mixed and natural) are 

deduced. The influence of the length of the heated part and the channel thickness on the 

instable cases obtained is studied. 

Key words: Mixed convection, Vertical Channel, Finite volume method, Laminar flow.  
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eVfا ]Qg]R^ رسij حcVeXSا ZXlSا اmنهPQRS TUVWXSا ZX[Sا \S]^ _` ارةc[Sل ا] \jدpXq ة]rs Zاء داخpvSا.  yQz{ت wت

\rQlارة مc^ \|در irq }jارi~Sم{ ا \Q|ر]WSس�� اpSا�|�اء , ا�|�اء ا y[ق و تp` ىcأن ا�|�اء ا�خ }Q^ _`

\Qمpآ� \rخ]RSراس\ ه_  .اiSا �mه _` \X�[VXSد�ت ا]lXSدة:  ا]XSا �Uq ظ]�[Sا \Sد]lد�ت,م]lم  Navier-Stocks 

 SIMPLEاسejc� yUXlV\ اp~[Sم اZ[S \QvVrXS اlXS[د�ت اVXS]�X\ آX[ أسfcg ZXlV[م� . مl[دS\ اS]�[ظ �Uq اs]�S\ و

T��Sو ا \qcRSا }Qg اوج�VSا \~S]lXS. \zRrUS دةilVم wQs Z|ت م{ أ]g]R[S]g م]QeSا wت(Ri ≥ 0,1) Ri = Gr/Re²  wت 

 ZX[Sا \lQz� iji[ت)sيc� ,_lQz� و TUVWـ ) مS \XQs Zآ Z|م{ أRi ,\S]^ Zارة `_ آc[Sل ا]eVfإ wQQeت wت ]Xل  .آp� cQت�ث

]vQUq Z�[VXSة اceVRXSا cQ� ت�][Sا _` �Vدراس yXار تi~Sا �Xا سmخ{ و آ]RSء ا�~Sا.  
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