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| ntroduction

L'utilisation des plaques comme éément de résistance au choc et vibration est
courante dans toutes les filiere d'ingénieur en structure: mécanique, aéronautique,
aérospatiale, civile, navale, matériel de sport et militaire. Devant ce vaste et important
éventail de domaine d'applications, il est aise de comprendre I'intérét et la demande
urgente de simpliquer dans l'analyse du comportement dynamique des plaques.
Celles-ci interviennent pour la plus part des cas comme ééments de résstance
déterminantes. Leurs rdles essentielles est de parer a l'action dynamique des
sollicitations extérieures et assurer aind les performances mécaniques souhaitées et
désirable en faveur de la structure porteuse.

Dans ce modeste travail nous nous impliquons donc & ce vaste et important domaine,
afin de sinitier a quelques aspects du comportement dynamique libre des plaques
minces et épaisses homogenes et non homogene. L'éude est effectuée sur des
structures essentiellement en élément plagues minces isotropes et orthotropes
sollicitées a I'action de la dynamique linéaire libre. Une introduction sur la théorie des
plaques épaisses est auss observée. Le comportement orthotrope peut étre généré de
['utilisation des matériaux anisotrope, mais auss du procédé métallurgique qui peut
altérer les caractéristiques d'isotropies le long des directions perpendiculaires, ou de
['utilisation de poutres de renforcement couplées avec une plague isotrope.

L'analyse dynamique des structures consiste en une Sfrie de taches et d'investigation

successives partant de la structure physique réellement existante ou en projet
d'élaboration et de conception, a partir de laguelle il faut ensuite identifier le modée
analytique (hypothéses, schémas, données, ...) afin d'identifier les caractéristiques
dynamiques de la structure objet et obtenir aind les modéles mathématiques (
Equations différentielles), puis on peut déduire le comportement dynamique (Solution
de I'équation différentielle). Suivant la phase et I'objet de l'analyse les méthodes
d'investigation sont plus ou moins éaborées.

NOTRE APPROCHE:

Dans le cadre de notre travail I'anadlyse dynamique libre des plaques éagtiques
isotropes et orthotropes rectangulaires est effectuée utilisant la théorie flexionnelle des
plagues mince (Hypothése de KIRCHOFF), une présentation de la théorie des plaques
épaisses( Hypothése MINDLIN-REISSNER) est ensuite initiée afin de rendre compte
des phénomeénes supplémentaires mis en jeu, tel que I'effet d'effort tranchant et de
l'inertie rotatoire, ce qui permet de raffiner la solution de l'analyse. Une fois
présentées ces théorie, on peut déduire les fréguences et les modes propres de
vibration. Mais on ne connait de solutions exactes satisfaisant & la fois les conditions
aux limites et les équations différentielles des différentes théories des plaques que
dans de tres rares cas particuliers. Pour tous les autres cas, il faut avoir recours & des
méthodes numériques approchées. Parmi toutes les méthodes numériques existantes,
nous avons choisis la méthode de Rayleigh-Ritz, qui posséde l'avantage d'ére
relativement simple & employer et Smple & programmer sur ordinateur utilisant dans
notre cas le software MAPLE. Afin de tenir compte des hypotheses d'aprés Mindlin
on utilise la méhode analytique de Bolotin qui se distingue par sa smplicité a
employer pour |'analyse des vibrations libres des plaques rectangulaire.



Dans ce travail nous proposons auss une méthode pratique basée sur une double
stratégie  d'analyse qudlitative et quantitative du comportement dynamique des
plagques isotropes et orthotropes. La problématique consiste a répondre & un besoin
rée de développer une méthode quadlitative et quantitative pour permettre aux
ingénieurs de conception et chercheur, afin de les aider pendant leurs investigations
lors de l'analyse vibratoire des structures complexes, ou lors du travail de pré
dimensonnement de la Sructure d'étude, ains que dans le cadre dun travall
d'expertise de la qualité des réponses dynamiques que I'on obtient aux moyens de
codes de calcul sophistiqués.

M éthode qualitative d'analyse dynamique des plaques rectangulair es:

La méthode qualitative se base sur la théorie des plaques allongées (infinies), dont le
comportement est dominé par le sens privilégié du petit sens de la plaque
rectangulaire. La plague se comporte alors comme une poutre équivalente, reposant
sur ses deux appuis le long des bords allongés de la plague. Par simple observation et
sur la base des conditions de fixités ainsi que du rapport des dimensions (l,/ly), on
peut rapidement apprécier I'étude comparative des rigidités inférieur et supérieur et
par consequent le seuil extréme des fréguences inférieurs et supérieurs, ce qui permet
de caller les réponses dynamiques dans des limites admissibles et de ce fait juger dela
qualité des résultats que I'on obtient d'apres une analyse plus éaborée.

Méthode quantitative approximative d'analyse dynamique des plaques
rectangulaires:

Dans ce travail le probléme d'évaluation approximative des fréquences pour les
plagues orthotropes est investit. En se basant sur une formule générale approximative
de la fréquence, telle que proposée par Hearmon, il est montré comment calculer le
mode fondamentale d'une plaque rectangulaire orthotrope avec différentes conditions
de fixité, utilisant les coefficients propres des vaeurs qui existent déa dans la
littérature scientifique [ ]. D'autre part pour les modes supérieurs des fréquences
modales, une forme particuliére de la méhode de Rayleigh est proposée, conduisant &
une smple procédure pour le cacule de la fréquence fondamentale [ ]. En fait le
cacule des fréquences supérieurs est réduit a I'évaluation de la fréguence
fondamentale d'une plaque spécifique équivalente associé a la plaque rédle
d'origine.

Dans tous les cas linvestigation dynamique est basée sur quelques criteres
d'évaluation notamment I'effets des conditions limites, I'effet du rapport des
dimensions de la plaque, I'effet du matériau, I'effet du numéro du mode, ains que
I'effet de I'épaisseur de la plague.

Afin de vérifier le degré de précision de la méthode proposée une confrontation avec
la méthode des éléments finis SAP2000 et de la littérature ANSY est effectuée.



Définition du probleme;

Dans le cadre de ce mémoire et lors de I'étude du comportement
vibratoire des plagues ,on sest intéresse plus spécialement a l'épaisseur de
la plague ,les dimension de |la plague ,nombre de couche dans le cas d'une
plague non homogene,les configurations géométriques, |'anisotropie les
déplacement de la plague sont consideres uniformes et |'effet de
cisaillement est considérer pour les plagues épaisses et a été néglige les
plagues mincesiil est été développer que les déplacement et les
accélération doivent étre calcules en tout point . I'équilibre dynamique est
régie par un systéme d'équations aux dérives partielles soit par une
formulation directe ( la seconde loi de newton) toute fois la modélisation
d'une structure peut permettre des simplification importantes représentent
une approximation suffisante d'un point de vue pratique de la solution
exacte du probléme.

Articulation du mémoire;

Ce mémoire est compose de cing chapitres, le premier chapitre présente
les théorie des plaques, permettent de mettre leur définition, déplacement,
déformation, le second chapitre décrit les modes et les formulations des
équation d'équilibre des systemes, les méthodes, de résolution de ces
éguation seront également exposées ains que laméthode de RITZ. Ainsi
le 3 me chapitre présente une vue générale sur les matériaux composites,
et les matériaux multicouches. Le 4 me chapitre traite les problemes de
vibrations des plaques stratifiées.

Enfin le dernier chapitre sera sur |'études comparatif entre les différent
modeéles des plagues et discussion des résultats.



Chapitre 1

L esthéories des plagues




Chapitre 1 1

1. Lesthéoriesdes plaques:
1.1 Lesplaques minces:
1.1.1dé&initions.
Une plaque est un milieu continu ayant une dimension trés petite par rapport aux deux
autres.
Consgdérons un élément de plague rectangulaire d’ épaisseur h congtante, de longueur dx

et de largeur dy, les axes Ox et Oy sont choisis pour contenir la surface moyenne supposée
initialement horizontale.

Za N
'
v > y
Ov+oov /ovav //
Nv+ONv / Ov dv
ax.y)
/ Nxv + ONxv/ov dv
/
/
//
Qx+dQx /ox dx /
7y 2
1'/,/ —Nev—+ 5NX‘VI’8XdX

V,/ Nx + ONx/Ox dx
X
Figl : Forces agissant sur |’ é ément de plague
Qx, Qy: les intensités des efforts tranchants
Nx, Ny : |es intensités des efforts normaux
Nxy= NyXx : les intensités de I’ effort de cisaillement

g=q(x, y) : I'effort extérieure transversal appliqué ala plaque par unité de surface

=
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Mxy

Mx+oMx/ox d
p / « S
X Mxy+sMxy/sxdx
Z
A
™Yy .
Myx dx/e A

Myx dx/dx ﬂx
ﬂdx

» Mxy+oMxy/oy dy
g : My+oMy/oy dy

Myx+oMyx/ox dx Myx-oMyx/ox dx

<> <>

A |
OMyx/ox, dx r—» Qy=0My/ox

<—>

Fig2 : moments agissant sur |I' éément de plague

N
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1.1.2 Cinématique de défor mation :

Z,Wa
U =-Zsw/sXx
! 1
I -SW/SX
h /
0 »X, U
) 1

Fig. 3:déformations suivant x

U : le déplacement longitudinal di aux efforts normaux suivant OX :

Les hypothéses cinématiques adoptées pour les plagues minces par Kirchhoff généraisent a

deux dimensions celles adoptées pour les poutres sans déformations a I’ effort tranchant [3] :

1)

2)

3)

4)

5)

6)

la plague est mince d’ épaisseur h et posséde un plan moyen. les faces extérieures de la
plaque sont lesplansZ =+ Y h.

seul le déplacement transversal w est considéeré.

Les sections droites, initialement normales au plan moyen en restent planes et
normales a celui-ci, ce qui impligue que la déformation en cisaillement transverse est
négligé.

La contrainte sz dans la direction transversale est nulle. Elle doit en effet s annuler sur
les faces extérieures et du fait que la plague est mince, il est naturel d’ admettre qu’elle
est nulle en tout z.

Les déplacements u et v dans le plan Oxy, résultent de deux effets:

- un champ de déplacement initial et uniforme selon I'épaisseur résultant d'un
chargement de la plague dans son plan (comportement en extension, ou membranaire),

- le champ de déplacement da alarotation de la section droite.

Les termes nom linéaires du déplacement sont négligés, en particulier, I'inertie de
rotation est négligeé.

Elles conduisent aux hypotheses sur les déplacements

u=uo(x,y) - Z‘”—W (1.2
X

[é¥]
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s=vo(x,y) - Z— (1.2)

(13)

Fig4 .présentation de déplacements u,w
1.1.3 Expression des défor mations:

Les déformations de la plague mince ont pour expressions :

ex=-Z ‘ﬂivzv =-ZXX 1.4
ey=-Z @ =-Z Xy (1.5
Ty
2
oxy =-2Z Tw _ -Z XXy (1.6)
ixTy
= ﬂ—W: 0
) |V4
oxz=2exz=0 1.7)
gyz=2eysz=0

1.1.4 Relations contraintes défor mations:

Les contraintes dans le matériau linéaire et isotrope apartir de laloi hooke.
p

] 1
}lex :E[Sx 'U(SY+SX)]

e, :é[sy—u(sx+sz)] (1.8)

kgxy:}{;txy

Avec(s, =0)

[~
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L’ élagticité permet d' écrire :

SX = ex + ue 19
(e ue) (1.9)
-_E 110

sy= 5 (& +uex) (1.10)

™y = G gxy (2.11)

Avec la définition du module I’ éaticité en cisaillement
G :L (1.12)
2(1+u)
On peut écrire s =He
Avec la définition de la matrice uni colonne des contraintes :

SX
S= | sy (1.13)
XY
Et I’ expression de la matrice des coefficients classiques

é u
e e v %4
H=—-& 1 0 (1.14)
1-ué 1-uU
£ % 2
2 4
1.1.5 Définition des courbes:
On définit lamatrice des courbes
¢ fwlu
é- a
e ¥y
c=¢ Twu (1.15)
€ U
& oW
g xivH

Les deux premiers termes représentent les courbes principaes de la plaque dans les directions
X et y, et le troisiéme correspond ala courbure croisée engendrée par latorsion de la plague.

Les déformations de la plaque liées aux termes linéaires de flexion et les contraintes associées

sont liées par :
e=7X
Et s =He

lon
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1.1.6 Relations moments— courbures:
Les moments de flexions par unité de longueur dans la plague sont calculés par intégration
des contraintes sur |’ épaisseur.
éle 8 H/2 h/2
M =My 4= (Fsdz= (¥Hedz (1.16)
éleyé -h/2 -h/2
h/2
= (¥?HXdz

-h/2
Et en obtient les expressions:

é1°w T°w U
MXx =- Dag— +U—— (2.17)
& 1Py
é1°w  TAwu
My =-Da +u ¢ (1.18)
&y g
T°w
Mxy= -D (1-v) (1.19)
xTy
Avec la définition de larigidité flexionnelle de la plaque
3
En” ere (1.20)

°= 1201- u?)

Avec v : coefficient de poisson
E : module d'Y oung du matériau congtituant la plaque

On peut les écrire sous forme matricielle (1.21)
M=H*x

Avec lamatrice des cadficients éastique intégrés sur |* épai sseur

a &Y O
* = =@ 1 o040 (1.22)
12(1—u i é 1-uu
£ ° 21
2
Alors on peut écrire:
M Ene €l u Ouc,l
€ Rl
M, :121-uzg’ 1 0c,y (1.23)
XY g 0 l—ué:*nyi)

(o))
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1.1.7 Loisde changement derepére pour lesmoments

Fig. 5.changement de repére pour lesmoments.

Soit une plague de contour G quelconque, les moments sur le contour G de la quelque sont
Mn, Ms représentant  respectivement :

Mn : Le moment de flexion dans le plan onz. définit tangentiellement au bord,

Ms: Le moment de flexion dans la direction perpendiculaire

Mns : le moment de torsion autour de la normale au contour
On peut remarquer au passage que les moments et courbes obeissent aux lois de
transformation des tenseurs, ¢'est adire lors d'une transformation d’ axes de xy a ns par une

rotation a ontrouve:

Mn = Mx cos’a + My sirfa + 2Mxy sina cosa = -D(Xn+vXs) (1.243)
Ms= Mx sirta + My cog’a -2Mxy sina cosa = -D(XstvXn) (1.24b)
Mns = (My-Mx)sina cosa + Mxy (cos?a - sinfa) = -D(1-v) Xns (1.24¢)

1.1.8 Calcul del’ énergie de défor mation :
L’ énergie de déformation de la plague est calculée par intégration sur le volume de la densité
d’ énergie de déformation

Uint = [ &ij Cijkl ekl dv (1.25)

I~
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Si I’on adopte une loi de comportement de type matériau isotrope sous «état de contraintes

planes » le tenseur des coéfficients élastiques s écrit :

5 E uk uk U
& _ _ 0 0 0 §

él- u 1-u 1-u i

& UE E_ Wy 0 0 G

él- IL:_J 1-u 1-u U

égu uk E U

0 0 0 p

B ®-u? 1-u? 1-u? u

Cijkl= € E U (1.26)

é 0 0 0 0 0O u

é 2(1+u) (

é E u

a O 0 0 0 0 .

é a

g 2(1+u) -G

€ 0 0 0 0 0 u

g 2(1+u)g

On tenant compte du fait que €31,e32,e33 = 0, et en tenant compte des propriétés de symétrie
deeijj et Cijkl ona:
Uint =" (1/2 Cr111 €11 + ¥2 Cazzp €2 + 2 %2 Coizn E21+€116857)dU

h/2
Uint = 0 O V2(sxex + syey + 1xy gxy) dh dA

A-h/2

Uint= @ Y2(MxXx + MyXy + MxyXxy) dA
A

e(ﬂ-[ZWO a—[ZWO ZJT[W ﬂZW (1 U) a-[ZWOZl\ZI

vint = — = X——+2 ——= uxd,d 1.27
(¢ 3P OV TV R SV Ty gy
Avec des notations matricielles :
h/2
U= (‘) G/ZStedhdA
A-h/2
U= G/ZMthA
U= @./ZXtdeA (1.28)
A

oo
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1.1.9 L’ énergiecinétique:

L’énergie cinétique Ty est calculée par intégration de I’ énergie cinéique de I’ élément de

volume:

T=%¢ r(uz+vzw?) dv

\

En termes des approximations

h/2
T=1/2 (‘)(‘)r{w2+zz+z2e“"ém° "% 0 }dsdz

“hi2's $ﬂXg gﬂyﬂﬂ

Ona:
h/2

- Lamasse par unité de surface m= @ rdz
*h/2

- le moment d’inertie massique par unité de surface

h/2
mr2 = (‘) r z2dz
*h/2

Ce qui donne I’ expression de I’ énergie cinétique suivante :

AN

g

&IIO

T=1/2 (‘)mj|[\&2+r g i

aaMl
QT S R

&IIO

FEE
&

(1.29)

(1.30)

(1.31)

Le premier terme de I’ expression représente I’ énergie cinétique de trandation de la plague et

les deux termes suivants représentent celle de rotation, on néglige les termes d’ énergie

cinétique oratoire car ils ne deviennent significatifs que lorsque I’ énergie de déformation en

cisaillement elle-méme ne peut plus ére négligée. Alors pour une plague mince on utilisera

I’ expression approchée suivante :

T=%0 mw 2w 2ds

©

(1.32)
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1.1.10 Equation de la plaque:

Qy

Mx+dMx

Qx+dQx
dy
Fig. 6 équilibre del’ éément de plague

L’ équilibre verticale de I’ @ément plaque (dx, dy) donne lieu alarelation

dQxdy + dQy.dx + (P-mw )dxdy = 0 (1.33)
Soit :

1R, wir=o0 (1.34)

fc Ty

Tandis que les efforts tranchants résultent de I’ équilibre de rotation de la plaque autour de Ox
et Oy respectivement au premier ordre on obtient :
- autour de Oy :
dMxdy + dMxy dx — Qx dxdy =0
- autour de Ox :
dMydx + dMxy dy — Qy dxdy =0

D’ou lesrelations

_ M, M,

X= —X + %

Q x Ty
(1.35)

™M, M,

= + —

o Ty x
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La substitution de (1.35) dans (1.34) permet d’ écrire I'équilibre vertical en termes des

moments.

2 2 2
ﬂﬂsz +ﬂﬂ|viy +2ﬂﬂxl\:l-lxy +R-m# =0 (1.36)
X Yy y

Et d"autre part I introduction des expressions suivantes

oy TWO
= D — 1.37
'ﬂx ﬂyzb (1.37)
p&w Two
M, =-Dg—+tu_——= 1.38
v =Dz tuget (1.38)
Tw
M, =-D{1-u)—— 1.39
Dans |’ équation d’ équilibre (1.36) donne :
.. (1.40)
D?TAW ﬁﬁ’ > TW O, - R=0
™ Ty ™x9y” g
L’ équation ala dérivée partielle vérifiée par le déplacement vertical
Soit encore en termes de |’ opérateur Laplacien
e 1" 0
Sl T
L’ expression plus compacte : DDDw + mdi- R=0 (1.41)

On an obtenu ainsi I’ équation classique de la théorie des plaques, qui pour la majorité des
applications techniques est suffisante pour I’ é&tude des problémes de flexion.
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1.2 Lesplaques épaisses:

1.2.1 Introduction

La principale limitation de la théorie classique de love-kirchhoff et que I’on néglige
les effets dus aux efforts tranchants et a I’ inertie de rotation, or dans la pratique les plaques
ont des épaisseurs significatives et il devient nécessaire de tenir compte de ces effets pour
décrire leur comportement dynamique. D’autre part, la théorie classique ne peut rendre
compte des problémes de contact incluant des plagues et des problémes de plaques laminées.
Ces limitations ont conduit plusieurs auteurs a proposer des modéles plus raffinés [4]. L'un
des premiers fut Reissner, suivi par Mindlin et par d autre. Ces nouvelles théories sont
généralement obtenues a partir des équations de I'éladticité tridimensionnelle soit par
intégration de ces équations sur I’ épaisseur, C'est-a-dire le long des fibres de la plaque, oit
par des hypothéses, sur les déplacements et les contraintes faites al’intérieure de la plaque.
Toutes ces théories découplent toujours les effets de flexion et de contrainte plane.

1.2.2. Lathéoriede Mindlin :

Cette théories proposé par Mindlin [4], en 1951, prend en compte les déformation dues a
I’ effort tranchant et I’ effet d0 al’inertie de rotation. Cette approche plus fine du probleme des
plagues repose également sur une autre cinématique de la déformation, et donc une autre
expression des conditions aux limites.

Pour les hypothéses de Mindlin, reprennent les points (1) et (4) celle de kirchhoof, les points 2
et 3 des précédentes hypothéses ne sont plus retenus afin de prendre en compte les deux
nouveaux effets[ 3]

12.3. Champ de déplacement :

Dans la théorie des plaques de Reissner-Mindlin les composants des champs de déplacement

sont définies comme :

U(x, Y, z, t) =-ZY x(x, Y, t) (1.42)
V(X,y,z,t)=-ZY y(X, ¥, t) (1.43)
W(X, Y, z,t) =w(X, Y, t) (1.43)
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Ou t représente la variable temps, u et u sont les déplacements dans le plan de la plaque, w est

le déplacement transverse et enfin Y x, Yy les rotations en flexion de normales transverses

aux axes X et y. /Y"_

y >

Fig 7. Schéma du déplacement pour la théorie des plagues de Mindlin

1.2.4. Relations contraintes— défor mations:

Les expressions linéaires des déformations sont

/eXX:E:_ZM

X Ix
:ﬂ:_zm
“y Ty
_Tw _
eW—E—O (144)
th:ZeXy:E+ﬂ:_Z%+Mg
Iy 9 fy W™Xg
e T W w
txy—2eﬂ—ﬂ2+ﬂx yx+‘ﬂx
t =2e :ﬂ+ﬂ_wz_ +ﬂ_W
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1.2.5 Fonction d’ énergies:
L’ énergie de déformation due a au mouvements de flexion de la plaque est donnée en

fonction destensions de contraintes s et de déformation e :
T =1 (FEAV (1.45)
\"

Soit en utilisant les relations contraintes déformations précédentes, les hypotheses de champs

de déformations et laloi constitutive de Hooke pour un matériaux isotrope et homogeéne [3] :

é ; . 5 5 U
uzlégD}aaTyuﬂyy_ BT LA . B R
258 Tg L g™x Ty 4&fy Wggu
fagw 6 aw  of
KGhig — -V, &Y, TVdA (1.46)
&ty ~ g &y oh

K2 est |e facteur correcteur de cisaillement.

L'énergie cinétique de la plaque sécrit :

T=¥% r%éﬂnggdﬂngngQ“w 1.47
=%0 Eftg é&Mte éMtag (40

\'

En explicitant les champs de déformation et en intégrant sur I’ épaisseur h de la plague, on

obtient finalement :

r_h\%e]wcjz hzlgé]y o L@y, oP“
?ﬂtﬂ 1219 Tt o It sz

T= (1.48)
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1.2.6. Equation du mouvement :

On peut exprimer les moments en fonctionde Y x, Yy et w.

Mx = DEW x4y Wy 0 (1.49)
I8 ‘Hy ;z;
My =D&y 4y W0 (1.50)
iy ‘HX ;z;
] )
Mxy =2 U pa v, iy x? (151)
2 &y, 5
Et les efforts tranchant :
Q, = K2GhEW 4y O (152)
e x o
w 0
Q, = K’Ghg=—+y = (153)
’ Ey G

Reprenons maintenant les équations d’ équilibre de I’ dasticité tridimensionnelle

2
s  =r U
i) i (154)

Et multipliions les deux premiéres équations de (1.54) par z et intégrons sur |’ épaisseur de la

plaque:

My My o It Y
x Ty 2w
(1.55)
™, My ot Ty,
i ﬂ 12 1%

Et latroiséme équation de sij = r ¢2ui /ot2 pour sa part intégrée directement par rapport az
ﬂ_Q>(+ﬂ_Qy+q_ hﬂ (156)
ix Ty t?

Ou (szz)=n2 = q(X, Y, t) effort extérieure appliqué ala plague par unité de surface.



Chapitre 1 16

Dans les équations (1.55) et (1.56) remplagons les moments e t les efforts Qx et Qy par leur

expressions données ,on obtient alors trois nouvelles équations :

3
v,y Ou KZGh§ _ﬂ_WQ_ﬂ ﬂZyX—o

fiye fix ‘ﬂng e g 12 9t?

D& uiy , +(ru) L
28
(1.57)

A s 3
D& u)Ry , +(aeu) LAY TV O Kthan_ﬂ_wg_ﬂxi +q=0
28 e ™x Ty vy 12 1t

(1.58)

eenfiw- W WL 0w, g (159)
é xX Vg Mt?

'nZy

(i=x,y) des équations (1.57) et (1.58) représentent les termes d’inertie de

rotation.
Les fonctions inconnues Y x et Y'y peut ére éiminées en différenciant (1.57) par rgpport a x

et (2.18).par rapport ay et en additionnent les deux expressions obtenues, il vient :

3 2 . .. . 1.60
IO . IV Oy anRiaw (60
12 5L Ty 5

EEDNZ— K2Gh-

ay, v,

Il ne reste plus aors qu’'a éliminer g 0 0 a I'aide de (1.60) pour obtenir I'équation
X y Q,

des plagues de Mindlin:

' rh3 L0 'nzw_ N2 rh® %90
Eﬁ' K2G ‘ﬂt ﬁ N ey A _gi' K?’Gh  12K’G 'ntzﬂ (L61)

Dans I'équation (2.21), les termes contenant K2 représentent le mouvement da a I’ effort
aa h® eef? 0

tranchant et ceux contenant EE W;I’effet de I'inertie de rotation. Si on néglige les
2
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contributions de ces termes dans I’ équation (1.61), on trouve I’ éguation classique d'une plaque

mince.

T°w
t2

D.N“w+rh

(1.62)

1.2.7. Interpréation et calcul deKz:
K2 (ou K suivant les auteurs) est un facteur corrigeant I'hypothése de contraintes de
cisaillement szx et szy constantes sur |’ épaisseur de la plaque dans la théorie de Mindlin, en

contradiction avec la condition de contrainte de cisaillement nulles sur les surfaces libreq 3].

Pour déerminer K2, Mindlin[ 4] considére le probléme de la propagation des ondes dans une
plague infinie, probleme pour lequel on connait une solution exacte par la théorie de
I’ élasticité tridimensionnelle.

Mindlin trouve ce facteur dépendant du coefficient de poisson v et les valeurs les plus
généralement admises pour K2 varient linéairement de 0,76 pour v = 0 40,91 pour v = 0,5

dans le cas d’un matériau isotrope.

En suivant cette observation et en choisissant k2 de facon a égder la fréquence du premier
mode antisymétrique de cisaillement d’une plaque isotrope, infinie déterminés par |’ exacte
théorie de I’ éasticité et la théorie de Mindlin, on peut montrer que le facteur K2 est solution
d’une équation polynomiale d’ ordre 3.....telle que :

K2=0,86 ss=03 et K2=p/12 s s=0,176

Wittricken 1987 [.4..] propose une approximation de k? dans le cas d’ une plague simplement
supportée : K2 = 5/(6-v)

On peut noter qu’en composant les résultats de Mindlin et Reissner [.5.], qui suppose une
variation parabolique de la distribution des contraintes de cisaillement, on obtient pour
expression de K2=5/6.

A ce jour le facteur K2, lorsgu’il est utilisé, est toujours sujet & discussion I’ ensemble des

auteurs s accordent cependant pour juger son influence sur les résultats.
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2. Comportement dynamique des plaques isotropes minces et épaisses.

2.1. Introduction :

Cette étude porte sur la modélisation du comportement des plaques en vibrations, alors
I’ objectif de ce travail basé sur I'identification des caractéristiques dynamiques (fréquences
propres, modes propres...) de vibration, mais on ne connait de solutions exactes satisfaisant &
la fois les conditions aux limites et les équations différentielles des différents théories des
plagues dans de trés rares cas particuliers.

Larésolution de fagon exacte du probleme des plagues en vibration n’ est possible que
pour des cas simples de chargements, de géométrie et de symétrie, et surtout de conditions
aux limites. Dans les autres cas on doit en I'éat actuel des connaissances de contenez de
solutions approchées.

Il existe essentiellement quatre types de méthodes approchées: les méthodes
énergétiques, les méthodes itératives, les éléments finis et les différences finies. Parmi toutes
ces méthodes que I’ on trouve dans |a littérature concernant les plaques en vibration, nous on a

sélectionné deux que d’ aprés beaucoup d’ auteurs de tres bons résultats.

2.2. Méthodes analytique (solution exacte) :
L’ hypotheses de vibration libre (mouvement harmonique charge extérieure p nulle)
donc les seules forces transversales agissant sur la plaque sont les forces d’inertie dues a la

masse r e par unité de surface, I’ équation du mouvement s écrit :

Twixy), , T yit) | Twlxyit) - re fw(xy.t) 2.1)
i ™1y 2 y* D

En utilisant a séparation des variables et en prenant une variation temporelle harmonique.

w(x,y,t) = W(X,y)(A sinwt +B coswt) (2.2)
Etona:
TW(xy), , TW(xy), TW(xy) werh _
2 - Wix,y)=0 2.3
Utilisant N2
2
RieRiaw-Y "€ w =0 (2.4)

18
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Pour établir laforme de sa solution générale posons:

b“:wz.%e /re=m (lamasse) (2.5)

L’ équation (2.4) peut étre mise sous laforme

(N2 + b?). (N-b2)w=0 (2.6)
Et on définit les deux fonctions wl et w2 telles que

(N2-b2)wy = et (N2+b2w, =0 (2.7
Il est alors aisé de vérifier que la solution générale de (2.6) peut s écrire

W=Wp + W, (2.8
En effet, par substitution de (2.8) dans (2.6) on a:

(N2 + b2)(N2-b2)(wy+ws) = -2b2(N2+b2)w, = 0 (2.9

Pour lapartie wl, la solution générale est de la forme exponentielle :

wl = e¥e¥ (2.10)
Auquel cas la solution générale de la partie w2 prend la forme complexe associée.

w2 = ¥ g avec a2+ @=bh? (2.11)
En tenant compte des signes possibles pour les constantes a et g la solution compléte peut

étre réécrite en termes de fonctions hyperboliques et trigonométriques

w(Xx,y) = Aisinax.singy+A,cosax.singy+ Azsinax.cosgy+ A;Cosax.singy
+ Asshax.shgy+ Aschax.shgy+Azshax.chgy+ Agchax.chgy (2.12)
La valeur des constantes Ai et celles des parametres a et b résultent de I’ application des
conditions aux limites.
2.2.1. La plaque smplement appuyée sur son contour
Le seul cas qui posséde une solution analytique exacte et celui de la plague rectangulaire

simplement appuyée sur tout son pourtour.

s

Fig.8 .plaque smplement support.-"_w..‘,.,...
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Soient a et b les dimensions de la plagues selon x et y les conditions aux limites ont pour

expression.
w=0 etMy:@:O enx=0et =a
b (2.13)
w=0 eth:ﬂ—W:O eny=0et =Db
Ty
Leur application &lasolution générale (2.12) conduit ala solution
w(X,y) = A sinax. singy (2.14)
Avec les conditions additionnelles
snaa=0 et sg=0
D’ ou les valeurs possibles des congtantes
am=mp/a etg,=np/b pourm,n=12,....%¥ (2.15)

Il est en résulte les fréguences propres de la plaque simplement appuyée

W = b P: oL (miay2 + (Wb P (2.16)
re re

Et les modes propres correspondants
Wi (X,Y) = Amn.Sinm(px/@).s nn(py/b) (2.17)
En cas de réponse forceée, il faudrait travaillé par superposition modae

wy)=a a (Am SNWmg + bm COSWamit) sin (mpx/a) sin (npy/b) (2.18)

Les coefficients Am, €t by, éant fonction de la charge et/ou des conditions initiales

2.3. Lesméthodes éner gétiques::

Ces méthodes donnent d’ assez bons résultats de fagon générale, méme lorsgue les conditions
aux limites ne sont pas smples seulement la précision de la solution trouvée dépend pour
beaucoup du choix des fonctions cinématiqguement admissibles, il faut que ces fonctions
satisfissent les conditions aux limites mais auss respectent la géométrie et approchent les
modes de vibration.[ 4]

2.3.1. La mé&hode de Rayleigh :

Cette méthode consste a calculer les énergies U et T en utilisant pour w des fonctions de
forme vérifiant les conditions aux limites et approchant la géométrie des modes réels de
vibration. Si le systéme en vibration est conservatif (aucune énergie n'est perdue ou ajoutée),

le maximum de |’ énergie cinétique doit étre égale au maximum de I’ énergie de déformation.

20
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Soit  Umax = Tmax (2.19)
Ladéflexion W s écrit :
w(x,y,t = W(X,y).sinwt (2.20)

ol W(x,y) est lafonction de forme et w la pulsation inconnue.

Remplagant W par (2.20) dans|’ expression des énergies :

ab

T = wei2.coswt () r We(x,y).dxdy = %"QF.coszm (2.21)
00 escg

L’ énergie cinétique sera a son maximum lorsque la vitesse de la plague sera son maximum
donc lorsque : sinwt = 0
D’ou I’ expression de :

ab

Tmax = WA2 () r hWA(x,y)dxdy (2.22)
00

D’autre part I'énergie de flexion U sera maximum quand la déflexion de la plague sera

maximale, donc lorsque : snwt=1 d’ou I’ expression de :

B ferw Twe w Tw ertw o @
Umax = %2 () D}?#+2—2; - 2(1- u)‘%‘i:b(2 J‘ITT = - E?Txﬂ x _;ydxdy

00 1 Y o 8 y Yo q)

(2.23)
On en déduit dorsla pulsation w d’ gprés (2.19) :
2Umax
w?=ab (2.24)
00] hW(x, y)dxdx

00

2.3.2. Méthode de Rayleigh-Ritz :

La méthode de Rayleigh-Ritz commenga en 1870 avec I’ &ude des problémes de vibrations
par Lord Rayleigh. L’ approximation du champ de déplacement éait toutefois limitée & une
seule fonction (méthode de Rayleigh) en 1909, Ritz généralisa la méthode de Rayleigh en
congtruisant une approximation du champ a partir de plusieurs fonctions, chacune satisfaisant
séparément les conditions aux limites essentielles (¢’ est-a-dire les conditions aux limites de

type cinématique) et achacune d’ elles étant associé un degré de liberté. [12]
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2.3.2.1. Principedela méthode :
La méthode de Rayleigh-Ritz consiste a chercher une approximation des modes de vibration
dans un espace de dimensions N engendreé par N fonction /... c'est-a-dire qu’on cherche des

solutions de laforme :

Wiy = & i (y.) = ({0} 229
1oL i 1L
Avec: {q] = % i’,et{fb} =1 i’
fanp 1TNp

Les fonctions @i étant connues, le quotient de Rayleigh d’une telle forme dépend uniquement
des paramétres gi et peut étre mis souslaforme:

RW) = R(Cf1,vvveeen ,qN):;‘ Kig} (2.26)

Ou k est appelée matrice de raideur
M matrice de masse

Laminimisation du quotient de Rayleigh par rapport aux parametres gi donne le systéme :

R
fia,
. IR
Note——~ =0 (2.27)
o}
1R
flay

Qui correspond aprés développement a:
K{gHa}" M{q} - {a} ' K{aM{a}

=0 (2.28)
{at" M{q})?
Et notant :
{a} " K{q}
W2 = (2.29)
{a}" M{q}
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La minimisation donne:

K{a}- w*m{q} _
Wwig @30

Les quantités wi qui assurent le minimum du quotient de Rayleigh sont donc les termes qui

annulent le déterminant ck-w2M¢ =0
On peut montrer que wi est une approximation par I’excés de la iéme fréguence propre du
systéme.
Lesvaleurs{qi}, associés aux wi qui sont solution du probléme aux valeurs propres:
ck-weMc{q} =0

Donnent les composantes dans la base des fonctions @i d’ gpproximation des N premiers
modes du systéme.
De maniére générale, on peut faire les remarques suivant sur la qualité d’ une approximation
pour la méthode de Rayleigh Ritz :

- laqudlité de I' approximation des pulsations et meilleurs que celle de I’ approximation

des modes.

- Laqualité del’ approximation augmente avec la dimension de la base N.

- Laqualité de I'approximation augmente avec la dimension de la base.

2.4.. Formulation des élémentsfinis

L’ équation du mouvement de la plague en vibration libre peut ére obtenue du principe de
Hamilton, lequed est une généralisation de principe des déplacements dans la dynamique des
corps déformables, I'équation différentielle d’équilibre du mouvement est obtenues en

utilisant le principe de Hamilton comme suit :
2 2
dg-dt =d T - pp)dt =0 (2.31)
1 1

Ou d et I'opérateur variationnel, L est la fonction de Lagrange de la plague, t1 et t2 sont les
bornes artichautieres du temps. T est I'énergie cinétique, ppi est I'énergie potentielle les

équations de Lagrange deviennent :
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deqr u qr T

WSy T, Ty, 2 e3)

Ou {wi} et {wi} sont les vecteurs de déplacement et vitesses des coordonnées généralisees
pour I'analyse de la vibration libre, les équations différentielles pour une plaque isotrope
S écrit :

[[K]-WAM][{w} = {0} (2.33)
Ou:
[K]:  Matrice rigidité globale de la rigidité obtenue par assemblage les matrices

élémentaires.

[M]:  Matrice masse rigidité obtenue par assemblage élémentaire

{w} : levecteur global de déplacements

2.5 Mé&hode numérique approché (BOLOTIN) :

2.5.1. Présentation dela méthode

C’'egt en 1961 que Bolotin proposa cette méthode simple pour |’ analyse des vibrations libres
de corps éastiques occupant des régions rectangulaires de I’ espace .cette méthode est donc
moins générale que les autres car elle impose une géométrie au solide considéré, mais elle
s adopte parfaitement probléme d’ une plaque[4 ] .

Dans cette méthode les modes propres de vibration sont initialement approchés par des
fonctions solutions exactes de I'équation différentielle des plagues et dépendant de deux
paramétres qui sont déterminés par I'introduction de termes correctifs pour représenter la
forme des modes sans chacune des directions Ox et Oy, et | écriture des conditions aux limites
du probléme.

Cette méthode a été tres utilisé a cause de sa grande simplicité dans son application et du peu

de calcules qu’ elle nécessite.

2.5.2. Analyse mathématique:
La méthode classique donne |’ équation
DN*w-rhw2=0
(2.34)
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Nous choisissons I’origine des axes au milieu de la plague pour distinguer un mode
symétrique et un mode antisymétrique et on faire I’analyse mathématique sur une plaque
rectangulaire encastrée.

Les conditions aux limites

w

W= —=0.ieeee e, X=zal2
Ix
(2.35)
w
W= —=0rie e, y=tal2
0%
(2.36)

Une solution exacte de ( 2.34) peut s écrire sous laforme:

W = A sin (kix-€1).8in (Koy-€)
(2.37)

La substitution de (2.37) dans I’ équation (2.34) donne la relation des pulsations w en fonction

des nombres d’ondes k; et k, qui sont les inconnus du probléme.
D
w= \/% (k2 + k22 (2.38)

Pour obtenir laforme d’un mode dans la direction Ox et oy chercherala fonction ®(x), Y (y)
respectivement telles que :

W = ®(x) sn (koy-e) (2.39)

W =Y (y) sin (kix-ey) (2.40)
Soit également des solution de I’ équation différentielle une fois déterminées @ et Y, c'est
I’ écriture des conditions aux limites qui ne donnerales valeurs de k1 et k2.
Pour déterminer ces deux derniers nous remplagons I’ expression de w donnée par (2.39) dans

(2.34) ce qui nousdonne I’ équation différentielle vérifiée par @ :

4 2 2
a7 e 9T & TG g (2.41)
dx dx g D g
La solution générale est donc :
®(x) = Acoskix+bsink;x+Cchpix+Dnpix (2.42)
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Avec: Pp = k2, +2k2, (243)
Si I’ on cherche les modes symétrique en x on considére

®(x) = Acoskix + Cchpix (244)
L’ écriture des conditions aux limites ®= 0®/0x = 0

Pour x = +a/2 conduit au systeme

A cosklg +C.chpr. 2 = (2.45)

I\J

ki A sk, 2 + Cchpr 2= 0
2 2
Le déterminant soit nul et donc quel’on ait :

tgh12 a/2 = Py @30 (2.46)
kl e 2 9

Avec: Pr= k2, +2k2, (2.47)

Méthode de résolution des équationsen k1 et k2 :
On va chercher les nombres d’ondes k1 et k2 sous laforme
K1, om= (M+dy,nm)p (2.48)
Komn= (X+d2,m)P
Avec (m,n) impaire pour les modes symétrique et pair pour les modes antisymétriques par
rapport a1’ axe Ox (Oy).
Pour larésolution, on considérera que les expressions en th sont voisines de |’ unité :

Onadonc:

Ky=2aarctg &—=2 7 _+mpla
gyh?+2n%, o

(2.49)

K, = 2/b.arctg —2 S+npla
gyh? +2n%

Ce systéme se résout par substitutions successives dans les équations (2.49) en commencant

par :

K1=mp/a
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(2.50)
K2 =np/b

Dans quelques cas particuliers, on peut exprimer les pulsations w a partir de (2.38)
directement en fonction de n et de m.
Dans le cas d’'une plague carrée et pour n=m nous avons k1=k2 soit :
Ki= g arctgaig+m :§m+l£ (2.51)
a %Jé s a & 3ga

Ce qui nous donne la formule générale dans | e cas particulier

wmn = 2(;m+1Op — (2.52)

e 3g a° rh

Dansle cas s nousfaisonstendre b vers!’infinie
K2=0, kl=(m+v) 2
a
Ontrouve alors |’ expression donnant les fréguences d’ une plaque infinie dans la direction oy :

2
e (m+%) 2 ‘;—2 r—[; (253)

On peut auss exprimer les modes propres de vibrations comme les fonctions ®(x) et Y (y)
satisfont chacune les conditions aux limites I'une suivant Ox et I’autre suivant Oy, leur

produit satisfait I'ensemble des conditions au limites et donc il forme une solution approchée

des modes réels.

Onauradonc :
W(x,y) = ©(x).Y (y) (2.54)
®(x) = coskix-[cos (kia/2) / ch(P1a/a)] chPy.x symétrique
®(x) = sinkix-[sin(kia/2) / sh(P1a/2)] shPy.x anti-symétrique (2.55)
Y (y) = coskyy-[cos(kab/2) / ch(P.b/2)] chP,.y symétrique
Y (y) = sinkyy-[sin(kob/2) / sh(P.b/2)] shP..y anti-symétrique

2.5.3. Application a lathéoriede Mindlin :
L’introduction des nombres d’ ondes k1 et k2 dans les équations différentielles nous donne :

- pour lathéorie de Mindlin

rhw? &

D §1 §R+_§’(k2 K2 ) (k2 +k2) (2.56)
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Que I’on peut également écrire en faisant une légére approximation

(2.57)

K2 + kj)gl &b +h—2§’(k2 + kz)ﬁ
é 12 g G
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3. généralités des matériaux composites
3.1. Introduction :

Il exigte différentes familles de matériaux : les métaux, les plastiques, les composites... etc.

Le principal intérét de I utilisation des composites provient de ses excellentes caractéristiques

spécifiques (module diviseé par la masse volumique)

Un matériau composite résulte de I'association intune d’au moins deux matériaux non

miscibles on obtient un matériau hétérogéne, en distingue deux types:

Les composites grandes diffusions (GD) et les composites hautes performance (HP).
Les GD représentent 95% des composites utilisés. C'est en général des plastiques
armés ou de plusieurs renforcer, le taux de renfort avoisinant 30%. Dans 90% des cas,
I’ anisotropie n'existe pas ou n'est pas maitrisés car les renforts sont des fibres courtes,
les principaux congtituants de bases sont les résines polystéres (95% des résines
thermodurcissables) avec des fibres de verre + de 99% des renforts utilisées). Renforts
et matrices sont & de scouts voisins.
Les HP, principalement utilisés dans I’ aéronautique sont d’un colt élevé, les renforts
sont plutdt des fibres longues, le taux de renfort est supérieur a 50%, et ce sont les
renforts qui influent sur le colt les propriétés mécanique (résistance mécanique et
rigidité) sont largement supérieur a celles des méaux.
Il faudra toujours tenir compte du fait que I’ @aboration de la structure est liée a celle
du matériaux, que pour les pieces travaillantes, on utilisera plutét des composites ce
fibres longues et & matrice organique et pour les garnitures, capotage on utilisera des
plastiques renforcés.

3.2. Définitionsde base:
- Homogéne : mémes propriétés en tout point du matériavl.
- Héérogene : en 2 points différentes, propriété différentes
- Isotrope: méme propriété dans toute les directions
- |Isotropetransverse: il existe en axe de symétrie par ragpport a une étroite.
- Orthotrope: propriétés symétriques par rapport a deux plans orthogonaux.

- Anisotrope : les propriétés sont différentes selon les différentes directions
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3.3. Lescomposants:

Matériau composite plastique : association de deux constituants.
3.3.1. Lerenfort : armature, squelette il assure la tenue mécanique (résistance a la traction et
régicide) souvent de nature filamentaire (des fibres organiques ou inorganiques).
3.3.2. Lamatrice: Lielesfibresrenforts répartis les efforts (résistance a la compression ou a
la flexion). Assure la protection chimique par définition c'est un polymeére ou une résine
organique.
En plus de ces deux constituants de base, il faut rgouter : une interface qui assure la
compatibilité renfort- matrice, qui transmet les contraintes de |’un a1’ autre sans déplacement
relatif. Bonne adhérence en couche fine (). Des produits chimiques entrent auss dans la
composition du composite, |'interphase etc.. qui peuvent jouer sur le comportement
mécanique, mais n'interviennent pratiqguement jamais dans le calcule de structure composite.
Pour les composites, on construit sa structure a la demande.

- lanature, latexture et laforme du renfort

- letaux derenforcement

- lanaturedelarésine et des charges ou additifs

- laqualité del'interface renfort-matrice

- lagéométrie de lapiéce réaliser

- laprocéde de mise en ceuvre utilisée.

3.4. Avantages des matériaux composites:

- granderésstance alafatigue

- faible vieillissement sous I’ action de I’ humidité de la chaleur, de la corrosion (sauf alu
carbone).

- insensibles aux produits chimiques « mécaniques » comme les graisse, huiles, liquides
hydrauliques, peintures, solvants, pétrole.

1. Association fibre-matrice: la liaison entre fibre-matrice est créée pendant la phase
d’ éaboration influence fondamental e sur les propriétés mécaniques du composite.

2. lesdifférents types des constituants de base.
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Renforts:
Minéraux
ou organique

Composite a
Matrices plastiques

Résines TD
polymeres TP

f

Catalyseurs accél érateurs

FIG.9 Principaux constituants des matériaux composites
3.5. Lesrenforts
3.5.1. Lesfibres:
- Constituées par plusieurs centaines/milliers de filaments de diamétres variant de 5 a 15um.
- Traitement sur machines textiles (meches).
On les commercialise essentiellement sous forme de :
fibre courtes : quelques centimetres ou millimetres, ce sont les feutres et les
mats utilisés en moulage
fibre longues : coupées au moment de la fabrication du matériaux composite
utilisées telles quelles ou bien tissées.

3.5.2. Principaux matériaux derenfort :

Organiques Inorganiques
Polystérees Aramides Minéraux Végétaux

Cérami QU%{ M étdWJESkl Bois Coton
Papier
Jute
y
Verre Carbonne Bore
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Figl0: Lesdifférents types de renfort de base

3.5.3. Principe caractéristiques des fibres de base:

Densité rCuh?Lgrlg:ﬁ ﬁjh?[l?(;(;? Allongent a Module Diamétre
Fibre (kg/m3) trz;)ction en COI"EpOSi'[iOI’I larupture d’ élagticité fjgsfilam_ent
(MPa) MPa (%) long(MPa) | éémentaires
VerreE 254 3400 1200 4.8 73000 3-30
VerreR 248 4400 1300 54 86000 3-30
Aramide bas module 1,45 3100 500 2 70000 12
Aramide haute module 1,45 3100 500 1 130000 12
Carbone haute module 1,8 2200 1300 1 400000 8
Carbone hauteténacité 1,78 2800 1800 0,5 200000 8
bore 2,63 3500 3500 0,8 400000 100-200
3.6. Lesmatrices

La matrice lie les fibres renfort, repartit les efforts, donne la forme voulue et apporte la tenue

chimique de la struct

ure.

Organiques

[

MATRICE

=
T

# Minéra

[\

Thermodurcissable

Thermoplastique

Elastomers

Céramique

Métaligue

.

Borures

N\

A

Carbures

Nitrures

FlG.11L es différentes familles de matrice
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Les résines les plus employées dans les matériaux composites sont les résines thermo
durcissables et les résines thermoplastiques.

1) Résine thermoplastique :

Polymére pouvant étre alternativement ramollie par chauffage et durci par refroidissement
dans un intervalle de température spécifique de polymeére étudié les résines thermoplastiques
présentent I’ aptitude &1’ &at ramdlie, de se mouler aisément par plasticité.

2) résine thermodur cissable:

Polymére transformeé en un produit essentiel infusible et insoluble aprés traitement thermique

(chaleur, radiation) ou physico-chimique (catalyse, durcisseur).

3.6.1. Critéresessentiedls desmatricesTD et TP :

Thermoplastiques

Thermodurcissable

Etat debase

Solide (prét & emploi

Liquide visqueux a polymériser

polymérist)
_ L Temps réduit (précaution a
Stockage matiere de base | Illimité
prendre)

Mouillabilité desrenforts | Difficile Aisée

Chauffage
Moulage (fusion/ramollissement Chauffage continu

+refroidissement de fixation)
Cycle Court Plus long (polymérisation)
Critéres spécifiques Assez bonne Limitée

Réduite sauf nouveaux TP
Tenue de choc Meilleure

thermostables)
Tenue thermique recyclables Perdus

Tableau 1

Il existe d"autres catégories des résines telles que les résines thermostables dont leur usinage

reste spécifique et lamise en cauvre de piéces mécaniques reste limitée.
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3.7. Les matiéres composites structuraux :
3.7.1. Monocouches
Les monocouches représentent |’ élément de base de la structure composite les différents types
de monocouches sont caractérisés par laforme du renfort : & fibres longues (unidirectionnelles

UD, réparties aléatoirement) a fibres tissées afibres courtes.

Fig. 12 : pli unidirectionnelle

3.7.2. Stratifiés:
Un stratifié est constitué d’ un empilement de monocouches ayant chacun une orientation
propre par rgpport aun référentiel commun aux couches et désigné comme le référentiel du

stratifié. ?T

v

1

Fig. 13: schématisation d’ un composite stratifié

Le choix de I'empilement et plus particuliérement des orientations permettra d’avoir des
propriétés mécaniques specifiques on pourra avoir des stratifiés de type.
1. Equilibre: Stratifié comportant autant de couches orientée suivant la direction +q que
de couches orientée suivant la direction -q.
2. Symétrique: dtratifié comportant des couches disposées symétriquement par rapport
a un plan moyen.

3. orthogonal : stratifié comportant autant de couches) 0° que de couches a90°.

®
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3.7.3. Matériaux sandwichs:
Matériaux composés de deux semelles (coupeaux) de grande rigidité et de épaisseur
enveloppant une ame (ou cour) de forte épaisseur et faible résistance. L’ ensemble forme une

structure d’ une grande |égereté en flexion et ¢’ est un excellent isolant thermique.

Poteau

Coaur

Fig. 14 : schéma d'un sandwich

3.8. Miseen cauvre, procédes:
Trois opérations sont indispensables :
1) Imprégnation du renfort par le systéme résineux
2) Miseenforme alagéométrie dela piece
3) Durcissement du systéme
- Soit par polycondensation et réticulation pour les matrices thermodurcissable
- Soit par smple refroidissement pour les matiéres thermoplastiques.

Il existe différentes thechniques mais la plus utilisé est par moulage.

Moulage ouvert Moule fermé

Contact Sou vide
projection I njection thermodurcissabl e polymere
1. Fibres courtes — probléemes
d orientation des fibres
difficile agérer
2. fibrelongues — compression
thermo durcissable
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Fig. 15 technigues de moulage

Formage par moulage I

Renfort Résine

Imprégnation (mélange)

A

Mise en place du mélange
sur I’ outillage

Compactage

A4
Polymérisation

l

Démoulage

\4
Finition

Fig.16.Principales éapes d’ un procéde par moulage.
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3.8.1. Lesprocédésles plusimportants sont :

1. Moulage au contacte

Technologie de rédlisation de pieces prototypes ou de simulation, le principe
consiste & imprégner manuellement les renforts disposés dans un moule, ¢’ est peu
onéreux et de des pieces de formes quelconques peuvent étre réaisées mais
cadence trés faible.

2. Moulage par projection simultanée :

Technologie similaire mais les fibres coupées projetées au pistolet.

3. Injection thermodurcissable BMC :

Procéde discontinu haute pression (100 bars). Alimentation et dosage du
compound, injection pression, maintien et polymérisation, puis éection les
avantages sont : réalisation de grande série, faible colt matiére peu de finition,
temps de cycle.

Les limites sont : le taux et la longueur des renforts et les propriétés mécaniques
du composite obtenu.

4. Compression thermodurcissable SMC :

Le principe consiste a déposer des feuilles de pré imprégnés dans un contre moule
chauffé de comprimer le matériaux avec un moule chauffé polymérisation puis
gection de la piéce. Avantage: colt, matiere, propriétés mécaniques et
thermiques, les limites sont I” aspect, le dimensionnement des presses et la finition.

5. Pultrusion :

Utilisation pour les composites hautes performances industrielles, le principe est :
tirage, mise en forme et polymérisation de fibres continues imprégnées.

Les avantages sont la production en continue, possibilité de réaliser les sections
tres complexes, et d’ avoir un taux de renfort élevé, les limites sont la lenteur du
procéde, uniquement des profiles droits & section constante.

6. Enroulement filamentaire (ou bobinage) :

Technologie pour les HP, le principe cons ste en un enroulement sous tension sur
un mandrin tournant autour de son axe de fibres continues préaablement
imprégnées d'un liant, les avantages sont |a disposition optimales des renforts, les
trés bonne propriétés mécaniques, possibilité de réaliser des pieces de grandes
dimensions avec des surfaces lisses, les limites sont que formes uniquement

convexes et investi ssements importants.
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Limitation : taille de piéces = tailles des moules.
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4. Théorie générale des plaques composites

4.1. Loi deHooke:
Pour un milieu élastique linéaire la loi de comportement va relier les deux tenseurs de
contraintes et déformations.
Laloi que nous considérons est laformes = k.e, ou k une fonction linéaire.
Alorslaloi de Hooke généralisée s écrit :

sij =Cijkl ekl  ij=12.e 6 (4.1)

C: lamatrice derigidité du matériau
Larelation (1) peut ére écrite sous laforme inverse :

ej = Sjsj ij=12,.... [T 2 (4.2)
Lamatrice S est appelée matrice de souplesse ou de flexibilité ala méme forme que lamatrice
derigidité.
Les deux tenseurs s et e sont des matrices 3x3 symétriques et dont chacun & 6 coefficients
indépendants, donc k comporte 36 coefficients qui lient la matrice de rigidité (ou de
souplesse) est déterminée par 21 constantes indépendantes, ce cas correspond & un matériau
possédant aucun propriété de symétrie si le matériaux possede un plan de symétrie, le nombre
de constantes indépendantes est réduit a 13.

4.2. Matériaux orthotrope:
Définition :
On appelle matériaux orthotrope un matériaux éastique homogéne présentant en tout point
deux symeétries du comportement mécanique, chacune par rapport a un plan les deux plans
étant orthogonaux [8].
Alors le nombre de constantes élastique indépendantes est réduit 49 la loi de comportement
exprimée dans les axes dits «d’ orthotropes » définit au moyens du triedre construit sur les
deux plans orthogonaux et leur intersection peut s écrire sous la forme suivante, appelée

notation ingénier car elle fait apparaitre modules d’ élasticité et coefficients de poisson.
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\
Wy

1 Uy -Ug 0 0 0

El EZ ES

ulZ 1 u32
N .. - _ iz - - _ o O O O AN
: €u :" E, E, E, .:.S u :"
i €2y Uz Uy 1 iS22y
1=l S R < e S ¢ R O DR =
1€l _ E, E, E, _ 1S3t
I y= 1 =iy
i 9as o 0o 0 = 0 0 195
: 013 : Gas 1 -:-S 13 :
Tglz b 0 0 0 0 — 0 TS 12 b

GlS
\ 0 0 0 0 0 i/
GlZ

Ei . Ei, Ez, Es sont lesmodules d éasticité longitudinaux

Gi . Gy, G,, Gz sont lesmodules de cisaillement

(4.3)

Vij . Oz, Gis, Ops, Op1, O3, Oz2 SONt les coefficients de plus la symétrie de la matrice de la de

comportement ci-dessus entraine les égalités :

Uz _ U Ua _ Ui U Uz

2 El ES El 3 El
}_S | :J (11 Cb Cs O 0 Cm\ : € :J
IS 2; Cx Cx 0 0 Cos i € ;

S e

’|[ y= Cas 0 0 GCs = ’|[ y
.I.t 23 .I. .I. gz3 .I.
i % 9y
ftwh Cs 0 19 b

N )

el, 2, ete3 représentent les déformations normales
s, 1 €t gio  représentent les distorsions angulaires

B3 =2 &3 , 1= 2exn , B1=2€n

4.3. Matériaux isotropetransverse:

(4.4)

(4.5)

(4.6)

Définition : matériaux possédant une direction privilege, c’est dire qu'il existe un axe de

symétrie.

Si on suppose que ladirection 3 est de symétrie laréaisation de comportement s écrit alors :

40
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Il ne reste donc que 6 coefficients distincts

4.4 Matériaux isotrope:
Les propriétés élastiques sont indépendantes des systémes d'axes (il y a le méme
comportement dans toutes les directions). Le matériau possede ainsi une infinité de plans de
symétrie, et le nombre de constantes d’ élagticité indépendantes est donc réduit 42 :

E
G2 =G3=G3 = 4.8
12 13 23 2(1+LI) ( )

Ei=E=E

V12 =V23=V13=(

4.5. Contraintesplanes:
Un état de contraintes planes est un état de contraintes a deux dimensions pour lequel les
composants du tenseur des contraintes sont indépendants de la coordonnée Z les relations
suivantes sont indiqués pour un pli unidirectionnel ou un pli tissu.
Pour un état de contrainte planeon a:

S3=123=731=0 (4.9)
Pour un état de contraintes déformation du pli dans son repere d’ orthotrope (1, 2, 3) S écrit

suivant :
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s, U0 €& Q, Ou ied
i e -
S,y=Rw Q 07 ley (4.10)
S b 0 Qeeé {gzb

—— —

@®D> D>
o

Avec :
E E

Qll = 1 QZZ =-_ —2

1- U, Uy, 1- U, Uy

(4.11)
_ Uy Ez =

Q,=—""—"— Qes= G12

1- U, Uy,

Axes principaux (1,2,3) d’une couche de stratifié et axes de références (1',2',3’) du stratifié.
Les matrices de rigidité ¢’ est de souplesse s exprimée dans la base (1',2’,3') sont obtenues en
appliquant les relations de changement de base suivantes :

C=T%CTe (4.12)

S =T STs (4.13)

éc®> 2 00 O s U
€2 @ 00 o0 U
eS C -SCL:J
€0 0 10 O o U
T.=é u (4.14)
g0 O O c -s 0 ¢
€0 0 0 s ¢ o U
e u
&sc 2sc 0 0 0 c?-s°



Chapitre 4

éc®> s 00 0 2x U
£ ¢ 00 0 -2xy
€0 0 10 O o u
T, =6 U (4.15)
g0 0 O c -s 0 g
€0 0 0 s ¢ o U
¢ 2 2%
gsc sc 00 0 c°-s
C=Cogg et S=sinq (4.16)

T et T sont respectivement les matrices inverses de Te et Tg les relations d’ élagticité

peuvent s écrire dans le repére (xy) sous I’ une des deux formes.

1€l | Sy Sp S| ISil
ie‘z y= S: 12 S: 22 2 26 _}_S Ly (4.17)
{9'12!) S S % }t '12!)
Ou
is’ i Qu Qun Q| 1
}5'2;7: Q:12 Q:22 Q:ZG }e' i,
Lo 1 Qw Q2 Qe | . i
!) 19 12!)

(4.18)
Les coefficients [Q'i]] et [S'ij] sont exprimées respectivement comme suivant :

Q' 11 = Qu 008" + Qsin'g + 2(Qu2 + 2Qgs) SiNPgcos’y

Q12 = (Qu + Q224 Qse) SIrPACOSY + Q12 (cos'q + sin'g)

Q'16 = (Qu1 - Q12- 2Qes) SinPqe0s’g - (Qaz-Q12-2Qsc) cOSY Sin’q

Q 22 = Qu sin'q + Qx2c0s"q + 2(Q12 + 2Qes) SINPACOS

Q66 = [Qu + Q22—2(Qu2+Qes)] SIMRGCOSA + Qgs (COS'q + sin'q)

Q' 26 = (Qu - Qu2- 2Qgs) Sinqeosq + (Qu2-Q22+2Qes) SiNG oS’ (4.19)

Les coefficients de souplesse transformés S'ij :

S 11 = Sy; 00s'g + (251, + See) SiNPacoq + S22sin’g
S'55 = Siy sin'q + (2512 + Ses) SINPQCOS + Sy cos'q
S'12= (Su1 + Sr2- Ses) SINPQCOSAq + Spp (sin'g + sin'q)
S'e6 = 2(2S11 + 252 - 4S12—Se6) SINPCOFY + Se6 (sin’q + c0s'q) (4.20)
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4.6. Théoriesimplifié des gtratifies
On appelle stratifié ce qui résulte de plusieurs couches (ou pli) de nappes unidirectionnelle ou
de tissues avec des orientations propres a chaque pli.
4.6.1. Comportement en membrane:
Soit un stratifié a symétrie miroir (les empilement des plis de part et d’ autres du plan moyen
sont identiques (xq).
Pour un état plan de contraintes les hypothéses des faibles déformations (hypothéses de Love
Kirchhoff) [ 34].

- I"élément plague est congtitué par un nombre arbitraire de plis parfaitement liés les
uns aux autres et dont les axes naturels ne coincidents pas obligatoirement avec les
axes de références.

- L’épaisseur de I'dément est trés faible par rapport aux deux autres dimensions
(longueur et largeur)

- Lesdéplacements U.V.W. sont faibles par rapport al’ épaisseur de h de |’ éément.

- Lesdéformation e, e, et g, sont faibles

- Lesdéformations de cisaillement g, et g,, sont négligeable

- Lesdéplacements U et V sont des fonctions linaires de z

- Ladéormation ez est négligeable.

- Lesrdations s-e dans chacun des plis sont conformes alaloi de Hooke

- L’épaisseur hdel’ @ément est constante

- Zxzet Zyz sont nullesalasurface del’dément (z =+ h/2)

Fig. 17 : Systéme de coordonnées et les é éments de réduction

IS
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Uo, Vo : composant du déplacement dans le plan moyen et k indice de chague pli .

/e° = M
X ﬂX
oV
ey (4.21)
o - MW , Mo
\gxy Ty T

On est en hypothese des petites déformations on a aors une relaion entre I’ angle de rotation

de la section et le déplacement suivant I’ axe z notée w :

w= W
X
Pour un point ne se trouvant pas dans le plan moyen on aura comme déformation :
fu_9Te wo_ Tu, _Tw
&=—=—Cl,- Z—F=—2- 72— 4.22
X e’ Txp X % 4229
" 2
o=t g wo T, Tw (4.22h)
Ty fye ixg Ty  Tylx
2
1111—\2/ = courbure de la plaqgue (4.22¢)
X
Ladéformation de cisaillement va s écrire
2 2
gxy:E.pﬂ:%.;.M_zzﬂ_W:ggy_ZZﬂW (4_23)
fy x W™ Ty ixTy ixfly
Que |’ on peut mettre sous laforme
exu &Y & U
~ 7 o - e u
& (=& 02, g (4.24)
A - e o u A l:l
&Y @54 w0
Avec:
T°w
- (4.25)
k= Tw
y = v (4.26)
(= Tw 4.27)
Y IXTy '

&
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Ce qui permet d’ écrire les contraintes dans un pli du composite stratifié sous laforme::
[s] = [Ql« [eo] + Z[Qx] [K] (4.28)
Un stratifié uniquement soumis a des sollicitations dans son plan par unité de longueur :
NX, Ny, Txy = Tyx
Ce sont des efforts de membrane (ou déments de réduction pour des contraintes ou encore
flux d’ efforts dans le stratifi€)

4.6.2. Description des efforts

Nx : effort dans la direction x par unité de longueur suivant ladirection y
Ny : effort résultant dansla direction y, par unité de largeur suivant la direction

Nxy = nyx : Cisaillement de membrane par unité de largeur suivant ladirectiony :

h/2
Nx= ¢ 0z (4.29)

-h/2

h/2

Ny= (§,dz (4.30)

-h/2

h/2

Nxy= ¢ ,dz (4.31)

-h/2
L’ unité de mesure utilisée pour les Nij est donc une force par unité de largeur N/mm ou Mpa
—mm.
Les relations précédentes peuvent se mettre sous laforme
eNxu—,, XU
b U= 08l 43
EnyE e

Les moments résultants de flexion ou de torsion on pour expression [12]

+h/2

Mx= (g ,zdz (4.33)
-h/2
+h/2
My= (g ,zdz (4.34)
-h/2
+h/2
Mxy= @, zdz (4.36)

-h/2
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L’ unité de mesure utilisée pour les Mij est une force multipliée par unité de largeur :

Nmm/mm = Nou Mpa— mm?2.

4.6.3. Relation entrelesélémentsderéduction et les défor mations

Dansle k®plan on alesrelations suivantes :

{ad ={e’} + Z{Ky} (4.37)
Multipliant les deux membranes de I’ équation (4.37) par [Q’ij]k

[Qljlk{ed = [Qljlk (e} + Z{Ki}) (4.38)
L’ état de contrainte dans le k® plis s écrit:

{sh=[Qljlk {e%} + Z[QIj[{ K} (4.39)

Les contraintes résultantes du stratifié peuvent étre obtenues al’ aide des relations entre les

contraintes dans un pli et les contraintes résultantes.

éNX 8 +h/2i$xl;J +h/2 +h/2
Sv U= oSytz= gQiildeliz+ §qi. Ktz (4.40)
U o7/ I e

En considérant que :

{€e°%} et {k} du plan moyen géométrique sont indépendantsde Z :

JQiildelz= ol dfelt Q1 daiz= Q1 2Kk} (44

Lesintégraes sont :

zk

oz=2,- 2, (4.423)
zk-1

zk

Oz =1/ 2Z22-2%2) (4.42b)
zk-1

On obtient:

NG

Ny y=4 [Qil.(z. - z. Ne}+2a ;i 22 - 22k} (4.43)
Poyp

Ou:
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N . ‘| 0 (j N .
i X :J Aun A A 'I'ex i Bii Bz Bis : K :'I
| Ny y: A Axn Aog | e;’ y+ B2 B2» Bas |' ky y (444)

Ingh | A A A %gfy:': Bis Bz Bos | | b
Avec :

Aij = a3, (Qijk (Zk-Ziw) (4.45)

Bij =% & (Q'ij)k (Z%-Z%) (4.46)

[A] est lamatrice en rigidité en membrane

[B] est la matrice de couplage membrane-flexion-torsion.

Ces équations montrent qua dans le cas d'un dratifié les résultantes en membranes
(Nx,Ny,Nxy) ne sont pas seulement fonction des déformations en membrane (€°,€°y,€%y).
(Comme dans le cas des plagues homogenes) mais sont également fonctions des courbures en
flexion et en torsion (Ky,ky, Kyy).

Les moments de flexion et de torsion sont définis par :

.i. MXx U h/2 éXl\J h/2

+h/
% My i/: o) %y t,?dz = inj']k{eo}zzdz + gQigl:] {K}z?dz (4.47)
}MXYE) -h/ZQXyé -h/2 -h/2 k
IMx @ . .
My y=% 8§ [QilZ4z% feo}+w3d [Qil(zi- 220 (a4
1 T k=1 k=1
t Mxyh
Soit :
.i. Mx U Bll BlZ BlG -i-eg ;J D11 Dlz D16 i kx :‘I
|lMy = | B Bz B }eo y+| D12 Dz Dz |k, y (4.49)
1YY B B B 1=y 1%y
i Mxyb 16 26 6 | 1 o1 Dise D22 Des [
I Tgxyb | XYp
Avec :
Bij=%a (Qij}k(Z&Z%) (4.50)
k=1
Dij =133 (Qijk (Z%-Z%) (4.51)
k=1

[D] est lamatrice derigidité en flexion et torsion.
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Donc les relations entre les éléments de réduction et les déformations du plan moyen

géométrie peuvent s écrire :

iNk 0 ( Au A A Bu Bz B ™ _:_ef Iu
: Ny : A1 A Ao B2 B., Bog IES |
i i I ol
I I Bll B_‘]_Z B_‘]_6 Dll Dlz D16 | kX |
My ! My |
lM I B Bx Bx D Dx D ) [
Pp tkyp

La matrice intervenant dans cette expression est la matrice de rigidité du stratifié décrivant le
comportement éastique macroscopique du stretifié au point Mo(x,y) = M(X,Y,0).

B est la matrice de couplage membrane-flexion-torsion. Elle résulte de la structure en couches
de matériaux de caractérigtiques différentes, le couplage est nul (Bij=0). Seulement dansla
cas d'un gtratifié symétrique. La symétrie implique une symétrie des propriétés des couches
de leurs cotes et de leurs orientations [22].

4.6.4 Rigidité d'une couche isotrope:
Pour une seule couche zk =0 ,alors B; = O,par conséquent il n'existe pas de couplage

membrane- flexion /torsion.[ 18]

E

Pour une couche isotropeon a: [Q.‘J] = [QU]’Q:L:L =Q,,,Qs =Q, =0t Q = 2(1+u)

Lamatrice derigidité pour un stratifie constitue d'une seule couche isotrope secrit:

¢\, A, 0 0 0 00
e u
A A, 0 0 0 ol
€60 0 A, O 0 04
€ O 0 D. D, 0U4
e n u (4.53)
€0 0 0 D, D, O
e u
80 0 0 0 0 Dgj

4.6.5 Rigidité d'une couche orthotrope
Les axes principaux de la couche (axes d'orthotropie) sont confondus avec les axes de

référence du stratifie .les fibres sont orientées suivant la direction x
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Danscecas: [QIJ] = |_Qi§JetQ16 = Q26 = O mas Qes * =

2(1+u)

3
Et les coefficients de rigidité Bij=0 , Aij=Qij h,Dij=Q, P

h :est I'épaisseur totale de stratifie

A 4

Fig. 18 couche spécialement orthotrope

La matrice de rigidité sécrit donc comme suit:

A, A, O 0 0 Ou
Ao A O 0 0 0y
60 0 A, 0O O oOu
S0 0 0 D, D, 0y (4.54)
go o 0 D, D, O 3
80 0 0 0 0 Dgj

4.6.6 Rigidité d'une couche généralement orthotrope

Dans le cas ou les axes principaux de la couche ne coincident pas avec les axes de reference
du stratifie ,les fibres sont orientees suivant un angle du rapport al'axe x (figure 19).pour ce
typeona:



Chapitre 4

|,QijJ1 |,Q|§J & Qs=Qst0mas Q;,=Q, et Qp?

2(1+u)
D’ ou les coefficients de rigidité :

Bij=0
h3

Aij= .FE

ij=11,12,22,16,26,66

0
X
Fig. 19 couche généralement orthotrope
Lamatrice de rigidité sécrit donc
eAu A, A O 0 Ol‘:l
u
é 2 Azz Aze 0 0 0 ]
SALG As As 0 O 03
é 0 0 0 Dy D, D 6Ul (4.55)
€0 0 0 Db, D, DU
e °U
g0 0 O Dyg D, Dgi
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4.7. Comportement dynamique des plaques composantes:

4.7.1. Equation d’équilibre:

Les relations fondamentales des plagues en I absence de cisaillement transversal, sont [18] :

x y =Ty 2 (4.56)
2
Ny TNy T
Ty x 0 ﬂt2 (4.57)
2 2 2
"M, T'M, _T'M,  Tw
2 2+2 tq=r, 2 (4.58)
fix Ty ixTy fit
Avec:
Nx, Ny, nxy : L es résultantes des forces en membrane
Mx, My, Mxy : Les moments de flexion et detorsion
Uo, vo, wo : les déplacements du plan moyen géométrique suivant les
directions respectivesx, y, €t z.
q: lacharge transversale
ro: ladensité surfacique de la plaque.

En introduisant I’ équation (4.56) dans (4.58) et en tenant compte des relations déformations-

déplacements (4.21) nous obtenons les trois relations fondamentales de la théorie classique

des stratifiés :

1 A, 1‘T|1>l(JO+2Aleﬂuo +A36““°+A6“”°+(A * Ay

W, T°W, W, W
Bll ﬂxso - 3816 ﬂXZﬂ(;/ - (Blz +2866)ﬂx—ﬂy02' Bze 1y ¢ =
R T2 ‘H u v,
Ao +(Ag+ e)ﬂxﬂ; Aogz tAogs on, T
ﬂs\N ﬂ3\N ﬂ3\N _ ﬂ Y/
(Blz +2866)ﬂxzﬂy - 3826 ﬂxﬂy2 - Bzz ﬂY3 =r 2

52

(4.59)a

Azzﬂ Y. Ble

(4.59)b
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IWo v 4p, IV 4 2(D, +2D, )W _4ap, T W _
1 1x3qy x2qy? 9y

Tu,
A

3
Y/
- B16 l 30 -
Ix

W g

T|'3u T|'3u
ﬂy4 - Bll ﬂX3 0 - (Blz +ZBGG) .

2D —_
o ™y T™y?

- 3B

- Bze

v v RY T°W,
) Oy' 3By 2 - B, 30 =Q-T1, ﬂtzo

(Blz +2Bg W G Ty (4.59)c

4.7.2. Formation énergique dela théoriede stratifiés:

4.7.2.1. Energie de déformation d un stratifié

L’ énergie de déformation d’un stratifié est donnée par laformule suivante [34 ]

U_l/géh\b\a\kz K k k k.2 kz}d d@
i=72aé00 Qi€ +2Q56,8,, +2Q8,,0,, +2Qx€,,0,, +2Q,,€,, +QsJ,, jdxdy 20
k=& o0 o u
(4.60)
k: numéro de la couche
n: nombre totale des couches
Connaissons le champ des déformations qui s écrit sous forme matricielle :
|ex u :'[eo;j Tkx O
I
|e'yy |e y+Z_}_kyy (4.59)

|9><Yb Tgxyb {kXYE)

En intégrant en Z suivant, I’ épaisseur du stratifié, larelation (4.60) et en tenant compte de

(4.59) nous obtenons I’ énergie de déformations sou laforme explicité suivante :
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ba
_ \\I eﬂuo ﬂuo ﬂVo A CEQTUO ﬂVOO P
U, + 287 +
& TTRREE™ gp‘G Ry TG
.2 " N
A TG g T T o S, M0, T, TG,
Ty WXg ™ Ty é ‘Hx Ty W™Xxg I WXlyg
2I326e‘ﬂz\lv ?ue Mo 0, 5 M W, u 4B, W, &flu, LT, 0, +D,
sV’ &y TXg ;z; ‘ITy ‘ITX‘Hyu “Ixy&Tly Txg
.2 .2
WY, op, TV TV, DZ&W\Z’ 9 4 ap, WY | 4
g x* g fc® Ty g v o BTy &
&, W b TV OTW, 4, 4,60
7070 0 0y ooy td (460
4.7.2. Energiecinétique d’un stratifié:
1, U0 eV ewil
== A ta—n +a—, (axdydz 4.61
%= Gk Tl el @81

La substitution du champ des déplacements dans I’ expression (4.61) donne :

. S, ‘H w, O &dlv, ‘H w, 0 aéT o
—2 (dxdydz 4.62
R T T ém Mys &ftag -+

En négligeant les dérivées par rapport au temps des relations, puis en intégrant suivant Z
I’ équation (4.62) se réduit a:

ead[uo =7 o adTWO udx dy (4.63)

a Zwoéeﬂtz &Mt o e‘ﬂtﬂg

r,ro:lamasse surfacique (kg/m?)

€
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4.7.3. Vibration des plaques orthotropes:
4.7.3.1. Introduction :

L’emploi des matériaux orthotrope a augmenté durant les trois derniers siécles, et
particulierement en génie civil et aérospatiale, le besoin d’ utiliser des matériaux composites
pour les structures des plaques a intensifié la recherche et de trouver des solutions simples
pour les vibrations libre qui prédire exactement les fréquences des plaques orthotropes. La
méthode d’' éément fini a été appliquée au vibration libre des plaques en supposant un model
avec déplacement qui satisfait les critéres de convergences. Ce model ménes a calculer les
valeurs proche dans un sens numeérique, les résultats de |’ application de cette technique peut
étre obtenu seulement suppostion un grand nombre d’'éléments pour désigner (un mode
plan), il est toujours préféré d’ avoir une idée concernant la période, la structure du plague
avant de faire I’ estimation des quantité maximums comme les charges ou les efforts qui peut
étre développé quand la plague est exposé a des charges extrémes.

L’ étude de la vibration libre des plaques orthotrope n’est plus un nouveau sujet. Warburton
[1] présente une série de solutions complétes et détaillée pour les plaques rectangulaires
derniérement un revue complet de la vibration des plaques est présenté . Bert (27] adérivé des
expressions approximatives pour des fréquences fondamentales des plagues orthotrope avec
une épaisseurs constante et une forme arbitraire et conditions aux limites. Leissa [2] &
présenté un excellent revue littérature concernant la vibration des plagues et elle amontrée le
besoin d’un travail systématique que les paramétres de la fréquence naturelles des plagues

rectangulaires orthotrope[10 ].

4.7.3.2. Equation du mouvement :

2N, NGy = Tw (4.64)
X ‘Hy ) 9 it
Ou:
‘HZ\N gée 1w TW TW TW U
2(D 1 4+4D 4D ©=0
1 hg SD“ oy (D, + 16)‘|1x2'ﬂy2 Tyt T gy g
(4.65)
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Pour une plaque orthotrope on obtient :

ﬂz\N g ﬂ“\N 1w TWo _

+2D,——+D,—==0
It hg "X IR G AR VAR
On introduit I’ opérateur L (pour la simplicité)
I T T T l
L= DllW + 4D16W + 2(D12 + 2D66)1-[X2—ﬂy2 + 4D26 ‘ﬂx‘ﬂy3 + Dzz ﬂY4
L’ équation (4.66) peut s écrire sous la forme suivante :
W, 9 w=o
t* hg

La solution de cette équation est représentée sous la forme d’un produit :
W = (Acoswt + Bsinwt)W(x,y)

Avec : P=2p/T
T : Période

Substituant (4.69) dans (4.68) on obtient I’ équation suivante pour W :
w?hg
g

LW - W =0

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

On a besoin d’ une solution de I’ équation (4.70) qui satisfait les conditions aux limites. Cette

expression contiendra des constante arbitraires nous obtenons un systéme des équations

homogénes pour un constant inconnu. Ce systéme a des solutions qui différent a zéro dans le

cas quand son déterminant D(w) est égal 0, adors |’ équation de fréquence :
D(w)=0

Cette équation aura un nombre infini des solutions qui congtitue le spectre de la fréquence

pour une plague donnée. On générale la fréquence la plus basse est appeée la fréquence de la

mode fondamentale et toutes les autres fréquences est appelé les fréguences de plus hauts

harmonique.

Lasolution de I’ équation (4.68) est la somme de tous les éguations de type (4.69).

Les déplacementsiinitiales est donné par[10 ] :
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¥ ¥

Wo = é. é. a mn'Van (4-71)
m=1 n=1
3§ o

vo=ad a bmWi 4.72)
m=1 n=1

Il est possible de déterminer les coefficients amn, bmn et apreés et aprés la détermination des

congtants A et B présente aucun difficultés en conséguence nous obtenons

¥ ¥
W= é é (8mnCOSWmnt+(Drmn/Pron ) SINWmnt) Winn (4.73)
m=1 n=1
4.7.3.3. Déermination des fréquences d’une plaque orthotrope rectangulaire:
Une plague rectangulaire homogene orthotrope est donné par les principes directions

d éadticité ceux qui paralléles a son cotés.

> X

ST

Pour une plague orthotrope simplement supportés sur les quatre cotés, la fonction W (6)

devez satisfaire les conditions :

_ R W
Appuisx=0 , x=a W=o, —+u,—=0 4.83
pp ﬂXZ 2 ﬂyz ( )
_ W W
Appuisy=0 , y=b W=o, —+U — 4.84
ppuisy y e e (4.84)
L’ expression suivante satisfera les conditions
Wmn=Snmp/a sinnp/b (4.85)

L’ expression (4.85) devrait ére une solution de I’ équation aors pour une plaque orthotrope
ed:

W W W whg
——+2D D - W =0 4.86
T[X4 + 3 ﬂXZﬂyZ + 2 ﬂy4 g ( )

On substituant la fonction (4.85) dans (4.86) nous obtenons.

D,
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A 2 .2 A 2
D,EPQ opFMP9 , p PO W _,
eag ab g ebg g

De ceci nous trouvons les fréquences w = wmn

Wmn = pZ/b? /%\/Dl(m/c)4 +2D,n2(m/c) + D,n*

C = ab lerapport (longueur /largeur) de la plague

Lafréquence fondamentale correspond am = n= 1 s exprime suivant :

Wy, = po/ae /hi\/ D, + 2D,C?+ D,C"*
g

En particulier pour une plague carré d’ une cote a:

Wmn = p2lad \/Dlm4 +2D,n2m2D*n*

Pour le premier moden=m=1

W, = p2/ee /%JDl +2D,+D,
9

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

Dans le cas d'une plaque isotrope (D; = D, = D3 = D) ou D est le module de flexion de la

plaque isotrope :

_ ER
" 12(1- u)

En reportant ces rigidités dans I’ expression des fréguences propres (4.90), nous obtenons :

(4.92)
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W1 W>, Wo,

4.7.3.4. La méthode approximative pour déterminer lesfréquences:

La déermination précise des fréquences implique des difficultés considérables dans la
quatrieme équation de I'ordre (7) ou (13). Du point de vue d application pratique les
méthodes approximatives de détermination de la mode fondamentale pourraient étre utiles.
Ces méthodes seront analogues a ceux utilisés dans I’ é&ude de vibrations de poutre. Il y a
plusieurs méthodes approximatives utilisées pour les vibrations rapides de fréquences. Sans
intégrer les équations différentielles. Ces méthodes aussi peuvent étre généralisees facilement
dans le cas des plagues. Nous considérons maintenant une de ces méthodes, la méthode de
Rayleigh Ritz, dans cette méhode c' est nécessaire a considérer un corps élastique qui subit le
systeme avec un degré de liberté a I’ état de n’importe temps qui déterminée par un importe
temps est sous la forme suivante[10 ].

W =qt)W(x.y) (4.93)

L’ étape suivante est écrire I’ équation du mouvement de systeme et on utilisons les équations
de Lagrange. Dans ce cas seulement une équation est obtenue (le nombre est correspond au

degré deliberté, lequel est :

dgmo 1 W _, (4.94)

dt&faly Ta IT
T : énergie cinétique
V : énergie potentielle

Pour des plagues homogénes orthotrope.

q¢ hg .., .
T= Vv dxdy (4.95)
g
2 2 20
P L& WO W r'w _ a’W o Wl
V =2 3aD I+ +D T +4D, ¢—= Wixd
> Qfé e 5 T2 qy? Zg W 5 k ﬂXﬂYgH y (4.96)
V : poids spécifique
H : épaisseur
V sera écrit sous laforme
V=g ¢ V (w)dxdy (4.97)
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L’ équation de Lagrange devient comme suit aprés avoir introduit les expressionsdT et V :
q’'+eq=0 (4.98)

Ou o est lafréquence lequel déterminer delaformule

_ 29 Y Wdly

(4.99)
h &yv2dxdy
L’ expression pour le déplacement sera:
W = (A cosot +B sinot)w (4.200)

4.7.3.5. Détermination de la fréquence pour la premiéere approximation :

- Plague rectangulaire encastrée

y z
Lafonction de forme
a’ e 2 (0]
Wmn = gx - —gy —: (4.101)
4 g
Les conditions aux bords
ﬂWmn —_ O
X=*al2 : wmn = qx - (4.102)
ﬂWmn
y=xal2 : wmn = ‘Hy =0

Nous prenons seulement le premier terme de |’ addition (29) comme la premiere

approximation.
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Aprés la substitution de W dans (2.7) et aprésintégration on obtient :

W, = 22,45/ \/g/h,/D, +0571D,C? + D,C*

Particuliérement pour une plague carrée orthotrope avec rigidité D on a:

a*\ hg

Il est possible d' utiliser une autre expression pour Wmn :

Wmn :gl- (- 2" coszrszgx; e cos 2PV U

Donc:

w11 = 22.79/a /hi /D, +0,667D,C2+ D,C*
g

Pour une plague carré isotrope:

372 |9P
Wy = a2 hg

4.7.4 Analyse dynamique libre des plaquesrectangulaire

M éthode qualitative

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)
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Notre contribution consiste a étendre cette investigation aux plaques orthotropes alongées
(longueur infinie), dont I'analyse est dominée par le comportement poutre , c'est-a-dire a
confirmer la tendance a limiter I'analyse dynamique a I'é&ude de bandes unitaires (b=1) de la
plague alongée, considérée suivant le petit sens. Les conditions de fixités de la plaque seront
alors ceux des bords allongées.

Les plaques éudiées se distinguent par |e type de condition de fixité:

Casd'appuis homogéne
Plaque rectangulaire simplement appuyée AAAA
Plague rectangulaire totalement encastrée EEEE

Dans ces cas quelque soit le rapport des dimensions de la plague rectangulaire (a/b), on
aboutis toujours a des bandes poutres de portée égale ala petite longueur, avec respectivement
les conditions de fixité AA pour le premier cas, et EE pour le deuxieme cas

Casd'appuis non homogenes:

Plague rectangulaire AEAE
Plague rectangulaire AAEE
Plague rectangulaire AAAE
Plague rectangulaire EEEA

Suivant le rapport des dimensions de la plague on aboutis pour chagque cas de plague a deux
types de poutres avec des conditions de fixité différentes.

-plaque rectangulaire AEAE:
1. s le rapport [(Ix=a)/(ly=b)>1], on aboutis & la poutre de longueur I=ly avec les
conditions de fixités du type EE.
2. s le rapport [(IIx=8)/(ly=b)<1], on aboutis a la poutre de longueur I=Ix avec les
conditions de fixités du type AA
-plaque rectangulaire AAEE:

3. s le rapport [(Ix=a)/(ly=b)>1], on aboutis a la poutre de longueur I=ly avec les
conditions de fixités du type AE.

4. s le rapport [(Ix=a)/(ly=b)<1], on aboutis a la poutre de longueur I=Ix avec les
conditions de fixités du type AE

pour les deux cas d'hypotheses on aboutis a la méme bande de poutre caractérisée par les
conditions de fixité du type AE. Pour ce type de plaque on a méme type de comportement
vibratoire, quelque soit I'orientation de I'allongement de la plaque. ce cas sidentifie & celui du
cas homogéene[ (0AAEE=0AE )xx et (bAAEE=w AE )yy]

-plaque rectangulaire AAAE

5. s le rapport [(Ix=a)/(ly=b)>1], on aboutis a la poutre de longueur I=ly avec les
conditions de fixités du type AE.

6. s le rapport [(Ix=a)/(ly=b)<1], on aboutis a la poutre de longueur I=Ix avec les
conditions de fixités du type AA
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On voit que le premier cas de la plague alongée suivant I'axe (x-x), développe une bande de
poutre AE plus rigide que celui du deuxieme cas de la plague allongée suivant I'axe(y-y), qui
aboutis a une bande de poutre AA . de ce fait on peut comprendre que la plaque rectangulaire
allongée d'aprés le premier cas (a/b>1),développe un niveau de fréquence supérieure a celui
du deuxieme cas (alb<1) ,de ce fait on peut déduire le sens physique pour le comportement
vibratoire de la plague rectangulaire allongée suivant I'un (x-x),ou l'autre (y-y),des deux sens
avec[ (0AEAE=0EE )xx > (lAEAE=m AA )yy

7. s le rapport [(Ix=a)/(ly=b)>1], on aboutis a la poutre de longueur I=ly avec les
conditions de fixités du typeEA.

8. s le rapport [(Ix=a)/(ly=b)<1], on aboutis a la poutre de longueur I=Ix avec les
conditions de fixités du type EE

On voit que le premier cas de la plague alongée suivant I'axe (x-x), développe une bande de
poutre EA moins rigide que celui du deuxieme cas de la plague allongée suivant |'axe(y-y),
qui aboutis & une bande de poutre EE . de ce fait on peut comprendre que la plague
rectangulaire dlongée d'aprés le premier cas (a/b>1),développe un niveau de fréquence
supérieure & celui du deuxiéme cas (a/lb<1) ,de ce fait on peut déduire le sens physique pour le
comportement vibratoire de la plague rectangulaire allongée suivant I'un (x-x),ou l'autre (y-
y),des deux sens avec[(0AEAE=0EE )xx <(tAEAE=n AA )yy

Stratégie pour une analyse qualitative et quantitative du compor tement
dynamique des plaguesisotropes et orthotropes

La problématique consiste a un besoin réd de développer une méhode quditative et
quantitative pour permettre aux ingénieurs de conception et chercheur, afin de les aider
pendant leurs investigations lors de I'analyse vibratoire des structures complexes, ou lors du
travail de pré- dimensionnement de la structure d'étude, ains que dans le cadre d'un travail
d'expertise de la qualité des réponses dynamiques que I'on obtient aux moyens de codes de
cacul sophistiques. Le risque d'erreur pouvant affecté la qualité des réponses pendant une
investigation dynamique peut se situer a différents niveaux:

o identification du modéle idéale (analytique) représentatif de la structure réelle (le niveau
des hypothéses injectes dans le modéle analytique, varie suivant la phase de conception
allant d'hypothéses simplifier permettant de développer une premiere impression du
comportement pour des fins de pré- dimensionnement, jusqu'a des modeles de plus en plus
élaborés nécessitant des logiciels de plus en plus performant, faisant intervenir le recours a
des experts hautement qualifies).

0 Pour chaque type de modée analytique on obtient des modéles mathématiques
correspondre plus ou moins sophistiques:

-un modée continu nécessite des équations différentielles partielles
-un modéle discret nécessite des équations différentielles ordinaires
-un modéle élément finis

0 Les solutions aux probléme pour chague type de modele adopté et chaque équation
corregpondante, nécessitent une méthode spécifique: .
(M éthodes exactes, méthodes numériques)
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Les méthodes exactes nécessitent beaucoup d'effort de cacul parfois non judtifiés par
rapport I'objectif, d'autre part les solutions restent limitées et accessible seulement aux
expert. Les méthodes numériques cumulent aussi des risques d"erreurs potentielles.

0 La confrontation avec l'analyse expérimentale peut engendrer des dispersions par
rapport aux réponses obtenues d'apres la simulation numérique. Dans ce cas une
expertise est nécessaire au niveau de chague phase d'investigation précédemment
d'écrite. L'inconvénient pour l'anayse expérimentale n'est toujours pas accessible, au
commun des ingénieurs et ceda en plus du coups excessif de l'investigation
expé&imentale. D'autre part méme s les moyens sont disponibles pour effectuer les
tests, il est toujours raisonnable de sassurer suffisamment par les calculs qualitatifs et
quantitatifs pré able avant de sengager dans le voie expérimentale.

Notre travail consiste alors a faire appel a une double stratégie pour I'analyse vibratoire

des plagues isotropes et orthotropes. Une andyse qualitative précédemment discutée,

d'autre part une méthode approchée qui permet de donner les réponses dynamiques de la
structure réelle avec un degré de précision suffisant.

R
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5. Analyse comparative et discussion desreésultats:

5.1. Introduction :

Les fréquences propres de vibration d’une structure dépendant des rigidités du matériaux
congtitutif toutefois la recherche systématique des modes n'est pas aiste car la déformée
d'une plague résulte de la superposition des déformées de différentes modes. Dans tous les
cas les vibrations mettent en jeu un échange permanent entre |’ énergie cinétique et I’ énergie
de déformation des éléments de la plaque.

L’ énergie cinétique est associée a la vitesse vibratoire et la masse des éléments déformés
Alors que la déformation est associée au contraintes dynamiques liées a la rigidité des
éléments déformés par le mouvement vibratoire.

Le but est consisté de calculer ainvetir I analyse des paramétres fréquentiel s naturelles d’ une
plague rectangulaire isotrope mince et épaisses) et les plagues orthotropes avec différente
fixité sur les quatre bords. Les fréquences circulaires des plagues sont déterminées par la
méthode de Rayleigh Ritz, la solution du probléme aux valeurs propres est obtenue d’ apres
une déformé de fonction de forme qui vérifier les conditions aux limites de la plaque.

Dans ce chapitre nous éudions I'effet de certains paramétres fondamentaux tels que les
conditions aux limites, les dimensions de la plaque, I'épaisseur de la plaque et la nature de
matériau. Les différents éapes de calcul des caractéristiques dynamiques d'une plague
travaillant en flexion et la recherche de I'influence de toutes ces derniers parametres sur la
fréquence propre des différents plaques sont illustrées par un programme de calcule (MAPLE
9).les résultats obtenues seront représentes par des courbes de comportement.

5.2 Comportement desplaquesisotrope (mince)

5.2.1. Influence de dimensions (longueur, largeur):

5.2.1.1 Plaquerectangulaire encastr é approximation par des polyndmes:

Pour étudier le premier mode de vibration on choisit comme fonction de comparaison.

2§ y? &
W(x,y) = Ei T gi o= (5.2)
a‘ga& b g
Qui posséde bien des dérivées jusgu’ al’ ordre 2P = 4 et satisfait aux conditions.

W=0 , w =0 enx=+a
X

W=0 , M:O enx=zxDb (5.2)
Ty
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»
<

2a

v

En subgtituant (5.1) dans laformule de I'énergie de déformation (1.27) on trouve:

+b+a

= 00 Lo@IWE AW ) W IW oy )‘ﬂm—ﬂxdd
Q0 2 %o s L e Ty Tl 5

Et auss pour | énergie cinétique de référence (1.32). L'expression (2.24) dlle permet de
trouver ou calculer le quotient de Rayleigh (la fréquence naturelle)

W2 — Uint
T (5.3

max

On utilisant le programme de cacule Maple 9 pour cdculer lafréquencew.

w2 = 256/3.5.12/5D(alb? + bla’® + 4/7.1/ab) _ 315D a* +b* +4/7a2?
(256/315) h ab ' r ha*b*
— | D /1 1 0571
W= | = (561 \/—+—+— >4
rh( ) b* a* a’b? G4
1 1 0571 rh
Le paramétre fréquentiel A ... =(5.61) \/ it a’w S (5.5)

Pour une plague carrée de coté 2¢, on trouve
®?=1296 D/mc* /m=r h

_%

c®\'rh

alb 04 0.66 1 15 25

33.68
[— 37.74 50.46 85.30 207.73
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Tableau 5.1 Paramétre fréquentiel de la plaque EEEE

5.2.1.2 Plaquerectangulaire smplement appuyée :
Lafonction de forme:

o g
W : 5.6
(x,y) =din &a &b g (5.6)
Les conditions aux limites
W=0, M ‘HZW enx=*a (5.7)
ix I
W=0, Tw UM—O enx= b
x> Ty

La détermination des fréquences propres est obtenue par la substitution de la fonction
de forme (5.6) qui satisfait les conditions aux limites(5.7) de la plaque isotrope AAAA dans
les expressions de I'énergie de déformation et I'énergie cinétique

*E*i“taeﬂzw 'nzw 92w 'nzw a2 ¢

U, = : - 2(1-u)e e = axdy 5.8
b-af ix* ‘ﬂy 2 : )@'ﬂx gﬂXﬂYz;i;d 58)
W 2 +b+a
T = 7 AC (x, yW?2(x, y)dxdx (5.9)
-b-a
,_ U 2U max
W"= T—: +b +a
=0 (X y)widxdy
-b -a
(5.10)
_p‘D [b* +a’ + 2a2b?
W’ rh a‘b’ (.11)
,1 1, 1 D€.x a*d
e — () [ — + 5
w =p? rh(a2 b2) a2 I‘hggg bz% (5.12)
Le parametre fréquentiel
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+ a O
=p? T2~ 5.13
I AAAA b2 p ( )
aann =WA% rh (5.14)
D
alb 1 15 2 2,5 3
Y3 % 19,74 32,07 49,34 71,55 98,69
alb 1 1/1.5 1/2 1/25 1/3
wb? r—[? 19,74 14,25 12.33 11,44 10,96

Tableau5.2 : le paramétre fréquentie pour la plaque AAAA

Nous considérons une plaque rectangulaire (a" b), et nous déterminons la variation de la
fréguence naturelle pour le premier mode en fonction de dimensions de la plague (le rapport
longueur/largeur).

Les figures 5.1 et 5.2 représentent la variation des fréquences naturelles fondamentales en
fonction du rapport (a&/b) dans les deux cas (a/b>1 et ab<1) pour deux types de plague
(AAAA et EAEA). Nous observons une influence croissante du rapport des dimensions sur
I'accroissement des courbes pour les deux cas de fixités .Les fréquences sont plus importantes
dans le casou le rapport (a/b>1)

La figure 5.3 présente la double influence du rapport des dimensions (a/b) et I'influence des
conditions aux limites qui est observée en comparant dans le sens verticale la dispersion des
deux courbes.

La figure 5.4 montre I'évolution de paramétre fréquentiel ou la fréquence fondamentale d'une

plague encastrée sur les quatre cotes (EEEE) en fonction du rapport de dimensions(a/b).la
courbe supérieure pressente le paramétre fréquentiel d'aprés la méthode gpprochée et en
utilisant I'équation 5.5.

Discusson
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On considére une plague isotrope du type AEAE (on trouve dans le sens antihoraire) on fait
I'anal yse dynamique libre de ce plague suivant deux hypothéses : 1°hypothése on suppose
gue I'allongement de la plague (a/b) va dons |le sens de ladimensions (Ix=a)
,c'est-a-dire que (a/b>1) .

a/b>1
A

E E E / E
e
g e

A
La plaque évolue donc vers un comportement d'une poutre (ly=b) de type AA, car le petit sens

se développe au fur et amesure vers le cote ly=b.

2°Hypothese : on suppose l'inverse de premier cas c'et-a-dire que I'allongement de la plaque
va dans le sens de la dimension ly=b, nous avons donc (b/a>1) la plague dans ce cas évolue
vers un comportement d'une poutre Ix=adu type EE, car le petit sens se développe au fur et a
mesure.

Alors la discussion de la figure 5.2 montre que la courbe représentative du paramétre
fréquentiel pour les deux cas d'hypothéses évoluent en demi parabole dans le sens décroissant
au fur et a mesure de l'accroissement du rapport des dimensions (a/lb ou b/a) I'étude

comparative des deux courbes confirme les phénomeénes vibratoire connue, c'est-a-dire

A

A

le point de convergence entre les deux courbes seffectue pour le cas du rapport a/b=1 c'est-a&

dire ou le cas de la plague carrée ,ce fait est évident car le paramétre fréquentiel est dans le
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cas identique pour les deux sens .D'autre part la courbe représentative de la plaque EAEA
(b=ly) est largement supérieure a celle du cas EAEA (Ix=a) .pour les points extrémes (a/b=3
ou b/a=3) la différence est de 50 % ces deux point extrémes explique auss I'évidence de
résultat observe,car le point extréme

Supérieure (EAEA avec b=ly) sdigne avec le cas du comportement de la poutre Ix=a définie
par les conditions de fixités EE qui donne une période inférieure par rapport au cas (EAEA

avec le comportement poutre ly=b définie par les conditions de fixités AA

100 - —A—plaque AAAA(a/b>1) 98.69 A
—v—plaque AAAA(a/b<1)
5 80+
g 71'55A
(]
=]
(o
D 60+
g 49.34
()
g
—_ 40 -
3 32.07
19.74
20 4
~— v14.25 12.33 11.44 10.96
T v T v v v ~ e
10 15 2,0 2,5 3,0

le Rapport(longueur/largeur)a/b

Fig.5.1: Effet de rapport des dimensions (a/b) sur I'évolution du paramétre fréguentiel
Dela plague AAAA

Pour vérifier la consistance des résultats obtenus d'aprés la méthode actuelle (approchée), on
utilise la méthode analogique qui associe le comportement plaque au comportement poutre
.Les plagues étre allongée dans un sens ou un autre (a/lb>>1 ou b/a>>1).les plagues allongée
distingue par leurs comportement vibratoire du type poutre orientée suivant la direction
privilégiée du petit sens qui domine le mouvement vibratoire.

Le mouvement vibratoire de la plague sidentique donc avec le mouvement de la poutre

orientée suivant le petit sens avec les conditions de fixité des deux bords alongeés.
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110
] 102.91
100 = ||
1 —m—plague AEAE(a/b>1)
904 —e— piaque AEAE(a/b<1)
3 80+
g ] 69.71
2 704
o |
£ % 55.07 /
o 7 [
§ s0-
S 39.25
40 = ]
{28.99 /
304 24.99
] —y 23.81 23.27 22.98
o () o
20 : . . . . . ' : '
1,0 15 2,0 25 3.0

le rapport(a/b ou b/a)

Fig.5.2 influence de rapport (a/b) sur I'évolution de paramétre fréquentied de la plaque
EAEA dansles deux cas (a>b et b>a)

160

1504 148.14 O

140 5 —HE— AAAA

130 —O— EEEE
E 120-
E 110-
QO 100~
T o0
Q) E
= 80 71.55
(] 70 - ||
= - 60.95
© 604 @)
€ 504 /
I ]
S 40 26,67 36-18 32.07

20 - O H
1
o] 1144g W
v L) v L) v L) v L) v L)
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5
rapport(a/b)
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FIG 5.3 influence de rapport (a/b) sur I'évolution du paramétre fréguentiel des plaques

Le parametre frequentiel

S mplement appuyé (AAAA) et encastre (EEEE)

220 -
200 -
180 -
160 -
140 -
120 -
100 -

80 -

60 -

20

20 4

207.73
—m— Methode exact o
—e— Methode approchée
Sap 2000
148.14
|
137.91
/O /
|
o~
3368 __— - _~
] 2680 0—®___N
23.7m— =
L) L) v L) v L) v L)
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5
le rapport(a/b)

Flg5.4 Influence de rapport (a/b) sur |'évolution du paramétre fréguentiel de la plague EEEE

d'apreés trois méthodes

Les caractéristiques mécaniques du matériau isotrope qui sont utilisées pour le programme

MEF( SAP2000)
~ (lealmd) Z9NN
RAKG - fRO
Proprietes 150
M écanique
Ex (MPa) 1
E+10
Ey (Mpa) 1
E+10
VXY 0.2
Gxy (MPa) 417
E+09 L L L
Tableau5.3 caractéristigues mécanigues du matériau isotrope
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5.2.2Influence des conditionsaux limites
Forme générale pour le calcule des fréquences pour les plaques isotropes avec différents
Conditions aux limites (tableau 5.3)

_ D
w = W/E (5.15)

D:larigidité de la plague
h épaisseur de laplague
p: lamasse volumique

\: le paramétre fréquentiel.

avee | = [BALBLC 0 5.16
vee ga4 b* a%h’g (5.16)

D'apres le tableau (5.3 ) les coefficients A, B, C sont identifies suivant les conditions aux
limites par exemple pour le cas d'une plague simplement appuyée sur les quatre cotes AAAA

ontrouve A=rn,B=n ,C=2r lafréguence est calculée avec laformule suivante
D el 1 2 0

—n?2 -

WP eSS T T e

rhiea” b" ab'g

Pour une plaque isotrope encastrée sur les quatre cotes EEEE

| = (4.73)2\/8‘9i2 + 1, 06050
ea” b ah” g
A=4.73 ,B=4.73,c=4.73" 0.604
Identification des coefficients A, B, C : cas des plagues rectangulaires avec des conditions
aux limites hétérogenes.
Par exemple plague EEAE

_ , [0475 1 0566
I —(4.73)\/ X +F+W

A=4.73" 0475
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B=4.73
C=4.73" 0.566

__Tableau5.4: les conditions de fixités.

Les conditions de fixités

leparamétred [ 20]

le paramétrel [Ritz]

_ Lleel 1
AAAA |—p2\/e(;g+g

29

+

g

el 1 0.605¢
EEEE | = 4.7302 S S i
( ) \/ga“ b* a’b* g

(5.61)2\/% ¢ 1,057

a* b* a¥?

¢ a'

EAEE | =(4.7so)2\/gé’i5+i+°-2L:f9
an g

b4

0436 1 0.549
+—+

a* b* a%?

(5.61)2\/

AEAE | = (4.730) \/g?i

a.4

0.195 0.4854
Fo S OO
a’b? g

b4

a.4

AAEE | :(3.927)2\/$ei+
e

111155
b*  a%?® g

ga’

AAEA |:p2\/$ei b4

2441 23330
4+

a’h? g
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160
6.83
140 —B— PlagueAEAA
—@— PlagqueEAEE
Sap2000 plaqueEAEE
120 -
D
T 100+ |
g 103.95
o
2 804
8 E
D 58.38
g 60 ®
9 d
@©
o 40~ 31.96 / o
1 21 35/’ ‘/ 42.57
204 172 o—0——W
./l :
11.82 15.54
O L) ' L) ' L) ' L) ' L) '
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

le rapport (a/b)

Fig. 5.5 influence du rapport des dimensions (a/b )et des conditions aux limites AEAA et
EAEE sur |'évolution de paramétre fréguentiel d'une plague isotrope

110 - 135.75
1004 —B—PlaqueAEAE(RIt2)
1 —0—PlagqueEEAA(RItz) 101.88

90 1 PlaqueEEAA(Sap2000)
T 80~
I= 1 69.71
o 70 [}
O- -
g 60
= |
g 50 =
£ d /'\
E 40 = [ ]
('5 e /
2 304 _n

23.27 [ |
209 16.92 .: ~
] 920
10d 1654
v ] v ] v ] v ] v ]
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le rapport(a/b)
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Fig5.6 influence du rapport (a/b) et les conditions de fixités AEAE et EEAA sur |'évolution du
paramétre fréquentiel d'une plaque isotrope

38
1 36.06

36'. —%— AAAA(methode approchée) +

34 4 —O— EAEA(methode approchée)

3 ] EAAA(methode approchée)
@ 0] —+— EEEE(methode approchée) 28.97
O o
< 284 s /
S i
3 26- +/
© 224 22.97
S 1 19.82
D 204 o *
E o
c 187 16.30 o
— ’O/
G 16+ a
< 144 2.4

121105 /*/

E */*
10 r + 1 T 1t 1 11T 1T 71
0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 11
Rapport (longueur/largeur) a/b

Fig. 5.7 influence des conditions aux limites sur le parametre fréquentiel d'une plaque
rectangulaire isotrope

Dans ces graphes on voit I'influence croissante du rapport de dimensions sur I'accroissements
des courbes pour les deus cas de fixités AEAA et EAEE (fig. 5.5) ,d'autre part I'influence des
conditions aux limites est observée en comparant dans le sens vertica la dispersion des deux
courbes .cette constatation est confirmée par I'andyse qualitative car la plaque évolue dans le
petit sens du comportement poutre (EAEE—EA) et (AEAA—AA) larigidité de la poutre EA
étant plus grande que celle de la poutre AA explique I'écart supérieure des fréquences oEAEE
Par rapport & ®AEAA .ce résultat est bien en accord avec celui obtenu par M EF (sap2000).
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Les mémes observations sont confirmées pour la figure (5.6) qui représente I'accroissement
des courbes pour les deux cas de fixités EAEA et EEAA, on remarque que suivant le rang du
rapport(a/b=1.10) qui donne un parametre fréquentiel commun égale sensiblement a 31.61 ce

qui correspond a un méme type de comportement malgré les conditions de fixités qui sont

différents.

La figure 5.7 montre que le paramétre fréquentiel de la plaque EEEE est plus grand que les

autres plagques car elle est plus rigide .le paramétre fréquentiel est réduit de 20%

5.2.3. Influence de séquence des modes

Nous considérons une plague rectangulaire isotrope (a*b), a partir deI'équation (4.92) nous
déterminons la variation de la fréguence pour le premier mode et les autres modes éevées.

Wll’WlZ ’W21 ’W22 ’W31’W32

Lafigures 5.8 représente I'évolution de la fréquences en fonction de numéro de mode

pour une plaque rectangulaire et encastrée sur les quatre bords.

50
] —=— SO EEEE a/h=1.33 48.609
454 —e—iso EEEE a/b=1.5 43.14
. iso EEEE a/h=1.25
40 37.61 -
o 1 [ ) 40.69
2 35 31.33
L ] 31.14 29&
o [
S 30- =7 29.89
|
Q7 25.12
O o5 31.83
%)_ d ] 19.
@ 20+ \.
L . / 2241 ™X2417.96
154 12.6% , 17.20
10- 9.79./
{8.35
5 I I I I I I
1 2 3 4 6

numero de mode

Fig5.8.influence de la fréquence circulaire en fonction du numéro de mode de la plaque

Rectangulaire isotrope AAAA

Cette figure montre que la croissance du la fréquence circulaire liée aux numéros de mode
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fig. 5.9 .Variation du paramétre fréquentiel d'une plague rectanqulaire isotrope a

paramétre frequenciél
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fig5.10 variation du paramétre fréguentiel en fonction du numeéro de mode de deux type de

plague AEAE et AAEE
45
40 4 —B— PlaqueEEEE(RITZ)
—@— PlaqueEEEE(ANSY) 40.71
- SAP2000
o 30.04 29.80 /
3 30 AE———A
§ 29.27 29.21
'S
(O]
(&)
[
(O]
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O
o
5 T T T v T v T v T
1 2 3 4 5 6

numero de mode

Fig. 5.11 effet du numéro de mode sur la fréguence circulaire d'une plague rectangulaire

(a/b=1.25)
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Discusson de I'influence de I'effet combiné du rapport des dimensions (a/b), et du
numéro du mode N sur le comportement vibratoire libre de la plaque rectangulaire
isotrope.

Dans ces graphes on éudie I’ évolution du facteur des fréquences naturelles ( )sous la double
I’influence du rapport des dimensons et du numéro du mode.

6 - —B—plaque AAAA (a/b=1.5)
—0— plaque AAAA (a/b=1.333)
plague AAAA (a/b=1.250) )

4-: w4
i/

J T J T J T J T J
1 2 3 4 5 6

lafréquence

numéro de mode

FIG.5.12. Evolution du facteur de fréquence en fonction du numéro modale (N1 w11],
N[ w12] , Na[@w21] , Na[ w22] , Ns[ 23] , Ne[ w32] .

Concluson
Cette application montre la croissance du terme correctif liée aux numéros des modes, d'autre

part on voit I'effet du rapport de dimension qui donne pour la plus grand valeur du rapport
(alb)=1.5 une enveloppe inférieur, ce qui est conforme avec I'andyse qualitative qui explique
gue pour ce méme rapport le comportement de la plaque a tendance a rejoindre celui d'une
poutre AA, et perd aing e soutien des rigidités du deuxiéme sens, qui est par contre conserve
pour les autres rapports inférieurs notamment pour le plus petit rapport (a/b)=1.25 dont le

facteur de fréguence correspond a l'enveloppe supérieur c'et-a-dire au comportement
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vibratoire qui se rapproche a celui d'une plaque carrée qui bénéficie de I'apport des rigidités
des deux sens. On doit satisfaire alors la condition de cohérence qualitative [ ( ®aaaa=man),
pour (a/lb)=1.5]<[( waaaa, pour (a/b)=1.25].

(alb) = 1.5~— Poutre AA

— [

Plague: AAAA

(alb)=1.25~— Plague AAAA

F1G.5.13. Analyse vibratoire qualitative d'une plaques rectangulaires AAAA
d'apreés le concept des plaques allongées.

5.2.4. Influencedu matériau (matériau orthotrope):
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Les modeles mathématiques ains que les solutions correspondantes au cas spécifique d'une
plague smplement appuyée sur ses quatre bords sont rappelées d'apres la théorie classique
puis quelques méthodes numériques sont considérées pour traiter la solution des autres cas de
condition limites. La détermination précise des fréguences en dehors du cas simplement
appuyé implique des difficultés pour l'intégration de I'équation différentielle du mouvement
dynamique du 4éme ordre. C'est pourquoi le recours aux méthodes approximatives pour les
besoins pratique du calcul des fréguences est nécessaire:

Pour cette raison dans ce travail une méthode simplifiée pour évaluer les fréquences naturelles
d'une plague orthotrope est investie. La méhode est basée sur une formule approximative
élaborée sous une forme générale, utilisant et puisant les résultats obtenus par les chercheurs
qui ont approchés le probléme dans les derniéres décennies. En se basant sur I'expression
générale de la fréquence fondamentale d'une plaque, suggérée par Hearmon [1] et basée sur
trois coefficients qui tiennent compte des conditions limites, il est possible d'accéder aux
fréquences modales supérieurs, au moyen d'une procédure numérique qui utilise une
formulation particuliére de la méthode de Rayleigh. Ceci réduit le probléme d'évaluation de
n'importe quelle fréquence d'une plague orthotrope sur la base de la fréquence fondamentale
d'une plague équivalente associée a la plague réelle. Un matériau orthotrope est caractérisé
par le fait que les propriétés mécaniques élastiques ont deux plans de symétries. A cause de
cette condition seulement quatre constantes éastiques indépendantes notamment E;, E;, Gy,
v12. Le coefficient vy peut étre déterminé utilisant |'équation

E n
1 - "2
£, — (5.17)
E.h3 3 Gqs h3
_ =1 Eoh _ ©12
D;{ = —m—— = -2 = —4&
1 2m ' P2 Dm0 D12 12 (5.18)

r‘r=1-n12n21,2H :n21D1+n12D2+4D12

En faisant appel aux hypothéses de Love- Kirchhoff, qui néglige I'effet d'effort tranchant et de
I'inertie rotatoire, I'équation du mouvement sobtient

4 4 4
Dl%(x, y,t)+2H ﬂjz;{vz (x y,t)+ leT—\ﬁV(x, y.t)+
) y y (5.19)
I“w
rh X, y,t)=0
ﬂtz( y.t)
Considérons une solution de forme générale
w=W (x,y)Acos wt+ Bsin wt) (5.20)

Il et possible d'obtenir a partir de I'équation précédente I'expression en fonction de deux
variables seulement

14w
fx*

Avec L% = w4/rh (5.22)

D,

4 4
Goy)e zm e (v 0y R (o y) e i = o0 (5.21)
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L'éguation. (5.21) doit étre solutionné sous les conditions limites ci-dessous
M=0; R=0 pour cotélibre (L)

M=0; W=0 pour coté simple (A)

W=0, 0W/ox (ou 6W/oy)=0 pour coté encastré (E)

Exemple de fonction de forme W (x,y)

Plague du type AAAA

2 2
W m (xz-aT)z(yz-bT)z[xmy”] (5.23)

Wmn

(1- [- 1]™ cos 2”1%

(1- [ 1]"cos Z0EY,
Pour les deux cas de fonction possibles les conditions limites sont satisfaites

X==* Lx/2 e Wmnz ann/aX
y: * Lxlz — Wmn: ann/aX

Le rapport des modes fondamentaux d'aprés la méthode approchée et pour les deux types de
fonction est ([w11] a1/ [011]e2)=(36/37.2)— % 3.5 par rapport ala petite valeur.
Paque du type EEEE

2mpx (5.24)

W _ = (SN (SN 2NPY,

m a b

7 aites

5.24.1. Lapremierefréquent L,=a aqueorthotrope:

Pour calculer |a$réguence neturettedesptaguds rectangulaires orthotrope Hearmon [21]

proposa cette formule

_ |1 |D,A DB HC
W= _— + + (5.25)

rh\ a’ b*  a%?
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On peut monter |'équivalence avec le cas générale des plaques isotropes avec différent cas de
fixités

W= ™ (5.26)

Il suffit de poser :

_ AD,b* +BD,a”* + HCa’b?

€q Ab4 + Ba4 +Ca2b2 (527)

Les coefficients A, B, C sont calculés par Hearmon sur la base de la méthode Rayleigh
utilisant les fonctions admissibles d'apres [22]

Le facteur Deq dépend des conditions de fixités et du numéro de mode, il est donc spécifique.
La substitution de (5.27) dans (5.26) donne laformule générae de la fréquence naturelle pour

une plaque orthotrope rectangulaire

w=l [— (5.28)

Nous considérons une plague spécialement orthotrope rectangulaire donc on a

H=,DD, (5.29)

Pour faire les ca cules numériques nous choisissons trois type de matériau orthotrope avec les
caractéristiques mécaniques suivantes:

Tableau 5.5 Propriétés M écanique [20]

Propriétés |1SO ORTHOZ2 ORTHOZ2 ORTHO3
M écanique

Ex (MPa) 1E+10 1E+10 1E+10 1E+10
Ey (Mpa) 1E+10 5E+09 5E+09 6.67 E+09
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Xy 0.2 0.2 0.24 0.25
Gxy (MPa) 4.17 E+09 31E+09 2.05E+09 [3.04E+09
p (kgm) 7800 7800 7800 7800

LesrigiditésD 1, D, , H peut étre calcules a partir de (5.17), (5.18) et (5.29)
Par exemple pour le matériau orthotrope 1 les rigidités sont:

D, =850.340Nmm, D, =425.170Nmm, D,, = H =258.16/Nmm (5.30)

Les figures (5.12),(5.14) et(5.16) représentent respectivement I'évolution du facteur

d'influence naturelle I qui est déterminé d'aprés laformule suivante:

_ |[bA D,B HC
| = 3 + 0 +a2b2 (5.31)

Les coefficients A, B, C sont calculées par le tableau (5.3).

Influence del'orthotropie:

Discussion del’influence de |’ effet combiné du rapport des dimensions (a/b), et des
conditions defixités sur le comportement vibratoire libre de la plaque rectangulaire
orthotrope.

Dans ces graphes on éudie I’ évolution du facteur des fréquences naturelles (5.31) sous la
double I’influence du rapport des dimensions et des conditions de fixités.

Plaques orthotr opes soumises aux conditionslimitesdu type:
Cas: AAAA
Cas: EEEE

3400
3200
3000
2800
2600
2400
2200
2000 85
1800

=p= P AQUE AAAA
—@— PLAQUE EEEE

1ce de l'orthotropie
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FI G.5.14 Influence du rapport des dimensions (a/b) et des conditions de fixités AAAA et
EEEE sur I'évolution du facteur des fréquences d'une plaque rectangulaire orthotrope.

Conclusion :

Dans ces graphes on voit I influence croissante du rapport des dimensions sur |” accroissement
des courbes pour les deux cas de fixités AAAA et EEEE, d autre part I'influence des
conditions limites est observée en comparant dans le sens vertical la dispersion des deux
courbes. Cette constatation est confirmée par I’ analyse qualitative car la plaque encastrée est
plus rigide par rapport ala plague simplement appuyee. Le rapport du facteur des fréquences
pour les deux limites inférieurs et supérieur est égal a 2, et de ce fait les bords encastrés
EEEE ont pour effet de doubler le seuil des fréquences.
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(a/lb)>>1— Poutre AA

Plague: AAAA

A
— [
/]

A

(a/lb)>>1— Poutre EE

Plague: EEEE E
(alb)<<1— Poutre AA A

oc—=a l :

(a/lb)<<1— Poutre EE

FIG .5.15 Analyse vibratoire qualitative des plaques rectangulaires AAAA et EEEE
D'apreés e concept des plaques allongées.
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Plaques orthotr opes soumises aux conditionslimitesdu type:

Cas: EEEA
Cas: EAAA
3000 =
w 2813.80p
g' 2500 —p—plaque EEEA
9 —&— plaque EAAA
5 ®
o
@ 2000+ 2210.43
©
(]
e
g 15004 1289.53
£
% 1000 5 7654.09 ® 540 79
g 484.64 562'82£/:
g 5004 D@ 56620
o—

@ 327.54 401.92

0 v ] v ] v ] v ] ]

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

le rapport (longueur/largeur) a/b

FIG. 5.16 Influence du rapport des dimensions (a/b) et des conditions de fixités AAAA et

EEEE sur I'évolution du facteur des fréquences d'une plaque rectangulaire orthotrope.

Concluson :

Dans ces graphes on voit I influence croissante du rapport des dimensions sur |" accroissement
des courbes pour les deux cas de fixités EEEA et EAAA, dautre part I'influence des
conditions limites est observée en comparant dans le sens vertical la dispersion des deux
courbes. Cette constatation est confirmée par I’ analyse qualitative car la plaque évolue dans le
sens du comportement poutre dominé par le petit sens (Ix=a) avec les conditions de fixités
(EEEA—EA) et (EAAA—AA), larigidité de la poutre EA étant plus grande que celle de la
poutre AA explique I'écart supérieur des fréguences weeee par rapport a weaaa (Oeeee >
®eaaa ). Le rapport du facteur des fréquences pour les deux limites inférieurs et supérieur

varie respectivement de 1.47 a 1.27, cette diminution de I'écart des fréguences sexplique par
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le rapprochement du comportement des deux cas de plagues vers celui des poutres qui réduit
I'effet des quatres bords a celui de I'effet d'un méme bord appuyé (A) pour les deux cas d'une
part, et celui d'unbord encastré et appuyé d'une autre part.

(a/lb)>>1— Poutre EA

A
E
E

Plague: EEEA

(a/lb)>>1— Poutre AA

Plague: EAAA A
|:E
l A

(a/lb)<<1— Poutre EA

(alb)<<1— Poutre EE

|
O
A

FIG 5.17 Analyse vibratoire qualitative des plaques rectangulaires EEEA et EAAA
D'apreés le concept des plaques allongées.
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Plaques orthotr opes soumises aux conditionslimitesdu type:

Cas: EAEA
Cas: AAEE
2400 -
- 2269.04’
@ 2200+ —m—plaque EAEA
<3 1 —@— plaque AAEE
£ 20004 Pag
o .
=
5 1800-.
® 1600 4
o ] 1438.77
S 1400 .
g r
£ 12007 1035.80
‘© 1000
© . 783.02 981.93
5 800 705.05/.
Q 670.86 ]
. —
S s00d n ./0 680.29
() - -
v I v I v I v I v I
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5

le rapport (longueur/largeur) (a/b)

FI G.5.18.Influence du rapport des dimensions (a/b) et des conditions de fixités AAAA et
EEEE sur I'évolution du facteur des fréguences d'une plague rectangulaire orthotrope.

Concluson :
Dans ces graphes on voit I influence croissante du rapport des dimensions sur |” accroissement

des courbes pour les deux cas de fixitées EAEA et AAEE, d'autre part I'influence des
conditions aux limites est observée en comparant dans le sens vertical la dispersion des deux
courbes. On remarque que suivant le rang du rapport des dimensons (a/b) le niveau des
courbes de fréquence est renversé a partir d'un certain rapport commun [( &b)~1.4] qui donne
un facteur de fréguence commun égale sensiblement & 944,8 ce qui correspond a un méme
type de comportement malgré les conditions de fixités qui sont différents pour les cas de
plagues. Cette condatation intéressante signifie qu'il existe une limite du rapport ab pour
laquelle les deux types de plagues rectangulaires EAEA et AAEE restent insensible a I'effet
des conditions limites et se comportent identiquement. D'un autre coté on observe deux rangs
pour le rapport (a/lb) suivant que I'on va dans le sens des valeurs inférieurs ou supérieurs du

rapport [( ab)=1.4], en effet dune part les courbes de fréquences sont respectivement
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congtituées d'une limite supérieur pour le cas EAEA et d'une limite inférieur pour le cas
AAEE, dautre part une redistribution renversant le niveau des courbes qui donne I'effet
inverse c'est-a-dire respectivement au rapport de dimension commun 1.4, on observe une
limite inferieur pour le cas EAEA et d'une limite superieur pour le cas AAEE. Cette
congatation et confirmée par I'anayse qudlitative car la plaque évolue dans le sens du
comportement poutre dominé par le petit sens [(Ix=a) ou (ly)] suivant le rapport (a/b).
L'analyse comparative des deux cas de plagues EAEA et AAEE pour une évolution croissante
du rapport [(&/b)>>1.4] donne un comportement vibratoire qui  Sidentifie a celui
correspondant & deux types de poutres équivalentes avec respectivement les conditions de
fixités (EAEA—AA) et (AAEE—EA), cette observation qudlitative prouve bien que le niveau
des fréquences subit la condition

( waree =aAe< weaea= ®aa) €t confirme de ce fait les donnés du graphes. Pour le cas du
rapport[(a/lb)<<1.4] on aboutit aux cas des poutres équivalentes avec respectivement les
conditions de fixités (EAEA—EE) et (AAEE—AE).

( waaEe =®AE< WeAEA= OeE) CE qui confirme encore les donnés du graphe.

Cette analyse permet de congtater non seulement I'effet du rapport des dimensions de la
plaque rectangulaire et de |'effet des conditions d'appuis, mais celui auss de la distribution de
ces mémes conditions d'appuis. En effet deux types de fixités sont utilisés E et A, cependant

répartis différemment, ce qui donne les observations précédemment discutées.

91



Chapitre 5

(alb)>1.4— Poutre AA

Plague: EAEA

A
— [
/]

A

(a/b)>1.4— Poutre AA

Plague: AAEE E
(alb)<1.4— Poutre EE A

l A

(a/b)<1.4— Poutre EE

I
O
A E

FI1G.5.19 Analyse vibratoire qualitative des plaques rectangulaires EAEA et AAEE
D'apreés e concept des plaques allongées.
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5.2.4.2Calculs approximatifs des fr équences supérieurespour les plaques

orthotropes
On montre que pour les plagues rectangulaires que:
Leslignes nodales sont rectilignes et perpendiculaires
Elles divisent la plaque en parties rectangulaires qui vibrent a la méme fréguence.

Les lignes nodales présentent des déplacements nulles.

Procédur e pour le calcul des modes supérieure
On, prend le cas de la plaque orthotrope du type AAEA et en chercher les fréquences 1x1
2x1, 1x2, 2x2, 3x1, 3%2.

1) Mode i=1, j=1 (le mode fondamentale)

MODE 1*1
E

A

a

A
v

Plaque rectangulaire mode 1x1

L'éguation de la fréquence naturelle sécrit:

aeDA DB HC o
é,/ J v t . (5.32)

Avec A=1 ,B=2.441 , C=2.333 (pour le cas de conditions aux limites de la plaque AAEA)

aEDA 2.441D, | 2.333H 6
1*1 é b4 a2b2 ; (533)
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2) Mode 2 §W21)_Z

Nous avons deux ondes (i=2) suivant I'axe OX et une seule onde (j=1) suivant I'axe Oy

MODE 2*1
A
E E
A AiA A b
A A
v
al2 a2

A
\4
A
v

Plaque rectangulaire mode 1x 2

Le trait pointillée qui divise la plague on deux c'est la ligne nodale neutre (v=0)
On alasymétrie a cause on obtient 2 plaques du type AAEA avec les dimensions respectives
pour chague des conditions aux limites du type AA symétrique.

b
E
A A bBbbbb
A
al2
—>

Pour le modeW21 , laplaque développe deux sous plagues rectangulaires avec les conditions
aux limites AAEA et qui vibrent alafréguence d'apreslaformule suivante:

5
(; -

D14 N 2.4441D2 N 2.333H : (5.34)
a0 b 5@9 b? T
e2g &2g g




Chapitre 5

MODEW,5 : (i=1, j=2)

Nous avons une onde (i=1) suivant le sens de I'axe (x) d'autre part suivant le sens de I'axe (y)
,5e développe 2 ondes ,ce qui donne une naissance a deux sous plaques ayant différent

conditions aux limites.

b1

b-b:

A

La position de la ligne modale n'est pas symérique car les conditions aux limites suivant le

sensy ne sont pas homogéne c'est-a-dire asymétrique.b1! b-bl

On calcul la position de la ligne modale en imposant une condition que les deux sous plaques

AAEA et AAAA vibrent alaméme fréquence.

E
A blbl A
A
Ligne nodale
A
A A
A

Cas delaplaque AAEA:

b-bl

2.333H 0

_@f1 g\/geol ,2441D, |

E :

ga) b

Casdelaplague AAAA:

( a)z l4 5 (5.35)
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(5.36)

La valeur de bl est calculée en imposant que les parties de la plagues vibre a la méme
fréquence, c'est-a-dire qu'a partir de I'équation (6 ) du tableau(5.3) on obtient;

D, 2441D, 2333H D, D, 2H
+ +

a2 b aty a (b-b) &b b)

Et lafréguence sobtient & partir de I'équation

\/ael 6 \/aeDl 2.441D,  2.333H ©
W= [ + + X

T

Analyse vibratoire d'une plaque rectangulair e avec les cas de fixité

CasN°1: AEAE

Application de lanouvelle méthode sur la base des coefficients A,B,C, tel que obtenue par le
tableau pour les valeur du facteur A.

Plaque orthotrope AEAE

Mode 1*1
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A
v

FIG. 1x1 mode pour la condition de fixité AEAE

Lafréquence circulaire pour le premier mode 1* 1 sobtient par I'équation
@& [ 1 oe D 0.195 D 0.485 H
W, = ——a(4.73 )2\/ 1+ —Z + 22
rh za a b a‘h

Plaque orthotrope AEAE

(5.38)

oOC\NC

Mode 2* 1
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al2 al2

A
A\ 4
A
v

Mode2x1 pour la condition de fixité AEAE

La plaque développe une séquence modale avec deux sous plaques AAAE et AEAA ou la

position de la ligne nodal e est symétrique a cause de la symétrie des appuis extrémes EE.

Lafréquence circulaire pour le mode 2* 1 sobtient par I'équation (5.39)

é u
. € a
e 1 Oa 2 D 0.195 D 0.485 H
v s A e y [ 25D O
r [ D ea 0 eaod .2 -
9 C —~ C - b u
) €29 €29 9!
PLaque orthotrope AEAE

Mode 2* 1
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b/2

b/2

»
»

A

Mode 1x2 pour la condition de fixité AEAE

La plaque développe une séquence modale avec deux sous plaques AEAE et AEAE ou la
position de la ligne nodal e est symétrique a cause de la symétrie des appuis extrémes AA.

Lafréquence circulaire pour le mode 1* 2 sobtient par I'équation

é u
. 8 a
®& [ 1 0Oa D 0.195 D 0.485 H
Wi = é r h 32(4-73 ) ( )14 + — =+ 2 3
o8 a gegg (a ) gegg 7 (5.40)
8 €29 €29 g
PLque orthotrope AEAE

Mode 2* 2
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b/2

b/2

al2 al2

A
\ 4
A
\4

Mode. 2x2 pour la condition de fixité AEAE

La plaque développe une séquence modale avec quatre sous plagques 2* (AAAE et AEAA), ou
les positions des deux lignes nodales conservent leurs symétrique a cause de la symétrie des

appuis extrémes EE et AA.

Lafréquence circulaire pour le mode 2* 2 sobtient par I'équation

¢ 0
. é u
&1 %/ v D, 2.441 D, 2.333 H 0
§Vrh 3z 68394 aegg4 geiQZg-‘b_Qz u (5.41)
& €2 g €2 g e2g e2g |
Plaque orthotrope AEAE

Mode 3*1
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al3 al3 a3

Mode3x1 pour la condition de fixité AEAE
La plaque développe une séquence modale avec trois sous plaques (AAAE, AAAA, AEAA)
ou les positions des deux lignes nodales conservent leur symétrique a cause de la symétrie des
appuis extrémes EE.

Lafréquence circulaire pour le mode 3* 1 sobtient par I'équation

¢ u
.8 a
®& [ 1 04 D D 2H ’
W = E[7 2@ ) Tt oyt 2 5 6%
r [ a2a 0 (b) aea 0 (b )2 p
€ CL = C u
] e3 g €3 g o
Plaque orthotrope AEAE
Mode 3*2
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b/2

b/2

al3 al3 a3

Mode3x2 pour la condition de fixité AEAE
La plaque développe une séquence modale avec six sous plagues 2*(AAAE, AAAA, AEAA)
,0U les positions des deux lignes nodales conservent leurs symétrique a cause de la symétrie
des appuis extrémes EE.

Lafréquence circulaire pour le mode 3* 1 sobtient par I'équation

8
[

+
+

(5.43)

IN
IN
N

Oy I
oo|U

| o |0
Q I-o:

Q o [V

=
w
=
oOO
-
>
Q-0
@D D> D> D> D
N—r”
N

N
(o N ey el en enl e

@O
w|e |o
s lo: [P
@O

w

@O
oo|m
Q10 | N
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Plaque orthotrope AAEE
Mode1*1
E
A
E A b
v
A
a

model*1 pour la condition de fixité AAEE

Lafréquence circulaire pour le premier mode 1* 1 sobtient par I'équation

e [ 1 oe D D 1.115 H U
Wl*l: (; __é(3927 )zJaj + b42 + a2b2 g
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Plaque orthotrope AAEE

Mode2*1

> —

ai aaiz

v

A
A\ 4
A

o3}

v

A

mode2* 1 pour la condition de fixité AAEE

La plague développe une séquence modale avec deux sous plaques AAEE& AAEA, La
fréquence circulaire pour le mode 2* 1 sobtient par |'une des deux équations:
Sous plague AAEE

D 1.115 H U
L= *a(3.927 ) 2 Y
W \/ —“( ) (a )“ T (a, )2 b?2 E

Sous plague AAEA

1 0% D 2.441 D 2.333 H U
Wy =0 e(p)\/ 1 2

+ + 1
8 Th ;8 (a- ap) b * (@- a;);p?yg

La position de la ligne nodde n'est pas symétrique car les appuis aux bords extrémes sont
dissymétriques du type E-A. La valeur & est calculée en imposant que les deux sous plagues

vibrent alaméme fréquence 02+ 1(AAEE)= W2*1(AAEA)-
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Plaque orthotrope AAEE

Mode 1* 2

v

A

model* 2 pour la condition de fixité AAEE

La plaque développe une séquence modale avec deux sous plaques AAAE&AAEE
Lafréquence circulaire pour le mode 1* 2 sobtient par I'une des deux équations:

Sous plague AAEE

V

Wps _9 / —e(3 927 ) Do , 1115 A
1*2 4 2 2 ]
b, a“bq H

Sous plague AAAE

2 2441 D, 2.3 H 3

o +A(") S M e e ey e

La position de laligne nodae n'est pas symétrique car les appuis aux bords extrémes sont
dissymétriques du type A-E. Lavaeur b, est calculée en imposant que les deux sous plaques

vibrent &la méme fréquence m1+2aAEE)= ®1*2(AAAE)-

Wixo =
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Plaque orthotrope AAEE
Mode 2*2
E
| A
b1
E | | 1 A b
T
| b-b;
| v
A
ai aadiq
a

A
v

mode2* 2pour la condition de fixité AAEE

La plague développe une séquence modale avec quatre sous plaques AAAE, AAEE, AAAA
& AAEA.

Lafréquence circulaire pour le mode 2* 2 sobtient par I'une des 3 équations:

Sousplague AAEE

& { oé u
& o8 a; by a;“b1” H

Sous plague AAEA

1 0 D 2.441 D 2.333 H u
Woxp = e(P)\/ : 2 u

s Th @-a) () (- a PG §

Sous plague AAAA

Woxy = § ! gg(p )2\/ D, + D, + 2 H 3
8 Th ;8 (@-a) (b-b) (a-a)yb-b )y

Les positions des lignes nodales ne sont pas symétriques car les appuis aux bords extrémes de

part et d'autre sont dissymétriques du type E-A&A-E. Les valeurs a;& b; sont calculéesen

imposant que les 4 sous plagues vibrent ala méme fréguence wz+2aaee)= ®2+2(AAEA)

=2+ 2(AAAA)= 02*2(AAAE)-
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Plaque orthotrope AAEE
Mode3*1
E
| | A
. | | A b
| |
| | v
A
ai (ara)/2 (ara)/2

mode3* 1 pour la condition de fixité AAEE
La plague développe une séquence modale avec trois sous plaques AAEE & 2* (AAEA)
Lafréquence circulaire pour le mode 3* 1 sobtient par |'une des deux équations:

Sous plague AAEE

@ [1 8¢ 2\/ D, D, 1.115 H U
Wasqg = ¢ [—— T&(3.927 + + u
w2 T INE By Gy 6Y

D, , 2441 D, | 2.333 H

-l IO
fD>(D>(D>(D>(D>(D

Sous plague AAEA
@a - a 94 ®)* @®a - aj 92 %

W*—Q’
871 r h
2 g € 2

Laposition de laligne nodale n'est pas symétrique car les appuis aux bords extrémes sont
dissymétriques du type E-A. Lavaeur g est calculée en imposant que les deux sous plaques
AAEE&AAEA, vibrent &laméme fréquence ws+1(aaeg)= ©3*1(AAEA)-
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Plaque orthotrope AAEE
Mode3*1
E
A
| | b,
: |, b
| 77 by
| | v
A
ai (a-aq1)/2 (ara)/2
- p——»

mode 3* 2pour la condition de fixité AAEE
La plaque développe une séquence modale avec six sous plagues dont la partie supérieur
[AAEE & 2*(AAEA)] et lapartieinférieur [AAAE&2* AAAA] .Lafréquence circulaire pour
le mode 3*2 sobtient par I'une des 3 équations:

Sous plague AAEE

1.115 H U
Waep = —e(3 027 P |21, B2y a
e 8 a’ b, a;’by? H

Sous plague AAEA

L ’ , 244D, | 2.333 H 3
W 3+ 2 h+A(P)\/(a_ 31)4 .

(by ) (@a- a PO )¢

Sous plaque AAAA

2 D, N 2H i
R e N e e e I Ty s e

Les positions des lignes nodales ne sont pas symétriques car les appuis aux bords extrémes de
part et d'autre sont dissymétriques du type E-A& A-E. Lesvaleurs ;& b; sont calculéesen
imposant que les 6 sous plagues vibrent ala méme fréquence.
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Discussion de I’'influence de I’ effet combiné du numéro du mode N, et des conditions de
fixités sur le comportement vibratoirelibre de la plague rectangulair e orthotrope.

Dans ces graphes on étudie I’ évolution du facteur des fréquences naturelles sous la double
I"influence du numéro du mode et des conditions de fixités.

Plaques orthotropes 1 soumises aux conditions limites du type:

CasEAEE
CasAAEA
35
32.65
—B—plaque ortho1(AAEA)(Ritz)
304 —@— plaque orthol(EAEE)(Ritz) ®
plague EAEE Sap2000 04,42 28.69
25 -
[}
3 22.10 ,‘/
3 L
5 %7 ./21.10
o 16.07 186
S A 13.50 '
c .
g 137 .\,
E"- \
" 10 13.18
7.03 10.99
D
54528
I v I I v I I v I
1 2 3 4 5

numero du mode

FIG5.20 Evolution du facteur de fréguence en fonction du numéro modale (N1 w11],
Nz[ a)lz] , N3[ a)21] , N4[a)22] , N5[a)23] , Ne[ a)32] , et des conditions defixités des
plaques EAEE et AAEA.(a/b=1.25)

Concluson:

Cette application montre la croissance du terme correctif liée aux numéros des modes, d'autre

part I'effet des conditions de fixités qui démarque la courbe supérieur dela plaque rigide
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AEEE par rapport alacourbe inférieure de celle moinsrigide AAEA.

Plaques orthotropes 2 soumises aux conditions limites du type:

CasEAEE
CasAAEA
40 - 37.74
—Hl— plaque ortho3(AEAE) n
35+ —@— plaque ortho3(AAEE) 37.93
Sap2000 (AAEE)
25.81
o 30 - 25.68
= n
3 254 g 28.19
5 21.22 /27.25 '
Q 5. (A ’
o n 15.7
g 4 )
g 15-
= 17.96
14.69
104 8.03
54735
T T v T v T v ! ’
1 2 3 4 5 6

FIG.5.21 Evolution du facteur de fréquence en fonction du numéro modale (N[ w11],
N2[ w12], Na[ @w21], Na[ @22], Ns[ w23], Ne[ w32], €t des conditions defixités des

Concluson:

Les mémes observations sont confirmées indépendamment de I'écart de dispersion du au

numero de mode

plaques EAEE et AAEA.

changement du rapport de dimension de la plague.

Cette application montre la croissance du terme correctif liée aux numéros des modes, d'autre
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part I'effet des conditions de fixités qui démarque la courbe supérieur dela plaque rigide
AEEE par rapport ala courbe inférieure de celle moinsrigide AAEA.

Plaquesorthotropes 3 soumises aux conditions limites du type:

CasEAEE
CasAAEA
6
5.39
—&— Plaque Ortho3: AEAE m
54 —®— Plaque Ortho3: AAEE 4.34 °
—~ ] PL(AEAE) % Err Meth Appro-MEF 5.18
§ —w— PL(AAEE) % Err Meth Appro-MEF
L4
© o
346 _~—
g o~ 3.9
o
T 37 2.45 2.36 3.42
g 2 T —e
© 215 211
o 1 1.02
g o.sz 005 059 045 054 47
E g —— %
09 025 0.11 0-29 003 026
1 M 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6

Numéro du Mode

FIG. 5.22 Evolution du facteur de fréquence en fonction du numéro modale (N[ w11],
N2[ w12], Na[ @w21], Na[ @22], Ns[ w31], Ne[ w32], €t des conditions defixités des
plaques EAEE et AAEA.

Concluson:

Cette application montre pour les deux cas de courbes de fréquences la croissance du terme
correctif liée aux numéros des modes, d'autre part les deux plagues amorce la méme vaeur
pour le mode fondamentale N1(w;1=1.02), ce qui est observée par |'analyse vibratoire
qualitative (FIG. 5.21) concernant I'influence du rapport des dimensions pour [(a/b)=1.5],
d'autre part on remarque un renversement alterné des facteurs de fréquences au fur et a
mesure de I'évolution croissante pour les numéros modales N, N3, N4, Ns. Afin de justifier ce
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comportement on fait appelle al'analyse qualitative en exploitant aussi la méthode approchée
d'gprés Hearmon qui est aussi utile pour les modes supérieurs.

Etude Comparative

Plaque: AEAE: N; [w12] Plague: AAEE: N2 [012]
+—>
(alb )<(3/4) — 2Poutre AA (alb )< (3/4)— Poutre AA&AE
S d 0 | -
O O O
A A A A A

FI1G.5.23 Analyse vibratoire qualitative comparative des plaques rectangulaires EAEA et
AAEE d'aprés |e concept des plaques allongées.

Justification du mode Na[ ®12]:

On voit d'aprés le graphe de |'anal yse qualitative pour le mode N2[ w12], pour les deux cas de
plagues AEAE& AAEE, développent respectivement pour la premiére une séquence
vibratoire dominées par un double comportement de poutres du types simplement appuyée
AA, par contre pour la deuxieme une séquence vibratoire contrdlée par une comportement
dominé par la contribution combinée de deux effets poutres du types AA& AE, lesrigidité
pour cette séquence modale sont donc supérieure par rapport a celle de la plaque AEAE.

C'est cefait qui confirme le pic supérieur inférieure ([wx1]aaee=2.45)>( [021]aeae=2.15).
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Etude Comparative

(alb )> 3 — Poutre AE&EA

Plague: AEAE: N3 [021] E

v
|
O

1l E
Plaque: AAEE: N3 [02] (alb )> 3 — Poutre EA&AA
E
R O
> A
-0
O A

FI1G.5.24 Analyse vibratoire qualitative comparative des plaques rectangulaires EAEA et
AAEE d'aprés e concept des plaques allongées.

Judtification du mode Nz [®21]:
On voit d'aprés le graphe de I'anal yse qualitative pour le mode N3[ w21], pour les deux cas de
plagues AEAE& AAEE, développent respectivement pour la premiére une séquence
vibratoire dominées par un double comportement de poutres du types appuyée -encastrée
AE&EA, par contre pour la deuxiéme une séquence vibratoire contrélée par une
comportement dominé par la contribution combinée de deux effets poutres du types AA& AE,
lesrigidité pour cette séquence modale sont donc inférieure par rapport a celles de la plague
AEAE. C'est cefait qui confirme le pic inférieure ([w21]aaee=2.11)<( [021] aAeae=2.36).
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Discusson du % d'erreur:
Les résultas d'apres la méthode gpprochée sont confrontés par rapport au résultas numérique
d'gorésla MEF d'aprés lareation

(W mMEF - W appr ). 100
W MEF

Erreur =

Les erreurs d'gorés la méthode gpproximative sont surestimées par rapport a ceux obtenues

par la MEF, cependant le pic maximum est de 0.65%.

Discussion de quelquesrésultats
Méthode MEF
Les réponses d'apres I'analyse M EF sont basée sur quel que modéles de maillage rectangulaire

avec (20x20) (40x40), et (80x80). Le cas 80 x80 et pris comme référence de comparaison
[20]. L'investigation concernant la précision de la méthode est basée sur I'étude une plaque
congtituée d'un matériau isotrope et de 3 matériaux orthotropes. L'étude comparative montre
que la méthode approchée d'gpres Hearmon est plus conservative vis-a-visde laMEF. On

remarque cependant que le niveau des erreurs est acceptable (~ -0.7%).

1,3
1,24 ||
Q 1] —#— B: Elements 20x20
% “] | —e—C: Elements 40x40
= 1,04 D: Elements 80x80
S 09- —v—E: Elements 120x120
P 4
= 08+
j 074 |
% 0,6 / \
S 0,5
g 0s] ® .
2 ®
T 0,34
8 027 . '\
0 014 W [
O\O s ) \
0,04 v\ _/v
I v I v I v I v I v I v I
1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

Numéro du Mode

FIG.5.25 Evolution du facteur de fréquence en fonction du numéro modale (N[ w11],
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N2[ @12], Na[@21] , Na[@22] , Ns[ 23], Ne[ w32] .
Plaque rectangulaire du type AAAA, avec lerapport de dimension (a/b)

Etude Comparative

Plaque: AEAE: N, [02] (a/b')> 1.5 — 4* (Poutres AA)
PR

(a/b )> 1.5 — 2* (Poutres EA&AA)

b b
L

Plague: AAEE: N4 [®22]

Fig. 5.26 analyse vibratoire qualitative comparative des plaques rectangulaire AEAE et
AAEE d'apreés e concept des plaques allongées

Jugtification du mode N4 [®22]:

La plaque AEAE développe 4 sous plaques dans le méme rapport (alb)=(a/b)=1.5, leurs
comportement sidentifie avec celui de 4 poutres équivaentes larigidité d'ensemble résulte de

I'effet de fixité de 4E & 4A. On remarque laméme chose pour le cas de la plaqgue AAEE. On
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obtient ains 4 sous plaques dont le comportement sidentifie avec celui de quatre poutres
équivalentes et développe une rigidité densemble de 2 E & 6A. Ceci concorde avec les pics

obtenus d'apres le graphe précédent.  ([w21]aree=3.42)<( [®21] aeae=3.46).

Etude Comparative

Plague: AEAE: N5 [®31]

(a/b)< 0.5 — 2 *(Poutres EA) & 1 Poutre AA

| | | [
ole) 0O
E E
A A
Plague: AAEE: Ns [®31]
(a/b )<0.5 — 2 *(Poutres AA) & 1 Poutre AE
| | | | |
00O 00 (@)
E A A A

Jugtification du mode Ns[®31]:

La plaque AEAE développe 3 sous plaques dans le rapport (a/b)=(a/b)=0.5, leurs
comportement sidentifie avec celui de 3 poutres équivaentes larigidité d'ensemble résulte de

I'effet de fixité de 4A &2E . On remarque laméme chose pour le cas delaplague AAEE. On
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obtient ains 3 sous plagues dont le comportement Sidentifie avec celui de 3 poutres
équivalentes et développe une rigidité d'ensemble de 5A& 1E. Ceci concorde avec les pics

obtenus d'apresle graphe précédent.  ([w21]aaee=3.9)<( [®21] aeae=4.34).

Etude Comparative

Plague: AEAE: Ng [®32]

Plaque: AAEE: Ns [03]

E I I F E [ I |
O O O O O

A A A A A

E [ [ E E [ | |
O O O (@) O

A A A A A

Jugtification du mode Ng [®32]:

La plague AEAE développe 6 sous plagues dans le rapport (alb)=(a/b)=1<1.5, cette

diminution a pour effet de faire basculer le comportement de I'ensemble de la plaque vers le

sens porteur (ly=b). Le comportement des sous plagues sidentifie avec celui de 6 poutres

équivalentes dont la rigidité d'ensemble résulte de I'effet de fixité 4E&8A . On remarque la
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méme chose pour le cas de la plague AAEE. On obtient ains 6 sous plagues dont le
comportement sidentifie avec celui de 6 poutres équivalentes et développe une rigidité
d'ensemble de 10A&2E. On peut observer donc ([ws2]aaee=f(4 E&8A))<( [w32]aeac=f(2
E&10A)).

Ceci concorde avec les pics obtenus d'aprés le graphe précédent ([wsz]aaee=5.18)<(
[032] AEAE=5.39).

5.2.4 Influence del'épaisseur de la plaque:

Nous consgdérons une plague rectangulaire isotrope épaisse (application de la théorie de
Mindlin) et en prend en compte les déformations dues a I'effort tranchant et I'effet du a
I'inertie de rotation. La méthode approchée de Bolotin donne I'expression des fréquences
(2.38)

W=\/%(k12+k22)

D:Rigidité de la plaque

r :lamasse volumique

h: épaisseur dela plague

k1’ k2 : Coefficients de la fréquence

Pour le cas particulier d'une plaque carrée et pour le mode fondamentale (n=m=1), nous avons

d'gpres[4]
k =k, = EArctg(i;aei9+E = (m+1)2
* a e\/éﬂ a a

Et dons le cas d'une plague rectangulaire infinie (b—o) on a

K =0 ¢ k =&+ 10P
2 kig 2oa

Avec une |égere approximation I'équation de la fréquence o pour la théorie de Mindlin est
donnée par (2.57)

Avec M coefficient de cisaillement
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Application numérique

Pour le matériau de la plague on utilise les caractéristiques mécaniques du tableau (5.3)
M(=0.80 d'aprés Mindlin[ 4]. (IM(=K?)

h=50mm
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Concluson Générale

L'éablissement et la solution des éguations du mouvement dynamique dans les
solides tridimensionnels sont difficiles. C'est pourquoi les ingénieurs sont toujours en
quéte de modéles idéds destinés a leurs faciliter le travail. Les plaques constituent
une idéalisation bidimensionnelle de solides dont une dimension est nettement plus
petite que les autres.

Dans ce travail on sintéresse a l'andyse vibratoire libre des plaques isotropes et
orthotropes. Le comportement orthotrope peut ére généré de I'utilisation des
matériaux anisotrope, mais auss du procédé métalurgigue qui peut atérer les
caractéristiques d'isotropies le long des directions perpendiculaires, ou encore de
['utilisation de poutres de renforcement couplées avec une plague isotrope.

L'analyse vibratoire libre est effectuée d'aprés la théorie flexionnelle basée sur les
déplacements transversaux w(x,y) qui sont supposes faible vis a vis de |'épaisseur de
la plaque, d'autre part la surface moyenne de la plague ne subit aucune déformation
sensible dans son plan (c'est-&-dire qu'il n‘apparait aucun effort membranaire), et peut
étre consdérée comme une surface neutre. L'analyse vibratoire est basée
esentiellement sur les hypotheses des plaques minces (Théorie de KIRCHHOF)
basée sur la déermination des réponses frégquentielles et des modes naturelles.

Une introduction aux hypothéses des plagues épaisses (MINDLIN-REISSNER) est
aussi considérée.

Une investigation compléte de la dynamique libre des plagues devrait conduire au
cacul des fléches pour nimporte quelle position spatiale et n'importe quel moment.
Cependant la partie importante de I'analyse du probléme consiste en premier lieu en
la détermination des réponses fréquentielles et des modes naturelles.

Les modéles mathématiques ainsi que les solutions correspondantes au cas spécifique

d'un plague simplement appuyée sur ses quatre bords sont rappelées d'aprés lathéorie
classque puis quelques méthodes numériques sont considérées pour traiter la solution
des autres cas de condition limites. La déermination précise des fréquences en dehors
du cas simplement appuyé implique des difficultés pour l'intégration de I'équation
différentielle du mouvement dynamique du 4éme ordre . C'est pourquoi le recours aux
méthodes approximatives pour les besoins pratique du calcul des fréguences est
nécessaire.
Nous avons choisis la méhode de Rayleigh-Ritz, que I'on utilise en exploitant un
programme software (MAPLE9) pour le calcul des fréquences naturelles pour le mode
fondamentale ains que ceux des modes supérieurs. Les fonctions admissibles
considérées d'aprés la littérature sont compatible avec les condition limites des
différents cas étudiés.

L'investigation dynamique est basée sur quelques facteurs d'évduation dont I'effet du
rapport des dimensions, l'effet des conditions limites, I'effet du type de matériau,
I'effet de I'épaisseur de la plaque, et I'effet des sequences modales. L'analyse d'aprés
ces facteurs a permis d'appréhender quelques aspect du comportement vibratoire des
plaques notamment I'influence des conditions limites sur le seuil croissant des courbes
de fréquences naturelles avec I'augmentation des liaison supplémentaires. On note
auss la croissance du terme correctif des fréquences liée aux numéros des modes.
L'influence de I'accroissement du rapport des dimensions (ly/ly) indique une
croissance parabolique. L'allongement des plagues dans un sens ou dans un autre et



indépendamment du matériau et réduit la contribution des rigidités dans le sens de la
longueur ce qui réduit le comportement vibratoire a celui d'une poutre reposant sur les
deux bord allongées ayant les conditions de fixités de ces mémes bords et de portée le
petit sens.

Nous avons auss proposé une méthode dynamique originale qualitative et
quantitative basée sur le concept des plagues dlongées qui sont dominées par le
comportement poutre orientée selon le petit sens de la plaque rectangulaire supposée
infinie. Cette mé&hode qualitative aide a mieux simprégner pour développer les
premiéres impressons concernant |'appréciation du comportement dynamique des
plaques rectangulaires isotropes et orthotrope ayant des conditions limites non
homogénes. Suivant le rapport des dimensions de la plaque (I«/ly), les conditions de
fixité de la poutre équivalente représentative de la plaque d'éude, correspondent a
ceux des deux bords alongés.

Une solution approximative pour |'analyse vibratoire libre des plagues rectangulaire
isotropes et orthotropes est ensuite introduite. En se basant sur une formulation
générae approximative de la fréquence proposée par Hearmon, il est montré comment
caculer le mode fondamentale d'une plague rectangulaire orthotrope soumise a
différentes conditions de fixités

En utilisant les coefficients d§a disponibles dans |a littérature scientifique.

D'autre part pour les modes supérieurs, une forme particuliere de la méthode de
Rayleigh est consdérée, conduisant & une procédure simple pour le cacul des
fréquences fondamentales. En fait, le calcul des fréquences est réduit a I'évaluation de
la fréquence fondamentale d'une plaque spéciale associée a celle existante d'origine.

Afin de tester la précision des résultats obtenus a partir des méthodes analytiques ains
gu'approximatives, Une investigation aux éléments finis est effectuée utilisant le
programme SAP2000. Quelques réponses utilisees d'aprés la littérature (ANSY code)
sont auss consdérées comme références de comparaison. Les réponses d'aprés
I'analyse M EF sont basée sur quelque modéles de maillage rectangulaire avec (20x20)
(40x40), et (80x80). Le cas 80 x80 est pris comme référence de comparaison.
L'investigation concernant la précision de la méthode est basée sur I'étude une plague
constituée d'un matériau isotrope et de 3 matériaux orthotropes. L'étude comparative
montre que la méthode approchée d'aprés Hearmon est plus conservative vis-&vis de
laMEF. On remarque cependant que le niveau des erreurs est acceptable (=~ -0.7%).

La méthode qualitative a permis d'appuyer la quaité des résultats obtenus des
différents graphes d'analyse des fréquences. L'utilisation complémentaire du principe
de la méthode de Hearmon et de la méthode qualitative a permis auss de remonter
avec succés, l'évaluation pour les modes supérieurs. Cette procédure combinée
congtitue une stratégie d'analyse vibratoire des plaques isotropes et orthotropes,
permet d'une part de satisfaire les besoins de conception préliminaires de la structure
faisant I'objet, mais auss une méthode d'investigation et d'expertise de qudité des
réponses dynamique.

Pour les recommandations futures I'analyse forcée ainsi que libre étendue a d'autre cas
defixités pourrai constituée un sujet d'éude intéressante.
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ANALYSE DYNAMIQUE DESPLAQUES MINCES ET EPAISSES
APPLICATION AUX MATERIAUX HOMOGENESET NON
HOMOGENES

RESUMER

L'analyse libre d'une plague rectangulaire isotrope et orthotrope observer utilisant les
hypothese pour les plagues minces (théorie de kirchhof) basse sur la détermination
des réponses fréquentielles et des modes naturelles. Une introduction aux hypotheses
des plaques épaisses (Mindlin Reissner) et auss considérée. Les méthodes
mathématiques ainsi que les solutions correspondantes au cas spécifique d'un plaque
simplement appuyée sur ces cotes quatre bords sont rappelées d'apres la théorie
classique puis quelques méthodes numériques sont considérées pour traiter la solution
des autres cas de condition limites .Nous choiss la méthode de Rayleigh Ritz,que I'on
utilise en exploitant un programme software (MAPLE9) &fin de résoudre
I'investigation dynamique base sur quelques critere d'évaluation dont I'effet du rapport
des dimensions ,|'effet des condition aux limites ;I'effet du type de matériau ,I'effet de
I'épaisseur de la plaque ,I'effet des séquences modales. Nous avons aussi propose une
méthode dynamique originale qualitative et quantitative base sur le concept des
plagues dlongées qui sont dominées par le comportement poutre orientée selon le
petit sens de la plaque rectangulaire supposée infinie .Cette méthode qualitative aide a
mieux sSimprégner pour développer les premiéres impressions concernant
I'appréciation du comportement dynamique des plaques rectangulaires isotrope et
orthotrope ayant des conditions aux limites non homogenes .Suivant le rapport des
dimensions de la plague (a/b) ,les conditions de fixité de la poutre équivalente
représentative de la plaque d'étude,correspondent a ceux de deux bords allonges .une
solution approximative pour l'analyse vibratoire libre des plaques rectangulaires
isotropes et orthotropes est ensuite introduite .En se basant sur une formulation
générale approximative de la fréquence proposée par Hearmon, il est montre comment
caculée le mode fondamentale d'une plaque rectangulaire orthotrope soumise a
différentes conditions de fixités .En utilisant les coefficients déja disponibles dans la
littérature scientifique,d'autre part pour les modes supérieures,une forme particuliére
de la méthode de Rayleigh est considere,conduisant a une procédure simple pour le
cacule des fréguences fondamentales .En fait,le calcule des fréquences est réduit a
I'évolution de la fréquences fondamentale d'une plaque spéciale associée a celle
existante d'origine .Afin de tester la précision des résultats obtenus a partir des
méthodes analytiques aing qu'approximatives,une investigation aux éléments finis est
effectuée utilisant le programme SAP 2000.Quelques réponses utilises d'apres la
littérature (ANSY code) sont aussi considérées comme références de comparaison.



The dynamic analysis of thin and thick plates: application to
homogeneous and no homogenous materials

Abstract

Free vibration analysis of isotropic and orthotropic rectangular plate is performed using thin plates
assumptions (Kirchhoff theory) based on the determination of frequencies responses and the
naturals modes. An introduction to thick plate assumptions (Mindlin-Reissner) is also considered.
Mathematical model and exact specific solution are reminded for simply restraint plate from basic
theory then numerical methods are introduced to provide solution for cases of boundaries limits
conditions. We have choose the Rayleigh-Ritz method, then we used software programmer
(Maple9) to perform the necessary investigation based on a great number of influential factors to
understand Cleary the dynamic behaviour of structures, that is the edge ratio effect, different
restraint conditions effect ,material type effect, thickness of the plate and modal sequence effect.
We aso proposed an original qualitative dynamic method of analysis based on infinite plate
concept which is dominated by equivalent beam behavior oriented along short sides of the infinite
rectangular plate, this qualitative dynamic method help to get in to the first feeling about the
dynamic behavior of rectangular isotropic and orthotropic plate having non homogeneous
boundaries limits. Depending on the ratio of the two side of rectangular plate(a/b) ,the boundary
condition of equivalent beam will be take from those corresponding to the longer rectangular plate
side. Approximate quantitative solution for free vibration of thin isotropic and orthotropic
rectangular plate is also investigated, starting from a general approximate formula for the
frequency, proposed by Hearmon, it is shown how to calculate the fundamental mode of an
orthotropic rectangular plate with different restraint conditions using the proper coefficient values
already available in the scientific literature. For the higher modal frequencies, a particular form of
the Raleigh method is proposed, leading to a simple procedure to calculate the fundamenta
frequency. In fact the frequency calculation is reduced to the evaluation of the fundamenta
frequency of a special equivaent plate associated to the real one. In order to test the accuracy of the
results obtained from the analytic and approximate methods a finite element investigation was
carried out usng SAP 2000 programme. The responses taken from literature (Ansy code) are also

considered. The numerica results obtained show good concordance.



