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Résumés

Résumé

L’objectif de ce mémoire est d’effectuer une étude sur 'effet du cisaillement
transverse sur le comportement mécanique des poutres composites chargées
en flexion. Les poutres considérées sont des stratifiées en verre-E/époxyde de
séquences d’empilement croisées:[0,/90,/0,4],[03/904/05], [0/90]ss, [904/0,/904],
[903/04/903], [90/0]ss; et équilibrées : [45,/-45,/45,)], [453/-454/455], [45/-45]s;.
Le comportement mécanique des poutres stratifiées est déterminé par
I"utilisation d’approches mathématiques basées sur la formulation des
équations d’équilibre et le développement de la théorie classique simplifiée
des stratifiés. La recherche de |'effet du changement de 'ordre de disposition
des couches dans le stratifié et de leur nombre ainsi que les dimensions de la
poutre et de I'orientation du renfort fibreux permet de déterminer I'évolution
de la résistance des poutres et de leurs déformations ainsi que le calcul des
contraintes a travers I'épaisseur de chaque couche de la poutre stratifiée. Afin
d’atteindre ces objectifs, on a appliqué la théorie classique des poutres
stratifiées pour modéliser les déformations de cisaillement transverse
approprié pour les poutres considérées. Les différents résultats obtenus ont
montré que le matériau composite stratifié verre-E/époxyde a couches
extérieures d’orientation 0° et de coefficient de cisaillement élevé résiste
mieux a la flexion lors de la considération de la déformation de cisaillement
transverse. Le choix adéquat du matériau des constituants du stratifié,
I"orientation des fibres, le nombre et la séquence d’empilement des plis nous
permet d’assurer donc un comportement meilleur de la poutre composite
stratifiée. L'accroissement de la résistance et du module spécifiques font de
tels matériaux composites stratifiés a matrice polymere un candidat
prometteur aux structures a haute performance. Sauf que la réduction du
module de cisaillement en comparaison avec les matériaux conventionnels
devient une question majeure dans l'analyse des structures faites de tels
matériaux.

Mots Clés : Poutre stratifiée, Flexion, Cisaillement transverse, Résistance,

Déformations, Coefficient de Cisaillement.



Résumés

Abstract

The objective of this memory is to make a study on the effect of transverse
shear on the mechanical behavior of the composite beams loaded in bending.
The considered beams are the laminate made by E-glass/epoxy of cross
stacking sequence: [0,/90,/0,4], [03/90,/05], [0/90]s,, [904/0,/90,4], [903/0,/905],
[90/0]s,; and balanced:[45,/-45,/45,)], [453/-45,/455], [45/-45]s..The mechanical
behavior of the laminated beams is determined by the use of mathematical
approaches based on the formulation of the equilibrium equations and the
development of the simplified classical theory of laminates. The research of the
change effect of the arrangement order of layers in the laminate and their
number like the dimensions of the beam and the orientation of the fibrous
reinforcement allow to determine the evolution of the strength of beams and
their strains like the calculation of the stresses through the thickness of every
layer component of the laminated beam. In order to achieve these goals, we
applied the classical theory of the laminated beams to model the transverse
shear strain appropriate for beams considered. The various results obtained
showed that the E-glass/epoxy laminate composite material, with the
orientation 0° in outside layer and a high shear coefficient, resist better to the
bending with transverse shear deformation. The adequate choice of
component laminate material, the fiber orientation, the number and stacking
sequence of the plies assure a better behavior of such laminated composite
beam. High specific strength and modulus makes the polymer-matrix
composites a promising candidate for high performance structures. The low
value of shear modulus of composites as compared to conventional materials
becomes a major issue in the analysis of the structures made out of such
materials.

Key Words: laminate beam, Bending, transverse shear, Strength, Strain, Shear

Coefficient.
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Introduction Générale

Introduction Générale

Les matériaux composites stratifiés ou sandwiches sont des matériaux a hautes
performances mécaniques, faconnables a volonté au gré du concepteur et donc
doué d’un potentiel approprié. Les poutres en composite stratifiées se
développent aujourd’hui dans pratiguement tous les domaines et sont a
I'origine de formidables challenges dans diverses réalisations de haute
technologie. De plus en plus utilisés dans la conception et la fabrication de
pieces mécaniques pour les structures aéronautiques, aérospatiales, maritime,
et construction.... grace a leurs excellentes propriétés mécaniques, sont soumis
a des sollicitations mécanique et/ou thermique séveéres.

De nombreux travaux de recherche ont traité le comportement mécanique des
poutres composites stratifiées. Bezazi et al. [1] ont réussi de mettre en
évidence linfluence du type de renfort sur les valeurs de la charge et du
déplacement a la rupture des stratifiés croisés et I'endommagement au cours
du chargement en flexion 3-points en statique et en fatigue de ses stratifiés
croisés constituées de fibres de verre, de Kevlar et résine époxyde, ainsi que
I'analyse des résultats des essais de fatigue menés sur trois types de stratifiés
montre l'influence de la séquence d’empilement et de I'amplitude sur le
comportement et la durée de vie du matériau. Un modele de durabilité
permettant de prédire la cinétique de perte de raideur de poutres composites a
renfort verre soumises a des sollicitations de flexion en environnement humide
a été développée et validé par Pauchard et al. [2]. Le développement de ce
modele a été restreint aux stades initiaux de I'endommagement, pendant
lesquels ils ont considéré que la perte de raideur provenait essentiellement de
I'accumulation, a I’échelle microscopique, de ruptures différées de fibres sous
I'action conjuguée de la contrainte et de I"humidité. L'élargissement de la
validation de la théorie des poutres Timoshenko a été proposé par Costa [3] et
appliqué aux poutres composites en vibration dynamique a I’échelle nano, et
en particulier des nanotubes en fibre de carbone en utilisant un coefficient de
correction de cisaillement et comparant les résultats a celles obtenus par les
méthodes numériques. Un nouveau modele zig-zag qui déterminant de
nouvelles fonctions de déplacement dans le cas d’analyse des vibrations libres
des poutres épaisses en composites stratifiées a été présenté par Arya [4]. Afin
que la théorie d’élasticité exacte des poutres homogenes ou composites soit

1



Introduction Générale

largement et économiquement utilisée, El Fatmi et Zenzri [5] ont introduit une
méthode numeérique pour le calcul des opérateurs complexes de
comportement structural unidimensionnel des poutres et la solution saint-
venant en trois dimensions tels que les coefficients de cisaillement, la rigidité
en torsion....etc.

Une solution analytique permettant de déterminer les fréquences
naturelles en flexion des poutres composites stratifiées et sandwiches basée
sur la théorie d’ordre élevé a été effectuée par Kant et al. [6].Elle décrit aussi
les composantes des déformations axiales cubiques et de cisaillement
transverse du quatrieme ordre qui permettent de modéliser le gauchissement
des sections transverses avec une certaine précision tout en éliminant le besoin
de déterminer le coefficient de cisaillement transverse. En revanche Huang et
al. [7] ont procédé, par une solution approchée a I'analyse dynamique des
poutres composites et au calcul du couplage entre les déformations
mécaniques et des équations de charge électrostatique par l'utilisation de
Matlab. En utilisant des indicateurs piézoélectriques.

Une étude réalisée par Dong et al. [8] pour la détermination des
caractéristiques des vibrations de poutres étagées Timoshenko en composites
stratifiées par la théorie des déformations de cisaillement du 1*" ordre dans le
but de calculer la rigidité en flexion et en cisaillement transverse et montrer
I'effet de la déformation due au cisaillement et a l'inertie rotationnelle des
poutres étagées ou a variables sections. Par contre Christian [9] a vu nécessaire
et méme important d’éclaircir I'influence du délaminage entre les couches sur
les fréguences naturelles et les déformées modales des poutres composites
stratifiées encastrées-libres et encastrées-encastrées. La référence [10]
s'intéresse au développement d’un élément de poutre stratifiée a trois noeuds
hétérosis en flexion cylindrique par l'adoption de I’hypothése a double
superposition de Li et Liu qui déduit les déplacements dans le plan des stratifiés
des déplacements locaux d’un pli unidirectionnel pour éviter 'augmentation du
nombre de degrés de liberté en statique avec le nombre de plis du stratifié.

Notre travail consiste a traiter I'étude comparative du comportement
mécanique des structures composites soumises a la flexion pure (I'effort
tranchant est nul) et a la flexion en tenant compte de |'effet de cisaillement
transverse. Cette étude est réalisée sur des poutres en matériaux composite
stratifiés symétriques croisés et équilibrés constituées de dix plis réguliers. Les

2



Introduction Générale

poutres considérées, renforcées par la fibre en verre du type « E » et dans une
résine en époxyde, travaille a la flexion 3-points. On cherche alors, a
déterminer |'effet de la séquence d’empilement, de 'orientation des fibres, de
I'épaisseur du pli et du coefficient de cisaillement transverse sur le
comportement mécanique des poutres composites croisées: [04/90,/04],
[03/90,/03], [0/90]ss, [904/0,/904], [905/04/90;] et [90/0]ss; et équilibrées
[45,/-45,/45,], [455/-45, /45;] et [45/-45]s.. Dans ce contexte, en dehors de
I'introduction et la conclusion générales, cette étude se décompose en six
chapitres. Le premier chapitre est consacré aux généralités sur les matériaux
composites et en particulier les poutres stratifiées et les sandwiches, la mise en
ceuvre, les techniques de conception et d’assemblage et leurs domaines
d’application. Avant de procéder au comportement mécanique des matériaux
composites, on a vu important de développer au deuxieme chapitre les
principales lois de comportement élastique des milieux matériels. Le troisieme
chapitre présente la théorie classique simplifiée des stratifiés et les lois de
comportement de ces matériaux et leurs différence des matériaux classiques.
Dans le quatrieme chapitre, on a abordé les principes fondamentaux relatifs a
la théorie des poutres nécessaires a la formulation des équations de
comportement en flexion sans prise en considération de I'effet de cisaillement
transverse. De méme dans le cinquieme chapitre, on a aussi décrit les lois
définissant les contraintes et les déformations dans les poutres stratifiées
chargées en flexion 3-points et en flexion 4-points en prenant en compte le
cisaillement transverse. Enfin dans le dernier chapitre on a informatisé les
différentes étapes de calculs des poutres composites stratifiées pour effectuer
une étude comparative de leur comportement mécanique en flexion pure et
lorsqu’on tient en compte I'effet de cisaillement transverse. En assimilant la
piece mécanique étudiée a une poutre stratifiée constituée de dix plis en verre-
E/époxyde, I'analyse et la discussion des résultats obtenus a fait sortir une
conclusion sur l'influence de la nature du matériau des constituants, le choix de
I’empilement et plus particulierement I'ordre des orientations et le nombre des
couches composantes sur le comportement des poutres composites stratifiées
symétriques.



CHAPITRE |

DEFINITION DES MATERIAUX
COMPOSITES STRATIFIES
ET
LEURS APPLICATIONS



Chapitre 1

.1 Introduction :

La résistance des matériaux a toujours été un critére d’'importance majeure dans la
conception des pieces des structures développées par les industries de
construction. Cest la premiere qualité attendue pour le plancher d’une
automobile, pour le tablier d’un pont ou pour le fuselage d’un avion. Avec
I"augmentation du colt des hydrocarbures liée a leur raréfaction, un autre critere a
pris une grande importance : celui de la légereté des matériaux qui permet de
dépenser moins d’énergie pour déplacer les objets qu’ils constituent. Les
propriétés mécaniques d’un objet dépendent bien sir de sa forme et de la nature
de ses constituants mais également de la facon dont ces derniers sont structurés et
assemblés. Les progrés des matériaux de construction proviennent aussi bien des
recherches relatives a leurs compositions chimiques que celles qui concernent les
procédés de fabrication. A titre d’exemple, I'aluminium est de plus en plus utilisé
car c’est un métal léger. Comme il est peu résistant aux contraintes mécaniques, il
faut souvent I'associer a des pieces d’acier mais il s"avere difficile de faire adhérer

solidement ces deux métaux I'un a autre.

L’emploi de matériaux plus légers sans perte de solidité et sans augmentation
importante des co(ts de production est devenu le principal enjeu de la compétition
actuelle entre Boeing et Airbus. Cet objectif est en bonne partie a l'origine de la
création récente des ensembles métalliques et composites complexes, a cette fin,
les chercheurs et les ingénieurs tendent a remplacer progressivement les pieces
métalliques par des pieces hétérogenes dans lesquelles des fibres de carbone sont
noyées dans une matrice en polymere. La présence des fibres renforce la
résistance mécanique du matériau le long de son axe principal ; la présence de
polymeére assure a la fois la cohésion de I'ensemble et la résistance du matériau a

des sollicitations transverses.



Chapitre 1

1.2 Présentation Générale des Matériaux Composites :

Contrairement aux matieres premieres classiques dont on connait a I'avance les
caractéristiques mécaniques, celles des composites ne sont réellement connues
gu’apres fabrication, car on réalise, en méme temps, le matériau et le produit.
Actuellement, les composites a matrice organique représentent la majorité des
matériaux composites; toutefois, il existe également des composites a matrice

inorganique (métallique ou céramique) dont la diffusion reste encore marginale.

L’analyse du comportement des matériaux composites et la prévision de leurs
propriétés vont faire intervenir les caractéristiques de la matrice, celles des fibres,
des problemes d’interface et des conditions de fabrication. En effet, les propriétés
mécaniques des composites sont trés dépendantes des fibres employées : nature,
répartition, taux, longueurs, diametres, ensimages... Toutefois, les propriétés
mécaniques, électriques, chimiques, photochimiques, thermiques sont largement
affectées par celles de la matrice (en particulier par les températures de transition
et de fusion pour les thermoplastiques) et cela d’autant plus que la fibre est plus
courte et en plus faible proportion. Une bonne connaissance des plastiques

renforcés doit donc étre fondée sur celle des renforts et des matrices.

1.2.1 Définition d’'un composite
Un composite est un matériau artificiel moderne dont la structure est composé de
deux constituants ou plus, combinés a une échelle microscopique, et qui ne sont
pas solubles entre eux. L'un des constituants est appelé « Renfort » noyé dans
I"autre constituant appelé « Matrice ». La phase de renforcement du matériau doit
étre sous la forme de fibres, particules, ou paillettes. La phase matrice du matériau

est généralement continue.
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- La matrice:

Pour des raisons de facilité de mise en ceuvre sans pression, ce sont les polymeéres
transformés a I’état liquide qui ont été initialement choisis pour servir de matrices
et qui continuent a étre le plus souvent employés. Aussi on trouve des matrices en
métaux, céramique ou carbone selon le domaine d’utilisation. Les objectifs de

I"utilisation de la matrice sont multiples, les plus importants sont :

e Support et protection chimique des fibres ou particules ;
e Répartition et transfert de charges.
e donner la forme désirée au produit final.

- Lerenfort:

Ce sont des particules d'environ 50 microns de diametre. |l existe des renforts fibre
courte (de I'ordre du mm), des renforts fibre moyenne ou mi-longue (de I'ordre du
cm) et des renforts fibre longue (ou les fibres font environ la taille de
I'échantillon).ll représente I'armature, squelette, il assure la tenue mécanique
(rigidité, résistance a la rupture, dureté, etc.). Souvent de nature filamentaire (des

fibres organiques ou inorganiques), les fibres les plus utilisées dans I'industrie.

Fibre de verre obtenue a partir de silice et d’additifs. Le verre est coulé en fusion a
1500°C a travers une filiere en platine-rhodium ; aprés refroidissement, les
filaments sont étirés pour obtenir des fibres continues de 3 a 20mm. Suivant
I"application auxquelles elles sont destinées, les fibres de verre sont réparties en

trois qualités :

Fibre E pour les composites grandes diffusions (GD) ;
Fibre D pour les applications dans la construction électrique ;

Fibre R pour les composites hautes performances (HP).
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Les fibres de verre constituent le principal renfort, utilisé dans plus de 90% des
matériaux composites, et plus particulierement pour les produits de grande

diffusion (GD). Elles offrent, pour un prix raisonnable:

e une bonne adhérence entre fibres et résines (matrices) ;

e de bonnes propriétés mécaniques, mais inférieures a celles de la fibre de
carbone;

e des propriétés d’isolation électrique acceptables pour la plupart des
applications.

En Europe, les fibres de verre sont utilisées principalement dans :

e |a plupart des composites « GD » (automobile, construction.......)

e certains composites « HP » avec des fibres de verre « R »

L’utilisation des fibres de verre dans les composites est principalement limitée par

une rigidité insuffisante pour certaines applications comme les pieces de structure

primaire en aéronautique ; et un vieillissement accéléré au contact prolongé de

I’eau, des rayonnements UV ou de températures élevées.

Les fibres de verre utilisées dans les composites ont un diametre de I'ordre de 10
micrometres, nettement supérieur au diametre critique (de l'ordre de 3
micrometres) pour que la fibre ne présente pas de risque respiratoire et ne puisse

engendrer des cancers.

Fibre de Carbone : les fibres de carbone possedent de trés bonnes caractéristiques
mécaniques (spécialement une excellente tenue en température), une faible masse

volumique, et une bonne conductibilité.

L'utilisation de la fibre de carbone reste limitée aux secteurs de I'aéronautique et
des sports et loisirs, a cause du prix.
Cependant, les fibres de carbone souffrent aussi de certains handicaps techniques

qui limitent également leur utilisation pour des structures composites tels que:
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I'allongement a la rupture est insuffisant (inférieur a 2%) comparé a celui des
fibres de verre et d’aramide (3 a 4%) ; et aussi une caractérisation encore
insuffisante pour permettre une conception fiable a Prix modéré.

Fibre Aramide ‘Kevlar’ : ces fibres sont des Polyamides aromatiques, ces fibres ont
une mauvaise tenue en compression, mais une bonne résistance au choc et a la
fatigue. La fibre d'aramide (on la nomme souvent « Kevlar », qui est la marque de
son créateur, (Dupont de Nemours.) utilisée dans les protections balistiques gilets
pare-balles.

En plus de ces deux constituants de base, il faut rajouter : une interface qui assure
la compatibilité renfort-matrice, qui transmet les contraintes de I'un a I'autre sans
déplacement relatif. Bonne adhérence en couche fine. Des produits chimiques
(charges et additifs) entrent aussi dans la composition du composite, l'interphase
etc. ... qui peuvent jouer sur le comportement mécanique, mais n'interviennent
pratiguement jamais dans le calcul de la structure composite.

1.2.2 Conception des matériaux composites :

On congoit un composite en fonction du type d'application, de chargement ; ce qui
est différent des matériaux classiques ou on adapte la conception d'une structure

en fonction du matériau constitutif.
Pour un composite, on construit sa structure a la demande :

e la nature, la texture, la forme du renfort et son orientation (Figure 1.1)

le taux de renforcement

e la nature de la résine et des charges ou additifs
e la qualité de l'interface renfort-matrice
e |a géométrie de la piece a réaliser

e le procédé de mise en ceuvre utilisé


http://www.techno-science.net/?onglet=glossaire&definition=4671

Chapitre |

On cherchera toujours a orienter au mieux les renforts en fonction des efforts

auxquels la structure est soumise pour optimiser le comportement mécanique

dans une direction déterminée.

|

i

Armure unidirectionnelle Armure toile ou taffetas

Chaine

Figurel.1 Ruban unidirectionnel carbone / verre sur lequel
sont mis en évidence la chaine et la trame

1.2.3 Caractéristiques des matériaux composites :

Les matériaux composites se caractérisent des matériaux classiques par un module
élevé, une masse volumique faibles, une bonne tenue en fatigue, une absence de
corrosion, et ne se plastifient pas. De plus, les formes complexes sont aisément
réalisables par moulage, ils vieillissent sous I’action de I'"humidité et la chaleur, ils
sont insensibles aux produits chimiques courant de la mécanique comme les
graisses, huiles, liquides hydrauliques, peintures, solvants, pétrole (sauf les
décapants de peinture attaquent les résines époxydes), mais ils ont une tenue aux

impacts et aux chocs trés moyenne/matériaux métalliques.

10
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I-2.4 Mise en ceuvre des matériaux composites :

Les méthodes de mise en ceuvre spécifiques aux matieres plastiques renforcées
ont contribué a I’évolution des termes utilisés pour désigner ces matériaux depuis

leur origine, c’est-a-dire depuis une cinquantaine d’années.

Des techniques originales ont été élaborées pour la mise en ceuvre de composites
a fibres longues. La description de ces méthodes spécifiques occupe évidemment

une place importante dans la rubrique « Composites ».

Trois opérations sont indispensables (Figure 1.2) :

1- Imprégnation du renfort par le systeme résineux.

2- Mise en forme a la géométrie de la piece.

3- Durcissement du systeme.
Soit par polycondensation et réticulation (ou polymérisation) pour les matrices
thermodurcissables, Soit par simple refroidissement pour les matieres
thermoplastiques. Il existe différentes techniques mais la plus utilisée est par

moulage :

11
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[ Imprégnation (mélange) ]

\ 4

[ Mise en place du mélange sur I'outillage }

[ Polymérisation }

\ 4

[ Démoulage }

A 4

Figure 1.2 Différents étapes de formage par moulage d’un matériau composite

12
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Les procédés les plus importants sont :

Les procédés d’obtention de pieces composites les plus répandues sont :
Fabrication par Moulage

Pultrusion

Pultrusion Thermoplastique

Injection des Thermoplastiques Renforcés

Enroulement Filamentaire

Enroulement Filamentaire Thermoplastique

Centrifugation

©® N o Uk~ wWw DD PE

Moulage des TRE
1.2.5 Architecture des matériaux composites :

a- Monocouches :

Les monocouches représentent I'élément de base de la structure composite. Les
différents types de monocouches sont caractérisés par la forme du renfort : a

fibres longues (unidirectionnelles UD, réparties aléatoirement), a fibres tissées, a

T3 (ouz)

fibres courtes.

Fibre
2 > 2
P
(Sens transverse)
Matrice
1
(Sens long)

Figure 1.3 : Pli a Renforcement unidirectionnel

13
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b- Stratifiés :
Un stratifié est constitué d'un empilement de monocouches ayant chacune une
orientation propre par rapport a un référentiel commun aux couches, et désigné
comme le référentiel du stratifié (Figure 1.4).
Le choix de l'empilement et plus particulierement des orientations permettra
d'avoir des propriétés mécaniques spécifiques. On pourra avoir des stratifiés du
type :
1. Equilibré : stratifié comportant autant de couches orientées suivant la direction
+6 que de couches orientées suivant la direction -6.
2. Symétrique : stratifié comportant des couches disposées symétriquement par
rapport a un plan moyen.
3. Antisymétrique : stratifié¢ comportant des couches disposées non
symétriguement par rapport a un plan moyen.
4. Croisé : stratifié comportant autant de couches a 0° que de couches a 90°.
5. Hybride : les couches successives comportent des fibres de natures différentes, il

s’agit d’un stratifié hybride.

% Stratifié
Couches 5 ::>

A
r 4

Figure 1.4 : Constitution d’un stratifié
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c- Sandwiche :
Les matériaux sandwichs résultent généralement de |'association de deux semelles
ou peaux de faible épaisseur, constituées de matériaux a haute résistance et haut
module et d'une dme beaucoup plus épaisse et de faible densité (Fig 1.5). lls ont
pour avantages: une grande rigidité, une résistance a la rupture élevée associées a
un faible poids par unité de surface. Malgré une activité de recherche et de
développement sur ces matériaux, le comportement au cours de
I'endommagement reste peu connu. Le matériau sandwich possede une grande

légereté en flexion et c'est un excellent isolant thermique.

Peau

Adheésif

Structure sandwich
assemblée

o
i bt

Figure 1.5 : Constitution d’un sandwich

1.3 Définition d’une poutre composite :

Le terme de « poutre » désigne un objet dont la longueur est grande par rapport
aux dimensions transverses (section fine). Une poutre est un élément de structure
utilisée pour la construction dans les batiments, les navires et autres véhicules, les
rails de chemin de fer, les ponts d’aérospatiale, la robotique et dans la fabrication
de machines. Cependant, le modele des poutres peut étre utilisé pour des pieces

trés diverses a condition qu'elles respectent certaines conditions (Figure 1.6). En

15
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ingénierie moderne, une poutre classique est remplacée par une poutre composite

pour sa légereté et sa résistance.

Figure 1.6 : Exemple d’une Poutre composite en |

1.4 Techniques d’assemblage des matériaux stratifiés :

Le collage est une technique d’assemblage courante consiste en I'adhésion par
attraction moléculaire entre deux parties a coller et un adhésif interposé qui doit

assurer la transmission des efforts.
On peut citer pour principaux avantages de ce mode d’assemblage des couches
d’un stratifié :

e La répartition des contraintes de liaison sur une surface importante

e La possibilité d’optimiser la géométrie et les dimensions du collage

e Lalégéreté de I'assemblage

o Les propriétés d’isolation et d’étanchéité de I'adhésif.

1.5 Domaines d’Application des Poutres composites :

Les poutres composites entrent aujourd'hui dans pratiguement tous les domaines
d'applications possibles : Piscines, bassins, batiments... Les transports aériens,

maritime, routier, ferroviaire... Sports et loisirs, ....etc.

16
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Pour beaucoup d’applications structurales, comme sur les plates-formes
pétrolieres offshore, les composites a matrice polymere apparaissent comme de
sérieux concurrents des métaux, du fait principalement de leur |égéreté. Pourtant,
I'industrialisation de solutions composites est délicate, car les avantages
compétitifs sont amoindris par les surcolts induits, et surtout, par la difficulté a
prévoir I'évolution des propriétés d’usage de ce type de matériaux, notamment
sous sollicitations environnementales et mécaniques couplées [11].

I.5.1 Les composites dans lI'industrie automobile :

Les matériaux organiques composites a matrices thermoplastiques ou
thermodurcissables renforcées par des fibres, généralement de verre, courtes ou
longues ont fait leur apparition dans I'automobile durant les années 60-70. Méme
s’ils sont aujourd’hui utilisés presque exclusivement pour satisfaire certaines
fonctions, leur taux d’utilisation ne dépasse pas 10 a 15 % selon les véhicules.
Généralement, I'habitacle (habillage intérieur) d’'un véhicule est essentiellement
constitué de matériaux polymeres et de composites, qui a eux seuls représentent
environ 50 % de la quantité utilisée sur un véhicule tant en Europe qu’aux Etats-
Unis :
e 48 % pour les véhicules nord-américains en 1994
e 50a 60 % (y compris les insonorisant) pour I'ensemble de la gamme actuelle
Renault. Les principales applications concernent : la planche de bord et le
poste de conduite, les ébénisteries et les habillages de portes, les garnitures
de toit, les sieges, la tablette arriere, les tapis de sol et les textiles.
Les principales applications concernent aussi les accessoires tels que: les peaux de
boucliers, les calandres, les grilles d’auvent, les enjoliveurs de roues, les
rétroviseurs, les feux de signalisation, les bras d’essuie-vitre, les baguettes, les

becquets, les ailerons, les poignées de porte, etc. [12]
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1.5.2 Les composites dans I’aérospatiale :

Les constructeurs aéronautiques font de plus en plus appel aux matériaux
composites du type matrice polymere/fibres de carbone continues pour réduire la
masse des aéronefs. La pénétration de ces matériaux est passée de 20 % pour
I'Airbus A340 a plus de 50 % pour le futur Boeing B787. La réduction des co(ts de
fabrication a qualité mécanique constante passe par une intégration forte des
phases de conception et de fabrication : sélection concomitante des constituants,
semi-produits et modes d’assemblage. La prévision des performances doit étre
souple pour une gamme de solutions données. Un essai représentatif du mode de
sollicitation considéré comme le plus pénalisant permet une approche quantitative
réaliste dans un contexte industriel. L'essai peut lui-méme étre en phase de
développement lorsqu’il s’agit d’un systeme original [13]. Les poutres composites a
base de fibres occupent une place de plus en plus importante dans la construction
d'avions, d'hélicopteres, de missiles, de lanceurs et de satellites, avec, en téte, les
composites renforcés par des fibres de carbone (CFRP), dont la masse est
composée a 60 % de fibres et a 40 % de résine. Mais il existe également des
structures sandwichs et alvéolaires, les stratifiés fibres-métal, les composites a
fibres de verre, sans oublier les fibres céramiques destinés notamment aux
environnements a température tres élevées tels que les moteurs de fusées. Le
GLARE composé principalement d'aluminium et de fibre de verre est utilisé en
aéronautique. Les composites ont fait leur entrée chez Airbus en 1972 lorsque
I'avionneur décide de les utiliser pour les bords d'attaque de la dérive de I'A300B.
En 1982, tres en avance sur le reste de l'industrie, I'avionneur européen étend leur
présence aux déporteurs de sol et aux gouvernes de profondeur et de direction de
I'A310-200. Les premiéres structures primaires, notamment de la dérive de I'A310-
300 et de I'empennage horizontal et des volets de I'A320 suivent en 1987. Puis,

c'est le tour de la gamme long-courrier avec I'empennage horizontal et vertical —
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qui servent également de réservoirs de carburant, les gouvernes de profondeur et
de direction, les volets, les ailerons, les déporteurs, les trappes d'atterrisseur ainsi
que divers éléments de carénage de I'A340. Et la série des innovations
révolutionnaires continue ensuite, par exemple avec le développement d'un
support de quille en CFRP pour I'A340-500/-600, et surtout avec le bouclier de
pressurisation pour ce méme modeéle, premiere piece composite destinée a la
partie pressurisée d'un fuselage [14].

I.5.3 Les composites dans la construction navale:

D’apres la littérature, la premiere apparition des matériaux composites en
construction navale se situerait en 1946. L'US NAVY réalise a cette époque des
embarcations de 28 pieds, destinées au transport de personnels, suivant deux
techniques : le moulage sous pression et l'injection sous vide avec des taux de
fibres modestes (de I'ordre de 25 %). Progressivement la technique de stratification
au contact en voie humide s'impose pour les applications navales. A partir de 1955,
I'apparition des tissés de roving ainsi que de nouvelles techniques de moulage
entraine une croissance rapide des applications des matériaux composites,
toujours limitées a de petites unités (jusqu'a 57 pieds) : vedettes de patrouilles
Cotieres, transports de personnels, navires de débarquement... [15].

Afin de remplacer le bois, putrescible, par des matériaux insensibles a la corrosion
marine et a lI'eau de mer, tout en assurant une excellente flottabilité, en
permettant de réaliser des volumes creux importants et solides a bas prix. Pour les
bateaux de taille moyenne (bateaux de plaisance, de péche, grands catamarans de
compétition et aussi les petits navires commerciaux ou les chasseurs de mines qui
ne doivent pas avoir de coques métalliques) on construit donc des coques
volumineuses en stratifiés polyester-verre, sur lesquelles on assemble les
membrures, poutres et renforts longitudinaux et couples, qui sont aussi réalisés en

matériaux composites, qui peuvent étre collés ou assemblés par stratification [16].
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II.1 Introduction :

Un ensemble de lois de comportement a donc pour objectif de caractériser une
classe limitée (méme si elle est vaste) de milieux matériels soumis a certaines
sollicitations extérieures d’origine mécanique ou thermique. Ces lois sont
évidement déduites de [I'expérience. Toutefois, leur forme ne peut étre
totalement arbitraire. Une des premiéres exigences qu’on leur impose est de faire
en sorte que le second principe de la thermodynamique soit satisfait [17].

Il sera également demandé aux lois de comportement de respecter les symétries
du milieu matériel étudié et de vérifier des conditions liées a la stabilité des
équilibres.

11.2 Etat de contraintes et de déformations dans un solide :

La notion de déformation d’'un milieu continu nait de la comparaison entre une
configuration dite « initiale » et une configuration qualifiée de « finale ». Ce
chapitre présente quelques notions générales portant sur les lois de
comportement des milieux anisotropes et plus particulierement des matériaux
orthotropes et isotropes transverses parmi lesquels figurent les composites

unidirectionnels.

11.2.1 Tenseur des contraintes :

En tout point P d’un milieu continu, I'état des contraintes est entierement
déterminé par la connaissance du tenseur des contraintes, noté ojjet représenté
par la matrice :

011 012 0137

oj =012 022 023}, (2.1)

L0713 023 033

Par définition le tenseur des contraintes oj;est symétrique c.a.d.
021 =012, 031 =013, 032 = 023
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11.2.2 Tenseur des déformations :

Le tenseur des déformations est un tenseur symétrique défini par la théorie de

linéarité (dite des petites déformations) par la formule :

1 (0dy; al.l]
E.. = - — —,
I 2 <6x] + aXi)

D’ou : U(p) est le vecteur de déplacement du point p.

_ aul _ 1 (aul auz) _ 1 <6u1 6u3)
f11 = axl' #12 = 2 axz axl ’ 713 = 2 aJC3 6x1 ’
_ auz _ 6u3 _ 1 (auz 6u3>
22 = axZ, £33 = ax?,, €23 = 2 6x3 axZ ’

Le tenseur des déformations s’écrit sous la forme matricielle suivante :

€11 €12 €137

gj = 1€12 €22 &23),

€13 €23 €33
1.2.3 Equations de Compatibilité :

(2.2)

(2.3)

Le champ des déplacements correspondant a un état de déformation donné est

obtenu par intégration des équations données par la relation (2.2). Soit au total

six équations pour déterminer les trois composantes (uy,u,,u3) du vecteur de

déplacement. Pour que la solution soit unique, les composantes du tenseur des

déformations doivent vérifier les six relations de compatibilité [17]:

0%x;2  0%x;* dx;0x;
azgii 0 agjk agik agij

= — , [ £j+k
0x; 0xy, E)xl-< 0x; * ax; * dx;, bEJ

avec 1i,j,k=1,2,3
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11.2.4 Matrice de Rigidité :

La relation d’élasticité linéaire est décrite par la loi de Hooke généralisée :

0ij = Ciju1 €,

Elle s’écrit sous la forme matricielle suivante :

(011
022
033
123
T13

\lej

Ci2 Cy
Ci3 Cy3

Cia Co4
C1s Cos

| C16 Cp6

Ci11 Ciz Ciz Cpy

Cis Ci6]
Cas Cye
C35 C3g
Cs5 Cue
Cs5 Csg

Cs6 Cee A

(2.5)

(€11
€22
€33
Y23
Y13

\Y12/

(2.6)

Ciji = Ciijj quand | énergie de deformation est consideree,

D’'ol: C= [C;] est la matrice de Rigidité symétrique de 21 composantes

indépendantes, exprimée dans la base (€) = (€1, €;, €3).

Dans le cas de changement de base, la matrice de rigidité C devient C' = [C'i]-],

_
exprimée dans la nouvelle base (e') = (e’l, e, e’3).

Donc:

Dans la base (€):

Dans la base (€'):

G:

I

G:

Sachantque:o = T,0

Ce.

! i

Ce.

et £ = Tee.

2.7)
(2.8)

(2.9)

D'ou: T, et T, sont respectivement les matrices de changement de base (appelé

aussi matrice de transformation) des contraintes et des déformations.

6 =T,0=T,Ce=T,CT. ‘¢

(2.10)

A partir des deux relations (2.7) et (2.9), on peut exprimer le changement de base

de la matrice de rigidité :

C =T,CT,?
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[ cos®? sin 62 0 0 0 2sinBcos® |
| sin@? cos 62 0 0 0 —2sinBcosO |
_| 0 0 1 0 0 0 |
[To] ~ | 0 0 cos® —sin® 0 0 | (2.12)
l 0 0 sin® cos® 0 J
—sinBcos® sinBcos® 0 0 0 (cos 62 —sin6?)
[ cos 92 sin 62 0 0 0 sinBcos®
|  sin@? cos 62 0 0 0 —sinBcosO |
_ 0 0 1 0 0 0 |
Tl=1" 0 cos6 —sin® 0 0 | @13
[ 0 0 sin@ cos® 0 J
—2sinBcos® 2sinBcos® 0 0 0 (cos 92 — sin 6?)

11.2.5 Matrice de Souplesse (ou de complaisance) :
La relation d’élasticité linéaire (2.4) peut étre écrite sous la forme inverse,
comme :

Sij = Sijkl Ok, ou €=So (214)

La matrice S est la matrice inverse de la matrice de rigidité C, et s’écrit dans le cas

général comme suit :

(€117 'S11 S12 S13 S14 Si5 S167 0711y

€29 S12 S22 S23 Sp4 Szs Sy6| |09y

€33 S13 Sp3 S33 S34 S35 S36|) 033
_ , 2.15
<Y23} S14 S24 S34 Sss Sss Sy VT2 ( (215)

Y13 Si5 S25 S35 Ssus Sss Sse | | T13

\V12/ \T12/

|S16 S26 S36 Sa6 Ss6 See -
Avec:

s =C! (2.16)

Les coefficients S;; sont appelés constantes de souplesse ou de complaisance.

La relation de changement de base de la matrice de souplesse s’exprime par :

S =T.ST,™ ! (2.17)
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1.3 Matériaux Anisotropes

11.3.1 Introduction :

L’anisotropie se dit d'un corps dont les propriétés varient suivant la direction ; par
exemple, en optique cristalline, dans un cristal anisotrope (ou biréfringent), la
vitesse de lalumiére est fonction de sa direction de propagation. Sous le
microscope optique, ce phénomeéne se traduit par I'apparition de couleurs.

Les matériaux composites sont généralement des anisotropes par opposition aux
matériaux métalliques qui sont des isotropes. Par exemple, pour une nappe
unidirectionnelle, la résistance et la rigidité sont beaucoup plus grandes dans le
sens des fibres que dans les autres directions. La prise en compte de
I'anisotropie est essentielle pour la conception et le dimensionnement d'une
structure en matériaux composites car son comportement sera tres différent de
celui d'une structure isotrope de géométrie identique. Grace a l'anisotropie on
peut disposer les matériaux en fonction des états de chargement en chaque
point, ce qui permet une réduction importante de la quantité en matiere et donc
du poids, critere vital en aéronautique et dans le domaine spatial.

11.3.2 Matériau Monoclinique :
Un matériau monoclinique est un matériau qui possede un seul plan de symétrie.

La forme de la matrice de rigidité (ou de souplesse) doit étre telle qu’un
changement de base effectué par symétrie par rapport a ce plan ne modifie pas la
matrice. Dans le cas ou le plan de symétrie est le plan (1,2), I'exploitation des

changements de base conduit a une relation d’élasticité linéaire de la forme [17]:

011y [ Ci1 Cz Ciz 0 0 Ci6] rE11y
022 Ciz Cp Cp3 0 0 Cyefle22
0331 _ | Ci3 Cy3 C33 0 0 Cz6])E33
= 2.18
) 123 } 0 0 0 Cu Cs5 0 <Y23 ¢ (2.18)
T13 0 0 0 Cys Css O Y13
T2/ Ll o0 0 0 0 0 Cgl \viz/
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La matrice de souplesse a la méme forme. Le nombre de constantes d’élasticité
indépendantes est réduit a 13.

11.3.3 Matériau orthotrope :

Un matériau orthotrope posséde trois plans de symétrie, perpendiculaires deux a
deux. Il est a noter que I'existence de deux plans de symétrie perpendiculaires
implique I'existence du troisieme : la forme de la matrice de rigidité est donc
obtenue en ajoutant au matériau monoclinique un plan de symétrie
perpendiculaire au précédent. L'invariance de la matrice dans un changement de
base effectué par symétrie par rapport a ce deuxieme plan conduit a une relation

d’élasticité linéaire de la forme [18]:

011y  [Ci1 Ci2 Ci3 0 0 0 7 811y

022 Ciz G2 Cz3 0 0 O []e22

033 Ci3 Cyz C 0 0 0 )E33

) — 1 G13 Co3 (33 _
T23 ( 0 0 0 Cuq OO <\/23 g (219)
T13 0 0 0 0Css O 1]Y13

\T1;/ L0 0 0 0 0 Ceed\v12/

La matrice de souplesse a la méme forme. Le nombre de constantes d’élasticité
indépendantes est réduit a 9.

11.3.4 Matériau isotrope transverse:

Un matériau isotrope transverse est un matériau orthotrope possédant de plus un
axe de révolution et admet le plan (2,3) comme plan d’isotropie. Il en résulte
gu’un changement de base effectué par rotation quelconque autour de cet axe
doit laisser inchangée la matrice de rigidité(ou de souplesse). D’ou un matériau
composite unidirectionnel qui peut étre considéré comme un matériau isotrope

transverse (Figure 2.1).
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Matrice

Figure 2.1 Matériau composite unidirectionnel
Si le plan (2, 3) est un plan d’isotropie, les modules d’élasticité de mémes indices

dans les deux bases R (e;,6,,62)et R’ (e'1,e’,,e'z) qui sont définies par les
1,€2,€3 1,€2,€3

relations suivantes :

—

e’ =&

e’y = cosa €, + sinaes (2.20)
_; . - —

e's = —sinae, + cosaé;

Ont la méme valeur quel que soit I'angle o (Fig 2.2).

es

A
and
€3

v
Nl

e Figure 2.2 plan d’isotropie transverse

La matrice de passage de la base (R) a la base (R’) est sous la forme :

1 0 0
[B] =|0 cosa —sinal, (2.21)
0 sina cosa
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a pour composantes non nulles :

Bi1 = 1.
BZZ = [333 = COoS«x (222)
B3z = —PB23 = cosa

N . 1
Dans le cas particulier ou a = E,les composantes non nulles de {3 sont:
P11 =1 P32=1, Pz =-1

La formule de changement de base :

Cliji = BpiBgj Brk Bsi Cpgrs (2.23)
Le développement de la relation (2.22) conduit a :

C33 = Cypp, Ci3 = Cq2, Css = Cee (2.24)
et

S33 = S22, S13 = S12, Ss5 = See (2.25)

Compte tenu des relations (2.23) et (2.24), la matrice de rigidité est composée de

6 constantes indépendantes :

(011  Ci1 Ciz Ci2 0 0 0 7 /€11y

022 Ciz2 Cp C3 0 0 O €22

9330 _| Cz C3 Cpp 0 0 0 J)%33

) 123 ( 0 0 0 Cia 0 O <Y23 g (2.26)
T13 0 0 0 0 Cg O Y13

\T / L0 0 0 0 0 Cggl \v12/

et la matrice de souplesse :

(11y [ Su1 S1z S12 0 0 0 7 ,O11y

€22 Si2 S22 Sz 0 0 0 |]02

€330 _| Si2 S23 Sp 0 0 0 ])9s3

<y23 > 0 0 0 Swo0 0 <T23 ) (2.27)
Y13 0 0 0 0 Sg O T13

Y2/ L o 0 0 0 0 Sl \T12/
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Pour un angle a quelconque, on a:

B11 = 1.
B,2 = cosa, B3 = —sina (2.28)
B3, = sina, B33 = cosa

On obtient apres développement des relations (2.28) donc :
2 cos? asin® a C,, = 2 cos? asin? a (Cy3 + 2C4q).

Cette relation est vérifiée quel que soit 'angle a sion a:

ros 1
Caz2 = Cp3 +2Cy4 d'ou Cyq = E(CZZ — C23) (2.29)

De ce fait, un matériau isotrope transverse est caractérisé par 5 constantes
d’élasticité indépendantes. Ainsi la relation d’élasticité linéaire s’écrit sous la

forme suivante :

011y | Ciu Ci2 Cpp 0 0 0] &1y
022 Ciz Ca2 Cp3 8 0 0 |[¢&22
9331 _| Ci2 Cy3 Cypp 0 0 [)F%s3
= > 2.30
) 1323 } 0 0 0 i(czz - C23)C0 8 < ¥23 ’ ( )
13 0O 0 O 0 66 13
‘2 | 0 0 0 0 0 Ces] Y12/

et la matrice de souplesse :

€11y [S11 S12 Siz 0 0| 011y
€22 S12 S22 S23 0 0 0[]0z
€33 S12 S23 S22 0 0 ])9s3
= 2.31
< Y23 ( 0 O 0 %(522 —S;) 0 0 ) 123 ¢ ( )
Y13 0 0 O 0 See 0 || T13
Y122 |0 0 0 0 0 See| \T12/

1.4 Matériaux Isotropes :

1.4.1 Introduction :
Un matériau est dit isotrope si ses propriétés sont indépendantes du choix de ses

axes de référence. Les matériaux usuels ou bien classiques (excepté le bois)

répondent généralement a cette modélisation établie a I’échelle macroscopique.
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Il n’existe alors pas de directions privilégiés ou plans de symétrie, et la matrice de
rigidité (ou de souplesse) doit étre invariante dans tout changement de bases
orthonormées. L'application de cette propriété au matériau unidirectionnel
conduit aux relations :

1
Crp = C11, C3 =Ci2,  Cep = E(Cn — C12) (2.32)

11.4.2 Relation d’élasticité :
Un milieu isotrope est caractérisé par 2 constantes d’élasticité

indépendantes C;q et C;, qui seront exprimées en introduisant les coefficients

de Lamé A et u [16] :

Ci2 = 4, %(611 —Ci2) =u (2.33)
dol: Cy=21+2u (2.34)
La matrice de rigidité devient comme suit :

A+2u A A 0 0 0
A A+20 A 0 0 O
A A A+2p0 o O 538
0 0 o 4 o 07 (233)
0 0 0 0O pn O

L0 0 o 0 0 p .

La relation d’élasticité linéaire (2.4) dans un milieu isotrope sera exprimée en

fonction des constantes de lamé par:

Oj; = }\61] &k Zusij, (2.36)
D’ou :
Exk = €11 T &2 + £33 Dilatation Volumique
1 st =]
8 = { 0 si %] le tenseur de Kronecker

Les contraintes normales (i=j) s’écrivent alors :
Oy = Aby &k + 2pE;, (2.37)

Et les contraintes tangentielles (de cisaillement) (i j) :
O-ij = Z.ngijl (238)
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De la relation (2.35), nous déduisons :
011 + 0729 + 033 = (3/1 + 2/1)(811 + oY) + 833),

Ou bien :
Ok = (31 + 2‘Ll)€kk (239)

Les déformations en fonction des contraintes s’obtiennent facilement a partir des

relations (2.35) et (2.37) :

1 A
Sij = Z_Ll (O-i]' 3At2n 61] O-kk) (240)
Les déformations normales (i=j) s’écrivent alors :
1 A
&i =5, (Gii BETYON dj; Gkk): (2.41)

Et les déformations tangentielles :

1

S11 - 2“-

> Ojj, (2.42)
Ej = — —81] Kk + 0'1], (2.43)
De ce fait, on peut exprimer la matrice de rigidité et la matrice de souplesse d’un

matériau isotrope en fonction de E et v par:

Co o Co = Can = E(1-v)
="z = 33_(1+v)(1—2v)’
Ev
Cip =C3=0Cp3=1A= (1+v)(1—2v)’
E
C44=C55=566=M=m=5:

La détermination de la matrice de souplesse S fait intervenir le calcul de la
matrice inverse de C donnée par la relation (2.34) :

(A +2u)? — A2 A+u 1
S11 =822 =S833 = —— = ==
4u?(3A+2u) u@BA+2u) E

P A+ 2p) -2 A __V
1275183 7928 ™ 23+ 2u) — 2u(Br+2w) E
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S, =6 =S _1_21+v
44—55—66—#— E

La matrice de souplesse s’écrit dans toute base comme:

1 vy 0
E E E
Y, 1 \Y
& g "¢ 0
vy 1
E E E 0
0 0 0 5 L4y
E
0 0 0 0
) 0 0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
2
E
E

1.5 Equations d’équilibre pour un Milieu matériel :

L’équation d’équilibre pour la dynamique s’écrit :

OJL-]- 52ul
— + P, =p—> ,j =1,2,3
60'11 60'12 60'13 _ azul
ox; | 0x,  0xs 1T P
60'21 60'22 60'23 p, — azuz
ox; | Ox, | Oxs 2 PToc2
do: do do d0%u
31 32 33 P, = p 3
axl aXZ aX3 atz
L’équation d’équilibre pour la statique s’écrit :
anj ..
— 4+ P =0 (i,j =1,2,3)
0x;

)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

Sous I'effet des actions imposées (forces volumiques et conditions aux limites), un

ensemble ou un corps se déforme. Le probleme de la mécanique des solides

déformables consiste a rechercher le champ des déplacements u(M,t) et le

champ des contraintes a(M, t) en tout point M de cet ensemble, vérifiant [19]:
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=
1

la relation fondamentale d’équilibre soit pour la dynamique, ou soit pour la
statique.

2- Les relations déformations-déplacements dans le cas de petites
déformations.

3

Les conditions de compatibilité.

4- Les conditions aux frontiéres.

5- La loi de comportement du matériau g;; = f (&x).
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l1l.1 Introduction :
Les recherches menées durant les vingt derniéres années permettent de mieux

décrire le comportement des matériaux composites a matrice céramique ou
organique. De nouvelles lois de comportements permettent de prendre en
compte I'évolution de I'endommagement dans les structures industrielles et donc

de prévoir leurs défaillances.

.2 Loi de comportement d’'un pli composite a renforcement

unidirectionnel (UD) :
Un composite a renfort unidirectionnel est constitué de fibres paralleles

continues orientées dans une direction (sens longitudinal) afin de supporter des
efforts importants. Lorsque les fibres sont disposées dans un plan (Figure 3.1),
elles constituent un pli (ou monocouche, ou strate, ou encore nappe). Ce type de
matériau constitue la configuration de base des matériaux composites a fibres,

d’ou I'importance de son étude.

3(ouz)

Fibre

> 2

% (Sens travers)

Matrice

1

(Sens long)

Figure3.1 Pli a Renforcement unidirectionnel
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111.2.1 Equation de comportement mécanique d’un pli composite
On prend une cellule élémentaire constituée d’une fibre entourée d’un cylindre

de matrice (Figure 3.2), le composite est considéré comme étant isotrope

transverse.
3 (T) 1(L)

Figure 3.2 Cellule élémentaire

Le comportement élastique d’un matériau composite UD est décrit par la relation

(2.30) a (2.31) du chapitre 2. La loi de Hooke s’écrit suivant la forme indicielle:

©1y [ Cu Gz Gy 0 0 0] (&1

02 Ciz Ca2 Cp3 8 0 0%

03 Cip Cy3 C 0 0])%s3

073V | Gz Gz Gy , 31
T4 0O 0 O é(czz —C3) 0 0 < Ya ( (3-1)
Ts 0 0 0 0 C66 0 Ys

T/ L o 0 o0 o 0 Ces| \ve/

Ou la forme inverse donne:

(€1y [ S11 S12 S12 0 0 07 91

€2 S12 S22 S23 0 0 0 ]]o

&1 _1| Si2 Sz3 S 0 0 01])03

< Y4 ( 0 0 0 2(S2—-5S3)0 0 ) T4 & (3:2)
Y5 0 0 0 0 S66 0 Tg

Les matrices de rigidité et de souplesse sont inverses l'une de |'autre, et le
comportement élastique d’'un matériau composite UD est donc caractérisé par 5

coefficients indépendants :

Ci1, Ci2, Gy (3, G
Ou:

S11, S12, S22, S23, Ses
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Ces constantes de rigidité et de souplesse sont interprétées par les modules de
I'ingénieur : les modules d’Young E;, et E,;, le module de cisaillement G, et les
coefficients de poisson vy, et v,3' qui sont mesurés dans des essais simples tels
gue : les essais de traction uni axiale, ou de cisaillement pur.

Les coefficients de souplesse sont liés aux constantes de l'ingénieur par des
relations plus simples que celles exprimant les constantes de rigidité, d’ou les lois
de comportement des matériaux composites sont basées sur l'utilisation des

constantes de souplesse dont les relations s’écrivent :

1 V12 V21
511—E—11 : 512——E—11——E—22
S22 = % , S23 = —% (3.3)
¢ = L
TGy

Ce type de matériau est isotrope dans le plan normal a la direction des fibres. Il
se comporte comme un matériau isotrope transverse pour lequel tout plan
passant par un axe privilégié est un plan de symétrie mécanique. La loi de

comportement s’écrit en fonction des modules de I'ingénieur comme suit :

ey |1 Viz V12 0 o %]
E11 Ell Ell 0 0
&2 V12 1 _ V23 0 02
E E E 0 0
€3 11 22 22 0 03
Ve (=l vz vz 1 204w o 0 NWg g (B4
Eyn En  Ep Ey, 1
Vs 0 0 0 0 — 0 s
0 0 0 G12 1
\ve/ | O 0 0 0 0 Gl \ T/

C'est pour le cas d’'un état de contraintes planes appliqgué a un pli orthotrope
unidirectionnel défini dans le plan 1-2, comme indiqué sur la (Figure 3.2)
Un état de contraintes a deux dimensions est caractérisé par un tenseur des

contraintes de la forme :
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(Oxx  Oxy O
o(M) =0y, oy, O
| 0 0O O
Ou bien: (3.5)
—0'1 O¢ 0
o(M) =|o, o, O
0 0 O

Avec:
o, =0 Si i =345

o, #0 Si =126
En chaque point M du matériau, la contrainte o,, ou o; est la contrainte
principale avec une valeur nulle. Usuellement, un tel état de contraintes est dit
état de contraintes planes.
La relation (3.5) donnant les composantes du tenseur de déformations en

fonction du tenseur des contraintes se réduit a :

€1 Si1 Sz 0] (01
& = 812 SZZ 0 02 7, (36)
86 0 0 S66 06

Son inverse nous permet d’obtenir la matrice de rigidité réduite [Q] :

01 Qi1 Qiz 0 ](&

020 =[Qiz Q22 0 [{%2, (3.7)
06 0 0 Qeel\&6
Les constantes de rigidité réduites Ql-j sont exprimées par la relation (3.8).
22 S11
u = S11S22 =Stz Gz = S11822 —Si2
Sy 1
1z = S11S22 — St Gse = Ses
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Les relations précédentes permettent d’exprimer les constantes de rigidité

réduites en fonction des modules d’élasticité dans les axes principaux :

Eqq E>,
Q1 =7, Qpp=7"T—"7
1—-vipvy 1—vipvy
(3.9)
V12E2 v21E11
Q12 = ) Q66 = G12,

Cl-vppvyr 1—vyavy
e Lorsque |'orientation des fibres ne coincide pas avec le systeme d’axe de
symétrie matérielle du composite x et y (Figure 3.3), les états de
contraintes et de déformations sur deux reperes orthonormés différents

seront définis par :

Ox cos 6 sin B2 —2sinBcos0 0y
Oy +=| sin@? cos 672 2 sin B cos O oy (3.10)
Txy sinBcos® —sinBcosO (cosB% —sinB?)] \T12
Ex cos 6 sin B2 —sin B cos O €1
& r=| sin@? cos 2 sin 8 cos B € (3.11)
Yxy sin@cos® —sinBcos® (cosB? —sinB2)] \Y12
3ouz

A

o<

Figure3.3 Pli composite UD en-dehors de ses axes principaux
Les équations de transformation de base des contraintes (3.10) et des

déformations (3.11) peuvent étre réécrites comme suit :
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Ox 01 )
Oy = [TI5'{ 02 ¢,
Txy T12)
€y €1)
& ¢+ =[T]-11 & ¢,
Yxy Y12/

La substitution de la relation (3.10) et (3.11) dans les équations contraintes-
déformations (3.7), permet d’exprimer la loi de comportement d’un pli composite

a renforcement unidirectionnel dans le systéme d’axes arbitraires x et y.

Oy Ex
oy ¢+ =1[Ql4 & ¢, (3.12)
Txy YXY

avec: [Q] = [T]5 [QIITI.

La relation (3.12) devient :

Ox Qi1 Q2 Que]( &
Oy »=1Q12 Qz Qul{ & p (3.13)
Txy Qs Q26 Qesl Yxy

Dont les rigidités réduites transformées Qi]- sont données par la relation (3.14):
Q11 = Q11 cos* 0 + Q,, sin* 8 + 2(Qy, + 2Q¢e) sin? O cos? 6,

Q12 = (Q11 + 0,5 — 4Qg) sin? 0 cos? O + Qq,(sin* 6 + cos* ),

Q16 = (Q11 — Q12 — 2Q46) sin B cos® 6 + (Q12 — Q22 + 2Qg) sin 6 cos 6,
Q,; = Q7 sin* 8 + Qy, cos* B + 2(Q1, + 2Q¢g) sin? O cos? 6,

Q26 = (Q11 — Q12 — 2Qgg) sin® B cos 6 + (Q12 — Qa2 + 2Qg6) sin 6 cos® 6
Qes = [Q11 + Q22 — 2(Q12 + Qgg)] sin? 6 cos® O + Qg6 (sin* 6 + cos* 6),
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Par inversion, on peut déterminer la matrice de souplesses transformées [S]

exprimée toujours dans le systéeme d’axes arbitraires x et y.

Ex S11 S12 Sl (&

€

[92]]

£ ¢, (3.15)

y = |S12 22 Sy6

YXy §16 §26 §66 Y12
Dont les souplesses réduites transformées .S_’ij sont données par la relation (3.16):

S11 = S11 cos* B + Sy, sin* 6 + (251, + Sgg) sin? B cos? 6,

S12 = (S11 + Syp — Qgg) sin? 0 cos? 6 + Sy, (sin* 6 + cos? 9),

Sie = (2511 — 2815 — See) sin 0 cos 0 — (2S5, + 251, — Q) sin® 6 cos 6,

S, = Sqp sin* @ + S5, cos* 8 + (281, + Sgg) sin® 8 cos? 6,

So6 = (2511 — 2515 — See) sin 0 cos O — (2S5, — 251, — Sgg) sin 6 cos> 6

See = 2[2S11 + 25,5 — 4515 — See] sin? 8 cos? B + Sgq (sin* 6 + cos* 6),

Le comportement élastique d’un pli dans le systeme d’axes arbitraires x et vy, fait

intervenir de nouvelles expressions des souplesses réduites transformées S;; :

S = —, S =_2__
11 Ex 12 Ex Ey
C  — i c _Mxyx _ Nxxy
s 1 s Nxyy _ Nyaxy
S66 = 7 S26 = :
ny Ey ny
Avec: Ui,ij = ]/S_; pour Tij =0

M;ij estun coefficient de couplage non classique caractérisant une déformation

linéaire dans la direction i causée par un cisaillement dans le plan i-j.

'y-.
Et:77ij,i = g—lj pour O-ij =0

Nij,i est un coefficient de couplage non classique caractérisant une distorsion

angulaire dans le plan i-j causée par une contrainte normale dans la direction i.
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1.3 Théorie classique simplifiée des stratifiés :

L'hypotheése de base de la théorie classique des stratifiés est appliquée aux
plaques par I'expression des déplacements en tout point M d’une plaque, de
coordonnées (x, y, z), sous la forme de polyndme en z, généralement limités au
degré 3, et de coefficients dépendant de (x, y).

Le champ des déplacements simplifié (donné par la théorie de Kirchhoff-Love)
[20].
ulx,y,z) = ug(x,y,0) + 2z, (x,y),
v(x,y,2) = vy(x,y,0) + zp, (x,y), (3.18)
w(x,y,z) = wy(x,,0),
Sachant que les cordonnées ug, vy et wy estLe champ de déplacement du

point My(x,y,z), Le champ des déformations est exprimé en coordonnées

cartésiennes par les expressions suivantes :

du Jduy dp,
S Tox T ox | ox
dv 6170 6<py
ay "oy Py
dw  dwy
& =57 " oz =

&y =

ov ~ dw ow
Vyz = Zgyz = 3z + g = @y _ayo' (3.19)
_ ou ou ow 6w0
yxz - SXZ - az a (px ax a0
au v duy 0dvg dp, 0@,
G o (e s
Vey Exy ay ax 0x * dy +Z< ox + oy )

Ce champ de déformations est celui d’'un schéma du premier degré avec prise en
compte du cisaillement transverse.

La théorie classique simplifiée des stratifiés fait I’hypothése que la déformation
est continue a travers I'épaisseur du stratifié afin d’empécher le glissement d’un
pli par rapport a un autre. Le stratifié se comporte comme une seule couche (afin

d’éviter le délaminage) mais avec des caractéristiques élastiques tres spéciales.
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Alors toute droite normale a la surface moyenne avant déformation restera droite
et normale et gardera une longueur constante apres déformation, on ignore donc

les distorsions angulaires (Figure 3.4):

Yaz =0 et y,=0

[
»

SRl

Figure 3.4 Schématisation des déformations dans le cas de
La théorie classique des stratifiés

Cette hypothése implique que:

En tenant compte de ces deux relations, Le champ des déformations sera alors

exprimé par les expressions suivantes :

auo aZWO
& = —Z ,
X 9x 0x2
0170 aZWO
Evy = —Z , 3.20
Yy dy dy? ( )
auo avo aZWO
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Qui peuvent étre récrites sous la forme matricielle suivante :

(&) [ 0oy (2w0)
dx dx?2
dvg aZWO
&y = W e A 2,2 > (3.21)
duo | vy 0%wo
\Vxy J \ ox dy / \" 9x0y /

L’état de déformation {c}, en tout point du stratifié, peut étre calculé a partir de

la déformation plane {°} et de la courbure {k} du plan moyen.
{e} = (%} + z{k}

Le champ de déformations est la superposition de :

(3.22)

111.3.1 Déformations en membrane :

Les déformations en membranes obtenues de la relation (3.20) ne dépendent

que des cordonnées (x, y) du point H du plan moyen du stratifié:

(%) [ 2 )
0x
0 61]0
{9 =1 ¢€"y } =3 PV (3.23)
0 dug 4 9w
U/ ny \ax ayj

S’expriment exclusivement en fonction des déplacements (uy, vy) dans le plan
(Oxy) des points de ce plan.

11.3.2 Déformations en flexion et torsion :

Les déformations en flexion et torsion ou courbures sont aussi obtenues de la
relation (3.20), et ne dépendent que des cordonnées (x, y) du point H du plan

moyen du stratifié:

(Kx ) (0%wo
dx?2
62w0
(y=1{k t=—1221 (3:24)
62w0
kayj \" 9x0y /
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S’expriment en fonction des angles de rotation de la déformée du plan moyen et
de la cote z du point M. La matrice k(x, y) est appelée matrice des courbures de
la poutre sollicitée en flexion.

Le champ des déformations s’écrit alors :

eM) = g, (M) + &, (M)

Ou
gx gox kx
Ey = Eoy + z ky , (325)
gxy Soxy kxy
Sous forme abrégée, le champ des déformations s’écrit donc :
eM) =¢e(x,y,2) =&, (x,y) + zk(x,y) (3.26)

Les déformations en membrane ¢,, (x, y) et courbures k(x,y) ne dépendent que
des coordonnées (x, y) du point H du plan moyen du stratifié.

111.3.3 Champ de contraintes pour une couche k :
Les contraintes dans la couche k s’expriment par la relation générale (3.13) sous la

forme suivante :
Ox Qi Qiz Qe Ex
Oy = 612 622 626 & ¢, (3.27)
Ty)i LQie Qz6 Qesly \Yuv/y

L'utilisation des relations (3.25) et (3.27), nous aide a récrire cette derniere

expression sous une forme plus explicite (3.28):

Ox Q1 Qiz Qe €%y Qi1 Qiz Qe kx
9 ¢ = Q2 Qu Q| 1&% +2|Q2 Q2 Qu| | kv
Oxy J Qs Q26 Qes K Soxy Qs Q26 Qes K Ky
Ou bien:
0 (M) = 0, (x,y,2) = Qe®(x, ) + zQik(x, y). (3.29)

La matrice g, (M) représente la matrice des contraintes dans la couche k:

hy_; < z < hy,. la matrice de rigidité réduite Q, varie d’une couche a I'autre. Il en
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résulte donc une discontinuité du champ des contraintes entre couches
successives.

[1I-4 Loi de comportement d’'un matériau composite Stratifié :

Le comportement élastigue d’'un pli constitue la base avec laquelle le
comportement du stratifié est décrit, en tenant compte des caractéristiques
indépendantes de chaque pli.

Dans ce paragraphe, on va étudier le comportement du stratifié lorsqu’il est
soumis a un ensemble de sollicitations, cette étude est indispensable si I'on désire
gue la déformation du stratifié ne soit pas trop importante, ou bien que les
contraintes conservent des valeurs admissibles.

111.4.1 Comportement en Membrane :

Nous considérons dans ce qui suit un stratifié plan pourvu de la symétrie miroir.
L’épaisseur totale du stratifié est noté h. il est constitué de n plis. Le pli numéro k

a une épaisseur notée e. Le plan (x-y) est le plan de symétrie (ou plan moyen).

Ny,

; /\\\%\\\\>

S

y

v
v

Figure 3.5 Efforts de membrane appliqués sur un stratifié
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|
!
£ 7T g
,’I 2 | \\
h/2 Zo . / : 3
1 Zo ! | ‘\
Z:T i ‘.
1 . 1
_____________________ —_ __1_::_I J— _______I______._I'_>
Zy z I /
ZN-1 [ A § i ;
ZN Y I /)
\\ I //
L 4 N N ! ’

Figure 3.6 Géométrie des N-couches du stratifié

Le composite stratifié est soumis a des sollicitations dans son plan, qui sont
notées N,,N,,N,, (ou N,,) par unité d’envergure suivant la direction y ou la
direction x (Figure 3.5). Il s’agit la d’efforts dits de membrane, ou éléments de
réduction pour les contraintes, ou encore flux d’efforts dans le stratifié.

Les efforts de membrane sont obtenus par intégration des contraintes par unité

d’envergure de chaque couche a travers I'épaisseur du stratifié.

(Ney 2 o
I N, } = { 0y } dz (3.30)
Lny) J—h/2 \Txy J

N, : Effort résultant dans la direction x par unité de longueur suivant vy.

Ny : Effort résultant dans la direction y par unité de longueur suivant x.

ny : Cisaillement de membrane par unité de largeur suivant la direction y.

Dans le cas du stratifié, on a une répartition continue des contraintes dans une

couche, mais discontinue d’une couche a une autre.
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Les efforts en membranes seront exprimés sous la forme :

(N SLNEZ
¢ Ny =300 {9 ¢ dz (3.31)
KnyJ JZk—l \Tny k

Ou z,_1 et z;, sont respectivement les coordonnées de la couche d’ordre k et k-1
dans la direction perpendiculaire au stratifié définies par la Figure 3.6.
La substitution de I’'équation (3.28) dans I’équation (3.31) nous donne :

Ny =~ = — Z)
I( \I v Qi1 Qiz Qe (&%) ke ) ]

{Ny =Z Qiz Qa2 Qe l{ goyf+z ky jdz (3.32)
kny = Qs Qz6 Qe k Yz, b/oxy k

Puisque la matrice [Q], n’étant pas en fonction de la distance z, [¢°] et [k] sont

Xy

indépendantes de z et de I'ordre de la disposition des couches dans le stratifié, la

relation (3.32) peut alors étre écrite comme :

N
* A;r Az Al (€% [Bin Biz Big]( K«

SN =(An An A {Eoy }+ Biz Bz By |{ ky (3.33)
|
v At Aze Aso bfoxy) Bis B2s Besl \kxy
xy

Dont les coefficients 4;; sont appelés les rigidités de membrane :

n
A= z(Zk — Z_1) @k
k=1
n n

= [Aij] Ay = Z(Zk — Zy—1) (Q ]) = z ((_?ij)k €k (3.34)
k=1 k=1
Les coefficients B;; sont appelés les rigidités de couplage :

n
1 _
= EZ(Z’% - 213—1) Qk
k=1

B = [BL] ) l] = ZZ(Zk Zk 1) = Z a eka (3.35)
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L'intégration des deux premieres équations d’équilibre (2.44), suivant I'épaisseur du
stratifié, conduit aux relations fondamentales de mouvement relatives aux

résultantes en membrane :

ON, . ONy 9%u 329,
ox + ayy + Fx + T1x — T2x = Ps 9t2 + R ot2 (3'36)
N, = N, L 0’9y
E+?+FV+T1Y_T2)/_'05F+R 3.2 (3.37)
D’ou

h/2 h/2
F, =f pydz et E, =f pydz

_h/2 _h/2

Les contraintes de cisaillement exercées sur les faces supérieures et inférieures du

stratifié sont :

Tix = Oxz <h/2> et T2x = Oxz (_ h/2>

T1y = Oy <h/2> et T2y = Oyz <_ h/2>

La masse surfacique du stratifié au point (x,y) :

h
Ps = Yh=1 f_;ik_l prdz = Y_q pr(hy — hye—y), (3-38)
1
R = Ezllyzl pr(h?, — h?,_1), (3.39)

I1I- 4.2 Comportement en flexion et torsion :

- Résultantes en flexion :
Les relations fondamentales des stratifiés font également intervenir les moments
résultants des contraintes sur un élément du stratifié. Les moments de flexion et

de torsion sont définis par :

M, Oy
My = 27(1:1 Oyy zdz (3.40)
Mxy Zk—-1 O'xy k
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Les composantes M, et M, sont les moments de flexion suivant les directions x et
y, respectivement, et la composante M,, est le moment de torsion. Ces

composantes sont schématisées sur la figure (3.7)

My
My 1~
S > x
y A —— s
x e M
.7 xy *
” ’
// ,/
e
-7 / ) h
/ My/l/

y

Figure 3.7 Schématisation des moments de flexion et de torsion
- Résultantes en cisaillement :
Les résultantes en cisaillement sont définies par unité de longueur du stratifié :

J-2] ]
= dz (3.41)
[Qy ;j O-J’Z k

Zk—1

Figure 3.8 Schématisation des résultantes en cisaillement

50



Chapitre 111

Comme les résultantes en membranes et les résultantes en flexion, les résultantes
en cisaillement sont définies par unité de longueur du stratifié.

La multiplication des deux premiéres équations d’équilibre (2.44) par z puis les
intégrer suivant |'épaisseur du stratifié, conduit aux relations fondamentales de

mouvement relatives aux résultantes en flexion :

oM, aMxy h . aZuO 92 (Px
dx + dy +E(T1x +T2x)+Px _Qx = RW"'Ixy (3 42)
oM, ~ 0My, = h B a 92wy 92
dy + ox + E(le + TZy)‘l'Py — Qy - 6t2 + Ixy Py 2 ,(3 43)
Avec P, et P, les composantes des moments des forces volumiques exercées :
h/z h/z
_h/z —-h )

La grandeur Ixyest le moment d’inertie par rapport au plan moyen (oxy) du

stratifié localisé aux points (x, y) et ayant des cotés égaux a l'unité, et s’écrit :
_1yn 3 3
Ly =3 Zk=1Pk (% — hii—1), (3:44)

L'intégration suivant I'épaisseur du stratifié de la troisieme des équations (2.44)
conduita:

00, 52Wo
0x otz ’
D'ou: g est la différence entre les composantes de pression exercées sur

d
47%+q+5—ps (3.45)

chaque face du stratifié : o, <h/2> et g, <_ h/2>

Avec:
h /2
= na
_h /2

Une relation indépendante des résultantes de cisaillement suivant notée (3.46):
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0%M, N 0°M, , 0°M
0x? dy? 0xdy

9%wy 3u, 93y, 3p, 03¢,
_ R I
Ps ez <6x8t2+6y6t2 T \Gxaez Y ayar?

Dans la plupart des cas, les termes d’inertie de rotation peuvent étre négligés et,

en I'absence de forces volumiques et de contraintes de cisaillement sur les faces,
I’équation (3.46) se simplifie a :

22— = 3.47
dx2 + dy? + dxdy T4 =P at? (347)
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COMPORTEMENT EN FLEXION DES POUTRES
COMPOSITES SANS CONSIDERATION DE
L’EFFET DU CISAILLEMENT TRANSVERSE



Chapitre IV

IV.1 Introduction :

L’analyse d’une structure composite est plus complexe que celle d’'une structure
en matériaux traditionnels, métalliques par exemple. Cela est d( au caractere
hautement anisotrope des propriétés mécaniques du matériau de base, tant sur
les plans raideur que résistance, qui sont concentrées dans la direction des fibres.
I'importance de développer une analyse sur le comportement en flexion des
poutres est liée d’'une part a l'utilisation des poutres comme élément de base
dans la réalisation des structures, et d’autres part a la caractérisation des
propriétés mécaniques des matériaux stratifiés et a partir d’essais de flexion

réalisés sur des éprouvettes en forme de poutres [21].

IV.2 Equations de comportement en flexion de poutres composites
Stratifiés :
Une poutre est une membrane mince soumise a des charges transversales

généralement normales a son axe. La poutre est I'élément structural le plus
répandu, puisqu'elle fait partie intégrante de la plupart des ouvrages de
construction ou des pieces machines.

En réaction aux charges appliquées, des forces et des moments internes se
développent dans la poutre pour maintenir I'équilibre. On appelle effort
tranchant T la force interne transversale et moment fléchissant M le moment
interne. Dans ce chapitre, nous étudierons ces forces et ces moments; nous allons
voir de quelle facon ils varient d'une zone a l'autre le long de la poutre et ou sont
situées les zones les plus sollicitées afin de pouvoir déterminer le type de poutre a

utiliser.
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IV.2.1 Types de poutres

A. Poutre simple

C'est une poutre reposant sur deux supports; |I'appui double et I'appui simple. Les
points d'appui sont articulés de facon a ce que les extrémités puissent se mouvoir

librement pendant la flexion. La figure 4.1 montre une poutre simple.

|
A &

Figure.4.1 Cas d’une Poutre Simple

B. Poutre console

C'est une poutre encastrée dans un mur a une l'extrémité. L'extrémité encastrée ne
bouge pas pendant la flexion, tandis que I'autre extrémité est entierement libre. On
appelle aussi cette poutre, poutre en porte-a-faux ou poutre encastrée a une

extrémité. La figure 4.2 montre une poutre console.

Figure.4.2 Cas d’une Poutre Console
C. Poutre avec porte-a-faux
C'est une poutre qui repose sur deux appuis (un simple et I'autre double) et a une

ou deux extrémités qui dépassent

de facon appréciable les appuis

(porte-a-faux).On appelle aussi cette 8

poutre; poutre en porte-a-faux

(Figure 4.3).
Figure.4.3 Cas d’une Poutre avec Porte a Faux
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Les Poutres sont classées suivant leurs appuis. Les trois types de poutres
précédentes entrent dans la catégorie des poutres statiquement déterminées
(poutre isostatique), puisqu’elles possédent trois inconnues reliées aux trois

degrés de liberté et par le fait méme aux trois équations d’équilibre [21].

D. Poutre encastrée et supportée

C'est une combinaison des types A et B. On note que la poutre est liée quatre fois
(4 inconnues), c'est donc une poutre en équilibre hyperstatique. La figure 4.4

nous présente une poutre encastrée et supportée.

l YV V.V V VY JV

&

Figure.4.4 Cas d’'une Poutre Encastrée et Supportée

E. Poutre continue

C'est une poutre supportée par plus de deux supports, c'est donc une poutre en

équilibre hyperstatique. La figure 4.5 nous montre une poutre continue.

VYV VVVYVY l
| ]

A £ don

Figure.4.5 Cas d’'une Poutre Continue

F. Poutre a double encastrement

C'est une poutre supportée par

deux encastrement, c'est donc une l

poutre en équilibre hyperstatique. | |

La figure 4.6 nous schématise une

poutre a double encastrement. Figure.4.6 Cas d’'une Poutre a Double Encastrement
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G. Poutre supportée a double encastrement

C'est une poutre soutenue par deux encastrements et supportée par un ou
plusieurs supports, c'est donc une poutre en équilibre hyperstatique. La figure 4.7

nous montre une poutre supportée a double encastrement.

&,

Figure 4.7 Cas d'une Poutre Supportée a Double

Les poutres D a G sont des poutres hyperstatiques. Elles ont plus de fixations ou
supports que nécessaires. Cependant, ces supports augmentent la capacité
portante de la poutre. Les équations de la statique ne suffisent pas pour analyser

ces poutres. On a recourt a différentes méthodes.

IV.2.2 Types de charges
On peut distinguer les différentes charges suivantes :

e Charge concentrée

e Charge uniformément répartie

e Charge non uniformément répartie

e Couples
Dans les charges concentrées, il y a aussi les charges axiales et les charges
obliques ou inclinées par rapport a |I'axe. Dans la pratique, on peut rencontrer ['un
ou l'autre des types de charges ou une combinaison de plusieurs types de

charges. Il est bon de pouvoir les reconnaitre et les identifier [21].
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IV.2.3 Lois de comportement

On a besoin de revoir les concepts et relations données par la résistance des
matériaux appliquées aux poutres isotropes (en matériaux classiques), La théorie
des poutres considere que la longueur L de la poutre est trés supérieure a sa

largeur b [19].

Figure 4.8 Elément Poutre

L’objectif de ce chapitre est de schématiser le comportement mécanique des
poutres stratifiées sollicitées a la flexion pure, pour simplifier au mieux I'analyse
de la structure, nous verrons que cette simplification consiste a ramener le
probléme initialement a trois dimensions (x, y, z) a un probléme a deux dimension

(x, y) de difficulté moindre.
IV.3 Moments de flexion
Le champ des moments s’explique en introduisant I'expression (3.28) des
contraintes dans la relation (3.40), soit :
n [Qun Qiz Que [ (&) ke )]
M (x,y) =Z Qiz Qa2 Qu |Z{ e t+2z2%{ k, | dz (4.1)
o Qs Qz6 Qs K Zk_ll b/oxy Ky J

Zy
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Puisque la matrice [Q], n’étant pas en fonction de la distance z, [¢°] et [k] sont

indépendantes de z et de I'ordre de la disposition des couches dans le stratifié, la

relation (4.1) peut alors étre écrite comme :

n

1 - 1
Mp(x,y) =5 [Z (i — z-1) Qk] '(x,y) +3

k=1

n

PRCETE ék] k(xy) (42)

k=1

La matrice des moments de flexion s’écrit donc suivant :
Me(x,y) = Be®(x,y) + Dk(x,y), (4.3)
En introduisant les matrices de rigidité en flexion D et la matrice de couplage

membrane-flexion-torsion B :

n
1 —
=3 ) G =% D0
k=1

(4.4)
e
D = [Dl] = Z(Zk Zk 1) (Ql] Z(QU (ekzk 12)
L’expression developpee des moments s’écrit sous Ia forme :
"My [Bir Biz Bis][€%x] [Pu1 Dz Die][ Kx ]
M, Bi; By Bylle?y, Di; Dy Dyl ky |, (4.5)
M,y I IBig Bas Beelle®y,] LDig Dyg  Degllkeyy |

Les moments de flexion et de torsion sont donc fonctions des courbures en
flexion et en torsion, mais sont également fonctions des déformations en
membranes.

IV.4 Contraintes et Déformations:

Un stratifié est dit symétrique si le plan moyen est un plan de symétrie.

Deux couches symétriques ont :

- La méme matrice de rigidité[Qy; | ,

- La méme épaisseur gy,
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- Des cotes opposées z, et — zy
Il en résulte que les coefficients B;; de la matrice de rigidité du stratifié sont nuls.
L’équation (4.5) se réduit a :

M, Dy1 Dz Dig][ kx

My =Dz D2z Diys||ky ] (4.6)

Mxy D16 D26 D66 kxy
Il n"existe donc pas de couplage membrane-flexion dans le cas des stratifiés

symétriques. Il en résulte que le comportement des stratifiés symétriques est plus
simple a analyser que celui des stratifiés présentant un couplage membrane-
flexion/torsion. En outre, les stratifiés symétrigues ne présentent pas une
tendance au gauchissement due aux déformations (contractions) induites lors du
refroidissement consécutif au processus de mise en ceuvre des matériaux [19].
Les poutres stratifiées symétriques sont donc largement utilisés, a moins que des
conditions spécifiques nécessitent un stratifié non symétrique. Par exemple, en
stratifié utilisé comme bouclier thermique, et exposé a une source thermique sur
une seule de ses faces, sera congu suivant une structure non symétrique.

comme : ky,kyet k,, sont définis dans les relations (3.24) :

aZWO(x' y)

o == 0x?

. P*woxy)
ky = — 25000 (4.7)
7 0°wo (x,y)

dxdy

L’équation (4.6) peut étre écrite sous la forme inverse suivante :

Ky = —

ky D*11 D*12 D*16][ My
ky | =|D"12 D"z D 6| M,y (4.8)
Ky D*16 D36 D6l Myy
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Ou D% sont les  éléments

[Di]- matrice de rigidité en flexion donnés par la relation (4.6) :

1
D*, = Z(D22D66 — D?%3),
i 1
D*1, = — Z(D12D66 - D16D26);

1
D*16 = Z(D12D26 - D16D22),

1
D"y, = Z(D11D66 - D216):

1
D*y6 = — Z(D11D26 — Dy1¢D13),

1
D*¢6 = K(DnDzz —D?1),

A est le déterminant de la matrice [Di]-] :

A= Dy1Dy;Dgg + 2D13D16Dz6 — D11 D? 26 — D2y D%16 — D?13 Dy

de

Dans le cas d’une flexion suivant I'axe x, les moments de flexion et de torsion

M, et M,, sont supposés nuls. Ainsi que la fleche wy ne dépend que de x:

M, =0, My, =0

wo = wo(x)

Donc les équations (4.7) et (4.8) conduisent a:

Pwo(x)
ke =~ = D'l
9%w (x) *
ky = —a—yz= D*1, M,
02wy (x)
kyy = —2———>=D*(M
xy axay 16 x
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L’équation (4.11) montre que les courbures k,, et k,, sont fonctions du moment
de flexion M,., et ce qui explique aussi que la fleche w, dépend a priori de la
variabley.

Cet effet est particulierement important dans le cas d’éprouvettes de flexion de
laboratoire, de forme plus proche d’une lame que d’une poutre. Il en résulte que
la flexion et la torsion induites par les termes D*;, et D*;4 dans les équations
(4.11) tendent a produire un décollement partiel de la poutre sur ses supports
[22].

Cet effet est toutefois négligeable dans le cas ou le rapport longueur sur largeur
(L/b) est suffisamment élevé.

Suite a I'hypotheése (4.10), les équations (4.11) s’écrivent :

dZWO .
dxz = —D llMx (4‘12)
Connaissant la formule de la fleche d’une poutre en flexion:
dZWO M
= — 4.13
dx? E.lL, (4.13)
En introduisant la formule du module d’élasticité longitudinale E,
D — WE, 1
=12 7 by
E, = 12 4.14

Le moment quadratique | de la section droite de la poutre par rapport au plan
(xy) :

bh3
I=1, = 17 (4.15)
Le moment de flexion total M (par unité de largeur b) :
M =DbM, (4.16)

62



Chapitre IV

Compte tenu des hypotheses faites, I'équation (3.49) de flexion des poutres sans

I'effet de cisaillement transverse et dans le cas des problemes de statique se

réduit a:
O°M, +q=0 417
5+ =0. (417)
En tenant compte de (4.12) et (4.13), cette équation s’écrit :
d4W0 N dzMx N
At = LU dx2 =D"11q (4.18)
En posant :
p = bq
Ona:
d*wy, p
= —, 4.19
dx* E,I (4.19)

Dans la plupart des cas, les termes d’inertie de rotation peuvent étre négligés et,

en I'absence de forces volumiques et de contraintes de cisaillement sur les faces :

My _ 4.20

dx - Qx ( " )
ou bien:

dM

—_= 4.21

=0 (421)
En posant :

Q = be

Les contraintes dans la couche k du stratifié s’écrivent :

Ox 611 612 (_216 Ky
Oy = Z 612 (_222 (_226 ky (4.22)
Ty )y 616 (_226 (_266 Kk kxy
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C'est a dire:
Ox Qu Qiz Q6] [P'11 D'z D™16] (My
Oy =2z |Q2 Q2 Qu| |P12 D22 D7 0
Ty ) Qs Q26 Qesdi D716 D26 D76l \ 0
D’ou:

ox = Z(QﬁDﬁ + Q5 D5, + Qf6Df6)Mx;
Uyky = Z(Q{CZDE + Q%,D;, + Q§6Df6)Mx'
Ufy = Z(Q{%Dﬁ + Q5 D5, + égéDf6)Mx;

Sachant que :

M

Mx:? | " _h3M

121 TS * 7121
T

Les expressions de ces contraintes peuvent étre réécrites sous la forme :

h3  _ _ _ M
ox = E(Qj’ﬁDﬁ + Q5D + QfeDm)TZ'

h3  _ _ _ M
ox, = E(szDﬁ + Q5,D5, + Q§6D16)TZ,

h3  _ _ _ M
Ufy = E(Q{%Dﬁ + Q%sDiy + Qg6D16)TZ;

En posant :

h3  _ _ _
r = E(QﬁDﬁ + QF, D, + QfsDis)

axx
h3  _ _ _
al;y = E(QfZDﬁ + Q%, D, + Q§6Df6)

h3  _ _ _
ar, = E(Q{%Dﬁ + Q%sD1, + QésD1s)
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Les équations (4.40) deviennent :

M
ok, = aby =z (4:26)
M
k — gk
Jyy yy T (427)
M
a,ﬂ‘y = a’,ﬁy I (4.28)

Les expressions précédentes des contraintes ne sont correctes qu’a une distance
assez éloignée (>h) des bords de la poutre. lls ne sont donc applicables qu’au cas
de poutres ayant un rapport b/h assez élevé.
Puisque la poutre est supposée de longueur L assez élevé par rapport a sa largeur
b, on peut négliger la déformation dans la direction vy, soit :

&y =0, Yoy =0, Yyz = 0.

D’autre part, les contraintes, déformations et déplacements ne sont fonction que

de x et z.
ao-kxx aO-kxz
=0 4.29
x| oz (4:29)
D’ou :
do®,, B do¥ ., _ p laMm
dz dx ™ Tax’
gk, = —axx (Z + Cp). (4.30)

Les constantes C;, dans chaque couche sont déterminées en annulant g, sur les
faces supérieures et inférieures, et en assurant la continuité de g,, entre chaque
couche. Dans le cas de la flexion des poutres, la prise en compte du cisaillement

transverse ne modifie pas la répartition des contraintes dans le stratifié.
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IV.3.1 Flexion 3-Points :

N
O

P/2

/2

W

Figure 4.9 Sollicitation d’une poutre en flexion 3-points

Nous considérons une poutre en flexion 3-points. La symétrie du probleme
conduit a ne considérer qu’une moitié de poutre. Le moment de flexion s’exprime
comme suit :

1- Détermination des Réactions aux Appuis :

ZMAZO: RB=
ZMB=O: RA=

s l
On va considérer le trongon (0 <x< E):

M+Ryx=0 = M=—Ryx
Px
M = 5 (4.31)

Ou P est la charge totale exercée au milieu de la poutre. En reportant cette

N T N

derniere expression dans (4.13), il vient :

d’wy M _ Px
dx? ~  E,J 2E,I’

(4.32)

N e~
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Dans le cas des appuis simples, les conditions aux frontiéres sont pour x=0:

M =0, wy =0 (4.33)

D’autre part, la symétrie impose que, pour x = l/2 :

dw,
I 0. (4.34)
On integre la relation (4.32) pour obtenir la fleche :
dwy, Px Px?
ax j 21X T O

Px?
Wy =_[(4Ex1+cl>dx
Px3
T 12E,1

Pour déterminer les constantes C; et C,, on applique les conditions aux limites

(4.33) et (4.34) :

Wo + C1x + CZ (435)

Px3
pour x =0 W0=12Ex1+61x+C2=0, C;, =0
2
2 2
pour x = !/ W _ +C, =0, C=-— o
2 dx 4E. 1 16E, I

2- Détermination de la fleche :

La fleche wy s’écrit :

Px3 P2 P2 2x\2
Wy x|3— (—) : (4.36)

T12E1  16EJ1 " 48E,I l

La fleche maximum w,,,,,, de la poutre est déterminée pour x = l/z :

_ PP PP D
Wmax = 48p 17 a8p 1

(4.37)
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Cette relation peut étre utilisée pour déterminer soit le module de flexion de la

poutre, soit le coefficient Df;, connaissant la fleche w,,,, au centre pour une
charge imposée P :

PP PP 438

* 48wy, 4bh3w,,,’ (4.38)
48bw.

D, = T;n (4.39)

3- Détermination des Contraintes :

Les contraintes dans la couche k s’écrivent d’aprés (4.26) a (4.28) :

Px
a,i‘x = —6a§x WZ'
i " Px
Oyy = —6Clyy WZ, (4.40)
Px
O'fy = —6(1];3, WZ’
Ces contraintes sont maximales pour x = l/z, soit:
Pl
O-Jicx - _3a§x WZ'
i i Pl
Oyy = —3ay, WZ' (4.41)
Pl
O'chcy = —3(15}, WZ,
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IV.4.2 Flexion 4-Points :

P/2

A ‘ E A

P/2

-P/2

1 1
N/S _p||/8/

Figure 4.10 Sollicitation d’une poutre en flexion 4-points

Nous considérons une poutre en flexion 4-points, chargée avec deux charges P/2
exercées aux quarts de la longueur entre appuis. La symétrie du probléme conduit
a ne considérer qu’une moitié de la poutre. Le moment de flexion s’exprime
comme suit :

1- Détermination des Réactions aux Appuis :

3P IP P
ZMA=O$RBI_____O — RB:E

8 8
Mgz =0 —R l+—3lP —lP 0 R P
= —1 = —1 = —
Z B 4478 8 472

e Pour le trongon (0 <x< i):
M+Ryx=0 = M=—-—=-x (4.42)

l l
e Pour le trongon (Z <x< E):

p l
M+RAx_E(x_Z)=O = M=—— (443)
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2- Détermination de la fleche :

P est la charge totale exercée au milieu de la poutre, en reportant cette

expression dans (4.29), il vient :

d?wy d?wq M Px !
= = ——= 0<x<- 4.44
dx? dx? E,l  2E.I’ -7 T4 ( )
d2w d2w M Pl l l
20= 22=——= , - <x<- (4.45)
dx dx E,l  8E,I 4 2
En introduisant :
l
Wy = Wy pourOSxSZ
l < l
Wy =W our —<x<-
0 2 p 4 5

Dans le cas des appuis simples, les conditions aux frontieres sont pour x=0:

M =0, w; =0 (4.46)
La symétrie impose que la pente de la déformée s’annule au centre de la poutre,
soit pour x = l/z :
dw,
— =
Comme, la continuité de la fleche et de la pente de la déformée doit étre assurée
pour x = l/4 :

(4.47)

dwy dw,
Wy = Wy, I - dx (4.48)
En intégrant les relations (4.44) et (4.45), on obtient la fleche :
PI? x 2
W1=—192Ex1x[9—16(7) ] (4.49)
P x X\ 2
W2=—768Ex1x[1—487+48(7) ] (4.50)

Ces expressions permettent de déterminer la fleche w,au point x = l/4 et la

fleche w, au centre x = l/z :
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P3P D (4.51)
w, = = , .
97 96E,1 96b !
_11pP _11Pl3D* 15
We = 768E.1  768b 1V (4.52)

Ces relations peuvent étre utilisées pour déterminer soit le module de flexion de

la poutre, soit le coefficient Di; a partir de la mesure des fleches w, ouw, .

£ - P’ PP 453
¥ 96lw, 8bhiw,’ (4.23)
£ 11P°  11PP 154
¥ 768Iw, 64bh3w,’ (4-54)
Et:
Dr. — 96bw,  768bw, st
U7 p3 T 11PB (4:55)
3- Détermination des Contraintes :
Les contraintes dans la couche k s’écrivent d’aprés (4.26) a (4.28) :
Px
O-Jicx = _6a§x WZ'
P [
ok = —6ak,—z  0<x<- (4.56)
bh3 4
Px
O'fy = —6(1];3, WZ’
Et:
3 Pl
O-Jicx = _Ealygx WZJ
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. 3, Pl l l
O'yy = —any WZ’ Z <x< E (457)
3 Pl
k _ k
O-xy = —Eaxy IVE Z,

La comparaison avec les relations (4.41) explique que pour le trongon(O <x< é)

les contraintes sont exprimées par des relations identiques a celles trouvées dans
le cas de la flexion 3-points.

D’autre part, la comparaison entre les relations (4.56) et (4.57) montre que les
contraintes maximales se produisent pour x compris entre L/4 et L/2, Les

contraintes étant indépendantes de x dans cet intervalle.
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Chapitre V

V.1 Introduction :

Dans le chapitre précédent, on a pu décrire les champs de contraintes et
déformations dans les poutres composites stratifiées peu épaisses, excepté
dans les régions peu étendues prés des bords des stratifiés. Dans le cas d'une
structure sollicitée en flexion, la rigidité et la résistance en flexion augmentent
rapidement avec |'épaisseur des stratifiés constituant la structure. Toutefois,
pratiquement seules les couches externes supportent les charges imposées a la
structure.

Par contre dans le cas des stratifiés épais (rapport largeur sur épaisseur
inférieur a 10), la théorie des poutres Euler-Bernoulli devient assez mal adaptée
a la description du comportement mécanique : fleche du stratifié, répartition
des contraintes, etc. Dans le cas ou le cisaillement transverse est pris en
compte, une introduction des facteurs de correction aux modules de
cisaillement transverse du stratifié devient nécessaire. Cette analyse a été

initialement développée par la théorie de Timoshenko [23].

V.2 Equations de comportement en Flexion en tenant compte du
Cisaillement Transverse:

V.2.1 Relation Contrainte-Déformation :

La relation entre les contraintes et les déformations dans une couche k

s’exprime comme suit :

o _
(Y [Qui Qz Qs 0 078\

o _ _
Ti’;’ Qiz Qa2 Qe 0 0|
3 * =1Qi6 Q26 Qos 0 0[S Yo 3 (5.1)
, , 0
Tyz 0 0 0 Ca Cus[|Y vz

’ 0
1,/ L0 0 0 Cus Cssl Vi

Le champ des contraintes est constitué des contraintes en membrane:

Oxx, Oyy, Tyy €t des contraintes en cisaillement transverse : 1y, Ty,, et on peut

XX’ Yyy yzZ)»
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aussi remarquer a partir de la relation (5.1) que ces deux champ sont
découplés. Les rigidités réduites transformées Qi]- sont données par la relation
(3.13) et les coefficients C;j sont donnés par :

Chq = Cyqc0S? O + Css sin? 0,

Chs = (Css — C4q) sin B cos 6, (5.2)
Css = Caq sin® 0 + Css cos? 6,

Les contraintes en membrane dans la couche k sont données par la méme

relation (3.31):

_ _ _ 0 _ _ _

Oxx Q11 Q2 Qig| (€ xx Qi1 Qiz Que] (*xx
— In ~ raY 0 n ra) n

Oy ¢ ={Quz Qzz Que| 1€y t+2|Q1z Q2 Quel| {Kyy
_ _ _ 0 _ _ _

Ty J Qs Q26 Qssl, \& xy Qs Q26 Qosl, \fxy

Les contraintes en cisaillement transverse dans la couche k s’expriment par :

Tyz Caa  Cus YOyZ
- (5.3)
Cys  Cssd (V0

T.X'Z

V.2.2 Résultantes en moment fléchissant :

L’équation constitutive d’un stratifié symétrique en flexion pure, tenant

compte du cisaillement transverse s’écrit sous la forme :
M, D1 Diz Dy kx
My | =Dz Dy D] ky
Mxy D16 D26 D66 kxy

, (5.4)

Les coefficients D;; ont été introduit dans la theorie classique des stratifies par

la relation (4.20).
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L’équation des moments (5.4) a une forme identique a celle des moments
(4.22) de la théorie classique des stratifiés, d’ol les expressions des courbures

e Ky, Koy

09,
fex ox’

dp,
ky = W’

do, 09,
xy = oy i

L’équation des moments (5.4) peut étre écrite sous la forme inverse suivante :
Ky D*11 D1 D¥6][ Mx
ky | =|D"12 D" D*|| My | (5.5)
kyy D*16 D*36 D76l [Myy

Ou les coefficients D*;; sont les éléments de la matrice inverse de [Dl-j] donnés

par la relation (4.25).

La déformation en flexion ¢, est donnée par:

doy
dx '’

Exx =Z (5.6)

Nous nous plagcons dans I’hypothese ou les fonctions ¢, et w, sont

indépendantes de la variable y, c'est-a-dire :

P = @x(x), wo = wo (x). (5.7)

De I’équation (5.5), nous tirons la relation donnant le moment M, :

_dox
dx
L’hypothése (4.9) de la flexion des poutres est également appliquée a la théorie

kx == D*llMxi (58)

prenant en compte le cisaillement transverse.

M, =0, M,, = 0. (5.9)
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V.2.3 Résultantes en Cisaillement :

Compte tenu des expressions (3.44) et (5.3), I'’équation des résultantes en

cisaillement s’écrit :

Qy Fiq  Fys VOyZ
= , (5.10)
Qx Fys  Fssl|v°,,
Avec:
n
Fyj = Z(Zk - Zk—l)(Ci’j )k, I,j =45 (5.11)
k=1

Les coefficients F;; ont la méme forme que les coefficients 4;;(3.37). lls sont
différents par l'utilisation des coefficients Cl-’j de rigidité en cisaillement
transverse au lieu des coefficients Qi]- de rigidité réduite (3.13).

Les déformations en cisaillement transverse sont données par la relation :

6W0

0 _

)4 vz ay + <py
aWO

yo,, = M T @y

L’équations des résultantes en cisaillement (5.5) est découplée, et peut étre

écrite sous la forme inverse suivante :

0

* *
F44 F45

Qy
, (5.12)
Yo, Fr4s  Frs5110Qy

Ou les coefficients F*;; sont exprimés dans le cadre de la théorie initiale du

cisaillement transverse :

Fss
Frap = =,
44 = Zp
Fys
F e = —, 5.13
45 = 3p (5.13)
Fay
Fros = —2
55 =A@
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avec:
AF = Fj4Fs5 — F%4s

La déformation en cisaillement moyenne Y., sont alors données par les

expressions :

dWO

0 = — 14
YVaz = @x + 7 (5.14)

Dans le cas d’une flexion pure, les relations fondamentales (3.45) a (3.48) des

plaques se réduisent a :

0Qy | 90y _

el q=0. (5.15)
- =0, (5.16)
oMy | oMy

5= 0, =0, (5.17)

En reportant la relation (5.9) dans I'équation d’équilibre (5.17), nous trouvons

que la résultante en cisaillement Qy est nulle :
Qy, =0. (5.18)
De I'équation (5.12), nous tirons :

dWO

)/)?Z =@y + E = F*SSQX' (519)

En reportant les expressions (5.8) et (5.19) dans l|‘équation (5.16), nous

obtenons :

d? D* dw
Py 11 ( ’ 0) _ (5.20)

dxz B F*55
En introduisant le module de Young E, de la poutre donné par la relation

(4.30) :
o 12
¥ D* 1 h3

Et le module de cisaillement G, ,de la poutre sera exprimé par:
1

hF*55 .
78
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L’équation (5.20) devient alors:

—_—— +_
dx? I E, dx
De méme, en reportant I'expression (5.19) dans I’équation (5.15), nous

d* bh G dw
Px XZ ( ¥ 0) —0 (5.22)

obtenons :
d*w, d
0+ Px
dx? dx
En prenant compte de la relation (5.21) et de la charge: p = bq, on aura:
d’w, do, 1
+ +
dx?  dx @ hG,?P

+F*55q = O, (523)

=0, (5.24)

On peut conclure que les équations (5.20) et (5.23), ou (5.22) et (5.24),
constituent les équations fondamentales des poutres en flexion de stratifiés
symétriques, tenant compte de la déformation en cisaillement.

Comme le moment de flexion total M (par unité de largeur b) est donné par la

relation (4.32) : M = bM,,, la relation (5.8) s’écrit comme:

d(p"—D* M—M 5.25

Apres avoir reporté I'équation (5.21) dans I"équation (5.22).0n compare la

dérivée de I'équation (5.25) avec I'équation (5.26) afin d’obtenir une nouvelle
équation fondamentale des poutres en flexion de stratifiés symétriques, tenant

compte de la déformation en cisaillement:

am, 1 ( N dwo) 5 26
dx B F*55 Px dx ’ ( . )
Ou bien:
M bha (¢ + dWO) 5.27
dx - XZ (px dx ) ( . )
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V.2.4 Contraintes de flexion:

Les contraintes dans la couche k du stratifié s’écrivent :

Ox Qi Qiz Qe 2
Ty =z |Qiz Q2 Qu ky (5.28)
Ty ) g 616 (_226 (_266 Kk kxy
Ou sous la forme explicite:
Ox Qi1 Q2 Que] [P"11 D12 D'i6] (M,
9 ¢ =2z|Qz Q2 Qu| |P12 D22 D24 0
Ly /), Qs Q26 Qoo K D*16 D% D661\ 0

ox = Z(QﬁDfl + Q5D + é{{6Df6)Mxl
o, = z(Q%,Di1 + Q5, D5, + Q%sDis ) M,, (5.29)
Tf’y = Z(é{%Dl*l + Q5¢Di; + ég6Df6)Mx»

Les expressions de ces contraintes peuvent étre réécrites, en introduisant M, |

et les relations (4.25) donnant ak,, a'}fy, a'gy:
O = A%y ?z, (5.30)
03’,‘}, = a’;y ?z, (5.31)
T,’f.y = a,’§y gz, (5.32)

Il en résulte que les expressions des contraintes dans la couche k du stratifié ou
le cisaillement transverse est pris en compte sont les mémes obtenues avec la
théorie classique des stratifiés en flexion pure.

V.2.5 Contraintes de cisaillement:
La contrainte de cisaillement o,, dans les couches se déduit des relations

fondamentales des poutres (2.44), soit :
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=0 5.33
ax | oz (5:33)
dak dak
vy yz
=0 5.34
dy * 0z ( )
D’ou:
do,, B do¥ B , 1dM £ 30
dz dx T ax ~ (5:35)
dak dak 1dM
vz _ yw o aM
p 3y Ayy T dx Z. (5.36)
k v @ )
0%y, = —axxz(z + Cp,). (5.37)
k _ k Q 2 /
a*,, = —ay, Z(z + C'}). (5.38)

Les constantes C), et C'; dans chaque couche sont déterminées en annulant
gy, et gy, sur les faces supérieures et inférieures, et en assurant la continuité
de oy, et gy, entre chaque couche.

Dans le cas de la flexion des poutres, la prise en compte du cisaillement
transverse ne modifie pas la répartition des contraintes normales ou de flexion
dans le stratifié.

V.3 Flexion 3-Points :

Dans le cas d’une poutre en flexion 3-points, le moment de flexion est exprimé
par la relation (4.46). En reportant cette expression dans la relation (5.8), nous

obtenons :

P <+ 0< <l 5.39
4 1" T © =%=73 (5:39)

Px =

La symétrie du chargement implique que u(l/2) = 0. Il résulte de (3.16) que

cette condition se traduit ici par :
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s <l/2> =0. (5.40)

Cette condition introduite dans (5.39) conduit a :

v = [1-4(2)], (5:41)
16El
Ou
x2
oo =2 iy [1-4(3)) (5.42)

En reportant I'expression (4.46) du moment M dans I'équation (5.14), nous en

déduisons I’expression de la fleche wyen fonction de ¢, soit :

dwo ( P ) 0 < <l & 43
ax - \ o) =%= (5.43)

Il est intéressant de noter que, d’aprés ce résultat, la pente de la déformée ne

s’annule pas au centre de la poutre. En effet puisque ¢, (1/2) = 0, elle vaut :

dWO _
—2/2) = - (5.44)

2bhG,,’

Aprés substitution de ¢,, I'intégration de I'’équation (5.43) conduit en tenant

comptedew,(0) =0a:

il [4 3 ZS] 5.45
We 4bh3E ’ (545)
On peut aussi définir le coefficient de cisaillement S par :
5= (h)z 5.46
- ze l ( " )

A partir duquel, on peut remarquer que l'effet de la déformation en
cisaillement transverse dépend donc du rapport d’élancement [/h de la

poutre, et du rapport E,. /G,,des modules de la poutre.
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IV.4 Flexion 4-Points :

Nous considérons une poutre en flexion 4-points, soumise aux deux charges
P/2 exercées aux quarts de la longueur entre appuis. La symétrie du probleme
conduit a ne considérer qu’'une moitié de la poutre. Le moment de flexion
s’exprime comme suit :

1- Détermination des Réactions aux Appuis :

P
ZMA =0 , Rz= 5
P
ZMB =0 , Ry= 5
l
e Pour le troncon (0 <x < Z)'
P
M + RA.X' =0 = M = —Ex (5.47)
do, M P
dx EJ 2B
— g = — oy +C 5.48
P = 1= X TG (5.48)
l
e Pour le trongon (— <x< E)'
P l Pl
M+RAX—E(X—Z):O = M:_E (5.49)
do, M Pl
dx I 8E,I
= = i +C (5.50)
(px - (pZ - 8Ex1x 2 "
La symétrie du chargement conduit a :
l P12 p1?
Pourx =~ ; p,(l/2) = T +C,=0 = (¢ = TeE.]

<x<

! ! . :
Donc pour le trongon(Z < 5)’ la pente ¢, s’écrit comme suit :
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PI? X
Ox = @2 =16Ex1(1—27) (5.51)

La continuité des déplacements pour x = [/4 impose que :

91(1/4) = o2 (1/D).

3p[2

D’oﬁ:Cl - 61 ]
x

l e .
Donc pour le trongon(O <x< Z)’ la pente @, s’écrit comme suit :

Pl? X\ 2
0r = 91 = 64Ex1[3 ~16(3) | (5.52)

La combinaison des relations (4.40), (4.41) et (5.14) conduit a :

dwo dw; ( N P ) 0 < <l 5 £3
dx  dx  \?*"2bnc. ) =*=7 (5:53)
dWO_dWZ_ l< <l 554
dx  dx | ?% 1 =X=35 (5.54)

On substitue la relation (5.52) dans la relation (5.53), et puis on intégre on

aura:
__p [16 (x)2 9 85] 5.55
M= 192017170\ ’ (5:55)
h 2
ou S = G—x (7) est le coefficient de cisaillement défini par la relation (5.46).

n . . l !
De méme on obtient la fleche wypour le trongon(z <x< E)‘

W, Pl? x( X

= o5 (1- 7) +Cs, (5.56)

La constante C;est déterminée en exprimant la continuité de la flecheen /4 :

wi(l/4) = wa(1/4) (5.57)

Nous obtenons :
l3

X X\ 2
Wo = seer 1—487+48(7) —85]. (5.58)
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La fleche au centre est déterminée a partir de I'expression précédente, et

s’écrit :
3
w, = 768E.1 (11 + 89). (5.59)
Ou bien :
P Fis 1
w, = WDH (11 + 8Df1 l_2> (5.60)

Pour des valeurs de la fleche au centre da la poutre w_ et des valeurs de la
charge P, on peut déterminer les coefficients Di; etF:s en fonction de la
distance | entre les appuis de la poutre.

On peut aussi exprimer la fleche de la poutre w, en fonction de la fleche w,(0)

donnée par la relation (4.50) en I'absence de cisaillement.

W, (S) = (1 +%s) w, (0, (5.61)

En remplacant le coefficient de cisaillement S par sa valeur donnée par la

relation (5.46) dans la relation (5.61), on obtient:

8 E, (h\*

Les relations (5.61) et (5.62) montrent que la fleche au centre de la poutre

accroit en prenant compte de la déformation en cisaillement.
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Chapitre VI

VI.1 Introduction :

Une poutre, ou un élément de flexion, est fréquemment rencontré dans des
structures et des machines et son analyse élémentaire de contraintes constitue
une des plus importantes études de la mécanique des matériaux. Une poutre
est un élément soumis aux charges appliquées transversalement a sa longueur,
gui provoque sa flexion et son cisaillement transverse. Par exemple, une poutre
simplement appuyée a ses extrémités et soumise a une charge appliquée a son
centre appelée « Poutre flexion 3-Points » se déformera et se pliera suivant
son plan neutre et peut méme se cisailler dans les plans perpendiculaires a son

plan neutre.

Si les poutres composites sont aujourd'hui d'utilisation courante dans des
secteurs tels que I'aéronautique ou l'automobile, leurs applications dans le
domaine du batiment et du génie civil restent embryonnaires. Elles se heurtent
aux conditions de mise en ceuvre, aux exigences de durée de vie des batiments
ainsi qu'a de fortes contraintes en termes de co(t (du fait de la concurrence
des matériaux dits traditionnels). Deux familles de composites peuvent
toutefois trouver des débouchés dans le secteur de la construction: les

composites a matrice organique, et les composites cimentaires [20].

En effet, le but de notre travail consiste a étudier le comportement mécanique
d’une poutre stratifiée soumise a la flexion avec prise en compte ou non de
I'effet du cisaillement transverse. Nous considérons le cas des matériaux
composites stratifiés dont les plis sont composés d’un renfort en verre tu type

E et d’'une matrice en époxyde.

Cette étude est effectuée sur des poutres en matériaux composites connues
sous le nom de poutres stratifiées. Plus particulierement nous nous intéressons
aux poutres stratifiées symétriques (pour lesquels il y a absence de couplage
flexion-membrane et présence du couplage flexion-torsion) dont les
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orientations des plis sont symétriques par rapport au plan médian. Les poutres
considérées constituées de dix plis réguliers d’épaisseurs identiques et de

méme nature, et avec des orientations propres a chaque pli.
VI.2 Présentation des Matériaux Constitutifs Utilisés :

Afin de choisir la nature du matériau de la fibre a considérer, on est contraint a
différents criteres de résistance. Par exemple, il faut savoir que la fibre de
carbone est plus rigide que la fibre de verre, mais qu’elle n’autorise pas les
mémes facilités. Avec le carbone, la moindre bulle provoque un point faible, et
en surface, une bulle se voit comme le nez au milieu de la figure. Il est donc
préférable de commencer la manipulation des fibres par du verre, le carbone
viendra apres. Notez que le kevlar s’additionne au carbone pour obtenir des
qgualités exceptionnelles. Ensuite il faut choisir un grammage. A savoir
simplement que plus le grammage est petit, plus le nombre de plis sera

important, et plus la rigidité sera importante.

Pratiquement invisible, |a fibre de verre est pourtant présente partout. Dans le
mobilier d'un bureau design et dans le pare-chocs des automobiles. Au fil des
vagues et sur les pistes de montagne, aux pieds des skieurs et dans la
carrosserie des téléphériques. Elle prend |'avion avec Concorde et le train en
TGV. Dans le domaine du sport, elle est a I'origine des meilleures performances
de saut a la perche, et les amateurs de courses en mer savent bien tout le
bénéfice qu'ils peuvent en tirer [20].Tres résistante a la traction, elle est
I'armature idéale des matériaux plastiques, le renfort principal des plastiques,
désignés souvent sous le nom général de matériaux composites. Ses multiples
fonctions et la facilité de sa mise en ceuvre expliquent tous ses succes dans la
recherche de performances supérieures, en vitesse et en aérodynamisme. Et
cela dans les meilleures conditions de compétitivité. Comme tous les matériaux

de pointe, c'est dans |'aéronautique, le sport et I'automobile de compétition
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que les matériaux armés de fibre de verre ont fait leur premiéere apparition a la
suite d'essais séveres. Les grandes séries n'ont été atteintes qu'apres des
études completes permettant de tirer le meilleur parti des propriétés
particulieres pouvant assurer plusieurs fonctions. A tous les niveaux, la fibre de
verre est une fibre performante.

Lors du choix du matériau de la matrice, c’est la résine qui domine les
différentes applications industrielles. Selon le tableau 6.1, on a le choix entre
les résines époxyde et polyester [25].

Tableau 6.1 Criteres de Choix entre les résines Epoxyde et Polyester

Résine époxyde Résine polyester
Prix Plus cher Moins cher
Rigidité Meilleure Moins bonne
Résistance aux vibrations Trés bonne Bonne
Fibres de verre Tres bon résultat Bon résultat
Fibres de carbone Excellent résultat Déconseillé
Fibres de carbone / kevlar  Le top du top Tres déconseillé

Pour le cas de notre étude, on a opté pour la résine époxyde.

VI.3 Caractéristiques techniques des Matériaux Utilisés :

Afin d’étudier et d’éclaircir par des applications numériques le comportement
mécanique d’'une poutre composite de section rectangulaire en verre/époxyde
sollicitte a la flexion 3-points. On a considéré des poutres stratifiées
symétriques d’ou implique la symétrie des contraintes, et empéche ainsi
I'apparition des déformations de l'ensemble de la piece: voilement et
gauchissement. On a pris en considération les orientations les plus
fréquemment utilisées telles que les Croisés: [04/90,/04], [05/90./0s],
[904/0,/90,], [903/04/905], les croisés alternés [0/90]s,, [90/0]s, et les équilibrés
[454/-45,/45,], [453/-45,4/453] et [45/-45]s,. Ces poutres sont constituées par un
empilement de dix plis de fibres de verre unidirectionnelle et de résine

époxyde de mémes propriétés mécaniques et caractéristiques élastiques, et de
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mémes épaisseurs. Ces poutres stratifiées sont renforcés a 60%. Le tableau 6.2
est un récapitulatif des caractéristiques techniques du matériau composite
verre/époxyde considéré et de ses constituants [22] :

Tableau 6.2 Caractéristiques Techniques du matériau composite Verre E/

Epoxyde considéré et de ses constituants:

Masse ’|\’/|0C|l..l|.e , Module de | Coefficient
. d’élasticité .. .
Composant Volumique e . Cisaillement Poisson
longitudinal
p E G v
Kg/m3 Mpa Mpa
Verre E
Renfort | (Application 2 600 74 000 30 000 0.25
Courantes)
Résine époxyde 1200 4 500 1 600 0.4
Module Module Module de Coefficient | Contrat
d’élasticité | d’élasticité | Cisaillement Poisson ala
Matériau composite | Longitudinal | Transversal | Longitudinal | Longitudinal | rupture
Eq Ez Gz Vg2 T,
Mpa Mpa Mpa Mpa
Verre/Epoxy 45 000 12 000 4 500 0.3 63

V1.4 Etapes de Calcul de la Poutre Stratifiée:

Afin de décrire le comportement mécanique d’une poutre en matériau
composite stratifié travaillant a la flexion pure, il faut supposer que la
longueur de la poutre L est assez importante par rapport a sa largeur b et sa
hauteur h.

Ensuite on va prendre en considération l'effet de cisaillement transverse
(poutre courte et épaisse) pour établir une comparaison entre les contraintes
et déformations engendrés dans les deux cas, et appliquer les relations
données dans les chapitres précédents.

Pour cette raison, on a établi deux programmes informatiques qui illustrent les
étapes d’analyse et de calcul de la poutre stratifiée soumise a une charge
concentrée statique P. La variation de la disposition des plis constitutifs et

I’effet de leur nombre total sont pris en considération. En général, on a essayé

90




Chapitre VI

de varier différents facteurs et observer l'influence de ces derniers sur le
comportement mécanique de la poutre stratifiée, d’ou on va voir les résultats
obtenus dans ce qui suit.

Afin d’aboutir au calcul de ces différents parametres, on donne dans la figure
6.1 un exemple de la géométrie d’empilements de la poutre stratifiée
[0,/906/0,]. A partir duquel on a procéder a établir les programmes des étapes
de calcul nécessaires écrites en Fortran pour déterminer les contraintes dans
chaque pli de la poutre stratifiée ainsi que la fleche dans le cas d’une flexion 3-
points et 4-points, Le programme s'applique quel que soit le nombre de plis et
de la nature des matériaux constitutifs.

b : Largeur de la poutre

) 1- 0°
zo 4 2- 0°
z; 4 3-90°
) t 4-90°
| Z3 & 5-90°
Zy = 0 | I o o >
zZ7; ¥ : 6- 90
Zg ¥ : 7- 90°
Zg ¢ | 8- 90°
Z10 l i 9-0
¢ : 10- 0°
\ 4 Z

Figure 6.1 : Schématisation d’'une Poutre Stratifiée Symétrique dont
La séquence d’empilement est [0,/90¢/0,]

On a établi deux programmes informatiques CMPCSECT et CMPCAECT pour le

calcul de la variation de la fleche sur la demi-longueur L de la poutre a cause de
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la symétrie, et la détermination de la variation des contraintes a travers
I’épaisseur de chaque pli de la poutre.

Le premier programme concerne seulement le cas du comportement de la
poutre stratifiée symétrique sans prise en considération de |effet du
cisaillement transverse et le deuxiéme programme est celui du comportement
de la poutre stratifiée symétrique avec prise en considération de I'effet du
cisaillement transverse.

Sur la figure 6.2 et 6.3, on a représenté les deux programmes informatiques
par des organigrammes explicites schématisant le déroulement des étapes.
Leur établissement est suivi par I'analyse, le traitement des données et le
calcul des résultats obtenus, avec une représentation graphique de la variation

des contraintes et de la fleche.
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(0]0)|

v

Calcul de la matrice de rigidité réduite [Q]

v

Calcul de la matrice de rigidité réduite

Transformée [Q] pour chaque couche

A\ 4

Introduction des données /

Calcul de la matrice de rigidité de flexion [D]
et sa matrice inverse [D*]

DO1

X=0,0.1, 0.05

E11,E22,
G12, V12, 0,
ne P, L, b,

Calcul de la fleche et de la pente wy, ¢, , dues a la flexion 3-points

Calcul des fleches w, et w, dues a la flexion 4-points

v

Calcul des contraintes de flexion dans chaque

couche de la poutre o}%,, o), 05, k=1,......10
> 1
Stop
Impression des
résultats : FIN
variation de la
fleche et de la

contrainte...

-

Figure 6.2 : Etapes Principales du Comportement Mécanique d’une Poutre
Composite en Flexion sans I'Effet de Cisaillement Transverse (CMPCSECT)
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[
C pebut D l

E11,E22,G12,
Introduction des données 4_f_ V12, 0,n,¢P, L,

A

Calcul de la matrice de rigidité réduite [Q]

A

Calcul de la matrice de rigidité réduite

Transformée [Q] pour chaque couche

y

Calcul de la matrice de rigidité de flexion [D] et de
sa matrice inverse [D*]

Calcul de la matrice de rigidité de cisaillement [F] et
de sa matrice inverse [F*]

DO1
X=0,0.1, 0.05

Calcul de la fleche w, et de la penteg,., dues ala
flexion 3-points

Calcul de la fleche w4 et w,, due a la flexion 4-points

A\ 4

Calcul des contraintes de cisaillement dans chaque

couche dela poutre 0%, oy,  k=1,......10
\ 4
> 1
|
| v
Impression des Stop
résultats : ¢
variation de la
fleche et de la ||
contrainte... —

Figure 6.3 : Etapes Principales du Comportement Mécanique d’une Poutre
Composite en Flexion sans I'Effet de Cisaillement Transverse (CMPCAECT)
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VI1.4.1 Description du Programme CMPCSECT

En premier lieu, on a introduit les constantes élastiques du matériau, les
dimensions géométriques de la poutre, la charge appliquée et les positions des
couches constituants le matériau par rapport au plan neutre et suivant I'axe Z
avec les angles d’orientation des couches, et on a déclaré toutes les variables
d’entrée et de sorite.

On a utilisé les relations (3.9) et (3.14) pour calculer les coefficients de la
matrice de rigidité réduite[Qij], et les coefficients de la matrice de rigidité
réduite transformée[@i]-] pour chaque angle d’orientation de la couche.

Pour le calcul de la matrice de rigidité en erxion[Dij], on a utilisé la relation

(4.4), et on a déduit sa matrice inverse[D{}].
Afin de décrire le comportement mécanique des poutres composites stratifiées
travaillant a la flexion pure (L>>h) sans prise en compte de l'effet de
cisaillement transverse, on a pris une poutre simple, chargée transversalement
par une force P appliquée au centre de la poutre, elle a été choisie comme

égale a 500N.

Flexion 3-points :

P
b % 1 Y
h/'* """""""""""""""""""""" >
/ AQ/ L A:,)

\'%

Figure.6.4 : Poutre composite sollicitée a la flexion 3-points
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D’aprés les résultats obtenus au chapitre 4, la fleche w, et la pente ¢,de la

flexion 3-points sont exprimées comme suit (Figure 6.4) :
3 <2x)2
l

PP’ . (2x>2
Y = 16E,1 l

On calcule les contraintes de flexion maximales pour x = l/z, a chaque couche

PI?
48E, I

Wop = — X

dans la poutre sollicitée a la flexion 3- points :

VA
k _— k
Oxx = _ZaxxO-OE ’
Z
k — _o,k -
Tyy = Zayyaoh ,
3Pl

Avec: oy = bhZ est la contrainte de traction maximale (ou contrainte

conventionnelle a la rupture) atteinte sur la face inférieure (z=-h/2) dans le cas
d’une poutre en matériau homogene.

Flexion 4-points :

B
>

Figure 6.5 : Poutre composite sollicitée a la flexion 4-points
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La fleche w; pour le trongon (0 <x< l/4> est exprimée comme suit :

- fo-16()]
1= 19261 AL
La fleche w, pour le trongon (l/4 <x< l/2> est exprimée comme suit :

___PP [1 48x+48(x)2]
W2 =T 7egE 1" l a

On calcule les contraintes normales maximales pour x compris entre |/4 et |/2

pour chaque couche dans la poutre sollicitée a la flexion 4-points (figure 6.5) :

z
k — k
Oxx = _Zaxx Om EJ
z
k — _oqk 2
Oyy = —2ayy O X
3Pl . . . .
avec: Oy = =7 est la contrainte de traction maximale atteinte sur la face

inférieure (z=-h/2) dans le cas d’'une poutre en matériau homogene.
V1.4.2 Description du Programme CMPCAECT

On a suivi les mémes étapes utilisées par le programme CMPSSECT pour le
calcul du comportement d’une poutre composite a la flexion avec
considération de l'effet de cisaillement transverse. De plus, on a calculé les
coefficients de rigidité en cisaiIIement[Fij], on a utilisé la relation (5.6), et on a
déduit sa matrice inverse[Fl-j].

Afin de décrire le comportement mécanique des poutres composites stratifiées
travaillant a la flexion simple (poutre courte et épaisse) avec prise en compte
de l'effet de cisaillement transverse. On a pris une poutre simple, chargée
transversalement par une force P appliquée au centre de la poutre choisie,
égale a 500N. D’apres les résultats obtenus au chapitre 5, la fleche w, et Ia

pente @, de la flexion 3-points sont exprimées comme suit :

PI? 2
Ve = 48E 1" [4 G)
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Avec S est le coefficient de cisaillement donné par la relation (5.47) :

o B (ﬁ)z
Gy, \1

Et la pente de la déformée donnée par la relation (5.42) :

PI? 2
P =Tem1 |} _46) ]

La fleche au centre de la poutre (a x=I/2) est maximale, elle est déterminée

par :
3

A8E, ]

On peut 'écrire en fonction de la fleche w,.(0) au centre de la poutre sans prise

we(S) =

1+9),

en considération de |'effet de cisaillement transverse :
WC(S) = (1 + S)WC(O)'

La fleche wg; pour le trongon <0Sx§l/4> et wg, pour le trongon

<l/4 <x< l/2> de la flexion 4-points sont exprimées respectivement par les
relations (5.56) et (5.59) comme suit :

Pl?
Ws1 = q92E, 1" [16 G)

2

-9 - 85],

_ PP
~ 768E,I

Wey [1 _ 48% +48 (f)z - 8S],

[

Les contraintes de cisaillement sont données par les relations suivantes :
2

o _

ok, =—ak 1, 4(ﬁ) +d,|. (5.38)
- Z 2 -

oty = —afyo [4(3) +dl. (5.39)

Avec 7 est la contrainte de cisaillement maximale obtenu pour z=0,

3P

"0 =~ 1bh
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k*™ couche avec

Ou dj est une constante d’intégration correspondant a
k=1,..., 10. Pour déterminer las valeurs de d;, on doit assurer la continuité
entre chaque pli et annuler akxz sur la face supérieure. On obtient alors les

contraintes dans les cing couches qui sont égales a :
2

o, = —ak, 1, :4 (%) — 0.25:
c@ = —ak, 1, :4 (%)2 — 0.16:
@ = —gk 1, :4 (%)2 _ 0.09:
o®, , = —ak 1, :4 (%)2 - 0.04:
o® = _gk 1, :4 (%)2 - 0.01:

Dont la valeur de z est considérée dans cette étude au milieu de chaque
couche. A cause de la symétrie de la poutre stratifiée, la répartition des
contraintes dans les couches inférieures par rapport au plan moyen sont les
mémes.
VL5 Discussion des Résultats Obtenus:

Afin de décrire le comportement mécanique des poutres composites a plis
unidirectionnels de différentes orientations et séquences d’empilements. Ces
poutres composites stratifiées sont soumises a la flexion.

Notre objectif majeur est d’établir une comparaison entre leur comportement
sans effet de cisaillement transverse et le cas ou l'effet du cisaillement
transverse est pris en considération. |l est donc nécessaire, de mettre en
évidence des facteurs et des parametres contribuant a la variation des
déformations et des contraintes. Avant de procéder donc a cette étude
comparative du comportement d’une poutre stratifiée symétrique travaillant a
la flexion, on doit prendre compte de I'effet des éléments suivants : le nombre

et 'ordre de la disposition des plis d’orientation dans la poutre stratifiée,
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I'orientation de la couche extérieure ainsi que son épaisseur, la variation du
coefficient de cisaillement S et I'effet de 'augmentation du nombre de couches
d’orientation +45°par rapport a I'ensemble du stratifié.

On a d’abord commencé par la représentation sur la figure 6.6, la variation de
la fleche maximale calculée au centre d’une couche a renforcement

unidirectionnel en fonction de I'angle d’orientation 6 afin de déterminer

0.07 T T T T T

0.065
0.06
0.055
0.05
0.045
0.04
0.035
0.03
0.025

0.02

0015 1 1 1 1 1
0° 15° 30° 45° 60° 90°
Figure 6.6 : Variation de la fleche maximale en fonction
De l'orientation des fibres d’'une couche composant une poutre

I'orientation de la couche constitutive de la poutre stratifiée qui contribue le
plus a 'amélioration de la résistance et de la rigidité de la poutre d’orientation
6 quelcongque. On constate alors pour des orientations au voisinage de I'angle
0°, la poutre résiste mieux et au fur et a mesure qu’en s’éloigne de cette
orientation et on s’approche de 90°, la poutre devient faible et moins

résistante.

VI.5 -1 Variation de la fleche en flexion 3-points
1-a Effet de la séquence d’empilement dans le stratifié :

On a représenté sur les figures 6.7 et 6.8 la variation respective des fleches
wo(x) et w.(x) sans l'effet du cisaillement transverse et avec prise en

considération de |'effet du cisaillement transverse en fonction de la variation
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de la demi-longueur de la poutre L pour une séquence d’empilement du
stratifié. On a choisi une poutre de dimensions 100x20x2mm3, qui est
constituée de dix plis, dont on varie I'ordre de disposition de ces plis dans le
stratifié, et par symétrie du probléeme on travaille seulement sur la moitié des
poutres considérées: [0,/90,/04], [03/904/05] et [0/90]s, et aussi [90./0,/90,],
[905/04/90;] et [90/0]ss On constate que les courbes des deux figures ont la
méme allure et que pour les fleches wy(x) et w,(x) sont presque confondues.
Ce qui implique que pour des couches minces dont leurs épaisseur est de
e=0.2mm (dont h=2mm) constituants la poutre de verre/époxyde, I'effet de
cisaillement transverse est négligeable. Dans ce qui suit on va considérer cet
effet lorsque I'épaisseur totale h de la poutre augmente progressivement. On
constate aussi que La fleche s’annule au point (x=0 et x=l), et prend sa valeur

pl3
48 E, 1

maximale au point (x =I/2) de la poutre dont sa valeur égale a

La valeur maximale de la fleche dépend donc du module de flexion E,,
autrement dit de l'orientation des fibres 8 . On remarque aussi que la fleche
augmente progressivement au fur et a mesure que le nombre de plis de la
couche extérieure d’orientation (8 = 0°) diminue dans cet ordre des stratifié

Croisés : [O/90]5s, [03/904/03] et [04/902/04]

A = T T T T
= HA(x)-[84/981s +
Hcix}=[B4/98]s —+—
=9e=805 HA(x)-[83/9821s * |
He{x)-[A3/9821s —5—
-8.0801 - HA{x)-[B/90155 .
Hcix}=[B8/98]15=
-8,00015 |
-8,0802
-8,00025 |
-8,0083 ' ' ' ' B—

8 8,61 8,02 8,03 8,64 8,85
Diztance L/2{n}
Figure 6.7 : variation des fleches wy(x) et w,(x) des poutres stratifiées

Croisées symétriques [04/90,/0,], [03/90,/05] et [0/90]s;
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Fleche H{n}

Pente {Rad}

Par contre dans le cas ou les couches extérieures sont d’orientation 90°
composant les stratifiés : [90,/0,/90.], [905/04/90;] et [90/0]s,, la fleche croit
plus rapidement avec I'augmentation du nombre de ces couches.

Par comparaison, les poutres stratifiées croisés [0,/90,/0.], [03/90./0;] et
[0/90]s, dont le nombre de couches extérieures d’orientation 0° est supérieur
ou égale a celles d’orientation 90° résistent mieux a la flexion que le reste des

autres cas des stratifiés.

B i T T T
HB{x)-[984/01s +
-8.,86801 Hc{x)-[984/81s —+— -
HB{x)-[983/82]s *
-9.8802 - Hci{x)-[983/82]s —5— -
HB{x)-[96/015s
~0.8863 & _ Hc{x)-[98/815s —— |
-0.0804 - TS
-9,8885 -
-9,0866 -
-0.8807 -
-6.0008 ' ! ' e kb
8 8,81 8,82 8.83 8.04 8.05

Distance L/2{n}

Figure 6.8 : variation des fleches wy(x) et w,.(x) des poutres stratifiées
Croisées symétrique [90,/0,/90.], [905/04/905] et [90/0]s,

Ces résultats sont validés par ceux de la pente ¢, ,due a la flexion de la poutre

qui sont représentées par les figures 6.9 et 6.10.

8,889 T T T T
........... 4 :.'-t'-#'-#-.r.-:.-_--__._,=________ [B4/98]s +
8.888 [83/902]s —>—

B8.807 f... i T [8/98]15s  * -

0.006 = T

8,885

8,084 | g

8,883 B ]

0.682 | g

8,081 |
al

_H'Hﬂl 1 1 1 1
a a.81 a.a82 B8.a83 a.84 8.85

Distance LS2{n}
Figure 6.9 : variation de la pente ¢, des poutres stratifiées croisées

Symétriques [04/90,/0,], [03/904/05] et [0/90]s;
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A,025 . . . .
-+++Hﬂ++H++*H++H4++H++hH#+ [984/8]s +
[983/82]s —+—
B, B2 FOIORReeieittetatinn. .. wﬂer [98/815s *
"":HE::*::a:.‘ +‘+
g e.e15 ¢
o :::::-'.-:¢=#=-'.-::=-'.-::-_::.-_-=_-_.:_._,=____=____=.___:.__” "
£ e8.e1 ™
o
o
8,805 |
] ' .
] 8,01 8.82 8,03 8.84 0.85
Distance L/2{n}
Figure 6.10 : variation de la pente ¢, des poutres stratifiées croisées
Symétriques [90,/0,/90,], [903/0,/905] et [90/0]s,
Dans le cas des poutres stratifiées équilibrées d’orientation 8 = 45° on a
représenté successivement sur les figures 6.11, 6.12 la variation des fleches
wo(x) et w.(x) et I'évolution de la pente ¢, en fonction de la variation de la
longueur L des poutres pouvant atteindre jusqu’a 0.1m.
Contrairement aux stratifiés croisés, on constate que la poutre a empilement
équilibré est caractérisée par une fleche qui accroit progressivement a I'ordre
des milliemes, avec 'augmentation du nombre de couches orientées a +45°.
Donc on peut conclure que la disposition équilibrée des couches dans un
stratifié, ne contribue pas beaucoup a la variation de la fleche.
H F T T T T
HB{x)-[454/-451s +
-0.6081 Ho{x)-[454/-451s —— -
HB{x)-[453/-4521s *
-0,0002 - Hc{x)-[493/-4921s —5—
HB{x)-[45/-45155
=8.8883 - Hc{x)-[45/-4515s 1
-0,08004 |
-0,08085 |
-0,0006
-0,0007
-0.0008 ' '
] 9.61 8,82 0.83 8,64 0.85

Distance L/2{n}
Figure 6.11 Variation des fleches wy(x) et w.(x) des poutres stratifiées

Equilibrées symétriques [45,/-45/45,], [455/-454/453], [45/-45]s,
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B8.825 T T T

[454/-451s ——
[453/-4521s
[45/-4515s —%—

o a8 WTER

8.02 =*=*”=*1=;::?:Tii::::TT:Tf_
8,015
8.81
8,005

-B. BBE 1 1 1 1
8 8.81 6,82 8,83 8.84 8,83

Distance L/2{n}
Figure 6.12 Variation de la pente ¢, des poutres stratifiées équilibrées

Symétriques [45,/-45/45,), [455/-45,/455], [45/-45]s

Un tel empilement équilibré provoque I'amélioration de la résistance par
comparaison au stratifié croisé dont le nombre de couches extérieures
renforcées par des fibres d’orientation 90° augmente.

1-b Effet de la variation de I’épaisseur du pli du stratifié :
Apres avoir déterminé I'effet du cisaillement transverse sur la variation de la
fleche des poutres stratifiées croisées et équilibrées en changeant le nombre
de plis constituants la couche extérieure et I'orientation de cette couche et en
maintenant la méme épaisseur du pli d’ordre d’empilement k dans les stratifiés
considérés. Dans ce qui suit, on essaie d’augmenter la valeur de "épaisseur du
pli composant le stratifié a 10 plis et voir I'influence de cet augmentation sur le
comportement de la fleche en considérant I'effet du cisaillement transverse.
De cette facon, on a représenté sur les figures 6.13 et 6.14, la variation des
fleches wy(x) et w,(x) le long de la longueur L/2 de la poutre stratifiée croisée
[04/90,/0,] et puis de la poutre stratifiée équilibrée alternée [45/-45]s,. Chaque
fois, une valeur différente de la hauteur h de la poutre est considérée.
Dans le cas du stratifié croisé [0,/90,/04], on constate que la fleche croit
légerement lorsqu’on prend |'effet du cisaillement transverse en considération,

et reste constante (variation égale a zéro) pour un stratifié équilibré alterné
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HH{H}-I'I=3.5HH TR ol
Hoi{x}=h=3,5 —&—
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a 8,81 a.82 8.83 8,84
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Figure 6.13 : variation des fleches wj(x) et w,(x) de la poutre stratifiée
Croisée [04/90,/0,] en fonction de I'épaisseur h
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Figure 6.14 : variation des fleches wy(x) et w.(x) de la poutre stratifiée

Equilibrée alternée [45/-45]s, en fonction de I'épaisse

ur h

[45/-45]s,. Par contre, on remarque que la fleche diminue rapidement pour les

deux cas des stratifiés [0,/90,/0,] et [45/-45]s. avec I’accroissement de

I’épaisseur du pli. Donc, on peut conclure que l'augmentation de |'épaisseur du

pli ne contribue pas a la variation des fleches wy(x) et w.(x). En revanche, elle

améliore la résistance du matériau.

105



Chapitre VI

1-c Effet de la variation du nombre de plis d'un stratifié :

Afin d’étudier I'effet du nombre de plis sur le comportement mécanique de Ia
poutre composite stratifiée soumise a la flexion, on renforce notre structure
par un rajout de couches d’orientation 0° et 45° de mémes épaisseurs et
propriétés mécaniques aux stratifiés croisé et équilibré les moins résistants
[90,/0,/90,] et [45,/-45,/45,]. Les stratifiés considérés sont ceux : [905/0,/90s],
[906/02/906], [904/04/904], [904/06/904], [45s/-452/455], [45¢/-452/456], [454/-
45,/45,] et [454/-456/45,].

a n_"'="=;=.-=-|.= T T T T
=-A.8801 -
=-A.8882 - -
]
L -p.0003
T oy --,.,.::::::::::::::::::::.: "
E -H"ﬂﬂﬂd i i " .-.......=::Z::ZZ::::ZZ::::::::::::::::::::::.."__"____ 7
(] _ ~ "--"--....::::::::::::::::::::::....::.._."__"_.__._.
S _p.paps | HO(x)-[984/62/9841  + ;
n Hc{x)-[984/82/984] ——
-,0006 FHO{x)-[9085/02/9085] * Wity i
Hc{x)=-[985/82/985] —S— Wt
-g.0007 HB{x)}-[906/02/906] LT 1
Hc{x)-[986/82/9861 —&s— i
-0,8808 L L 1 1 ST
a .81 a.a2 B.83 a.84 8,85

Distance =x{n}
Figure 6.15 : variation des fleches wy(x) et w,(x) des poutres stratifiées
Croisées [904/0,/90,4], [905/0,/90s], [906/0,/90¢]
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-8, 8881
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00004 |- : . ” """"""':::::::::::":::::"::::“::::::::::::“::::”::::::“::11==1111='..:::::::::::::::3;.=
| HB{x)-[984/02/984] + '
~0.800% Iy (x)-1994/02/984] —%— i
-0,0006 L HB{x)=[904/84/984] * Wb, 4
Hci{x}=-[904/84/984]1 —E5— e

-8,8007 [HO(x)-[904/06/904] |
Hc(x)-[904/06/984] —=—
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=0.,8680638

8 8,01 8,02 8,03 8,084 8,05
Distance xin}
Figure 6.16 : variation des fleches wy(x) et w,(x) des poutres stratifiées

Croisées [904/02/904], [904/04/904], [904/06/904]
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Fleche H{n}

Fleche H{n}

A partir des figures 6.15 au 6.16, on constate alors que l'augmentation du
nombre de couches renforce plus la structure, et la fleche diminue rapidement

pour nimporte quelle séquence d’empilement croisé ou équilibré.

=8, 86881

-0.0002 - . :::::::::::;-:::::::::::::::::'.-::::::::.;:::..': s |

0,000 | -
-8,0884 | ™ .
| HB{x)-[454/-452/454] + ke
88885 I (%)-[454/-452/454] —— M
-0,0006 (HB{x)-[455/-452/455] * . Y i
Hc{x)=-[455/-452/455] —5—

-0.0007 [HB{x)-[456/-452/456] 1
Helx}-[496/-452/456]1 —o— R

-0.0885
a 8,81 8.82 8,83 8,84 8,85

Distance ={nl
Figure 6.17: variation des fleches wj (x), w, (x) des poutres stratifiées

E,qUiIibréeS [454/‘452/454], [455/‘452/455], [456/_452/456]
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-B,6663 | ™ " ]
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9.8883 I () -[454/-452/4541 —— Wi
-g,0006 [[HB{x}-[454/-494/454] ¥ e, -
He {x)-[454/-454/454] —5—

-9,08007 [HB{x)-[454/-456/454] .
HC{H}-[454J’-45IEJ’454] —s— TR

-8.,8085

8 8,81 8,82 8,83 8,84 8,85
Distance =H{n)
Figure 6.18: variation des fleches wy(x), w,(x) des poutres stratifiées

Equilibrées [454/-452/454], [454/'454/454], [454/'456/454]
Dans ce cas, on constate aussi que l'introduction de la couche d’orientation 45°
a un stratifié fait diminuer la fleche rapidement par rapport aux deux autres

stratifiés. Donc, cette orientation des fibres renforce mieux le matériau.
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1-d Effet de I'introduction de la couche d’orientation +45°:
Le choix de I'empilement et plus particulierement des orientations permettra

d'avoir des propriétés mécaniques spécifiques. Par comparaison des
résistances des stratifiés croisés et équilibrés, on a remarqué a partir des
résultats précédents que la présence d’une couche d’orientation +45° dans un
stratifié améliore ses propriétés mécaniques tels que la résistance et la rigidité
de la poutre.

Pour cette raison, on a fait introduire progressivement des couches
d’orientation +45° dans le stratifié croisé [0,/90,/0,] composé de 10 plis et on a
calculé le rapport des fleches W.(s)/W,(0) au centre de la poutre, due au
cisaillement transverse et celle due a la flexion pure, en fonction du rapport
d’élancement de la poutre h/l. Tout d’abord, on remarque a partir de la figure
6.19, que la fleche due au cisaillement croit avec I'augmentation de I'épaisseur
de la poutre. L'introduction seulement d’'une couche a deux plis d’orientation
+45° a fait diminuer le rapport des fleches de 11 a 7.8 pour un rapport
d’élancement égal a 1 ; donc la fleche due au cisaillement transverse a diminué.
On peut alors conclure que la présence des couches d’orientation +45° entraine
I’'amélioration des propriétés mécaniques de la poutre et leurs présence dans la

conception d’'un matériau composite est nécessaire.

11

T
oY% 45°  + A
8% 45° —— o
L 48% 45° ¥
| 60% 45° —=— ot 1
8A% 45° A4
-188% 45° —&—

B +++

=
-]

LB N S Y - S &, B — - I Y = - B < =

] 8.1 8,2 8.3 8.4 8.5 8.6 8.7 8.8 8.9 1
Distance h/l{n}
Figure 6.19:I'influence de I'orientation +45° sur I’évolution du rapport des

Fleches d’une poutre stratifie croisée en fonction du rapport d’élancement
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facteur S

1-e Effet du coefficient de cisaillement :

La fleche w, (S) calculée au centre de la poutre avec prise en considération de
I’effet de cisaillement transverse peut étre déduite en fonction de la fleche au
centre de la poutre wy(0) en absence du cisaillement transverse et le
coefficient de cisaillement S. Ce coefficient dépend du rapport d’élancement
h/l de la poutre, et du rapport des modules de la poutre E, /G,,. Il croit alors
avec I'augmentation de ses deux rapports. On a rapporté sur la figure 6.20, la
variation du coefficient de cisaillement S en fonction de I'élancement de la
poutre h/1.0n constate que 'augmentation du rapport des modules conduit a
une augmentation considérable du coefficient de cisaillement en I"occurrence
avec I'épaisseur de la poutre.

Dans ce cas, le coefficient de cisaillement prend de grandes valeurs pour une
poutre dont le module d’élasticité longitudinal en flexion est assez important,
qui implique une bonne rigidité de la poutre et une faible valeur de la fleche

due au cisaillement transverse.

10
[84/902/04]:Ex/Gx==0.94 + | ' ' ' ' '
9 [83/904/93]1:Ex/Gx==9,79 —— 7
g | [983/04/9031:Ex/Gu==3.38 # ]
;| [984/82/984]1:Ex/Gu2=2,94 —5— |
[454/-452/ 4541 *Ex/Gu==3, 00
6 [[453/-454/4531:Ex/Gu==3,08 —o— -
5_ -
4t 4
3 | e
2- & = N T
1_ -
H 1 1 1 1 L L
a 8.1 8,2 0.3 0.4 8.5 0.6 0.7 0.8 8.9 1

h/l
Figure 6.20: Variation du coefficient de cisaillement d’une poutre

Stratifiée en fonction du rapport d’élancement
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VI.5-2 Influence de la séquence d’empilement sur la variation des

Contraintes
Apres avoir étudié et représenté la variation de la fleche de la poutre

composite stratifiée, on s’intéressera dans la figure 6.21 a la variation de la

: k
contrainte normale Jjgx)

a travers |'épaisseur e de la couche d’ordre
d’empilement k du stratifié symétrique croisé [0,/90,/0,] et équilibré [45/-
45]s,.

On constate alors que le rapport de la contrainte normale g,, et de la
contrainte maximale o, augmente en partant des couches intérieures
jusqu’aux couches extérieures dans le cas des deux stratifiés, seulement que ce

rapport est plus grand dans le stratifié croisé par rapport a celui dans le stratifié

équilibré.
[02/90,/0,] [45/-45]s,
z/h
A = = —- = = - = =

2 . = e
¢ : = £ ———————
el -+ —
o " N —— e i i " ——
L — L .
o " - - E.D T L
= ~ = 7__(__—/—‘7(;_7“_7 L

Figure 6.21 : Influence de la séquence d’empilement sur la répartition

Des Contraintes g,, dans |'épaisseur des stratifiés
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Les résultats obtenus mettent clairement en évidence l'influence de la
séquence d’empilement des couches. Dans le cas du stratifié croisé, la
contrainte maximale n’est atteinte dans la couche externe lorsque les couches
orientées a 0° sont externes. Il en résulte que la charge a la Rupture sera

fortement influencée par I'empilement. Sur la figure 6.22, on a rapporté Ia

. . k
variation de la contrainte O'}gy)

a travers |’épaisseur de la poutre stratifiée
croisée [0,/90,/0.] et équilibrée [45/-45]ss dans la direction de I'axe y.

Dans le cas ou le chargement est orthogonal au plan de stratification, on

. k . o
constate que la contrainte a}gy) exercée dans la direction de I'axe vy est

négligeable, et prend des valeurs infiniment petites.

2/h [0./90,/0,4] [45/-45]s,
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Figure 6.22: Influence de la séquence d’empilement sur la répartition des
Contraintes g, dans I'épaisseur des stratifiés
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L'influence de I'empilement des couches sur la variation de la contrainte de

cisaillement ag) a travers I'épaisseur des stratifiés [0./90,/0,] et [45/-45]s;,
représentés sur la figure 6.23, décrit I'’évolution des contraintes au milieu de
chaque couche de la poutre stratifiée en verre/époxyde chargée a la flexion 3-
points en fonction de la distance x suivant la longueur de la poutre.

On remarque aussi que les courbes représentant les contraintes sur les cing
couches, ont une forme parabolique et que le rapport de la contrainte de
cisaillement o,, et de la contrainte de cisaillement maximale 7, s’accroit

progressivement de la 5eme couche a la 1ére couche ou elle atteint les 75% de

la contrainte maximale 7.
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1 80°p-
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Figure 6.23: Influence de la séquence d’empilement sur la répartition des
Contraintes g,,dans I'épaisseur des stratifiés
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VL.5 -3 Variation de la fleche en flexion 4- points :
Pour une meilleure compréhension du comportement mécanique général des
poutres composites, on va s’intéresser au cas de la flexion 4-point d’une poutre
composite stratifiée et de la comparer avec son comportement en flexion 3-
points. On va considérer les mémes caractéristiques géométriques de la poutre
et aussi les mémes propriétés mécaniques du matériau utilisé lors de I'étude du

comportement de la poutre en flexion 3-points.

—— Wy(x): [04/90,/0;] —— W(x): [05/90,/0;]
W.(x): [04/90,/0,] W((x): [0/90]ss
—— Wo(x): [0s/904/05] —— W(x): [0/90]s;
a T T T T -7e-805 T T T T
-0a—-g85 | ] =-Ge-8035
=Je=005
‘T -—4e-8085 |- 1z
b g
x x =-8.,8881
& =6e-005 [ E L]
S S -8.00011
';'u Be=-005 ﬂ
- E- -
- - -p, B8B12
=@_.88081 -@,088813
-8.88812 L L L L -@.88814 L L L L
a 8,885 B8.81 8,815 B8.82 8,825 a.825 B8.83 8,835 B8.84 6.845 B.85
Diztance xin} Diztance ®i{m}

Figure 6.24 : variation des fleches wy(x) et w,(x) de différentes poutres
stratifiées croisées symétriques dans les trongons 0 < x < 1/4 et /4 <x <1/2

Ainsi dans le cadre de la flexion 4-points, la poutre présente deux zones
mécaniques, pour 0<x<L/4 et L/2<x<L: deux zones symétriques en couplage
flexion-cisaillement, et pour L/4<x<L/2 la zone médiane est en flexion pure.

La poutre est de dimensions 100x20x10mm? chargée symétriqguement par deux
charges P/2. Par symétrie du probléme on considére seulement la moitié de la
poutre. On constate a partir de la figure 6.24 que I'augmentation de la fleche
en flexion 3-points s’effectue plus lentement qu’en 4-points, et on comparant
leurs valeurs, on trouve que l'application de la charge en deux points différents

(cas de la flexion 4-points) fait augmenter la fleche et rendre la structure moins
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Fleche Hi{n}

résistante. De plus, la prise en considération du cisaillement transverse fait
accroitre la fleche et affaiblit le matériau.

Dans le cas des stratifiés symétriques équilibrés, on a montré sur la figure 6.25,
que la fleche atteint sa valeur maximale au milieu de la poutre et devient nulle
aux deux appuis. On constate que le stratifié [45/-45]s résiste mieux que les

deux autres stratifiés équilibrés.

—— Wo(x): [454/-45,/45:] ——— W(x): [453/-454/453]
W.(x): [454/-45,/454] Wo(x): [45/-45]s,
— Wo(x): [453/-45,/455] —— W.(x): [45/-45]ss
a T T T T -B.HHBEE T T T T
=3e-805 |- . =-8.08824
-@,88826
-0,68001 - -
I -p,00028
-8.88815 - E
E -8.0883
-8,6082 - Iy
-8.688832
-8.08825 -8.088834
-0.08083 L L L 1 -@,88836 L 1 L L
a 8,885 6,81 8,815 6,82 B8.8235 g.825 A.83 6.835 08.84 B.845 B.85
Distance xH{n} Distance Hi{m}

Figure 6.25 : variation des fleches wy(x) et w,.(x) de différentes poutres
stratifiées équilibrées symétriques dans les troncons <x <1/4 et l/4<x<1/2

En comparant les figures 6.24 et 6.25, on peut conclure que le stratifié équilibré
[45/-45]s, est la séquence d’empilement optimale capable de résister mieux a
la flexion 3-point et 4-points sous I'effet du cisaillement transverse.

La variation de la contrainte normale peut étre représentée par les mémes
figures que dans le cas des stratifiés en la flexion 3-points, seulement que les
contraintes maximales se produisent pour x compris entre L/4 et L/2. Par
contre la contrainte du cisaillement transverse est nulle pour x compris entre
L/4 et L/2. Donc la variation de la contrainte de cisaillement dans I'épaisseur du
stratifié, poux x compris entre 0 et L/4 est donc identique a celle obtenue en

flexion 3-points pour x compris entre 0 et L/2.
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Conclusion Générale

Conclusion
L'objectif de notre travail a consisté en |'étude de I'effet du cisaillement
transverse sur le comportement mécanique des poutres composites chargées a
la flexion. La mise en évidence de l'effet du cisaillement transverse dans cette
étude a permis de décrire avec une bonne précision les champs des contraintes
et des déformations induites.

Les travaux entrepris dans ce mémoire essaient de répondre a la
guestion: comment des poutres constituées de plis unidirectionnelles peuvent
elles présenter une résistance assez importante en flexion trois ou quatre
points que les matériaux classiques et spécialement dans le cas ou les
déformations du cisaillement transverse sont considérables. Nous avons
effectué une étude sur des poutres composites stratifiées a matrice époxyde et
a fibres de verre du type E dont I'empilement des dix plis forme des stratifiés
croisés symétriques [0,/90,/04], [03/90./05], [90./0,/90,], [905/04/905],
équilibrés [45,/-45,/45,], [455/-45, /45;] et alternés [0/90]s,,[90/0]ss, [45/-45]s,
renforcés a 60% de leurs volumes.

Ce travail porte principalement sur I'étude de l'effet du cisaillement
transverse au sein de poutres stratifiées. On propose alors une solution
analytiqgue au probleme de la flexion trois points et la flexion quatre points
dans laquelle le gauchissement des sections s'annule progressivement au
centre, contrairement aux théories de poutres classiques de type Timoshenko.
On en déduit alors une expression modifiée de la fleche, des déformations et
des contraintes. L'analyse des valeurs des fleches et des contraintes maximales
obtenues pour des poutres stratifiées chargées a la flexion a montré que les
couches orientées a 0° présentent une fleche minimale et gu’elles résistent
mieux que celles orientées a des angles supérieures. L’étude de l'influence de
la séquence d’empilement et des orientations 0° ou 90° sur le comportement
mécanique d’une poutre stratifiée composée de dix plis minces a montré que
les stratifiés croisés dont les couches extérieures sont orientées a 0° résistent
mieux a la flexion. Dans ce cas d’empilement, I'effet du cisaillement transverse
n’influe pas beaucoup sur le comportement du matériau. De plus, I'étude du
comportement mécanique des poutres stratifiées équilibrées a montré que
I'ordre de la disposition des couches ne contribue pas beaucoup a la variation
de la fleche, et qu’un stratifié équilibré résiste mieux qu’un stratifié croisé dont
les couches extérieures sont orientées a 90°. L'introduction des couches
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d’orientation +45° dans I'empilement du stratifié croisé améliore ses propriétés
mécaniques tels que sa résistance et sa rigidité lors de la considération du
cisaillement transverse de la poutre.

Afin d’étudier I'influence du nombre de plis et |a variation de I'épaisseur
sur le comportement de la poutre, on a ajouté des couches extérieures a une
poutre stratifiée croisé [0,/90,/0.], et équilibrée [45,/-45,/45,]. L’augmentation
de I'épaisseur et l'ajout des couches ont pu renforcer plus le matériau.
L'augmentation aussi du rapport des modules conduit a une élévation
considérable du coefficient de cisaillement en l'occurrence avec I'épaisseur
totale de la poutre.

L’évolution des contraintes a travers I'épaisseur de la couche est
caractérisée par une forme linéaire pour les contraintes normales ou de flexion
et par une forme parabolique pour les contraintes de cisaillement. Les résultats
obtenus mettent clairement en évidence linfluence de la séquence
d’empilement des plis. La valeur des contraintes s’accroit successivement de la

5°™ couche jusqu’a atteindre sa valeur maximale dans la 1°° couche du
stratifié. La contrainte maximale n’est atteinte dans la couche externe que dans
le cas ou les couches extérieures sont orientées a 0°. Il en résulte que la charge

a la rupture sera fortement influencée par I’'empilement.

Enfin, on a constaté que le comportement d’une poutre stratifiée
sollicitée a la flexion 4-points, quand la charge est appliquée a deux points
différents de la poutre, présente une résistance moins importante et leur
adoption fait augmenter les déformations dues au cisaillement transverse.

L'ensemble des résultats obtenus a montré que le cisaillement transverse
n‘a pas beaucoup d'effet sur le comportement en flexion des poutres
composites, soient croisés ou équilibrés. Le changement de certains
parametres tels que : la séquence d’empilement, le nombre de plis composants
du stratifié, le rapport des modules ne contribue pas assez bien a
I"augmentation du facteur de cisaillement transverse. En revanche, son degré
peut étre mieux diminué si I'orientation 45° est présente dans I'empilement de
la poutre composite stratifiée, cette étude peut étre développée dans le futur
par des analyses numériques et validée par des résultats expérimentaux.
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