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Notations et Symboles

NOTATIONS

ABREVIATIONS:

d.d.l: degrédeliberté.

MEF : Méthode des ééments finis.
MRG : Matrice derigidité globale.
ELEM : Elément.

NGP : Nombre de points de Gauss dans une direction.

SYMBOLES:

[x], x : matrice.

{x} : vecteur.

(x) : Matrice ligne.

[X]T, x" : trangposé de la matrice x.
[x]", x*: inverse de lamatrice x.
det(x) : déterminant de la matrice x.
dx : différentielle ou incrément.

dx : Variation.

1 : Symbole de ladérivée partielle.

NOTATIONS:

Seules les notations les plus importantes sont reprises :

[A] : matrice qui relie le vecteur déformations au vecteur déplacements.

[B] : matrice qui relie le vecteur déformations au vecteur déplacements nodaux.

[D], D : matrice d’ dasticité.
Dy : matrice éastoplastique.
E : module de Y oung.

n : coefficient de poisson
F(t) : fonction de charge.

{fs : vecteur forces surfaciques.
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{f\} : vecteur forces volumiques.

a: lalongueur de laplaque.

b : lalargeur delaplaque.

[J] : lamatrice jacobienne.

l1, j2, j3: lesinvariants de contraintes.

S, t, q: autre formulation des invariants des contraintes.
Sm, S, (: autreformulation des invariants des contraintes.
[K], K : matrice derigidité globale.

[KM] : matrice derigidité élémentaire.

[N] : matrice des fonctions de forme.

(N) : Matrice ligne des fonctions de forme.

N : nombre des ncauds par élément.

{R} : vecteur des charges nodales global.

{%} : vecteur des charges nodales d’ un éément.

{d} : Vecteur global de tous les variables nodales

{d'"} : vecteur global desincréments des déplacements nodauix.
{u} : vecteur déplacements d’un point quelconque de I’ d ément.
{u®} : vecteur des déplacements nodaux d’un éément.

u, v :déplacements suivant les axes du repére.

Z , h: coordonnées locaes.

wi, w; : coefficients de poids.

de: incrément de déformations totale

de®: incrément de déformations élagtiques

de’: incrément de déformations plastiques.

d : multiplicateur de plasticité.

S1,, S2, S3: contraintes principales.

Dt: pasdu temps.
éyp : vecteur de vitesse des déformations viscoplastiques.
De : incrément de déformations plastiques.

DeP : incrément de déformations viscoplastiques.
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INTRODUCTION

I. PROBLEMATIQUE :

Pour estimer le comportement d’une plaque sous I’ effet d’une charge impulsive il est

souvent nécessaire de connaitre I'é&at final de la structure .Cet é&at permet le
dimensionnement de la plague par I'ingénieur concepteur .Cependant, la connaissance
détaillée de I’ histoire du déplacement-temps ne représente pas la condition principale pour
un concepteur .pour établir les principes d’' analyse analytique la plaque est représentée par
un modéle simplifiée équivalent & un systéme a un degré de liberté .
Cette modélisation est suivie par le lien entre la durée totale de la charge impulsive et la
période naturelle de vibration de la plague .par conséquent, la structure complexe est
approchée par une représentation a un degré de liberté avec masse concentrée .L’ équation
du mouvement ainsi obtenue peut étre résolue analytiqguement ou numériquement.

Le but principal de I'utilisation de cette approche est de proposer un modéle de

déplacement simplifié qui permet d’ évaluer les moments de flexion et les contraintes de la
plague sous |’ effet de charges impulsives.
Dans le but d’investiguer le comportement de |a plague sous I’ effet des charges transitoires
la méthode des éléments finis et appliquée .Cette approche numérique permet d’ anal yser
la plague en domaine tempord .L’intégration des équations dynamiques globaes du
mouvement est obtenue par la méthode d’ intégration directe de Newmark-f .Les résultats
des analyses par cette méthode permettent d’ évaluer la réponse dynamique de la plague .En
plus,ces résultats peuvent servir pour la comparaison et la validation des résultats du
modé e anal ytique proposé.

Le principal objectif dans la conception des plaques sous I’ effet des charges impulsives
(charges explosives) est de fournir une ductilité suffisante pour permettre a I’ éément de
fléchir d’une quantité permise .La structure de la plague doit étre initialement congue pour
satisfaire au critére de déformation plastique en flexion .Le mode de déformation évite la
ruine prématurée de la plaque sous |'effet d'autres types de charges par exemple:
cisaillement...etc.
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RECHERCHES PRECEDENTES:

Lestravaux de recherche de Huang [15] et de Haxton & Haywood [13], ont été consacrés
alarésolution des équations dynamiques des structures submergés pour estimer la réponse
dynamique et la dispersion d'impulsion de la structure sous I’ effet d'explosion. Dans le but
de modéliser les structures sous I’ effet d’explosion par les méhodes numériques, Huang
[15] a employé la technique d'@ément de frontiere en conjonction avec la méthodes des
éléments finis pour laréponse structurale.

Les codes de calcul d'utilisation générale tels que VAST (linéaire) et ADINA
(nonlinéaire) sont tres populaires. VAST est un code utilisé pour le calcul de vibration et
de résistance qui peuvent étre utilisés pour prévoir la réponse linéaire de la structure. En
revanche ADINA est principalement adresse aux problémes complexes d'analyse non
linéaire qui peuvent impliquer la déformation appréciable du matériau et le comportement
géométrique non linéaire [14].

Liang et al [17], ont utilisé la mé&hode des ééments finis pour éudier deux cas, qui
incluent une plague carrée entierement encastrée et une coque sphérique soumise a
I'explosion et au chargement de choc. L’ éude a concerné le comportement non linéaire des
deux structures pour les grandes déformations élasto-plagtiques. L’ &ude a été obtenue par
la méthode des éléments finis en dynamique transitoire sous I’ effet des charges explosives.

Gupta et al [12], ont modéisé une plague rectangulaire par un systéme a un degré de
liberté pour conduire une analyse éasto-dynamique de la plague sous I'effet d’une
explosive.

La fonction déplacement de la plaque choisie est sous forme de série trigonométrique
satisfaisant les conditions aux limites pour le cas des appuis simples. La formulation a
conduit & développer la solution exacte pour les déplacements, les vitesses et les
accélérations de la plaque. La solution de la réponse dynamique a été comparée avec celle
du code ADINA.

Chen et al ont [4], développé une méthode semi-anal ytique de bandes finie pour I'analyse
de laréponse de non-linéarité géométrique de plagues rectangulaires composites stratifiées
sous | effet de chargement dynamique. Les plagues sont simplement appuyeées et leurs
propriétés sont évaluées en se basant sur la théorie des plaques a déformations de premier
ordre. La solution du probléme non-linéaire dynamique est obtenue par I'utilisation du
schéma d'intégration de Newmark pas a pas en association la méthode d'itération de

Newton-Raphson.
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Dans un travail de recherche récent, Chen et Dawe [4] ont considéré la réponse linéaire
transitoire de laminas rectangulaires au chargement norma a l'aide de la méthode semi
anal ytique des bandes finis en conjonction avec une procédure de superposition modale.
L'approche de la référence [4] est limitée au comportement de petites déformations sous
I’ effet de chargements de faibles amplitudes.

Le cas de vibration des plaques pour les grandes amplitudes a été un sujet de recherche
pendant plusieurs années. Plusieurs ont publié des travaux concernant I’ évaluation de la
réponse en vibration libres des plaques pour les grands déplacements. Chu et Hermann [6]
ont conduit une investigation analytique dans le but d’analyser les plaques isotropes pour
la vibration libre non linéaire. Des é&udes similaires sur les plaques orthotropes sont
données par les références [19], [8].Ganapathi et al [10], ont conduit une étude en vibration
libre pour les grands déplacements des plaques orthotropes en utilisant des éléments finis
quadrilatéres basés sur la continuité C° de cisaillement. Les équations différentielles non
lindaires sont résolues en utilisant une technique d’itération directe. Les résultats
d’analyses conduites sur des plagues isotropes et orthotropes a conditions aux limites
simplement appuyés indiquent I’ effet de rigidification (Hardening) du comportement est

augmenté pour le cas de plagues épaisses et des plagues orthotropes.

BUT DE LA RECHERCHE :

Le but de cette recherche est I'analyse des plagues isotrope et orthotropes minces et
épaisses par la méthodes des éléments finis.

Pour une é&ude comparative, un modéle anal ytique smplifié a é&té proposé dont les résultats
ont é&é validés par la méthode des ééments finis.
Cetravail est organisé en six chapitres :

Le premier chapitre présente une introduction générale qui inclut la définition du
probléme suivie par les travaux de recherches précédents. Ce chapitre est terminé par e but
et le plan de travail de lathese.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons la théorie générale des plaques orthotropes
de Reissner-Mindlin, en exposant une généralité sur le principe du travail virtuel, la
formulation détaillée de I’ élément quadrilatére isoparamétrique 4, incluant les effets de
cisaillement transversal. En outre, sont exposés les calculs de la matrice de rigidité, et du
vecteur charge équivalent du aune pression uniforme.

Le chapitre trois est consacré a la présentation de la méthode des éléments finis en

dynamique linéaire. A partir du principe de Hamilton nous formulons I’équation
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différentielle du second ordre .Ce chapitre est terminé par la présentation de la méthode
pour la résolution des équations différentielles du second ordre (méthode d’intégration
directe de Newmark-f3).

Le chapitre quatre introduit les méthodes de résolution des problémes dynamiques

L’une des contributions de ce travail est présentée au chapitre quatre et concerne la
modification d’un code de calcul numérique existant basé sur la méhode des éléments
finis, Auss, la mise en cauvre d’un code de calcul ANALYTIC, basé sur la méthode
analytigue sus-indiquée en utilisant le langage de programmation FORTRAN .Cette
contribution se situe a l'introduction de plusieurs paramétres (E;, E; Giz €tc....),
définissant |’ orthotropie du probable matériau traité par le code DYNAMICPLATE, et
également par le code mis en cauvre ANALYTIC, a I'incorporation de la charge
d’explosion et en faisant varier I’ épaisseur de la plague.

Les structures des deux codes, DYNAMICPLATE, e ANALYTIC sont schématisés
par deux algorithmes, avec les significations des variables qui prennent leurs valeurs dans
les fichiers de données des codes, ceci est fait I’ objet du cinquieme chapitre.

Au chapitre six, les réaultats des analyses de plusieurs cas de plagues isotropes et
orthotropes sous I’ effet de différents chargements dynamiques sont présentés. Ces analyses
ont éé obtenues aprés un test de validation, et la modification d’ un code de calcul existant
en formulant le probléme par une méthode analytique et en introduisant la possibilité de
matériaux orthotropes.

Afin de vérifier I’ gpplication du programme proposé, plusieurs exemples ont été illustrés
en prenant en considération I’ effet de I’ épaisseur , I’ effet du type de charge, I’ effet de la
variation du pas de temps et I’ effet des conditions aux limites. La comparaison avec des
résultats figurant dans la littérature de rapport par le code de calcul modifié, pour le cas
d’'un éément quadrilatére a quatre noauds indique la performance du code de calcul

modifié, ainsi, que celui élaboré.
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CHAPITRE Il : CINEMATIQUE DESPLAQUES
ORTHOTROPESET FORMULATION PAR LA M .E.F.

Ce chapitre est consacré ala présentation des théories des plaques, dans le cas des petits
déplacements, et plus spécidement aux éléments de plagues orthotropes en flexion.

2.1. Théoriesdes plaques en flexion :
2.1.1. Définition d’une plaque:

Une plaque est un solide éastique dont une dimension selon I’ épaisseur, est petite en
comparaison des deux autres, et qui généralement comporte un plan de symétrie au milieu
de I’ épaisseur que nous appellerons surface moyenne. Par convention, cette surface serale
plan (x-y), I axe (0-z) correspond a |’ axe transversal selon |’ épaisseur.

Une plaque peut ére congtituée d'un matériau homogéne, ou étre obtenue par

I’empilement de différentes couches de matériaux orthotropes.

y
v ____ ]
------------------- B > X

Surface moyenne

Figure 2.1: Portion d’une Plaque

2.1.2. Hypothéses:
Lathéorie des plaques repose sur les hypothéses suivantes :

H.1: Lescontraintes normales s  sont négligeables par rapport aux autres composantes

de contraintes: s , = 0.
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H.2: Les pentes de la surface moyenne apres déformation, sont supposées petites par
rapport a1’ unité (Petite déflexion du plan moyen).

H.3: Les points situés sur une normae & la surface moyenne avant déformation, restent
sur cette normale au cours de la déformation; ceci revient a négliger I'effet de

cisaillement transversal. Onadanscecas:e, =e, =0.

Les hypothéses H.1 et H.3 correspondent dans le cas bidimensionnel aux hypotheses
classiques de la résistance des matériaux avec conservation des sections droites, elles
correspondent aussi a la définition d’un état plan de contrainte.

La théorie des plagues correspondante dans laquelle on néglige les effets de cisaillement
transversal est due a Kirchoff (cas des plagues minces).

La théorie des plaques qui permettent la prise en compte du cisaillement transversal est
connue sous le nom de Reissner-Mindlin, dans ce cas, il faut prendre en compte les
déformations de cisaillement transversal et alors les fibres normales a la surface moyenne
avant déformation ne le restent pas au cours de la déformation.

Pour les plagues homogénes isotropes, la validité de la théorie des plagues retenue

dépend des caractéristiques géométriques.

On admet généralement les hypothéses de Mindlin s : 4£LNE20
et cellesde Kirchoff si : L/h>20
Ou:

L : est une longueur caractérigtique dans le plan (x-y).
h: est I’ épaisseur de laplague.
L/h: est le facteur d’ @ancement de la plague.

Pour les plaques orthotropes et composites, le role des déformations de cisaillement
transversal dépend non seulement des caractéristiques géométriques (I’éancement L/h),
mais également des caractéristiques mécaniques représentées par le rapport E/KG.

Ou:

E : module caractéristique intervenant dans la flexion.
G : module de cisaillement transversal (CT).
K : facteur de correction de cisaillement transversal.

La théorie de Kirchoff (théorie classique des plaques minces), peut étre interprétée
comme un cas particulier de la théorie de Reissner-Mindlin, ainsi un bon modele éément
fini basé sur la théorie de Reissner-Mindlin devra donner des résultats en accord avec la

théorie de Kirchoff si I'influence du cisaillement transversal est faible.
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2.2. Conventionsde signe pour déplacements et rotations:

yv
Myx
g M
Xy
Qy Mx
- » X,U

Figure 2.2 : Conventions générales

Z,W

Soient les déplacements dans le plan u et v, le déplacement transversal w et les rotations
b, et b ,ouq, et q, ;onaévidemment:
b, =dq, b,=-q, (2.1)

y

b, etb : lesrotations de la normale a la surface moyenne dans les plans (x-z) et (y-2)

respectivement.

2.3. Reations cinématiques :

2.3.1. Champ de déplacements:
Dans la théorie de Reissner-Mindlin (prise en compte du cisaillement transversal), on se

donne un modéle de déplacements basé sur trois variables indépendants : le déplacement
transversal w(x,y) et lesdeux rotations b (x,y) etb (x,y).
Le champ des déplacements s exprime alors en fonction de ces trois variables par la
relation suivante :
u(xy,z) = zb (xy)
v(x,y,z) = zb (x.Y) (2.2

w(xy,z) = w(x.y)
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2.3.2. Champ de déformations:

L'état de déformation en coordonnées cartésiennes est défini par les expressons

suivantes:
e,=1u
2e,=0, = ﬂ;J/ +% (2.3)
2, =0, =ty

Aprés subgtitution des déplacements dans (2.3), nous obtenons les composantes du

tenseur de déformations en fonction des trois degrés de libertésw,b , b, :

-}

O, = z(‘”‘”—t;x + ﬂﬂ—t;y) (2.4
g,=b + J‘I]TVYV

9,= b, + J‘I]TVVV

Le tenseur de déformation peut étre décomposé en deux parties, I’ une indépendante de z

traduisant les déformations de cisaillement notée {e} ou {g}, e I'autre patie {e,|

dépendante de z représente les déformations de flexion :

fe.f ey} ={deF farf (2.5)

—
2.
1

fl=le,y=4c) e}=lo}=1 y=i o (26)
| + |
%gxyi) 19:b T Typ
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AVeEC :

i b,
.

_1 Tb,
fe} by
i bX+ﬂby'|'

2.7)

—g i —

tly  xp
{c}: Le vecteur des variations de courbure.

D’ ou on peut écrire:

fet={lct o] (28)

2.4. Reations contraintes-défor mations::

Nous considérons les relations linéaires entre les contraintes et les déformations (loi de
Hooke généralisée). Pour les matériaux orthotropes, la relation liant les contraintes aux
déformations s écrit :

{s}=[clie} 2.9)

Telleque:

[C] : matrice de constantes élastiques.

Lorsque le cisaillement transversal est pris en considération, le vecteur de contraintes

peut &tre décomposé en une contribution de cisaillement{s }, et une contribution de

erxion{s f} ;

o Ju_dc,]  [oluieu

;s — A

b el [clao

(2.10)

— — —

s =08 s f bd=bnsf (2.11)

Avec :
€Q, Q 0d
cl&@. 2 oy lcl=e™ (2.12)

- 0 Q
€ e ssU
&0 0 QeeH
n
Q=1 Q=1 %4

217712
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_5 -
sz 1- n,.n, Qee - GlZ (2'13)
Q44 = G13 Q55 =G
Telsque:

E, : Module de Young dans ladirection (x).
E, : Module de Young dans la direction (y).

n : Coefficients de poisson.

12:N 21

G,: G,, G,,: Modules de cisaillement.

2.5. Relations effortsrésultants-défor mations:
Pour la conception et le calcul des éléments de la mécanique, il est souvent intéressant de

connaitre les efforts de résistance des matériaux.

Les moments résultants de flexion sont :

iM U
< Vo Ly

M}=tm Y= g s s Faz=[D, Jic) 2.14)
lM I -n2
™Mb

Les efforts tranchants sont

Qg )

Q=] Y= c‘isxz,syz} dz=[D,J{o} (2.15)
TQy% -2

Avec:
h: L’ épaisseur delaplague.

¢ B En g
&-n,n, 1-n,n, 3 < .
_wéEn, E o1 Ga O
D |=-:¢€ ou; [D|=hke G (2.16)
[ f] 12 91 22 1-n,n, u [ ] éO 5300
e u
e 0 0 Gpq
e u

k : Coefficient de correction de cisaillement transversal.

[ D, ] : Matrice derigidité ala flexion.

10
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2.6. Formulation en statiquelinéaire:
On aboutit, dans le cas de la formulation en statique et élasticité linéaire, au systéme

d’ éguations:
[k e ={F} (217)
[K] - représente la matrice de rigidité de la structure.
{q} : Vecteur de déplacements nodaux.

{F} - Vecteur chargement extérieur.
Le théoréme qui conduit a la relation (2.17), dans le cas d'une approche de type

« déplacement », est celui des travaux virtuels.

2.6.1. Principe destravaux virtuels:

Soit un corps solide en équilibre sous I’ action de forces de : volume fiV , de surface f, S e
des forces concentrées. Considérons un champ de déplacement virtuel du; cinématiquement

admissible.
Le théoréme des travaux virtuels exprime le bilan des travaux virtuels interne et externe,

lorsque le corps est en équilibre :

3, de,dv = ¢f'dudv + ¢§,°du dS+ Qdu (2.18)
\% S

Vv

V : est le volume du corps;
S lasurface extérieure du corps ou les forces surfaciques sont appliquées ;

f" : Forces volumiques;

S . . . , N ;. .
f.” . Forces surfaciques appliquées ala surface extérieure S du corps ;
Q : Forces concentrées;
Sj : Tenseur des contraintes;

€,; ' Tenseur des déformations infinitésimales.

Sous forme matricielle, nous avons :

de>{s}tav = ggdu>{f}dv + ¢rdu>{f}ds + § <du>{Q} (2.19)

<e>: Vecteur des déformations, transposé ;

11
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{S } : Vecteur des contraintes ;
<u>: Vecteur des déplacement, transposé ;

{fv} - Vecteur des forces volumiques ;
{fd : Vecteur des forces surfaciques ;
{Q} : Vecteur des forces concentrées.

On peut introduire la fonctionnelle énergie potentielle totale V , et le principe du travail

virtuel s écrit :
du = dw

Ou:
dv=dU-W) =0 (2.20)
Avec :
V : Energie potentielle totale.
U : Energie de déformation.

W : Travail des forces appliquées.

2.6.2. Principe dela méthode des démentsfinisen statique:
La méhode des éléments finis de type déplacement permet de ramener les problémes de
milieux continus a des problémes discrets.
En statique, nous considérons successivement :
Ladiscrétisation du domaine en élémentsfinis.
Laformulation au niveau de I’ dément.

Laformulation globale aprés assemblage.

2.6.2.1. Discréisation spatiale:

La phase de discrétisation, consiste a découper la structure (domaine continu V), en sous-
domaines V° de forme géométrique simple que I'on appelle «ééments finis»,
interconnectés en des points remarquables appelés « noauds ». Dans chague élément, on
définit une approximation des déplacements en fonction des déplacements aux noauds,
Soit :

{ux, vy, 2FF = [N(x, v, 2F {df° (2.21)
Avec :

{u}e : Vecteur des déplacements en un point M de I’ @dément e.

[N(x, Y, z)]e : Matrice d’interpolation pour I’ élément e.

12
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{af* : Vecteur des déplacements aux noeuds de I dément e.
2.6.2.2. Formulation éémentaire:

La formulation au niveau de |I’élément, consiste a rechercher pour chague élément des
expressions matricielles d énergie de déformation et du travail des forces appliquées en
fonction des déplacements aux noauds. Ceci nécessite le calcul des matrices derigidité et le
vecteur des forces équivalentes.

L’expression de I’ énergie potentielle totale en fonction des déplacements aux noauds de

I"élément, est :
vezus we =L [k {7 (F) e2)

Avec:
[K]= (:{b]T[C][b]dV (2.23)

{F}= CEBN]T{fV}dV + (:jN]T{fS}ds (2.24)

Onrappellequel’ona:
{s}=[cl{e} (2.25)
{e} =[ofu} =[bl{a} (2.26)
et que: {fv}et {fs} sont respectivement les vecteurs des forces de volume et de surface.

[D] - Matrice d’' opérateurs différentiels.

[b] : Matrice d’interpolation des déformations.

2.6.2.3. Formulation globale:

La formulation globale du probléme, consiste & rechercher pour la structure compléte
I’expresson matricielle d'énergie de déformation, et du travail des forces appliquées en
fonction des déplacements en tous les nceuds de la structure. Ceci nécessite I’ assemblage
des caractéristiques élémentaires : matrice de rigidité, vecteurs forces équivalentes, pour
tous les éléments.

L’ énergie potentielle totae de la structure peut étre obtenue par sommation des énergies

potentielles totales élémentaires, soit :

13
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v= 3 ve= & (3@ KHdr - {7 {FH @27)

ééments ééments

Soit {q}T le vecteur ligne des déplacements aux nceuds de la structure, soit pour une
structure am noauds :
o ={rwa'kq} (2.28)
Avec :
{qi} : Sous-vecteur des déplacements au nosud i.

On peut définir pour chaque élément une relation matricielle permettant d’ éablir une
correspondance entre les déplacements aux naauds de I élément {q}° et les déplacements
aux noauds de la structure{q} , soit :

{a* = [B[{a} (229)
(N1 =M NN
Avec :
[B : Matrice de locdlisation de I élément.
Ne: nombre de degré de liberté de I’ dément.
N : nombre de degré de liberté de la structure.
Chaquerelation (2.29) permet de repérer ou de localiser les d.d.I. de chaque éément dans
I’ensemble des D.D.L. delastructure.
En utilisant les relations (2.27) et (2.29), on peut écrire:

v= & {3 B KFEHd - 3 BHFY (230)

D'ou: e
v = LK) - 3{d'{F) @3
Avec :
<= & (sl kel e
{(F}= & [BF {F} (233)

[K] : Matrice de rigidité de la structure.
{F}: Vecteur des forces équivaentes.
Dans le cas de forces ponctuelles appliquées au noauds de la structure (vecteur {P}),

I’expression de {F} devient :

{F}={p} + &l[BI{FYF (234)

éléments

14
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Ces expressions permettent d’obtenir par gpplication directe du principe des travaux
virtuds, le systeme des équations d’ équilibre des noauds. En effet, on a:
du = dw

d{al [k l{a} = a{al'{F} (2:35)
D'ou:
[Kl{a} ={F} (2.36)
2.6.3. Elément finisavec cisaillement transversal :
La prise en compte du cisaillement transversad modifie largement les principes
d’ daboration des déments de plaque En effet, leur formulation est basée sur
I’approximation de trois champs indépendants: le déplacement transversal et les deux

rotations. Par ailleurs, leur conformité ne requiert que la continuité C° dew, b,.etb,.

2.6.3.1. Discréisation du champ de déplacements:
Nous considérons des éléments de type quadrilatére auxquels nous appliquons la

formulation isoparamétrique .

h y
A A
3
4(-1.1) 3(1.1) 4
I wil
1
» X h)xy
21,1
. 10,h
1(-1,-1) 2(1,-1) > X
Coordonnées intrinséques : élément Coordonnées physiques : élément
parent isoparamétrique

Figure 2.3 : dément isoparamétrique de plague avec cisaillement transversal.

Pour tout élément isoparamétrique quadrilatéral a quatre nosuds nous avons les

approximations suivantes :
x=N"(x,h) X

y=N"(x,h)Y

15
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w=N"(x,h)W (2.37)
b,=N"(x,h) B,

)
b,=N"(x,h)b,

Ou:
w=3 N, w
i=1
b,=a Nb, (2.39)
i=1
_g
by—a N. byi

Ne : indique le nombre de nceuds par élément.
Les fonctions d’interpolation utilisées sont les fonctions d’interpolation habituelles des
quadrilatéres isoparamétriques.
Dans le cas du quadrilatére linéaire, on a:
N'=[N, N, N, NJ (2.39)
Avec : N.(x,h) =%(1+xx )(1+hh) (2.40)

xiouhi : prenant les valeurs (+1) ou (-1) suivant le noaud considéré.

Twi ib,l ib,
P o P
W:lWZ" ) _i b,oi g by
i Vi i Dl i Pyal
fwh fo. [b.}
(2.41)

1 X0 1yl

My P

X =t XZ{, v=1%

%] i Yai

2.6.3.2. Discréisation du champ de déformations :
Par substitution de (2.37), dans les relations de déformations (2-6) et (2-7), on obtient les

matrices d’interpolation des déformations de flexion et de cisaillement :

16
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i b, @ N" U
o 1@ e 0wl
1 l e G\ -
_ b, 1 % T )
er=fe =t = y=0 o My (2.42)
| {1 ﬂyﬂ ! & - ﬂyTH"')%/
i 1b, , o, N NG
RV Y S S VO e
i Twiu
ip +Iwt  ENT T Ui
== My-eW il6.Y 2m)
¢ 1b +J]V_V'|' éJ]N_T 0 NTl:I.l. X.I.
Y Typ ety Qip i
T5vp
Soit :
{c}=te.}=Ip, o} o} =|o,}{a} (2.44)
Oou:
INT U
g) ﬂX 0 l;I NT T Ou
_1 ¢ Tu & G
[bf]:go 0o IV lb,]=& '”X g (2.45)
= p N U
o INTINTH e‘ﬂy a
é iy X U

2.6.3.3. Matricederigidité:
L’ expression de I’ énergie de déformation permet de calculer la matrice derigidité, soit :

U=U, +U,
:% ‘{ JE Jav + %V@{Q}T{s Jav (2.46)
U= % c)'[p, [{c} dxdy + 1 dg 1" [D,J{g}dxdy (2.47)

Apres substitution des expressions de déformations (2.44) dans I’ énergie de déformation,

nous obtenons :

U=U U =3 b D ] Joayid + 3 dbf Db Joid @4

D'ou:

17



Chapitrell : Cinématique des plagues orthotropes etformulation par la M.E.F.

=l k)= ds o Jb Jos ool es e

K] = oalb, T [, J[B, | detla]ax an + &b, [D.] b, |aet[s]ax dn (2.50)

[J] : est |la matrice Jacobienne de |a transformation géométrique.

Lametrice jacobienne [J (x, h)] est:

e MU OGN, Ny

= éJ J.u
e1'[X T[X u e T[X T[X u 211 127
[9] = 0 .ﬂyq = e N7 = g 3 (2.51)
ej]_ —2U ej]_ IN- u Y =
e'”h ﬂh 0 & ﬂh X ﬂh YCI 21 JZZU

=} =D o)

éjn lel\;I é‘]zz - le@
i]=¢6 U= é G 253
[J] é. .U det|J é g ( )
élxn )22 & Jn J2 0

Lesdéormations{c} et{g sont définies en fonction des variables nodales:

{c}=[p, l{a} {o}=b, o}

avec :
. NT 0 i
€ fix u
€ TU T T T
b | =8 IN" INT _; INT L 9N
bl=go e et (259
N gNTU
é Ty x
7 T AY
=A /] = =+ .
9 ZJ]N—T 0 NTH Ty loy X l22 fh ( )
g Ty a

Lamatrice derigidité [K] est obtenue par intégration numérique de (2.50) de type Gauss.

L’intégrale peut étre évaluée en utilisant laformule :

18
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+1+1 él
0Of (x.n)dxdh =§

-1-1 i=

Qas

WW, f(x,h,) (2.56)

J

=
11,
LY

Oou:
x.,h.

; & sont les coordonnees des points d' intégration.

W, W, : sont les coefficients de pondérations (ou poids) correspondants.

h
A
+1
2 ®-----f----: e
17 .4 3.
'1\/§v: ! t1 x
11 i
Vel |2
-1

Figure2.4: Intégration de Gauss (2" 2) pour le quadrilatére.

2.6.3.4. Vecteur charge équivalent :

L’ expression matricielle du travail virtuel d0 au chargement de surface et volume s écrit :

dw = gadui{f,}av + gpdun{f}ds = {dq)” {F} (257)

Nous avons: {duf*=[N]{d g} (2.58)

dw = &daif NI {f,}dv + éjqfde]eT{fS}dS = & gfif {F}° (2.59)
D'ou: ’ ]

{Ff= dN]eT{fV}dV + gINF {tds (2.60)

Pour une charge uniforme répartie f, suivant z, le vecteur des charges équivaentes

associées aux variables W, alaforme habituelle:

[FI = gyavef f,ds (2.61)

S
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Chapitrelll : ELEMENT FINISDE PLAQUE EN DYNAMIQUE

3.1. Introduction :

Lorsqu'une dructure est soumise & un chargement qui varie avec le temps, il est
raisonnable d'admettre que sa réponse varie aussi avec le temps. Dans ce cas, une analyse
dynamique doit étre menée. Si cependant, la fréquence du chargement est basse comparée
avec la fréquence naturelle de la structure, alors la réponse donnée par I'analyse statique
sous la charge instantanée peut suffire. Cette hypothese est normalement appliquée quand
la fréguence est moins qu'un tiers de la fréquence naturelle la plus basse.

Si la charge appliquée varie rapidement, donc une variété de techniques de solution peut
étre employée en tenant en compte |’ effet de I'inertie du aux effets de la masse et de

I”amortissement.

3.2. Méthodes d’analyse dynamique :

La majorité des analyses dynamiques résoudra |'équation (3.13), qui donne La réponse
temporelle de chaque point nodal dans la structure par inclusion des forces d’inertie et des
forces d’ amortissement dans I'équation. Les forces d'inertie sont le produit de la masse par
I'accélération et les forces d’amortissement sont le produit du coefficient d'amortissement

par lavitesse. L’ équation générale de mouvement est donc :
m]{g + [c]{a} +[«]{a} = {FE} (313)
Ou, en forme matricielle :
[M ] Représente la matrice de masse de La structure,
{8 Le vecteur d'accélération nodale,
[C] La matrice d'amortissement de La structure,
{8} Le vecteur de vitesse nodale,
[K] Lamatrice derigidite de La structure,
{a} Le vecteur de déplacement nodale et
{F (t)} Est le Vecteur dela charge nodale appliquée.

Cette équation est une série d'équations différentielles en forme matricielle pour la

réponse dynamique d'une structure modélisée avec un nombre fini de degrés de liberté.
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Cependant, la solution de cette série d'équations prises avec incrémentation du temps
nécessite des milliers de solutions statiques pour obtenir une réponse temporelle compléte
de la structure.

Cela peut étre impraticable pour n'importe quel cycle de durée importante. Donc, il est
important d’ examiner la réponse vibrationnelle pour quelques excitations spécifiques.

Lestrois types les plus communs d'anal yses sont :

Analyse MODALE.
Anayse de LA REPONSE FREQUENTIELLE HARMONIQUE.
Anayse DYNAMIQUE TRANSITOIRE.

3.2.1. Analyse Modale:

Dans beaucoup d' applications d'ingénierie, les fréquences naturelles de vibration sont
d'intérét. C'est Probablement le type d'anal yse dynamique le plus commun et est mentionné
comme une « Analyse aux valeurs propres ». En plus des fréguences, les formes modales
de vibration qui apparaissent avec les fréquences naturelles sont auss dintérét. Ils
représentent «la réponse de vibration libre sans amortissement » de La structure causée
par une perturbation initiale de la podtion d'équilibre statique. Cette solution dérive de

I'équation générale en annulant I'amortissement et les termes de laforce appliquée.

3.2.2. Analyse dela réponse fréquentielle:

Ce type d'analyse est intéressant, lorsque la réponse en éat stable d'une structure a
I'excitation d’ une force harmonique pour une fréquence donnée est exigée. La réponse peut
étre nécessaire pour une série de fréquences.

Dans une analyse de la réponse fréquentielle, la fréquence de la réponse a une excitation
harmonique est auss harmonique et se produit & la méme fréquence.

Dans l'analyse de la réponse fréquentielle, I'amortissement peut souvent étre ignoré
puisque la plupart des structures sont 1égérement amortis et cela simplifie la solution. Cela
permet de caculer toutes les fréquences sauf les fréquences naturelles. Si une fréquence
naturelle est utilisée comme une excitation, et aucun amortissement n'est considéré, la
solution échoue en raison de problémes numériques. Cependant, ce n'est pas un probleme

puisque les fréquences naturelles sont normalement adéquates.
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3.2.3. Analyse de la réponse transitoire:

Si la fonction d'excitation n'est pas harmonique, mais une fonction arbitrairement
dépendante du temps, alors une « Analyse de la réponse trandgtoire » doit étre utilisée.

Dans cela, I'équation générale de mouvement est résolue mais, dans ce cas, I'échelle de
temps du chargement est telle que les effets d’ amorti ssement ou d'inertie sont importants.

Ce type d'analyse est employé pour déterminer les déplacements, déformations et
contraintes qui varient avec le temps, dans une structure soumise a une charge transitoire.

II'y adeux approches de base pour I'analyse transitoire.

La premiére approche est connut sous le nom de la méthode « Superposition modale »
qui admet que laréponse de la structure peut étre représentée par les fréguences inférieures
naturelles de la structure. Donc la réponse compléte, est I'addition des fractions correctes
des formes modales des fréquences les plus basses. Mathématiquement, cela implique une
transformation de I'équation a partir de coordonnées des déplacements nodauix en une série
de coordonnées moddes. Cela aboutit a beaucoup moins d’ équations, mais des résultats
d'une solution gpproximative éant obtenue.

La deuxiéme approche implique la résolution des systemes d’ équations par intégration
directe qui implique la totalité des systémes d'équations et exigent beaucoup de pas de
temps avec une solution compléte dans chaque pas de temps.

Cependant, cela a prouvé d’ étre suffisamment adéquat pour les problemes dynamiques
les plus structurels.

3.3. Analyse dynamique par intégration numeérique:

L'approche la plus générale pour résoudre la réponse dynamique des systémes structurels
est I'intégration numérique directe des équations dynamiques d'équilibre. Cela implique la
tentative de satisfaire I'équilibre dynamique a des points discrets dans le temps, aprés que
la solution ait été définie au temps zéro. La plupart des méthodes emploient des Intervalles
de temps égaux a Dt, 2D,3D....... nD.

Cependant, toutes les approches peuvent fondamentalement ére classifiées comme
méthodes d'intégration explicites ou bien implicites.

Les méthodes explicites nimpliquent pas la solution d'une <érie d'équations
lindaires & chague pas de temps. Essentiellement, ces méthodes emploient I'équation
différentielle au temps "t" pour prévoir une solution au temps "t+At". Pour les structures

les plus réelles, qui contiennent des ééments rigides, un tres petit pas de temps est exigé
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pour obtenir une solution stable. Donc, toutes les méhodes explicites sont
conditionnellement stables vis-a-vis de lataille du pas de temps.

Les méthodes implicites essayent de satisfaire I'équation différentielle au temps "t"
apres que la solution au temps " At" ait été trouvée. Ces méthodes exigent la solution d'une
série d'éguations linéaires en chague pas de temps ; cependant, de plus grands pas de temps
peuvent étre employés. Les méthodes implicites peuvent ére conditionnellement ou
inconditionnellement stables.

Plusieurs méthodes a pas multiples précises et d'ordre plus élevé, ont éé développées
pour la solution numérique d'équations différentielles, mais en se basant sur un grand
nombre d'expériences, seulement les méthodes implicites a un pas et inconditionnel lement

stables doivent étre utilisées pour I'anal yse dynamique des Structures & un seul pas.

3.4. Principe et description dela méthode des démentsfinis:

La méthode des éléments finis est essentiellement une méthode d’ gpproximation d’ une
fonction inconnue sur un domaine continu par I’utilisation de fonctions généralement
polynomiales, sur un ensemble de sous-domaines compatibles avec entre eux et
représentant au mieux le milieu d’'origine. Principalement, cette technique
d’ gpproximation est utilisée pour transformer les équations aux dérivees partielles en un
systeme d’ équations a gébriques.

L’ analyse par la méthode des ééments finis comporte les étapes suivantes :

La premiere consiste en la discrétisation d’un domaine donné en une collection
d’ démentsfinis présélectionnés.
On commence d abord par la construction d’un maillage qui approxime au mieux le
domaine considéré, les noauds et les élément. Les éléments sont ensuite numérotés en
considérant leurs propriétés géométriques (coordonnées, dimensions, ...).

Dans la deuxieme étape, on commence par congtruire la forme variationnelle de
I’ équation différentielle de I’ @dément de référence, et on pose la variable u comme étant la

combinaison linéaire qui s écrit souslaforme:
n

q=aaqy,

i=1
AVec :

g : Parametre a déterminer.
y; : Fonction d’ approximation
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On substitue q dans la forme variationnelle, on arrive aune équation de laforme:

K] {a®} = {F9}

ou:
[K®@] : Estlamatrice de rigidité de I' dlément
{q®} : Le vecteur déplacement &émentaire
{F©} : Levecteur force démentaire

Lesfonctions d’ approximation y ; sont aors et les @ééments de matrices calculés.

L’ assemblage des équations de tous les éléments pour I’ obtention des équations
globaes du probléme se fait au cours de la troisiéme étape ou I’ on considére la relation
entre les degrés de liberté locaux et globaux tout en considérant la connexion entre
éléments en ramenant toujours les ncauds de I’ élément & un repére global.

La quatriéme éape sert & imposer les conditions aux limites du probléme, cela
consiste a identifier les degrés de liberté spécifiés primitifs ou secondaires selon le
probléme considére.

Dans la cinquieme et avant derniére étape, le systeme d’ équations est résolu, et les
variables primaires déterminées.

Quant au gradient de la solution et d' autres quantités, ils pourront étre calculés au
cours d'une sixieme et derniere éape a partir des variables primaires déterminées

précédemment.

3.5. Méthode d'intégration directe de Newmark [22]:

Aprés discrétisation par ééments finis nous avons obtenu un systéme stationnaire, sa
résolution numeérique est obtenue en utilisant un schéma de discréisation temporelle.
Parmi une grande variété de schémas existant pour la résolution de ce type de systéme,
celui de Newmark qui donne les meilleures approximations.

La méthode de Newmark, est une méthode implicite, qui permette de construirela

solution al’ingtant t+Dt a partir des vecteurs connus{q}, {Q} {&g} Elle utilise les

hypothéses suivantes :
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.o = {&}+|@-2){8} +ald..} Dt (3.14)

l.o={la}Halor + [ - a) {4} + {&Lm}l Dt* (3.15)
Ou:a et b sont desparamétres qui sont déterminés pour obtenir I’ exactitude et la
stabilité du schéma d’ intégration.
En fait, le paramétreb contrbéle la variation de I’accélération pendant I'incrément de
tempsDt. A I'instantt=0, les conditions initiales du probléme sont utilisées comme valeurs

initiales pour démarrer le processus de récurrences. Les paramétres a et b controlent la

précison et la stabilité de la méthode. On choidt en géné&al: a= % et b:%

conformément ala proposition de Newmark pour un schéma inconditionnellement stable,
En plus des équations (3.14) et (3.15), pour la solution des déplacements, vitesses, et
accélérations aux tempst+Dt , les équations de I’ équilibre dynamique au tempst+Dt , sont

auss considérées:
MRG0+ [CHE o+ [K o) = {Fruod (3.6)

En utilisant I’ équation (3.14) et (3.15), on peut tirer des éguations pour {&L D[} et{qm},
en fonction des déplacements inconnus{ m} ; aprés substitution de ces deux relations

dans I’ équation du mouvement au temps (t+Dt) On obtient :

KRt = {Fcd (317)
Ou:

[K]=[k]+a[m]+a[c]

Font = (oot M] [afa} + 2 {6} + a.fa)] + [Cllafa} + afa} + afal]

Les congtantes d’ intégrations sont données par :

_ 1 _ _ 1
% yor 47 % b

=1 =a _ =(2 .
%=5p 1 3,=%--1 a,=(& - )Dt

L’ équation (3.17) est en fait dans une forme statique. On vient de transformer la

résolution d’ un probléme dynamique on une résolution d’ un probléme statique.
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L’ algorithme de résolution (méhode de Newmark) est représenté sur le Tableau 3.1:

Tableau 3.1 : Algorithme de solution pas apas:

A. Cdcul initial :

1. Former les matrices de: rigidité [K], de masse [M].
2. Initialiser : {qo} {(&0} et{&ib}.
3. Séectionner le pas de temps Dt, les paramétresa,b , et calculer les congtantes
d’intégrations :
a305 b 3 0.25(0.5+a)’

-1 —_a :L :i_
%= o 47b & o &5, 1

4. Former lamatrice derigidité effective:  [K|=[K]+a,[M]

5. Triangulariser lamatrice [K|: [K] =LDL"

B. Pour chagque pas de temps:
1. Cadculer le chargement effectif au tempst+Dt :

{Foat={F.at +M] [a a}+a{a}+a {4)]

2. Résoudre en terme de déplacement au temps t+Dt LDL g,

I
-~

3. Calculer les accélérations et les vitesses au temps t+Dt :

{b.of = a ({a.of- {ab - a{a}- afd};
{60} = {4} + Dt (1-2){g} +a Dt{dh, o}
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CHAPITRE IV : REPONSE DYNAMIQUE D'UNE PLAQUE PAR LA
METHODE ANALYTIQUE

Ce chapitre et consacré a la présentation de la méhode anaytique basée sur une
formulation énergétique. Les équations du mouvement de la plaque sont obtenues par
I’application des équations de Lagrange. Le traitement analytique concerne le cas des
éléments de plagues isotropes ou orthotropes en flexion soumises & des charges impulsives

de formes différentes.

4.1. Plaque soumise & desforcesd’impulsion :

4.1.1. Description du model decalcul :

Pour déterminer la réponse de la plague orthotrope sous I’ effet de forces impulsives on

considére le schéma suivant :

F(t)
o \L Enau
b
G n
g a, .
hl B " > >«

Z,W

Figure4.1 : Modele de définition d’ une plaque en flexion.

Ou F(t) est une force impulsive verticale appliquée sur la surface de la plague a +h/2 (par

rapport au plan moyen de la plaque).
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Le but de la premiére étape de calcul est ladétermination de la réponse de la plague sous
plusieurs types de charges impulsives. La réponse est obtenue pour chague cas de charge
séparément (voir Figure 4.2) .Pour la réponse de la plague on s'intéresse a la variation du
déplacement verticale w de la plague (au milieu) en fonction du tempst .

Le but de la deuxiéme éape de calcul concerne la détermination du FDF (facteur
dynamique de laforce). Le facteur FDF est défini (pour un systéme & un degré de liberté)
comme éant le rapport de la déflection dynamique pour un temps t et la déflection qui peut
étre obtenue a partir du déplacement due al’ gpplication de la charge statique.

Le FDF peut ére appliqué aux déflections, forces de rappels et aux contraintes dans la
structure, parce que toutes ces quantités sont proportionnelles. De ce fait le FDF permet
d’ obtenir le rapport des deux effets dynamique ou statique.

Si I’amortissement est introduit dans le systéme, le FDF correspond & la réponse
permanente maximale est & déterminer en fonction de la variation de(td /T), ou td est le
temps max. définissant le temps d’ arrét de la force impulsive (la durée de chargement), et
T est la période naturelle de la plague orthotrope. Donc il suffit de tracer des courbes en

ordonnée le FDF et en abscisse(td/T). Par exemple, s la fonction est donnée

par F(t) = F,sinWt, il faut tracer la variation de%g%ng en fonction de la fréquence
o eNg
d’excitationW (rad / s) par chague mode de vibration définit pari, et nestle noaud ou I’on

calcul ladéflection.

4.1.2. Chargesimpulsives:

Afin de déterminer I'effet des charges impulsives sur les structures, il est nécessaire
d’ obtenir le spectre de réponse de la plague correspondant & chague cas de charge.

Les charges considérées dans cette études sont comme suit :
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Fit) 4 F)  a
FO FO i f
0 t, > 0 '[.r t, Tt
a) Charge constante. b) Charge constante avec accroissement finie.
Fit) 4 Fit) o
FO FO T f
> 0 ' t, ot

0 ty t % Ly ¢

c¢) Charge triangulaire. d) Charge triangulaire avec pic.

Figure4.2 : Différents cas de chargements impulsives.
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Les analyses dynamiques concernent les cas de plagues suivantes :

Plague isotrope mince.
Plague orthotrope mince.

Plaque isotrope épaisse.

w W w w

Plaque orthotrope épaisse.

Pour le cas d’ une surpression due a une explosion la variation de la pression est exprimée

par lafonction suivante [20]:

t- t 02728t t ok .2728(t - t 0
pg 0% (t-t.)0 ;. @ 8t- )¢ ¢ @.1)
t e t 7] ]

Ou F’,t,ta ett sont donnés par laFigure 4.3. Ci-dessous :

ot t

S S 3667t

Figure 4.3 : Variation de la pression due a une explosion.

4.2. Méthodeanalytique pour la détermination de la réonse dynamique d'une

Plague isotrope sous charges verticales appliquées sur la surface:
4.2.1. Application des équationsde Lagrange:

Soit une plague rectangulaire isotrope de dimensions a* b en plan, d'épaisseur het de

masse r par unité de surface .Les conditions aux limites de cette plague sont des appuis
simples. Cette plague est soumise a une charge dynamique uniformément distribuée q(t)

Figure (4.4.).
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W:r_l_‘________________— J

Z,W

Figure4.4.: Modéle de plague

Laforme fléchie de cette plague est donnée par lafonction :

¥ ¥
[o]

W(xyt)=8 & Alsn™> Zrsin (42)

m=1 n=1

Ou A, (t) Sont des ordonnées modales du centre de la plague.

W
Tx Ty

"W

L’ équation (4.2) doit satisfaire les conditions aux limites x=0 , > =0

pour tous les cotés.
Il est & noter que chaque mode propre est défini par une combinaison possible des valeurs
desentiers met n.

Pour simplifier le probleme prenonsm=n =1, aorslaforme sera:

w(x, y):Ai(t)sin%*sinp—by (4.3)

En utilisant le principe de Hamilton :

Z‘;j (T-V)dt- tE‘;JW: 0 (4.4)

t t
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Et en appliquant le lagrangien L =T - VS, les équations de Lagrange sont obtenues:

dg‘ﬂT— IV _ W,

dtg.Mi 1A TA

(4.5)

Les équations (4.5) permettent d’obtenir les équations modales du mouvement de la

plague.
L’ énergie cinétique totale de la plaque est :

—9 dx>dy——r Ai ><a>b
b g

En dérivant (4.6) par rapport aA , puis par rgpport au tempst nous obtenons :

d ﬂ ——r><a>tb,6~1

dt g‘ﬂ A
L’ énergie de déformation totale de la plague est [21]:

ou E : module d' élasticité.
h: Epaisseur.

n : Coefficient de poisson du matériau homogene.

En calculant les dérivées de W(x, y) nous obtenons :

1°W _ P> . pX .. pYy
e Ai.g.sm?.smT

2
jﬁﬁg: AL snPX 5P Y
y a
TW _ AP osPX cosP Y

=- A.p—.cosp—.cos—
xTy ab a
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Substituons (4.9) dans (4.8) et obtenons :

3.4
_Epab (&, 1g (4.10)
96(1—ni ea bg

Letravail delaforce extérieure est :

o =) @0& snPX snP y‘ﬂx‘ﬂy
(4.12)
- 8é*_ab9
UEp? 5
Ladérivée del’ énergie de déformation V par rapport & A est :
vV _Eh’p‘ab ael 1 o 412)

1A 48‘1 n ) ea

Substituons les équations (4.7), (4.11) et (4.12) dans I’ équation (4.5) et obtenons :

Eh%p* ael nel

v
A 12‘1— n? ir ga’

Ici a partir de cette équation on définit la fréquence naturelle du premier mode de

(4.13)

&IIO:

vibration de laplaque :

3

w, = .C—
TP T 12{1 n2)

Et T, =2p/w, : lapériode propre de la plaque.
La déflection statique modale est définie par [7] :

_qft) e

B\ 4.15
Aa= i § s (4.15)

&IIO:
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Laréponse modale est :
Alt)= A, (FDF), (4.16)

Pour connaitre le(FDF ), il suffit de connéitre la charge impulsive.

Finalement, la déflection est obtenue en substituant I’ équation (4.16) dans (4.3) :

W(x y,t)=A, >(FDF)l>sinp?X>sinp—t?/ (4.17)

4.2.2. Calcul du FDF; :

Pour déterminer les expressions de(FDF),, le cas de la charge congtante illustré dans la

Figure (4.2.a) est considéré comme exemple.

Laforme du (FDF ), pour ce cas de charge en supposant que le systéme et initialement au

repos, est donné par :

i1- coswt, OEt£t,
(FDF), =]
jcosw,(t- t,)- coswt ,t>t,

On peut donc tracer la variation de (FDF ),en fonction de t ainsi que la variation de
(FDF),.. enfonction du rapport t, /T (en faisant variert,).

Pour I’ ensemble des cas de charges impulsives étudiées, le Tableau 4.1. Et le Tableau 4.2.

En résument les expressions de (FDF ), :
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Casdecharge F(t) FDF,
F(t)A
F F, ;OEtEt, 1- cosw,t ; OEt £t
. 0 t3t, cosw, (t- t,)- coswt ;t3t,
0 t,
a)
F(t)4
& S 0
_ FL ;0ftEt 1% snwid L OEtEL
Fo ! tr t, g W g
i F t EtEt - i)l
e 0 g 1+ (sinw,(t- tr)- sinwt) LELEL,
tr d Wltr '
0 13 1 Dty £t
b)

Tableau 4.1 : Expressions de la charge impulsive F(t)et du facteur dynamique de laforce FDF, pour : &) Charge impulsive

congtante et b) Charge impulsive constante avec accroissement fini.
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F(t)4 . 5
(6 g[ coswlt+Sanlt - ii ; OEt £,
. Fo.g- L2 0zt £t, Wi, tip
0 tdﬂ
1 . .
[smwltd - smwl(t— ty )] cosw,t ;t3t,
e 0 P13t w,t,
0 t, t
c)
t 1
F(t) 2Fo.t— O£t £ =t 22 snwtd oete Lt
‘ td Wl B ’ 2 ‘
I:0
21 1 é . t, 6 . ul 1
t O 1 —it —t+—AS|nWaf——d+-sth" —t, Et £t
d d
0 t, t
%td d 2 [2sinw,(t- t,)- sinw,t- sinw,(t-t,)]  ;t3t,
Wilq

Tableau 4.2 : Expressions de la charge impulsive F(t)et du facteur dynamique de laforce FDF,; pour : c) Charge impulsive
triangulaire et d) Charge impulsive triangulaire avec pic.
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Pour le cas dela charge d' explosion Figure (4.3.), donnée par I’ équation (4.1),
I équation du mouvement de la plague (4.13) est écrite tout d’ abord sous laforme

suivante :

B +w’A =mat) (4.18)

16
.

Lafonction P(t)est maintenant substituée dans |’ équation (4.18) pour obtenir :

t-t, Goe 02728(t-t,)6 & 8@2728@ t)gg (4.19
ge t g e t 2 5
Posons k,=mP, k, = t_P Ky = O.2t728
L’ équation (4.19) peut étre écrite sous laforme:
BawiA =[ k- kolt-t) P 1- ksft-t) L[ 1- k(- t.)° ] (4.20)

L’ équation (4.20) est laforme finale de I’ équation du mouvement de la plaque chargée
par une fonction impulsive représentée par une onde d’ explosion.
La méthode de résolution de I’ équation du mouvement (4.20) de la plaque sous I’ effet
d’une charge impulsive d’ explosion et obtenue & partir de !’ intégrale de Duhamel qui

permet de définir la déflection de la plague A (t) comme suite :

Alt) = mivz OF (t )sinw(t- t) dt

2
Ou mest lamasse de la plague = r1p6

4.3. Méthodeanalytique pour la détermination de la réponse dynamique d’une
plague orthotrope sous charges verticales de surface:

4.3.1. Application des équationsde Lagrange:

L’ application des équations de L agrange nécessite la connaissance de la déflection de la

plaque afin de pouvoir exprimer les énergies cinétiques et potentielles.
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Laforme fléche de la plaque orthotrope est choise de fagon a satisfaire les conditions
aux limites.
Le mode de fonction pouvant satisfaire les conditions géométriques d’ une plaque
orthotrope rectangulaire smplement appuyée (Figure 4.1.) est donné par I’ équation (4.2)
De cefait, cette fonction est prét a étre substituée dans les équations de Lagrange (4.5), et
cela une fois les expressions des énergies cinétique et potentielle sont obtenues en fonction

des ordonnées modales A, (t) .

La plague est supposée orthotrope, homogéne et élastique d’ épaisseur uniforme.
L’ énergie de déformation en flexion de la plaque orthotrope est donnée par I’ expression
[21] :

200 i 2
FIW 4 op, IW '” W, g : udxdy (4.21)
P Tx? ‘ITX‘ITYQJ H

Ou:

= E1X2 est larigidité de flexion par rapport ay.

h3
D, = 1yz est larigidité de flexion par rgpport a x.

3

D, = ;yz est larigidité de torsion.

D, =n,D, =n;,D, le coefficient de poisson réduit.

E, est le module d’ éasticité suivant x.

E, est le module d’ élasticité suivant y.

G, est e module de cisaillement.

n,, etn,, sontles coefficient de poisson suivant les deux directions.

L’ énergie cinétique totale de la plaque est donnée par I équation (4.6).
La substitution des équations (4.9) dans (4.21) donne :
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N 2 2
10 g Pt px . pil TN p*u
V_Em.DxxéAia ><sma>¢s|n4Q+Dy>séAi b2>9n ><smbu
oot e u e u

Zp
dxd

(4.22)

xab +—— (4.23)

Letravail des forces extérieures est donné par I’ équations (4.11) calculons la dérivée de

I’énergie de déformation V' de laplague par rapport a A :

0 4D. U
——A xg —1 + 2D 04 (4.24)
4 gga ab’ g ab

Substituons les équations (4.7), (4.11) et (4.24) dans I’ équation (4.5) et obtenons :

p* &D 2D, &
+ —x + +—L1a b+
r ab %a“ a’h’ UA

(4.25)

&IIO
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Ou, pour, la fréguence naturelle du premier mode de vibration

: D . 4D, u
w, =p?x ! eﬂl:+—j+22Dlzgab+ 20 (4.26)
rab ga” b" ab'y ab g

La déflection statique modale est défini par :

|p
?B

(4.27)

&IIO:

Laréponse modale est définie par I’ équation (4.16).

4.3.2. Syséme équivalent :

La représentation mathématique de la forme de la plague donnée par la
fonction W(x, y,t) , Equation (4.2), doit satisfaire les conditions aux limites liées au
déplacement.

Cette fonction a permis laformulation de I’ équation du mouvement de la plague a travers
les équations de Lagrange .Cette anal yse a conduit a I’ obtention de I’ équation dynamique
du mouvement de la plague, Equation (4.3), pour le cas m=n =1 .La solution de cette
équation décrit le mouvement de la plague comme structure complexe approchée par un

systeme équivalent aun degreé de liberté, Figure 4.5.

—-> W

m RO

M
&\\\\\\\\\\\\\\\\\\§

Figure4.5 : Systéme équivalent & un degré de liberté.
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F.(t) Laforce équivalente sur laplague.
2

m, La masse équivalente de la plague définie par rl% .

Laraideur équivaente de la plague définie par :

K :p—9—2+—+ Pour la plaque isotrope.

6 & D 5] DU
K, = p %ED: +_4y+ 22D12 Tab+4—> Pour laplague orthotrope.
16abgga® b* a’b’y ab g
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CHAPITRE V : CODESDE CALCULS

5.1. Introduction :

Au chapitre précédent, les formulations théoriques concernant deux méthodes différentes
ont éé développées. Le code de calcul basée sur la méthode des éléments finis pour les
plaques orthotropes sous I’ effet dynamique des charges impulsives, en tenant compte de
I’effet du cisaillement transversal a é&é modifié en introduisant un chargement arbitraire.
Comme cas particulier, les formes des charges prises en compte (Tableaux 4.1 ; 4.2) sont
transitoires .Ce code de calcul prend en considération trois degrés de liberté primaires

(w,b,, b, ) par nceud de I’ élément plague.

Le programme contient des éléments quadrilateres isoparamétriques a quatre ,huit et neuf
noeuds .Les matrices et les vecteurs élémentaires sont déterminées a partir de la subroutine
STIFF, et les contraintes aux deux faces (z = +h/2) de la plague peuvent étre calculées a partir
de la subroutine STRESS.

La méthode anaytique basée sur le principe énergétique des équations de Lagrange
(Section 4.2.1) a été programmée en langage Fortran .Le deuxiéme code de calcul développé
tient en compte les caractéristiques géométriques et les propriétés physiques de la plaque
orthotrope .Ce code inclus quatre type de charges impulsives. Le calcul de la réponse
dynamique est effectué par le facteur dynamique de la charge obtenu a partir de I’intégrale de
Duhamel pour les cas de charges considérés .Le calcul de la solution réponse et I'impression
des résultats concernant le seul degré de liberté donné par la fléche verticale de la plaque.

Il est & noté qu'a partir des résultats des deux méthodes, le calcul permet I’ estimation de la
fréquence fondamental e de la plaque.

5.2. Mise en cauvre du programme MEF :

Le programme général basé sur la MEF comporte trois parties principales:
§ Un préprocesseur.
8 Un processeur.
8 Un postprocesseur.

5.2.1. Programme principal :
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Préprocesseur :
Lecture et génération de données.

>

A

Initialisation de la matrice de
rigidité globale et du vecteur de
force global

Processeur :
Génération des matrices élémentaires

[K].[m]".[cl

Génération des vecteurs élémentaires

{Fy

Assemblage des équations élémentaires

Appd Subroutine : STIFF

A

Assemblage des équations élémentaires

Pour
chaque
pas de
temps
DT

oul

|

Application des conditions aux limites

K] ][]
{F}
Eléments :-Linéaires.
-Quadratiques.
Les matrices tiennent compte la
formulation de Newmark.
Calcul des charges impulsives

sous différentes formes.
Appe

A

Résolution du systéme d’ équations

A

Appd Subroutine : BNDY

A

Incrémentation du temps
T=T+DT
Calcul des nouvelles vitesses et
accélérations

!

Impression des résultats
Déplacements, vitesses, accé érations

'

Postprocesseur :
Cadl cul des contraintes de flexion aux
points de gauss

A4

Le nombre de pas de temps = temps
total

A

Subroutine : SOLVE
Méthode d'éimination de
Gauss pour les matrices a
bandes symétriques.

Appd

Subroutine STRESS
Impresson des contraintes
maximales.

NON

Figure5.1: Structure du codede calcul DYNAMICPLATE
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5.2.2. Structure du fichier dedonnée:

a) Donnéesgéométriques:

Les données de la structure :

IEL :

NPE :

IMESH :

NTIME :
NSTEP :
NEM :
NNM :
NOD (1, J) :
X, Y():
Nx:

%

b) Donnéesmatéridles:

Ei:

E,:

Gi2, Gi3 Goa:
ANU;2:
RHO:

T:

Type d' élément :
1 Elément quadrilatére a 4 noauds.

2 Elément quadrilatére &8 noauds.
Nombre de points par élément :

4  Elément quadrilatére &4 noauds.

8 Elément quadrilatére &8 noauds.
9 Elément quadrilatére &9 noauds.

Indicateur de génération du maillage :
1 Génération automatique.

# 1 Lecture de connectivité pour
chague élément et coordonnées nodales.
Nombre de pas de tempstotal.

Temps correspondant a1’ arrét de la charge.
Nombre d’ @ éments dans le maillage.
Nombre de ncauds dans le maillage.
Matrice de connectivité.

Vecteurs des coordonnées nodales.
Nombre de subdivisions suivant x.

Nombre de subdivisions suivant y.

Module de Y oung suivant ladirection 1(ou x).
Module de Y oung suivant ladirection 2(ou y).

Modules de Cisaillement.
Coefficient de Poisson.
Dengté.

Epaisseur.

45



Chapitre V : Codesde calculs.

c) Données Charge (Déplacements) :

INDFUNCT: Indicateur du type de chargement.
<0 Chargetriangulaire.

0 Charge constante avec accroissement fini.

1 Charge triangulaire avec pic.

4 Charge constante.

6 Charge d’ explosion.
Po: Intensité de la charge impulsive.
NBDY: Nombre de degré de liberté fixes.
IBDY (I): Vecteur des déplacements globaux spécifiés.
VBDY (I): Vecteur des valeurs des déplacements dans | BDY .
NBSF: Nombre total des forces non nulles spécifiés.
IBSF: Vecteur des forces globales non nulles spécifiés.
VBSF: Vecteur des valeurs des forces spécifiées dans

IBSF.

d) Données (différents Parametres) :

DT: Le pas de temps.

ALFA: Parametre de Newmark qui permet la stabilité
de I’ algorithme.

ALFAL: Parametre pour le calcul de I’ amortissement.

BETAL: Parametre pour le calcul de I’ amortissement.

5.3.Miseen cauvre du programme analytique:

Le code de calcul est basé sur la méthode anal ytique dont les équations du mouvement de la
plague sont obtenues par |es équations de Lagrange .Le programme comprend |es parties
suivantes:

§ Un préprocesseur.
§ Un processeur.
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5.3.1 Programme principal :

Préprocesseur :
Lecture de données.

Pour
chaque
pas de
temps
DT

NON

>

A\ 4
Initialisation, calcul dela
fréquence fondamentale et
calcul de lafléche
statiqueF, /K

\4

Pour le cas de charge impulsive
considéré, calcul de FDF
Et lafléche w pour les cas de plaques
isotropes et orthotropes

A

Impression des résultats

A

Le nombre de pas de temps = temps
total

47
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Figure5.2 : Structure du codede calcul ANALYTIC
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5.3.2 Structuredu fichier dedonnée:

a) Donnéesgéométriques:
Les données de la structure :
AA:

BB:
NTIME :
NSTEP :

b) Donnéesmatéridles:

EYOUNG :
EYOUNG2:
G12, Gi3, Gas:
ENU12:
RHO:
HTHICK:

Dimension de la plague suivant x.
Dimension de la plaque suivant y.
Nombre de pas de tempstotdl.

Temps correspondant a1’ arrét de la charge.

Module de Y oung suivant la direction 1(ou x).
Module de Y oung suivant la direction 2(ou y).
Modules de Cisaillement.

Coefficient de Poisson.

Dendte.

Epaisseur.

c) Données Charge (Déplacements) :

NCASE:

FZERO:
XCOORD::

YCOORD :

NN :

Indicateur du type (cas) de chargement.

Charge triangulaire.

Charge constante avec accroissement fini.
Charge triangulaire avec pic.

Charge constante.

oo B~ W N PP

Charge d’ explosion.

Intensité de la charge impulsive.
Coordonnée suivant x, du point ou I'on veut avoir
les déplacements.
Coordonnée suivant y, du point ou I'on veut avoir
les déplacement.
Nombre de points ou sont définies les valeurs de la

charge d' explosion.
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d) Données (différents Parametres) :

DELTAT : Le pas de temps.

TD: Durée du chargement impulsive.

TR: Parametre définissant la demie durée de chargement.
N: Nombre des pas de temps.
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CHAPITRE VI : TESTSET VALIDATIONS

Dans le but de vaider les modéles proposés et de donner plus de fiabilité a la
démarche élaborée dans les deux codes de calcul développés, une série de tests numériques
a été conduite en s basant sur des analyses paramétriques et comparatives pour
I’estimation de la réponse dynamique des plaques isotropes et orthotropes. Ces résultats

ont révélé lafiabilité des deux modéles pour laprédiction de laréponse.
6.1 : Validation des modéles proposés:

6.1.1: Premier Casd’étude:

Ce premier cas concerne |’ analyse de la réponse dynamique d’ une plaque isotrope mince
simplement appuyée sur tous les cotés et soumise & une charge impulsive constante
d’intensité Fo. Cette plaque est analysée par les deux modéles proposés. Le premier modele
est basé sur une formulation analytique et le deuxiéme modé e est basé sur une formulation
par laM.E.F.

Plaquel:
Données::
a=045m;b=0.3m;h=2114mm; r =1630 Kg/m®.

E, =131 GN/m?,
E, =131 GN/n?,
G,, = 47.46 GN/m?,

n,,=038. Matériau : graphite/époxy laminé.

Conditionsaux limites:
Plaque rectangulaire simplement appuyée.
w=b =0 Lelongde: ABetDC.

w=b =0 lelongde: AD etBC.
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yA
VR e e

a) b)

Figure6.1: a) Maillage (ément &4 noauds (8x8)), et b) conditions aux appuis
(Simplement Appuyée) de la plague rectangulaire.

L’analyse a été conduite en considérant la plague comme isotrope et soumise a I’ effet
d'une charge impulsive constante F(t) d'intensité maximaleF, =10°N/m* [23]
(Figured.2.a). Laplague est supposée au repos (sans conditions initiales) au moment de
I"application de la charge F, répartie sur toute sa surface. Les conditions aux limites de la

plaque correspondent aux appuis simples sur toute sa périphérie. Les caractéristiques

physiques utilisées sont résumées dans le Tableau 6.1.

Tableau 6.1 : Caractéristiques physiques de la plague isotrope.

Dimensions, m Caractéristiques physiques
E1 =) G Densité Charge
\J
a b h N/m? | N/m? N/m? 2 kgim? N/m?

045 | 0.30 | 211410°| 131.10° | 131.10° |47.4610°| 0.38 | 1630 10*
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La réponse dynamique de cette plague a été évaluée par deux formulations différentes.
La premiére formulation basée sur laM.E.F., dont I intégration des équations dynamiques
du mouvement a été obtenue par la méthode de Newmark-B. Le pas de temps a été chois
minutieusement apres avoir calculé la fréquence fondamentale de la plague. La valeur du
pas de temps choisie est Dt=0,0025sec. avec une durée maximale de

chargementt, = 0,025sec.

La deuxieme formulation est basfe sur une méthode énergétique ou méthode de
Lagrange (voir section 4.2.1.). Cette méhode a permis I'estimation de la fréguence
fondamentale de la plaque directement de I’ égquation différentielle du mouvement. La
solution de cette équation a été obtenue par I'intégrale de Duhamel pour une charge
impulsive donnéeF(t). Le facteur dynamique de la charge FDF ainsi obtenu a permis
I’évaluation de la solution pour un temps tota t. Le code de calcul « ANALYTIC »,

programmé pour prendre en compte plusieurs cas de charges impulsives (Chap. 5), a été
appliqué pour calculer le FDF.

Plaque isotrope h=2.114 mm.
Charge impulsive constante.
Dt=0.0025 sec. t = 0.025 sec.

4 MEF.

: NAANS
. TRVRVRTAY

T T T T T T T T T T T T T
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07

Temps, sec.

W/h

Figure 6.2 : Réponse dynamique d' une plague isotrope sous charge constante par
laM.E.F.
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Plaque isotrope h=2.114 mm.
Charge impulsive constante.
Dt=10.0025sec. t=0.025 sec|

Méthode analytique.

AN AT
: A

T T T T T T T T T T T T T
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07

Temps, sec.

W/h

Figure 6.3 : Réponse dynamique d’ une plague isotrope sous charge constante par la
méthode analytique.

Pour la plaque considérée, la réponse est obtenue par les deux méthodes citées ci-dessus.

Les résultats des rapports w,,, /h, ou w_,,, est I'’amplitude de la réponse (fleche) maximale

et h est I épaisseur de laplague (Tableau 6.2.).

Tableau 6.2 : Résultats et estimation de la différence, obtenues par les deux formulations.

W/h
W/h
_ Au moment Différence Différence
Formulation Apreés
du % %
chargement
chargement

M.E.F. 21.05 3.12

252 3.7
Méthode
_ 21.595 3.24
analytique
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Cette méthode a permis de comparer les résultats obtenus par les deux formulations afin
de valider les deux modéles.

D’ aprésle Tableau 6.2. La différence des résultats pour les deux modéles est de I’ ordre
de2.52 % pour le cas correspondant au moment de |’ application de la charge, et de 3.7 %
apres arrét de la charge. Cette différence est appréciable et signifie la bonne concordance
entre les deux méthodes malgré I’ approximation faite pour le choix du nombre d’ éléments
finis pris égal a un maillage de 8x8 d’ou un total de 64 éléments .

Il est ansi & souligner que pour la deuxiéme formulation (énergétique), le choix de la
fonction déplacement dépend des conditions aux limites et que le nombre de termes de la
série (un seul terme est considéré) est aussi d’une grande importance. Le fait de choisir un

seul terme de la série trigonométrique influe énormément sur les résultats numériques.

6.3 : Deuxiéme Casd’ étude:

Plaque?2:

Données:

a=0.45m;b=0.3m:;h=2.114 mm; r =1630 Kg/m®.

E, = 131 GN/m?,

E, =13.03 GN/m?,

G,, = 6.41 GN/n?’,

n ,,=0.38.

Matériau : graphite/époxy laminé.

Conditionsaux limites:
Plague rectangulaire simplement appuyée.
w=b =0 Lelongde: ABetDC.

w=b =0 lelongde: AD etBC.

La méme plaque [23], Figure 6.1., est maintenant analysee par les deux méthodes citées

ci-dessus avec les caractéristiques d’ une plaque orthotrope (voir Tableau 6.3.)
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Tableau 6.3 : Caractéristiques physiques de la plaque orthotrope.

Dimensions o _
Caractéristiques physques
m
Charge
E E G Densité
a | b h B i 2 v S m?
N/m N/m N/m Kg/m
0.45 | 0.30 |211410°[131.10° | 13.0310° | 6.4110° | 0.38 | 1630 10*

Puisque les performances des deux formulations ont été démontrées ci-dessus pour le cas
isotrope, une attention particuliére est concentrée a la détermination des caractéristiques
vibratoires de la plaque orthotrope du matériau graphite/époxy laminé. Pour cet exemple,
la plaque est subdivisée en un maillage particulier de 64 (8x8) éléments finis.

L’ étude en vibration libre a éé conduite pour le cas d’une plague orthotrope mince en
utilisant la solution analytique proposée et par un modéele d’ @éments finis prenant en
compte |’ effet du cisaillement transversal dont la formulation est basée sur I’ hypothése de
Reissner-Mindlin .

Le code de calcul basé sur laM.E.F. [26] a é&é modifié pour inclure plusieurs formes de
charges impulsives (d' explosion).

La formulation analytique a permis d’ obtenir la fréquence fondamentale (m= n=1) dela
plaque orthotrope estimée a w; = 510.82 rad/s. et une période fondamentale T,= 0.0123 s.
En revanche, la M.E.F. a été conduite pour laméme plague en supposant que la vibration
est transitoire sous I’ effet d’ une impulsion constante Fy =10* N/m?, Pendant ce chargement
la plague a été soumise & une pression congtante distribuée sur la surfacez=+h/2. La
réponse temporelle au centre de la plaque a partir des deux formulations, M.E.F. et
Méthode analytique est indiquée sur la Figure 6.4. Le Tableau 6.4., présente les
amplitudes maximales de la réponse de la plaque orthotrope obtenues par les deux

formulations.
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Tableau 6.4 : Les amplitudes maximales de laréponse de la plague orthotrope obtenues

par les deux formulations.

Wa! h Différence Différence
Wha!/ h Différence
Fréquence Au moment % % Période
Méthode Apres %

rad/s du Sur sur T, sec

chargement sur T
chargement | W/ h W max/ O

359.04 MEF 25.95 19.45 0.0175

36.9 40 29.7
Méthode
510.82 ] 16.381 11.67 0.0123
Anaytique

Le pas de temps choisis pour les deux analyses At = 0.00156 s., avec une durée totale de
chargement ty = 0.0312 s Les périodes propres correspondants aux résultats sont auss
représentés dans le Tableau 6.4. Indiquant une différence de 29.7 %. Il en est de méme
pour le cas du rapport W/ h commeindiqué dans|e Tableau 6.4. Ladifférence de ces résultats
montre I'erreur que peut induire I’ utilisation du modele analytique proposé pour les plaques
orthotropes. Cette divergence des résultats est due au choix de la fonction déplacement du modée

ana ytique. Ce choix dont la fonction contient un seul terme de la série trigonométrique fait que

la déformée de la plaque orthotrope soit forcée a obéir a cette variation, ce qui a conduit a une
solution «rigide» avec un degré de liberté donné par I'amplitude de la fleche verticale Ay(t).
Dans cette approximation les degrés de liberté de rotation ne sont pas pris en compte. En
revanche, laM.E.F. prend en compte trois degrés de liberté pour chaque noaud du maillage,
ce qui conduit a une solution plus « flexible » par rapport a celle de la méthode analytique.
« Larigidité » de la solution and ytique s explique par les résultats des fréquences cal culées par les
deux méthodes, Tableau 6.4. La fréguence obtenue par la méthode anal ytique dépasse de 29,7 %
celle obtenue par la M.E.F., indiquant une plaque plus rigide du point de vue caractéristiques
géométriques (modé e déplacement) et non pas des caractéristiques physiques de la plague. Cette
rigidité est lerésultat d’ un blocage des degrés de liberté de rotation.

Afin d’obtenir une solution anal ytique adéquate pour les plagues orthotropes, il est nécessaire
d'imposer un modée raffiné de déplacement sous forme de séries entiéres ou trigonométriques

pouvant satisfaire les conditions aux limites avec possibilité de modélisation des trois degrés de

liberté notamment la fléche verticde w suivant la direction de |'axe Z et les deux rotations g,

eq, .
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30
25 —
20 —
15 —
10 H
5 4
0
W/h
-5
-10 4
-15 Plague isotrope. h=3.4 mm. Dt = 0.00156 sec. t, = 0.0312 sec
_20_' Charge impulsive constante
- —a— MEF
-25 —O— Méthode analytique
-30 T T T T T T T T T T T T T
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035

Temps, sec.
Figure 6.4 : Comparaison et validation. Cas d’ une plague isotrope sous charge constante.
6.4 : Validation desrésultats par la M.E.F. pour une plaque orthotrope:

La plague mince considérée dans cette section analysée par Chen et al [4] dont les
propriétés du matériau sont tirées a partir des travaux de recherche de Reddy [26] [4] est

soumise & une charge d’ explosion constante d’intensité Fo= 0,1N/mm?.

Les caractéristiques géomeétriques et physiques de la plague sont comme suit :
a=b=025m;

h=5mm;

r =800 Kg/m®;

E, = 525000 N/mm?;

E, = 21000 N/mm?;

G,, = Gz = G23=10500N/mm?;

n,,=0.25. Matériau : graphite/époxy laminé.
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Les résultats sont fournis par la formulation par la M.E.F. proposée par un maillage de
8x8 aur toute la plaque. Les calculs faits correspondent a un pas de temps de 10 us, une
durée totale de chargement tq = 8 ps. et un nombre total de pas de temps égal a 200. La
prédiction de la réponse dynamique de la plaque sous la charge impulsive constante est
représentée par la Figure 6.5. Ces résultats sont comparés a ceux de laréférence [5] afin de
valider la formulation par la M.E.F. Cette figure montre la bonne concordance des
résultats. Par cet exemple de calcul la validation de la formulation proposée par la MEF,

pour les plagues orthotropes sous charges impulsives, est validée.

0.4 - o —=— MEF a~g
/ —O— Réfé&rence
0.3 /
Q \
0.2 -
wih | / \ \
0.1 4 / X / Q
1, /1
0.0+ \@.,b

0.1 T T T T T T T T T
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0

t (millisec)

Figure 6.5 : Comparaison et validation. Cas d’ une plague orthotrope sous charge
constante.
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6.5 : Etude paramétrique:
La plaque représentée par laFigure 6.6 est analysée maintenant par laM.E.F., sous
I’ effet de quatre types de chargement.
D’ apres les résultats obtenus ci-aprés pour les plagues isotropes et orthotropes, les

remarques suivantes sont énumerées :
L’effet de la durée de chargement influe sur le rapport w s /h de la réponse
dynamique de la plagque, et ceci indépendamment des propriétés du matériau de la
plague et du type de chargement.
Il a éé observé que I’ effet de I'épaisseur sur la réponse de la plague isotrope
épaisse est tel que la solution épouse la forme de la fonction charge (Figures: 6.8
6.12 ; 6.16 ; 6.20) au cours du chargement.
Les propriétés du matériau ont la méme influence que I’ épaisseur. L’ hypothese du
modé e représenté par un matériau orthotrope fait que le systéme soit moins rigide.
Les fléches obtenues pour la méme plaque orthotrope sous une charge impulsive
constante avec accroissement fini (Figure 6.13) est de I’ordre de 0.25 pour une
durée de chargement ty = 0.01 sec. Pour la méme plague mince avec le méme
chargement (Figure 6.11), le rapport w nux /h est de I’ ordre de 0.13, ceci indique
que le passage de I'isotropie a I’orthotropie du matériau augmente le rapport
Wmax/h d’environ deux fois, ceci est du a la flexibilité engendrée par I’ orthotropie
du matériau de la plague. Par conséquent, la représentation d'une plague

orthotrope par une plaque isotrope ne justifie pas le calcul de larésistance.
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Caractéristiquesdela plaque:

Les caractéristiques géométriques et physiques de la plaque analysée [5] sont les
suivantes:

a=b=025m;

h =5 mm (plague mince); h = 50 mm (plague épaisse);

r =800 Kg/m®;

E, = 525000 N/mm?;

E,= 525000 N/mm? (plaque isotrope); E, = 21000 N/mm?, (plaque orthotrope);

G,,= 210000 N/mm? (plaque isotrope); G,=Gy=Gx= 10500N/mm?, (plague orthotrope);
n,,=0.25. Matériau : graphite/époxy laminé.

F, =0,1N/mn?,

Conditionsaux limites:

Plague carrée smplement appuyée.

w=b =0 Lelongde: ABetDC.
w=b =0 lelongde: AD etBC.
AY
D C .
CTT1°1T TR ', A
| :
P LT, oh
A 3 E o o~ ——— _._/.I\_._.,

a) b)

Figure 6.6 : a) Maillage (élément &4 noauds (8x8)), et b) conditions aux appuis

(Simplement Appuyée) de la plaque carrée.

59



Chapitre VI : Tests et validations

6.5.1: Casdechargel:

Chargeimpulsive constante. (Figure.4.2.a)

6.5.1.1 : Plaque isotrope mince:

2.0

_ Plague mince isotrope,h=0.005 m.
15 Durée de chargement =0.1 sec.
Duréetotale de la réponse =0.2 sec.

AN
VUV

-1.54

20 ——7—-7FFF—7F——7—
0.000 0.025 0050 0.075 0.100 0125 0.150 0.175 0.20¢

Temps ,sec.
Figure 6.7: Réponse dynamique d’ une plaque isotrope mince sous charge impulsive

congtante.

Aprés application de la charge constante (Figure.4.2.a.), la réonse dynamique de la
plaque est présentée par la Figure 6.7. Ces résultats montrent que le rapport W/ h atteint
la valeur de 1,0885 au cours du chargement. Les résultats correspondent a une durée

maximale de chargement t; =01sec. et un pourcentage d’amortissement & = 0 %. La

réponse transitoire aprés arrét du chargement dont le rapport W / h atteint la valeur de
1.0653. Ce réaultat montre que la différence entre les deux phases de la réponse est
insignifiante, indiquant ainsi I'effet de la flexibilité de la plague isotrope mince sur

I’amplitude de vibration.
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6.5.1.2 : plaqueisotrope épaisse :

6,0x10° Plague épaisse i sotrope,h=0.05 m.

1 Durée de chargement =0.01 sec.
5,0x10° - Durée totale de la réponse =0.4 sec.
4,0x10° 1
3,0x10°

w/ h 2,0x10° -

=1 Vi A
o VRVRYAYRVRYRY.

2o’ 4+ F++—7——7
0000 0005 0010 0015 0020 0025 0030 0035 0040

Temps,sec.
Figure 6.8: Réponse dynamique d’ une plaque isotrope épai sse sous charge impulsive
congante.

6.5.1.3 : plaque orthotrope mince :
0,6

Plague mince orthotrope,h=0.005 m.
] Durée de chargement =0.01 sec.
044 Duréetotd e de laréponse=0.15 sec.

BAANAN
"YRTRTRY

0,4

0,5

0,54

-0,6 . T . T . T . T . T .
0,000 0,025 0,050 0,075 0,00 0,125 0,150
Temps ,sec.

Figure 6.9: Réponse dynamique d’ une plaque orthotrope mince sous charge impulsive

congtante.

61



Chapitre VI : Tests et validations

6.5.1.4 : plaque orthotrope épaisse :

2.0x10™*

] P aque épai sse orthotrope,h=0.05 m.
1 5x10% - Durée de chargement =0.01 sec.
Durée totale de laréponse =0.035 sec.

1.0x10™
-VANANN
W h o.o-
-5.0x10°
-1.0x10™

-1.5x10™

-2.0x10™ — 777
0.000  0.005 0010 0015 0.020 0.025 0.030 0.035
Temps ,sec.

Figure 6.10: Réponse dynamique d’ une plague orthotrope épaisse sous charge impulsive

constante.
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6.5.2. Casdecharge?2:
Charge constante avec accroissement fini. (Figure.4.2.b)

6.5.2.1 : Plaque isotrope mince:

0,20 —
Plague mince isotrope,h=0.005 m.
Durée de chargement =0.01 sec.
015 Durée totale de | aréponse=0.089 sec.
0,10
0,054
w/ h 0,00
-0,05
0,10
0,154
T T T T T T T T T T T T T

—
000 001 002 003 004 005 006 007 008
Temps ,sec.

Figure 6.11: Réponse dynamique d’ une plague isotrope mince sous charge impulsive

constante avec accroissement fini.

6.5.2.2 : plaqueisotrope épaisse :

4,0x10° pC—
Plaque épaisse isotrope,h=0.05 m.
i Durée de chargement =0.01 sec.
-5 7 Z

3,0x10° Durée tota e de la réponse=0.05 sec.

2,0x10°

1,0x10°
w/ h |

0,0

-1,0x10°

-2,0x10°

-3,0x10° T T T T T T T T T

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

Temps ,sec.
Figure 6.12: Réponse dynamique d’ une plaque isotrope épaisse sous charge impulsive

constante avec accroissement fini.
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6.5.2.3 : plaque orthotrope mince :

0,4

0,3

0,2

0,1

w/ h
0,0

Plague maince orthotrope,h=0.005 m.
Durée de chargement=0.01 sec.
Durée totale de laréponse=0.13 sec.

0,14

0,2

Figure 6.13: Réponse dynamique d’ une plaque orthotrope mince sous charge impulsive

constante avec accroissement fini.

6.5.2.4 : plaque orthotrope épaisse :

8,0x10°

6,0x10°

4,0x10° 1

2,0x10°
w/ h

Plague épai sse orthotrope,h=0.05 m.
Durée de chargement =0.01 sec.
Durée totae de laréponse =0.05 sec.

|

0,0

-2,0x10°

-4,0x10°

IV

0,00

T
0,01

T
0,02

0,03 0,04 0,05

Temps,sec.

Figure 6.14: Réponse dynamique d’ une plague orthotrope épaisse sous charge impulsive

constante avec accroissement fini.
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6.5.3. Casdecharge3:

Chargetriangulaire. (Figure4.2.c)

6.5.3.1 : Plaque isotrope mince:

15 Plague mince isotrope,h=0.005 m.
' Durée de chargement =0.1 sec.
Durée totale de la réponse =0.15 sec.
1,04
0,5
w/ h oo
-05
-1,04
-15 . T T T T T T T T
0,000 0,025 0,050 0,075 0,100 0,125

Temps ,sec.
Figure 6.15: Réponse dynamique d’ une plague isotrope mince sous charge impulsive

triangulaire.

6.5.3.2 : plaqueisotrope épaisse :

6,0x10°
L Plague épaisse isotrope,h=0.05 m.
5,0x10" 7 Durée de chargement =0.1 sec.

5 Durée totale de laréponse =0.04 sec.
4,0x10° -

3,0x10°
2,Ox10'5-
w/ h 1,Ox10'5- /\ /\ /\ A
0,0 -
-1,Ox10'5- \/ \/
-2,Ox10'5-

-3,0x10°
T T T T T T T
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04
Temps ,sec.
Figure 6.16: Réponse dynamique d’ une plague isotrope épaisse sous charge impulsive
triangulaire.
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6.5.3.3 : plaque orthotrope mince :

P aque mince orthotrope, h=0.005 m.
Durée de chargement =0.1 sec.
Duréetota e de laréponse =0.2 sec.

AN
VUV

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20
Temps ,sec.

0,3 1

Figure 6.17: Réponse dynamique d’ une plague orthotrope mince sous charge impulsive

triangulaire.

6.5.3.4 : plaque orthotrope épaisse :

6,0x10°
/ Plague épai sse orthotrope, h=0.05
5,0x10° - Durée de chargement =0.1 sec.
Durée totale de la réponse=0.3 sec.
4,0x10° -
3,0x10° -
w/ h 2,0x10° 4
1,0x10° -
vA AVA VAVAVAV
-1,0x10° \/
T T T T T T T T T T T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30

Temps ,sec.

Figure 6.18: Réponse dynamique d’ une plague orthotrope épaisse sous charge impulsive

triangulaire.
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6.5.4. Casdecharge4:

Chargetriangulaire avec pic. (Figure.4.2.d)

6.5.4.1 : Plaque isotrope mince:

Plaque mince isotrope,h=0.005 m.
Durée de chargement =0.1 sec.
Duréetotale delaréponse =0.08 sec.

AA NN
1 VYV

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08

0,15

Temps ,sec.
Figure 6.19: Réponse dynamique d’ une plague isotrope mince sous charge impulsive

triangulaire avec pic.

6.5.4.2 : plaqueisotrope épaisse :

3,0x10° Plaque épaisse isotrope,h=0.05 m.
| Durée de chargement =0.01 sec.
2,5x10° - Duréetotale delaréponse =0.04 sec.
2,0x10°
1,5x10° 1
w/ h 1,0x10° -

=) AAAANAN
VAVAVRVAVAY

R B e S L T e
0,000 0,005 0,010 0015 0,020 0025 0,030 0,035 0,040

Temps ,sec.
Figure 6.20: Réponse dynamique d’ une plaque isotrope épaisse sous charge impulsive

triangulaire avec pic.
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6.5.4.3 : plaque orthotrope mince :

0,35

1 Plague mince orthotrope,h=0.005 m.
030 7] Durée de chargement =0.01 sec.
0,25 Durée totale de laréponse =0.08 sec.

0,20 +

0,15+

0,10+

wih 9]

0,00
-0,05—-
-0,10—-
-0,15—-
-0,20—-

0,25 T T T T T T T T T T T T T T T
000 001 002 003 004 005 006 007 008
Temps ,sec.

Figure 6.21: Réponse dynamique d’ une plague orthotrope mince sous charge impulsive

triangulaire avec pic.

6.5.4.4 : plaque orthotrope épaisse :

8,0x10” .
1 Plague épaisse orthotrope,h=0.05 m.

7.0x10° ] Durée de chargement =0.01 sec.
6,0x10° - Durée totae de laréponse =0.04 sec.

5,0x10°
4,0x10° 1

3,0x10° 1

W/ h 5 0x10° -

=/ A AN NN
- L VAVRVAYEY

-2,0x10°

-3,0x10° T T . T . T ;
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04

Temps,sec.

Figure 6.22: Réponse dynamique d’ une plague orthotrope épaisse sous charge impulsive

triangulaire avec pic.
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Conclusion

CONCLUSION

Dans ce travail de recherche I'analyse de la réponse dynamique de plagues isotrope et
orthotrope a éé conduite par la méhode des éléments finis. Le comportement sous
différentes charges impulsives transversales a été décrit. L’essentiel contribution de la
présente étude, consiste en I’ @daboration d’ une méthode anal ytique basée sur la formulation

énergétique des équations différentielles aux dérivées partielles du 2°™ ordre.

L'éude est conduite en élasto- plasticité avec prise en compte de lanon linéarité.
Les résultats des études numériques présentés, ont permis de tirer les conclusons
importantes suivantes :

- Lafiabilité du programme de calcul numérique modifié [26] pour une bonne estimation
du comportement d'une plaque.

- Ledéplacement vertical diminue avec I’ augmentation de |’ épaisseur.

- L'utilisation de charges impulsives différentes a permis de conclure que les résultats
obtenus pour une plaque orthotrope sont similaires du point de vue aspect générale qui
est caractérisé par le fait que laréponse de la plaque épouse I’ alure de la charge durant
le temps de chargement avant la chute et I’ oscillation avec |I’amplitude de vibration
libre aprés arrét de chargement.

- Lespropriétés de la plaque ont un effet important sur sa réponse dynamique. La prise
en compte des propriétés de la plague a pour effet de diminuer sa rigidité avec

['augmentation de son épaisseur lorsqu’ elle est considérée comme orthotrope.

Par conséquent ce travail de recherche peut étre étendu al'analyse de .

La réponse transitoire des éléments soumis a un chargement dynamique est un sujet
d’ingénierie d’une importance considérable, et méme de nos jours, les éléments ayant le
plusd’intérét sont orthotropes.

Il a été montré dans plusieurs exemples gque I’ approche analytique acquiert des résultats
assez précis avec peu de calcul.

Les résultats obtenus par le code ANALYTIC, sur plusieurs exemples sont comparés

a...
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