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Introduction Générale

La diversité des problemes rencontrés en automatique, notamment ceux
portant sur la théorie de la commande et de la conception, ont connu une
évaluation considérable ces derniéres années. Parmi ces théories, la commande des

systémes linéaires et non-linéaires qui ne cesse de se perfectionner.

La commande prédictive a base de modele, Model based Predictive
Control, MPC, est une des stratégies les plus populaires dans le domaine du
contrdle et I'automatique. Elle est basée sur la prédiction du comportement futur
du processus a partir d'un modele explicite d'un systeme et le choix d’une
séquence de commandes optimales basée sur 1'utilisation de la fonction cott [1].
De plus, cette technique est tres efficace pour calculer la commande optimale des
systemes pour la régulation ou la poursuite sous contraintes, qui nous donne des
problémes d’optimisation dynamique, ce probleme est résolu par le calcule en-
linge en temps réel a chaque période d’échantillonnage [2]. Récemment, une large
classe de commandes prédictives, MPC, ont été proposées par les praticiens de
I'automatique. Mais la robustesse du MPC reste toujours 1'objectif pour une
meilleure conception du systéme [3]. L'utilisation de la MPC sous contraintes sous
formes des LMI (Linear Matrix Inequalities) a permis de bien manipuler et
controler les variables du systéme d’une facon systématique durant la conception
et I'implémentation du controleur [4]|. Pour minimiser le temps et I'efficacité de la
recherche d’une solution faisable des problémes, une approche sous-optimale
MPC a été étudieé par [5], on trouve également une étude de la robustesse des
modeles des systemes linéaires incertains [6]. Ainsi qu’'une étude de la robustesse
de la sortie du MPC [7]. Par I'utilisation de la fonction de Lyapunov, une autre loi
de commande du MPC pour les systemes a temps variant a été proposée par [3].
D’autres travaux ont été faits pour trouver des solutions du MPC pour les

systemes non-linéaires [9]. Cependant le probléme de robustesse est persiste
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toujours vu la présence des contraintes sur 1'entrée et la sortie pour les systemes en

boucle fermé [10].

Dans le méme sens, la théorie de la logique floue est une des plus
fameuses techniques pour la modélisation des systemes non-linéaires. Dans ce
cas, il est possible de mettre une grande partie des modeles non linéaires sous
forme de modeles T-S représentant exactement le modeéle non linéaire dans un

compact de I'espace d’état.

Les lois de commande couramment utilisées sur ce type de modeles sont de
type retour d’état non linéaire PDC (Parallel Distributed Compensation) [11].
L’idée principale de la technique de PDC est basée sur la conception de la loi de
commande, chaque loi de commande linéaire doit utiliser la méme regle que celle
du modele T-S floue du systéme qui permettra de le compenser. La formulation de
celle-ci aboutit a un ensemble d'inégalité écrite, dans la mesure du possible, sous
la forme inégalités matricielles linéaires. Les LMI, s’il s’avere qu’elles admettent
une solution, peuvent étre résolues a l'aide d’outils issus du domaine de
'optimisation convexe (El Ghaoui, 1997) [12], [13], [14] et [15]. Cependant, et afin
de réduire le conservatisme des conditions LMI proposées, nous considérons
le contexte non quadratique. Dans ce dessein, le choix s’est porté sur l'utilisation
d’une fonction candidate de Lyapunov non-quadratique [16], [17], [18] et [19].
Celles-ci sont basées sur une propriété de redondance analytique des descripteurs
[20]. Dans ce cas, le principe consiste a réécrire la dynamique de la boucle
fermée d’'un systeme dynamique explicite sous forme de descripteur. Ceci

conduit a des conditions LMI moins conservatives et réduit leur colt de

calcul.

L'objectif de ce travail est d'étudier une procédure systématique qui permet
de concevoir un controleur stable par retour d’état basé sur la stratégie MPC qui
doit répondre aux deux exigences: garantir la stabilité des systéemes en boucle
fermée et satisfaire certaines exigences exprimées sous forme de contraintes et de

sous optimalité vis a vis d'un critere donné. La synthése des lois de commande
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sera basée sur des techniques de LMIs et afin de réduire les problemes de
conservatisme, une approche basée sur une fonction candidate non quadratique
de Lyapunov et une loi de commande non PDC (Compensation Parallele

Distribuée) sont étudiées.
Notre travail sera articulé en quatre chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux principaux outils ainsi que les
résultats les plus couramment utilisés pour l'analyse des modeles de Takagi-
Sugeno. Leurs structures ainsi que la fagon de les obtenir par I'approche de type
secteurs non linéaires sont également présentées. Nous traiterons ensuite la
stratégie de commande la plus répandue pour la stabilisation des systéemes non
linéaires sous forme de modeles T-S est la commande PDC (Compensation

Parallele Distribuée -Parallel Distributed Compensation).

Le deuxiéme chapitre servira d’introduction a la problématique de la
commande prédictive sous contraintes. On y retrouve les principes généraux des
stratégies de commande basées sur le principe de I'horizon infini, introduisant les
problemes d’optimisation associés. Ensuite nous adopterons le formalisme LMI

(Linear Matrix Inequality) comme outil d’optimisation.

Le troisieme chapitre concernera la commande prédictive sous contraintes
basée sur les modeles flous de type Takagi-Sugeno, en utilisant la philosophie de
commande du type compensation parallele distribuée (PDC) et non PDC. Nous
commencerons par un apercu général sur la synthese (stabilisation) des
contrdleurs flous basés sur un modele flou homogene T-S du systéme. Ensuite
nous décrirons spécifiquement une commande optimale linéaire quadratique par
retour d’état et non quadratique basée sur un modele affine T-S en temps discret
[21]. Les gains de la loi de commande sont obtenus en résolvant un probléeme

d’optimisation sous contraintes d’inégalités matricielles linéaires (LMIs).
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Dans le quatrieme chapitre, nous présenterons des exemples de simulations
proposés pour la validation des algorithmes mis aux points, plusieurs tests ont été

effectués pour mettre en évidence les performances des approches proposées.

Enfin, nous conclurons notre travail par une conclusion générale qui
englobera tout ce qui a été développé, ainsi que par quelques-unes des

prospectives qui nous semble les plus intéressantes a étudier.



Chapitre 1

Introduction a la modélisation et la commande des modeéles T-S

Dans ce chapitre, nous allons essayer de présenter quelques notions et propriétés

concernant la logique floue de type Takagi-Sugeno, pour I'adopter ensuite a notre travail.
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1.1 Introduction

Le concept de la logique floue a été introduit par Lotfi Zadeh [22]. Cette
approche a connu un grand développement surtout au Japon a partir des années
Quatre-vingts, en particulier avec les idées brillantes de Takagi-Sugeno et la
proposition d’un modele flou en 1985 [23], qui devient aprés, la base de la plupart
des travaux en controle et en automatique dans le domaine de la logique floue. En
plus de l'existence de modele T-S, il existe un modeéle de Mamdani qui a été le
premier modeéle floue introduite dans le domaine flou en 1974 [24].

Actuellement, la logique floue est appliquée dans divers domaines, tels que
I'intelligence artificielle, 'automatique, la biologie, l'industrie, la médecine,
"économie. Et bien d’autres domaines. Dans le cas de 'automatique et controle, la
plupart des sujets et themes de recherche ont été explorés par ce concept soit
pour : La Commande, La Modélisation, I’ Approximation, L'Estimation d’état...
etc.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la représentation par un modele
flou de type T-S des systémes non linéaires ainsi qu’a la transformation par
secteurs non linéaires qui permet d’obtenir de maniere systématique un modeéle T-
S a partir d'un systeme non linéaire. Ensuite, nous rappelons les principaux
résultats portant sur la stabilité, la synthese de la loi de commande PDC (Parallel

Distributed Compensation) et non-PDC par retour d’état statique.
I.2 Généralités sur la logique floue
I.2.1 Principe de 'inférence floue

L’idée de base de la logique floue est de modéliser les phénomenes ou des
procédés comme le ferait I'étre humain, c’est-a-dire de mettre en algorithmes,
composés essentiellement par des régles du type «Si... Alors ...» (If... Then ...), Le
raisonnement humain. En effet, '’homme a tendance a tirer des conclusions sur
certaines situations a partir de données imprécises ou incompleétes et a agir en
fonction d’un ensemble de regles implicites au raisonnement. A titre d’exemple,

une personne qui est préte de prendre une douche peut savoir si 'eau a une
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température appropriée au moment d’ouvrir le robinet. Si cette personne trouve
que l'eau est tres froide, sa réaction naturelle sera de bouger le robinet pour
réguler la température. Si I'eau devient tres chaude, alors elle devra bouger le
robinet dans le sens inverse et ainsi de suite jusqu’a trouver la température de
I'eau qui lui convient le mieux. La personne en question ne connait pas forcement
la température de I'eau, mais ses capteurs corporels lui donnent une information
que son cerveau transforme en une sensation de confort et c’est a partir de laquelle
elle prend des décisions [25].

Ainsi, un algorithme qui peut traduire le raisonnement de la personne de
I'exemple cité ci-dessus pourrait étre le suivant :

Si l'eau est froide alors ouvrir le robinet vers le chaud. Si l'eau est trés chaude
alors ouvrir le robinet vers le froid... Si I'eau a une température appropriée alors laisser

le robinet fixe et prendre la douche.

Si l'idée de mettre en algorithme le raisonnement humain est considérée
dans le cas de phénomenes ou procédés plus complexes qui font intervenir
plusieurs machines et opérateurs, toute la connaissance empirique des experts
peut étre exploitée en vue d'une meilleure maitrise de ces procédés complexes.
Pour cela il faut suivre la méthodologie de la logique floue qui divise un systéme
en trois éléments principaux, a savoir, un module de fuzzification, un module de
déduction des régles, nommé aussi base de connaissance ou des regles et un
module de Défuzzification.

La figure ci-dessous illustre et présente mieux la composition d"un systéeme flou.

Domaine Floue

Domaine Réel K /\ \ Domaine Réel
—r —r
—> Base de —»

Module d — — Module d
—_— . o.: et' € Connaissances Déf ° _l;_e : —>
uzzification " ou de Regles — éfuzzification
- -
Variables d’Entrée du Variables de Sortie du
Systéme Floue Systéme Floue

Figure 1.1: Structure d’un Systéme Floue
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Les trois modules ou les éléments essentiels sont détaillés dans les paragraphes

suivants :
1.2.2 Fuzzification

Le principe de la Fuzzification est de remplacer I'appartenance 0 et 1 d'un
ensemble de la logique classique par un degré d’appartenance pouvant prendre
toutes les valeurs comprises entre 0 et 1 dans un ensemble appelé ensemble floue. La
figure 1.2 explique bien ce principe en comparant la température de l'eau classée

par la logique classique et par la logique floue.

v

Uy
o

0 15 15 ce

Logique Flou Logique Classique

Figure 1.2 : Comparaison entre la Logique Classique et la Logique Floue

Dans cet exemple, en logique classique jusqu’a 15°C, I'eau appartient a la
classe de l'eau froide, alors qu’en logique floue, a partir de 10°C, I'eau n’appartient
plus que partiellement a I'eau froide.

Cette idée est représentée mathématiquement par 1'expression (1.1) pour la

logique classique et par 'expression (1.2) pour la logique floue.

=l 1 o
h(z) = [0,1] (1.2)

Dans la littérature, le degré d’appartenance dans un ensemble floue est

désigné par la lettre grecque h.
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Ainsi, le module de Fuzzification a pour but de réaliser le passage des variables du

domaine réel vers le domaine flou. Ce passage consiste en la description des

variables réelles (variables d’entées du systeme flou) a partir des ensembles flous

donnant les degrés d’appartenance a différents états identifiés pour ces variables.

Les ensembles flous sont désignés par des expressions du langage courant. Les

ensembles flous peuvent prendre les formes géométriques les plus variées, mais

les plus utilisée sont les formes: Triangulaire, Sigmoide, gaussienne et
Trapézoidale. Le choix de cette forme est particulier pour chaque application.
Les différentes formes sont montrées sur la figure 1.3.
Fonction Forme Modele Mathématique
Triangulaire F(x;a,b,c) = max(min (x —a g) 0)
g » Y B - b _ al c— b )
a h c
1
Gaussienne F(x;0,a) =exp| — (x — a)z
) ) - p o
a
A
Si id a<o0 a>0 F _ 1
rgmolde (x;a,¢) = 1+ expif—a(x — c))
x'
A
1
Trapézoidal F(x;a,b i (x_a1d_x)0
rapézoidale ; = —1,—
P (x; a, b, c) = max(min b—a'Yd—p) )

Figure 1.3: Les Différents Types de la Fonction d’Appartenance
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Les variables d’entrée ainsi que les variables de sortie du systéeme ou du
phénoméne a manipuler par la logique floue sont traitées dans le module de
Fuzzification. Dans les autres modules, des relations entre ces variables seront

établies, comme il est explicité dans les paragraphes suivants.

1.2.3 Base de connaissances

Une fois que les variables d’entrée et de sortie sont exprimées a partir
d’ensembles flous, il faut établir des regles d’inférences les liant les unes aux
autres. Autrement dit, un traitement des données dans le domaine flou est
nécessaire. C’est le role de ce module et c’est dans ce module que la connaissance
empirique des experts du procédé en question peut étre exploitée pour
I’établissement des régles.

Ainsi, r regles peuvent étre établies (combinaison des ensembles flous des
variables d’entrée), dont une regle prise au hasard a la forme suivante :

Si x; est A% et x, est A5 ... et x, est AL alors y, est B ety, est B] ... ety,, est B},
Avec, x4, ... x,, les n variables d’entrée. y, ... y,,,, les m variables de sortie. A4, ... 4,,,
By, ... By, des ensembles flous et les super-indices des fonctions d’appartenance de
chaque ensemble flou. Plusieurs combinaisons des opérations logiques (ou, et)
sont possibles. La condition de la régle est connue comme prémisse et la conclusion
aussi nommeée conséquernt.

Ainsi, dans I'exemple de la voiture qui s’approche d'un feu tricolore, une regle
d’inférence est :

Si le feu tricolore est proche Et la vitesse est élevée Et la lumiere est verte Alors le
conducteur maintient sa vitesse.

Pour que le conducteur maintienne sa vitesse, il faut que trois conditions
soient remplies. Pour certaines valeurs des variables d’entrée chaque condition va
étre remplie avec un certain degré d’appartenance. Mais la condition globale ne
nécessite qu'un seul. Le degré d’appartenance globale sera alors composé d'une
combinaison des degrés individuels. Pour connaitre 1'apport de ces derniers au
degré global, il est nécessaire d’analyser les opérateurs logiques (NON, OU, ET)

utilisés dans la régle. Il y a plusieurs manieres de considérer ces opérateurs, mais

10
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la plus utilisée est la logique de Zadeh [22]. Et c’est celle qui sera employée par la
suite.
La logique de Zadeh défini alors 'opération NON comme le complément

d’une variable dans un ensemble flou. Il est exprimé comme suit :

A={x/x 3 A} (1.3)

Et il est calculé avec :

h(x) = hz(x) = 1 — hy(x) (1.4)

Ou le terme hy(x) exprime le degré d’appartenance de la variable x dans
I'ensemble floue A.

L’opérateur logique ET représente I'intersection des deux ensembles :

ANB={x/x € Anx € B} (1.5)

Et le degré retenu est celui de la valeur minimale :

hang(x) = hy(x) N hg(x) = min(hA (x), hp (x)) (1.6)
Le dernier opérateur utilisé pour la composition du degré d’appartenance global
est OU. Cet opérateur correspond a I'union de deux ensembles :

AUB ={x/x € AUx € B} (1.7)

Et le degré retenu est celui qui a la valeur maximale :
haup(x) = hy(x) U hg(x) = ma x(hA(x),hB(x)) (1.8)

En résumé, quand des conditions sont liées par un opérateur OU, on considere le
degré d’appartenance maximum parmi les conditions d’entrée. Quand des
conditions sont liées par une logique ET, on considere le degré d’appartenance

minimum parmi les conditions qui sont en jeu.
1.2.4 Défuzzification

Dans les deux premiers modules, la transformation des variables réelles en

variables floues ainsi que le traitement des données dans le domaine flou ont été
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réalisés. La derniere étape consiste a passer du domaine flou au domaine réel car
les données réelles sont celles qui peuvent étre expliquées par les systemes
physiques. Donc le module de Défuzzification a pour but de transformer les
valeurs des variables des sorties floues en valeurs numériques. Il existe plusieurs
méthodes pour réaliser cette opération, telles que la méthode du maximum, la
méthode de la moyenne pondérée, la méthode de la hauteur, la méthode de la
hauteur modifiée et la méthode du centre de gravité. Une breve explication de

quelques méthodes est présentée ci-dessous.

La méthode du maximum considere seulement, pour chaque sortie, la regle

présentant le degré d’appartenance le plus grand.

u = max(hy (x), hg (x)) (1.9)

Avec h la sortie du systeme flou, c’est-a-dire, la valeur numérique de la sortie
floue.

C’est une méthode qui introduit des ambigiiités, car il y plusieurs valeurs de x qui
correspondent au maximum. De plus, les regles secondaires (celles qui n’ont pas la
valeur maximale) ne sont pas prises en considération méme si elles peuvent étre
importantes au niveau du fonctionnement du systeme. Cette méthode est peu
utilisée.

La méthode de ln moyenne pondérée considere comme valeur de sortie la moyenne
des valeurs préconisées par chaque regle, pondérées par leurs degrés
d’appartenance respectifs. L'équation suivante donne un calcule de la sortie du

systéme flou.

Yizg hg, () * x;
. i1 hAi(xi) (1.10)

Il s’agit d"une méthode plus évoluée et pourtant plus fiable. En effet, elle prend en
compte toutes les regles en diminuant ainsi les ambigiiités. C'est une méthode

plus utilisée que la méthode du maximum.

12
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Enfin, la méthode du centre de gravité consiste a tracer, sur un méme diagramme, les
différentes zones trapézoidales correspondant a chacune des regles, et a calculer le
centre de gravité de la zone consolidée ; le degré d’appartenance est donc calculé
comme suit :

- # (1.11)

i=1 Vi

Ou v; représente la surface active de I'ensemble i, elle est une fonction de la
variable d’entrée et du degré d’appartenance. x; Représente le centre de gravité de
la surface v;.
Cette méthode est trés utilisée car quoiqu’elle est cotiteuse en termes de calcul
mais elle est plus performante que les autres méthodes.

Néanmoins, il n’existe pas de regle générale pour le choix d"une méthode
de Défuzzification. Le choix de la méthode dépend des exigences de I'application.
Il y a souvent un compromis a respecter entre facilité et performance. Dans notre
travail, nous allons utiliser les méthodes du centre de gravité et de la moyenne

pondérée.
I.3 Les différents modeles de la logique floue
IIs existent deux types de modéles flous :
1.3.1 Modele floue de Mamdani
Dans ce type de modele flou de Mamdani [24], les régles floues If-Then (Si-

Alors) sont écrites sous la forme suivante :

Reglei: Siz,(t) est M;y et ... et z,(t) est My, Alors y est B; (1.12)

Les principaux avantages de ce type sont :

- La simplicité de la représentation des regles floues.

- La flexibilité d’implémentation et utilisation; du point de vue du grand

nombre de choix des opérations appropriées en modele flou.

13
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L’inconvénient de ce modeéle est le grand nombre des regles floues utilisées pour

représenter un systéme non-linéaire complexe.
1.3.2 Modele floue de Takagi - Sugeno (T-S)

Ce modeéle de T-S [23]. Devient la technique la plus utilisée car sa
simplification de représenter n'importe quel systeme non-linéaire complexe avec
des regles floues réduite par rapport au type de Mamdani, et aussi la conséquence
qu’été fonction numérique. Un modele Takagi-Sugeno flou est défini par la notion
des regles floues sous la forme suivante :

Reéglei:Siz,(t) est M;y et ... et z,(t) est My,

. . . ) 1.13
Alors y; = ap + ajz,(t) + ahz,(t) + -+ + a,z,(t) ( )

Alors, que My, ... M, sont les ensembles flous, ay, ... a{, sont les coefficients des i¢me
conséquence linéaire et aussi c’est la sortie de i”¢ valeur numérique de la sortie
pour le modele flou de T-S est calculée comme suit :

_ Yi=1 Wi (D)y;

Wi (0) (1.14)

Avec, 0 <w;(t) <1, Ty wi(t) >0 et wi(t) =17, My (5 (1)), M;;(z(t)) est le
degré de la fonction d’appartenance de z(t) en M;;. (1.13) donne un modele T-S
flou affine, pour ay =0, on obtient un modeéle T-S linéaire. Le modele T-S
représente un systéme dynamique, avec des regles floues Si-Alors (If-Then) qui
représente des relations localement linéaire entre l'entré et la sortie du systeme
dynamique non-linéaire. L’aspect principal du modeéle T-S floue est de représenter
chaque regle floue locale dynamique par un sous-modele linéaire, apres le systeme

flou global est obtenu par le calcule de la somme floue des sous-modeles linéaires

[26].

Donc l'avantage de modeéle flou T-S est la flexibilité, la simplicité et
I'efficacité de représenter les processus non-linéaires complexes par un nombre
tres réduit des regles floues, par rapport au modele flou de Mamdani. Avec le

principe du centre de gravité de Défuzzification on peut constater des cas
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particuliers des modeles flous T-S. En plus, dans le modele flou T-S, le passage
entre les regles floues est fait par une relation linéaire, par exemple, l'interpolation.
Donc (1.14) donne une interpolation entre les différentes fonctions linéaires, qui

sont des modeles locaux comme indiqué dans la figure suivante.

f3(0)

Rl () e o B

[
L X

Figure 1.4: Une fonction f d’un systéme non-linéaire représenté par le modele T-S

I.4 Modele Flou de Type Takagi-Sugeno

Le modele flou Takagi-Sugeno (T-S) [23] est décrit par des régles Si-Alors
(If-Then) qui représentent des modeles Linéaires Invariants dans le Temps (LTI).
Ainsi, tout modele flou T-S d'un processus non-linéaire est structuré comme une
interpolation des systémes linéaires. Il a été prouvé que les modeéles flous T-S sont
des approximateurs universels [27] et [28].

Un modeéle T-S est représenté dans le cas continu et le cas discret. La forme du

modele de chaque cas est comme suit :

Systeme Flou Continu : SFC

Réglei: Si z;(t) est My et ... et z,(t) est My,
x(t) = A;x(t) + Bju(t) [
y(t) = Cix(t) + Dyu(t)

Il
—_
=

Alors { (1.15)

Le modele flou global ou les sorties finales sont écrites comme suit :
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(50 =) ha(®) (4x(® + Bu®)
i =1 i=1..r (1.16)

YO =) hG®) Cx© + D)

Systeme Flou Discret : SFD

Reéglei: Si z1(t) est M;; et ... et z,(t) est M,
x(t+1) = A;x(t) + Biu(t) i=1..r (1.17)
tors |
y(@) = Cix(6) + Dyu(t)

Le modele flou global ou les sorties finales sont écrites comme suit :

r

(x(t+1) = Z hi(2(0) (Aix(t) + Bu(t))
—i=1 i=1..r (1.18)
| y© =), (z®) (€x(©) + Du®)

Ou x(t) eR™ est le vecteur d’état, r est le nombre des régles, M;; , sont les
fonctions d’appartenances a des ensembles flous, j = {1..p}, u(t) eR™ est le
vecteur d’entrée ou la commande, y(t) € R? est le vecteur de sortie, A;(t) e R™™",
B;(t) eR™™ et C;i(t) eRT™. z(t),...,z,(t) sont les variables des prémisses qui
peuvent étre des fonctions des variables d’état, des entrées ou une combinaison
des deux. A chaque regle est attribué un poids w;(z(t)) qui dépend du vecteur
z(t) = [21(t), ..., z,(t)] et du choix de I'opérateur logique.

Par exemple, I'opérateur ET est souvent choisi comme étant le produit, d’ou :
w; (z(t)) = [1}_; My; (7 (1)), i = {1...r} avec w;(z(t)) =0, pour t >0,

w; (z(1))

h(@0) =5

(1.19)

La fonction h;(z;(t)) dite d’activation détermine le degré d’activation du i*™¢
modele local associé. Selon la zone ou évolue le systeme, cette fonction indique la
contribution plus ou moins importante du modéle local correspondant dans le
modele global. Elle assure un passage progressif de ce modéle aux modéles locaux

voisins. Ces fonctions dépendent généralement du vecteur d’état x(t). Elles
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peuvent étre de forme Triangulaire, Sigmoidale, ou gaussienne, et satisferont les
propriétés suivantes (convexité) :

{ _ihi(z(®) =1

0 < h(z() <1 (1.20)

La particularité d’'un modele T-S est que les ensembles flous continus ou
des modeles flous discrets [29] et [30]. Dans ce mémoire, nous allons nous

intéresser uniquement au modéle discret dont I'utilisation est plus fréquente.
I.4.1 Obtention d’un Modele Flou Takagi-Sugeno
I.4.1.3 Modele Flou basé sur I’approche du secteur non-linéaire

La premiére apparition de l'approche du secteur non-linéaire pour la
conception d’un modele flou été introduite en 1992 par Kawamoto [31]. L'idée est
basée sur la considération d’un systeme non-linéaire simple x(t) = f(x(t)) avec
f(0) =0 . L’objectif est de trouver un secteur global qui satisfait aux conditions
du systeme non-linéaire x(t) = f(x(t)) € [a; a;] , comme indiqué dans la figure
(Fig. 1.5). La conception d"un modele flou exacte est assurée par cette méthode.
Mais, ce n’est pas évident toujours de trouver un secteur global pour n'importe
quel systeme non-linéaire. Pour ces raisons, la proposition d'un secteur local été
considérée comme une meilleure solution pour l'obtention d’'un modeéle flou.
L’astuce est de présenter le SNL par plusieurs secteurs non-linéaires, donc chaque
région «secteur local » est représenté par un modele flou exacte avec x(t) €

[—d; d;] la figure (Fig. 1.6).
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4 A
y(t) ax(t) . i) ‘
;7 filx(t), uft) K a:x(t)

S e, uen
AT ) ' LT e
-7 o —d - _ R

- TN x(t) » LT d )

Figure 1.5. Secteur Non-Linéaire Global. Figure L.6. Secteur Non-Linéaire Local.

Mais l'inconvénient du secteur local est le grand nombre de régions
proposées, avec le nombre des regles de chaque modele flou, qui impose apres des
difficultés de bien controler et commander le systéme. Ces techniques sont bien
traitées, et une méthode de transformation mathématique été proposée par [32] et
[33]. Elle est basée sur une transformation des fonctions scalaires origines de la
non-linéarité. L’avantage de cette méthode est de ne pas engendrer d’erreur
d’approximation et de minimiser le nombre de modeles locaux. Cette méthode est
basée sur la bornitude des fonctions continues.

Pour plus de détails, considérons le cas général d'un systéme continu linéaire :
x(t) = f(x(0) + Bu(t) (1.21)
Avec: x()€R"™, u(.)€R™, f(x(.)) ER?P, B € RP*™ |

Lemme 1: soit f (x(t)) une fonction bornée de [a,b] —» R pour tout x € [a b] avec

[a, b] € R*2. Alors il existe deux fonctions

F'(.): [a,b] = [0,1],i € I,
{ X(©) ~ Fi(x(0) (22)
Avec F1(x(t)) + F?(x(t)) = 1 et deux scalaires a et f tels que
h(x(t)) = a* F1(x(t)) + B * F*(x(t)) (1.23)
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Une décomposition de h(x(t)) est considérée sur [a, b] comme suivant :

B = min h(x(1)),

_ (1.28)
a= xrg[%] h(x(t))
( _
Fl(x(t)) = %,
@ - h(x(®) (1.29)
sz (x() = Ta-f

Sous I'hypothese de la continuité et la bornitude des fonctions f(x(t)) et g(x(t))
données en (1.21) avec f(0) =0 et g(0) = 0, ces fonctions peuvent étre réécrites

sous la forme suivante :

) =) F(x(©) Ax(o),

. (1.30)
(9(x®) = ). Flx®) Gx®
Le modéle (1.21) devient :
(X(t) = Zr Fi(x()) (4;x(t) + Biu(t),
(=1 (1.31)
iy(t) =) F(®) (€ + Du()
i=1

Dans le cas, le modele ou le multi-modele (1.31) obtenu représente de facon

exacte le modele non-linéaire (1.21) sur l'intervalle compact considéré.
Pour cella on va présenter un exemple d’illustration pour bien expliquer.

Exemple d’illustration

A fin d’illustrer la méthode, nous proposons le modele non-linéaire autonome de

dimension deux [26] :

o AN AR ORFAGL )
10 = 1(x(0) = <x2) = (—xz (©) + (3 + % (D)3 (t)> (1.32)

Nous supposons que les variables d’état sont bornées :
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x1(t) e[-1,1] et x2(t)€[-1,1]

Le modele (1.32) peut étre réécrit comme suit :

x1 (1)

] l xl(t)x%(t)l [xl(t)
xz(t) 3 +x2(t))x (t)

2, () (1.33)

L’équation (1.33) présente deux non-linéarités qu’on notera z;(x(t)) et z(x(t))

respectivement tels que :

71 (x(t)) = %, (t)x4(t)
{22 (x(t) = (3 + x,()x2(t) (1.34)

Nous évaluons ensuite les valeurs minimales de z;(t) et z,(t) :

max z4(t max 7z»(t
{xl(t)xz(t) 10 = 21 (E) %2 (£) 2(0) = (1.35)
in z(t) = -1 min z,(t) =0 '
x1(£) 2 () 1(®) x1 ()02 () 2(0

Ainsi, on peut réécrire les termes non-linéaires z; (x(t)) et z(x(t)) comme suit :

{zl(x(t)) = Fl(x(®) * 1+ FE(x(@®) = (-1) (1.36)
z,(x()) = F3(x(©)) x4 + F2(x(©)) % 0 '
Avec
Tx(®) + FE(x@®) =1

{le(x(t)) + F2(x(0) =1 (137)
Et

AE) =290 HE <t>) 20 (138)

F12( (t)) — Zl(t) FZZ( (t)) — Zz(t) '

On aboutit alors a quatre modeéles locaux par combinaison des quatre fonctions F{

2 pl g2
,F{, Fy  F5.
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Le multi-modéle équivalent au modele non-linéaire (1.32) est :
4
K0 =) m(x()ax (1.39)
1=

Dongc, avec :

O Pt PR R ) PR R ot PR R

Et

{ul(t) =F(x@®) + F£(x(®), wus@® =F(x(®) + F (x®)

1.40
(O = FL(x®) + F2(x(0), ua(® = F(x©®) + F2(x() (140)

Apres ce bref rappel sur les méthodes d’obtention d'un modele flou (multi-
modeles flous), nous abordons par la suite les différents types de controleurs
flous.

.5 Les Différents Types des Controleurs Flous

Plusieurs types des contrdleurs flous été proposés pour stabiliser les
modeles flous. Ils sont basés sur la stabilité sous contraintes qui été transformer en

forme des LMI. Parmi ces lois de commande on peut citer :
I.5.1 Loi de Commande par Retour d’Etat
Le controleur flou est donné par la relation :

u(t) = —K,x(t), K, € R™™ (1.41)

I.5.2 Stabilité Floue Simultanément (FSS)

Ce type est une loi de commande non-linéaire par retour d’état, été
développé par [34] qui été basée sur le travail de [35]. La loi de commande est

écrite comme suit :

u(x) = g1(x) + g2 (x) (1.42)
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Cette approche consiste en d’autres techniques pour la synthese des autres
processus. Du point de vue de stabilité, le FSS est plus conservatisme que d’autres

lois de commande, comme la loi de commande PDC.
I.5.3 Compensation et Division pour les Modeles Flous (CDF)

Ce type de loi de commande a évité d’utiliser l'intersection entre les
modeles flous. Mais la corrélation linéaire entre les matrices d’entrées est

recommandée. La forme générale de la loi de commande est :

_Zi hi(2(6)) ki Fix(t)
Yi=1 hy (Z(t)) ki

u(t) = ki >0 (1.43)

Avec F; sont les gains du controleur. Et le systeme flou de type T-S en boucle

fermé est :

_ N hi(Z(t)) h; (Z(t))ki [A; — B;F;]
Yi=1 h; (Z(t)) k;

x(t) x(t) (1.44)

1.5.4 L’approche de la Compensation Paralléle Distribuée (PDC)

L’idée principale de la conception du contréleur PDC (Parallel Distributed
Compensation) est basée essentiellement sur I'étude de la stabilité a partir de la
fonction Quadratique de Lyapunov [26]. L'idée est d’attribuer une régle pour
chaque controleur depuis la régle du modele flou de T-S correspondant, pour
compenser le modéle. Donc on obtient un contrdleur flou, en plus il partage le
méme ensemble flou que le modele flou. La figure (Fig. 1.7) illustre le principe de

fonctionnement de la commande PDC.
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Systeme Flou Controleur Flou
: Régle r i Y > Régle r :
; Régle 2 : - > Régle 2 :
é Regle1 : I ;I Regle 1 :

Figure 1.7. Principe de la Commande PDC

Pour le systeme flou (1.15) « (1.17) », le controleur PDC flou correspondant est

présenté par [26]:

Regle i: Siz(t) est M;; et ... et z,(t) est My,

Alors u(t) = —F;x(t) =1..r (1.45)

Qui est un contrdleur par retour d’état a la partie conséquence. Le controleur flou

est représenté par :
u(t) = - E hi (2()) Fyx(¢) (1.46)
i=1

Ce type de controleur est devenu parmi les notions les plus adoptées pour
stabiliser les systemes flous de type T-S sans et sous contraintes, avec la recherche
des meilleurs gains F; qui assure la stabilité en boucle fermé, a fin de résoudre les

différentes conditions et contraintes du systeme par 1'outil des LML
I.5.5 L’approche de la Non-Compensation Parallele Distribuée (Non-PDC)

De plus, afin de réduire le conservatisme des conditions LMI , ces

résultats ont été étendus dans le contexte non quadratique. Dans ce dessein, le
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choix s’est porté sur l'utilisation d’une fonction candidate de Lyapunov non
quadratique. [12], [13], [14] et [15]. Ou dans le cas discret [16], [17], [36], [37] et
[38] et. La loi de commande non-PDC est donnée par:

Reglei:Siz(t) est My et ... et z,(t) estM;,
-1

Alors u(t) = — (Z y;) <Z Gi) x(®) i=1..r (1.47)

i=1 i=1

Ainsi, la loi de commande Non-PDC peut étre réécrite sous la forme :
T T -1
u@ == ne) () nEe6) x@ (1.48)
i=1 i=1

Des nouveaux résultats sont disponibles aujourd’hui pour ce type de contréleur

[19].

Des recherches sous forme d’une comparaison entre 'approche du PDC et Non-
PDC ont été faites pour montrer I'efficacité de chaque approche soit dans le cas

continu par [39] ou dans le cas discret par [21].

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, et apres la présentation de quelques définitions et
concepts de la logique floue, basée essentiellement sur le modele Takagi-Sugeno,
ainsi que les techniques pour obtenir un modele T-S flou linéaire depuis un
systeme non-linéaire, nous avons présenté par la suite les différents types des
controleurs flous et nous focalisons particulierement sur les lois de commande
flous PDC et Non-PDC. C'est ce dernier point qui fera 1'objet des travaux menés

dans les chapitres qui suivent.
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Chapitre 11

Commande Prédictive a base de Modéle «MPC» et Inégalités
Matricielles Linéaires «LMI»: Outils d’Observation, d’Analyse et de
Syntheése

Dans ce chapitre, on continuera de présenter les principales notions et concepts
qu’on utilisera plus tard dans ce travail. Nous débutons dans ce chapitre par la plus célebre
technique dans le domaine d’automatique (MPC), ensuite, nous passerons a l'outil de LMI
qui devient depuis des années parmi les techniques les plus réputées et les plus

indispensables.



MPC et LMI : Outils d’Observation, d’analyse et de Synthése

I1.1 Introduction

Durant ces derniéres années, la commande prédictive a base de modele
(MPC : Model Predictive Control) est devenue parmi les plus fameuses techniques
de commandes avancées utilisées dans le domaine de I'industriel et 'automatique,
grace a sa tolérance pour différents types de systemes et la satisfaction des
contraintes imposées. Le concept MPC n’est pas une stratégie de commande
spécifique mais plutét un ensemble d’algorithmes qui utilisent explicitement le
modele du systéme dans un probleme d’optimisation. a résoudre, afin de
déterminer une séquence optimale de commande satisfaisant les contraintes du
systeme et les performances formulées a travers un certain critere d’optimisation
sur une dimension finie ou infini a chaque période d’échantillonnage.
Historiquement, il est généralement admis que les notions de base de la MPC ont
été introduites par Richalet en 1976 [40]. Suivi par d’autres travaux sur le concept
de la commande prédictive, mais la popularité de la MPC dans sa forme actuelle,

est due a [41] avec la GPC. D’autres idées ont été perfectionnées le MPC par [42].

Avec une étude intéressante sur la robustesse et la formulation du MPC
sous forme LMI a été fait par [4], qui permettra de reformuler n’importe quel
probleme d’optimisation sous forme d’inégalités matricielles linéaires (LMI). Cet
outil de LMI est la version des algorithmes semi définie positive (SDP), qui sont
des problemes convexes [43]. Cette technique permet de résoudre et de faire la
synthese de la commande des nombreux problémes et systemes dynamiques. Une
approche efficace pour la solution des LMI été faite par le développement d’une
méthode du point intérieur pour la programmation linéaire, été introduit par [44].
Une amélioration sur cette technique été faite par l'intégration directe de la
méthode du point intérieur aux inégalités linéaires matricielles par [45], apres, un
outil de programmation commerciale implanté au Matlab été écrire par [46], leur
avantage est de résoudre les probléemes d’optimisation convexe par un ordinateur
dans un temps raisonnable et acceptable du point de vue du temps réel, cet outil
est appelé « LMI Toolbox for Matlab ». Mais, la généralisation des LMI pour

n’importe quel systeme ou contrainte a été proposé par [47], cette méthode est
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I'une des plus appliquées dans le domaine de la commande grace a l'existence des

méthodes de résolution numérique efficientes.

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques concepts de la commande
prédictive tels que : son principe de fonctionnement et ses éléments. Ensuite, nous
introduisons l'outil de LMI avec quelques notions de bases et les différents
lemmes qui permettent de manipuler les inégalités matricielles afin de les rendre

linéaires en les inconnues quand cela est possible.
I1.2 La Commande Prédictive

L’idée principale de la commande prédictive se résume dans I'utilisation
d’un modele pour prédire le comportement ou I'état du systéme, au moins sur un
certain horizon, et choisir la meilleure décision au sens d’un certain coft tout en
respectant les contraintes. A chaque période d’échantillonnage 1'utilisation d’un
explicite processus modele pour calculer le processus d’entrées qui optimise le
plan futur souhaité sur un intervalle appelé I'horizon de prédiction.
Généralement, un ensemble de commande été calculé mais nous ne prendrons en
compte que le premier. Dans la prochaine période d’échantillonnage le probleme
d’optimisation se reformulera et se résoudra avec les nouveaux parametres
obtenus par le systeme. Cette procédure est ensuite répétée : c’est le principe de
I'horizon glissant ou fuyant. Donc le probleme d’optimisation en général peut se
mettre soit sous forme d’un programme quadratique pour le cas linéaire ou d'un
programme non linéaire pour le cas non linéaire.

Généralement, la commande prédictive consiste en les éléments de base suivants :

- Un modele de prédiction.
- Une fonction cotit a minimiser plus les contraintes.

- Un algorithme d’optimisation, pour calculer la commande future.

Chaque élément a eut plusieurs options considérables. Ce qui donne une variété

d’algorithmes de commande prédictive.
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I1.2.1 Modele de prédiction

Le modele de prédiction se compose de deux parties : 'une est décrite par
la relation entrées sorties et l'autre par les perturbations et les erreurs de
modélisation. Le modele doit étre discret, car la commande prédictive est une
commande numérique.

Donc, selon le modele, il existe plusieurs formes de commande prédictive :
- Commande prédictive linéaire a base de modele d’état, fonction de transfert

.. etc.

- Commande prédictive non linéaire a base de modéle d’état non linéaire ...

etc.
I1.2.2 Fonction Cofit (critere de performance)

La fonction cott pénalise les écarts entre les sorties prédites commandées
y(k + t|k) et la trajectoire de référence y,.r(k +t|k) en plus des variations du
vecteur de commande Au(k) = u(k) —u(k —1). La trajectoire de référence peut
dépendre de mesures effectuées a I'instant k, en particulier, son point de départ
peut étre la mesure de la sortie y(k); ainsi elle peut étre un ensemble de point fixe
ou trajectoire prédéterminée. La fonction cotlit est souvent donnée par la forme

suivante :

J= D (e G 0= 90 +180)" @ (v G+ ) = 5k + 1)

+ulk +i— DI Ru(k +i — 1) + Aulk + i — DSAu(k +i - 1)| (2.1.)

Ou Q,R et S sont les matrices de pondération, avec Q est définie positive et R et S
sont semi défini positive. On considere que juste la premiére commande est prise

en compte parmi I'ensemble de la loi de commande calculée a chaque période

d’échantillonnage, donc :

Mu(k+i—1)=0, i>1 (2.1.b)
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I1.2.3 Loi de Commande

Pour obtenir la loi de commande, on remplace le prédicteur dans la fonction

cotit, d’ou I'obtention de la synthese.
I1.2.3.1 Le calcule des prédictions a base de modéle d’état

Dans ce chapitre, nous allons introduire un petit rappel de ce que nous
avons cité précédemment en ce qui concerne la commande prédictive, ensuite
nous essayerons de faire une synthése sur cette approche afin d’obtenir la loi de
commande. Pour cela, nous prendrons le modele de base suivant qui est un

modele d’état discret afin de calculer les prédictions et ce comme suit :

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)
{ (k) = Cx(k) (22)

Avec x(k) € R™ est e vecteur d’états appartenant a un espace d’état M c R",
u(k) € R™ le vecteur d’entrées et y(k) € R le vecteur de sorties du systéme, qui

est soumis aux contraintes au niveau de la commande u (k) et des sorties y(k).

Umin < u(k) < Umax

2.3
YVmin < Y(k) < Vmax ( )

Tout d’abord, on calcule les n prédictions en développant les équations d’état :
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) = Ax(k) + Bu(k — 1) + BAu(k)
x(k+2)=Ax(k+1) + Bu(k + 1)

= A?x(k) + (AB + B)u(k — 1) + (AB + B)Au(k) + BAu(k + 1)

x(k4+n)=A4"x(k) + (A" "B+ +Bulk—1)+ (A" B + -+ B)Au(k) + -
+ BAu(k+n—1)

D’ot le prédicteur optimal sous forme matricielle :
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x(k)
=] 2D o wix) + [utk — 1) + Anu (2.4)
X(k+n-—1)]
Au(k) [ A B
2
on ay=| MEYD g (AT Lo ABTEB
Authk+n—1) | A" A" B +...+B
B 0 w0
A=| 4B+B B - 0
A"'B+..+B A" ?B+--+B .. B
Aussiona:
9=z =%x(k) + Lutk —1) + A,AU (2.5)

Avec ‘I’yzC'I’O,TyzCF, A, =CA

Y

Par I'utilisation du (2.1.b) le prédicteur de sortie (2.5) peut 1'écrire aussi comme

suit :
Pk +nlk) = CA™x(k) + ¥ cA*1 Bu(k — 1) (2.6)

I1.2.4 La stabilité de la commande prédictive sous contraintes a horizon infini

La figure ci-dessus montre la différence entre I’horizon fini et infini dans la

commande prédictive.

Dans le cas de I'horizon fini a I'instant k une seule trajectoire optimale a
suivre pendant tout I'horizon de prédiction Hp . En I'absence des perturbations et
avec un modele parfait (idéal), la prédiction du systeme a l'instant k + 1 est
exactement a I'état ou elle a été préditée depuis I'instant précédent. Ceci concerne

la partie initiale de la trajectoire optimale pendant I'horizon de prédiction depuis

I'instant k + 1 a l'instant k + 1 + Hp qui convient a la trajectoire optimale calculé
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précédemment. Mais avec une nouvelle information qui été introduite maintenant,
et qui n'été pas considérée par la conception de l'optimisation du probléme, a
I'intervalle entre l'instant k + Hp et l'instant k + 1+ Hp, la présence de cette
intervalle peut mener vers une trajectoire optimale completement différente par

rapport a celle qui été calculée a I'instant précédent [45].

| | > | | >
k k+1 Time k k+1 Time

Fig. I1.1 L’horizon de prédiction fini Fig. I1.2 L’horizon de prédiction infini

Pour le cas de l'horizon infini, a l'instant k+1 pas de nouvelles
informations introduites au probléme de 1'optimisation, donc la trajectoire
optimale est la méme qui été calculée précédemment. C’est le célebre principe de
Bellman d’optimalité, avec le méme enchainement d’états pour n’importe quelle
trajectoire optimale depuis le point de début. Ce qui n’est pas appliqué dans le cas
de 'horizon fini a cause de l'optimisation du probléeme qui differe a chaque instant
et qui nous conduit au fait que la fonction cotit diminue quand k augmente dans
I'horizon infini. Ce qui nous permettra d’utiliser la fonction de Lyapunov pour

étudier la stabilité du systeme [48].
I1.2.5 La commande prédictive sous contraintes sous forme des LMIs

Comme nous I’avons mentionné, la formulation du MPC sous forme LMI qui a été
introduite par [4], permettra de reformuler n’importe quel probleme d’optimisation sous

forme d’inégalités matricielles linéaires (LMI) se basant sur la fonction de Lyapunov
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Quadratique et la loi de commande (1.41). On utilise pour cela la démonstration que nous

avons avancée [4].
On commence d’abord par mettre le probléme d’optimisation sous forme LMI :

Donc, le probleme de minimisation d’apres (3.7) est équivalent au (3.18)

V(x(k/k)) = xT (k/k) Px (k/k) P>0 2.7)
1;1’11;11)/ (2.8)
xT (k/k)Px (k/k) <y &y —x" (k/k)Px (k/k) =0 (2.9)

Avec Q =yP~! > 0, avec l'utilisant du complément de Schur I'inégalité (2.9) est

exprimée par :

1 X" (k/k)
[x(k/k) 0 ]>o (2.10)

A chaque instant d’échantillonnage k, la fonction de Lyapunov précédente doit

satisfaire I'inégalité suivante pour chaque i > 0 :

Vix(k+i+1/k)—V(x(k+i/k) <—-[X(k+i)+Uk+i)] (2.11)
Vix(k+i+1/k)=V(x(k+i/k)) < —],(k) (2.12)
En substituant (2.1) dans I'inégalité (2.12) on obtient:

V(x (k+ i+ 1/k) = V(x (k + i/k))

< —[(xT(k +i/k)Qox(k +i/k)) + (uT(k + i/k)Ryulk +i/k))]

En substituant (2.7) dans I'inégalité précédente on obtient:

[xT (k + i+ 1/k) Px (k + i + 1/k)] — [xT (k + i/k) Px (k + i/k)]

< —[(xTk +i/k)Qox(k +i/k)) + (uT(k + i/k)Ryulk +i/k))]
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xT (k +i/k) [(A; = BiF)"P(A; = B;F,) =P+ Qo + F'RoF ]x (k + i/k) < 0

Cette inégalité est équivalente a I'inégalité suivante :

(Ai = BiF)"P(4; = BiF;) = P + Qo + F' RoF; < 0

En substituant Q =yP™!, Q>0 and Y =FQ dans l'inégalité précédente on

obtient I'inégalité suivante:

[ o (40 -BY) QTQy "2 YTRy 2]

A;Q — B;Y 0 0

(“4Q 1 ) ¢ > 0 (2.13)
| Qo72Q 0 vl 0 |
| Rr,'/2y 0 0 vi ]

Apres, On passer de mettre les contraintes sous forme LMI :

- Les contraintes sur la commande :

Les contraintes sur la sortie représentent des spécifications sur le
comportement. On considérera également une contrainte de type norme

euclidienne donnée par :

Ona: |uy(k+i/k)| < upmax » i=>0, h=12,..,qg
loaC + 1/8) a2 max (k +1/K)

nlfl&)x”u(k)”max = T?g)x”Fix(k)“max
Avec Q =yP™!1 > 0.0Onax(k) = a = Cst. Pour chaque i > 0 danc:

2 —1/22
max|u()llnex 2 max|Fal* & maxlu@llne 2 [|FR,

Unar = G[FQ7V?] © ubg 1 = QY2FFQV?
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En utilisant le complément de Schur, I'inégalité précédente est équivalente a la

LMI suivante :

ut I F
l me ’l >0 (2.14)
FE Q

- Les contraintes sur la sortie :

Les contraintes sur la sortie représentent des spécifications sur le
comportement. On considérera également une contrainte de type norme

euclidienne donnée par :

Ona: |y,(k+i/k)| < Yhmax » i>0, h=12..,q
Iy e+ i/ lmax 2 max y;(k + /)
max|ly(k) |l nax = max||C;(A; — BiF;)x (k) |l nax
i>0 i>0

AvecQ =yP71>0. On a x(k) =a = Cst. Pour chaque i >0 on considére la

norme euclidienne donc:

max|ly(k)llmax = max|lC;(A; — BiF)all5 © Yiax = maxlIC;(4; — B;F)all5
i>0 a€eR aeR

Ymax = G[(Ci(A; — BIF))Q™Y?] & y2a I = QY?[(A; — BiF)TC. C,(A; — B;F)]|Q'/?

En utilisant le complément de Schur, I'inégalité précédente est équivalente a la

LMI suivante :

2 1 C:(A; — B;F;
YVmax - l( i l]) >0 (215)
(4; _BiF]") Ci p
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I1.3 Les Inégalités Matricielles Linéaires

Nous allons essayer de détailler les manipulations nécessaires pour

transformer le probleme d’optimisation en LMIs dans le cas d"un systeme flou.

Définition 1: [47] une inégalité matricielle linéaire est une inégalité matricielle sous la
forme suivante :

m

F(x) = FO + in Fi >0 (216)
i=1

Avec x(t) = [x1(t), ..., X, (t)]T est le vecteur des wvariables a trouver, et les matrices
symétriques F; = FTeR™™ i =0,...,m, sont des matrices données. Pour qu’on ait une
solution d’inégalité (Equa LMI1) il faut que F(x) soit définie positive, i.e. toutes les
valeurs propres sont positives. Donc, LMI (Equa LMI1) est une contrainte convexe pour
x, et l'ensemble {x|F(x) > 0} est convexe. On peut dire aussi que (Equa LMI1) est une
matrice diagonale si F1(x) > 0,F;(x) > 0, ..., F,,(x) > 0, et ces contraintes sont convexes.
Donc, les deux expressions sont équivalentes.

Fi(x) - 0
I i >0 (2.17)

0 - E,(x)
Par la suite, nous allons présenter les principes de bases de cette approche.

I1.3.1 Quelques Problemes LMI

On distingue trois types de problemes d’optimisation convexe rencontrés

sous forme des LMI :

I1.3.1.1 Probléme de Faisabilité
Trouver un vecteur x(t) = [x1(t), ..., Xp, (t)]T tel que F(x) > 0. Ce probleme
est résolu généralement en cherchant le vecteur x(t)= [x((t),...,%xn (t)]T

minimisant le scalaire 7 tel que :

—F(x) <t=*I (2.18)

Sila valeur minimale de t est négative alors le probleme sera faisable.
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I1.3.1.2 probleme de Valeur Propre (EVP : Eigen-Value Problem)

L'idée est de minimiser la plus grande valeur propre d’une matrice

symétrique sous une contrainte de type LMI :

Minimiser A
Al —A(x) >0 (2.19)

sous les contraintes
{ B(x) >0

I1.3.1.3 probléme de Valeur Propre Généralisées (General EVP)

L’idée aussi est de minimiser la plus grande valeur propre généralisée

d’une paire de matrices par rapport a une contrainte de type LMI :

Minimiser A
AB(x) — A(x) > 0 (2.20)
sous les contraintes B(x) >0
C(x)>0

I1.3.2 Les Techniques d”Analyse et Transformations Matricielles

Dans le cas général, les modeles étudiés, les contraintes et les conditions de
stabilité ne sont pas donnés sous forme des LMI directement. Pour cela, ils
nécessitent quelques transformations matricielles. Donc nous allons présenter
quelques techniques de transformations matricielles utiles pour les résultats

obtenus dans ce mémoire.

Généralement, les problemes lesquels nous avons étudié ne sont pas forcément
convexes, ils nécessitent quelques transformations en un probleme convexe. Des

inégalités non-linéaires convexes peuvent étre transformées en LML
I1.3.2.1 Complément de Schur

Lemme 1 : [43] soient R(x) € R™™ une matrice définie positive et R(x) = R(x)T,
Q(x) € R™™ une matrice de rang plein en ligne et Q(x) = Q(x)T et S(x) € R une
matrice quelconque. Les trois matrices sont dépendantes de facon affinée du parametre x.

Les deux inégalités suivantes sont équivalentes :

1.Q(x) = S()R(X)IS(x)T > 0, R(x)0 (2.21)
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2[00 5

ST R(x) >0 (2.22)

- Donc, pour le cas général, par 'utilisation de la propriété dans [25], le

complément de Schur généralisé devient :

Soit les deux matrices U(x) et M(x) avec les matrices précédentes, les deux

inégalités sont équivalentes :
Avec R(x)>0et M(x)>0
1.Q(x) = SRS —U@)M(x)tUu()" >0, (2.23)

Qlx) Skx) UX)
2.1S)T R(x) 0 |>0 (2.24)
Ut 0 M)

I1.3.2.2 Congruence

Dans certains cas particuliers, des inégalités non-linéaires convexes certaines

propriétés permettent d’introduire des variables supplémentaires a rechercher.

Ces propriétés sont présentées par les deux inégalités :

- ATPA-0Q <0,
- ATP+PA+Q<0,

Pour la premiere inégalité nous avons les résultats suivants :

Lemme?2 : Soient A,G,L, P et Q des matrices de taille appropriée. Les inégalités suivantes

sont équivalentes :

1.ATPA—-0Q <0, P>0 (2.25)
T
2.[7Q APl 2.26
Py (226)
_ AT T
3.EIG[ Q A6 ]<o, P>0 (2.27)
—GA —-G—-GT+P
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-Q+ATL"+LA —L+A"GT

4.3G,L
—L" +GA —G—-G'+P

] <0, P>0 (2.28)

Remarque :
- I'inégalité (2.27) se trouve dans [49].

- I'inégalité (2.28) se trouve dans [50].
Pour la transaction entre les inégalités nous avons :
(2.25) & (2.26): Complément de Shur.

(2.26) = (2.27) et(2.28): Il suffit de choisir G = Pet L =0

(2.27)et(2.28) = (2.25): Par congreuence avec [l AT]
Pour la seconde inégalité, nous avons le résultat suivant :

Lemme 3 : [50]. Soient A,G,L,P et Q des matrices de taille appropriée. Les inégalités

suivantes sont équivalentes :
1.ATP+PA+Q <0, (2.29)

ATIT +LA+Q P—-L+A"G

2.3G,L
P-L"+G'A —-G-G'

<0, (2.30)

Aussi, Pour la transaction entre les inégalités nous avons :
(2.30) = (2.29): Par congreuence avec [I AT]

(2.29) = (2.30): si (2.29) est vérifiée,3e >0 tel que ATP+PA+Q+-4ATA <0,
1 2

en utilisant le complément de Schur il nous aurons :

ATPT +PA+Q AT
€A —2¢l

P et G=c¢l.

< 0. Le résultat s’obtient en posant dans (2.30) L =

Note : Les conditions nécessaires pour

- Lemme 2 : (2.26) = (2.27) et(2.28),
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- Lemme 3 : (2.29) = (2.30)

Sont garanties si les matrices L, G ne sont pas contraintes.
I1.3.2.3 Lemme d’Elimination

Ce lemme est aussi connu sous le nom de projection, il est trés utilisé dans
les formulations LMI. Dans de nombreux problémes de commande nous pourrons
obtenir des contraintes LMI par élimination de variables. Dans ce cas on obtient un
probleme de faisabilité de taille réduite. Pour ce faire, on utilise les deux versions

du lemme de Finsler.

Lemme 5 (Finsler) : [51]

Soit un vecteur x(t) = [x1(t), ..., X, (t)]" € R", et des matrices Q = QT € R ,
M e R™™ et N € R™™ telles que rang(M) <n et rang(N) <n . Les quatre

expressions suivantes sont équivalentes :
1.xTQTx < 0 Vx # 0 tels que x = 0,Nx =0 (2.31)

2. Les compléments orthogonaux M etN, de M et N, respectivement, vérifient :

MTQM, <0 et NIQN, <O (2.32)
3. Il existe un scalaire réel o € R tel que :

Q—-oM'™M <0 et Q—0oNTN<O (2.33)
4. 1] existe une matrice réelle X € R tel que :

Q+N"™M+M'X"TN <0 (2.34)

I1.3.2.4 Le Carré Matriciel et ses Dérivées
Lemme 6 : [52] Soit X et Y deux matrices aux tailles appropriées.
- Soit y une constante positive on a :

XTY +YTX <yXTX +y~ YTy (2.35)

Pour réduire le conservatisme, cette propriété peut également étre écrite en

fonction d’une matrice définie positive Q > 0, a partir de lemme suivant :
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Lemme 7 : [53] Soit X et Y deux matrices aux tailles appropriées. L'inégalité suivante est

toujours vraie pour toute matrice Q = QT >0:

XYT +vx" < xQXx" +vQ~1yT (2.36)

Preuve [52] :

Q>0=QX-NQ'QX-Y)=20= XYT +YX" <XQX" +YQ YT (2.37)

Les propriétés de Lemme 6 et 7 ont I'avantage de pouvoir éliminer les termes anti-
diagonaux et les ramener dans les blocs diagonaux, comme c’est traité dans

I'exemple suivant :
Exemple :
On souhaite éliminer les termes anti-diagonaux X et Y de la matrice suivant :

wr+yTx"

[W + XY B ] <0 (2:38)

L’équation (2.38) peut s’écrire sous la forme :

A WT] [ YTXT]<O (2.39)
Ou
[)?Y YTJ(T]=[§] [Y 0]+[’:)T] [0 xT] (2.40)

En utilisant la propriété (2.36), on obtient I'inégalité :

HIt [Yo][o x71<[y]elo XT1+[0T]Q‘1[Y 0] (241)

L'inégalité (2.38) est équivalente a l'inégalité suivante :

[A +YTQ~ty wT

- XQXT] <0 (2.42)

Dans la partie de simulation, nous utiliserons YALMIP Toolbox, la version des

solveurs développer par [54| pour résoudre les problemes sous contraintes LMI.
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I1.4 Conclusion

Ce deuxieme chapitre nous a permis dans un premier temps, de présenter
la commande prédictive avec les différentes phases de calcul de la sortie prédite et
la fonction de cotit. Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous avons proposé
des solutions en utilisant des contraintes LMI dans des problemes d’optimisation.
Par ailleurs, nous avons présenté également quelques résultats concernant la
relaxation des LMI. Des propriétés sur LMI ont été exposées pour faciliter la tache
de traitement du probleme d’optimisation et sous mettre se forme d’inégalités

matricielles linéaires.
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Chapitre 111

Commande Prédictive Robuste des Modéles T-S

Dans ce chapitre, on essayera de combiner entre les deux techniques : la commande
prédictive a modele et la logique floue de type T-S Discret. Et de mettre les résultats dans
une formulation mathématique pour la recherche de meilleures solutions des systemes

proposés, cette formulation consiste en les inegalités Matricielles Linéaires (LMI).



Commande Prédictive Robuste des modeles T-S

I11.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions une approche de commande floue avec
retour d'état PDC et non PDC en utilisant une technique de commande prédictive.
La conception est effectuée a chaque instant d'échantillonnage par la minimisation
d'une borne supérieure d'une fonction objective sur un horizon infini, en suivant
la méthodologie MPC. La stratégie permet d'inclure des contraintes sur les
variables du processus (limites sur 1'entrée et la sortie) pendant 1'étape de calcul du

contrdleur.

La synthese de l'approche PDC pour les deux cas ; quadratique (PDC) et
Non-Quadratique (Non-PDC) avec le MPC, est basée sur une approche de
Lyapunov qui consiste a vérifier un ensemble d'inégalités matricielles linéaires

LMI [21].

Ce chapitre s’articule sur deux parties. Dans la premiére partie, nous
présentons 1'objectif de la loi de commande du contréleur Non-PDC et les étapes
de synthése du systeme de commande prédictive sous contraintes. Cette partie
facilite la recherche d’une solution aux problemes LMI et conduit a une réduction
du conservatisme. Dans la deuxiéme partie, nous nous intéressons uniquement a
la synthese d’une loi de commande de type PDC ainsi qu'aux résultats de

stabilisation utilisant ce type de loi de commande.

II1.2 Modéle T-S et la Fonction Cofit

Soit le systeme flou T-S discret donnée par:

Reéglei: Si zi(k)est M;; et ... et z, (k) est My,
{x(k + 1) = A;x(k) + B;u(k) i=1..r (3.1)

Alors y (k) = Cx (k)

La classe des modeles TS considérée est donnée par :

|(x(k +1) = Z hi(2(K)) (Ax(k) + Bau(k))
=1 i=1..r (3.2)

L y() = 2 hi(z()) Cix (k)
i=1
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Avec A;, B; et C; les matrices d’états du systeme.

Nous considérons le probleme d’optimisation min-max avec une fonction de cott

prédictive sur un horizon infini :

Wi /ISR GO (ke +i/16) L0 Jos () (3.3.a)

0

Ju(k) = Z[X(k + )+ UK+ D] (3.3.b)

i=0
N {X(k +i)=xT(k+i/k)Qyx(k +i/k)
Uk+i)=u"(k+i/k)Ryulk +i/k)
Qo > 0 et Ry > 0 sont deux matrices de pondération bien définis.

Les restrictions sur le signal de controle et sur I'entrée sont données par :

lutk +i/)ll2 < Umax, 120,
||)’(k+l/k)||2 Symax; i>1

II1.3 Stabilité et stabilisation du Systéme Augmenté

L’étude de la stabilité et la stabilisation “la synthese des contrdleurs flous”
pour les modeles T-S sont généralement basées sur la théorie de Lyapunov. Le
principe de cette derniére est inspiré d’une réalité physique. De tel sorte que, si
I'énergie totale d"un systeme « qui est une quantité scalaire » se dissipe au cours
du temps, ce systeme tend vers un point d’équilibre. Ainsi, 'idée de Lyapunov est
de considérer une fonction scalaire puis d’examiner sa variation afin d’étudier la

stabilité d’un systéme donné.

Théoreme 1: [11].
L’équilibre d'un modele flou discret, décrit par (3.2), est asymptotiquement stable

sil existe une matrice P commune définie positive telle que :

ATPA,—P <0, i=12,..,r (3.4)

Afin d’assurer la stabilisation d'un modele TS, plusieurs lois de commande
ont été proposées. Les plus répandues se basent sur le principe de compensation

parallele distribuée (PDC, Parallel Distributed Compensation) et afin de réduire
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le conservatisme des conditions LMI proposées, nous avons jugé utile
d’étendre ces résultats dans le contexte non quadratique basée sur la loi de

commande Non-PDC.

Nous nous s’intéressons d’abord, a la stabilité et a la stabilisation Non-

Quadratique « Non-PDC » des modeéles flous T-S.

III.4 Synthese de la Commande avec I’Approche Non-PDC

II1.4.1 Problématique : Construction du Systeme Augmenté

Poursuivant l'objectif de fournir des conditions LMI de moindre
conservatisme, nous allons présenter une extension de l'approche quadratique
qui se base sur une fonction de Lyapunov non quadratique. Une loi de
commande Non-PDC par retour d’état est donnée sous sa forme compacte par :

-1

u) == D e || D e 6| x® (35)
= j=1

Notation :
Soit ¥, G; des matrices de taille appropriée et h; (z(t))des fonctions scalaires
ayant la propriété de somme convexe, on pose

r

Y=Y h(0)Y, 6=
j=1

De maniere classique, I'expression du modele TS en boucle fermée s’obtient en

substituant la loi de commande (3.5) dans (3.2), c’est-a-dire:

{x(k +1) = (4, — B,Y,G, )x(k) (3.6)

y(k) = C,x (k)

Avec
A, = h; (Z(k)) A;, B, = h; (Z(k)) B, C,= h; (Z(k)) Ci,
2 2 2
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On définit une fonction de Lyapunov non-quadratique comme suit :

Vx (e/K)) = xT (k/Ie) St (ke /o) (3.7)
m m -1

Ve (/) =T (/| DY kS, | x (/i) (3.8)
i=1 =1

Avec S >0,V (x) majore de J(k) ety sa borne supérieure :

u(kAio,i50 ¥ (3.9)

—V(x (k/k)) < —J(k) (3.10)

sesn THOE o Jo() S Ve (k/K) < ¥ (311)

Le probleme de controle prédictif peut étre résolu par le probleme LMI suivant :

Théoreme 2 : [21]
Le systeme TS (3.6) est globalement asymptotiquement stable via la loi de
commande non-PDC (3.5) et minimise la fonction de cott (3.3), s'il existe des

matrices S,, > 0,G,,Y, et H telles que les LMI suivantes soient vérifiées.

SmGinY y (3.12)
T
[x(ky/k) x g;/k) >0 (3.13)

GZT + GZ - SZZ (AZGZ - BZYZ)T YZTRO GZTQO

(AZGZ - BZYZ) SZZ 0 0
ny, : R o |70 (3.14)
QoG, 0 0 Qo

Une fois le probleme LMI précédent est résolu, le contrdleur de retour d’état est
déterminé par

F=-Y,G; L
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Preuve :
A chaque instant d’échantillonnage k, la fonction de Lyapunov précédente

doit satisfaire 1'inégalité suivante pour chaque i >0 :

Vix(k+i+1/k))—V(x(k+i/k)) <—-[X(k+i)+Uk+i)] (3.15)
Vix(k+i+1/k) —V(x(k+i/k)) < —J.(k) (3.16)

Si la fonction objectif (3.6) est définie correctement, c’est-a-dire, a i = oo, x (i/k) =
0 = x(o/k) =0, et V(x(/k)) = 0; en sommant (3.8) depuis i = 0 jusqu'a i = x,
on obtient (3.10).

La fonction non quadratique (3.7) représente donc une borne supérieure de
la fonction objective (3.3). Par la suite, I'approche proposée consistera a synthétiser

a chaque instant d’échantillonnage k, un contrdéleur par retour d’état (3.5) qui

minimise V (x (k/k)), tout en satisfaisant la condition (3.9). Qui nous donne :

max (k) < V(x (k/l) <y (317)

Donc le probléeme de minimisation d’apres (3.3), (3.7), et (3.17) devient :

sty (3.18)
Avec:
xT (k/k)S x (k/k) <y o y—xT (k/k)S,'x (k/k) =0 (3.19)

En utilisant le complément de Schur, I'inégalité (3.19) est exprimée par :

[ v x"(k/k)

ck/ly s, 10 (3.20)

D’apres (3.11) on a:
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V(x (k+ i+ 1/k) =V (x (k + i/k))

< —[(xT(k +i/k)Qox(k +i/k)) + (uT (k + i/k)Ryuk +i/k))]

En substituant (3.7) dans I'inégalité précédente on obtient:

[xT (k+i+1/k)SHx(k+i+1/k)]—[xT (k+i/k)S;x (k+i/k)]

< —[(xTk +i/k)Qox(k +i/k)) + (T (k + i/k)Ryulk +i/k))]

En remplacant u(k +i/k) par (3.5) on a:

xT (k+i/k) [xT (k + 1/k) S;tx (k + 1/k) — S; % (k + i/k)

< —xT(k+i/k)[Qy + G, TY]R,Y,G; |x(k +i/k)

Par le remplacement de x(k + 1/k) par (3.6) on obtient:

x" (k + l/k) [(Az - BZYZGZ_l)TSZ_Zl(AZ - BZYZGZ_l) - SZ_Zl]x (k + l/k)

<—xT(k+i/k)[Qy + G;TY]R,Y,G; |x(k +i/k)

Cette inégalité est équivalente a I'inégalité suivante :

(Az - BZYZGZ_I)TSZ_Zl (AZ - BZYZGZ_I) - Sz_z1 < _QO - GZ_TYZTROYZGZ_l Aad

En utilisant une congruence avec la matrice de rang plein Gz il vient :
(AZGZ - BZYZ)TSZ_Z1 (AZGZ - BZYZ) - GZTSZ_ZlGZ < _GZTQOGZ - YZTROYZ <
En multipliant I'inégalité précédente a gauche par Gz et a droite par Gz on obtient :

GZTSZ_ZlGZ_(AZGZ - BZYZ)TSZ_21 (AZGZ - BZYZ) - GZTQOGZ - YZTROYZ >0 (321)

Parfois les conditions obtenues ne sont pas linéaires et il n'est pas possible

d'utiliser directement des programmes de solution de problemes LMIs, toutefois,
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en faisant usage d'algorithmes de relaxation, dans (3.21) nous allons utiliser la
propriété du Carré Matriciel et ses Dérivées pour simplifier le terme G!S;'G,,

comme suit :
(G] = S$22)8' (G, = $22) 20> G/ S;,' G, — G/ S5 Sy — S1257' Gy + 81252522 20 ©
GIs;'G,-GI -G,+S,,>20 G +G,-S,, <GIS'G,
Gy + G, —S,; <G} S,;'G, (3.22)
En substituant (3.22) dans (3.21), I'inégalité (3.21) devient :
G +G, — Sz, — (4,6, — B,Y,)"S;;' (A,G, — B,Y,) — G/ QoG, — Y] RoY, > 0
GJ +G, — Syz — (A,G, — B,Y,)'S' (A,G, = B,Y,) — G} QuQy ' QuG, — Y RoRg ' ReY, > 0

En utilisant le complément de Schur et la propriété a [26] on obtient :

GZT + Gz - Szz (Az Gz - BZYZ)T YZTRO GZTQO

(AZGZ - BZYZ) Szz 0 0
RyY, 0 Ry 0
QoG 0 0 Qo

>0 (3.23)

Définition des contraintes

Les processus réels sont, en général, soumis a des restrictions portant sur les
variables du processus. Dans ce travail, nous montrons comment les contraintes

peuvent étre intégrées dans I'algorithme sous forme de LMIs.

- Les contraintes sur la commande :

Les contraintes sur 'entrée u(k) représentent les limitations physiques des
équipements présents dans le processus. On considérera une contrainte de type

norme euclidienne donnée par :

|uh(k + l/k)l S uh,max ) l 2 0, h = 1I21 :p
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()l 2 max w; (k)
max|[u(k)lmexe = max|lY,G; S, x (k)| imax
i>0 i>0

Ona x(k) = a = Cst. Pour chaque i > 0 danc:

oo —1e-1/2411%
max () llnex = maxl¥,6;S5 al* & maxllu@llne = (%6718, O,
Par [l'utilisation de Iinégalit¢é de Cauchy-Schwarz a [4] et avec
max;sollu(k)llmax = Umax = Z. L’inégalité précédente devient :

Z > Y6t 60 o 7 — (V67181 (6, D)) = 0

En utilisant le complément de Schur on obtient :

Z Y,G; 1

>0 3.24
w6 S, (3:24)

I . . [I 0
Par I'utilisation du théoréme de Congruence avec la matrice en rang plein [O GT]
Z

on obtient :

Z Y,

VoaTaG s, |70 (3.25)

- Les contraintes sur la sortie :

Les contraintes sur la sortie sont moins strictes que celles qui précédent
puisqu’elles représentent des spécifications sur le comportement. On considérera

également une contrainte de type norme euclidienne donnée par :

Ona: |y,(k+i/k)| < Yhmax » i>0, h=12..,q

lyCk + /K llmax 2 max y, (ke + i/k)
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max|[y()llmax = maxllC, (A, — B,Y,6; Sz (k) llmax

On a x(k) = a = Cst. Pour chaque i > 0 danc:

maxl|ly (k) max = max|C,(A, — B,Y,G, 1S al* & max|ly(k)llmax
i>0 a€ER i>0

_ 2
> ||C. (4, - B,Y,6; s, 2,

Par [l'utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz a [4] et avec
max;solly (k) llmax = Ymax = W. L’inégalité précédente devient :
W= ((CZ(AZ - BZYsz_l))Sz_zl(Cz (Az - BZYZGZ_I))T)

S W - ((CZ(AZ - BZYZGZ_l))SZ_Zl(CZ(AZ - BZYZGZ_l))T) =0

En utilisant le complément de Schur, I'inégalité précédente est équivalente a la
LMIs suivante :

W _CZ(AZ - BZYZGz_l)

>0 3.26
[_(AZ - BZYZ Gz_l)TCZT Szz ( )

I o . . [l 0
Par l"utilisation du théoréme de Congruence avec la matrice en rang plein [0 GT]
Z

on obtient :

w CZ (AZ GZ - BZYZ)

4,6, - BY,)'Cl G +6G,—S, ) ° (3.27)

En reprenant de maniere similaire les développements établis aux paragraphes
précédents, en l'absence de contraintes sur la commande et sur la sortie, le

probleme d’optimisation sous contraintes est résumé par le théoréme suivant :

Théoreme 3 : [21].
Le systeme en boucle fermée (3.6) est globalement asymptotiquement stable et

minimise la fonction de cout (3.3) s'il existe des matrices S;; symétriques définies positive,
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Avec les Y;; définie a (3.23), L’équilibre d'un modele flou discret, décrit par (3.6), est
j q p

asymptotiquement stable, s'il existe des matrices S;; commune definie positive, G;

i, Y, et

Xy >0etX; =X Z Telle que les LMI suivantes soient vérifiées et satisferons le probleme

d’optimisation convexe suivant :

Si,-r,%%l’j y (3.28)

Y x" (k/k) S

0 3.29
x(k/k) Sy (3.29)
Y;i > Xii i € {1, ...,7‘} (330)
Yy + Y > Xy + X i<j Ljefl ..}, (3.31)

2% () () ()

Avee: ¥ =| %2 P s (332)
Xir  Xor 2X,.,
Avec
- v
_Y}T GjT + G] _ Si} >0 (3.33)
w C;(A;G; — B;Y.
(4,6 — B;Y)Tcl GfT +]Gj - sij.)l >0 (3.34)

IrGjT+Gj —Syj (4G —BY)" YRy GQq]

(A;G; — B;Y)) S;i 0 0

Y., = J J Y 3.35

Tl Ry 0 R, 0 | (3:35)
L QG 0 0 Q|

III.5 Synthese de la Commande avec I’Approche PDC
II1.5.1 Problématique : Construction du Systeme Augmenté

Une loi de commande fréquemment utilisée pour les modeles non linéaires

TS est la loi PDC. Elle est donnée par la loi de commande suivante :
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uk) == ) ) Fx(® == ) hEE)E6 W) (336)
= j=1

Notation :
Soit ¥;, G des matrices de taille appropriée et h; (z(t))des fonctions scalaires

ayant la propriété de somme convexe, on pose :
r T
E =) h(0)E = ) h(00) 1,67
j=1 =1

Pour obtenir le modele flou en boucle fermée, on applique la commande PDC au

modele T-S (3.2). Ainsi le modéle flou obtenu est le suivant :

{x(k +1) = (4, — B,F,)x(k) (3.37)

y(k) = C,x(k)

Avec: A, = Z hi(z(k))A;, B, = Z hi(z(k))B;, C, = Z h(z(k)) C;,
i=1 i=1 i=1

Le probleme de contrdle prédictif peut étre résolu a chaque itération k par le

probleme LMI suivant :

Théoreme 4 : [21]
Le systeme TS (3.6) est globalement asymptotiquement stable via la loi de
commande PDC (3.36) et minimise la fonction de coiit (3.3), s’il existe des matrices

Q, > 0,Y,, et G, telles que les LMI suivantes soient vérifiées :

QanG%zZ y (3.38)
14 x" (k/k)
x (k/K) 0, >0 (3.39)
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GT +G— QZ (AZG - BZYZ)T YZTRO GTQO

(AZG - BZYZ) Qz 0 0
R.Y, 0 Ry, 0
QoG 0 0 Qo

>0 (3.40)

Preuve :

En considérant la fonction candidate non-quadratique de Lyapunov comme

suit :
V(x (k/k)) = xT (k/k) Q; x (k/k) (3.41)

En suivant la méme démarche que dans le cas non-PDC, on aboutit au résultat
suivant :
Les gains de retour de la commande PDC (3.36) sont obtenus en résolvant le

probleme d’optimisation suivant :

Q1ZnylZnG y (3.42)
Avec:
xT (k/k) Q7 x (k/k) <y oy —xT (k/k)Q; x (k/k) =0 (3.43)

En appliquant un complément de Schur sur (3.43) on obtient :

v x"(k/k)

ck/o o |70 (3.44)

On a V(0) =0. A chaque instant d’échantillonnage k, V(x(k)) doit satisfaire

l'inégalité suivante :
Vix(k+i+1/k)=V(x(k+i/k)) < —[X(k+1)+ Uk + )] (3.45)

Ve (k+i+1/k) =V (x (k + i/k)) < —Jo (k) (3.46)
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Il suffit de suivre les mémes démarches que celle dans la section précédente avec
F, =Y,G™', on aboutit au résultat suivant donc aprés I'analyse sur (3.45) on

obtient :

GT +G— Qz (AZG - BZYZ)T YZTRO GTQO

(AZG - BZYZ) QZ 0 0
RY, S R, o |>0 (3.47)
QoG 0 0 Qo

Contraintes sur l'entrée et sur la sortie

Dans cette section, est montré comment les contraintes sur 1'entrée et sur la

sortie, peuvent étre intégrées comme des LMIs dans le probleme d’optimisation.

- Les contraintes sur la commande :

A T'instant k, on considere la contrainte de type norme euclidienne suivante :

lup, (k + i/k)| < upmax » i>0, h=12,..,p

”u(k)”max = ml.ax ui (k)
max[u()llmax = maxllY, 6 Q; x (k) llmax

Ona x(k) = a = Cst. Pour chaque i > 0 danc:

-19-1,2 —17-1/2 (|2
maxl[u(llnex = maxl¥,67'Q;"al* & maxllu(®)llne: = [|,67'Q; O,

Par [l'utilisation de Iinégalit¢é de Cauchy-Schwarz a [4] et avec

max;sollu(k)lmax = Umax = Z. L'inégalité précédente devient :

Zz2,67 (v, YY) e Z - (Y,671Q (Y, 1)) =0

En utilisant le complément de Schur on obtient :

A Y,G1

e o, ]>0 (3.48)
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Par I'utilisation du théoréme de Congruence avec la matrice en rang plein [(I) GOT]

on obtient :

Y,

[YZT oo Qz] >0 (3.49)

- Les contraintes sur la sortie :

A T'instant k, on considere la contrainte de type norme euclidienne suivante :

lyn(k + /1) < Yhmax » i>0, h=12,..q
ly(k +i/k)llnax 2= maxy;(k +i/k)
max|ly (k) llmax = maxllC, (A, — B,Y,6™)Q; ' x () llnax

Ona x(k) = a = Cst. Pour chaque i > 0 danc:

max|ly(k)llmax = max|C,(A, — B,Y,G"1)Q;"al* &
i>0 acR

1 n—1/2112
max|ly (D) llmax 2 [(C, (4, = B,Y,670)Q,

Par I'utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz a [4] et avec max;>olly (k) llnax =

Ynax = W. L’inégalité précédente devient :
W = ((CZ(AZ - BZYZG_l))Qz_l(CZ(AZ - BZYZG_l))T)
S W-— ((CZ(AZ - BZYZG_l))Qz_l(CZ(AZ - BZYZG_l))T) =0

En utilisant le complément de Schur on obtient :

{4 _CZ(AZ - BZYZG_l) >

_(AZ — BZYZG—l)TCZT Qz 0 (350)
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Par I'utilisation du théoréme de Congruence avec la matrice en rang plein [(I) GOT]
on obtient :

w CZ(AZG _BZYZ)

4,6 -BY)cT ¢"+6-¢q, 17 ° (3:51)

Théoreme 5 : [21].

L’équilibre d'un modele flou discret, décrit par (3.6), est asymptotiquement stable,
en minimisant une borne supérieure du cout quadratique sous contrainte, si en chaque
instant d'échantillonnage, Avec les Y;; définie a (3.47), il existe des matrices Q; commune

définie positive , Y;

,Get Xy >0etX; = XZ]j . Telle que les LMI suivantes soient vérifiées

et satisferons le probleme d’optimisation convexe suivant :

AR (3.52)
T
Y x" (k/k)
>0 3.53
x(k/k)  Q (3:53)
V+Y > Xy +X5 i<j Lje{l..1] (3.55)

22X () () ()

Avec: X, = X:IZ 2)522 . (T) >0 (3.56)
Xlr X2r 2er
Avec
7 ¥ 5

>0 3.57
" 6T+ G- (3.57)

w (A;G — B,Y,
, e B (3.58)

_(AL-G—BL-IG) G'+G—0;
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[GT+G—-Q; (AG—-BY) Y'Ry GTQo]

l4.6 —BY _ |
l RyY, 0 R, oJ
QoG 0 0 Qo

Les résultats présentés précédemment sur la stabilité des systemes T-S sont
conservatifs. En effet, ceux-ci ne constituent que des conditions suffisantes mais
non nécessaires. Une alternative, efficace lorsque le modele T-S est obtenu sur la
base d'un modele de connaissance non linéaire, consiste en l'utilisation des

fonctions candidates non quadratique de Lyapunov, ou encore un contréleur non-

PDC.
II1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une synthese d'un controleur par
retour d’état pour systemes nominaux (sans incertitude). La conception est
effectuée a chaque instant d’échantillonnage par la minimisation d’une borne
supérieure d’'une fonction objective sur un horizon infini, en suivant la
méthodologie MPC. La stratégie permet d’inclure des contraintes sur les variables
du processus (limites sur l'entrée et la sortie) pendant l'étape de calcul du

contrdleur.
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Chapitre IV

Simulations et Discussions

Dans ce dernier chapitre, des tests proposés sur l'efficacité des méthodes étudiées

dans le chapitre précédent, et aussi des discussions autour les résultats obtenues.



Simulations et Discussions

IV.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter des exemples d’application pour
mettre en évidence les performances de chacune des méthodes décrites au
chapitre précédent (PDC et Non-PDC) et mieux appréhender leurs limitations.
Nous prenons trois exemples non-linéaires en [21], [55] et [56] pour tester la
fiabilité de la méthode développée. En se basant sur les simulations des problemes
de régulation dans le traitement des exemples étudiés. Nous utiliserons pour la
simulation YALMIP Toolbox, la version des solveurs pour les LMI améliorer par

[54].

IV.2 Application de la commande MPC-FTS-LMI

Exemple1 : [21]

On considere la classe du systéme Flou discret défini comme suit :

x(k+1) =A;x(k) + Bju(k)

Regle 1: Six, (k) est M ,Alors{
g (k) est My y (k) = Cyx(k)

4.1)
\ _ (ke +1) = Ayx(k) + Byu(k) (
Regle 2: Six;(k) est M ,Alors{
g (k) est My y(k) = Cpx(k)
Avec les matrices d’'états :
_ [— ] [—0 .19
01 1.1 —1 2
_[41 _[37. _ _
B =, gl B, = [0_1], c,=[1 03], ¢, =[08 0.2]

Et Avec les matrices de pondération :

08 0.1

Qo = [0.1 0.95)’ Ry =09,  Avec T =0.08s.

Et les fonctions d’appartenance pour la regle 1 et la regle 2 sont :

1

1+ exp(—2x,(k))’ My (x2(k)) = 1 = My (2, (k)

M (%, (k)) =
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Soumis aux contraintes suivantes :

Sur la commande -1<uk)<1
Sur la sortie —25<y(k) <25

Avec les conditions initiales pour la loi de commande flou PDC et Non-PDC sont :

x1(0) = —-0.3, x,(0)=-1, u(0)=-0.5, y(0) =-0.5.

Les figures (Figure. IV.1 - IV 4) illustrent les résultats obtenus par les deux
approches PDC et Non- PDC, les performances avec le PDC moins bonnes, en
termes de rapidité, temps de réponse et erreur statique, que dans le cas d'un
controleur Non-PDC, on observe une amélioration de la performance de la
réponse du systeme. Les sorties convergent en un temps approximatif de 0.7s, bien

réduit en comparaison avec les 2.0s obtenues dans le cas PDC.

Les figures IV.3 et IV.4 donnent I'évolution de signal d’entrée et le signal de
sortie respectivement, on constate que le modele converge vers I'origine et que la
commande avec approche Non-PDC, est beaucoup moins sollicitée que celle de

I"approche PDC.
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Figure IV.1: La Réponse du Signal d’état X1
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Figure IV.2: La Réponse du Signal d’'état X2
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Figure 1V.4: La Réponse du Signal de Sortie
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x(t) = A,x(t) + Bou(t)

0.15 0.8 T
MPC-FTS-LMI Non-PDC MPC-FTS-LMI PDC
o1 0.6
0.4
0.05
0.2
g g ° \
uE-; 0.05 % -0.2
-0.4
-0.1
-0.6
0.15
-0.8
-0.2 -1
0.3 0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.5 0.4 03 0.2 o1 ° o1 0.2
Signal X1 Signal X1
Figure IV.5: Représentation des résultats par MPC-FTS-LMI dans 'Espace s’Etat
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\
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[0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 0] 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4
Temps (s) Temps (s)
Figure IV.6: Représentation de la Fonction de Lyapunov
Exemple 2 : [55]
On considere la classe du systéme Flou discret défini comme suit :
R . x(t) = Ayx(t) + Byu(t)
( Regle 1: Six (k) est O,Alors{ ! !
{ y() = Cyx(t) 4.2)

Régle 2: Six; (k) est £ m/2 ,Alors{ y(t) = Cyx(t)

Avec les matrices d’'états :
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0.9504  0.9834

_ 0.9635 0.6218]
17 1-0.09834 0.9504/

Az = [—0.06218 0.3417

_ 0.4958]’ B, = [0.365 )

B, =
17 10.9834 0.6218/"

Ci=[1 0], C;=[1 0]

Et Avec les matrices de pondération :

1 0
QOZ[O 1) Ry, = 0.5 Avec T = 1s.

Et les fonctions d’appartenance pour la regle 1 et la regle 2 sont :

My(x; (k) = —x? + 1, My (x;(k)) = x?

Soumis aux contraintes suivantes :

Sur la commande —0.5<u(k) <05
Sur la sortie —-2<ylk)<2

Avec les conditions initiales pour la loi de commande flou PDC et Non-PDC sont :

x(0) =01, x,(0)=0, u(0)=0.1, y(0)=0.1.

Les figures (IV.7-IV.9) Iillustrent les résultats obtenus par les deux
approches PDC et Non- PDC, les performances avec le PDC moins bonnes, en
termes de rapidité, temps de réponse et erreur statique, que dans le cas d’un
controleur Non-PDC, on observe une amélioration de la performance de la
réponse du systéme. Les sorties convergent en un temps approximatif de 15s, bien

réduit en comparaison avec les 50s obtenues dans le cas PDC

Les figures IV.10 et IV.11 donnent 1'évolution de signal d’entrée et le signal
de sortie respectivement, on constate que le modele converge vers 1'origine et que
la commande avec approche Non-PDC, est beaucoup moins sollicitée que celle de

I"approche PDC.
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Figure 1V.10: Représentation des résultats par MPC-FTS-LMI dans I'Espace s’Etat
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Figure 1V.11: Représentation de la Fonction de Lyapunov

Exemple 3 : Pendule Inversé

Considérons le pendule inversé donnée on [56] et [21]. L’objectif de

commande est de balancer le pendule vers le point d’origine de /2 .

x(t) = Ayx(t) + Byu(t)
y(t) = Cx(b)
x(t) = A,x(t) + Bou(t)
y(t) = Cx(t)

( Regle 1: Six (k) est O,Alors{

(4.3)
kRégle 2: Six (k) est + n/Z,Alors{

Avec les matrices d’'états :

0 1 0 1
Ay=|_9 0]; Ap = _2—g ]
[41/3 — aml 41/3 — amlb?
[ 0 0
B, = _;],Bﬁ o ab ];Cl=[1 0L,C; =1 0]
| 41/3 — aml 41/3 — amlb?

Avec les constantes :

a=0.1, b=cos(88°), g=98m/s’, m=2kg, [l=1m
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Ce systeme est dans le cas continu, pour obtenir le cas discret il suffit de
discrétiser le systeme T-S flou avec un période d’échantillonnage T = 0.03s, on

obtient le systeme T-S flou discret avec les matrices d’états suivantes :

A = [1.0078 0.0301 A = [1.0073 0.0300

1 0.5202 1.0078/J 2 0.2445 1.0037
_[4 41, _ _

Bi=|5 B=[5; a=0 0 =0 o

Et Avec les matrices de pondération :

0.1 01]’ Ry =1

Q":[o 0.

Et les fonctions d’appartenance pour la regle 1 et la regle 2 sont :

x+1 1—x
M, (2, () = =5—, My (x2 (1)) = ——
Soumis aux contraintes suivantes :
Sur la commande —05<u(k) <05
Sur la sortie —n/2<y(k)<m/2

Avec les conditions initiales pour la loi de commande flou PDC et Non-PDC sont :

x,(0) = 0.73, x,(0) =0, u(0)=0.05, y(0) = 0.05.

Les figures (Figure. IV.12, IV.13 et IV.14) illustrent les résultats obtenus par
les deux approches PDC et Non- PDC, les performances avec le PDC sont moins
bonnes, en termes de rapidité, temps de réponse et erreur statique, que dans le cas
d’'un controleur Non-PDC, on observe une certaine amélioration de la
performance de la réponse du systeme. Les sorties convergent en un temps
approximatif de 0.4s, bien réduit en comparaison avec les 2s obtenues dans le cas

PDC. On constate également que le modele converge vers l'origine et que la
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commande avec approche Non-PDC, est beaucoup moins sollicitée que celle de

I'approche PDC.
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Figure IV.12: La Réponse du Signal Position Angulaire (X1)
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Figure IV.16: Représentation de la Fonction de Lyapunov

IV.3 Application de la commande MPC-FTS-LMI aux Systeme Perturbés

Pour évaluer la robustesse des lois de commande étudiées dans le chapitre

3, nous allons les examiner en présence des perturbations externes. Pour cela, nous

allons prendre les mémes exemples présentés précédemment :
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Exemple 1 : [21] a la présence des perturbations externes.

Dans cet exemple, nous allons appliquer un pic de perturbation externe de valeur

d = 0.3 sur les états du systeme a l'instant ¢ = 1.8s.

0.4 | | |
MPC-FTS-LMI PDC

0.3 \ MPC-FTS-LMI Non-PDC

0.2 / |

0.1 |

; ﬁ ‘\\\
2 M /
n -0.1 /\/ I
.
-0.3 /
-0.4 |
-0.5
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Temps (s)
Figure IV.17: La Réponse du Signal d’état X2 Perturbé
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Figure IV.19: La Réponse du Signal de Commande Perturbé.
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Figure 1V.21 : Représentation des résultats par MPC-FTS-LMI dans I'Espace d’Etat
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Figure 1V.22: Représentation de la Fonction de Lyapunov

Les figures (IV.17-IV.22) Montrent l'apport en termes de robustesse.
L’approche non quadratique permet de prendre en compte des incertitudes plus
importantes que 'approche quadratique. On constante que les performances sont
assurées ainsi que la rapidité de convergence vers I'origine. Les sorties convergent
en un temps approximatif de 0.5s, bien réduit en comparaison avec les 1.2s

obtenues dans le cas PDC.

Exemple 2 : [55] a la présence des perturbations externes.

Dans cet exemple nous allons appliquer un pic de perturbation externe de valeur

d = 0.1 sur les états du systeme a I'instant t = 49s.
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Figure 1V.27: Représentation de la Fonction de Lyapunov

Les figures (IV.23-IV.27) Montrent l'apport en terme de robustesse.
L’approche non quadratique permet de prendre en compte des incertitudes plus
importantes que l'approche quadratique. On constante que les performances sont
assurées ainsi par la rapidité de convergence vers 1'origine. Les sorties convergent
en un temps approximatif de 20s, bien réduit en comparaison avec les 30s

obtenues dans le cas PDC.

IV.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré par les simulations les performances
de la loi de commande MPC-FTS-LMI PDC ou Non-PDC, la stratégie de
commande étudiée présente de meilleures performances en termes de régulation
surtout par 1'utilisation de I'approche Non-PDC.

Donc, l'utilisation d’un controleur flou Non-PDC nous donne une forte

amélioration pour la régulation et la stabilité du systeme.

79



Conclusion Générale et Perspectives

Durant ces derniéres années la méthodologie de commande prédictive a
connu un développement important, et comme nous 'avons rappelé dans ce
travail, ceci est du au fait que sa formulation permet d'inclure de maniére
explicite des contraintes sur les variables du systéme pendant la conception du
contrdleur. En outre, la commande prédictive est facile a implanter et simple a

comprendre par des personnes ayant des connaissances minimes en commande.

Dans ce mémoire, la synthese d'un controleur robuste prédictive a partir
d’une modélisation entrée-sortie a été reprise. A chaque instant d’échantillonnage,
on effectue le calcul de la commande par la minimisation d’une borne supérieure
d’une fonction objectif d’horizon infini a 'aide d’inégalités linéaires matricielles

(LMI).

Dans le premier chapitre, nous avons mené une étude bibliographique,
portant sur la modélisation floue, et dans le deuxieme chapitre nous avons
présenté les résultats concernant la relaxation des LMI, pour la commande des
systemes T-S dans le cadre quadratique. Ceux-ci font intervenir une fonction
candidate de Lyapunov conduisant a la recherche de variables de décisions
communes a un ensemble de contraintes LMI. Les techniques d’obtention de ces
conditions LMI quadratique sont a ce jour bien maitrisées. Elles sont basées sur
I'application de lemmes de transformations matricielles (Complément de Schur,
Lemme d’élimination, lemme de Finsler...). Ajoutons a cela que, méme s’il est
possible que tous les problemes de commande ou d’observation des systemes T-S
ne soient pas encore été traités, I'obtention de conditions de stabilité quadratiques
ne constituent plus un enjeu majeur, mais tout au plus une ni¢me extension des
techniques existantes. Cela suppose que, le défi de I'extension dans le contexte non
quadratique demeure un probleme ouvert. Poursuivant l'objectif de fournir des

conditions LMI de moindre conservatisme, des extensions de 1’approche non

quadratique a certains problemes de commande ont été présentés.
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Des travaux récents ont permis de réduire le conservatisme de I'approche
non quadratique en définissant des parametres dépendants, ou avec relations

augmentées, faisant intervenir des variables d’écart.

La synthése passe par l'utilisation des inégalités linéaires matricielles LMI
puisqu’il existe des algorithmes puissants qui permettent d’obtenir la solution du
probléme en un temps polynomiale. Cela fait que I'optimisation par la solution de
LMI peut étre faite en ligne ce qui s’avere essentiel pour 'approche MPC. Dans ce
contexte, nous avons présenté dans le chapitre III une loi de commande par retour
d’état pour une classe de systémes non-linéaires discrets, nous avons étudié la
stratégie de la commande prédictive pour les systemes flous T-S discret sous

contraintes mise sous forme LMI « MPC-FTS-LMI ».

Enfin, dans un objectif de présenter les performances obtenues par chaque
approches étudiées dans ce mémoire, des tests de simulation ont été effectués sur

trois systémes non linéaires discrets.

Les résultats de simulations nous montrent la fiabilité et les performances
de la loi de commande MPC-FTS-LMI PDC ou Non-PDC, l'approche de
commande étudiée dans ce mémoire présente de meilleures performances en

termes de régulation surtout par I'utilisation de I'approche Non-PDC.

Donc, l'implémentation d’un contréleur flou Non-PDC nous donne une

forte amélioration pour la régulation et la stabilité du systeme.

En ce qui nous concerne, nous allons projeter quelques perspectives qui

nous semblent les plus intéressantes a étudier :

L’extension de I'analyse de la stabilité pour le systéme constitué du modele flou de

type affine Takagi-Sugeno Multi-variable (MIMO) en temps discret.

Le développement d"un observateur flou basé sur le modeéle affine Takagi-Sugeno,

afin d’estimer les variables non mesurables du systeme.

La synthese de notre loi de commande non-PDC pour des modeles TS incertains

et perturbés.
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Abstract

Constrained Fuzzy predictive control become among efficient techniques in control and
industrial field for its tolerance, and respect of imposed constraints.

In the framework of predictive control, the synthesis follows the minimization at each
sampling time, of an upper bound for a quadratic cost associated with an infinite time
horizon. The optimization problem which takes into account state and control constraints
is described in terms of a semi definite programming one including linear matrix
inequalities. The obtained results, were presenting in tow approaches, PDC and Non-PDC.
This last, make the searching of solution for the problems of LMI easier than using the
PDC controller and lead to reduce the problem of conservatism.

Key words: Model predictive control (MPC), Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy systems, Linear
matrix inequality (LMI), Parallel distributed compensation PDC, Non-PDC.

Résumé

La commande prédictive floue sous contraintes est devenue parmi les techniques les plus
utilisées dans le domaine d’automatique et le milieu industriel pour sa tolérance, sa
fiabilité et son respect des contraintes imposées.

Dans le cadre de commande prédictive, la synthése découle de la minimisation a chaque
instant d’échantillonnage d’'une borne supérieure d’un co(it quadratique évalué sur un
horizon temporel infini. Le probléme d’optimisation qui inclut des contraintes sur I'état et
la commande est formulé comme un probleme de programmation semi définie a base
d’inégalités matricielles linéaires. Les résultats obtenus, sont présentés en deux
approches, PDC puis Non-PDC. Cette derniere approche facilite la recherche d’'une
solution aux problémes LMI et conduit a une réduction du conservatisme.

Mots Clés: Commande prédictive a modéle (MPC), Systéemes flous Takagi-Sugeno,
Inégalités matricielle linéaire (LMI), PDC, Non-PDC
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