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Résumé

Les systéemes linéaires d'ordre fractionnaire sont des systemes dynamiques linéaires

représentes par des équations differentielles linéaires d’ordre fractionnaire définie par :

{D“ x(t)= Ax(t)+Bu(t)

: ourO<a<l
y(t)= Cx(t)+Du(t) POHr= s«

Alors, le but de ce travail est de présenter une méthode de résolution de ce type d’équation
d’état d’ordre fractionnaire afin de faciliter son étude, analyse et synthése.

Les travaux réalisés et les résultats obtenus pour la résolution de cette équation
différentielle sont basés sur la méthode d’approximation des fonctions irrationnelles de Charef
et la technique de Cayley Hamilton pour la résolution des équations différentielles réguliéres.
Les réponses impulsionnelle et indicielle de ce type de systeme ont été dérivées. Des
exemples illustratifs ont été présentés pour tester I’approche de résolution. Une comparaison
avec une autre méthode basée sur une certaine fonction dite fonction de Mittag-Leffler a aussi
été faite pour montrer I’efficacité de notre technique de résolution de I’équation différentielle

linéaire d’ordre fractionnaire.

vii
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Depuis les premiers travaux sur les dérivées d’ordre fractionnaire il y’a quelques
siecles, la théorie du calcul fractionnaire a été développée pour la plupart par des
mathématiciens. Dans les derniéres décennies un intérét considérable a été porté au calcul
fractionnaire par I’application de ces concepts dans différents domaines de la physique et de
I”ingénierie [1-3]. Beaucoup de systemes physiques ont affiché un comportement dynamique
d’ordre fractionnaire, tels que les systemes viscoélastique, la polarisation électrode
électrolyte, polarisation d’interfaces, le comportement cardiaque [4-6]. A cause de leur
représentation par des fonctions de transfert irrationnelles, les systemes d’ordre fractionnaire
ont été marginalement étudiés. Mais un grand effort a été fait pour essayer de mettre en
pratique les résultats déja établis. Seulement dans les derniéres années que quelqu’un peut
trouver un progres signifiant de travaux theoriques qui peut servir comme fondation pour un
nombre d’applications dans la théorie des systemes et la théorie de la commande [7-8]. Donc,
un travail de recherche intensif est encore en cours dans plusieurs domaines d’ingénierie pour
I’application de ces concepts d’ordre fractionnaire. Les techniques mathématiques utilisées
en théorie des systemes linéaires demeurent des outils de base dans I’étude, I’analyse et la
synthese des systemes, par contre les méthodes d’application de ces techniques devraient étre
mieux développées afin de décrire convenablement les phénomenes naturels divers pour une
meilleure compréhension et exploitation .

Les systemes linéaires d'ordre fractionnaire sont des systémes dynamiques linéaires
représentés par des équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire, ou par une
représentation d’état d’ordre fractionnaire dont les ordres de leurs dérivées sont des nombres
réels. L’eéquation différentielle linéaire fondamentale d’ordre fractionnaire est définie par :

(ro)“%jty(t):e(t) , pour0<a<l1

et I’équation d’état d'ordre fractionnaire est aussi définie par :
D® x(t)= Ax(t)+Bu(t)
y(t)= Cx(t)+Du(t)

Une des approches utilisées dans la littérature pour faciliter la représentation par un systeme

: pourO<a <1

linéaire invariant dans le temps, I’étude, I’analyse et la synthése par un circuit électrique
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analogique des systemes d’ordre fractionnaire est I’approximation de leurs fonctions de
transfert irrationnelles par des fonctions rationnelles dans une bande fréquentielle.

Une méthode facile, effective et trés utile pour la théorie des systémes et la théorie de
la commande, est présentée pour la résolution de ce type d’équation différentielle en se
basant sur I’approximation par une fonction rationnelle de la fonction irrationnelle dans une
bande fréquentielle donnée de I’équation différentielle linéaire fondamentale d’ordre
fractionnaire. Alors, a partir de cette fonction rationnelle, les réponses impulsionnelle et
indicielle de ce type de systemes ont été tirées. Une comparaison avec une autre méthode
basée sur une certaine fonction dite fonction de Mittag-Leffler a été faite. Des exemples
illustratifs ont été aussi présentes.

Ce mémoire est décomposé en quatre chapitres et organisé de la fagon suivante :

Le chapitre | est consacré aux notions de base des opérations de dérivation et
d’intégration fractionnaire. On y présente la définition de I’équation différentielle d’ordre
fractionnaire, qui modélise les systemes fractionnaires. Plusieurs représentations de ces
systemes, aussi bien dans I’approche transfert que dans I’approche d’état y sont également
détaillées, ainsi qu’a la solution de cette équation d’état par la fonction de Mittag-Leffler.

Le chapitre Il présente la méthode d'approximation des fonctions fondamentales
simples et multiples de ce type de systemes d’ordre fractionnaire par une fonction rationnelle
dans une bande fréquentielle donnée. Les réponses temporelles sont obtenues a partir de cette
fonction rationnelle. Un circuit analogique a été aussi tiré. Des exemples numériques ont été
présentés.

Le chapitre Il présente la résolution de I’équation d’état d’ordre fractionnaire par la
méthode de Cayley-Hamilton. Deux cas ont été présentés accompagné chacun par un
exemple appropriée.

Le chapitre IV présente une comparaison entre la méthode proposée, et la méthode
de Mittag-Leffler pour la résolution de I’équation d’état d’ordre fractionnaire. Deux cas on
été présentés accompagneé chacun par un exemple appropriée. Pour terminer on a synthétisé

nos résultats dans une conclusion générale.
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Chapitre |

Equation Différentielle D’Ordre Fractionnaire

I. 1 Opérateurs d’ordre fractionnaire

Le calcul d'ordre fractionnaire (intégration et différentiation d'ordre fractionnaire) est
un vieux concept qui date de I'époque de Cauchy, Riemann Liouville et Leitnikov au 19éme
siecle. Il a été utilis€ en mécanique depuis les années 1930 et en électrochimie depuis les
années 1960. Dans le domaine de la commande, des travaux intéressants ont été réalisés par
I. A. Brin [5], et plus tard plusieurs mathématiciens et physiciens ont étudi¢ les opérateurs et
les systémes d'ordre fractionnaire [6- 8].
1.1.1 Définitions fondamentales

Il existe plusieurs définitions mathématiques pour l'intégration et la dérivation d'ordre
fractionnaire. Ces définitions ne menent pas toujours a des résultats identiques mais sont
équivalentes pour un large panel de fonctions.
1.1.1.1 Définition de Riemann-Liouville [9]
Définition 1 Soient C et R les anneaux des nombres complexes et réels respectivement,
R (.) symbolise la partie réelle d'un nombre complexe.
Soientar € C avecR(a)> 0,t, € Ret f une fonction localement intégrable définie sur
[to, + oo [.
L'intégrale d'ordre o de f de borne inférieure to est définie par:

N 10= ey 1) L)

avec I'(x) = Ie_‘tx_ldt est la fonction gamma d'Euler.
0

Définition 2 Soienta € C avec®R(a)>0, n un entier positif, t, e R et f une fonction

localement intégrable définie sur [ty, + oo [. La dérivée d'ordre fractionnaire  de la fonction

f de borne inférieure t, est définie par:

a 1 d" ¢t  \rant
RLDtof(t)——r(n_a)dtnL( o) i (o)dr (1.2)

Ou le nombre entier nesttel que(n—1)<a <n.

Remarque: pour simplifier I'écriture, on notera dans la suit | “pour |, et D“ pour D; .
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1.1.1.2 Définition de Caputo [9]
Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d’ordre fractionnaire définie:

a _ 1 t _ \n-a-1 ¢ (n)
CDtof(t)——r(n_a) to(t o) V() (1.3)

Ou le nombre entier nest tel que(n—1)<a <n et f(”)(r) est la dérivée d'ordre entier n de

la fonction f(z).

1.1.1.3 Définition de Grindwald-Leitnikov [9]

La dérivée d'ordre fractionnaire d'ordre o > 0 de Griindwald-Leitnikov est donnée par:

o D7 (1) = lim hoazk:(—ni(?‘jf(t—jh) (1.4)

=0 J

Ou h est la période d'échantillonnage et les coefficients

W) — (aj B (o +1)

: i) T(j+1)r(a-j+1)

a (24 . c A .
avec W(() ) = ( O) =1, sont les coefficients du bindme suivant:

(-2 =3 (1) m S =3 s (L)

=0 =
La définition de Griindwald-Leitnikov de l'intégrale d'ordre fractionnaire est formulée

comme Suit:

k - —_—
17 H B0 D FO =tim b 3 -0’ Jre— i 6
=0

Ou h est la période d'échantillonnage et les coefficients W(j_“) avec W(()_“) = [8 aj =1, sont

les coefficients du bindme suivant:
(-2 =3 (1) (‘f‘j 2 =3 C1)wis a7

1.1.2 Propriétés des opérateurs d'ordre fractionnaire
Les principales propriétés des dérivées et intégrales d'ordre fractionnaire sont les

suivantes [9] :

1. sif(t) est une fonction analytique de t, alors sa dérivée d'ordre fractionnaire D*f(t) est

une fonction analytique de t et a.
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2. poura =N, ou N est un entier, l'opération D*f(t) donne le méme résultat que la
différentiation classique d'ordre entier n.

3. pour a =0 l'opération D*f(t) est l'opérateur identité: Df(t)= f(t).

4. la différentiation et l'intégration d'ordre fractionnaire sont des opérations linéaires:
D*(a£(t)+ be(t) = aD® £(t)+ bD* g(t).

5. laloi additive (propriété du semi groupe)
D“DPf(t) = DPD“f(t)= D*P £(t).

est valable sous certaines contraintes sur la fonction f(t).

1.1.3 Transformée de Laplace des opérateurs d'ordre fractionnaire
1.1.3.1 Transformée de Laplace de I'intégrale d'ordre fractionnaire
Nous commencerons par la transformée de Laplace de 1'intégrale d'ordre fractionnaire

de Riemann-Liouville d'ordre a > 0 définie par 1'équation (I.2), qu'on peut écrire comme une

convolution des fonctions g(t)=t“" et f(t):
1“£(t)= D" f ¢ =ﬁ [ty f(e)dr =t £ ) (1.8)
La transformée de Laplace de la fonction t“ ' est :
G(s)=L{t*"}=(a)s™ (L9)
En utilisant la formule de la transformée de Laplace de la convolution:
L{f(t)=d(t); = F(s) - G(s)

On obtient la transformée de Laplace de l'intégrale de Riemann-Liouville et celle de

Griindwald- Leitnikov :
L (t)f=sF(s) (1.10)
1.1.3.2 Transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire
Nous citons dans ce qui suit la transformée de Laplace des différentes définitions de

la dérivée [9].

1.1.3.2.1 Définition de Riemann-Liouville.

s [D“* £ (1)] (L11)
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Avec(n—1)<a <n. Cette transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville est

bien connue [10]. Mais son applicabilit¢é en pratique est limitée a cause de l'absence

d'interprétation physique des valeurs limites des dérivées d'ordre fractionnaire pour t = 0.

1.1.3.2.2 Définition de Caputo

LID” (1)) = s"F(s)- s £4(0) (L12)

k=0

Avec(n-1)<a<n.

Remarque
L’avantage principal de la définition de Caputo par rapport a celle de Riemann-Liouville est
que celle de caputo permet de considérer des conditions initiales conventionnelles faciles a

interpreéter telles que:
y(O) =Y, y'(O) =Y,, etc. De plus, la dérivée de Caputo d’une constante est bornée (égale a

0), alors que la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas bornée at = 0. La
seule exception est quand on prend t = —c0 comme point de départ (limite inférieure) dans la
définition de Riemann-Liouville. Cependant, quand on s’intéresse a des processus
transitoires, on ne peut pas accepter de placer le point de départ a—o ; dans ce cas la
définition de Caputo semble étre la plus appropriée quand on la compare aux autres. Alors
dans la suite de ce mémoire, nous sommes intéressent de la méthode de Caputo a cause de

leur conditions initiales.

1.1.3.2.3 Définition de Grindwald-Leitnikov [9]
L{D“ f (t)}=s"F(s) (L13)

1.2 Représentation des systémes d’ordre fractionnaire

Plusieurs systemes dynamiques naturels ont un comportement qui peut étre modélisé par des
équations différentielles comprenant des dérivées d'ordre fractionnaire. En appliquant la
transformée de Laplace a de telles équations, et en supposant des conditions initiales nulles,
nous obtenons des fonctions de transfert avec des puissances d'ordre fractionnaire de la

variable complexe de Laplace s.
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1.2.1 Représentation entrée-sortie
1.2.1.1 Equation différentielle d’ordre fractionnaire

Dans le domaine temporel, un modéle est dit d’ordre fractionnaire lorsque il est représenté

par une équation différentielle de la forme [11], [12]:

ZN:aiD“i y(t)= ibJDﬁj u(t) (1.14)

Ou u(t)et y(t) désignent respectivement 1’entrée et la sortie du systéme, {oc i B } € R sont

les ordres de la dérivation, et{a;; b, fe R, (i =0,1,....N; j=0,..,M).

1.2.1.2 Fonction de transfert
Dans le domaine fréquentiel, nous appliquons la transformé de Laplace a I'équation (1.14), on

obtient facilement :

Y(s)_bosBO +ooet by sPM

G =
) U(s) a,8% +---+a,s™

(L15)

Définition 1

Le systéme fractionnaire décrit par 1’équation différentielle (1.14) est strictement propre
lorsquea. > B, . Lorsque o =P, le systéme est juste propre.

Définition 2

Parfois toutes les puissances de s sont multiples d'une certaine valeur a (0 < a <1) (ordres

commensurables), la fonction de transfert (I.15) devient alors :

== M,N eN"telqueM <N ,a,a;,b; . (1.16)

Un systéme d’ordre fractionnaire décrit par une fonction de transfert de la forme (1.16) est

appelé systéme d’ordre fractionnaire commensurable.

1.2.2 Représentation d’état des systemes d’ordre fractionnaire
1.2.2.1 Définition

Les systémes d'ordre fractionnaire comporte deux équations [13]:

D* x(t)= Ax(t)+Bul(t)
{ y(t)= Cx(t)+Dul(t) (L.17)
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Ou:
D"‘x(t):[DO”Xl D"x, - Do‘"xn]T
Dans lequel :

u est le vecteur des entrées de dimension (n, x1) ;
X est le vecteur d’état d’ordre fractionnaire de dimension (n, x1) ;
y est le vecteur des sorties de dimension (ny X 1) ;

o est ’ordre de dérivation tel que 0 < <1 ;
A, B, C et D sont tous des matrice ou des vecteurs a éléments constants et de dimension
appropriée.

Remarque : Comme pour les représentations d'état d'ordre entier, les représentations d'état
d'ordre fractionnaire ne sont pas uniques, en d'autres termes plusieurs représentations d'états

fractionnaires correspondent a la méme fonction de transfert d'ordre fractionnaire.

Les systetmes d'ordre fractionnaire commensurable permettent aussi une

représentation dans l'espace d'état, soit :

D*x=Ax+B
{ X x+Bu (L18)

y=Cx+Bu

Avec:

Dax:Da[xl Xy e xn]T

1.2.2.2 Caractéristiques

1.2.2.2.1 Relation entre représentation d'état et fonction de transfert

La relation entre les matrices du modele d’état (I.17) et le modéle transfert G(s) peut étre
facilement calculé en utilisant la transformation de Laplace et en considérant les conditions

initiales nulles. On obtient: [14]

G(s):C[diag[s"‘1 s%2 ... s““]—A]_lB+D (1.19)
Ou

s“Inzdiag[s(xl s ... s““]
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1.2.2.2.2 De la représentation transfert a la représentation d’état
Cas des systemes commensurables
Etant donné un,systéme non entier mono variable linéaire invariant dans le temps
représenté par son modele transfert G(s) donnée sous forme de(1.16).

Pour calculer le modéle d’état correspondant, on procede en trois étapes [14] :

Etapel : A I’aide du changement de variablep =s“ 0 < a <1, on transforme le modéle non

entier G(s) en un mod¢le entier G (p) qui s’écrit sous la forme:

M
v()_
G(p)= Pzg ;  M,NeX'telqueM <N,a,b, e R (1.20)

Etape2 : Calculer le modéle d’état entier correspondant a G(p). On peut obtenir toutes les
formes particuliéres utilisées dans la théorie des systémes entiers (forme contrdllable,

observable, --*).On obtient le mod¢le d’état de la forme:
X =Ax+Bu (I 21)
y=Cx+Du

Etape3: Remplacer dans le modéle d’état (1.17) la dérivée entiére d’ordre 1 par la dérivée
non entiére d’ordre 0 < & <1 pour obtenir le modele d’état correspondant au modéle transfert

commensurable (I.18) donné par :

D“x=Ax+Bu
y=Cx+Bu

L’équation différentielle associée a G(s) est donnée par:(la variable t est omise pour ne pas

surcharger les expressions)
o 1 =1l 1
DN y:|:s_(x:|[_aN—1D(N 1) y]+..-+L(N_—M)a}[bMu—aMy]

. . (1.22)
+..~+{;TEIT;}hhu;—aly}+{g§;{ﬁbou-—aoy]

Avec: (1/s%) est l'opérateur d'intégration fractionnaire d'ordre o, 0 < @ < 1.

Si on choisit la sortie de chaque intégrateur comme variable d'état, on obtient alors:
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o J—
D"x, =Xx,-ayy

o —
D"x, =x;-ay,y

o
D%y =Xy, —ayy+byu

(1.23)
D%x\, =xy—a,y+bu
D“xy =-a,y+b,u
y =X
Donc :
D%x, =-a, X, +X,
D*x, =-a,,X, +X;
D%x,, =-ayX,+Xy, +byu (1.24)
D*xy, =—2,X, +Xy +bu
D%xy =-a,x,+b,u
Le modéle d’état correspondant au modele transfert (I.18) est finalement donné par:
[—ay, 1 0 -0 0] [0]
—ay, 01 -~ 00 0
Dk=| —-a,, 0 0 . 0 Ol|x+|by |u (1.25)
-a, 00 - 01 b,
| —a, 0 0 0] |by]

Avec:

10
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1.2.2.2.3 Formes canoniques
1.2.2.2.3.1 Contrdlable

La fonction de transfert: [14]

N

ijsj“
G(s) _ Y(s) _ 50 _ ’N eN,a,a;, bj eR (126)
U(S) SNu+za-Siu O<ax<l

est équivalente au systéme d’état suivant, appelé forme canonique controlable, en supposant

que les conditions initiales sont nuls.

4 T T @ L 1
x:; 1 [:I [:I = [:I .?fg
D% x |=| 0 1 0 |z |+ 0 |u
' 27
4 ETIE 0 1 x| |9} (t27)
|
5
¥ = [‘E:'N—l — &gy byra — @y gy By = ‘IUE’-"N] . +hyu
o
1.2.2.2.3.2 Observable
La fonction de transfert (1.26) est équivalente a la représentation d'état suivant :
B 0 e —ay |[x ] [ &2 —agdy |
X 1 0 0 e g By —ayhy,
oo |=| 0 1 0 -« 0 ||z [+ 0 u
T ) : (1.28)
4 x| L 0 0 e 1 —agy | ks _E:'N_l—.:zN_IE:IN_
53]
y=[0 0 w0 17 |48,
o

1.3 Solution de I’équation d’état du systéeme d’ordre fractionnaire

Etant donné un systéme fractionnaire d’ordre commensurable 0 < & < 1dont le modéle d’état

est donné par [15] :

{D x=Ax+Bu X(O)IXO

y=Cx+Bu

11



Chapitre | Equation différentielle d’ordre fractionnaire

En calculant la transformation de Laplace de cette équation, on peut exprimer la

transformation de Lapalce du vecteur d’état par :

(s“T-A)" BU(s)+(s"T-A)'x,

{X(s)
Y(s)= CX(s)+DU(s)

(1.29)

On peut alors déterminer I’expression temporelle du vecteur d’état x(t) par la transformer
laplace inverse de X(s), on obtient alors:
x(t)=L " {X(s)}=L" {(s“l ~A)' BU(s)+ (s*1-A)" xo} (1.30)
Définissons alors, la matrice de transition par:
wO)=L ' 1-A"]  pour t20 (L31)
On obtient finalement:
x(t)="P(t)x, + P(t)*[Bu(t)]

Donc:
x(t)="P(t) x, +I;‘P(t—t)B u(t)de (1.32)
Ou ‘P(t) est la matrice habituellement connue sous le nom de matrice de transition d’état.

Le but est de déterminée la forme de la matrice de transition d’état'P(t), En utilisant un

procédé semblable a celui utilisé pour les systémes linéaires d'ordre entier [16].

D*x(t)=A x(t), x(0)=x, (1.33)

Sachant que la fonction de transfert de 1'équation linéaire fondamentale d'ordre fractionnaire

est donnée par :

G(s) = al (1.34)
Donc, on peut écrire cette fonction comme :

| | a a’ 1 & af

G(s) = = —— + — . = 1.35
( ) (x_a s(x SZa S3a Sa ;()Ska ( )
et comme :
1 t(xfl
—=L ,o>0. (1.36)
S ')

On peut donc trouver la transformation inverse de 1’équation (I.35) terme par terme en

utilisant I’équation (1.36). Le résultat est :

12
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a1 a a’ ot at2e! 23!
gt)=L{————+——.p = _ + _ 137)
Soc SZcx S3oc r((},) F(2a) ]_—‘(3a)

Le coté droit peut maintenant étre rassemblé dans une somme comme:

© k

g(t)=t" ZF(koHoc)E F [a,t], o>0. (1.38)

k=0

Ici nous avons défini la notation que cette fonction soit F_ [a,t] elle est reliée étroitement a la

fonction de Mittag-Leffler E_[at®]. La fonction de Mittag-Leffler est définie comme suit

[17,18]:
>0 1.39
kZ:(;F ka+1 139
Onmet z=at* ceci devient
0 (a)ktkoc
E, at“]= a>0 1.40
[ Z(;1“(k0c+1) (140)

Par analogie au cas scalaire, siZz = A t", I’équation (1.39) devient :

) Aktka
E [At%]= >0 1.41
ol ] ;F(ka+l) (L41)

et la solution peut étre donnée comme suit

x(t) = ¥(t) x { =5 FAk - J x(0) (1.42)

pary (oc+koc

En effet, lorsque (o = 1), ’équation (1.42) donne :

x(t)=¥(t) x(0) =" x(0) (1.43)
1.4 Stabilité
Théoréme : Le systéme d'ordre fractionnaire (I.17) est stable (dans le sens ou des entrées

bornées donnerons toujours des sorties bornées) si et seulement si toutes les racines

(complexes) r. de son dénominateur vérifient le théoréme de Matignon, soit [14], [19] :

13
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Arg(ri)>%a Vi=1-,N, O<a<l (1.44)

Le cas ou I’ordre de dérivation est un nombre réel supérieur a 1, la condition de stabilité se

ramene a une condition sur les valeurs propres donnée par [19] :
larg(2,) >%a, Vi=L.,N , O<a<l (1.45)

1.5 Observabilité et contrdlabilité des systemes d’ordre fractionnaires
1.5.1 Observabilité

1.5.1.1 Conditions d’Observabilité

Dans le cas entier, la notion d’Observabilité [13] est liée a la reconstitution de 1’état
initial connaissant la représentation d’état ainsi que les vecteurs d’entrée et de sortie pendant
un intervalle de temps donné consécutif a I’instant initial.
1.5.1.2 Définition

Soit le systeme matriciel qui définit la forme la plus générale de la représentation d’état :

, O<axl

D* x(t)= Ax(t)+Bu(t)
{ y(t)= C x(t)+ D u(t)
L’extension au cas fractionnaire de la notion d’observabilité conduit a la définition suivante:
[13], [20], [21].
L’état x( est observable a I’instant t si, pour u(t) donné, il existe un instant tf > to tel que la

connaissance de y(t) sur l’intervalle J—OO, th et de x sur Pintervalle |-oo, t,[ soit

suffisante pour déterminer Xy.

1.5.1.3 Critére d’Observabilité

Le résultat suivant peut étre démontré comme leurs similaires dans le cas d'ordre entier
[13], [22].
Théoreme : Le systéme d'ordre fractionnaire (I.17) est observable si et seulement si la
matrice d'observabilité [13], [23]:
C
M, = CA (1.46)
CA"

(Ou N est le nombre d’états) est une matrice de rang plein.

14
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1.5.2 Controlabilité
1.5.2.1 Conditions de contrélabilité

Dans le cas entier, la notion de controlabilité [13].est liée a la transition d’un systéme

d’un état a un autre, spécifiés a I’avance, dans un intervalle de temps fini.
1.5.2.2 Definition

Considérons de nouveau le systéme matriciel défini par (I.17), soit :

{D“ x(t)= Ax(t)+Bul(t)

y(t)=Cx(t)+Dul(t) ,» 0<a<l

L’extension au cas fractionnaire de la notion de contrdlabilit¢ conduit a la définition
suivante :

Si I’on peut amener le systéme de 1’état X ou il se trouve a I’instant ty, a I’état x¢ a ’instant t¢
> to en agissant uniquement sur ’entrée u(t) (ou commande), supposée sans contrainte, x
étant connu sur I’intervalle ]—oo , to[ , I’état x, est dit contrélable a I’instant ty [13], [20],
[21].

1.5.2.3 Critére de contrélabilité

Le résultat suivant peut étre démontré comme leurs similaires dans le cas d'ordre entier [13],

[22].

Théoréme
Le systeme d'ordre fractionnaire (I.20) est contrdlable si et seulement si la matrice de
contrdlabilité
1.47
MCOﬂt = [B AB.‘.AN_IB] ( )

(Ou N est le nombre des états) est une matrice de rang plein.
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Chapitre 11 Fonctions Fondamentales

Chapitre |1

Fonctions Fondamentales

I1.1 Introduction
Dans ce chapitre on va étudier des fonctions qu’on a appelé fonctions fondamentales.

On définie la fonction fondamentale simple par :

B 1

1+ 6y)°]

avec 0 < a < 1 et 19 une constante positive. On considére que cette fonction fondamentale

G(s) (IL1)

simple est la transformée de Laplace de la fonction expg(t) dite fonction exponentielle
généralisée parce que si o = 1 la transformée de Laplace de G(s) est la fonction exponentielle
régulicre.
De la méme maniére on défini la fonction fondamentale multiple comme :
1
[1+(s70)"]

avec 0 < a < 1, 7o une constante positive et | un nombre entier tel que 1 > 2. Gy(s) est aussi

G,(s) = (I1.2)

considérée comme la transformée de Laplace d’une fonction expgi(t) qu’on a dénommée

fonction exponentielle généralisée d’indice 1.

11.2. Fonction fondamentale : cas simple
11.2.1 Approximation par une fonction rationnelle {[24], [25], [26]}

Dans ce contexte, on va étudier la fonction fondamentale simple et défini comme:

1

O ry T

0< a<l (IL.3)

Ou 1/7,est la fréquence caractéristique de relaxation, s = jw est la fréquence complexe et a

un nombre réel tel que 0 < o < 1.

On remarque que la fonction fondamentale simple de I’équation (II.3) est une fonction

irrationnelle, donc pour étudier cette fonction il faut faire 1’approximation suivante :

16
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G(‘E)

G(s = 1.4
)= [1+(s1:0) ] I1+sr {4
Ou G(1) la fonction de distribution des temps de relaxation.
avec
G =5 sin(l - o) 0<a<l (IL5)
I

{cosh {a log(rﬂ} —cos(l—a)m
To

L’approximation de la fonction fondamentale simple de I’équation (II.1) par une fonction
rationnelle commence par 1’échantillonnage de la fonction de distribution des temps de

relaxation G(t) de I’équation (II.5) dans une bande fréquentielle d’intérét pratique [0 ,wy] en

points équidistants sur une échelle logarithmique 7, (i=1,2...,2N-1) comme suit :

2N-1

G(1)=G,(1)= Z(}(ri )d(t-1,) (11.6)

Ou 1, =1\ M pour i=1,2...,2N-1, et A un nombre constant plus grande que l’unité, est
définie comme rapport d'un pole au pole précédent ou:

h=—i =P o oNo (IL.7)

Tin p;

Avec les poles p, :i , pour i=1,2,...,2N-1.
T

i

Substituant I’équation (I1.6) dans I’équation (I1.4), on obtient:

2N-1

% ZG(Ti )3(t—1;) IN-1

— G(t.)
G(s) = |-= dt= ) —= I1.8
) ;[ 1+st iZ_1:I+S1:i (IL8)
D’ Ou on peut écrire:
2N-1 2N-1
Ge)=— =W S K gaq (IL.9)

1+(st,)" = 1+st. T ’
(sT0) -1 T, - (14—8)
p;

Ou pi sont les pdles de I’approximation donnée par :

17
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p =L =M)¥Vp, Pouri=12,...2N-1

1

Sachant que p, =L eta= Pin _ rapport d’un pole au pole précédent, les ki sont les résidus

To p;

des pdles donnés par la relation suivante :

k; :G(ri)zzi sinl(1 - a)z] , { 0 Lodl (I1.10)

. =1,2,....2N -1
T cosh[m log(T—l)] —cos[(1- )] FT S
T

0

Pour une fréquence d’approximation w___qui peut étre choisiel00w ,, avec [0, wy] est une

bande de fréquence d’intérét pratique, le nombre N est déterminé comme suit :

N = Integer[wj +1 (IL11)
log(%.)

On peut aussi écrire la fonction de I’équation (I1.9) comme suit :

[

G(s) = Liewpe(t)} = L{expg<t>}=;lj(l—+')=zle‘k—i w.12)
G

S

7.
S
i= pi
Ou k,,—p, sontrespectivement coefficients, et pdles de 1'équation (II.1).

On considérer que les conditions initiales sont nulles.

En utilisant la transformée de Laplace inverse sur I’équation (II.12), on obtient la relation

suivante :

2N-1

expg(t)= > k;p; exp(-p;t) (IL.13)

i=1

18
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11.2.2 Exemple illustratif
Pour le but d’illustration prenons un exemple numérique pour une fonction fondamentale

simple suivante :

G(s)=; 0<a<l

1+ (’EO s)a

Pour une bande de fréquence d’intérét pratique [0, wy]= [0,10rad/s], la fréquence
d’approximation Wy,x=100wy=1000 rad/s, le rapport A=4, le nombre N, les poles p; et les
résidus ki de I’approximation peuvent étre facilement calculés de la section (II.2.1) pour
i=1,2,...,2N-1.

Comme : N=4, po=1/1¢ et 1p=10, pi=(4)(i'N)po et

K = 1 sin[(1—o)m]
" 21| cosh[alog((4) )] =cos[(1-a)n] |

La figure (II.1) représente 1’allure temporelle de la fonction fondamentale simple avec

plusieurs valeurs de a.

I:Ig 5 e e T - S S T |
i i i i i i ' — =01
I S e S [V L]
i i — =045
a7sg------ ESEEE Ao-m--e- oo e Bt il s i
i =043

------ =08
—
5 5 7 a g 10

tirme

Figure (11.1) L’Allure temporelle de la fonction fondamentale simple avec

plusieurs  valeurs de a.
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11.2.3 Réalisation analogique

De I’équation (I1.9), la fonction fondamentale simple est donnée comme : [25]

2N-1 ) 2N-1 ) 1
G(s)~ ), G _ Zk—', avec p, =— (I1.14)

i=1 1+S’Ci i=1 ( S J Ti
1+—
b;

on peut facilement voir que 1’équation (II.14) est analogue a une impédance Z(s) de (2N-1)

cellules RC paralléle connectées en série comme il est montré dans la figure (I1.2) :

Eg £ By
| —  —  —
I(s) L L L
_'_ —— P
| | | | | |
Ve | | ]
Cl:l C]_ CN

Figure 11.2 Réalisation analogique d’un circuit RC de la fonction fondamentale simple

Cette impédance Z(s) du circuit de la figure (I1.2) est donnée comme :

Z(s) = Zf(Lj (IL.15)

~|1+sR,C,

A partir des équations (I1.14) et (II.15) pour i=1,2,...,2N-1, on peut écrire:

R =k et R.C, =— (1.16)

1 1 1 1

d’ou les valeurs des résistances et capacités, pour i=1,...,2N-1, d’un circuit analogique
modélisant la fonction fondamentale simple dans une bande de fréquence donnée sont

données par :

R =k et C=— (IL17)

20
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11.3 Fonction fondamentale : cas multiple
11.3.1 Approximation par une fonction rationnelle

Dans ce contexte, on va étudier la fonction fondamentale multiple et défini comme:

I
[1+(s7y)" ]

On peut remarque la méme chose qui vue dans 1’équation (I1.3) : elle n’est pas fonction

G,(s) = , leNet (22, O<a<l (IL18)

rationnelle, donc en va faire 1’approximation de la fonction fondamentale multiple de
I’équation (I1.18).

A partir de I’équation (I1.9), on peut écrire I'équation (II.18) comme suit:

Clest a dire : G,(s)=L{expg,(t)f=| > —— (I1.19)
)

G,(s)=L{expg, () =""——"5=> > —F— (I1.20)

2N-1 ! gl ]
H(HSJ b (1+S]
i-1 P; pi

Ou K;;,—p; et/ sont respectivement coefficients, poles et leur multiplicité de l'équation

14
K, _L1dpy, s Ge(s)/_ (I1.21)
" jlds p. §$=-D;

En utilisant la transformée de Laplace inverse sur 1’équation (II.20), on obtient la relation

(IL18),et

suivante :

2N-1 /¢ i tj_l o I 22
2 R 2

i=

expg, (t)=

21
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11.3.2 Exemple illustratif
Pour le but d’illustration prenons un exemple numérique pour une fonction fondamentale

multiple d’ordre (¢ = 2)suivant :

G,(s) = {m} 0<a<l (I1.23)
Donc :
2N-1 k
G,()=L{expg,(t)) = Liexpg,(t)i= Z(—S (I.24)
i=1 1 j
bi

Cette fonction fondamentale multiple sera simplifiée a la forme de 1’équation suivante :

S5}

1 1[14_] 2N-1 2
L{expg,(t)}= "2 =% > —— (I1.25)

N-1 i
i=1 i pi
Ou K,; K,,;,—p; sontrespectivement coefficients, et poles de l'équation (I1.23).
K= 1+ 16,00/
T ds P, §=-D;
K 14 I+— | G,(s /
2,i 2 d ( pJ ( ) p1

1

[ S}

Sachant que:

On considérer que les conditions initiales sont nulles.
En utilisant la transformée de Laplace inverse sur 1’équation (I1.26), on obtient la relation

suivante:

2N-1,

expg2 Z[Kl p,e™ +K, | pite™ ] (11.26)

i=1
Pour une bande de fréquence d’intérét pratique [0, wy]= [0,10rad/s], la fréquence
d’approximation Wpax=100wy=1000 rad/s, le rapport A=4, le nombre N, les pdles p; et les
résidus ki de I’approximation peuvent €étre facilement calculés de la section (II.2.1) pour

1=1,2,...,2N-1.

22



Chapitre 11

Fonctions Fondamentales

Comme : N=4, pi=(4)(i'N)p0 et =1, k;, = 1 Sll’l[](\]l_-— 7]
27| cosh[alog((4)™ )] - cos[(1-a)n]

La figure (I1.3) représente 1’allure temporelle de la fonction fondamentale multiple d’ordre

¢ =2 avec plusieurs valeurs de a
0z

0.18

0.16
0.14

0.1z

tirme

Figure (11.3) L’Allure temporelle de la fonction fondamentale multiple d’ordre ¢=2
avec plusieurs valeurs de a.

11.3.3 Réalisation analogique
De I’équation (I1.26), la fonction fondamentale multiple d’ordre 1=2 est donnée comme :

IN-1 s 2
li:[(l+zj IN-1 2 K. .
Gz(s)=2_ 1j2=zz .

j (IL.27)
N-1 o T
H(HS L [1+S)
i1 P; Pi
On peut facilement voir que I’équation (I.27) est analogue a une impédance Z(s), telle que :

Zs)

7,(3)Z,(s) avec Z,(s)= Z,(s) (11.28)
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Ou chaque Zl(s)et Zz(s) sont des impédances de (2N-1) cellules RC parall¢le connectées
comme il est montré dans la figure (II.2) précédemment, et le systeme (I1.27) on peut

représenter comme indiquer sur la figure (11.4).

21
1 22
| M|
R
o | p— |
| IS | -

|+ 4 [ & —j

Figure 11.4 Réalisation analogique de la fonction fondamentale multiple d’ordre 1=2

Sachant que R;=R,=1Q.
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Chapitre 111

Solution de I’Equation Différentielle d’Ordre Fractionnaire

I11.1 Introduction
Etant donné un systéme monovariable d’ordre commensurable, dont la représentation d'état

est de la forme [13] :

{D“ x(t) = Ax(t)+ Bu(t) 0<g<1 (I1L.1)

La méthode qu’on va utiliser pour résoudre 1’équation d’état d’ordre fractionnaire 0 <o <1

de I’équation (III.1) est basée sur la méthode de Cayley Hamilton.

111.2 Méthode de Cayley Hamilton
Soit A une matrice (n X n), son polyndme caractéristique est donné par :

A)=[AT-A] =1 "+a, A"+ +a d+a,. (I11.2)
Alors on définit le polyndme caractéristique matricielle de A par :

AA)=A"+a, (A" '+ ta A+a,l (I11.3)

111.2.1 Théoréme de Cayley Hamilton
Chaque matrice satisfait son propre polyndme caractéristique c'est-a-dire :

A(A)=1o] (I11.4)

111.3 Calcul de fonctions de matrices

Soit une fonction P(L) et soit une matrice A(nxn) dont les valeurs propres sont
ki(i = 1,2,-~-,n) dont le polyndme caractéristique est A(k). La question qu’on se pose est de
calculer P(A). Et pour faire ce calcul, on suit la méthode suivante :

On peut représenter la fonction P(X) par son développement en série par :
+00 +o
P(L)=D 1 A" = P(A)=>y A" (I1L.5)
k=0 k=0

Il est possible de diviser P(A) par A(L), on obtient donc :
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P(L)= A(x)fskxk +R(L) = PA)=A(A) inAk +R(A) (I11.6)

Ou R(k) est un polynome de degré < (n — 1) parce que A(k) est un de degré n, alors :
R(L) =0+ oy A +o, A2 +a, A (111.7)
donc :

R(A)= o I+ o, A+o, A2 ta, A (I11.8)

Pour A =A,(i=1,2,---,n) on a A(X,)=0et on sait d’aprés le théoréme de Cayley Hamilton
que A(A)=[0], alors
()= A0, ) 3 B2 +RO.) et A(L)=0 = P()=R(:,)
k=0
par conséquent :
P(A)=R(A) (111.9)

et pour calculer R(A) il suffit de trouver les coefficients o, (i=0,1,---,n—1) et pour cela on

distingue deux cas :

1% cas : Les valeurs propres de A sont distinctes

On peut calculer les n coefficients (i =0,1,....,n—1) par 1’obtention des n équations en

calculant P(?» j)pour j=1,2,---,n c'est-a-dire :

P(h )=R(L,)=0tg+ o, & oy & ey A" (I1L.10)

2" cas : Les valeurs propres de A sont multiples

A(i = 0,1,---,n—1) par I’obtention des n équations en

1

d""'P(2) dR())
d)uj_l A: 7\41 - d}\,j_l %: }\'i (IH] 1)

1 = 17 27 : .)r L . .o .
pour { , ol Z:mi =n, m, est la multiplicité de la valeur propre A; et r est le

J:Lz"":mi i=1

On peut calculer les n coefficients o

calculant :

nombre de valeurs propres distinctes.
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111.4 Solution

Dans cette section, on désire résoudre I’équation d’état d’ordre fractionnaire 0 <o <1 de

I’équation (II.1) par application de la méthode de Cayley Hamilton. En calculant la
transformation de Laplace de 1’équation (III.1), on peut exprimer la transformation de Laplace

du vecteur d’état par :
X(s)=(*1- A BUG)+ ([ 1-A) ' x(0) (I11.12)

On peut alors déterminer I’expression temporelle du vecteur d’état x(t) par la transformée de

Laplace inverse de X(s). On obtient alors:

x(t) =L {X(s)}=L" {(s I-A) ' BU@)+(s"1-A)" x(O)} (II1.13)

Définissons alors, la matrice de transition P(t) par:

P(t)=L" {(s‘*l - A)‘l} pour t>0 (IIL.14)
On obtient finalement:

x(t) = lI’(t)xo + ‘P(t)* [Bu(t)] =

(II1.15)
x(t)="P(t)x, + J: ¥(t—1)Bu(t)dr.
Le but maintenant est de déterminée la forme de la matrice de transition d’état \P/(t).
W(t) =L (6" 1= A) = L ot (5) 1+ 0, (6) A+t () A 4+t (5)A™ ]
(II1.16)
= W(t)=o,(t) [+a,(t) A+o,(t) A% ++a, () A"
Ou o,(t) = L_l{oci(s)} pouri=0,1,...,n-1.
111.4.1 Calcul de la matrice de transition (t)
1. Calculer les valeurs propres de A par la résolution de 1’équation
A(L)=]r1-Al=0 (I1.17)
2. Calculer les n coefficients o i(i =0,L,---,n— 1) de I’équation
(1= A" = o)1+ () A +0p () A2+t () A" (IIL18)
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111.4.1.1 Valeurs propres réelles et distinctes
On peut calculer les n coefficients (xi(i = 0,1,---,n—1) par I’obtention des n équations en

calculant les n équations suivantes :
(sa _7‘}1%: 5 = %ot ay 7\,+OL27\,2+"'+OLH_17\,H_1%: 5 pouri=12;-n  (IIL19)

C'est-a-dire :

2 lk = G(s,1) = 0y (8)+ Ay () A+ 0ty ()R + -+, (52"
ST =AMy
1 = = 2 e n_l
s 2, = G(Ssxz)— 0o(8)+ 0y (S)A 0, (S)A, + -+, 1 (S)A, (I11.20)
1 2 n-1
= Glsha) = ag O+ Rt oy (), o+ (R,
S —Ay
Donc :
G(SJ\‘I) 1 7\«1 7\412 7\«1n_1 OLO(S)
2 n-1
Gls. )| _ Fhg hy Ao w(s) (I1.21)
G(s. k)] |1 A, a2 - 2" [ea(s)
= [6s2)] = [V e 6)]i=12n (II.22)
ou
1A, A0 A
2 n-1
v]=|! e P e (111.23)
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est une matrice de Vandermonde. A partir de I’équation (II1.21), on peut donc trouver les n

coefficients o, (i=0,1,---,n—1) comme :

oy (s) | (G(s.1,)]
) =[v]"- k) (I11.24)
o, (5)] Gls, %)
as)] [y ve - v ][GlR)
N Oh_(S) _|[Ta Tm o Ve .G(S,.M) (II1.25)
i) [Ym Vo Y] LG6.2,)

Par application de la transformation de Laplace inverse de 1’équation (III.25), on obtient :

0Lo(t) Yo Y 0 Y eng(takl)

OL1:(t) _ Y:21 Y:22 ’Y?n ‘ eng(taxz) (111.26)
U'n—l (t) YHI YHZ ’Ylll’l eng(t,}bn)
= o i(t): Zn:ym’j expg(t,kj); 1=0;;---;n—1. (I11.27)

=

Ou les fonctions exp g(t,?» j) , pour j=1, ..., n, sont calculées comme dans 1I’équation (I1.13).

111.4.1.2 Valeurs propres réels et multiples

Dans ce cas, pour trouver les n coefﬁcientsoci(i =0,1,---,n —1), il faut appliquer la relation

suivante :
d! [(sOl - 7»)_1} 1 2 n-1
I P o0 )+ 0, A a3 (224401, ()2 ]|7»=W 128)
! ‘ ! ‘

1 = ]‘) 2) ..Jr 3 . o .
pour { Lo , ol Zmi =n, et m, est la multiplicité de la valeur propre A;.
J =1, 7“':mi i=1

C'est-a-dire :
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Sai}\' :Gl(S,kl):OLo(S)-i-Otl(s)}“1+a2(s)7\'12+"'+an—1(s)}‘1n_l
1
ﬁZGz(s,x1)=al(s>+2a2(s)>»1+3a2<s>xf+---+<n—1>ocn1<s)7~1“'2
AR
L & (m, — 1+ j)! j
W—Gml (557\’1)_ ; (ml _1)'J' a(ml—Hj)(S)?\‘l
(I11.29)
g% 1}\, ZG(S,7\‘2)=Olo(S)-i-0(1(5)}"2"'()52(5)%22"'"'"'()Lrl—l(s)kzn_1
A
g% lk :G(SJW):(Xo(s)+al(s)k3+a2(s)7‘32+"'+an71(5)7‘3n_1
A
s“ik =G, A )=a,()+a, (A +a,(8)A ++o, ()L "
Donc :
] N T R W A |
Gl(ssx'l) 1 1 —1 n-2
Gisr) | [0 M (n=bi
f 0'*0(5)
1)
Gos)|=[" 07 ( (Il)'(l)' Tl (e (II1.30)
m, —1)!(n—m,)! :
G(s,2,) 2 1 nfll
Dy . )
stxr : : : ", :
( ) B _1 }\’r }\’rz Krn—l |
On peut donc trouver les n coefficients ai(i:O,l,---,n—l) comme :
~ -1
1 X, 7»12 Klnil r 7
_ G,(s,2,)
0 1 }\I . n_lkn2 1 > 1
. (S) ! ( M Gz(saxl)
0 :
—_1\ .
al(s) |00 0 (n—1)! A G () (IIL.31)
: (m; =D!(n—m,)! G( N )
an—l(s) 1 X, 7»22 kzn_l S’f ’
i X. }\4.2 }\4;1_1 _G(S,?\,r) |
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[Gy(s,2,) |
Gz(SaM)
OLO(S) Yu Yz o Y :
onz(S) N I (I11.32)
: : : Lo Gs.h
O(.nfl(S) Yar Yn2 " Vm (S. 2)
_G(s,kr)
Par application de la transformation de Laplace inverse de 1’équation (I11.32), on obtient :
fexpg,(t,2) ]
expg, (t,h,)
Oto(t) Yu Yz 0 Y :
Ocl:(t) _ Y:21 Y:22 Y?n engml(tJ\l) (111.33)
' ' o t,A
anfl(t) Ynr Yn2 " Vm expg( 2)
Lexpg(t.h,)

Donc, pour i=0, 1, ..., (n-1), on aura :
mj n
ai(©)= vir; expg; L)+ v expelth may)  (1134)
= j=(my+1)

les fonctions exp g(t,?» j), pour j=2, ..., 1, sont calculées comme dans 1I’équation (II.13) et les

fonctionsexpg; (t, A 1) , pour j=1, ..., my, sont calculées comme dans 1’équation (I1.23).

111.5 Exemples
Etant donné un systéme linéaire invariant dans le temps régi par une équation d’état d’ordre

fractionnaire avec o = 0.7 comme suit :

%f;(t) = Ax(t)+Be(t). (I11.35)

Ou : A(3x3) la matrice d’évolution du systéme.

(t)

X
et x(t) =1 x,(t) | le vecteur d’état.
X

5(t)

x(t)= w(1)x(0)+ P(0)sBe(t) / W(t)=L {[1-A)"| (I1L.36)
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111.5.1 Valeurs propres sont réelles et distinctes

-7

0 1
-3 1
0 -1

Les valeurs propres de A sont:A ,=-7,A,=-3,A,=—1, et ces derniers conduit aux trois

fonctions fondamentales suivantes :

k.

avee

L{expg(t,1, )}
L{expg(t,%, )}

L{expg(t,, )}

(111.37)

S
+7
pjiJ

sin[(1—-(0.7))x]

cosh[(0.7)log(

1=1;2;3
Tji 7_] 5 <

]—cos[(1-(0.7))r]

’COj

i-N; 1
7\-:4,Pji =(4)( Nj)pol' »Pji =—

N, = Integer[

ji
1

—1) i
[_j > T =10J7‘NJ
KJ

loglr, .
M]+l ;o =1000rd/s
log(2.)

On appliquant la transformation de Laplace inverse sur 1’équation (II1.37), on obtient :

GXPg(t,M)Z[

J

7

2Nj-1

ijipji exp(_pji t), j=123 (111.38)
i=1
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1

-1\ 1 =0.062 [t =0208 [t =1
i fl j:1°2°3’a10r8:{ 6117 {02—4804’ {03—1
}\‘j Po; Po; =16.117 Po, = =- Po3 =

La matrice de V est :

2

1 A, 2, 1 -7 49
[V]=|1 &, &,°|=|1 =3 9 |, donc:
1A, A0 |1 -1 1

3 3

0.125 —0.875 1.750
[V]'=]0.167 -1 0.833|=[y]
0.042 —0.125 0.083

Donc : a partir de I’équation (II1.27), on obtient :
3
a (t)=y,.,, expeltn,); i=012. (I11.39)
j=l
Alors :

o o(t)=0.125 expg(t,1,)—0.875 expg(t, 1, )+1.750 expg(t, A ;)
o 1(‘[) =0.167 exp g(t,kl)— exp g(t,% ,)+0.833 exp g(t,M) (II1.40)
o ,(t)=0.042 expg(t,1,)—0.125 expg(t, 1, )+ 0.083 expg(t, X ;)

On remplace les valeurs de o, (i =0,1, 2) dans I’équation (II1.16), on obtient :

P(t) =0 (t) T+o,(t) A+a,(t) A (IT1.41)
oco(t)—7al(t)+49oc2(t) 0 o, —8a,
P(t)= 0 o, (t)=3a, (t)+9a,(t) o, —4o, (I11.42)
0 0 ao(t)_al(t)+a2(t)

La figure (IIL1) représente I’allure temporelle des coefficients P, (t), ¥,,(t), ¥y, (t)de la

diagonale de la matrice de transition ‘P(t)
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1.4

1.2

0.8

)

0.&

! — ¥n
_______ J.______J______________L______:.______J.______J____ ?22 -]
! Faz

tirme

Figure (111.1) L’Allure temporelle des P, (t), ¥, (t), ¥4, (t)

111.5.1.1 Réponse impulsionnelle

Pour x(0)=[0 0 0]" ete(t)= 5(t)
x(t)=¥(t)*Be(t) = x(t)="P(t)-B

On choisit B = [0

1 2]", donc on obtient :

X, (t) 2%, (t) 2 al(t)_16 a, (t)
X(t): Xz(t) = \Pzz(t)"'z‘Pza(t) = 0{0('[)—0(1('[)+062(t)
X3 (t) 2%, (t) 26“0&)_2 a, (t)+2 a, (t)

C'est-a-dire :

—0.338 expg(t,1,)+0.338 expg(t, A, )
x(t)= expg(t.2;)
2 expg(t,?»3)

2Nl 2N3-1

—-0.048 Zkli p,; exp (—pli t)+0-338 ZkSi Psi eXp(_pSi t)

i=1 i=1
2N3-1

= ZkSi Ps;i eXp(_P3i t)

i=1
2N3-1

2 3k, py expl-py t)

i=1
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La figure (II1.2) représente la réponse impulsionnelle des états x, ,x, ,X;.

25 T T T T T T T I I
! ! ! ! ! ! : )
!
)| | NS SN KNI SNSRI DN S S S— 3 4
] s S TSl (SYSISISS SIS NSRS SRS, SIS SIS OIS R -
1 _______________________________________________________________________ —
] YRS SO SN APUN: DU SO USSP SN S

] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
tirme

Figure (111.2) La réponse impulsionnelle des états x, ,X, ,X;.

111.5.1.2 Réponse indicielle
Pour x(0)=[0 0 0]° ete(t)= u(t)
x(t)=¥(t)*Bu(t) = x(t)=(t)B*ult)

avecB=[0 1 2]", donc on obtient :

x,(t) 2%, (t)
x(t) =] x,(t) [ =] ¥y (t)+ 2%, (t) [*u(t)
x,(t) 2%, (t)
Xl(t) 20(1(‘[)—16 ocz(t)
= x(t)= Xz(t) = oco(t)—ocl(t)Jr ocz(t) *u(t)
X)) [20,(t)-2a,(t)+2a,(t)

Donc :

—0.338 expg(t, A, )+0.338 expg(t,A )
x(t)= expg(t, ;) *u(t)
2 expg(t, )
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A partir de la transformation de Laplace de cette derniére équation, on obtient :

[—0.338L {expg(t,A, )} +0.338 L{expg(t,1, )}]

L
X(s) = texpg(t2,) u(s) (I11.49)
2 L{expg(t,%)}
Sachant que U(s)=1/s , donc :
B 2N -1 ) 2N;3-1 k.. ]
~0.048 >’ ké-ho.z@»g > LS TR
i=1 S S i=1 S S
1+— 1+ —
[ plij [ Psi J
2N3-1 1
> 2
X(s) = = [“SJ s (I11.50)
Psi
2N;3-1 _
i= S S
1+—
( P J

A partir de la transformation de Laplace inverse de cette derni¢re équation, on obtient :

_—0.04§Nzllkh [1—expl—p, t)]+0.33821§i<3i [1—expl—p,, t)]
i1 . =1
x(t)= Ky, [1—exp-py, ] (I1L51)
i=l
2N3-1
2 ik3i [l—exp(—p3i t)]

La figure (II1.3) représente la réponse indicielle des états x, ,x, ,X; .
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Figure (111.3) La réponse indicielle des états x, ,x, ,X;.

I11.5. 2 Valeurs propres sont réelles et multiples

On peut choisit la matrice d’évolution A pour donnée les valeurs propres réelles et multiples

comme :
-1 0 1
A=0 -4 1
0 0 -4

Donc, les valeurs propres de A sont : A ,=—1, et A ,=—4avec le multiplicit¢ m, =2, et ces

derniers donne trois fonctions fondamentales comme suit :

1
L{expg(te%)}ZG(sakl)zm
1
L{expg, (t,A,)}=G,(s,A,)= % (II1.52)
s +4
1
L{eXsz(takz)}:Gz(Saxz)_ . 2
(s +4)
Sachant que :
1\ 2Nk
G(s,kl):[x—lj SR (I11.53)
L) e
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_1 2N;-1 k2i
Gils.2o)=| = 27— (I11.54)
2 i=1 S
1 -
[ Pzi}
et
- -2
G,(s,%,)= (_—IJ ZNZZ:_IL (IIL55)
2\ ) A :
2 i=1 S
I+—
| [ pZiJ_
2N, -2 S 2
e ] e
Gz(s,%z){—j - = X (IIL.56)
Ay 2N2‘1( SJ =1 jzl[ S J
I+— I +—
i=1 Pai Pai
Ou:

(111.57)

2
S
K2,i :(l-i-p—zlj Gz(S,xz)%:_pZi

La transformation de Laplace inverse des équations (II1.53), (II1.54) et (II1.56) donne

respectivement :
_q) 2t
exp g(t’}\“l): (K_] zkn Pi; €Xp (_pn t) (IT1.58)
1 i=1
_1) 2Nt
exp g1(ta7‘2): (K_J zkzi P eXP(_pZi t) (IT1.59)
2 ) =l
1
1)\ =1 =0.138
Ou: 1y = —1 =L, j=1,2 ,donc: {Tol , {102
Ay Po; Poy =1 [Po, =7.246
2Np -1
eXsz(taxz): z [Kl,i Pai eXp(_pzi t)+ K, p;i t exp(_pzi t)] (IT1.60)

1

La matrice de V est donnée par :

1 a, A1 -1 1
[V]I=|1 &, A7 |=|1 -4 16/].
0 1 2x,| [0 1 -8
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1.778 -0.778 -1.333
[VI'=| 0.889 -0.889 -1.667 |=[y]
0.111 -0.111 -0.333

Donc a partir de I’équation (I11.34), on obtient :

o o(t)=1.778 expg(t,1,)—0.778 expg, (t,1,)—1.333 expg, (t, 1, )
o ,(t)=0.889 expg(t,1,)—0.889 expg, (t,1,)—1.667 expg,(t, A, ) (I1L.61)
o ,(t)=0.111expg(t,A,)—0.111expg,(t,A,)—-0.333 expg,(t, A, )

On remplace les valeurs de o, (i =0,1, 2) dans I’équation (II1.16), on obtient :

W(t) = o1y (£) 1+ 01, (t) A+ o, t) A

ot (t)— oty (£)+ s, (1) 0 o, (t)-5a,(t)
Y(t)= 0 o (t)—4a, (t)+16a,(t) o, (t)— 8o, (t) (I11.62)
0 0 oo (t)— 4o, (t)+ 160, (t)

La figure (II1.4) représente I’allure temporelle des coefficients ‘{’ll(t), Y,, (t), et Wi, (t) de la

diagonale de la matrice de transition ‘P(t)

1
0.9

0.9
ay
0.&

)

0.4
0.4
0.3
0.2
0.1

a

Figure (111.4) L’Allure temporelle des ¥, ,(t), ¥, (t), ¥,5(t)
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111.5.2.1 Réponse impulsionnelle
Pour x(0)=[0 0 0]  ete(t)= 5(t)
x(t)=P(t)*Be(t) = x(t)=¥(t)-B (I11.63)

et sachant queB=[0 1 2]", donc on obtient :

Xl(t) 2\P13(t) 20(1(t)—100cz(t)
x(t)=| x,(t)| =| W () + 29,4 (t) | = o, (t)-20,(t) (I11.64)
x,(t) 2%,,(t) 20, (t)=8 o, (t)+32 a, (t)

La figure (II1.5) représente la réponse impulsionnelle des états x, ,x, ,X;.

15 T T T T T T T T T
; i ; ; ; ; ; e
LB oo X3 |4
] i e B e R Eiie S
e S B e R A S e e
L I S e e S S

] 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
tirme

Figure (111.5) La réponse impulsionnelle des états x, ,X, ,X ;.

111.5.2.2 Réponse indicielle
Pour x(0)=[0 0 0] et e(t)= u(t) :
x(t)=¥(t)*Bu(t) = x(t)=P(t)B*u(t) (I11.65)

et sachant que B=[0 1 2]", donc on obtient :

Xl(t) 2%, (t)
x(t)=| x, (1) |= | Wy () + 255 (6) | *u(t)
X3(t) 25, (t)
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x(t) 2.0,(t)-10 0, (t)
x(t)=]x,(t)| = o, (t)—20,(t) *u(t) (I11.66)
X5 ()| 20 (t)-8a,(t)+32a,(t)
Pour calculer x(t) on suit la méme procédure que dans la section (I11.5.1.2), c'est-a-dire utiliser

la transformée de Laplace pour calculer X(s) puis utiliser la transformée de Laplace inverse

pour calculer x(t). La figure (I11.6) représente donc la réponse indicielle des états x, ,x, ,X;.

] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5
tirme

Figure (111.6) La réponse indicielle des étatsx, ,X, ,X,.
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Chapitre IV

Application et Comparaison

1V.1 Introduction

Etant donné un systéme d’ordre fractionnaire dont le modéle d’état est donné par [13,15] :

D*x(t)= Ax(t)+ Bul(t) coet) et x(O)e s
{y(t) =Cx(t)+Bul(t) 0 D et x(0)=x, (IV.1)

Dans ce chapitre on va présenter une comparaison entre la méthode proposée, et la méthode
dite de Mittag-Leffler pour la résolution de I’équation d’état d’ordre fractionnaire de
I’équation (IV.1).

V.2 Solution
En calculant la transformation de Laplace de I’équation (IV.1), on peut exprimer la

transformation de Laplace du vecteur d’état par :
X(s)=(s*1-AJ " BU(s)+(s* 1-A) x(0) (IV.2)
Alors le vecteur d’état x(t) est donné par :
x(t) = LH{X ()} = L {(s‘* I—A) BUGE)+(* 1-A)" x(O)} (IV.3)
La matrice de transition ¥(t) a été définie par:
w(t)=L s —A)l} pour t>0 (IV.4)

Doncona:

x(t)="P(t)x, + ¥(t)*[Bu(t)] =

(IV.5)
'[ t 17 Bu
IV.2.1 Méthode Proposée
A partir du chapitre 111 on a trouvé que :
P(R)= L o1~ A = L Hog()1+ 0y (6)A ()AL +a, 4 (5)A™ )
(1V.6)

= W(t)=ay(t) 1+ oy(t) A+oy,(t) A%+ +a, () A™
Ou o;(t) = LHa,(s)} pouri=0,1, ..., n-1.

Pour le calcul des ai(t), on considére deux cas :
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e Valeurs propres réelles et distinctes

On peut calculer les n coefficients o, (t) (i=0,1,---,n—1) par:
o i(t)=> v, expg(t.n ). (IV.7)
=

Ou les fonctions expg(t,kj) , pour j=1, ..., n, sont calculées comme dans I’équation (11.13).

e Valeurs propres réels et multiples

Dans ce cas, pour trouver les n coefficientsa, (i = 0,1,---,n—1), il faut appliquer la relation

suivante :
mq n
ai(t)=D via; expg;(tA)+ D yiaexp g(tl}"(j—mlJrl)) (1V.8)
=1 j=(mq+1)

Ou m, est la multiplicité de la valeur propre A;.
Les fonctionsexpg(t,kj), pour j=2, ..., r, sont calculées comme dans I’équation (I1.13) et les

fonctions expgj(t,xl) , pour j=1, ..., my, sont calculées comme dans I’équation (11.23).

IV.2.2 Méthode de Mittag-Leffler
A partir de I’équation (1.44) du chapitre I, on a [15] :

® k (ko
w(t)=to Dy AT (IV. 9)

avec I'(x) = Ie’tt“dt est la fonction gamma d'Euler.
0

1.3 Exemples
Etant donné un systéme linéaire régi par une équation d’état d’ordre fractionnaire avec
o =0.7 comme suit :

dt®’

Ou A(2x2) la matrice d’évolution du systéme et

= Ax(t)+Be(t). (IV.10)

x(t)= Klz((tt))} le vecteur d’état.

Alors :

x(t)= (O)x(0)+ ¥(t)+Be(t) / w(t)=L|71-A)] (IV.11)
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IVV.3.1 Cas des valeurs propres réels et distinctes

La matrice d’évolution du systéme A(2 x 2) est choisie comme suit :
-5 1
A=
0 -2

Les valeurs propres de A sont A,=-5A.,=-2, alors les deux fonctions fondamentales

e Meéthode Proposée

simples correspondantes aux deux valeurs propres sont donnees par :

Lt {G(s,kj)}z expg(t,kj): (%JZNZJ:L“ P; exp(— P;i t), j=12 (IvV.12)

1

. 1) 1 70, = 0.1003 10, =0.3715
Ou:0;,=|—| =—, J=12 alors : ,
A po, p0, = 9.9662 ' |p0, = 2.6918

Sachant que :

1A 1 -5
[V]= [ 1} = { 2} est la matrice de Vandermonde, donc :

W = []- -0.6667 1.6667
~71 03333 0.3333
et a partir de I’équation (IV.7) on obtient :
2
a )= 7., expglt.1,); i=0L (IV.13)
j=1
Alors :
a 4(t)=-0.6667 expg(t,A,)+1.6667 expg(t, 1,)
(1V.14)
a ,(t)=-0.3333 expg(t, 4, )+0.3333 expg(t,1,)
On remplace les valeurs de « (i =0,1) dans I’équation (1V.6), on obtient :
P(t)= oty (t)+ o (t)A (IV.15)
\Pn(t) Y, (t) 20 (t)—5al(t) al(t)
= ¥(t)= = (1V.16)

lP21(t) k2% (t) 0 ao(t)_2a1(t)
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e Méthode de Mittag-Leffler
A partir de I’équation (IV.9),on a :

‘Pll(t) \Plz(t) = ARt s Ak oK
0= v O ok VS g VD

avec I'(x) = Ie’ttx’ldt est la fonction gamma d'Euler.

1VV.3.1.1 Réponse impulsionnelle

On suppose queB =[1 1], x(0)=[0 0] et I’entréee(t)= 5(t), onaura:

x(t)=¢(t)*Be(t) = x(t)="¥(t)-B (IV.18)
[ [Walt)+u(t)
=) e o)

e Méthode de Proposée

2Ng-1 2Np-1

0.133 > ky; py; exp(—p,, t)+0.168 D Ky Py exp(—p,; t)
i1 =
X(t){xl(tq = (IV.19)
Xz(t) 2Np-1
05 Y Kk, Py expl-p,; t)
L i=1 a

e Méthode de Mittag-Leffler

Xl(t)} |: o) i Ak the (1IV.20)

La figure (IV.1) représente la réponse impulsionnelle des états x;, Xo.
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8 e e S R A

' ' ) ) : : — |1
N — I : | Meéthode proposée ""_——_—:;—F %5

: : : : : : A4 —— =1 |
| S —— — x;

Llittag-Leffler

0 045 1 1.5 2 248 3 34 4 4.5 5
time
Figure (IV.1) La réponse impulsionnelle des états x;, Xo.

1VV.3.1.2 Réponse indicielle

On suppose que B=[1 1]", x(0)=[0 0] et I'entrée e(t)= u(t),onaura:

x(t)=¥(t)*Bu(t) = x(t)="¢(t)B*u(t) (IV.21)
Xl(t) \Pll(t)-’_ \P12 (t)
i I e R
e Méthode proposée
0.133252_11:lk1i Py (1— exp(— Py t))+ 0.1682#12_21:1&(2i P, (1—exp (— Py t))T
ol |
0.5 Z;kzi pzi(l—exp(— Pai t)) J
e Méthode de Mittag-Leffler [26]
X, (t)
x(t) = { ( )] ={(a*)[e.[at*]-u()]}-B (IV.23)
X,(t
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E. est la fonction de Mittag-leffler donnée par :

e, [ar]=% AT (IV.24)
* ~ Il+ka)

La figure (1V.2) représente la réponse indicielle des états X, Xo.

1 ! ! ! ! I I I I I
O N — e
: : : héthode proposee—_| =
I:IB i [ i"""'T"""'n """" i """ ——— bt W
' ' ' ' 1
Mittag-Leffler i X

07 b-demmid L

0.6

Q5 - f T e : ' e A S R -

0.4
/40 W I O e
0.2

0.1

i i i
] 05 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
tirme

Figure (IV.2) La réponse indicielle des états xi, Xo.
I1VV.3.2 Cas des valeurs propres réels et multiples

La matrice d’évolution du systéme A(2 x 2) est choisie comme suit :
-4 2
A=
0 -4

e Meéthode Proposée
Les valeurs propres de A sont A,=—4avec une multiplicité m; = 2, alors les deux fonctions

fondamentales correspondantes sont données par :

expg(t,kl) = Ll{soj;} = (__1J Zilki P exp (_ Pi t) (IV-25)

-A, A )T
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. [—1}07 1 {ro =0.138
Ou: 0=|—| =— alors:
Ay p0 p, =7.246
) 1 2N-1
engz(ti}Ll): Ll{W}: [Kl,i Pi exp(_pi t)+ Ky p?texp(_pi t)] . (IV.26)
ST —Ay i=1

Sachant que :

1 A 1 -4
[V]= [ 1} = { . } est la matrice de Vandermonde, donc :

et & partir de I’équation (1V.8) on obtient :

2
a(t)= v, expg(t,), =01 (IV.27)
=1

donc,
a o(t): eng(t’/ll)"‘A' eXp gz(t’/ll)

(IV.28)
o 1(t): exp gz(tj“l)
On remplace les valeurs de o (i =0,1) dans I’équation (1V.6), on obtient :
P(t)= oty (t)+ oy (t)A (1IV.29)
\Pll(t) ¥, (t) ) (t)—5051(t) al(t)
= V¥()= = (1V.30)
\le(t) ¥y (t) 0 ) (t)_ Zal(t)

e Méthode de Mittag-Leffler
A partir de I’équation (IV.9),on a :

\Pll(t) \Illz(t) a-1 > Ak tkOl a ]_ > Ak t( )
*O-[4 ) )" TV ey (v

avec I'(x) = je‘ttx‘ldt est la fonction gamma d'Euler.

IV.3.2.1 Réponse impulsionnelle
On suppose queB =[1 1], x(0)=[0 0] et I’entréee (t)= 5(t), onaura:
x(t)=¥(t)*Be(t) = x(t)="¢(t)-B (1V.32)
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e Méthode Proposée

2N-1 2N-1

025021:k P, exp( P, t)+221: [Kl. P, exp( P, t)+K2I p’ texp( P, t)]
x(t)= {:i((ttﬂ - (1IV.33)
0.2502§ki P; exp(—pi t)

e Meéthode de Mittag-Leffler

() Xl(t) { 15: AK tke }
X(t)= = (@ B (vV.34)
Xz(t) k=0 F(OL+kOL)
La figure (IV.3) représente la réponse impulsionnelle des états xi, X2
2.5 ! ! : : : : ! : '
: Methode proposée E i;
II : ; ; : X
]|| Mittag--Leffler ,——f_/:i : "2
15 —1r ---------------------------------- —
= |l ;
| SR SRS SN U S SO NS IS SR SO B
_._‘\_\_JE. ______ [ [ [ [, JE. ______ [ R, [ B, [ I, Leoooo —]
——-— | | I |

25 3 35 4 45 5
time

Figure (1V.3) La réponse impulsionnelle des états X1, Xo.

1V.3.2.2 Réponse indicielle
Onsuppose que B=[1 1], x(0)=[0 0] et I’entrée e(t)= u(t), onaura:
x(t)=P(t)*Bu(t) = x(t)=P(t)B*u(t) (IV.35)
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- “u(t)

Vo (1) + ¥y, (1)

{Xl(t)] \Pll(t)+ k 2P (t)

e Méthode Proposée

2N-1 2N-1

—0.250 ;ki (1—exp(— p, t))+2§ [K;u (1—exp(— p; t)) +K,, (1—exp(—pi t) —t exp(— p; t))] _

(1) {Xl(t)} _ (IV.36)

2N-1

0250 Zki (1-expl-p,t)

e Meéthode de Mittag-Leffler

={(a?)E, [at]-u()]}-B (IV.37)

Sachant que :

o1 300 Ak tka
efav]-3 T+ ko)

k=0

La figure (1V.4) représente la réponse indicielle des états Xy, Xo.

08 S

a7

M ethode proposée

0.6 f-werffleenionenm o T s |
' ' ittag-Leffler

0.4

=04
e D
I R e

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

T T SO R SR FUUS ORI SO NS _
: 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

] 05 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
tirme

Figure (IV.4) La réponse indicielle des états xi, Xo.
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Conclusion Générale

Une classe de systemes d’ordre fractionnaire peut étre représentée par une équation
différentielle linéaire d’ordre fractionnaire comme suit :
d*x(t)
dt®

Alors, le but de ce travail est de présenter une méthode de résolution de ce type d’équation

= Ax(t) + Be(t), pourO<a<1

d’état d’ordre fractionnaire afin de faciliter son étude, analyse et synthese.

Les travaux réalisés et les résultats obtenus pour la résolution de cette équation
différentielle sont basés sur la méthode d’approximation des fonctions irrationnelles de Charef
et la technique de Cayley Hamilton pour la résolution des équations différentielles réguliéres.
Les réponses impulsionnelle et indicielle de ce type de systeme ont été dérivées. Des
exemples illustratifs ont été présentés pour tester I’approche de résolution. Une comparaison
avec une autre méthode basée sur une certaine fonction dite fonction de Mittag-Leffler a aussi
été faite pour montrer I’efficacité de notre technique de résolution de I’équation différentielle
linéaire d’ordre fractionnaire.

Dans ce travail on a considéré que les valeurs propres réelles de la matrice d’état A,
alors comme perspective, on suggére I’extension de cette méthode de résolution des équations
différentielles linéaires d’ordre fractionnaire aux valeurs propres complexes conjuguées pures

et complexes conjuguées.
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Abstract

Fractional order systems are linear dynamical systems represented by linear fractional

order differential equations given as:

{D“ x(t)= Ax(t)+Bu(t)

: ourO<a<l
y(t)= Cx(t)+Du(t) POHr= s«

Therefore, the goal of this work is to present a resolution method of this type of
fractional order state equation in order to facilitate its study, analysis and synthesis.

The work realized and the results obtained for the resolution of this differential equation
are based on Charef’s approximation method of irrational functions and the Cayley
Hamilton’s technique for the resolution of regular linear differential equations. The impulse
and the step responses of this type of systems have been derived. Illustrative exemples have
been presented to test the resolution approach. A comparison with another method based on
the so-called function of Mittag-Leffler has also been made to show the effectiveness of our

resolution technique of the linear fractional order differential equation.





