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Introduction Générale

I ntroduction Générale

Depuis les premiers travaux des dérivées d ordre fractionnaire il y’a quelques siecles, la
théorie du calcul fractionnaire a été développée pour la plupart par des mathématiciens. Dans les
dernieres décennies un intérét considérable a été porté au calcul fractionnaire par |’ application de
ces concepts dans différents domaines de la physique et de I’ingénierie [1]. Beaucoup de systémes
physiques ont affiché un comportement dynamique d’ ordre fractionnaire, tels que les systémes
viscodlastique, la polarisation électrode éectrolyte, polarisation d'interfaces, le comportement
cardiague [2]. A cause de leur représentation par des fonctions de transfert irrationnelles, les
systemes d ordre fractionnaire ont été marginalement étudiés. Mais un grand effort a été fait pour
essayer de mettre en pratique les résultats déja établis. Seulement dans les derniéres années que
quelqu’un a pu trouver un progrés signifiant de travaux théoriques qui peuvent servir comme
fondation pour un nombre d applications dans la théorie des systemes et la théorie de la commande
[3,4]. Donc, un travail de recherche intensif est encore en cours dans plusieurs domaines
d’ingénierie pour I’ application de ces concepts d ordre fractionnaire.

Les techniques mathématiques utilisées en théorie des systémes linéaires demeurent des
outils de base dans I'étude, I'analyse et la synthese des systémes, par contre les méthodes
d application de ces techniques devraient étre mieux développées afin de décrire convenablement
les phénomenes naturels divers pour une meilleure compréhension et exploitation [5].

Les systémes linéaires d'ordre fractionnaire sont des systémes dynamiques linéaires
représentés par des équations différentielles linéaires d’ ordre fractionnaire dont les ordres de leurs
dérivées sont des nombres réelles. Et I’équation différentielle linéaire fondamentale d ordre
fractionnaire est définie par :

d"y(t)

(to) q"

+y(t)=e(t) , pour0O<m<2

Lafonction de transfert de ce type de systémes est donnée par lafonction irrationnelle suivante :

H(s)= Y(s) _ 1
E(s) [1+(st)"]

, pour0O<m<?2
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Une des approches utilisées dans la littérature pour faciliter la représentation par un systéme
linéaire invariant dans le temps, I’ étude, I’ analyse et la synthése par un circuit éectrique anal ogique
des systémes d’ ordre fractionnaire est I’ approximation de leurs fonctions de transfert irrationnelles
par des fonctions rationnelles dans une bande fréquentielle d intérét pratique.

Une méthode facile, effective et trés utile pour la théorie des systemes et la théorie de la
commande est présentée pour |’approximation par une fonction rationnelle de la fonction de
transfert irrationnelle dans une bande fréguentielle donnée de I’ égquation différentielle linéaire
fondamentale d'ordre fractionnaire. Alors, a partir de cette fonction rationnelle, les réponses
impulsionnelle et indicielle de ce type de systemes ont été tirées. Les performances caractéristiques
fréguentielles et temporelles sont aussi obtenues. Une comparaison avec une autre méthode basée
sur une certaine fonction dite fonction de Mittag-Leffler a été faite. Des exemples illustratifs ont é&é
présentés pour montrer |’ exactitude et I’ utilité de la méthode d’ approximation.

Les travaux réalisés et les résultats obtenus faisant I’objet de ce mémoire sont présentés
comme suit :

Le premier chapitre est consacré a I'introduction au cacul fractionnaire, a |'équation
différentielle fondamentale linéaire d ordre fractionnaire, ainsi qu’ ala solution de cette équation par
lafonction de Mittag-L effler.

Le deuxieme chapitre présente la méthode d'approximation de la fonction de transfert de ce
type de systemes d ordre fractionnaire par une fonction rationnelle dans une bande fréguentielle
donnée. Les réponses impulsionnelle et indicielle sont obtenues a partir de cette fonction rationnelle.
Un circuit analogique a auss ététiré. Des exemples numeériques ont été présentes.

Le troisieme chapitre est consacré a la dérivation des performances caractéristiques
fréguentielles et temporelles (le dépassement, le temps de dépassement, le temps de monté, la
pulsation de résonance, etc.). Les réponses fréquentielles et temporelles ains que les performances
caractéristiques obtenues par cette méthode ont fait I’ objet de comparaison avec la méthode de la

fonction de Mittag-L effler. Pour terminer, on synthétise nos résultats dans une conclusion générale.
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CHAPITRE |

Introduction aux Systémesd’Ordre Fractionnaire

[.1. Introduction au calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire est le champ de l'analyse mathématique, l'investigation et
I"application des intégrales et des dérivées d'ordre arbitraire. Le calcul fractionnaire peut étre
considéré comme un sujet ancien et encore nouveau. Ces dernieres années l'intérét considérable
pour le calcul fractionnaire a éé stimulé par les applications que ce calcul trouve dans les
différents domaines de la physique et de I’ingénierie [6].

Générdement on sait que les dérivées et les intégrales d'ordre entier ont des
interprétations physiques et géométriques claires, qui simplifient de maniére significative leur
utilisation pour résoudre des problémes appliqués dans de divers domaines de la science. Puisque
I'aspect de I'idée de la différentiation et de I'intégration d'ordre arbitraire ( pas nécessairement un
nombre entier ) n'a aucune interprétation geomeétrique et physique acceptable sur ces opérations
pendant plus de 300 ans, et lorsque l'intégration et la différentiation d ordre fractionnaire sont
des généralisations des notions de l'intégration et de la différentiation d'ordre entiére. Pour cette
raison, il serait idéal pour avoir de telles interprétations physiques et géométriques d'opérateur
d'ordre fractionnaire, qui fourniront également un lien pour savoir des interprétations classiques
de différentiation et d'intégration d’ opérateur d'ordre entier [7].

Evidemment, il y a toujours un manque dinterprétation géométrique et physique de
I'intégration et de la différentiation fractionnaire, qui est comparable aux interprétations simples
de leurs contre-parties d'ordre entier [8].

[.2. Intégral et drivéed’ ordrefractionnaire
[.2.1. Définitions

Le calcul fractionnaire est une généralisation de l'intégration et de la différentiation a
I'opérateur fondamental d'ordre non entier D™ ou c et t sont des limites de I'opération.

L'opérateur intégro-différentiel continu est défini comme :
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m

g R(m)>0,
Dr={ 1 R(m)=0, (.1)
j (d2)™ R(mM)<O,

ou m est I'ordre de I'opération, généralement meR.
Les deux définitions utilisées pour la differintegral (Spanier et Oldham) d ordre

fractionnaire générale sont la définition de Grunwald-L etnikov (GL) et la définition de Riemann-
Liouville (RL) [9]. Ladéfinition de GL est donnée par laformule suivante:

59
D f(t)=limh- Z( 1)( Jf(t jh) (1.2)
h—-0 =0 ]
ou [ x ] signifie la partie entiere du x.
avec : [m}% et F(x):IthX-ldt est lafonction Gamma.

L es autres définitions bien connues sont par exemple: Caputo, Weyl, et Furier.
Dans ce travail la définition de Riemann-Liouville de I'intégration et de la différentiation
fractionnaire est employée. Pour le cas de O<mkl et f(t) étre une fonction causale det, c.-a-d.,

f(t) = 0 pour t< O, I'intégrale fractionnaire est défini comme:

t
“m f(z)
DO l gl 0amd, b0, (1.3)
et |’ expression pour ladérivée d ordre fractionnaire est :
S~ f(z)
DM f(t)= F(l )dtj(t _dz, 0<m<l, (1.4)

ou I'(.) est lafonction gamma.

[.2.2. Propriétés

1. s f(t) est une fonction analytique de t, alors sa dérivée fractionnaire D™ f(t) est une

fonction analytiquedet et m.

2. Pour m=0 l'opération DM f(t) est I'opérateur didentité:

oD F(1)=1(t)
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3. Ladifférentiation et I’ intégration fractionnaire sont des opérations linéaire:

oDrmaf(t)+,Drmbg(t)=a, D" f(t)-+hoDmg(t) .

4. Laloi additivedindex :
oDMoDY f(t)=oD¢ oD f(t)=o D™/ (1)

[.3. Latransformée de L aplace des opérateur s fractionnair es
[.3.1. Latransformée de L aplace desintégralesfractionnaires
Nous commencerons par la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville dordre m > 0 définie par (1.3), que nous pouvons écrire comme convolution
desfonctions g(t)=t™* et f(t):
t 1
D, ™f(t) = j mlf(r)dr——tml* f(t). (1.5)
o I"(m)
latransformée de Laplace de lafonction t™!est (1.6) :

G(s):L{tm—l; S}:F(m)S“m . (1.6)

Par conséquence, en utilisant la formule pour la transformée de Laplace de la convolution

L{ f(t)*g(t);s}:F(s)G(s) nous obtenons la transformée de Laplace du Riemann-Liouville et de
I'intégrale fractionnaire de Grunwald-L etnikov:
L{oDemf(t);s=s™F(s) . (1.7)

[.3.2. Latransformée de L aplace des dérivées fractionnaires
Maintenant tournons-nous vers |'évaluation de la transformée de Laplace de la dérivée

fractionnaire de Riemann-Liouville, qui pour cet objectif I’ écrire sous laforme:

oD f()=g"(1), (18)
g(t)=,D; "™ 1) (1_ j (t-0)"™f (r)dr (1.9
(n-1<mkn).

L'utilisation de la formule pour la transformée de Laplace d'une dérivée d'ordre entiére (1.10)
n-1 n-1

L{f n(0);s}=s"F(9)- D 5™ 1f ¥(0)=s"F(5)- > sf "+ I(0) (1.10)
k=0 k=0

mene a:
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n-1
L{,Dmf(t);s)=5'G(9)- > sg"*(0). (1.11)
k=0
Latransformée de Laplace de lafonction g(t) est évaluée par (1.7)
G(9)=s"""F(s) . (1.12)

En plus, de la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville (1.4) il suit cela:

d n-k-1
9" P (O=grmezoD ™ (=DM (1) (1.13)
Substituant (1.13) et (1.12) nous obtenons |'expression finale suivante pour la transformee

de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d'ordre m>0:

n-1
LioDrm f(0):sj=s"F(9)- ) ${eDm < i(®co  (n-t<men) (1.14)
k=0

Cette transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est bien
connue (voir, par exemple [10]). Cependant, sa applicabilité pratique est limitée par I'absence
d'interprétation physique des valeurs limites des dérivées fractionnaires sur la borne inférieure

t = 0. jusqu'ici, unetelle interprétation n'est pas connue.

| .4. Equations Différentielles Fondamentales d’ Ordre Fractionnaires
[.4.1. Définition

Les systémes de commande standard peut se caractériser par type dans le domaine de
Laplace. Ces types sont d’ ordre entier, dans ce travail on va explorer certaines applications des
systemes d’ ordre non entier dans le domaine de Laplace. Pour le but d accomplir ses résultats
dans le champ du calcul fractionnaire [11].

En général les techniques d'analyse de calcul fractionnaire n'ont pas été largement incorporées
aux sciences d’'ingénierie.

Ceci est en partie en raison de |'idée conceptuellement difficile de prendre la dérivée de ¥z
et son manque notoire dinterprétation géomeétrique, et en partie parce qu'il y a tellement peu
d'applications physiques. Des simplifications de calcul ont été fait par I'utilisation de la
transformée de Laplace, L{ f(t)} I'opérateur qui déplace I'analyse de systeme du domaine de
temps au domaine s. L{f(t)|=F(9) .

Un des grands avantages de la transformée de Laplace sont que les opérations

mathémati ques fondamentales comme la convolution, différentiation et intégration, qui
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présentent fréquemment des difficultés de calcul dans le domaine de temps, savérent des
opérations algébriques simples dans le domaine s. Pour cette raison, beaucoup de représentation
et analyse de systemes de commande sont fait exclusivement dans le domaine s, retournant au
domaine du temps pour vérifier seulement ces parametres de conception de systéme qui sont
indiqués en fonction du temps (par exemple temps de montée, le dépassement, le temps de

réponse, etc.)[12].

|.4.2. Solutions des équations différentielles fondamentales d’ ordre fractionnaires par la
fonction de Mittag-L effler

Cette section fournit une solution a I'équation différentielle linéaire fondamentale d'ordre

fractionnaire, & savoir, <df™X(t)+ax(t)=bu(t) . La solution de la réponse impulsionnelle savére
une série, appelée laF-fonction, qui généralise lafonction exponentielle normale. La F-fonction
fournit la base pour I'ordre m " pole fractionnaire ". Le probleme & adresser ici est la solution de
I'équation d'ordre fractionnaire :

cDmx(t)=cdmx(t)=—ax(t)+bu(t) (1.15)
ou la notation a été définie en Lorenzo et Hartley (1998). Ici on supposera pour la clarté que le
probléme commence a t=0 qui place c=0. On suppose également que tous les états initiales, ou
fonctions d'initialisation, sont zéro. Ainsi nous serons principalement concernés par la réponse
forcée. Laréponse dinitialisation a été adressée en Lorenzo et Hartley (1998). La réécriture de

I'équation (1.15) avec ces prétentions donne :

odmx(t)=—ax(t)+bu(t) (1.16)
nous emploierons les techniques de transformée de Laplace pour simplifier la solution de cette
équation. Afin de faire ains pour ce probleme, la transformée de Laplace de I'équation
différentielle fractionnaire est nécessaire. En utilisant les résultats donnés a Oldham et Spanier

(1974) ou Lorenzo et Hartley (1998), et négligeant les termes d'initiaisation, |'équation (1.16)

peut avoir la transformée Laplace comme suit :
s"X(s)=—aX(s)+bU(s) (1.17)

Cette équation peut étre réarrangé pour obtenir lafonction de transfert du systeme::

X(8)_(q=_b
09-CO=s1a (1.18)

Ceci est dors la fonction de transfert de I'équation linéaire fondamentale d'ordre
fractionnaire. Elle contienne aussi, le pole" fractionnaire " fondamental et ¢’ est le module pour

des systemes plus compliqués [13].
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Pour avoir quelques réponses fréquentielles pour différentes valeurs de m, posons a=1 et b=1, et
0<m<2, la figure suivante montre la réponse frégquentielle de I’ équation (1.18) pour plusieurs

valeursde m ; O<m<2.

le module

PR S 1 B 2o I e e R

z
Qo
m=1.
m=1.
m=1.
-100 m=0.8
m=0.5
m=0.3 :
"120 3 2 “‘H‘Ml ‘ “‘H‘Mo T 2 ‘ 3
10 10 10 10 10 10 10
w
B
Qo
< -100

-120

m=1.

-140 m=1.
m=1.3 A

-160 m=0.8 .
m=0.5
m=0.3 | ' oo

-180 b ¥

10°® 107 10" 10° 10" 10° 10°

Figurel.l laréponse fréquentielle lorsque O<m<2

Typiquement, les fonctions de transfert sont employées pour étudier de diverses
propriétés d'un systéme particulier. Spécifiqguement, on peut faire la transformée de Laplace
inverse pour obtenir laréponse impulsionnelle du systéme, qui peut alors utilisée avec |'approche
de convolution au probleme [14,15]. D'une fagon générale, s U(s) est donnée, aors le produit

G(s)U(s) peut étre développer en utilisant les fractions partielles, et la réponse forcée obtenue par

8
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transformation inverse de chaque terme séparément. Pour accomplir ces taches, il est nécessaire
d'obtenir la transformée inverse de I'équation (1.18), qui est la réponse impulsionnelle pour le
systeme d'ordre fractionnaire.

Malheureusement, se rapportant aux tables standard du transformée de Laplace, telles
qu'Erdelyi (1952) ou Oberhettinger et Badii (1973), la transformée inverse du c6té droit de
I'équation (1.18) est seulement connue quand m=0.5 m=1.0 m=2.0 ou a=0. Car l'intention est
d'obtenir la solution pour m arbitraire, il est nécessaire de tirer la réponse impulsionnelle

fondamental e généralisée pour I'équation d'ordre fractionnaire, |'équation (1.16).

[.4.3. Lafonction généralisée delaréponseimpulsionnelle
Bien que les tables du transformée de L aplace ne contiennent pas des termes de la forme

del'équation (1.18), elles contiennent la paire de transformation :

tm—l
s_lf":L{F(m)}’ m>0. (1.19)

ainsi, s nous pouvons développer le coté droit de I'éguation (1.18) dans des puissances

descendantes de s nous pouvons inversé la transformation des séries terme par terme et obtenir
laréponse impulsionnelle généralisée, on suppose pour cela m>0.

Car la constante bdans I'équation (1.18) est une constante multiplicatrice, on peut
supposer, sans perte de généralité, pour étre unité. Alors développant le coté droit de I'équation
(1.18) a peu pres pour s=o |’ utilisation d’ une longue division, donne :

G(s)= =1l __a, sz( a)t (1.20)

Sm+a sm SZm S3m shm

On peut maintenant trouver la transformation inverse de cette série terme par terme en utilisant
I” équation (1.19). Lerésultat est :

a2 tm—l t2m—1 a2t3m—
g(t)= L’{Sm o "}:F(m) Fem)  TEm (1.21)

le cOté droit peut maintenant étre rassemblé dans une somme et étre employé comme définition

de lafonction de réponse impulsionnelle généraliseée.

g(t) _m- 12 ( )n fnm

r(nerm)—Fm[—a,t] , m>0. (1.22)

nous avons également la transformée de Laplace importante :

8

(1.23)
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Ici nous avons défini la notation que cette fonction soit F[at] elle est reliée étroitement a la
fonction de Mittag-Leffler E-{at™], la fonction (Mittag-Leffler, 1903a; Mittag-Leffler, 1903b;

Mittag-L effler, 1905). Lafonction de Mittag-Leffler est définie comme suit [13,16] :

En{X]= ZF( m+1) m>0 (1.249)
Onmet X=—at™ ceci devient
ntnm
Ed—at™= Zé(:# N m>0 (1.24b)

dans lequel est semblable, mais pas la méme que I'équation (1.22). Latransformée de Laplace de
cette fonction de Mittag-Leffler peut également étre obtenue par I'intermédiaire du

transformation terme par terme de la série (1.24b).

- 1 atm . a2t2m _1 . a2
L{Es{-at ]F{F(l) e T2 ...}_S a_, (1.25)

Sm+1 SZm+1

ou, d'une maniére équivalente

L{Ed{~ atm]}l{ -2 +;m }:%2(;—2} . (1.26)

il devrait maintenant identifié que I'addition dans cette expression est semblable a I'éguation
(1.20). En utilisant cela, I'équation (1.26) peut étre écrite comme suit :

L{En{—atm]%{ S:Ia} (1.27)

ou, d'une maniere équivalente :
L{E-{-at"] }:%[SmL{Fm[—a,t] 1 (1.28)

ains, le résultat général peut étre écrit :

L{En{—atr] }{ S?nm_l

+a] m>0 (1.29)

en outre, notifiant de I'équation (1.28), que la E-fonction et la F-fonction peuvent étre reliées

comme suit,

Jd™F [a,t] = E [at™]. (1.30)

10
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cette section a prouve gque la F-fonction est la réponse impulsionnelle de I'équation différentielle
fondamentale linéaire fractionnaire. Le tracé de la F-fonction et la E-fonction pour différentes

valeurs de m sont données sur lesfigures (1.2) et (1.3) , respectivement.

la reponse impulsionnelle
1.5 ‘

N U1~
o a

6]

L 1 T 1 A O | I A |
OCOOFRRFRPEFEFEPN

N U1~

-13333333 3H

(6]

3
LL
Time
Figurel.2 Lafonction Fy[-11t], m variede0.25a2.0
la reponse impulsionnelle
&
1S
L

N O N
(6] [63]

33333333
T T TR TR TR TR TR
o

CoOOoORRPRRELN
LN o~
o

Figurel.3 Lafonction de Mittag-Leffler, E«{-t™], m variede0.25a2.0
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|.5. Propriétésimportante dela F-fonction

Dans cette section, plusieurs propriétés de la F-fonction sont dérivées. Ceci est fait
spécifiqguement, de sorte qu'il puisse montrer que la F-fonction résout I'équation différentielle
fractionnaire, I'équation (1.16), par substitution direct. Ceci signifie essentiellement que La

dérivée d'ordre m de la fonction Fm[a,t] renvoient la méme fonction Fm[a,t] pour t>0,

Equation (1.39), plusieurs résultats intermédiaires sont nécessaires pour montrer ces propriétes, et
sont maintenant tirés.

Tout d'abord, nous considérerons la réponse al’ échelon du systeme donné dans I'équation
(1.16). Ceci peut étre obtenu par I'intermédiaire du transformée de Laplace en transformant la

fonction d'entrée u(t) qui est choisie pour étre une fonction échelon unité. Son transformée de
Laplace est % qui doit alors étre multiplié par la fonction de transfert, par I'intermédiaire de
I'équation (1.18), pour donner latransformée de laréponse al’ échelon comme suit :

s™+a

x4 ks (31

cette éguation peut étre manipulée pour donner :

Ve RE LR E v

s+a| s| s™a| s §(s"+a)

Cette équation peut maintenant étre transformée en inverse en utilisant |'équation (1.28) pour le

deuxieme terme du c6té droit. Le résultat est laréponse al’ échelon du systeme.

x(t)=%[H (H)—E{—at m]]:L—{m} , (1.33)

ou H(t) est lafonction échelon unité de Heaviside, et qui donne également une autre identité de

transformée de Laplace. Cette réponse a |’ échelon est donnée sur la figure (1.4) pour plusieurs

valeursde m et a=1. C'est également intéressant de noter que la prise de la dérivée entiere
(od¢ ) des deux cotés de I'éguation (1.33) donne nécessairement la F-fonction dans le coté

gauche (la dérivée de la réponse a I’échelon est la réponse impulsionnelle) ; et une nouvelle

identité dans le coté droit ;

Fm[—a,t]:%[H (t)-Ex—at™]]. (1.34)

12
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maintenant renvoyant a I'équation (1.28), et multipliant la transformée de Laplace la par s™

donne S*mL{Em[—at m]}:s—lL{Fm[—a,t]}zm qui est la transformée de Laplace de

I'équation (1.31).
Transformant en inverse en utilisant I’équation (1.33) prouve que la réponse a |I’échelon du

systéme de I'équation (1.16) est également égale a l'intégral d'ordre m de la fonction de Mittag-
Leffler; clest:

L_{s(smﬂa) }:%[H(t)—Ev[—atm]]:odtmEm[—atm] (139

quelques autres identités intéressantes peuvent étre obtenues en prenant la dérivée d’ ordre m de

la F-fonction. La prise de la dérivée (,di") dans le domaine de Laplace en se multipliant par

s™donne ;

gm
Ll{m}zo d'[m Fm[_a,t] (l 36)

il devrait maintenant noter que c'est également la dérivée d ordre entiere de la fonction de
Mittag-L effler,

la reponse indicielle

72
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ — m=2
1.8----- T I A e U R -] —— m=1.75
| | | ‘ | m=15
1.6----- S B SEGE A" -] — m=1.25
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —— m=1
1.4F--- - - [ V2 R - | —— m=0.75
‘ ‘ . ) ' —— m=0.5
120 S PRI\ W | m=0.25

1-Em[Y

Time

Figurel.4 Laréponseindicielle du systeme de |’ équation (1.16)
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Sm
Lfl I mF _ — lE _ m
{(Sm n a)} Odt m[ a’t] 0 dt m[ at ] (|37)

cette éguation peut aussi étre écrite comme suit :

L‘{(s:—j:a)}: L{l(sm;iao}:&t)_alzm[_a’t] (1.38)

ou la fonction delta est identifiée comme impulsion unité. Maintenant comparant |'équation
(1.36) et (1.38), il peut voir cela

odiMFm[—a,t]=5(t)—aFm[—a,t] (1.39)

Cette éguation démontre la propriété d’ une fonction propre de restituer la méme fonction sur la
différentiation d'ordre m. C'est la généralisation de la fonction exponentielle dans le calcul
d'ordre entier.
Il est maintenant facile de montrer que la F-fonction est en effet la réponse impulsionnelle du
systéme de I'équation (1.16). Référer a I'équation (1.16), sinserant u(t)=5(t) et plagant b=1,
produit :
odmx(t)=—ax(t)+o(t) (1.40)

pour que la F-fonction soit la réponse impulsionnelle du systeme, elle doit étre la solution a
I'équation (1.16), qui est x(t)=Fn[—a,t] . I'insertion de ceci dans|'équation (1.40) donne :

odMFr[—a,t]=—aFm[—a,t]+o(t) . (1.412)
cette équation a été obtenue par substitution directe dans I'équation différentielle. Référer a
I'équation (1.39), cependant, montre que la dérivée d’ ordre m de la F-fonction du coté gauche est

en fait égale au coté droit de I'équation (1.41). Ainsi on lui montre par substitution directe que la

F-fonction est en effet la réponse impulsionnelle du systeme de I'équation (1.16).

14
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CHAPITRE |1

Approximation des Systemesd’Ordre Fractionnaire

par une Fonction Rationnelle

[1.1. Systéme d’ ordrefractionnaire simple
Dans ce contexte, le systéme d ordre fractionnaire simple est défini comme étant
I’ équation différentielle fondamentale d’ ordre fractionnaire suivante pour O<m<1.
m
n d7y(t)

(to) gt

+y(t) =e(t) (I1.1)

safonction de transfert est donnée par :

H (s):Y(S) _ 1
E(s) [1+(st)"]

(11.2)

[1.1.1. Approximation par une fonction rationnelle
Dans I'étude des diélectriques, K. S. Cole et R. H. Cole [17] ont constaté que les
fonctions de transfert de dispersion/relaxation d’ un grand nombre de matériaux peuvent étre

model ées par |’ équation suivante :

_ 1
H(S)_[1+(31:0)m] O<m<1 (1n.3)

ou 1/t, est la fréguence caractéristique de relaxation, s=jw est la frégquence complexe et m un
nombre réel tel que O<m<1 [18].
Il est aussi connu que la fonction de distribution des temps de relaxation G(t) peut étre obtenu

directement de la fonction de transfert comme [19]:

H(S)=T%dr (11.4)

Appliquant la méthode de I’ équation (11.4) ; K. S. Cole et R. H. Cole ont trouveé que la fonction
de distribution des temps de relaxation pour leur modéle de I’ équation (11.3) est :

_ 1 (G
H(s)_1+ SR dr (11.5)

15
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avec.

sin(l-m)n

oot e

la figure (11.1) montre le tracé de cette fonction de distribution des temps de relaxation G(t)

G(T)=% (11.6)

pour m=0.2 et t,=10.

L’ approximation de la fonction de transfert de I’équation (11.2) par une fonction rationnelle

commence par I’ échantillonnage de la fonction de distribution des temps de relaxation G(t) de
I’ équation (11.6) dans une bande fréquentielle d'intérét pratique [0 wy] en points équidistants

sur une échelle logarithmique t; (i=1,2...,2N-1) comme suit :

2N-1

G(1)=Gs(1)= ZG(ri )o(t—;) (11.7)

ou t; =tyAN- pour i=1,2...,2N-1, et L un nombre constant plus grande que |’ unité, est définie

comme rapport d'un pole au pole précédent ou:

A=t =Pa =10 | oN-2 (11.8)
Tin p

avec lespdles p =1 , pour i=1,2,...,2N-1.

Substituant I’ égquation (11.7) dans I’ équation ( 11.4), on obtient:

2N-1

© ZG(Ti )8(‘l7 =T ) 2N-1

~ [_i=1 _ G(ti)
H(s)= l s dr = ;Mm (11.9)
D’ ou on peut écrire:
H(S) = 1 _X'6E) Xk (11.10)
1+ (st,)" T l+st i1 S .
0 I 1+7
B

ou p; sont les pdles de |’ approximation donnée par :

p=L=(1)"Np, pouri=12,..,2N-1

Sachant que pozi et 7»:%: rapport d'un pole au pole précédent, les k; sont les résidus des
To i

pbles donnés par larelation suivante :

16
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k =G(x, )=—L sin[(1-m)x]
T cosh[mlog(l“-—i)]—cos[(l—m)n]

pour i=1,2,...,2N-1 (1.11)

pour une fréguence d’ approximation Wma qQui peut étre choisie 1000w, , avec [0, wy] est une

bande de fréquence d’intérét pratique, le nombre N est déterminé comme suit :

_ IO TOWmax
N—Integer( lodn )+1 (1.12)

Distribution de la fonction de relaxation

G (tau)

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
log(tau/tauc)

Figurell.1 Distribution de lafonction de temps de relaxation G(t) delafonction (11.3).

[1.1.2. Lesréponsestemporelles
[1.1.2.1. Laréponseimpulsionnelle
Laréponse impulsionnelle du systéme de lafonction (11.3) est delaforme:

Soit I’ entrée une impulsion unité: E(s)=1 ; alors:

Y(s)=2ih21% (11.13)

donc laréponse impulsionnelle est :

y(tﬁi}(e(ri Jexp(t/t;)) (11.14)

i=1 Vi

pour m=0.3, N=10, 1,=10,A=L.5,1; =t,AN-" laréponse impulsionnelle prend laforme suivante :

17
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la reponse impulsionnelle

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time

Figurell.2 Laréponseimpulsionnelle du systeme de lafonction (11.3)

[1.1.2.2. Laréponseindicielle
Laréponseindicielle du systéme de lafonction (11.3) est de laforme:

Soit I’ entrée un échelon unité : E(s):% ;aors:

Y(s)= zillsgfm ; (11.15)
donc laréponseindicielle est :
y(t)= Z;G(ri )1-exp(-t/t;)) (11.16)

pour m=0.3, N=10, t.=10,A=1.5,1; =tcAN-" laréponse indicielle prend laforme suivante :

Figurell.3 Laréponseindicielle du systéme de lafonction (11.3)
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[1.1.3. Réalisation analogique

Del’équation (11.9), lafonction de transfert du systeme est donnée comme :

H(s)sze("' ) 2&1 avec p =1 (11.17)

i1 1St (1 S j Ti
P

on peut facilement voir que I’équation (11.17) est analogue a une impédance Z(s) de (2N-1)
cellules RC paralléle connectées en série comme il est montré dans lafigure (11.4) :

By B Ry
A —
s 1
F- _______
L —
C, c, Cyr

Vis)

Figurell.4 Rédisation analogique d un circuit RC du systeme d’ ordre fractionnaire simple

Cette impédance Z(s) du circuit delafigure (11.4) est donnée comme:

Z(s)= Z o sRGj (11.18)

des équations (11.17) et (11.18) pour i=1,2,...,2N-1, on peut écrire:

R =k et RC =ﬁ (11.19)

dou les vaeurs des résistances et capacités, pour i=1,...,2N-1, d'un circuit anaogique
modélisant le systeme d ordre fractionnaire simple dans une bande de fréquence donnée sont

données par :
R =k et C :F% (11.20)

[1.1.4. Exemple numérique
Pour le but d'illustration prenons un exemple numérique pour un systéme d’ordre fractionnaire
simple représentée par |'équation différentielle linéaire fondamentale d ordre fractionnaire

suivante avec m=0.65 et t,=10

10T Ay -ty
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lafonction de transfert est donnée par :

_ 1
" 1 0geE

pour une bande de fréguence dintérét pratique [0, wy]=[0,100rad/s|, la fréguence
d’ approximation Wmax=1000wy=100000 rad/s, po=0.1 rad/s et le rapport A=4, le nombre N, les
poles p; et les résidus k; de I’ approximation peuvent étre facilement calculés de la section (11.1.1)

1 sin[(1-m)rx]
~ 2r | cosh[mlog((4)™-)]—cos] (1-m)x]

pour i=1,2,...,2N-1, comme : N=10, pi=(4)"Vp, et k

La figure (11.5) montre le diagramme de Bode d’ une fonction de transfert d’un systeme d’ ordre
fractionnaire simple et son approximation, et les figures (11.6) et (11.7) montrent les réponses

impulsionnelle et indicielle du systeme d’ ordre fractionnaire simple.

module
0

T o oo oo .
L e e B

asfe e R EEE R N

H(s)

ol S S S N\
250 - - - oo oo e e L
sof oo S . EE— SR W

P o o o o
—— H(s) Approximée ' ' '
H(s)

-40 .
10° 10°

T .- - - - - - e
2ol S S .

30 - - - - - - - o [ [T L

phi(H (s))

Y e - e R I e

50 L - - - - - - - oo oo oo oo oL N

—— H(s) Approximée
H(s)
-60 8 6 ‘4 ‘2 0 2
10 10 10 10 10 10
w

Figurell.5 Diagramme de Bode (module et phase) de la fonction de transfert H(S):H(Tls)o-%

et son approximation
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la reponse impulsionnelle
8 T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time

d 0.65 y(t)

Figurell.6 Laréponse impulsionnelle du systeme (10)°¢5 Groes +y(t)=€(t)

la reponse indicielle

. , e . dossy(t)
Figurell.7 Laréponseindicielle du systeme (10 O-‘*”Ww(t):e(t)

[1.2. systémes d’ordrefractionnaire multiple

Dans la section précédente on a fait une étude sur les systemes fractionnaires simples

lorsgue O<m<1, on a vu leurs réponses soit fréquentielles ou temporelles. Dans ce qui suit, on

vafaire une étude sur les systémes d’ ordre fractionnaires multiples (ou du second ordre), lorsque

1< m<2. En plus des réponses fréguentielles et temporelles, le systéme d' ordre fractionnaire

multiple a des caractéristiques temporelles :Le dépassement (Mp, overshoot), Le temps de monté

(tr, rise time), Le temps de dépassement (tp, peak time), Le temps de réponse (ts, settling time),
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et des caractéristiques fréguentielles: la pulsation de résonance (w;), le facteur de résonance
(Mr), facteur de qualité (Q), et le facteur d amortissement (& ). Dans (Manabe 1961) une
expression approximative est donnée pour le dépassement, obtenu par la simulation de la réponse
indicielle et I'ajustement de la courbe [20]. Dans (Barbosa 2004) d'autres formules approximée
sont données pour le dépassement et les caractéristiques temporelles, basees sur I'gjustement de
la courbe par des fonctions polyndmes (MP, tp) en fonction de m.

Dans ce contexte le systéme d ordre fractionnaire multiple est défini comme étant
I’ équation différentielle fondamentale d’ ordre fractionnaire suivante pour 1<m<2.
- a7y

dt™

(to) +y(t) =e(t) (11.21)

safonction de transfert est donnée par :

H(s)= Y(S) _ 1
E(s) [1+(st)"]

1<m<2 (11.22)
[1.2.1. Approximation par une fonction rationnelle
Lafonction de transfert du systéme d’ ordre fractionnaire smple est :

H(s)e— 1
(s) 1 (seaT (11.23)

Cette fonction de transfert sera approximée alaforme de I’ équation suivante :

2—m
H _ 1 N (1+S’C0)
(=) Li(sto )" (stof+2e(sto)d T leme2

(1+ ST, )z_m
H ~
=) (sto f+2e(sto i1 (11.24

lkm<2 = 0<2-m<1
(1+ST0)27m : €' est un ZPF (zéro a puissance fractionnaire).

Pour représenter un systéme d’ ordre fractionnaire multiple de I’ équation (I11.24) par un modele
d' un systeme linéaire invariant dans le temps, il est nécessaire d’ approximer pour une bande de
fréquence limitée d'intérét pratique [0, wy] sa fonction de transfert irrationnelle de I’ équation
(11.23) par une fonction rationnelle. Pour cela on doit approximée le zéro a puissance

fractionnaire (ZPF) par une fonction rationnelle dans |a bande de fréquence [0, wy].
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[1.2.1.1. Fonction detransfert au zéro a puissance fractionnaire (ZPF)
La fonction de transfert d’un systeme fractionnaire au zéro a puissance fractionnaire est

delaforme:
H (S):(Hijm (11.25)

W : fréguence de coupure.

m : puissance fractionnaire: O<mkl

La méthode d’ approximation du ZPF consiste d’ approximer sa pente 20m dB/dec dans le
diagramme de Bode par un nombre de lignes en zig-zag avec des pentes en aternance de 20
dB/dec et O dB/dec. L’approximation du zéro a puissance fractionnaire donnée en équation

(11.25) par une fonction rationnelle se fait de lafagon suivante :

Ha(S)—lﬂ[@ (11.26)

(3]

Ou les poles et les zéros sont distribués alternativement sur I’axe réel négatif du plant s des
fréquencestelsque: z,<py<z <..<Zy<Pn

et peuvent étre générés par les relations suivantes :

z =(ab) z, i=0,1,...,N

p =(ab)az, i=0,1,...,N

L es parametres a et b sont données par:

a=10Y/100-m)]
b=10v"1om (11.27)
a.b::l_dyllom(l—m)]
L’ordre m du systéme, exprimé en fonctionde a et b comme :

log(a)
™ {oa(ab) (11.28)

Le premier zéro est donné par : Zo:V\k\/B

avecy : |’erreur prescrite elle est exprimée en (dB).

La méme méthode de décomposition de singularité pour un systeme de type (FPP) pole a
puissance fractionnaire peut étre employé pour analyser ce type systeme [18].

Lafigure (11.8) montre le module d' un ZPF, lorsgue O<m<1.
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module, m=0.5, y=1
30 .

101 2

10° 10*
w

Figure 1.8 Approximation de lafonction de transfert H(s)=(1+s/20)°°

avec y=1dB, Wmx=10"rad/s.
(+st, /™ : cest un ZPF, 0<2-m<1

IS
(L+ sro)““=H (11.29)
(1+->)

G(s)= - Zlg [ ; C'est un systéme du second ordre régulier.
OU: Zy<Pp<z <..<Zy<Pn
z =(ab)' z, i=0,1,...,N,
p =(ab)'az, i=0,1,...,N
z=Web

; premier zéro.
lo Wmaxj
a:]_dyllo(l—(Z—m))] =1 0¥/10@-m] ab=10Y/10@-m)(-1+m)] _ Z
’ y y N Integer W +1

En remplacant |’ approximation du ZPF dans |’ équation (11.24) on obtient :

. (1S
H9=—2 =~ rsco] ~ . Q(HZ)
1+(510)” (510)2+2§(510)F1 (510)2+2§(510)F1H(1+3)
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ﬂ(k;)

'S
0(1+pi)

1
A (sto f+2¢ (st 11

Par décomposition en éléments simples on obtient la forme suivante :

Hig =, AstB ¥ K k(=0..N

[osf+28kos)t i=01+§i

pour avoir B : posons s=0 H(0)=1= B+.§Oki
1=

= B=1- % k;
i=0
pour avoir A : calculons lalimite suivante :
ISLrgsH (s)=0

doncona: A=—3d kB, o=

ki=H (s) |S:_pi

ki (i=0,1,...,N) ; sont les résidus des pbles qui peuvent étre cal culés comme suit :

) [T(-a(an))
= e
(avb(ab) )*~22(avb@) )1 T1(1-(ap)-)

1#]

[1.2.2. Réponses fréquentielles et temporelles
[1.2.2.1. Lesréponsesfréquentielles
Soit le systeme fractionnaire de la fonction de transfert suivante :

H(S):m on peut |’ approximée lorsque 1<mx2 par lafonction suivante :
H(<)= 1 - (1+S’Co)z_m B
® 1+(STO)“ (STO)Z+2&(STO)+1 ! Lem<2, T_#

25
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. . 1 1
L’ expression pour I’ analyse fréquentielle de H(S)=—"—5 T, =— est:
presson p y eq 1+(S‘[:0)T‘ To W

H(w)= 1

(1+(mﬁcos(rrgr)) .\ j( w )“S n(”gf ) (11.35)

La réponse fréguentielle de (11.23) et (11.24) pour plusieurs valeurs de m est donnée dans la
fig.(11.9).

H _ 1 N (1+SCO)2_m 3
O o oo fezefogn <™

On peut facilement montré que :

H(wW)=— L= (1+jW‘C0)2_m
“u(jwee ) (weo Fe2e(jweo i’ T

1w
P W>>i ‘H(JW)‘_(WTO)mN (WTO)Z _(WTO)m
pour W<<% ‘H (jW)‘zlz%zl
| @)y
pour W=% ‘H(JW)‘:‘1+(1j)m}J 25 ‘
‘ H(jW)‘ — 1 (\/E)Z_ (\/5)

[eosplbrg]] = ¢

le facteur d’ amortissement est donnée par :

[T

2m
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(11.36)

Le facteur d’amortissement est fonction de m (I’ ordre fractionnaire).

De la figure (11.9) on remarque de la réponse fréquentielle de la fonction (11.23) et son
approximation (11.24), du systeme d’ ordre fractionnaire multiple que les pentes sont entre —20dB
et —40dB en variant |’ordre m. Les deux courbes de la fonction (11.23) et son approximation

(11.24) sont presque les mémes, ce qui signifie la bonne approximation de lafonction (11.24).

modHC,modHApp
20 ‘

_120 e ‘\ \ _ ‘{‘7‘ Lo oo o oo T ITTTT

' ' ' [ ] ' ' ' [ N ' o T T L L Lo

_140 | \77 B e A
S1B0 f - - d - 2o o P N R M RN
-180 2 1 s 1 2
10 10 10 10 10

Figure.ll.9 Laréponse fréquentielle de (11.23) et (11.24) pour plusieurs valeurs de m.
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[1.2.2.2. Lesréponsestemporelles
[1.2.2.2.1. Laréponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle du systeme d’ ordre fractionnaire multiple, est donnée dans le
domaine fréquentielle par lafonction de transfert suivante :

Y(s)= ( (besto)” RS, R(9-=1

sto f+2¢(st 1
" []a+)
Y(s)= (13 al) I 1 0 (11.37)
(st f+22 (st b1 (510 +2§(STO)+1H(1+S)
son approximation est :
Y(s)= As+B N ki L _1 (11.38)
© (ros)2+2§(ros)rl i§°1+|[3)_ T
- Ajw+B N K
Y(jw)= _ +2 (11.39)
T el Py

B, A et k; sont calculées desrelations (11.32), (11.33) et (11.34) respectivement.
En utilisant la transformée de Laplace inverse, la réponse impulsionnelle de ce systéme est

donnée par larelation suivante :

2 . 2 1/2 N
y(t)=—L| BEZ2ABEWn+ AR 1wt i w18 D)t40)+ 3 ki py e (11.40)
wn 1-¢£2 it

ou la phase ¢ est donnée par:

A-wn,f1-¢ 2

(p=arCth (I |41)

La figure suivante montre le comportement de la réponse impulsionnelle pour plusieurs valeurs

dem:
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la réponse impulsionnelle

y(®)

Figure.ll.10 Laréponse impulsionnelle du systeme pour y=1dB, wn=1 et m=1.1,1.2,...,1.9.

[1.2.2.2.2. Laréponseindicielle

Laméme chose pour lareponse indicielle avec : E(s):%

_ (1+ST O)Z_m
Y(S)_(Sto)2+2§(5'co)+1

Y(s)= (st S " 1 H(1+Z)
S((SIO)Z+ZE;(STO)+1) S((Sro)2+2§(510)+l)ﬁ(l+s)

En utilisant la transformée de Laplace inverse, laréponse indicielle de ce systeme est donnée par

E(s)

(11.42)

larelation suivante:

B2—2ABEW+AWA ) © . . N o
y(t)=1: Wln( = ) e=tsn(wn [(1-E7)tso)-Y k pe” (149

ou la phase o1 est donnée par:

AcwnyL57 arctg Vlj"z (11.44)

P =AY~ R

Lafigure suivante montre le comportement de laréponse indicielle pour plusieurs valeursde m :
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la réponse indicielle

1.8
16
1.4F- - - -
120 - -

1t- - -

y(t)

o8l ¢
0.6
0.4+ |

0.2 -

o 4

-0.2

0} 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figurell.11 Laréponseindicielle du systéme pour y=1dB, wn=1 et m=1.1,1.2,...,1.9.

La figure (11.11) montre la réponse indicielle du systeme d ordre fractionnaire multiple pour
différentes valeurs de m, ce systéme est moins oscillant lorsque la valeur de |’ exposant
fractionnaire m, devient de plus en plus petite. Lorsque m tend vers 1, le systéme se rapproche
du systéme du premier ordre, et les oscillations diminuent. Inversement, lorsque m tend vers 2, le
systeme se rapproche du systéme du second ordre, et les oscillation augmentent (se rapproche du
systéme du second ordre régulier).

[1.2.3. Réalisation analogique

De I'équation (11.24) la fonction de transfert du systéme d’ ordre fractionnaire multiple est

donnée par :
H (s) 1 (L sto )" Hy (s)H o (s)
S) = = - v (S o 45 |
1+(Sro)m (S‘EO)Z +2E_>(ST0)+1 (”45)
Hy(9) = L+ st ) ™, HD(S):(ST )Z+22(ST J+1

La fonction de transfert H(s) peut étre réalisée par un circuit analogique de la figure (11.12)
comme suit :
1 _Y(s) ZyRg

H — ~ =
(S) 1+(STO)m E(S) ZLZN

(11.46)
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-
E(S;W

_L_ — —

1oz

T‘r’(s)
—

Figure.ll.12 Réalisation d un circuit analogique du systeme d’ ordre fractionnaire multiple, pour

1<m<?2

ou Rs est une simple résistance de 10, Z, =Ls est une impédance d’ une simple inductance

L, Zp desimpédances du circuit RLC paraléledelafigure (11.13) :

Zy=—LS (11.47)
LC52+%5+1

I(s)
i

R

Figure. 11.13 Circuit RLC parallele

Yy, =12, = HN(s)=(1+ Sco)%m: est I’admittance d’'un circuit analogique qui est dérivé

o ) H[l zo<zb>‘J

comme .

jom e C

Hy(s) = (L+st,f " = - (11.48)
S
(1+J II 14> i
o\ P iol  Po(ab)
lafonction rationnelle ci-dessus peut se décomposée comme :
N S
Hy(s)=H, + Z—h (11.49)
i=0 S
1+ :
( P (ab) J
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avec Ho=1eti=0,1,...,N

lﬂ[(l—a(ab)("”)
h = 1 i I=0 (11.50)
Po(ab) [ 1-(ab)y)

On peut remarquer facilement que I'équation (11.48) est analogue a I’admittance Yn(s) d’'une
résistance et (N+1) cellules RC connectées en paralele comme il est montré dans la figure

suivante:

I(s)
>

Vis)

—
i
=
o
:
ZF':'

m

Figurell.14 Réalisation du circuit analogique RC du ZPF (1+S’CO)2_

L’ admittance Yn(s) du circuit de lafigure (11.14) est donnée par :

_1.3\(_sC
Ya(9)= RP+;(1+5RQ j (11.51)
donc des équations (11.47) et (11.48), et pour i=0,1,...,N on a:
1 1
H,=—, C=h, & RCG=—=
R G =h RG (@) 1,

les valeurs des résistances et des capacités du circuit analogique réalisant le zéro a puissance

fractionnaire dans une bande de fréquence donnée, pour i=0,1,...,N :

1 1
Ho=—=1, G=h, & R=—— (11.52)
" R (ab)' PG
d ou, lafonction de transfert du circuit de lafigure (11.12) donnée par I’ équation (11.46) sera:
Ls
Ls
LCs® + —+1
H(s) = 1 _YS) 2R R (L+1,9™
[1+(z,9)"] E(8) Z.Z, Ls
1 Y (@419 L+7,9%™

H(s) = _ - _
O M @] B Loe, 15,y G+ 2941
R
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olt.=LC, et %z%ro donc :

L=2REt, et C=—'

2R§ (11.53)

[1.2.4. Exemple numérique
Pour le but d'illustration prenons un exemple numérique pour un systeme d’ ordre fractionnaire

multiple représentée par |’équation différentielle linéaire fondamentale d’ ordre fractionnaire

suivante avec m=1.7 et 1,=1

X0 y-ett)

safonction de transfert est donnée par :

|_I(S)_1+(s L7
1 @+9?

H(s) = 177 (a2
[1+(s)"] (s)°+0.259(s)+1

pour une bande de fréquence d'intérét pratique [0, wy]=[0,1000rad/g], |’ approximation du ZPF

(1+9)©? par une fonction rationnelle est donnée par :

s

2(ab)
S

Q(” po(ab) J

pour une erreur dapproximation y=1dB et une bande de fréquence d approximation

—

1l
o

(1+s)° =

P4

Wmax=100wy=100000 rad/s, les parametres a,b,zp,po € N de I’équation ci-dessus peut étre
facilement calculés comme : a=1.389,b=2.154, z,=1.4678rad/s, p,=2.0395 rad/s et N=9, donc :

H(Pl 4678(2.99%) J

1+ S
2.0395(2.993)

(1+s)° =

—_

ona:

’:]@

( 14678(2 993) j
H(S)—

(S)” s+ 0259(8}413[( s ]

"2.0395(2.993)
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La figure (11.15) montre le diagramme de Bode (module et phase) pour un systéme d’ ordre
fractionnaire multiple et son approximation rationnelle. On peut facilement voir qu'ils sont
presque les mémes. Les figures (11.16) et (11.17) montrent les réponses impulsionnelles et
indicielles de ce systeme obtenu de sa fonction d’ approximation rationnelle.

module de H(s) et son approximation
10 T T T

0 0 L (B R
20 i e e s e e NG e e
T 0 e e e e
T T S

BOF- -
L e e et T I Pt S IR e I
— H(s) K
H(s)A roximée |' Lo oo o
-70 () pp il L L L L . |

107 107 10" 10° 10° 10° 10°

Phase de H(s) et son Approximation
O T T T T T T T T T T T T

T
o L Y

Y Y BT R N R ST SRR BRI

_80,,,‘,‘,‘,‘,“,‘“,,,‘,‘,‘,‘L‘L“,,,‘,‘,‘,“,‘L“,,l,‘,‘,‘ e
100 - - T R

M40 L - LI LI L L L N

—— H(s)

H(s)A roximée | ' e oo ' Lo

-160 3 () p? “1 ‘ HH‘H‘O ‘ “H‘H‘l ‘ HHHMZ ‘ 3
10 10 10° 10 10 10 10

Figurell.15 Diagramme de Bode (module et phase) de lafonction de transfert

H(s):ﬁ et son approximation
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la réponse impulsionnelle

y(®)

d1.7 t
Figurell.16 Laréponse impulsionnelle du systéme (1)*7 dti/7( )+y(t)=e(t)

la réponse indicielle
1.6 ‘ ‘ ‘ 1 1 1

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

di7y(t
Figurell.17 Laréponseindicielle du systeme (1)1-7dt—3/_7()+ y(t)=e(t)
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CHAPITRE |11

Performances et Caractéristiques du Systeme d’ ordre Fractionnaire Multiple

[11.1. Performances caractéristiques
Le systeme d’ ordre fractionnaire multiple est défini comme étant I’ équation différentielle

fondamentale d’ ordre fractionnaire donnée dans I’ équation (11.21) par :

d m
Sy =e)  1eme

safonction de transfert est donnée aussi par I’ équation (11.22) comme::

_Y9_ 1
Ho= E(S) [1+(ste)™ Lem<2

Cette fonction de transfert sera approximeée alaforme de |’ équation (11.24) comme suit :

(1+Sro)2_m emeo
(stofr2e(sto)r’ P

avec 0<2—-m<1 parce que 1<m<2 et (1+S‘EO)2_m : est un zéro a puissance fractionnaire.

H(s)~

Le but fondamental pour la conception des systémes asservis consiste a répondre aux
conditions fixées par le comportement du systéme projeté. Les conditions fixées par le
comportement du systéme sont des contraintes que I’on impose aux fonctions mathématiques
décrivant ses caractéristiques [21]. En généra elle sont de deux types:

1- Lesspécifications fréquentielles :
o lefacteur de qualité (Q).

e lefacteur d amortissement (& ).

¢ lapulsation de résonance (w;).
e lefacteur derésonance (Mr).
2- Les spécifications temporelles.
e Ledépassement (Mp, overshoot).
e Letemps de dépassement (tp, peak time).
e Letempsde monté (tr, rise time).

e Letempsde réponse (ts, settling time).
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De la réponse indicielle du systeme d ordre fractionnaire multiple de notre méthode,

équation (11.43), on peut tirer plusieurs caractéristiques du systéme par simulation.

j eéW”‘sin(wn,/(l—&)th—iK p e !

Le tableau (111.1) montre les caractéristiques du systeme tirées de la courbe de la réponse

B2—2ABEWh+ APWR
g2

y(t)=1+ﬁ(

indicielle de I’ équation (11.43).

m Q wr Mr S Mp tp | tsa2% |tr(10%,90%)
105 | 0.736 | 0010 0 0943 | 0001 | 627 - 215
11 | 0.769 | 0010 0 0.887 | 0009 | 452 - 191
115 | 0.807 | 0.206 | 0.0074 | 0831 | 002 3.8 4.56 175
12 | 0850 | 0413 | 0139 | 0775 | 0.046 | 348 | 513 162
125 | 0900 | 0536 | 0391 | 0720 | 0.073 | 3.28 53 152
13 | 0957 | 0616 | 0732 | 0666 | 0103 | 3.16 | 5.33 1.446
135 | 1023 | 0686 | 1152 | 0612 | 0138 | 3.04 53 1383
14 | 1101 | 0.741 | 1649 | 0559 | 0.176 3 7.15 1.325
145 | 1194 | 0.788 | 2226 | 0506 | 0217 | 296 | 7.77 1.286
15 | 1306 | 0825 | 2.893 | 0455 | 0263 | 296 | 7.965 1.244
155 | 1444 | 0.864 | 3.663 | 0404 | 0312 | 2.96 | 8.036 121
16 | 1618 | 0891 | 4555 | 0355 | 0365 | 296 | 10.725 118
165 | 1.842 | 0919 | 5598 | 0306 | 0423 | 296 | 13.05 1153
17 | 2141 | 0947 | 6831 | 0259 | 0486 | 296 | 13.86 1.126
175 | 2563 | 0962 | 8328 | 0212 | 0554 3 16.91 1.106
18 | 3.196 | 0977 | 10191 | 0.167 | 0627 3 22.81 1.088
185 | 4254 | 0992 | 12621 | 0123 | 0705 | 3.04 | 3L79 1.065
19 | 6372 | 0992 | 16111 | 0081 | 0.789 | 3.06 | 47.64 1.058
195 | 12.735 | 0.992 | 22.007 | 0040 | 0883 | 31 | 97.65 1.051

Tableau I11.1. valeurs des caractéristiques enlevées de la courbe de la réponse indicielle.

[11.1.1. Spécifications fréquentielles
[11.1.1.1. Facteur de qualitéQ

Le facteur de qualité est défini par :

del’équation (11.24) on a:

avec & est donnée par I’ éguation (11.36) par :

donc le facteur de qualité est :

Q=[H(jw,)|=
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Q= ! (1.2)

2(1 + COSrmj
2

laméme formule du facteur de qualité a été trouveée par [22] que lanotre.

lafigure (111.1) montre le facteur de qualité de I’ équation (I11.1), du facteur de qualité simulé (du
tableau (111.1)) et de laref [22].

14

12 B e I o

0 B T R I S RS R B

e Qsimule | 0 |
(07 ‘ ‘ —%— Q calculé

& —+— Q du ref [22] ]

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
m

Figure.lll.1 Facteur de qualité calculé, simulé et du ref [22]

[11.1.1.2. Facteur d’amortissement &

Le facteur d’ amortissement est donnée dans I’ équation (11.36) : &=

Le facteur d’amortissement de laref [22] est donnépar : &, = cos(t — %)

La figure (111.2) montre le tracé du facteur d’amortissement de notre méthode et celle de la ref
[22] :
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gsi

0.8~ e
‘ N ‘ ‘ —+— qsi calculé
—+— gsidu ref[22]

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

Figurelll.2. Facteur d’amortissement calculé et du ref [22].

[11.1.1.3. Pulsation de r ésonancew

pour calculer wr , on calcule d abord

H

(jw) = CH— L (111.2)

i) (o] o ) L) o)

d|H (jw)|
dw

=0, ontrouve:

W =vvn(—cos(%))% (111.3)

la méme formule de pulsation de résonance a été trouveée par [22] que la notre.

lafigure (111.3) montre la pulsation de résonance calculée et smulée (du tableau (111.1)).

wr

1.2

T S e S T L e ey
0.8 - - - - - oo
06 - - « 1o« s >

—f— wr simulée
—— wr calculée

Figure.l11.3 pulsation de résonance cal cul ée et simulée.
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[11.1.1.4. Facteur derésonance M+

Le facteur de résonance M: est lavaeur maximale du gain de la réponse fréquentielle.

(e
H(w)=— .
L (W) (W j25(W)

, I<mk?2

L e facteur de résonance du systéme d’ ordre fractionnaire multiple est donné par :

M =|H(jw)l=—2L — (111.4)
‘ ‘ S n(@)

2
laméme formule du facteur de résonance a été trouvée par [22] que la notre.

lafigure (111.4) représente le facteur de résonance calculé et smulé.

25

20+ - - - - oo oo o L Yoo oY oo oo o oo o Yoo oL oo oo ‘,,,,/

150 SR . SR L |

—f— Mr simulé
—— Mr calculé

Mr

10 - - - .

-5

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

Figure.lll.4 Facteur de résonance calculé et simulé.

[11.1.2. Specificationstemporelles

On définit en généra les spécifications temporelles a partir de la réponse a I’ échelon
unité. Le comportement de régime permanent exprimeé par I’ erreur du régime permanent, est la
mesure de la précision du systeme quand on lui applique un signal d’ entrée particulier.

Le comportement transitoire s'exprime a |I'aide de la réponse indicielle (réponse a
I’ échelon unité). Les caractéristiques de performances données couramment sont :
Le dépassement (Mp), Le temps de réponse (ts), Le temps de monté (tr), Le temps de
dépassement (tp).

Delaréponseindicielle suivante :

2— h+ A2 )2 N
Y=L V\}n( B 2A|ia£/\£ +A w%j estsin(wn. (12 2)t +@1)—_Z(;K 0 et
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ou la phase o1 est donnée par:

@, =arctg Ayl arctg”

B-AZwn &

Il est difficile de trouver les caractéristiques du systeme par un calcul ssmple. Donc on

utilise une méthode heuristique pour trouver ces caractéristiques sous forme de polynémes, on
cherche donc une fonction d approximation encore appelée modéle qui va répondre a cette
question. Ce modéle dépend des paramétres: par exemple, sil correspond a une fonction
polynéme d’un degré donné, les parametres sont les coefficients du polynéme. Le probleme que
I”’on se pose consiste donc a chercher le meilleur jeu de paramétre de fagon a ce que la courbe
représentative du modele passe “ au plus prét” des points de données. On cherche I’ équation
(polynéme) la plus proche de I’ ensemble des points au sens des moindres carrés (m;,x;), i=0...n.
en utilisant les valeurs des caractéristiques enlevées de la courbe de la réponse indicielle qui
sont déterminées dans le tableau (111.1).

Barbosa[22], afait une éude sur ce type de systémes d’ ordre fractionnaires pour 1<m<2,
et il a trouvé des résultats qu’'on va les comparés avec les résultats de notre methode. Pour
trouver les caractéristiques du systéme il a utilisé la fonction de Mittag-Leffler pour tracer les
réponses temporelles du systéme, et de ces réponsesil a pu extraire les performances du systéme
avec une méthode heuristique (Mp, tr, tp, ts). On commence par I’ obtention de la réponse

indicielle de la fonction de transfert fractionnaire T(s). la sortie y(t):Lfl[T(s)R(s)], guand
I’ entrée est un échelon unité R(s):% , alasolution:

y(t)=|-1{ W } i[ (Wt)] —1—Em[—(Wnt)m] (111.5)

S"+wW" & T(1+mn)

n

ol En(x) est lafonction de Mittag-L effler, donnée par :

© Xn
Em(x):;)ﬁm , m0 (111.6)
Cette fonction est la généralisation de la fonction exponentielle pour m=1ona: E(x)=ex.

Considérons le comportement asymptotique de Em[— (Wnt)m] , quand t—+ et t—0", comme:
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-

(w,t)"
- wts0
r(m+1)
Em[—(wnt)m]z< 1.7
(Wnt)—m ( )
S Wt 4w
| T(2-m)

on arrive aux valeurs initiadles et finales de réponse indicielle, y(t—+w) et y(t—0"),
respectivement :

Y(OO)=“rtn_,y+(Q:1, Y(O*)=”rq_y>((t))+zo (111.8)

Les spécifications pour la conception d’un systeme de commande impliquent souvent
certaines exigences associées avec la réponse temporelle du systeme. On dérive quelques
formules usuelles pour caractériser la réponse temporelle de la fonction de transfert d’ ordre
fractionnaire. Comme dans le cas des systemes du second ordre sous-amortis on développe des
expressions pour le dépassement Mp, le temps de dépassement tp, le temps de monté tr, et le
temps de réponse ts.

La figure (I11.5) montre la réponse indicielle du systéme d’ordre fractionnaire (1<m<2) en

utilisant lafonction de Mittag-L effler.

Figurelll.5 Laréponseindicielle en utilisant lafonction de Mittag-L effler pour plusieurs

valeursde m, 1<m<2.
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[11.1.2.1. Dépassement (% M pt=percent max over shoot)

Le dépassement est la différence maximale existante entre les solutions transitoires et
permanentes pour une entrée canonique: en échelon unité. C'est une mesure de la stabilité
relative, il est exprimé souvent en pourcentage de lavaleur finale de la grandeur de sortie, et ace
dernier correspond un temps de dépassement.

Delacourbe delaréponseindicielle on ale Mp interpolé suivant :

Mp =(m-1.005)(m-0.755) (111.9)
ref [22] atrouvé une formule pour le dépassement :
Mp=wa;(_—oé/)@o) ., Mp~0.8(m-1)(m-0.75), 1<m<2 (111.10)

lafigure (111.6) montre le dépassement Mp des équations (111.9),(111.10) et du tableau (I11.1) :

1.2
i I
0.8F- - - - IR ‘ o - -
' —+— Mp du ref [22] | '
—k— Mp simulé )
06 -« o - Mp interpolé /f 777777 |
Q_ i i S
z ) '
0.4 ””” L \7; - :‘L’ [ L
02 -
0,,,;«7&,/17;77,}‘, . ‘ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, _
-0.2 L L L L L L L L L
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

Figure.ll1.6 Le dépassement interpol &, simulé et du ref [22].

[11.1.2.2. Letemps de dépassement(tp=peak time)
C’est le temps qui correspond au premier maximum. Le temps de dépassement interpol é est :

~ 1.118(m-0.252)*
- (m-0.9)w,

(111.11)

La formule de [22] pour le temps de dépassement (pour une erreur inférieur a 1%) est la

suivante:

~ 1.106(m- 0.255)°
~ (M-0.92)w,
lafigure (111.7) montre le temps de dépassement de I’ équation (111.11), tp ssimulé et du ref [22] :

, I<mk2 (111.12)
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tp
0

—fk— tp interpolé
—%— tp simulé
—+— tp du ref [22]

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

Figure.ll1.7 Le temps de dépassement interpol é, simulé et du ref [22].

[11.1.2.3. Temps de réponse(ts=settling time)

Le régime transitoire c-a-d I’ évolution de la sortie entre deux régimes permanents est une
caractéristique tres importante lors de la synthése de toutes systemes, le systéme est d’ autant plus
rapide que son régime transitoire est plus bref, on chiffre la durée de celui-ci par le temps de
réponse ts du systeme.

Le temps de réponse est généralement défini par le temps au bout du quel la réponse du
systéme est a x% (2%) pres de sa vaeur finale pour une excitation en échelon (0.98 < réponse
< 1.02 pour x=2).

L e temps de réponse interpolé est :

42" 4

tS(29%) = = . 1138<m<?2 (111.13)

W, 1+ cos(rr;t) 5V

la formule de ref [22] du temps de réponse a 2% de la valeur finale pour une excitation en

échelon est :

4 4

T B ’
cos(m — —)W, Se Wy
m

t5(29%) ~ 1.39 <m< 2 (111.14)

lafigure (111.8) montre le temps de réponse ts des équations (111.13),(111.14) et simulé :
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120

100} - - - - S L
80 ,,,,, e oo oo o |
9 e0l - | | S

‘ ‘ ‘ | —=— ts du ref [22] i i )

| —— ts simulé . J

| —— ts interpolé ‘
40 ‘ ‘ ‘ | f

o L L L L L L L L
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

m

Figure.ll1.8 Temps de réponse interpolé, simulé et du ref [22].

[11.1.2.4. Letemps de monté&(tr =rise time)
Il est défini comme étant le temps mis pour passer de 10% a 90% de la valeur finale pour
une excitation en échelon (tr =t90%-t10%). L e temps de montée interpol é est :

r 0.135(m+1.158)*

072 o Iame2 (111.15)
m-0.72)w,

Laformule de [22] pour |e temps de monté (pour une erreur inférieur a 1%) est la suivante:

0.131(m+1.157)?
T (M-0.724)w,

. Im2 (111.16)

lafigure (111.9) montre le temps de monté de I’ équation (111.15) , tr simulé et tr du ref [22] :

2.5
20 N\- -le - o- oo =
N —+— tr du ref [22]
= —%— tr simulé
—k— tr interpolé
15 ,,,,, [ ) ,,,w,,,,,\,,,,w ,,,,, L L 1|
i
1 L L L L L L L L L I
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

m

Figurelll.9 Le temps de monté interpolé, simulé et du ref [22].
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Des deux méthodes on remarque que les caractéristiques temporelles et fréquentielles, ont
des valeurs prés surtout lorsque on s approche de m=2. Les figures suivantes montre I’ évolution
des deux fonctions, soit de notre méthode ou de la fonction de Mittag-Leffler, les réponses
temporelles et fréquentielles sont presque les mémes surtout lorsque m tend vers 2. On remarque
auss que le dépassement lorsgue (1<m<1.4) est presque le méme dans les deux méthodes, et
lorsgue (1.4<m<2) le dépassement est inférieur dans notre méthode que dans [22] (le systéme de

notre approximation est plus amorti).

modHC,modHApp

240 | AN e

S160 F - - -t- St Ll o L "" L O e I Hy N S

-180 P L P PN
10 10 10° 10" 10°

Figurell1.10 Laréponse fréquentielle des deux systémes (notre approximation et ref [22])

Pour plusieurs valeur de m ; 1<m<2.
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la réponse indicielle
1.2p---- ST DT

— y(t) du ref [22]
—— y(t) de notre méthode

y(@®)

Figurelll.11 Laréponse indicielle des deux systemes (notre approximation et ref [22])

Pour m=1.05.
la réponse indicielle
ap-- - s T T
1_2 ,,,,, VA o AN - - - - L L - - - - L _ - -
i T T
0.8 - - oo ‘ ‘ :
~ } } — y(t) du ref [22] }
i’ —— y(t) de notre méthode | .
0.6 | T EE o
o4 | - B e
0'2, L L L
O L L L L L L L L L I
(0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figure.lll.12 Laréponse indicielle des deux systemes (notre approximation et ref [22])
Pour m=1.5.
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la réponse indicielle
1.6p0-- -~ ST o T

1.4+ - - - -'" - - e Yoo oo o oooo L oo oL oo

1_2,,,,,,,,,,‘,,,,‘,,,,J,,,,‘ ,,,,, oo o oo oo oo

— y(t) du ref [22]
—— y(t) de notre méthode |

y()

Figurelll.13 Laréponse indicielle des deux systemes (notre approximation et ref [22])
Pour m=1.7.

la réponse indicielle

1.8 - - -« - e - -
. . — y(t) du ref [22] . . . .
16l ... /% | — y(@) de notre méthode |

y(@®)

Figure.lll.14 Laréponse indicielle des deux systemes (notre approximation et ref [22])
Pour m=1.9.
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Dans ce chapitre on a vu quelques performances caractéristiques du systeme d’ ordre
fractionnaire multiple, on a tiré des réponses fréquentielles, temporelles et plusieurs
caractéristiques (fréguentielles et temporelles). Les caractéristiques fréquentielles soit le facteur
de qualité, le facteur de résonance et la pulsation de résonance sont facile a extraire de la réponse
fréquentielle (I’ équation (111.2)), ( a cause de la complexité des calculs pour extraire le facteur de
résonance et la pulsation de résonance on afait recours al’ équation (111.2) pour les extraires), en
ce qui concerne les caractéristiques temporelles, il est vraiment difficile de les trouvés par les
calculs, donc on cherche les formules de ces caractéristiques ( |e dépassement, le temps de monté
et le temps de réponse en fonction du facteur fractionnaire) par une méthode heuristique
directement des graphes des réponses temporelles (tableau 111.1). Par comparaison de ces
parameétres par notre approximation et un autre travail utilisant lafonction de Mittag-Leffler , on

aappris que les formes des réponses sont presque similaires surtout lorsque m tend vers 2.

49



Conclusion Générale

Conclusion Générale

Le but de ce travail a éé la modélisation et I'analyse des équations différentielles
linéaires d’ ordre fractionnaire en utilisant les concepts des systemes d’ ordre fractionnaire.
Un certain type de systémes d ordre fractionnaire sont représentés par une équation
différentielle fondamentale linéaire d’ ordre fractionnaire comme suiit :
» d7y()
dt™

(to) +y(t)=et) , pour0O<m<2

safonction de transfert est aussi donnée par :
_Y(s) 1

AT —

, pour0<m<2.

En approximant la fonction de transfert de I’ équation différentielle linéaire fondamentale
d ordre fractionnaire par une fonction rationnelle dans une bande de fréguence d’ intérét pratique,
on facilite son analyse et sa synthese. Une méthode simple qui consiste a approximer ce type de
systemes par une fonction rationnelle est présentée. Ses réponses impulsionnelle et indicielle ont
été tirées. Les performances caractéristiques fréquentielles et temporelles sont aussi obtenues.
Ces approximations sont vraiment convenable pour |’ analyse, la réalisation et I'implémentation
des systemes de commande d’ ordre fractionnaire parce qu'il est possible de faire I’analyse et la
conception directement dansle plan s.

Une comparaison avec une autre méthode basée sur une certaine fonction dite fonction de
Mittag-L effler a été faite. Des exemples illustratifs ont été présentés pour montrer |’ exactitude et
I utilité de la méthode d’ approximation. De laréponse indicielle du systéme d’ ordre fractionnaire
multiple, on a tiré des spécifications fréguentielles et temporelles importantes pour connaitre le
comportement de notre systéme. La difficulté de trouver les spécifications temporelles par
caculs simples nous a poussée d'utilisser une méthode heuristiqgue pour trouver ces
spécifications. La mise en avant des avantages de cette approximation fut par |'intermédiaire
d’ une étude comparative avec |’ approximation basée sur lafonction de Mittag-L effler.

En observant les spécifications des deux méthodes, on a remarqué que les réponses

fréquentielles et temporelles sont proches surtout lorsque le facteur m s approche de 2.
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Résumeé

Le but principa de ce mémoire est la modéisation et I'analyse des équations
différentielles linéaires d'ordre fractionnaire en utilisant les concepts des systémes
d ordre fractionnaire. Ce travail fournit une fonction d’ approximation rationnelle d une
fonction de transfert irrationnelle des équations différentielles linéaires fondamentales
d ordre fractionnaire pour 0<m<2. Des méthodes simples, utiles dans la théorie de
commande, qui consistent a approximer, pour une bande de fréguence donnée de la
fonction de transfert de ce systéme d’ ordre fractionnaire par une fonction rationnelle. Des
réponses impulsionnelle et indicielle sont dérivées et un simple circuit analogique qui
peut servir comme un systeme d'ordre fractionnaire anaogique est obtenu. Des
caractéristiques fréquentielles et temporelles sont obtenues de I'analyse des réponses
fréquentielles et temporelles, et ils sont comparées a des caractéristiques d’ autres travaux
appliquant une méthode basée sur une certaine fonction dite fonction de Mittag-L effler.
Des exemples illustratifs sont présentés pour montrer |’exactitude et I'utilité de ces

méthodes d’ approximation.



Abstract

The principal goa of this work is modeling and analysis linear fractional order
differential equation using fractional order systems concepts. This work provide a
rational approximation from irrational transfer function of the fundamental linear
fractional differential equation for O<m<2. using simple methods of systems and control
theories, which consist to approximate for a given frequency band of the transfer function
of this fractional system with a rational function. Impulse and step responses of this type
of systems are derived and simple analog circuits realizations which can serve as analog
fractional order system are also obtained. Frequency and temporal characteristics can be
obtained from the analysis frequency and temporal responses, and compared with other
characteristics of other work using some function caled Mittag-Leffler function.
Illustrative examples have been presented to show the exactitude and utility of the
approximation methods.



. O<m<2

Mittag-Leffler





