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CHAPITRE 1 : 

INTRODUCTION GENERALE 
 

 

 

 

Il est généralement admis que bien que tous les systèmes réels aient un comportement 

nonlinéaire, un grand nombre peut être commandés par les  techniques de l �automatique 

linéaire. Ceci est possible lorsque le système non linéaire peut être linéarisé pour de petites 

variations autour d �un point de fonctionne ment ou lorsque des simplifications sont 

introduites dans les modèles. Il existe cependant un certains nombre de systèmes, parmi 

lesquels on peut citer les moteurs à couran t alternatif, les robots manipulateurs, les 

satellites, quelques réacteurs chimiques pour lesquels une modélisation linéaire n �est plus 

possible ni désirable �Pour cela plusieurs méthodes de commandes basées sur des 

modèles non linéaires ont été proposées. Une des premières  approches de conception 

systématique  d�une commande non linéaire est  la commande dite linéarisante ou 

linéarisation par retour, feedback linéarisation [1]. Elle est basée sur des changements de 

variables et des développements mathématiques rigoureux et est généralement applicable a 

des systèmes ayant une structure particulière en l �occurrence les systèmes affines par 

rapport à la commande. Un peut plus tard es t apparue la commande dite backstepping [2] 

applicable à des systèmes dont les modèles sont donnés sous une forme particulière et la 

méthodologie de conception est basée sur la théorie de la stabilité de Lyapunov. 

Avec la commande en régime de glissement développée dans l �ex URSS, ces deux 

approches sont celles qui ont eu le plus d�écho dans la communauté scientifique et qui ont 

permis de résoudre plusieurs problèmes pratiques. 

Par ailleurs la commande prédictive à base de modèle linéaire a connu un large succès dans 

l�industrie. Cependant sa version non linéaire avec ou sans contraintes est confrontée à la 

résolution numérique en ligne d �un problème d�optimisation non linéaire difficile. Il serait 

alors souhaitable d �envisager comme dans le cas linéaire une solution analytique pour les 

problèmes sans contraintes. C �est dans cette optique que s �inscrit une partie de notre 

travail : nous utilisons la théorie de la commande linéarisante pour construire une solution 

analytique pour le cas d �une commande prédictive à base de modèle non linéaire sans 
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contraintes. L�autre partie de notre travail est une étude détaillée avec applications en 

simulation de la commande backstepping. 

Ce mémoire est organisé comme suit : le deuxième chapitre introduit la théorie de la 

commande  linéarisante, ou théorie de la linéarisation par contre réaction, feedback 

linéarisation , le troisième chapitre développe la méthode  de solution analytique proposée 

pour la commande prédictive non linéaire sans contraintes. Deux cas sont traités, le cas de 

la commande prédictive généralisée avec un modèle entrée sortie et le cas d �un modèle 

sous forme d�équations d�état linéaires. Le quatrième chapitre est une étude en simulation 

de la commande backstepping. Plusieurs situations sont étudiées : commande non 

adaptative, commande adaptative et commande avec observateur d �état. 
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CHAPITRE 2 : 

 
LINEARISATION  PAR RETOUR DES SYSTEMES NON 

LINEAIRES 
 
 
 
I. Introduction 

Ce chapitre introduit les éléments de base de la commande linéarisante, feedback 

linéarisation. Ces éléments sont basés sur [1]. 

 

II  Bases Mathématiques 
II.1 Introduction a la géométrie différentielle :  

II.1.1 Difféomorphisme : Soit p  un point de nR  et   une application  d �un ouvert 
nRU  dans un ouvert nRV , on dit que  est un difféomorphisme local dans un 

voisinage U   de p   si   est inversible de U dans un voisinage V du point  p  de V , et 

si 1  et  est continue. 

II.1.2 Champ de  vecteurs : un champ de vecteur sur nR  est une fonction dérivable   

          nn n
f :  :              

)(

)(
)(

2

1

xf

xf
xf

xf

n

         (2.1) 

II.1.3 Dérivée de Lie : Pour une fonction scalaire xhxh :  et un champ de 

vecteur xf  , la dérivée de Lie est définie par : 

     fdh
x
hxfhL

i

n

i if ,
1

          (2.4) 

Avec  

                      hLLhL i
ff

i
f

1 ,    hLhL ff
1 ,     hhL f

0 .         (2.5) 

  a) Crochet de Lie : 

      Deux champs de vecteurs peuvent être composés comme suit : 

                   hLLhLLhfghgfhgf fggf,           (2.6) 
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                    gadhgf f,     Où     fgLhgf ,                (2.7)  

 b) Propriétés :  

� Distributivité :               gfgfgff ,,, 22112211          (2.8)                           

                                                        22112211 ,,, gfgfggf         (2.9) 

� Anti-commutativité :     fggf ,,          (2.10) 

� Identité de Jacobi :  0gadadfadadqadad fqqggf            (2.11) 

� Formule de Leibniz�s : 

                             gadhLdgadhLdgadhLdL s
f

sk
f

s
f

sk
f

s
f

sk
ff

11 ,,,       (2.12) 

Définition 2.1 : Une distribution D  est dite involutive si et seulement si pour tout couple 

de champs de vecteurs f et g  de D  on a Dgf , . 

Une distribution involutive est donc caractérisée par DDD, . Si D  n�est pas 

involutive, on peut définir sa clôture involutive : 

Définition 2.2 : La clôture involutive D  ou  Dclinv ..  d�une distribution D  est la plus 

petite distribution involutive contenantD . 

II.1.4 Théorème de Frobenius :  

Soit une distribution D de dimension r surW , un sous-ensemble  nR , alors autour de 

n'importe quel point Wp  il existe  un  rang de voisinage nxxU ,,. 1 ,   U  un voisinage 

de p  avec niqx ii 1, , tel que Di , c.-à.-d  pour n�importe quelle fonction  

Df  

                                nirUxfi 1.,0,                               (2.13) 

si, et seulement si, D  est une distribution involutive.  

Par suite du théorème de Frobenius, considérons r  champ de vecteurs  rff ,,1  dans nR , il 

existe une solution non triviale  pour l�équation différentielle : 

                                  rifd i 10,                                                         (2.14) 

Si et seulement si la clôture  involutive du la distribution rffspan ,,1  a un  dimension 

inférieur ou égal à 1n  où  span signifie �sous-espace vectoriel engendré  par �. 

 

III Stabilité des systèms nonlinèaires 
III .1 Stabilité du point d�équilibre : 
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a) Définition 2.3 : Stabilité  au sens de Lyapunov 

L�état d�équilibre ex  est dit stable si : 0,0 tel que si exx 0  alors  

extx  0t .Dans le cas contraire, ex  est dit instable. 

b) Définition 2.4 : stabilité asymptotique   

Un point d�équilibre ex est asymptotiquement stable s �il est stable et s�il existe 0   tel 

que : ete xtxxx lim0 . 

c) Définition 2.5 : stabilité exponentielle  

Un point d�équilibre ex  est exponentiellement stable s�il existe 0et 0 tel que :  

 t
eerer exxxtxBxrxBt 0,,,,0 0  

d) Définition 2.6 : stabilité globale  

Si la propriété de stabilité asymptoti que, (exponentielle) est vérifiée quelque soit 0x  , le 

point d�équilibre est globalement asym ptotiquement, (exponentiellement) stable. 

III 2 Méthode directe de Lyapunov ou seconde méthode : 

 Théorème 2.1 : stabilité (asymptotique) locale  

S�il existe une fonction scalaire xV  de l�état  dont les dérivées partielles premières sont 

continues et telle que: 

1-   V  est une fonction candidate de Lyapunov. 

2-  V  est localement semi définie négative dans un voisinage de l �origine, . 

Alors le point d�équilibre 0  est stable et un domaine de conditions initiales stables est 

délimité par n�importe quelle équipote ntielle de Lyapunov contenue dans . 

Si V  est localement définie négative dans , alors la stabilité est dite localement 

asymptotique dans la partie de l�espace délimité par n�importe quelle équipotentielle de 

Lyapunov contenue dans . 

 

 Théorème 2.2: stabilité globale asymptotique  

S�il existe une fonction V  telle que 

1- V  est une fonction candidate de Lyapunov. 

2- V  est définie négative. 

3- La condition x  implique xV  

Alors 0 est un point d�équilibre globalement asymptotiquement stable. 



 

 10

 

IV  Linéarisation des systèmes nonlinéaires  
IV.1  La représentation d�état affine : 

De nombreux systèmes dynamiques admettent une représentation d'état non linéaire 

particulière dite affine en la commande. Elle est donnée par les équations suivantes : 

 Cas continu :            

                                               
xhty

tuxgxftx i
m

i i1           (2.15) 

     Si le système est monovariable,  on a :                                     

                                                 
xhty

tuxgxftx              (2.16) 

Cas discret :                                                              

                                                  
xhky

kuxgxfkx i
m

i i1
1        (2.17) 

 Si le système est monovariable on a : 

                                                  
xhky

kuxgxfkx 1
        (2.18) 

IV.2 Linéarisation  par retour d�état : 

 Théorème 2.3 :  

Le système à une seule entrée (2,16) est localement  linéarisable  par retour  d'état 

si, et seulement si, autour  d �un voisinage de l'origine U :  

i) nn
f Rgadgspan 1,, ,  

ii) la distribution 2
2 ,, n

fn adgspanG  est involutive et à un rang constant  égal à 

1n ,  

Ou, d'une manière équivalente,  si et seulement si :  

iii) Les distributions  10,,, niadgspanG i
fi  sont involutives et de rang 

constant égal à 1i . 

Si (i) et (ii) sont satisfaites donc nous pouvons appliquer le théorème de Frobenius,  qui 

garantit l�existence d�une fonction dérivable h  telle que dans un voisinage de l'origine : 

                       
20,0,

0, 1

nigaddh

gaddh
i

f

n
f         (2.19) 
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et 0)0(h . En d'autres termes (i) et (ii) garantissent l'existence d'une solution h   pour 

l'ensemble d'équations partielles linéaires : 

                    xgaddhgaddhgdh n
ff ,0,,0,,,,,, 1

()(        (2.20) 

Pour une certaine fonction x , 00 , définissons n  fonctions  

),(,,, 1 xhLxhLxh n
ff   nous pouvons montrer que :                        

                    xTxhLxhLxhzzzz n
ffn

1
21 ,,,,,,        (2.21) 

Avec xTz  un difféomorphisme local. Le système (2.16) est exprimé en z-coordonnées 

par : 

                   .1,1 niuxhLLxhLz i
fg

i
f            (2.22)    

        

De (2.20), on applique la formule de Leibniz 

                  
xxhLL

nixhLL
n
fg

i
fg

1

20,0
               (2.23)                          

L�équation (2.22) devient :                                         

                    
.

11,,

1

1

uxhLLxhLz

nizz
n
fg

n
fn

ii
         (2.24) 

On définit alors  le retour d �état              

                   v
xhLLxhLL

xhL
u n

fg
n
fg

n
f

11

1         (2.25) 

IV.3  Linéarisation partielle par retour d �état : 

Le système (2.16) est localement partiellement linéarisable  par  retour d �état  avec 

l'indice r si la distribution 2rG ,  la clôture involutive de 2rG , à un rang constant au 

moins  égal à 1n  en 0U  et au voisinage de l�origine, il existe  un nombre entier r , 

nr2 , tel que  

   ..,,.. 0
2

2
1 UxgadgspanclinvxGxgad r

fr
r
f    (2.26) 

Nous pouvons appliquer le théorème de Frobenius  qui garantit l �existence d�une fonction 

dérivable h  telle que dans un voisinage de l'origine : 

                       
20,0,

0,

2

1

niGdh

gaddh

r

r
f            (2.27) 
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Avec :     

                            2
1

r
r
f Ggad  

                            ,,,, 12 radadgrank r
f

r
f         (2.28) 

Par conséquent, si on applique encore le théorème de Frobenuis,  puisque gspan  est une 

distribution involutive de rang égal à 1  on peut  déterminer, en plus  les fonctions déjà 

déterminées  hLh r
f

1,,  , rn  fonctions 00,,,1 irn xx , telles que  : 

                  rnigxdL iig 1,0,         (2.29) 

Le résultat du développement mathématique donne : 

                          
rjhLz

rnix
j
fj

ii

1,

1,
1            (2.30) 

Donc on a:    

                         

,

,11,

1

1

hLuLhLz

rjzz

xL

r
fg

r
fr

jj

ifi

         (2.31) 

Si on définit : 

                         ,1
1 vhL
hLL

u r
fr

fg

         (2.32) 

On obtient : 

                          

,

,11,1

vz

rjzz

xL

r

jj

ifi

        (2.33) 

 

IV.4  Extension aux  systèmes multi- entrées : 

Théorème 2.4 :  

Le systèmes non linéaire (2.15) est localement  linéarisable dans un voisinage de 

l'origine, par une  transformation de retour d'état non singulière (qui  se compose d'un 

retour  non singulier et d'un  difféomorphisme dans les systèmes contrôlables linéaires sous  

la forme de contrôleur de Burnovsky avec les indices de  contrôlabilité mkkk 21  

si, et seulement si, en 0U , un voisinage de  l'origine : 
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i) ,1,2 miG
ik  est involutive et a un rang constant,  

ii) ,11
nrankGK  

Avec : 

a) le retour d'état non singulier : 

                      00; KvxxKu          (2.34)   

 xK  est une fonction dérivable de  0V  en nR , x   est une matrice  de mm  avec les 

entrées dérivable, non singulières en  0V                       

b) un difféomorphisme local en  0V   

                       00, TxTz             (2.35) 

c) les indice de contrôlabilité mkk ,,1  associés au système (2.15) sont définis  par :  

                         mijimcardk ji 1,0:        (2.36) 

Avec : 

                       

211

011

00

nnn rankGrankGm

rankGrankGm
rankGm

       (2.37) 

Les condition (i) et (ii) garantissent l�existence de m  fonctions dérivable xx m,,1    

telles que :                           

                          ijGd
jKi ,0, 2          (2.38) 

Et la matrice : 

                       

m
Km
fm

Km
fm

m
K
f

K
f

gaddgadd

gaddgadd

1
1

1

1
11

1
1

,,

,, 11

       (2.39) 

est non singulière en V(0). La transformation et le difféomorphisme  du  retour d �état non  

singuliers de linéarisation sont, respectivement :                        

                        u
LLLL

LLLL

L

L
v

m
Km
fgmm

Km
fg

K
fgm

K
fg

m
Km
f

K
f

11

1
1

1
1

1

1

11

1

1

       (2.40) 

Avec : 
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m
Km
f

m

K
f

L

L
z

1

1
1

1

1

              (2.41) 

 

 

IV.5  Linéarisation entrée sortie 

Dans cette section nous présentons une  fonction de sortie  dérivable 
nn RRxh :  qui définit la  variable de sortie y                     

                             xhy                    

 Nous  supposons que le  variable y  doit être commandable et que le variable d'état x  est 

disponible pour les mesures.  Le système  est décrit : 

                             
Ryxhy

RuRxuxgxfx n

,
,,         (2.42) 

IV.5.1 Degré relatif global : 

Le degré relatif global  du système (2.42) est  défini comme un  nombre entier 

tels que:     

                              
.,0

20,,0
1 n

fg

ni
fg

RxxhLL

iRxxhLL
      (2.43) 

Si                          0,,0 iRxxhLL ni
fg  On dit que   

IV.5.2  Linéarisation en entrée-sortie par retour d�état : 

Le système (2.42) est localement partiellement linéarisable par  retour d �état  avec 

l�index , et localement linéarisable en entrée-sortie par retour d �état c.-à-d  localement la 

relation entrée-sortie équivalente à:  
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)(1

11,

,,

1

1

1

hLv
hLL

u

xy
vz

izz

Rz

f
fg

ii

n

           (2.44) 

Si et seulement si:   ,n  

Système avec incertitudes : 
Dans cette partie le système est de la forme : 

                                   uxgtxqxfx ,         (2.45) 

Théorème 2.5: (incertitudes triangulaires)    si le système  (2,45) vérifie :  

i) Le système nominal gf ,   est localement  (globalement) linéarisable par  retour 

d�état,  

ii) La supposition  stricte de triangularité : 

                             20, niGGad iiq    

est satisfaite dans 0U , voisinage  de l'origine (dans nR ) ; 

Le système (2,45) est localement (globalement) linéarisable par  retour d �état équivalent à:  

                             
.,,,

11,,,,

1

11

tzzvz

njtzzzz

nnn

jjjj
     (2.46) 

Avec : 

   )(1
1 hLv
hLL

u n
fn

fg
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CHAPITRE 3   

UNE SOLUTION ANALYTIQUE A COMMANDE 

PREDICTIVE BASEE SUR UN MODELE NON 

LINEAIRE 
 

I.  Introduction 
 

Dans ce chapitre nous introduisons une méthode  pour construire une solution analytique 

pour le cas d�une commande prédictive à base de modèle non linéaire sans contraintes. 

Cette méthode utilise la théorie de la commande linéarisante.  Deux cas sont traités, le cas 

de la commande prédictive généralisée avec un modèle entrée sortie et le cas d �un modèle 

sous forme d�équations d�état linéaires. 

 

II. La commande prédictive à base de modèle 
            On considère le système discret non linéaire :  
                          

                           ),(1 kukxfkx              (3.1) 

Ou x est l�état du système, u  c�est le vecteur d�entrée du système. 

L�objectif et de trouver une loi de commande  qui permet de régler l�état de système à 

l�origine.  Pour trouver cette loi, il faut résoudre le problème  d �optimisation  suivant : 

 

                         
1

1

,1,�u,
Nj

j
Nu

jkujkxHxJMin         (3.2)    

Avec 

         1jku,1jkx�fjkx� , kxkx� , Xjkx� et  Ujku   

         x(k) est l�état initial ,  

        )(� jkx , j=1�N, j  sont les prédictions  sur les états futurs obtenues à l �instant k  à 

partir du modèle de prédiction (3.1) et le N est l'horizon de prédiction. 
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La solution de ce problème donne une séquence optimale des commandes 

                         u*=( ))(),...,(, ** 1Nku1kuku          (3.3) 

Et un  trajectoire  optimale  x*:  

                          x*= ))Nk(x�),...,2k(x�),1k(x�(          (3.4) 

La définition du problème et sa méthode de résolution dépend la nature du modèle de 

prédiction (3.1) et de la fonction coût (3.2). Lorsque le modèle est linéaire et qu �il n�y a pas 

de contraintes sur les différentes variables, une solution analytique peut être facilement 

obtenue [4], s�il y a des contraintes il existe des méthodes efficaces et rapides pour la 

résolution numérique en ligne du problème d �optimisation. Cependant dans le cas de 

modèle nonlinéaire, les méthodes de résolu tion demandent un  temps de calcul assez 

important, ce qui limite l �applicabilité de la commande prédictive non linéaire. Dans ce qui 

suit nous utilisons la théorie de la linéarisati on par retour introduite au chapitre précédent 

pour construire une solution analytique à la commande prédictive nonlinéaire sans 

contraintes dans le cas d�un  modèle de prédiction affine  en la commande. Deux cas seront 

traités : la commande prédictive linéaire à base de modèle d �état et la commande prédictive 

généralisée. 

  

III Modèle de prédiction affine : Linéarisation par retour d�état 
III.1 Position du problème et solution  

            Dans le cas où le système ( 3.1) est dans une représentation d'état non linéaire 

affine  en la commande donnée par les équations  suivantes :                                

                         
kxhy

ukxgkxfkx 1
          (3.5)                      

Si on trouve une relation entre les états x  et une autre variable z tel que :                             

                           

xkuxvavec

Czy
vBzAkz

xTz

zz1
          (3.6) 

La loi de commande qui permet de régler l�état de système à l�origine, devient le problème  

d�optimisation  suivant : 

                          
1

1

,1,�v,
Nj

j
Nv

jkvjkzRzJMin          (3.7)    
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III.2  La commande prédictive à base de modèle  d�état  

            Dans ce cas:                     
2

)(

1

0

2

)(r k)|(�y-k)|(�),(
jR

N

j

N

Nj
jQv

uH

jkvjkjkyvyJMin        (3.8)   

En vertu des calculs présentés au deuxième chapitre, la loi de commande est donnée par : 

hLL
vhL

u n
fg

n
f

1
 

 
La figure (3. 1) montre la méthode qui permet de calculer la loi de commande. 

 

 
          tyr           tv                                           tu                                          ty    
    
 
 
 
 
 
 
 
                                                               Figure (3.1)  
 

III .3 Solution pour la commande prédictive généralisée (GPC) : 

             On peut mettre l�équation  (3.6) sous la forme d�une fonction de transfert par une 

représentation linéaire donnée par l �expression suivante :                      

                       A(z-1) . y(t) = B(z-1) . v(t-1) + X(t)          (3.9) 

Où: A et B sont des polynômes de l'opérateur de retard z -1. 

  A(z-1) = 1 + a1 z-1+ a2 z -2 +.......+ ana z-na. 

  B(z-1) = b0 + b1 z-1+ b2 z-2 +......+ bnb z-nb.              

na et nb étant des nombres entiers représentant les degrés de A et B resp. 

X(t) : est un terme relatif à une perturbation survenant à un instant ' t'  quelconque. 

Dans le cas de la GPC, x(t) est tel que X(t)=c(z-1).e(t) /  , 

 en substituant ceci  dans l'équation (5.9) on aura : 

                    A(z-1) . y(t) = B(z-1) . v(t-1)+ C(z-1) . e(t) /         (3.10) 

Où : C(z-1) = 1 + c1 z-1 +c2 z-2+ ......+ cnc z-nc  ( nc est le degré de C ).  

 =1- z-1 , appelé opérateur de différence, son rôle et d'assurer une action intégrale sur le 

contrôleur à fin d'annuler l'effet des perturbations. 

e(t) : est un bruit gaussien blanc à moyenne nulle. 

Commande 
MBPC hLL

vhL
u n

fg

n
f

1

xhy
uxgxfx  

1zy

xTz
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Le critère devient :        

                         
2

1 1

22 ,1�v,
Nj

j

Nj

j
rNv

u

jkvjkyjkyzJMin      (3.11)              

Dela même façon que ci-dessus la loi de commande est donnée par : 

hLL
vhL

u n
fg

n
f

1
 

La figure (3. 2) montre cette stratégie de commande  

 

 
      tyr            tv                                       tu                                           ty  
  
   
 
                                                                x  
 
 
 
 
                              Figure (3.2) 
IV Résultats de simulation 
Dans cette section nous présentons deux exemples d �applications de la méthodologie 

présentées.  Le premier exemple est la commande de la position d �un robot à un seul joint, 

la deuxième est une commande multivariable d �un moteur asynchrone. 

IV.1 Exemple 1 :  Commande d�un robot 

           On considère ici la commande d�un robot avec le joint flexible. Les  variables 

d�états 4321 ,,, xxxx   sont 24231211 ,,, qxqxqxqx . Il s�agit de commande la 

position représentée par l �angle q1 en agissant sur le couple u. 

Le modèle est réécrit sous la forme suivante : 

Commande 
GPC hLL

vhL
u n

fg

n
f

1

xhy
uxgxfx  

1zy  
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u
J
1xx

J
kx

J
F

x

xx

xx
J
kx

J
Mglx

J
Fx

xx

m
31

m
4

m

m
4

43

31
1

1
1

2
1

1
2

21

sin

                                       (3.12)                   

,,

sin

m31
m

4
m

m

4

31
1

1
1

2
1

1

2

J
1

0
0
0

xg

xx
J
kx

J
F

x

xx
J
kx

J
Mglx

J
F

x

xf                             (3.13) 

IV.1.1 Application de la commande prédictive GPC : 

On définit la fonction 1xh , avec xTz  un difféomorphisme local définit par : 

                ,,,,,,, 4321
32 zzzzhLhLhLhxTz fff        (3.14) 

On obtient alors:    

.sincos

sin

4
1

31
1

1
1

2
1

1

1

1
2

1
1

1
4

31
1

1
1

2
1

1
3

22

11

x
J
kxx

J
kx

J
Mglx

J
F

J
F

x
J
kx

J
Mglz

xx
J
kx

J
Mglx

J
F

z

xz
xz

   (3.15) 

Le résultat de linéarisation  par retour d'état  est donnée par : 

  

vz

v
hLLhLL

hL
uaveczz

zz

zz

fgfg

f

4

33

4

43

32

21

1               (3.16)    

Avec  
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.

sincos

cossin

m1

3
fg

4
m

m
31

m1
42

1

1

31
1

1
1

2
1

1
2
1

2
1

1
1

1

22
1

1
12

1

1
1

1

4
f

JJ
kLL

x
J
F

xx
J
k

J
kx

J
kF

xx
J
kx

J
Mglx

J
F

J
F

J
kx

J
Mgl

x
J
kF

x
J
MglF

x
J

MglhL

      (3.17) 

On  peut écrire le système (3.16) sous la forme d�une fonction de transfert, donc : 

                  4
44

1
1
s

sHvyz            (3.18) 

Si on discrétise le système pour Te=0.1s on a alors :  

                
.10333.8102.167105.5

102.16710333.8zB  
4641zA  

4735-25-

15-71-

4321-1

zzz
z

zzzz
     (3.19)  

Pour les constantes est les valeurs initiales  

,20,1,1
,00000,1,1

,1.0,100,2,4
00000,2,8.9,1

2

43211

1

4321

NN
zzzzFF

sTekJJ
xxxxlgM

u

m

m  

 On obtient les résultats de simulation donnés par les figure 3.3 et 3.4: ou on remarque que 

l�angle présente un dépassement relativement important dù à l �effet des non linéarités. 

 

                      
                                            Figure (3.3) La variation de l�angle y  
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                                         Figure (3.4) La variation de la commande u 

Dans le cas ou le systèmes non-linéaire  est sous contraintes en utilise  la GPC avec 

contraintes. La procédure de commande sous contrainte est la suivante.  Nous avons :                        

                         maxmin

maxmin

uuu
uuu

         (3.20) 

Les états du système sont bornés, donc les états de retour d �état nzz ,,1  sont bornés, 

Donc on peut écrire que : 

                                   
maxmin

maxmin

vvv
vvv

         (3.21) 

La technique de commande est basée sur l �algorithme suivant  

a) Calcul des matrices constantes de GPC  

b) On fait une  simulation pour calculer les valeurs max des équations (3.21)  

compatible et équivalentes aux  équations (3.20), 

c) On applique la fonction QP de Matlab 

Dans la même application on prend  les mê mes valeurs et les conditions initiales de 

l�exemple précédent avec : 

             

,6,20,1
7.0,2.2124
1.007.0

4.032.0

2

minmaxmaxmin

minmin

maxmax

NN
vvuu
vu
vu

u

          (3.22) 
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Les résultats de simulation sont donnés par les figures 3.5, 3.6 et 3.7. L �effet des non 

linéarités est assez apparent sur la sortie y, et les commandes et leurs incréments satisfont 

les contraintes. 
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                                            Figure (3.5) : La variation de l�angle y                                                                 

                                                                   

  
 

                                                  Figure (3.6) : La variation de v et de u 
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Figure (3.7) : La variation de v  st de u  

 

 

IV.1.2 Application de la commande prédictive MBPC : 

            Dans ce cas on utilise le même exemple d�application, le résultat de linéarisation  

par retour d'état  est donné par (3.16). On  peut écrire 

                                
Czy

BvAzz           (3.23) 

La discrétisation de système (3.23) pour un temps d�échantillonnage sTe 1.0   donne le 

résultat suivant 

                               
kCzky

kvBkzAkz zz1
         (3.24) 

Avec : 

                                

1.0
005.0
0002.0

0

,

1000
1.0100

005.01.010
0002.0005.01.01

zz BA      (3.25) 

Pour les mêmes valeurs initiales avec : ,1,1,20,2 QRNN Hu  on obtient les 

résultats des simulations donnés par les figures  3.8 et 3.9. l �effet des non linéarités sur la 

sortie est caractérisé par les fluctuations de la réponse (figure 3.8).          
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                                            Figure (3.8) : La variation de l�ongle y(°)  

                                        
                                            Figure (3.9) La variation de la commande u 

            Dans le cas ou les systèmes non-linéaire  est sous contraintes, on utilise  la 

commande  MBPC avec contraintes. Nous considérons le cas de la commande prédictive 

MBPC avec contraintes qui peuvent être écrites sous la forme : 

       0
1

kU
E

)(
             (3.26)           

       0
1
kU

F
)(

             (3.27) 

       0
1
kZ

G
)(

              (3.28) 
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Dons cet cas on cherche une relation entre les équation (3.26), (3.27) et (3.28) et les 

équations suivantes :  

       0
1

)(
1

kV
E             (3.29)           

       0
1

)(
1

kV
F              (3.30) 

       0
1

)(
1

kZ
G              (3.31) 

Où T
uNkvkvkV TT k)|1(�,...,k)|(�)(  est défini de la même manière que )(kV . 

La technique de commande est basée sur l�algorithme suivant  

d) Calcul des matrices constantes de MBPC  

e) On fait  une simulation pour calculer une relation entre wf ,  des équations (3.26), 

(3.27) et (3.28),  et les valeurs  11 , wf  les équations (3.29)...., 

f) On applique la fonction QP du Matlab, 

Dans la même application on prend  les mê mes valeurs et les conditions initiales que 

l�exemple précédent avec : 

.1,1,20.

2.0
2.0

2.0
2.0

,

10
10

10
10

:

7.0
7.0

7.0
7.0

14.0
14.0

14.0
14.0

,

6.0
6.0

6.0
6.0

2

11 QRNwfdonc

getwfNpour

H

u

 

Les figures 3.10, 3.11 et 3.12 donnent  les résultats de simulation. L �effet des nonlinéarités 

est encore apparent sur la sortie et on remarque que les commandes et leurs incréments 

satisfont les contraintes. 
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       Figure (3.10) : La variation de la sortie  y(°) 

 
 

                             Figure (3.11) : La variation du retour v  et la commande u  

 

 

                          Figure (3.12) : La variation de la retour u  et la commande v  
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IV.2  Exemple 2 Commande d�un moteur synchrone : 

            Les équations dynamiques d'un moteur synchrone à aimant  permanent avec la 

distribution sinusoïdale de flux sont données par:   

                        

L
u

pw
L

K
i

L
R

t
i

L
upw

L
Ki

L
R

t
i

J
Tw

J
Fpi

J
K

pi
J

K
t
w

w
t

bm
b

b

am
a

a

L
b

m
a

m

cos

sin

cossin
       (3.32) 

Dans lesquels  et w  sont la position et la vitesse de rotor, et ba ii ,  et ba uu ,  courants 

et tensions de  stator exprimées en armature fixe stator. Les paramètres  du moteur sont le 

R   résistance d'enroulement de  redresseur, et self-inductance L , le constant de couple de 

moteur mK , l'inertie de rotor J , le constant de frottement F  et le nombre des pôles  paires 

P .  Tous les paramètres,  sauf LT , sont positifs. On suppose que 1P . Lobjectif est de 

commander la vitesse et de minimiser l �énergie. 

On définit la fonction h , avec xTz et un difféomorphisme local est définit : 

                ,,,, 4321 zzzzxTz           (3.33) 

Donc on obtient:  

 

                         

sincos

cossin

4

3

2

1

bmam

L
b

m
a

m

iKiKz
J

T
w

J
Fi

J
K

i
J

K
z

wz
z

       (3.34) 

la variable z4 représente l�énergie consommée. Les sorties  à commander  sont données 

par : y=w ;  y=z4 .  Le modèle est réécrit sous la forme suivant : 

     

24

13

32

21

vz

vz

zz

zz

           Avec   

b

a

b

a
m

v

v

u

u

JJL
K

2

1

sincos

cossin
     (3.35) 
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Application de la commande prédictive MBPC : 

            Dans ce cas on utilise la notion de commande MBPC multi-variable, le résultat de 

linéarisation  par retour d'état  est donnée par (3.35). On  peut écrire 

                                
Czy

BvAzz            (3.36) 

La discrétisation de système (3.23) pour un temps d�échantillonnage sTe 001.0   donne le 

résultat suivant 

                               
kCzky

kvBkzAkz zz1
       (3.37) 

    Avec : 

                                

1000
0010

001.00
0001.0
00
00

,

1000
0100
0001.010
00001.01

C

BA zz

     (3.38) 

Pour les constantes et valeurs initiales  suivantes :  

,00000,00000

,001.0,0.04244,001.0,93.1,5,03.0,
2
3

,
1000000

010000000
,

10
01

,55,3

4321 ba

Lm

Hu

iiwzzzz

TeLFRTJK

QRNN

  

On obtient les résultats donnés par les  figures 3.11,3.12 et 3.13. La vitesse ne présente pas 

de dépassement important, l �énergie consommée est maîtrisée, les courants de commande 

sont sinusoïdaux. 
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                          Figure (3.11) : La variation de la sortie 1y  (vitesse w en rad/s)   

                 
                      Figure (3.12) : La variation de la sortie 2y  (maximum d�énergie)   
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                    Figure (3.13) : La variation de la retour au  et la commande bu  

Pour le cas des systèmes non-linéaires multi-variables, on utilise la méthode MBPC avec 

contraintes. De la même manière que l�exemple précédent, avec les mêmes valeurs des 

paramètres du système et les mêmes conditions initiales. On choisit :  

                          

,40,80,40,40
,360,260,330,330

,4,4,160,160
10
01

,
10000

01000000
,55,3

minmaxminmax

minmaxminmax

min2max2min1max1

2

bbaa

bbaa

u

uuuu
uuuu

yyyy

RQNN

         

Les résultats de simulation sont donnés sur les figures 3.14, 3.15 et 3.16. On remarque que 

les contraintes sont satisfaites pour toutes les variables. 

 

                       
            Figure (3.14) : La variation de la sortie 1y   avec contrainte (vitesse w en rad/s)   
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           Figure (3.15) : La variation de la sortie 2y avec contrainte (maximum d�énergie) 

 

 

   

                    
                                                        

               Figure (3.16) : La variation de  au  et la commande bu avec contrainte 
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Processus 

Signal de 
référence  

Commande 

Signal de 
commande

Sortie

        CHAPITRE 4 : 

 LA  

METHODE DU «BACKSTEPPING» 
 

 

 

I.  Introduction 
Dans ce chapitre nous développons une étude de la méthode  de commande 

backstepping. L'utilisation de cette technique exige une méthodologie systématique pour la 

conception. Les éléments théoriques de ce chapitre sont basés sur [2]. Plusieurs simulations 

seront présentées dans les cas adaptatif et non adaptatifs.  

 

II Commande par backstepping 
II.1  Approche non adaptative 

II.1.1. Principe 

Pour simplifier la présentation, nous commençons par développer un exemple de 

commande non adaptative (figure 3.1) par la technique backstepping dans le but d'atteindre 

la convergence des erreurs afin de réaliser la stabilité et l'équilibre 1xy  du système dont 

ry est l'entrée de référence. 

Soit le système: 

   

1

2

121 .

xy
ux

xxx T

           (4.1) 

Tel que         : vecteur paramétrique connu,  

1x   : Vecteur de fonctions non linéaires dérivable, tel que 00 . 

 

 

 

Figure 4.1  Schéma de principe de la commande non adaptative 
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La conception du backstepping est récursive. D'abord, on choisit l'état 2x  comme étant la 

commande virtuelle de l �état 1x (voir figure 4.1), ensuite on adopte la fonction stabilisante 

suivante: 

.11111
T

r xyxcx  . 01c           (4.2) 

Cette solution est conçue pour stabiliser l'équation (4.1), en supposant que 

112 xx  peut être implantée. Puisque ce n'est pas le cas, on définit: 

r

r

yxxz
yxz

122

11             (4.3) 

z2 est la variable qui exprime la réalité que « 2x n'est pas la commande exacte». Alors, 

le système complet (4.1) peut être formulé en utilisant les nouvelles coordonnées z 1 et z2: 

r
r

r
T y

y
yxx

x
uz

zzcz

.. 1
12

1

1
2

2111

         (4.4) 

Pour le système d'équations (4.4), on va concevoir une loi de commande 

21 , xxu  afin de rendre la dérivée de la fonction de Lyapunov définie positive: 

2
2

2
1 2

1
2
1 zzV               (4.5) 

La dérivée de (4.5) le long de la trajectoire donne: 

r
r

r
T y

y
yxx

x
zuzzc

zzzzV

..

..

1
12

1

1
1.2

2
11

2211

            (4.6) 

Le chemin évident pour réaliser et atteindre la négativité de V  est de choisir la 

commande u comme: 

r
r

r
T y

y
yxx

x
zzcxxu .., 1

12
1

1
122212        (4.7) 

Alors: 

02
22

2
11 zczcV              (4.8) 

Ce qui signifie que l'équilibre est globalement asymptotiquement stable. Le système 

en boucle fermée est  stable: 

ZAZ .                (4.9) 

Avec: 
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2

1

2

1 ,
1

1
z
z

Z
c

c
A    

La solution dans ce cas se traduit par: 

tAZZ .exp.0            (4.10) 

II.1.2 Résultats de simulation : 

On prend  le même exemple (4.1) avec :            

          

,00,00

,1,6,
7
10

,
sin

21

213
1

1
1

xx

cc
x

x
x

,  

Les résultats de simulation sont donnés par la figure 4.2. 

 

 
Figure 4.2. Résultat de simulation d �une commande backstrpping approche         

                                                Non-adaptative  

II.2 Approche adaptative 

Les modèles réels des systèmes physiques ne sont pas linéaires et habituellement 

caractérises par des paramètres (masses,  inductances, ......) qui sont peu connus ou 

dépendent d'un petit changement d'environnement. Si ces paramètres varient dans un 

intervalle important, il serait préférable d' employer une loi d'adaptation pour estimer les 

paramètres du système. La  figure 4.3 donne le schéma de principe d �une commande 

adaptative. 
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Figure 4.3 : Schéma de principe de la commande adaptative 

 

II.2.1 Conditions d'implantation 

Comme la majorité des méthodes de commande des systèmes non linéaires, 

l'application de la technique backstepping est limitée à certaines classes de systèmes. Les 

systèmes dans ce cas doivent être sous une certaine forme triangulaire. La forme générale 

du système a analyser est donnée par : 

1

11221

21232

1121

..

.,...,

.

.

.
.,

.

xy
xuxx

xxxx

xxxx

xxx

T
nn

T
nnn

T

T

         (4.11) 

Ou chaque 
pi

i RR: : est un vecteur de fonctions non linéaires, et 
pR  est un 

vecteur de coefficients constants. La commande u est multipliée par la fonction x , 

avec 0x , nRx . Si le but est d'atteindre la trajectoire désirée ry  en utilisant l'état 

ix , alors l'algorithme du backstepping peut être utilisé pour la stabilisation globale 

asymptotique de l'erreur  du système (on note l'erreur primaire par nRz ). Puisque le 

vecteur  est inconnu, alors avec une augmentation du système par la dynamique de 

l'estimateur � , une version algorithmique adaptative du backstepping est utilisée dans le 

 
Adaptation 
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Paramètres 

 
 

Commande 
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de 
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Sortie 
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but d'avoir une stabilité globale et asymptotique de l'erreur  du système. En général, 

l'algorithme de la commande adaptative backstepping peut être utilisé pour atteindre la 

stabilité globale et asymptotique de l'erreur  du système si les ét apes et les conditions 

suivantes sont respectées : 

 Le système est introduit selon la forme (4.11) ; 

 Les fonctions non linéaires i  sont connues ; 

 La paramètrisation est linéaire ; 

 La fonction x  satisfait  la condition, 0x , nRx  ; 

 Chaque i  est continûment dérivable ; 

 Le signal de référence  ry  est continu ; 

 Tous les états sont mesurables.  

Le diagramme, présenté par la figure 4.4, présente un exemple d'ordre trois avec 1x  

et les fonctions non linéaires dépendent seulement des variables d'état.  

 

 
                                       Figure 4.4 : Schéma du système d'ordre trois 

Dans ce  qui suit,  on va présenter l'étude d �un système non linéaire et 

l'implantation du backstepping sera introduite afin de réaliser une commande adaptative. Le 

problème d'adaptation surgit à cause du vecteur paramétrique inconnu  et le 

vecteur de fonctions non-linéaires  1x est connu avec 00 . 

Soit le système : 

1

2

12

xy
ux

xxx T

          (4.12) 

.1
T

.1
T

.3
T

2x3x 1x
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Pour concevoir une commande adaptative dans cette partie, on remplace le vecteur de 

paramètres réels  par son estimation �   dans la fonction de stabilisation (équations 4.2 

et 4.3), ce qui donne : 

 
�,

,

1111

1122

11

T

r

r

zcx

yxxz
yxz

           (4.13) 

Dans ce cas, la loi de commande donnée par  (4.7)  va être renforcée par le 

terme ),,( 212 xxv qui va compenser les transitions des paramètres estimés. 

     rr
T y

x
yxxvx

x
zzcxxu

1

1
2122

1

1
122212

�,,��,,    (4.14) 

Le système résultant dans les coordonnées z est : 

r
r

r
T

r
r

r
T

TT

y
y

yxxv
x

zzc

y
y

yx
x

uxz

zzczz

1
212

1

1

1
122

11
2

1

1
122

211121

�,,�
�

~

�
�

~

.        (4.15) 

Avec: �~  

En tenant compte de l'équation (4.15), le terme compensateur est choisi comme suit: 

�
�

�,, 1
212 xxv              (4.16) 

Si l'erreur ~  est nulle, le système devient asymptotiquement linéaire et stable (équation 

4.10). Puisque ce n'est pas le cas, la tâche suivante consiste à choisir la loi de mise a 

jour �,�
2 x  

Considérons la fonction de Lyapunov: 

~~
2
1

2
1

2
1 12

2
2
12

TzzV            (4.17) 

Puisque �~ , la dérivé de V2 s'écrit: 
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�~

�~~

2

1

1

112
22

2
11

1

1

121
2
22

2
112

z
z

x
zczc

x
zzzczcV T

T

T

       (4.18) 

La seule solution pour éliminer l'erreur paramétrique ~  est de choisir la loi de 

mise jour suivante : 

2

1

1

1
2

�,�
z
z

x
x           (4.19) 

ce qui permet d'écrire les expressions suivantes : 

111 zx  

2
1

1
11212

�,, z
x

xxx            (4.20) 

Alors, 2V est négative et la stabilité globale de z=0 est réalisée. 

02
11

2
112 zczcV             (4.21) 

Enfin, il résulte que l'équilibre  est globalement stable et   rt
ytxLim 1  

 

 
                                          Figure 4.5 : Commande adaptative du système bouclé 
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II.2.2 Résultats de Simulation 

On prend  le même exemple (4.1) avec :            

                       

,
0
0�,

11.0004.0
004.05.0

,00�,00�,001.0,00,00

,1,150,50,
10
20

,
sin

0

2121

212
1

1
1

xxTexx

ycc
x

x
x r

,  

Les résultats de simulation donnés par les figure s 4.6, 4.7, 4.8 et 4.9. On remarque que la 

sortie suit bien la référence avec un dépassement assez important caractéristique d �une 

commande adaptative non linéaire. En effet durant les premières itérations le système est 

en phase d�apprentissage. Les paramètres convergent rapidement vers un état stationnaire,   

1
�  convergent vers la vraie valeur 1  mais  2

�  présente un léger offset. 

 

  

                  
                                          Figure 4.6 : la sortie du système 
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                                       Figure 4.7 : la commande de système  

                  

                                   Figure 4.8 : variation de 1
�  par rapport a 1  
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                                  Figure 4.9 : variation de 2
�  par rapport a 2  

II.3 Généralisation 

II. 3.1 Théorie 

Afin de donner l'algorithme de la commande adaptative « backstepping » pour 

certaines classes de systèmes non-lineaires, le schéma (4.10) représente la 

procédure globale de cette technique. La forme générale du système est donnée par : 

,
..

.,...,

.

.

.
.,

.

1

11221

21232

1121

xy
xuxx

xxxx

xxxx

xxx

T
nn

T
nnn

T

T

         (4.22) 

Telles que nn
n xxxxFetxx ,,0 2211  vecteur de 

fonctions non linéaires lisses.  

� Algorithme de la procédure backstepping  



 

 43

 

Par convention, on définit 0,0,0 000z  

1
1

i
i
rii yxz  

i

i

k

k
rk

r

i
k

k

iT
iiii

i
rii vy

y
x

x
wzczyx

1

1
1
1

1
1

1
1 �,�,  

1

2

111

��,�,
i

k
ki

k
i

ii
rii zwyxv  

iii
i

rii zwyx 1
1,�,  

k

i

k k

i
i

i
rii x

yxw
1

1

12,�,  

ni ,,1  

connuesyyyyyxxxx i
rrrr

i
rii ,,,,,,,, 21  

La loi de commande adaptative: 

n
r

n
rn yyx

x
u 1,�,1  

La loi de mise à jour: 

zwyx n
rn

1,�,�  

Le système bouclé aura la forme: 

~,�,,�,
T

z tzwztzAz  



 

 44

ztzw ,�,�  

Tel que: 

nnnn

nn

n

z

c

c
c

tzA

,12

,1

23

2232

1

10
1....

..10
11

001

,�,  

et 

k
i

ij wx �
�, 1  

La fonction de Lyapunov s'exprime par: 

~~
2
1

2
1 1TT

n ZZV  

La condition de stabilité est sous forme: 

1

2

k
kkn ZCV  

L'équilibre du système s'exprime par: .0,0,0 tytyLimtZLimZ rtt
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II.4.2 Résultats de simulation Application à un robot avec le joint flexible 

            Les équations dynamiques d'un bras  de robot de lien  avec un joint élastique 

tournant dans un plan vertical  sont données par :         

                 

1

2122

1211111 0sin

qy
uqqkqFqJ

qMglqqkqFqJ

mm         (4.23) 

Dans lesquels 1q et 2q sont le déplacement (ou la rotation)  du lien et le  déplacement de 

rotor, respectivement.  L'inertie du lien 1J , l'inertie de rotor de moteur mJ , la constante 

élastique k , le masse de lienM  , le constant du gravitée g  , le  centre du masse l  et les 

coefficients visqueux  de frottement  mFF ,1  sont des paramètres positif. La commande 

u est le couple fourni par le moteur. On choisit comme variables d �états 4321 ,,, xxxx   telles 

que : 

      24231211 ,,, qxqxqxqx  

Le modèle est réécrit sous la forme suivant : 

 

u
J

xx
J
kx

J
F

x

xx

xx
J
kx

J
Mglx

J
F

x

xx

mmm

m 1

sin

3144

43

31
1

1
1

2
1

1
2

21

                                       (4.24) 

Avec les paramètres mFF ,1  sont des paramètres inconnus, donc on peut écrire le système 

sous la forme suivante :  

                     
p

i
i xquxgxfx

1

       (4.25) 

Avec  
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4

2

1

1

31

4

31
1

1
1

2

0

0

,
1

0
0
0

,
sin

x

x
xq

J
F
J
F

J

xg

xx
J
k

x

xx
J
kx

J
Mgl

x

xf

m

m

m
m

 (4.26) 

Pour rendre le système (4.24) sous la forme (4.22) il faut vérifier les conditions suivantes :  

i) Le système nominal gf ,   est localement  (globalement) linéarisable par  

retour d�état, 

ii) La supposition  stricte de triangularité 

                          20, niGGad iiq  

            est satisfaite dans 0U , voisinage  d'origine (dans nR ) ; 

i) On définit la fonction 11 xzxh  

4
4

2
2

4
31

3
4

2
31

1
1

11
2

4

,

sin

,1

x
x

x
xq

x
xx

J
k

x
x

x
xx

J
kx

J
Mgl

x
xf

xJ
g

m

m

       (4.27) 

,1

,1

,1

321

3

421

2

3

1

22

11

xJ
k

xJ
k

J
LLLLgad

xJ
k

xJ
k

J
LLLLgad

xJ
LLLLgad

mm
fgadgadff

mm
fgadgadff

m
fggff

ff

ff
        (4.28) 

  Donc 43,, Rgadgspan f . 

La distribution gadgspanG f
2

2 ,,  est involutive et a un rang constant égal à 3 ,    



 

 47

Donc :  

,,,0,

,,0,

,,0,

2
2

2

2
2

2

2
2

22

gadgspanGgadgadaussi

gadgspanGLLLLgadg

gadgspanGLLLLgadg

fff

fggadgadgf

fggadgadgf

ff

ff

      

On a donc la distribution gadgspanG f
2

2 ,,  est involutive et a un rang constant égal 

à 3 ,    

ii) la 2eme supposition est :   20, iGGad iiq          

      Avec:  gspanG0   gadgspanG f
1

1 , .  

        Cette condition est satisfaite parce que : 

10,0 iGGad iiq  

              2qGad  se calcule  comme suit   

2
22,0,0 Ggadgadadetgadadgad ffqfqq  

Les deux conditions sont  vraies donc on peut faire la transformation de système sur la 

nouvelle forme qui est donnée par la formule (4.11) avec : 

               

)(1,cos

0

0

1,,,

cos

sin

4
34

1
12

1

3
4

2
3

22

1

1
11

24
1

12
1

3
4

31
1

1
1

2
3

22

11

vhL
hLL

uavecx
J
kxx

J
MglhLL

hLL

xhLL

hL
nihLLxx

xx
J
kxx

J
MglxhLz

xx
J
kx

J
MglxhLz

xxhLz
xxhz

f
fg

fq

fq

fq

q

i
fqi

f

f

f

 (4.29) 

 Les valeurs numériques :                     

,
4.04.0
4.08

10,000001,1,10

,20,5,5.5,65,100,2,4

00000,
95.0
474.0�2,8.9,1

5
43211

3

43211

43210

zzzzFFsTe

ccccaveckJJ

xxxxlgM

m

m

Les résultats de simulation sont données par les figures 4.11, 4.12, 4.13, 4.14 . La sortie suit 
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la référence sans dépassement, le temps de réponse est égal à 2 secondes. Comme dans le 

précédent exemple, le paramètre  1
�  convergent vers la vraie valeur 1  mais  2

�  présente 

un léger offset. 

 

 

 

              
                               Figure 4.11 : la sortie du système y  en degré  

 

              
Figure 4.12 : variation de u 
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                              Figure 4.13 : variation de la valeur estimée 1�   

 

              

                           Figure 4.14 : variation de la valeur estimée 2�    

  

 

 

 

 

 

III Backstepping avec observateur: 
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III.1 Approche non adaptative avec observateur: 

Certains systèmes ont des états inaccessibles à mesurer ou difficile ou coûteux à 

mesurer, soit par impossibilité physique d �introduire un capteur, soit pour des questions 

des coûts, on ne peut pas mesurer tous les états. La solution est  d �utiliser la notion 

d�observateur  basé sur les mesures faites sur l �entrée et la sortie du processus. Dans cette 

section, on introduit l �observateur sur la commande backstepping. La conception 

backstepping d'observateur peut être appliquée au  système à retour de sortie, dans lequel 

les non linéarités dépendent seulement des sorties 

                             

1

0

111

1

11

232

121

xy
uybyx

uybyxx

uybyxx

yxx

yxx

yxx

nn

nnn

m          (4.30) 

On suppose que le système est minimum de phase, c.-à-d. 01 bsbsb m
m  est un 

polynôme de Hurwitz, et Ryy 0 .  

Pour dériver un observateur pour le système, nous réécrivons le  système sous la forme :     

         

 
xCy

xxuybyAxx
T

00,                   (4.31) 

Où  

                 
00

0 I
A ,      

0

0

0

b

b
b

m

,       

0

0
1

C ,        ,
1

y

y
y

n

                 (4.32)    

Alors un observateur est défini par  
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,��

���

xCy
uybyyykxAx

T
  Avec  nik

k

k
k

k i

n

0,0,2

1

         (4.33)  

On choisit k  de façon que TkCAA0  est une matrice de Hurwitz. ,  

En a L�erreur d�observateur :    xxx �~                            

Alors   

                             
000

00

�~
~0~,~~

xxxet
xxxAx       (4.34) 

Supposons que le signal de référence ),,0[Ctyr  On définit les expressions 

récursives suivantes :                       
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1
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1

1
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1
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1

1

2
1

1)2(
111

111111

1

.,,1,

��
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r
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i
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i

i
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i
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i
r

i
rriiii

r
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y

yxykx
x

yx
y

yxyk
y

ddc

yyyxxyx
ydcy

yy

   (4.35) 

                         

 Où nidc ii 1,,  sont des constantes  positives.  

 Le contrôleur est alors défini par :  

rp
m

yx
yb

u 1�1
              (4.36)                

 

 

III.2 Résultats de simulation : 

Dans le but d�illustrer la méthode de  commande avec observateur, on propose la 

simulation du système d �ordre deux      

       

1

2

121

xy
ux

yxx

u     Avec    ,5,sin1 uyy    (4.37) 
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Le signal de référence est :  1ry  avec 

           

1.05830125.0
0125.00171.0

00�0�,000,0

01.0,40,30,1,1,1

2121

212121

P

xxxxkCAA
Tekkddcc

T  

Les résultats sont donnés par la figure 4.15 

                             (a)                                                                          (b) 

Figure .4.15  Exemple de commande backstepping non adaptative avec observateur  

                                                 (a) la commande, (b) la sortie 
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CHAPITRE 5 :  

CONCLUSION GENERALE 
 

 

 

Dans ce travail, nous avons introduit une technique de commande prédictive basée sur un 

modèle non-linéaire reposant sur l �utilisation d �un linéarisation par retour d �état pour la 

commande MBPC ou retour de sortie pour la GPC. Cette technique  permet de réaliser une 

commande non linéaire valable seulement pour les systèmes linéarisable par retour d �état 

dans le cas de MBPC et linéarisable par re tour de sortie dans le cas de la GPC), 

L�avantage de cette méthode est : 

i) On évite la linéarisation du système pour augmenter la robustesse du système 

commandé  

ii) Pour le cas sans contraintes on obtient une solution analytique.  Pour le cas avec 

contraintes, le problème est plus complexe. Les nouvelles contraintes ont été 

obtenues par simulation. 

Par ailleurs nous avons étudié deux approches de la commande adaptative et non 

adaptative en utilisant la technique backstepping. Dans le cas non adaptatif,   tous les 

paramètres du système sont connus ce qui a permis d'avoir des résultats globalement 

acceptables. Lorsque ces paramètres sont inconnus, nous avons adoptés  une 

commande adaptative indirecte basée sur une estimation en ligne des paramètres 

du système. Les résultats obtenus sont satisfaisants.  
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Annexe-A 

A.1 La commande Prédictive Généralisée (GPC: Generalized Predictive 

Control):   
    

Dans le cas du GPC, x(t) le modèle de prédiction est donné par  

                    A(z-1) . y(t) = B(z-1) . u(t-1)+ C(z-1) . e(t) /                                                (A.1) 

où :  C(z-1) = 1 + c1 z-1 +c2 z-2+ ......+ cnc z-nc  ( nc est le degré de C ).  

 =1- z-1 , appelé opérateur de différence, son rôle et d'assurer une action intégrale sur le 

contrôleur à fin d'annuler l'effet des perturbations. 

e(t) : est un bruit gaussien blanc à moyenne nulle. 

    Le modèle décrit par l'équation (A.1) représentatif du système a contrôler est appelé 

modèle CARIMA (Controlled Auto Regressive Integrated and Moving Average ), ce 

modèle constitue le modèle de base de la méthode GPC à partir duquel sera dérivée 

l'expression de la loi de commande. 

La fonction de coût :   

    Pour déterminer la commande à appliquer au système à l �instant t, la méthode GPC 

minimise le critère suivant : 

                          J (t) =
2

1

N

Nj
 [ y(t+j) - w(t+j) ]2 +

Nu

Nj 1

*[ u(t+j-1) ]2                         (A.2) 

                         avec :   u(t+j) = 0      pour  j  Nu  

où : 

           N1 : est l'horizon minimal de prédiction. 

          N2 : est l'horizon maximal de prédiction.  

          Nu : est l'horizon de commande. 

           :est un facteur de pondération du signal de commande (  > 0 ). 

          w(t+j): est la trajectoire future de référence connue à l�avance. 

          u(t+j): est l�incrément de contrôle.   

     Cette fonction (A.2) est minimisée à chaque échantillon et seulement le premier 

incrément de contrôle sera appliqué au système à contrôler. 
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Le prédicteur à j-pas :  
     Pour simplifier le calcul de la loi de commande GPC, on va poser : 

C(z-1) = 1, on a :                      C(z-1) = 1 =Ej( z-1)+ .A(z-1) + Z-j .Fj(z-1)                  (A.3) 

où Ej et Fj sont des polynôme en  z 1  . 

Cette dernière équation (A.3) est appelée équation diophantine. 

  Après calcul l'expression du prédicteur s �écrit : 

                            y(t+j) = Gj. u(t+j-1) + Fj.y(t)                                   (A.4) 

avec Gj = B.Ej , 

L�équation précédente peut être après développement divisée en deux parties ( partie des 

signaux connus et partie des signaux inconnus ) qui s�écrit sous forme matricielle :  

                                 = G .  +F             (A.5) 

où :   , U et F sont des vecteurs de dimension N 1 avec : 

  = [ y(t+1),y(t+2),...,y(t+N) ] t 

  = [ u(t) , u(t+1) ,..., u(t+N-1) ]t 

F = [ f(t+1) , f(t+2) ,....,f(t+N) ]t  

et  f(t+j) =[g(j,j).z -j+g(j,j+1).z-(j+1)+..+g(j,nb+j-1).z-(nb+j-1)]. u(t+j-1) + Fj.y(t) . 

la matrice G2 définie dans l'équation (A.5)) serait une matrice de dimension N*N  tel que : 

               g(1,0)           0                0                      .....                  0 

               g(2,1)       g(2,0)            0                      ......                 0  

G   =             :               :                :                                             : 

                g(N,N-1) g(N,N-2) g(N,N-3)                 .....            .g(N,0)                               (A.6) 

La loi de la commande prédictive : 

     La loi de commande est calculée de façon à minimiser le critère  quadratique suivant : 

                J = 
j

N

1

2

 [(y(t+j) - w(t+j) ]2+ 
j

Nu

1
 .[ u(t+j-1)]2                                         (A.7)                       

avec :  u(t+j-1) = 0 pour j > Nu 

Le terme [(y(t+j) - w(t+j)]2 représente la somme pondérée des erreurs futures entre les 

sorties futures et les signaux de consignes w(t+j) (j=1..N2). 

Le terme [ . u(t+j-1)]2 représente le coût de l�effort de commande 

 Le critère (A.10) peut être écrit sous forme matricielle comme suit : 

                  J =(Y - W)T . (Y - W) +  . UT . U                                   (A.8) 

La relation du prédicteur est: Y = G.U + F en remplaçant cette dernière dans l �équation 

(A.8) ont trouve :   J =   (G.U+F-W)T . (G.U+F-W) + .UT . U                     (A.9) 
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 J est minimale si J/ Ü = 0      U = [ (GT.G) + .I ] 1  . GT . (W - F)                      (A.10) 

où I représente la matrice identité. 

 Cette dernière équation fournie les incréments futurs de contrôle pour les instants �t�à 

(t+Nu-1), basés sur les informations disponibles à l �instant �t�. Seulement u(t)  sera 

appliqué au système et la co mmande est alors tel que :  u(t) = u(t) + u(t-1) 

La minimisation du critère sera reprise à chaque échantillon pour le ca lcul de la nouvelle 

commande à  appliquer au système. 

 

A.2 la commande prédictive généralisée avec contraintes : 
Dans le cas de la GPC avec contraintes le problème est de minimiser J en tenant 

compte de:          maxmin uuu           (A.11) 

Donc on peut écrire J sous la forme :   cUdQUU
2
1J TT        (A.12) 

avec : 

IGGQ T              (A.13) 

GWf2d T
conu )(              (A.14) 

)()( WfWfc conu
T

conu                                 (A.15) 

Pour résoudre ce problème on utilise l'instruction QP (Quadratic programming) le 

programme quadratique de Matlab. 

 

A.3La commande prédictive à base d'un modèle d�état (MBPC: Model 

Based Predictive Control): 

 A.3.1 Cas sans contraintes: 

Calcul des prédictions : 

Le modèle de base pour calculer les prédictions est un modèle d �état discret donné par :  

)()()1( kBukAxkx  

  )()( kxCky y                                                                                                                    

)()( kxCkz z               (A.16) 

 x(k) variable d�état, y(k) sorties du système, z(k) sorties à commander, k l�instant 

d�échantillonnage.  Souvent on a z(k)=y(k) Aussi on suppose que nous ne savons rien au 
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sujet des perturbations ou bruit de mesure, alors tout ce que nous pouvons faire est de 

prédire à partir des équations ci-dessus, nous obtenons:  

              )/(�)()/1(� kkuBkAxkkx  

             )/1(�)/1(�)/2(� kkuBkkxAkkx  

                           )/1(�)/(�)(2 kkuBkkuABkxA  

            

      )|1(�)|1(�)|(� 222 kNkuBkNkxAkNkx   

                     )|1(�)|(�)( 2
122 kNkuBkkuBAkxA NN  

Dans la première ligne nous avons utilisé  û (k|k) plutôt que u(k), parce qu'au moment où 

nous avons besoin de calculer les préd ictions nous ne savons pas quel est u(k) . Maintenant 

rappelons que nous avons supposé que la commande changera aux temps k, k+1,�, k+Nu-

1seulement, et restera constante après cela. Donc nous avons û(k+Nu-1) pour: Nu i N2-1. 

En fait, nous voudrons avoir les prédictions exprimées quant à û(k+i|k)  plutôt que 

û(k+i|k) . Le prédicteur s�écrit sous forme matricielle :

 

futur

NN

i
iN

i
i

N

i
i

N

i
i
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N

i
i
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i
i

N

i
i
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N

N

ku

BABA

BABBA
BBA

BAb
B

ku

BA

BA
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B

kx

A

A
A

A

N

kx

u

u

u

u

u

u

k)|1(ku�

k)|(�
0
0

)1()(

k)|(kx�

k)|1N(kx�
k)|N(kx�

k)|1(�

u

0

12

0

0

1

0

12

0

0

1

0
1

2

u

u

2
2

         

                                                                                                                   (A.18)             

Les prédictions de z sont maintenant obtenues simplement  

k)|2(�Ck)|2(kz�
k)|1(Ck)|1(�

z

z

kx
kxkz

| 

                                (A.19) 

k)|(�Ck)|(� 2z2 NkxNkz  

où: 

k)|(kx�

k)|1(�

00

00
00

k)|N(kz�

k)|1(�

22 N

kx

C

C
Ckz

z

z

z
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Calcul de la commande 

 La fonction coût  s�écrit  : 
2

)(

1

0

2

)(
k)|(�i)r(k-k)|(�)(

2

1 iR

N

i

N

Ni
iQ

u

ikuikzkV                   (A.20) 

avec : r(k) référence, Q(i) et R(i) sont des matrices des pondérations. 

Nous pouvons récrire ceci sous forme condensée : 
22 )()()()( RQ kUkTkZkV  

Où
k)\(�

k)\(�
)(

2

1

Nkz

Nkz
kZ      

k)|(kr�

k)|(�
)(

2

1

N

Nkr
kT

k)|1-N(ku

k)|ku
kU

u�

(�
)(  

et les matrices de pondérations  Q et R sont données par : 

)(00

0)1(0
00)(

2

1

1

NQ

NQ
NQ

Q ,

)1(00

0)1(0
00)0(

uNR

R
R

R  

Les prédictions sont données par l �équation (A.20) :                                               

)(kZ )(kx  )()1( kUku                                                                                 (A.21) 

En posant : )1()()()( kukxkTk                                                           (A.22) 

On peut écrire )()()()( kUHkUGkUconstkV TT  

où: )(2 kQG T  et   RQH T             (A.23)   

et ni F ni H dépendent de ).(kU   

Pour calculer )(kU  optimal, il faut calculer  le gradient de )(kV  la solution  

 GHkU opt
1

2
1)(                    (A.24)  

Nous utilisons seulement la partie de cette solution qui correspond au premier élément du 

vecteur, nous pouvons représenter ceci comme : 

opt

timesN

lllopt kUIku
U

)(0,...,0,)(
)1(

                               (A.25) 

 

où : lI  est la ll  identité matrice, et l0 est la ll zéro matrice.  
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A.3.2 Cas avec contraintes: 

Le problème de la commande prédictive avec contraintes est de minimiser 

)()()( kUGkUHkU TT                   (A.26) 

avec les contraintes. Ce problème est de la forme: 

tT

2
1min              (A.27) 

 qui est un problème standard appelé programme quadratique : QP qu�on peut résoudre 

numériquement en utilisant des algorithmes efficaces tels que la méthode '  active set'



 
 
 

 

AnnexeB 

A.1 La linéarisation par retour d�état du système (robot avec le joint 

flexible): 
 

 Le modèle s�écrit sous la forme suivante : 

 

u
J

xx
J
kx

J
Fx

xx

xx
J
kx

J
Mglx

J
Fx

xx

mmm

m 1

sin

3144

43

31
1

1
1

2
1

1
2

21

  (B.1) 

Pour mettre le système sous la forme (2.24 - 2.25) on applique le théorème (2.3), 

Donc if faut que le système vé rifie les conditions suivants : 

i) nn
f Rgadgspan 1,, ,  

ii) la distribution 2
2 ,, n

fn adgspanG  est involutive et a un rang constant  égal à 

1n ,  

Ou, d'une manière équivalente,  si et seulement si :  

iii) Les distributions  20,,, niadgspanG i
fi  sont involutives et de rang 

constant égal à 1i  

 

Donc nous avons :  
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   ,
1

0
0
0

,
sin

314
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31
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2

m
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m J
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xx
J
kx

J
F

x

xx
J
kx

J
Mglx

J
F

x

xf      (B.2) 

On peut aussi écrire (B.2) sous la forme : 

       

.1

.

sin

4

4
314

3
4

2
31

1
1

1
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1
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1
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xJ
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x
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J
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J
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x
x

x
xx

J
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J
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m     (B.3) 

Pour vérifier  i)  if faut faire les calculs suivants : 
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Donc on a :  
432 ,,, Rgadgadgadgspan fff , la condition  i)  satisfait,  

2
2

2
2

2
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0,

22

22

GLLLLgadgad

GLLLLgadg

GLLLLgadg
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2G  Involutive et a un rang constant  égale à 3.La condition  ii) est satisfaite.L�équation 

(B.1) devient :                                          

                    
.

31,,

34
4

1

uxhLLxhLz

izz

fgf

ii
         (B.4) 

On définit le retour d�état              v
xhLLxhLL

xhL
u

fgfg

f
33

4 1        (B.5) 

 on choisit la fonction  1xxh   

on définit la fonction 1xh  avec .00h et xTz et un difféomorphisme local défini 

par : 

                ,,,,,,, 4321
32 zzzzhLhLhLhxTz fff        (B.6) 

             

.
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Fxx
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J
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J
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J
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J
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J
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J
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(B.7) 

Avec : 

.sincos

sin

4
1
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1
1

2
1

1

1

1
2

1
1

1

3
4

31
1

1
1

2
1
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3

22
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x
J
kxx

J
kx

J
Mglx

J
F

J
Fx

J
kx

J
MglhLz

xx
J
kx

J
Mglx

J
FhLz

xhLz
xxhz

f

f

f

(B.8) 

 A.2 Linéarisation en entrée-sortie par retour d�état (système robot avec le 

joint  flexible): 
Le système est localement linéarisable en entrée-sortie par retour d �état c.-à-d. 

Localement entrée-sortie équivalente à l �équation (2.44) parce que 4 . 
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Donc on peut écrire le système (B.1) sous la forme : 

4
4 1,

s
sFouvy            (B.9) 

avec la même  expression de v .   

A.3 Calcul  des contraintes pour le système (robot avec le joint flexible): 
Nous avons l�équation suivante : 

uxhLLxhLvv
xhLLxhLL

xhL
u fgf

fgfg

f 34
33

4 1  

Aussi ix est borné  les fonctions xhL f
4  et xhLL fg

3  sont aussi bornées  

Donc min
4

maxmin
3

max
min

3
min

4
max

max hLuhLLv
hLL

hLv
uu ffg

fg

f                      (B.10)  

Pour une petite simulation ou un petit calcul (pour les systèmes simples) on peut trouver 

la valeur max de v équivalente à la valeur max de u, et en fait l �optimisation pour les 

valeurs max et min de v. On obtient  les contrainte sur l�incrément de commande par : 

Pour kt  kukxhLLkxhLkv fgf
34                  (B.11) 

        1kt  1111 34 kukxhLLkxhLkv fgf , 

Donc  

ukxhLL

kukxhLLkxhLLkxhLkxhLkvkvv

fg

fgfgff

1

111
3

3344

  

uxhLLuxhLLxhLv fgfgf
334                   (B.12) 

Pour notre exemple CstxhLL fg
3 donc on a 

uxhLLxhLv fgf
34                     (B.13) 

On fait les mêmes opérations que pour l �équation (B.10), on calcule les contraintes pour 

la commande GPC et la commande MBPC avec la même méthode que l�annexe C 
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A.4 La linéarisation par retour d�état du système (moteur synchrone): 
 

Les équations dynamiques d'un moteur synchrone à aimant  permanent avec la 

distribution sinusoïdale de flux sont données par:   

                        

L
upw

L
Ki

L
R

t
i

L
u

pw
L

K
i

L
R

t
i

J
Tw

J
Fpi

J
Kpi

J
K

t
w

w
t

bm
b

b

am
a

a

L
b

m
a

m

cos

sin

cossin
              (B.14) 

On choisit comme variables d �états 4321 ,,, xxxx   telles que : 

                          ba ixixwxx 4321 ,,, . 

 on pose 1p ,  on obtient  
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Donc nous avons :  
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             (B.15) 

Pour obtenir notre linéarisation par retour d �état, on suit la procédure suivante : 

a) calcul les 21, ik i  
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L
L

rankmggspanGrankGm
1
0
0
0

0

1
0
0

2,1, 0000 , 

Donc 20m , de la même façon on obtient         

.022
.,,,,

1

2101011

m
ggggadGspanGmrankGm f  

De la même façon on trouve 4042m ,  et  

 

.2
220,1

2

11

k
kimcardk i  

 

b) On trouve par calcul que 421,30: ijgadspanrank i
j
f . 

 

               

c) ,43rankG  

 

Donc le système (B.10) linéarisable par un retour d �état  avec 1xxh , les nouveaux 

états donnés par : 
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   (B.17) 

Le modèle est récrit sous la forme suivante : 
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           Avec   
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v
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              (B.18) 

A.5 Calcul des contraintes pour le système (moteur synchrone): 
Tous les calculs des contraintes sont fait exactement comme le calcul précédent, 

dans la partie  (B.3).  

 

 

 

 

 

 

 

 


