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INTRODUCTION

Le traitement numérique du signal est 1'étude des systéemes et
des signaux a l'égard des contraintes imposées par les dispositifs
de calcul numérique. Cette discipline a trouvé d'importantes
applications dans des domaines tels que 1le filtrage, les
télécommunications, le traitement de la parole, le traitement de
l1'image et bien d'autres. Et de ce fait, elle est devenue un
élément essentiel de la technologie moderne et s'est imposée avec

le temps grace au développement technologique continu.

A l'origine, pour mettre au point les systémes de traitement, gui
étaient analogiques, une réalisation hardware de multiples
variantes était nécessaire. Le colt résultant était alors trés
éleve. Le développement de l'ordinateur a remédié a ce probléme
en faisant imposer les méthodes de traitement numérique. En effet,
par la simulation, 11 a permis 1l'étude détaillée des systémes de
traitements analogiques avant leur réalisation matérielle. Ce qui
faisait aboutir au systéme optimal avec un coGt considérablement

réduit.

Certaines applications ont pu méme étre exécutées par ordinateurs.
Néanmoins, ceux-ci présentaient un 1inconvénient majeur: les
traitements devenant de plus en plus complexes ne pouvaient

s'effectuer en temps réel.

Plusieurs recherches ont été lancées pour lever ce probléme. Elles
ont abouti & la découverte d'algorithmes structurés pouvant étre

exploités en une conception hardware. Il y a eu, par conségquent,



construction de plusieurs machines cablées offrant de treés grandes
vitesses d'exécution autour de processeurs généraux.

Apres, le progrés de la micro-électronique a donné naissance a des
processeurs complexes permettant des calculs trés rapides et
offrant la flexibilité aux algorithmes et aux formats de données.
Puis, il y a eu un impératif de standardisation, ce qui a conduit
au développement de processeurs structurés pour satisfaire a unc
large variété de t&ches tels 1'INTEL 2920, le TMS320, le DSP96000
et 1'ADSP-2100. Ainsl, les processeurs de signal sont devenus des

outils de traitement indispensables [1][2].

Le but de ce travail est de mettre au point les algorithmes
de base de traitement numérique du signal, a savoir la transformeée
de Fourier rapide (FFT), le filtrage numér ique et la
convolution [1](3][4], sur 1le processeur de signal d'ANALOG
DEVICES 1'ADSP-2100 pour un traitement en temps réel. Ils seront
implantés en virgule fixe simple précision en respectant les
deux éléments clés du traitement numérique du signal : la drande

vitesse de calcul et la précision numérique adéquate [5].

Ce manuscrit est composé de cing chapitres et deux annexes:

Le premier chapitre est un rappel sur les signaux et les systémes
discrets, 1la transformée en VA et les signaux discrets
aléatoires. Il contient des notions nécessaires utilisées dans

les chapitres suivants.

Le deuxiéme chapitre introduit la transformée de Fourier discréte.
L'algorithme de 1la FFT & entrelacement temporel et son
application pour les signaux réels sont expliqués.

Le troisiéme chapitre traite 1les deux classes de filtres
numérigues a savoir les filtres IIR et les filtres FIR. Pour
chaque classe, une méthode d'approximation et les structures les

plus utilisées sont données.



Dans le quatriéme chapitre, on présente l'effet de 1la 1longueur
finie des registres sur les algorithmes développés aux deux

chapitres précédants.

Le dernier chapitre est consacré a 1'étude de 1'implantation des
algorithmes sur le processeur de signal ADSP-2100. Les résultats

obtenus et quelques applications y sont présentés.

Enfin, dans les annexes, on présente le processeur et son systéme
de développement ainsi que les 1listings des programmes développés

en langage assembleur.



CHAP | SIGNAUX ET SYSTEMES A TEMPS DISCRET

1.1. Signaux a temps discret:

1.1.1 Généraliteés

Un signal est une grandeur physique qui évolue avec le temps
et qu'on peut représenter mathématiquement par une fonction d'une
ou de plusieurs variables indépendantes. Si la représentation
mathématique est déterminée d'une maniére unique par une lol gu'on
peut énoncer, le signal est dit déterministe (figure 1.1.a), sinon
11 sera régi par les 1lois de probabilité et le signal est dit
aléatoire (figure 1.1.b) [6-8][11].
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Figure 1.1 Ty pes de signaux
a) Deterministe- signal cosinus
b) Aleatoire

La variable indépendante peut étre continue ou discreéte.

- Les signaux a temps continu, ou signaux analogiques, sont
définis dans un continuum de temps et sont ainsi représentés par
les fonctions a variables continues (figure 1.2.a) [7].

- Les signaux a temps discret sont ceux pour 1lesquels la
variable indépendante prend uniquement des valeurs discrétes,
généralement espacées d'un intervalle de temps constant T appelé
période d'échantillonnage [6][7][11]]). Les signaux discrets sont

représentés par des séquences de nombres (figure 1.2.b) [6]:



{x (nt) }, n=¢{, ... ,-3,-2,-1,0,1,2,3, ..., } (1.1)

x(nT) est le n'eme

membre de la séquence. Par simplicité, on le
dénote x(n), T =1

- L'amplitude du signal peut étre aussi continue ou discéte. Les
signaux digitaux (ou signaux numériques) sont ceux pour lesquels

le temps et l'amplitude sont discrets (figure 1.2.c) (7].
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Figure 1.2 Types de signaux deterministes:
a) analogique
b) discret
c) digital (numerique)
Dans tout ce qui suit, on considére que les signaux sont
discrets complexes et que la période d'échantillonnage est égale a

l'unité. Les exceptions & ceci seront précisées quand il le faut.

1.1.2 Norme d'un signal :

La norme Lp d'un signal est définie par [6]:



1/p

Lp = || X(n) [|p = E: | x(n)|" (1.2)

oi p est un entier positif. La norme d'un signal fournit une

mesure globale de sa dimension.

La norme d'un signal satisfait aux axiomes suivants

1- 1l x(n) Il 2z 0 et Il x(n) |l = 0 si et seulement si x(n) = 0O pour
tout n.

2- Il a.x(n) Il = | a |. Il x(n) Il , pour tout scalaire a.

3- 1l x(n) + y(m) Il =1l x(n) Il + 11 y(n) |l

Trois normes portent un intérét particulier en traitement du
signal: L1, Lz, Le
- La norme Li est égale a la somme des amplitudes de chaque

échantillon du signal:

+ 00

L= 1l x(n) Il = Z |%(n) | (1.3)

n=-o

Cette mesure est utilisée dans la détermination de la stabilité

des systémes discrets linéaires.

- La norme L2 est une mesure de l'énergie du signal.
+®

1/2
Lz = (1 x(n) I, =[ Z |%(n) | 2 ] (1.4)

n =-0

Elle est utilisée dans l'analyse des signaux et des systémes.

- La norme Lo donne le maximum de l'amplitude du signal
Loe = Il x(n) Hm = max |x(n)| , pour tout n. (1-5)

Cette norme fournit une limite pour déterminer les exigences de la

dynamique des systémes.

1.1.3 Représentation fréquentielle d'un signal discret

La transformée de Fourier d'un signal analogique xd(t)
est [(7]:

X (w) =J x (t) . e at (1.6)

-

et la transformée inverse de Xa(w) est [7]:



+ 00

x (t) = 2—711— J X (0) . e

dw (1.7)
.

ou w dénote la pulsation et t dénote le temps.

T
n
t

La transformée de Fourier du signal discret { x(n)

donnée par ([7]:

+00
X(w) = E: x(n) . e (1.7
n=-m
De cette équation, on déduit que X{(w) est périodique de peéeriode
2n, puisqu'on a
§(W+2M) n jln
e = e

L'équation (1.8) exprime X(w) sous la forme d'une série de
Fourier ol les échantillons x(n) correspondent aux coefficients de
la série. De ce fait,on peut évaluer les échantillons par la
relation donnant 1les coefficients de Fourier d'une fonction

périodique:
-

)
St

x(n) =—— | X(w) dw (1.9)

2n
T

c'est la transformée de Fourier inverse de X(w).

Existance de la transformée de Fourier:

On admet que la transformée de Fourier définie par (1.8)
existe pour les signaux a énergie finie, ou de carré sommable,
1.e tous les signaux qui vérifient la relation [8]:

+ 0
2
E: |x(n)| < o

n=-0

Notations fréquentielles:

Certains auteurs [8] préférent travailler avec la variable f
représentant la fréquence a 1la place de la varible w représentant
la pulsation. On a w = 2n f. Les équations (1.8) et (1.9)

deviennent respectivement:

X(f) = E: x(n) . g oM tn



-1/2

et x (n) =‘[ X(£) . &2 g
172

Dans ce qui suit, on utilisera indifféremment les deux notations.

La transformée de Fourier et le produit de convolution:

Soient deux signaux x(n) et y(n) ayant pour tranformee:
respectives X(w) et Y(w), et soit z(n) leur produit de convoluti>

défini par [7]:

+

z(n) = x(k)*y(k) = E: x(k).y(n=-k) (1.10

k=~0

La transformée de Fourier de 2z(n) est donnée par 1le produl
simple:
Z(w) = X(w) .Y(w) (1.11

1.1.4 Echantillonnage et reconstitution analogique

Souvent, les signaux discrets sont obtenus par u
echantillonnage périodique d'un signal analogique. Le
échantillons sont prélevés avec une période T appelée period
d'échantillonnage. Dans le cas ol on désire reconstituer le signa
analogique a partir de ses échantillons, on doit poser un
contrainte sur T, cette contrainte découle du théorem

d'échantillonnage.

1.1.4.1 Théoréme d'échantillonnage : Théoréme de Shannon

Théoréme: Un signal analogique xa(t) ayant une largeur de band

finie limitée a O ne peut étre reconstitué exactement a parti
C
de ses échantillons x (kT) que si ceux-ci ont été prélevés ave
a

une période T inférieure ou égale a (n/Qc) (8].

1.1.4.2 Effet de 1l'échantillonnage :

L'échantillonnage idéal est obtenu en multipliant le signa
analogique X_(t) par une suite périodique d'impulsions de Dirac d
période T [8]:

xe(t) = xa(t) . ST(t)
+ 0

avec 6T(t) = §: é (t-nT)

n=-0



Dans le domaine fréquentiel, la transformée de Fourier X (w) u

e

signal échantillonné est donnée par:

X (0) = X () * E(w) =—1— Z X (0 - 2nn (1.12)

n=-0

ou E(w) est la transformée de Fourier de 6T(t):
+ 00

E(w) = Z%; E: d (w - E%E )

La formule (1.12) montre que le spectre Xe(w) est obtenu par la
répartition périodique, de période 2n/T, du spectre Xan). S1 le
théoréme de Shannon n'est pas respecté, lors de la répartition de
Xa(w),on aura un recouvrement et la reconstitution du signal
original n'est plus possible. La figure (1.3) montre deux cas
d'échantillonnage, l'un permet la reconstitution et l'autre ne le

permet pas.

1.1.4.3 Reconstitution :

Si le théoréme d'échantillonnage est satisfait, le signal
X (t) peut étre reconstitué avec un filtre passe-bas idéal. On a
ainsi [8}:
Xa(w) = Xe(w) . H(w) (1.13)
ou H(w) est la réponse du filtre. Dans le domaine temporel, on a

X (t) = x_(t) * h(t) (1.14)

h(t) étant la réponse impulsionnelle du filtre. Elle est donnée

par
+ 00 +W
=1 jwt _T ¢ wt _ sin(mt/T)
h(t) T J H(w) e dw =7 [ e dw = (TE/T) (1.15)
- 00 _w
C
W étant la fréquence de coupure du filtre.
En remplaAant (1.15) dans (1.14), on obtient une formule

d'interpolation pour la reconstitution du signal analogique xa(t).

x (t) = Z x_(K.T) sin Eé’/’,{,?)(éfiﬁ)] (1.16)

k=-0m
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Figure 1.3: Echantillonnage et reconstitution du signal.

1.2 Systémes a temps discret :

Un systéme est défini mathématiquement par une transformation
unique, ou un opérateur T, qui agit sur une séquence d'entrée x(n)

pour produire une séquence de sortie y(n). Ceci est dénoteé

10



par [7):
y(n) =T [x(n)] RS

Le signal d'entrée est appelé signal d'excitation et le signal d¢
sortie est appelé la réponse du systéme a l'excitation.
Les différentes classes de systémes sont obtenues en posant des

contraintes sur 1l'opérateur T.

1.2.1 Systéme causal

Un systéme causal est caractérisé par le fait que sa réponse

ne précéde jamais son excitation, c'est a dire, si on a

x(n) = 0 pour n < n (1.18)
alors, on doit avoir
y(n) = 0 pour n < n (1.19)

y(n) étant la réponse a l'excitation x(n).
Pour ces systémes, l'opérateur T est contraint a ne pas dépendre

des valeurs futures de l'excitation.

1.2.2 Systéme linéaire

Pour les systémes linéaires, on pose sur 1l'opérateur T 1la

contrainte du principe de superposition. On doit avoir :

T [axl(n) + bxz(n)] = a T[xl(n) + b‘T[xZ(n)]
= a yl(n) + b yz(n) (1.20)

ou a et b sont des constantes et yl(n) et yz(n) sont les réponses

respectives aux excitations xl(n) et xz(n).

1.2.3.Réponse impulsionnelle d'un systéme linéaire

Une séquence arbitraire peut étre exprimée par 1la somme

pondérée d'impulsions unité décalées [7]:

+

Xx(n) = 2: x(k) .8 (n-k) (1.21)

k=z~®
Soit hk(n) la réponse du systéme a 1l'imulsion & (n-k). Alors des
équations (1.20) et (1.21), on obtient :

11



N M

}Z an.y(k-n) = E: bm. X (Kk-m) (1..27)

n=0 m=0
Cette relation permet d'obtenir le k'f&chantillon de la réponse

M N

y(k) = Z By x(k-m) -Z 2, y(k-n) (1.28)
a ao

m=0 0 n=1

1.2.6 Systéme linéaire invariant causal :

Un systéme 1linéaire invariant est causal si sa réponse

impulsionnelle s'annulle pour les arguments négatifs de k [8]:

h(k) = 0 pour k<O (1.29)

Le produit de convolution donné par (1.25) devient
+ 0

y(n) = E: h(k) .x(n-k) (1.30)

k=0

D'une maniére générale, un signal x(n) est causal si on a:
X (k) = 0 pour k < 0 (1.31)

En pratique, seuls les systémes et 1les signaux causaux sont

pratiquement réalisables.

1.2.7 Stabilité

Un systéme est stable si & une excitation bornée, il produit
une réponse bornée.
Pour les systémes invariants :
Si on a |x(n)| =M
on doit avoir
+

Z h(k) .x(n-k)

K=-ow

+ 00

<= M z |lh(k)| ¢ =

K=-m

ly(n)| =

Cette relation est vraie si on a :
+ 00

z | h(k) | ¢ = (1.32)

K=-00
Les systémes 1linéaires invariants sont stables si la relation

(1.32) est vérifiée.

13



1.3. Systéme de traitement numérique du signal.

Un systéme de traitement numérique du signal est illustré a

la figure (1.4).

{x{n)) {y(n)) y(t)
' — C.A.N |—— CAL —>| C.N.A ———

Figure 1.4. Systeme de traltement numerique du signal

Le signal analogique est prélevé toutes les T secondes par un
échantillonneur (E). Il est ensuite converti sous forme numérique
par un convertisseur analogique-numérique (C.A.N). Le traitement
proprement dit est éffectué par un calculateur (C A L) qui, en
principe,communique ses résultats toutes les T secondes a un
convertisseur numérique-analogique (C.N.A) qui reconstitue Ile

signal a temps continu.

Lorsque le traitement opéré par le calculateur se fait au
méme rythme que 1'échantillonnage, on dit qu'il s'agit d'un
traitement en temps reel. Sinon, on est en présence d'un

traitement en temps differe.

Le traitement en temps réel éxige 1le plus souvent des
dispositifs numériques spécialisés ayant une puissance de calcul
suffisante pour élaborer les échantillons de sortie & 1la cadence
requlise [11]. La partie calculateur de tels systéme est souvent un

processeur de signal.

Une grande variété de processeurs a vu 1le Jjour grace au
progres continu de la micro-électronique d'une part, et aux

éxigence de plus en plus sévére des applications d'autre part.

L'ADSP-2100 de 1la compagnie ANALOG DEVICES est un de ces
processeurs. Il est congu et optimisé pour 1les traitements en
temps réel nécessitant des vitesses de calcul trés grandes. La
description compléte de ce processeur et de son systéme de

développement est donné dans l'annexe 1.
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1.4. La transformée en Z.

1.4.1 Généralités:

Dans 1la théorie des systémes continus, 1la transformec de
Laplace est considérée comme la généralisation de la transformeés
de Fourier. Elle joue un rdéle important dans 1l'analyse et Ia
synthése de ces systémes. Le besoin est de créer un outil puissant
qul jouerait pour les systémes discrets le méme rdle joué par la
transformée de Laplace pour les systémes continus. Ce besoln est

comblé par la transformée en 2.

1.4.2. Définition:

La transformée en 2Z, X(2), d'une séquence x(n) est definie

par [6]:

TZ [x(n)] = X (2) = Y x(n) . z

n

=n

(1.33)

ou z est une variable complexe et TZ est l'opérateur définissant
la transformée.

Cette relation est connue sous 1le nom de transformée en 72
bilatérale. Dans l'analyse et la synthése des systémes causaux, on

utilise la transformée en Z unilatérale définie par [6]:

X(2) = ¥ x(n) . z™" (1.34)
n=0

Par la suilite, on étudiera 1la transformée en 2Z bilatérale. La

transformée unilatérale en sera un cas particulier.

1.4.3. Propriétés de la TZ:

1.4.3.1 Région de convergence:

X(z) est donnée sous la forme d'une série de puissances et
elle pose ainsi le probléme de la convergence. On définit la
région de convergence comme l'ensemble des valeurs de 2z pour
lesquelles la série (1.33) converge.

Pour trouver la région de convergence, on peut appliquer le

critére de Cauchy. Ce critére affirme qu'une série du type:

Y tk = UO+ U1+ U2+ ces (1.35)

converge si la condition suivante est satisfaite
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17k
Lim |U | <1 (1.36)
k Do

On trouve gue 1la série (1.33) converge dans un anneau du plan

complexe des z donné par [8]:
0 = R < Jz|] < R = +o (1.37)

Ceci est illustré sur la figure (1.5).

Il est évident que si R >R _, X(z) ne converge pas.

YRe (z)

77
4/ a3

///. ., //
Ty 7

Figure 1.5 : Region de convergence d’une sequence bilaterale

Propriétés :

De l1l'étude de la convergence, on peut tirer les propriétés
suivantes [8]:
- La transformée en Z d'un signal causal converge a l'extérieur

d'un cercle de rayon RP.(Fig l1.6.a).
- Similairement, la transformée en Z d'un signal qui est nul pour

n z 0 , qu'on appelle signal anti-causal converge a l'intérieur

d'un cercle de rayon R, (Fig 1.6.b).
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Almz) alm(z)

) -
Re (2) Hee €
Flgure 1.6 : Region de convergence
a) D’un signal causal
b) D'un signal anti-causal
Pour un signal a durée finie, la transformée en Z est [8]:
n2
X(z) = ¥ x(n).z " (1.38)

n=nl

ou nt et n2 sont des entiers. Cette série converge partout saut
peut étre pour 2z =0 et 2z 5 o. Pour ces deux valeurs, on peut
distinguer trois cas :

- Si1 nt et n2 sont tous les deux positifs, la série (1.38) ne
converge pas pour z = 0 car pour n > 0 , le terme z "diverge.

- 81 n1 est négatif et nz est positif, la série (1.38) diverge
pour z =0 et |z| 5 +w

- S1 m et nz2 sont tous les deux négatifs, la série diverge pour

iZ' - 4o

1.4.3.2 Linéarité:

Soient X(z) et Y(z) les transformées en Z des ségquences

Xx(n) et y(n). Alors, on a [7]:
TZ [ax(n) + by(n) ] = aX(z) + b¥(z) (1.39)
La région de convergence de la transformée de 1la somme est

l'intersection des régions de convergences de la transformée des

deux séquences.
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1.4.3.3. Décalage d'un signal:

Soient X(z) 1la transformée en 2Z de la ségquence x(n). La
transformée du signal x(n+n0), ou n, est un entler, est donnee
par [7]:

TZ [x(n+n ) = z" X(z) (1.40)

Pour un signal causal, on distinque deux cas :

- S1 n, est négatif, la transformée en Z de la version décalée du
signal est donnée par l'expression (1.40).

- Si n est négatif, cette transformée devient [9]:

n -1

0
TZ [ x(n + n)] = 2" [X(z) - x(m).z™" ] (1.41)

m=0

1.4.3.4. Convolution de séquence :

Le produit de convolution de deux signaux x(k) et y(k) est

donné par [7]:
w(n) = ) x(k).y(n-k) (1.42)

k=~

La transformée en Z de ce signal est donnée par
W(z) = X(z).Y(2) (1.43)

La région de convergence de W(z) peut étre plus large que
l1'intersection des régions de convergence de X(z) et Y(z) si les

zéros de l'une des transformées compensent les pdles de 1l'autre.

1.4.4. La transformée en Z inverse
La relation de la transformée en Z inverse peut étre obtenue
en utilisant le théoréme de Cauchy sur l'intégration le long d'un

contour dans le plan complexe. Ce théoréme donne [7]:

%§ 2! dz = {1' k=0 (1.44)
o, k=0

b |
-
Q

ou C est un contour fermé entourant 1l'origine du plan des z.
En multipliant 1les deux membres de 1l'équation (1.33) par
zk4/2nj et en intégrant le long d'un contour entourant 1l'origine

et contenu dans la région de convergence, on obtient
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+ 00

1 k-1 _ 1 -n+k-1
VEB] §C X(z).z dz = g_mx(n).Eﬁi %Cz dz (1.45)

En utilisant la relation (1.44), on obtient

2n3 § X(z).z"'dz = x(k)

Soit la transformée en Z donnée par l'intégrale [7]:

x(n) = 2n] § X(z).z" 'dz (1,46,

Pour 1la transformée en Z rationnelle, 1l'intégrale (1.46) est

évaluée en utilisant le théoréme des résidus [7]:

Xx(n) = 2n] § X(z).z2" az

=7 re51dus de X(z).z""' aux péles & 1'intérieur
du contour C ] (1.47)

Le résidu a un péle z, d'ordre q est donné par ([8]:

Résidu [X(z).z" '] =

Lim 1 a®’ [ X(z).2"'(z-2)9 (1.48)
25z (A71)1 gz . © .
0

1.4.5. Relation avec la transformation de Fourier :

Dans 1'expression (1.33), on peut représenter z & 1'aide

des coordonnées polaires dans le plan complexe [8]:

2 = r exp(jw) (1.49)

En substituant cette relation dans (1.33), on obtient

+00
n -jWn

) = ¥ x(n). r . e (1.50)

n=-=00

X(rejw

En comparant cette relation avec la définition de la transformée

de Fourier (1.12), on remarque gque la transformée en Z
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s'identifie a la transformée de Fourier pour |z| = 1, c'est a

dire pour r = 1.
X(z) ||Zl:1 = X(w) (1.51)

1.4.6. Fonction de transfert

On sait que 1le signal de sortie d'un systéme 1linéaire

invariant ayant une réponse impulsionnelle h(n) est donné par le

produit de convolution :

y(n) =Y h(k).x(n=-k) (1.52)

k=-0
et d'aprés la relation (1.43), on obtient :
Y(z) = H(z).X(2) (1.53)
La fonction H(z) est appelée fonction de transfert. Si elle est

évaluée pour |z| = 1 , on obtient la réponse frégquentielle G(w)

du systéme.

1.4.6.1 Cas du systéme causal :

Pour un systéme causal, la fonction de transfert est donnée

par
+ &0
H(z) =Y h(n).z" (1.54)
n=0
Conformément au paragraphe (1.4.3.1), H(z) converge a l'extérieur
d'un cercle de rayon Rh donné par
R = Lim [am | (1.55)
n—om

Comme une transformée en Z ne converge jamais a un pdéle, tous les

pbdles de H(z) doivent étre a l'intérieur de ce cercle.

1.4.6.2. Cas du systéme stable :

Si le systéme est stable, on doit avoir :

r |h(n)| (= (1.56)

n=-0
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La fonction de transfert H{(z) est de la forme (1.33), et elle
converge dans un anneau du plan des z. Or, comme la condition
(1.56) est satisfaite, H(z) converge pour lz| = 1 . Par
conséquent, l'anneau de convergence doit nécessairement contenir

le cercle unité [8j.

1.4.6.3 Cas d'un systéme causal et stable :

Si le systéme linéaire invariant est causal et stable, 1o
cercle unité doit étre contenu dans la région de convergence 'un
systéme causal. Par conséquent, pour un systéme causal et stable,
la fonction de transfert converge & l'extérieur d'un cercle dont
le rayon est dans tous les cas inférieur a l'unité.

Ainsi, 1les pdles de 1la fonction de transfert d'un systeme
linéaire invariant causal et stable, doivent se trouver a

l'intérieur du cercle unité [8].

1.4.6.4. Fonction de transfert d'un systéme régi par une

équation aux différences :

Considérons le systéme régi par l'équation aux

différences d'ordre N [8]:

™M =

M
a. y(k-n) = Y bm. X (k-m) (1.57)

n
0 m=0

n

ol y(k) est la réponse a 1l'excitation x(k). En appliquant 1la
transformée en Z aux deux membres de la relation, on aboutit a 1la

fonction de transfert ([8):

Y(2z)

g t1=
o
N
'
3

H(z) = (1.58)

=<
—

N
St

=]
o

3
™=
o)
N
|
-]

1.5. SIGNAUX DISCRETS ALEATOIRES
1.5.1. Introduction:

Dans les paragraphes précédents, on a considéré les signaux
déterministes. De tels signaux peuvent étre représentés par 1la
transformée en Z ou par la transformée de Fourier.

Une large classe de signaux physiques, par exemple les signaux
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de communication, ne sont pas déterministes. Dans plusieurs
situations, 11 est difficile, si ce n'est impossible, de donner
une desciption précise de tels signaux. Ces signaux sont dits
aleatolires. Leur représentation mathématique consiste en leur
description en termes de moyennes. Plusieurs des propriétés de ces
signaux sont déterministes et leur transformée en Z ou leur

transformée de Fourier posséde une interprétation particuliére.

1.5.2. Processus aléatoilres:

Un processus aléatoire est une famille indexée de variab!«o
aléatoires {Xn}. La famille de variables aléatoires est
caractérisée par un ensemble de fonctions de distribution de
probabilité qui est en général une fonction de 1l'indexe n dénotant
le temps.

Une varilable aléatoire individuelle X est décrite par 1la

n
fonction de répartition de probabilité:

F (a:n,n) = prob ( an a:n) (1.59)

ou )&dénote la variable aléatoire et « est une valeur
n
particuliére de X . Si X prend ses valeurs sur un ensenmble
n
continu, alors on peut obtenir la fonction densité de probabilite

en dérivant la fonction de répartition:

d F(x ,n)
n

ax
n

f(z ,n) = (1.60)

a

o F(« ,n) = j " f(x,n) dx (1.61)

-
Si la variable aléatoire est quantifiée, alors elle prend des
valeurs sur un ensemble dénombrable. Dans ce cas, la dériveée
n'existe pas et on définit a sa place la fonction de masse de

probabilité par :
f(x ,n) = Prob (X = «a) (1.62)
n n n

Dans ce cas, la fonction de répartition de probabilité est donnée
par
F (a:n,n) = Prob (Xn = a:n) =Y f(x,n) (1.63)

x <x
n

La dépendance entre deux variables aléatoires X et X d'un

n m
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processus aléatoire est décrite par 1la fonction de répartition

jointe (ou du deuxiéme ordre)
F (¢ , ; n,m) = Prob [(X = a ) et (X = «)] (1.64)
n m n n m m
ou dans le cas de variables aléatoires continues, par la densité

de probabilité jointe :

a° Flz ,¢ ;n,m]
n m

- 3 (
f (mn,mm ; n,m) S 3 (1.65)
n m

Dans le cas de variables aléatoires quantifiées, la fonction de

masse de probabilité est définie par :
f (mn,mm ; n,m) = Prob [(Xn= xn) et (XB= xm)] (1.66)

Une caractérisation compléte d'un processus aléatoire exige la
spécification de toutes les fonctions de répartition jointes. Dans
le cas ou toutes les fonctions de probabilité sont indépendantes
de l'origine du temps, le processus aléatoire est  dit
stationnaire. Par exemple, la fonction de répartition du second

ordre d'un processus stationnaire satisfait
F (e & 7 ntk,m+k) = F(z ,« ;n,m) (1.67)
m

1.5.3. Moyennes:

Il est souvent utile de caractériser une variable aléatoire
par des moyennes telles que l'espérance et la variance. Puisqu'un
processus aléatoire est une famille 1indexée de wvariables
aléatoires, on peut caractériser 1le processus par des moyennes
statistiques des variables aléatoires comprenant 1le processus

aléatoire. De telles moyennes sont appelées moyennes d'ensemble.

1.5.3.1 Définitions:

L'espérance ou la moyenne d'un processus est définie par
+ 00

m = E [Xn] = J Xx.f(x,n) dx (1.68)

ou E dénote 1l'espérance mathématique.

La valeur quadratigue moyenne de Xn est la moyenne de Xi
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+00
2 2 .
E [X ] = moyenne quadratique = J x .f(x,n) dx (1.69
n
-

Elle est parfois appelée la puissance moyenne.

La variance de X est la valeur gquadratique moyenne de (XxX-m_ )
n

An
. 2 2
Variance = E [(X -m_ ) ] = o
2n an Xn
= E [X°] - m (1.70
n Xn
. - 2
= moyenne quadratique - (espérance)

. L'autocorrélation est définie par :

¢ (n,m) =E [ X . X ]
xX n m (1.71
+00 +00 *
= I J‘ X .X_ f (xn,xm; n,m) dxn.dxm
-00 ¥ -c0
L'autocovariance d'un processus est définie par
¥ (n,m}y = E [ (Xn-an) (Xn‘me) ] (1.7
B ¢xx (n'm) - anme

L'intercorrélation de deux processus {xn} et {Yn} est défini
par:

* + 0 + 00 *
¢“,= E [XnYrn ] = I J X.y .f(x,y; n,m) dx.dy (1.73
- -

La fonction d'intercovariance est définie par :

4 = E [ (Xn—m

*
y xn) (Y _-m. ) ]

Ym
= - (1.74
¢xy(n,m) mx“.mym

Cas des signaux stationnaires

Un processus stationnaire est caractérisé par le fait que se
propriétés statistiques ne dépendent pas de 1l'origine du temps
Ceci 1implique que la fonction de répartition du premier ordre es
indépendante du temps et la fonction de répartition du secon
ordre satisfait 1l'équation (1.67). Il en suit que la répartitioi
du second ordre dépend uniquement de la différence de temps (m-n)
L'espérance, la variance et la moyenne quadratique son-
indépendantes du temps, et de ce fait, elles sont constantes
L'autocorrélation et 1l'autocovariance dépendent uniquement de 1

différence de temps (m-n). Cecli est indiqué par 1les équation:
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sulvantes

m_ = E [X ] = constante (1.7
X n
2 _ _ 2 _ 2y _ 2 e
Oy = E [ (Xn mx) ] E [XJ (mx) (1.70)
= constante
+ = = E X X* 1.77
¢ (n,n+m) = ¢ (m) = [ X .X ] (1.77)
2 o
7. (n,n+m) = ¢ (m) - (m) (1.72)

1.5.3.2 Moyennes temporelles

On a vu que la notion d'un ensemble de signaux nous permet
d'utiliser la théorie des probabilités dans la représentation des
processus aléatolres. Cependant, en pratique, on préfére s'occuper
d'une seule séquence plutdét que d'un ensemble de séquences. Par
exemple, on désire déduire certaines moyennes des processus
aléatoires a partir de mesures faites sur un seul membre de
l'ensemble. Pour formaliser ces notions, on définit la moyenne
temporelle du processus aléatoire par

N

o 1 e

< Xn > = Linm SNT1 Y Xn (1.79)
N n=-N

L'autocorrélation temporelle est définie par :
N %*
I X .X_ (1.80)

+m

2N+1
-0 n=~-N

X X > = Lim
n n+m
N
Dans le cas des processus ergodiques, les moyennes temporelles

sont égales aux moyennes statistiques [27], ce qui donne

(1.81)
et <CX,X >=¢_ (m

En pratique, on suppose qu'une ségquence donnée est une séquence
échantillon d'un processus aléatoire ergodique. Donc, les moyennes
peuvent étre calculées & partir d'une séquence unique. En général,
on ne peut calculer les limites des équations (1.79) et (1.80),

mais les quantités :

N
< X(n) >, = =z L X(n) (1.82)
n=-N
et
¢ X(n).X(n+m) > = 2rll+1 § X(n).X (n+m) (1.83)
n=-N
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Ces gquantités sont les estimations de 1la moyenne «t  ic

l'autocorrélation.

1.5.4. Représentation spectrale

1.5.4.1 Propriétés de 1la corrélation et de la covariance

de séquence

Considérons deux processus aléatoires réels stationnaires
{X} et {Y } avec l'autocorrélation, l'autocovariance et
n n

1'intercovariance, données par [7]:

¢ (m) =E[XX ] (1.84)
V(M = E (X -m ) (X -m)] (1.85)
¢, (M = E[XY ] (1.86)
7,,(M = E X -m)(Y -m)] (1.87)

On a les propriétés suivantes :
ére

1 Propriété :
7. (m) = ¢ (m) -m (1.88.a)
ny(m) = ¢xyhn) - mxmy (1.88.b)

zéme Propriété :
¢ (0) =E [xi] : valeur quadratique moyenne (1.89.a)
7_(0) = 0% : vartance (1.89.b)

3éme Propriété :
¢, (m) =¢ (-m (1.90.a)
v ., (m) =7 (-m (1.90.b)
¢xy(m) = ¢yx(-m) (1.90.c)
7xy(m) = wyx(-m) (1.90.d)

4éme Propriété :
e, (| = [ _(0).8 (0) " (1.91.a)
7, (M| = [ (0).7 (0) 17 (1.91.b)
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En particulier, on a

o (m)] = ¢ (0) (1.97.4)
v (m)| = ¥ (0) (1.92.Db)
5emne Propriétf : Si ¥ = X , alors
n n-n0
= .93,
¢yy(m) ?, (M) (1 a)
r,(m =7 (m (1.93.1)
6°"¢ propriét} :
- _ 2 _ 2
Lim ¢ (m) = (E [X])" = m (1.94.a)
m >0
Lim ¥y (m) =0 (1.94.b)
m—m xx
' = m. .94 .
i._l):\ ¢xy(m) m my (1 c)
Lim ¥y (m) = 0 (1.94.4d)
m-—0 xy

1.5.4.2. Transformée en Z
Soient ¢ (z), I (z), ¢ (z) et I' (2) les transformées en z
XX XX Xy Xy
de ¢xx(m), wxx(m), ¢xyhn) et wxy(m) respectivement.

Des équations (1.94.a) et (1.94.c), on note immédiatement que

les transformées en Z de ¢xx(m) et ¢xy(m) n'existent que lorsque
m = 0 Dans ce cas, ¢xx(z) = F;x(z) et ¢xy(z) = ny(z)

Les propriétés de la transformée en Z sont données comme suit

187€ Propriété :

2 _ 1 -1
o =3 §cr“(z) z dz (1.95)

ol c est un contour fermé dans la région de convergence de I' (z)
X

X

o €me Propriété :
r}x(z) = r;x(llz) (1.96.a)
r =r" * 1.96.b
o (2) =T (1/2) (1.96.D)

Les équations (1.96) découlent directement de la propriété 3 de

la section 1.5.4.1. Comme conséquence, la région de convergence de
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[ (2) doit étre de la forme

XX

R < |z| < 1/R

a

En plus, en vertu de 1l'équation (1.94.b), la région de

convergence doit contenir le cercle unité, i.e 0 < Ra < 1

1.5.4.3 Spectre de puissance :

Puisque la région de convergence contient le cercle unité, on

peut exprimer l'équation (1.95) par

2 1 *n
o = 57 J P“(w) dw (1.97)
-m
ou on définit
P_(w) = r‘xx(e’w) (1.98)

~

Quand m = 0, la variance est égale a la puissance moyenne. Ailnsi
l'aire au dessous de P“(w) pour -m < w <m est proportionnelle a
la puissance moyenne du signal. De ce fait, 1l'intégrale de P (w)
sur une bande de fréquence est proportionnelle a 1la puissanée du
signal dans cette bande. Pour ces raisons, P”Kun est appeleéee
Densité Spectrale de Puissance. Et il est commun de définir ia
densite Spectrale comme la transformée de Fourier de
l'autocorrélation plutét que de 1l'autocovariance.

De la propriété 2 de la section (1.5.4.2), on obtient

P (w) = P (-w) (1.99)

XX XX

on définit similairement, la densité spectrale

d'interpuissance par

ny(w) ny(e ) (1.100)

De la propriété 2 de la section (1.5.4.2), on obtient

P =p" (-
L@ =P (-w)

1.5.5 Réponse des systémes linéaires aux signaux discrets

Considérons un systéme linéaire invariant et stable ayant la

réponse impulsionnelle h(n). Et soit x(n) une séquence d'un
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processus aléatoire stationnaire au sens large. On excite &
systéme avec la séquence x(n). La réponse du systéme e:t .nc
fonction échantillon d'un processus aléatoire 1ié au proces s

d'entrée par la somme de convolution [7]:

y(n) =} h(k) .x(n-k) (1.1071)

k =-00

On désire tirer 1les caractéristiques du processus de sotie 2
partir de celle du processus d'entrée. Celui-ci ayant une ro,cnne

s P . . 2
m . Une fonction d'autocorrélation ¢ (m) et une variance o
XX

- La moyenne du processus de sortie est :

m = E [¥(n)] = im h(k).E [x(n-k)] (1.102)

k=-0

=m_ I h(k) (1.103)

k=-0

ou en termes de la réponse fréquentielle du systéme :
y X

Puisque 1l'entrée est stationnaire, on voit que la moyenne de 1la

sortie est constante.

- L'autocorrélation du processus de sortie est [7):

+ @ +0

¢yy(m) = L ¢ _(m-1) T h(k).h(1l+k) (1.105)
|z~

K=-00

+ 00

= L ¢_(m-1).v(1)

l=-00
ol on définit :

v(l) =T h(k).h(1+k) (1.106)

k=-00

v(l) est appelée fonction d'autocorrélation de h(n), qui est
aussl la convolution de h(n) avec h(-n). Ceci nous permet d'écrire

l1'équation (1.105) sous la forme [27):
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¢yyﬁn) = ¢ (m) * h(m) * h(-m) (1.107)

- L'intercorrélation entre 1l'entrée et la sortie est donnée
par [6]:
+ 00
¢,,(m) = T h(k).4 (m-k) (1.108)

k=-0

ou par la convolution [27]:

¢xy(m) = h(m) * ¢xx(m) (1.109)

S1 on suppose que m = 0, la transformée en Z de la fonction

d'autocorrélation existe. Alors de 1'équation (1.107), on
tire (6]:

¢ (z) = H(z).u(z").¢xx(z) (1.110)

- La densité spectrale de puissance est :

P (w) = |H(w)|2.Pxx(w) (1.111)

- La puissance moyenne totale est [7)

+TT

2 _ = 1
oy ¢yy(0) > J- Pxon).dw (1.112)
+ 1T
1
- 1 J‘_n [H(w) |%.P_(w).dw

De l'équation (1.109), on obtient :
¢,,(2) = H(z).9_(2) (1.113)
La densité spectrale d'interpuissance est [6])
nyUu) = H(w).PXXUD) (1.114)

1.5.6. Bruit blanc:

Le bruit blanc est un processus aléatoire dont le spectre de
puissance est constant dans toute 1'étendu de la fréquence [6].

De cette définition, la fonction d'autocorrélation et la densité
spectrale de puissance sont données par [6]:
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et P (W) = ¢ (e

S1 on excite le systéme de la section (1.5.5) par
blanc, les résultats énoncés deviennent comme suit

- La fonction d'autocorrélation (équation 1.107) devient
= 2 * h(-
¢, (m) = o h(m) * h(-m))

- Sa transformée en Z (équation 1.110) devient

_ .2 -1
¢, (2z) = oiH(z) . H(z)

- La densité spectrale (équation 1.111) devient:

_ 2 2
PyyUu) = 0 |H(w) |

(1.119)

un bru

(1.116)

(1.117)

(1.118)

- La puissance moyenne totale (équation 1.112) est donnée par

o2 = %y J |H(w) | %dw
Y 2n Y-n
2 2 2 2
ou par oy =0 Y h"(n)
n=0

- L'intercorrélation (équation 1.113) devient :
_ 2
¢xy(m) = o .h(m)

- Sa transformée en Z devient :

_ 2
¢xy(z) =0. ¢ (2)
- La densité spectrale d'interpuissance (équation

devient [7]:
P (W) = 0. H(w)
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CHAP 1l TRANSFORMATION DE  FOURIER

DISCRETE
La tansformation de Fourier discréte (TFD) est 1'une do=-
opérations 1les plus importantes du traitement numériqus iu

signal.En plus de son aspect théorique, 1la TFD Jjoue un role
central dans 1'implantation d'une variété d'algorithmes e
traitement numérique du signal. Ce rdle est dQ & l'existancec d'un
algorithme efficace pour le calcul de la TFD [12]. Cet algorithme
est la transformation de Fourier rapide (FFT) qu'on présentera au
paragraphe (2.7)

Avant d'aborder 1la TFD, on traitera la représentation des

séquences périodiques, ou la série de Fourier discete (SFD).

2.1 Série de Fourier Discréte:

Soit un signal discret xp(n) périodique de période N. Il est
possible de représenter x (n) en terme d'une série de Fourier par
la somme de séquences de ;inus et de cosinus, ou par des séguences
exponentielles complexes, avec des fréquences qul sont des
multiples entiers de 1la fréquence fondamentale 1/N associlee a
xp(n). Mais en opposition avec les séries de Fourier pour les
fonctions continues périodiques, il n'y a que N exponentielles
complexes ayant une fréquence gqui est un multiple entier de 1la
fréquence fondamentale 1/N. Ainsi la série de Fourier d'une
séquence périodique x(n) ne contient gque N exponentielles
complexes [7]:

N-1

x (n) = 1 T X (k) eJQH/Mnk (2.1)
p N o P
Les coefficients X (k) sont donnés par la relation [7)
N1 -] (2T[/N) nk
Xp(k) = ) xp(n) e (2.2)
n=0

De cette relation, on remarque que la séquence donnant xp(k) est
périodique de période N. Par convenance, on écrit les relations
(2.1) et (2.2) en fonction de wN défini par:

W - i (
N

to
[V

Ceci donne
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N-1
X (k) = x (n) W™ (0.5
p n=0 P n
N-1 _nk
kgo xp (%) wn (2%

Zl -

x (n) =

Les relations (2.4) et (2.5) sont appelées respectivement analyse
et synthése de la série de Fourier. Ainsi une séquence périodigue

est complétement représentée par sa série de Fourier.

2.2. Propriétés de la série de Fourier

2.2.1 Linéarité

S1 deux séquences périodiques xpSn) et xpSn), de périodes

égales a N sont combinées pour former la séquence xpSn) telle que:

xp3(n) = a xp{n) + b xpgn)

alors les coefficients de Fourier de x3(n) sont donnés par (7]

X (k) = a X (k) + b X(k) (2.6)

ou toutes les séquences sont de période N, et a et b sont des

scalaires.

2.2.2 Décalage d'une séquence :

S1 une séquence périodique x (n) a les coefficients de
P
Fourier Xp (k), alors 1la séquence xp (n+m) a les coefficients de

Fourier w”*.xp(k). m étant un entier.

2.2.3 Convolution périodique

Soient xp‘n) et xpsn) deux séquences périodiques de période N
ayant les coefficients de Fourier respectifs prq et prq. on

forme la séquence xpsn) tel que 1l'on ait [7]:

xpSn) = § xp{m) xpgn-m) (2.7)
Les coefficients de Fourier de 1la ségquence x.(n) sont donnés
par ([(7]:

X (k) = X (k) . X (k) (2.8)

La relation (2.7) est appelée convolution circulaire. Elle

présente deux aspects qui la différent de 1la convolution de
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séquences apériodiques

* D'une part, xp{n) et xpgn) sont périodiques, de période i «f
alnsi est leur produit de convolution xpSn).

* D'autre part, la sommation est évaluée sur une période.

L'illustration de ce type de convolution est faite par la

figure 2.1. Ce qui est important, c'est que gquand une période
glisse vers 1l'extérieur de 1l'intervalle de sommation, 1l'autre
période y pénétre. L'oubli de ceci peut conduire & de graves

erreurs dans l'interprétation des résultats.

AX_(m)

b2 1
|
|
Al e |

IAP)FI (m)

il

‘Hllll

—_— e — — — -

L [

,sz(z—m)
~ |
' l
| |

Al N N ,
| ' m
| (m )5 (2 ) |
‘P" m X -m
I ﬁ P2
| |
| |
| |

1 I | I 1 >

I T m
| i

Figure 2.1 : Procedure de formatlion de la convolution

periodique de deux sequences periodiques.
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2.3 Transformation de Fourier Discréte

Avec une interprétation correcte, la représentation .
paragraphe précédent peut étre appliquée aux signaux a durée fin«
(limitée). La représentation de Fourier résultante est appslec

transformation de Fourier Discréte (TFD).

Une séquence A& durée finie de longueur N peut etre
representée par une séquence périodique, de période N, dont chaque
periode est identique & la séquence de durée finie. Du fait que la
séquence périodique posséde une décomposition unique en série de
Fourier, il en sera de méme pour la séquence originale a durec
finie, puisqu'on peut calculer une période unique d'une séquence
périodique a partir de sa série de Fourier Discreéte.

Soit x(n) un signal a durée finie de longueur N, de sorte que
X(n) soit nul a l'extérieur de 1l'intervalle [0,N-1]. La séquence

périodique correspondante xp(n) est donnée par (7]

xp(n) = Yy X(n + rN) (2.9)

La séquence x(n) est obtenue en extrayant une période de x(n)[7]:

X (n) , 0 = n = N-1
x(n) = { P (2.10)

0 , ailleurs

Une relation similaire est donnée pour les coefficients X (k)

X (k) , 0 =n = N-1
X (k) ={ P (2.11)
0 , allleurs

Puisque les relations (2.4) et (2.5) nécessitent uniquement
l'intervalle entre 0 et N-1, les relations (2.10) et (2.11)

deviennent :

N-1

X(k) = T x(n) w:" 0 <k = N-1 (2.12)
n=0
1 V! k
x(n) = § L X(k) w;“ 0 s n = N-1 (2.13)
k =0

Les relations (2.12) et (2.13) sont appelées transformations de
Fourier Discréte (TFD) avec 1la relation (2.12) représentant

l'analyse de la TFD et la relation (2.13) représentant la syntheése
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de la TFD ou la TFD inverse.

L4 ol on applique la TFD, on doit se rappeler gu'une séquence
a durée finie est représentée comme une période d'une séquence
périodique a laquelle on applique la SFD. L'oubli de ceci peut

condulre a des erreurs.

2.4 Propriétés de la TFD

2.4.1 Linéarité :

Si deux séquences de durée finie xl(n) et xz(n) sont

combinées pour former la séquences x3(n), telle que

xa(n) = axl(n) + bxz(n)

alors la TFD de x3(n) est

X,(k) = a X (k) +b X (k) (2.14)

Si x](n) est de durée N1 et xz(n) est de durée Nz’ alors x3(n) est
de durée N3 tel que

N = max [N ,N_]

Alnsi les TFD doivent étre calculées avec N = N3. S1 par exemple
Nl est inférieur a Nz’ alors X1(k) est la TFD de la séquence x (n)

prolongée par Nz- N1 zéros.

2.4.2 Décalage circulaire d'une séquence

Considérons un signal a durée 1limitée x(n), sa version
périodique xp(n) et sa version périodique décalée xp(n+m)
représentés sur les figures (2.2.a) a (2.2.c) respectivement.La
séquence de durée finie, notée >ﬂ(n), obtenue en extrayant une
période de la séquence xp(n+m) est montrée sur la figure (2.2.d).
La comparaison entre 1les figures (2.9.a) et (2.9.b) 1indique
clairement que xl(n) ne correspond pas a un décalage linéaire de

Xx(n).
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x(n}

|
|
I
|
|
a) |o | n
| |
x (n) |
p
| |
[INERiAN
1 |||1.||1 | ]
b) 'O l n
| |
x (n+2) |
. P
' |
il |
| Lt I ]
C) |0 I n
I |
!Axl(n) I
| !
' l
L]
1 | 1 [y
d) 0 n
Figure 2.2 : Decalage circulaire d'une sequence
De ce fait, la TFD de xl(n), donnée par: Xl(k) = W;mk X (k) ne

correspond pas a la TFD de x(n+m).

2.4.3 Propriété de symétrie :

Les principales propriétés de symétrie sont :

- S1 la TFD de la séquence Xx(n) est X(k), alors la TFD de 1la

séquence x'(n) est X.(-k) avec * indiquant l'expression conjuguée.

- S1 x(n) est réelle, on a:
Re(X(k)] est une fonction paire
et Im[X(k)] est une fonction impaire
ou Re[.] dénote 1la partie réelle et 1Im[.] dénote 1la partie

imaginaire.

2.4.4 Convolution circulaire :

Soient xl(n) et xz(n) deux séquences a& durée finie N, ayant
les TFD réspectives Xl(k) et Xz(k). La séquence xa(n) de durée N,
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correspondant a Xl(k).Xz(k) est obtenue par extraction d'une
période de la séquence xpgn) correspondant a la convolution
circulaire des ségquences xp;n) et xpsn) les versions périodiques
des sequences xl(n) et xz(n). Ceci différe de 1la convolution
linéaire par le fait que la séquence obtenue par la convolution de
xl(n) et xz(n) donne naissance a une séquence de durée 2N-1, et
que lors de la sommation dans la convolution 1linéaire, les
décalages sont linéaires alors que dans la convolution circulaire,
les décalages sont circulaires. Ce qul provoque un chevauchement
indésirable (Figure 2.1).

Pour remédier & ce probléme, on prolonge les ségquences X (n)
et xg(n) par (N-1) zéros et on calcule ainsi leur DFT sur (2N-1)

points (figure 2.3).

X (m)}
pe

IR
TR
TR

o

0

Figure 2.3 : Sequences perliodiques obtenues en prolongeant les

sequences orliglinales par des zeros.

3.5 Transformation de Fourier Discréte pour les signaux a durée
1l1limitée.

On a défini la TFD pour les signaux & durée limitée. Pour les
signaux a durée 1llimitée, elle ne peut étre définie
qu'approximativement en limitant la durée du signal par un moyen
approprieée.

La limitation de 1la durée du signal est obtenue en le
multipliant par une fenétre de troncature. Parmi 1les fenétres
gu'on utilise, on peut citer les fenétres de Hamming, Hanning,
Bartelett, Kaiser et la fenétre rectangulaire. La définition et
les caractéristiques de ces fenétres peuvent étre trouvées dans la

référence [13].
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2.6 Convolution linéailre

L'existance d'un algorithme efficace pour le calcul de la TtD
de séquence a durée limitée rend efficace 1l'implantation de 1la
convolution linéaire de deux séquences en calculant la TFD inverse
du produit de leur TFD.

Si1 on a deux séquences x,“” et xzun a durée limitée I,
alors la séquence x_(n) obtenue par 1la convolution 1linéaire de
x (n) et de xz(n) est & durée limitée (2N-1) on a

N-1
xa(n) = nzg xl(m).xz(n-m) (2.1%)

Les TFD de xl(n) et de xb(n) doivent étre calculées de fagon a
assurer l'obtention d'une convolution linéaire. Pour cette raison
les TFD sont calculées sur (2N-1) points avec les séquences xw(n)

et x2(n) prolongées de (N-1) zéros. On a :

2N-1 nk

X1(k) =n_o xl(n). sz_1
2N-1 «

X, (k) =n=o x,(n) . qu-l (2.16)
2N-1

[

- -nk
x,(n) = 2N-1 §4}X1(k) : Xz(k)]'wzmd

Comme 11 sera montré au paragraphe suivant, une TFD sur N points
nécessite (N/2.log£N)) multiplications complexes. Sur cette base,
on déduit que le calcul de XIUQ, )%(k) et x3(n) exige
((2N—1)/2.log2(2N-1)) multiplications complexes. En plus des 2N-1
multiplications nécessaires pour obtenir 1le produit Xl(k).XZ(k)
cecl donne un total de (3/2(2N-1)log2(2N—1) + 2N-1)
multiplications complexes.Soit, lorsque N est assez grand un total
de (3N.log2(N) + S5N) multiplications complexes. La relation (2.15)
nécessite N’ multiplications.

A titre de comparaison, on dresse la table 2.1 :
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N Eq 2.15 Eq 2.16

16 256 272
32 1024 640
64 4096 1472

1024 1.048576 35840

Table 2.1 : Nombre de multipllications necessaires pour la

convolutlon 1inealre pour differentes valeurs de N

Cette table met en évidence 1l'avantage de 1l'implantation de 1la

convolution linéaire par TFD surtout lorsque N est assez grand.

2.7 Transformation de Fourier Rapide FFT

Le calcul de 1la TFD selon 1la relation (2.12) exige N
multiplications complexes et (NZ-N) additions complexes. En
appliquant la périodicité et 1la symétrie de 1l'exponentielle
complexe w?, on peut diminuer considérablement le nombre de
multiplications et d'additions nécessaires. On considére N une
puissance de 2, N = 2". on a

N-1
X(k) =¥ x(n).w:k

n=0

En séparant 1les échantillons d'indices pairs et ceux d'indices

impalrs, on obtient [6]:

Ns2-1 2nk Ns2-1 (2m+1)k
X(k) = Y x(2n).wN" + T x(2m+1).WNm (2.17)
n=0 m=0
avec W2"k=wnk
N N/2
on obtient :
N/2-1 e o N/2-1 o
X(k) = m)z;ox(zm).ww2 + W ...i:o x(2m+1).w'N"/2 (2.18)

Chaque somme est une TFD sur N/2 points, avec :

N/2-1 nk N/72-1 X
X (k) = L x(2m).w' = T xl(m).w’};,2
m=0 m=0
N/2-1 K Ns2-1 "
et X, (k) = m)=:o X (2m+1) .w:/z = m)-:o x{(2m) .w"W2
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On obtient
X(k) = X (k) +W. X (k) , k=0, ..., N/2-1 (2.1
X, (k) et Xz(k) sont périodiques et de période N/2, les

échantillons de X(k) pour k compris entre N/2 et N-1 sont obtenus

par la relation suivante :

N
-+ k
N 2
X(k + 3) = X (k) - W X_(K)
2 1 N 2 (2.20)
= X (k) - w:.xz(k)
N
Puisque w's - - W:

Cette premiére décomposition est illustrée par la figure (2.4).
Les équations (2.19) et (2.20) peuvent étre rassemblées pour

donner

Kk
X(k) = X (k) + W X_(k)

N, _ gk (2.21)
X(k + 5) = X1(k) WN Xz(k)

Pour obtenir X(k) a partir de la relation (2.21), il faut N/2
multiplications et N additions.
N

Pour obtenir X (k), il faut (N/2)° multiplications et [(g)z— 5]

additions. La méme chose est nécessaire pour obtenir Xz(k).

X (0)
1

x (0) X(0)
Xl(l)

x(2) TFD —j\\ ///xu)
X (2) ‘\\f\\ /// /
sur 1
x(4) “ X(2)
X (3)
points 1
% X(3)

X _(0)
2

x(1) : o 3> ¥ (4)
X (1) W =1
TFD 2 $
x(2) >‘ »> X (S)
sur X _(2) W, -1
2 ]
> > X(6)

x(4)

NIz

x{(6)

N
Epolnts X2(3) v’\/;' :7—'1
x(6) > X(7)
Wy -A
)
Figure 2.4 : Premiere decomposition dans le developpement

d’une TFD sur 8 polints,
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Z <

Solt un total de (g + g) multiplications et (g ) additions.

nombre d4'opérations nécessaires a diminué presque de moitié.

On applique la méme approche pour X1(k) et Xz(k)

N/72-1

K
On a : Xl(k) = ) )(l(m).‘r\?:/2
m=0
N/4—1 . N/4a=1 o
_ +1).
zo x1(2m).wlq N/2 mEO x1(2m 1) N/4
m= =

Chaque somme est une TFD sur N/4 points. Ceci donne
X (k) =X (k) + w:/z.xm(k)

X, (k) et X (k) sont périodiques et de période N/2, ainsi,

obtient

K
Xx(k) - Xn(k) M wN/ZXIZ(k)

N
xl(k+5) - Xll(k) - w:/ZXIZ(k)

La méme chose peut étre obtenue pour Xz(k)

k
Xz(k) - le(k) * wN/Z X12(k)

k

N = -
Xz(k+5) = X21(k) WN

/2'X12(k)

Cette deuxiéme décomposition est illustrée par la figure (2.5)

on

La décomposition est répétée jusqu'a ce qu'une TFD de 2 points

solt générée. Chaque décomposition est appelée étage. Le nombre

d'étage est

M = log (N) (2.22)

La décomposition compléte de la TFD sur 8 points est illustrée par

la figure (2.6).
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x(4) ——— N / / X(1)
N //
< /)
t2) ———— TFD > s . -
x SN XX/~ o
! N\
EE— >—v >— a y X(3)

x{6) . -+
-1
\
= X{(4)

o2z

-z

x{l) ———o T

&1z T

o

4
P

Yy
NS

y b
“.u

(5) { ¥
| PRSURNAN -
vv
3 /
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x (7) 3  a— ra > X(7)
\/\/31 v‘/{ 1
Figure 2.5 : Deuxieme decomposition de la TFD sur 8 polints
x {(0)

\/ : / X(0)
XX /)
> . —— X(2)
\,\/"/\ Ve /
4 \//
x (6) — > - - X(3)

-1
(1) . >4 > X(4)
x > N XX
\
, , > . X(5)
-1

x(4) -
/

x(2)

x (S) > EN— <
4 - -
XX /AN
x(3) > OO 3 ?_“ X(6)
v\/;’/\ V"(‘/
x(7) > > > > > X7
T -1 vl - s I
J ]
Figure 2.6 : Decomposition complete d’une TFD sur 8 points

L'équation (2.21) est communement appelée papillon. Son graphe de

fluence illustré par la figure (2.7)

X, (k) X (k)
- :
X1(k+§) > > X(k+;)
Figure 2.7 : Graphe de fluence d'un papillon

Le calcul d'un papillon nécessite une multiplication et deux

additions complexes.

La décomposition compléte de la TFD nécessite M étages et chaque

étage nécessite N/2 papillons. Ce guli donne (M.g) multiplications
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et (M.N) additions complexes. Soit

(g log?N) multiplications et (NlogzN) additions

comparé avec les (NZ) multiplications et (Nl—N) additions
necessaires pour le calcul direct, on voit l'avantage de la FFT.

La table 2.2 illustre une liste comparative :

Multiplication Addition
Calcul Calcul
N direct FFT direct FFT
16 256 32 240 64
64 4096 192 4032 384
512 262144 2304 261632 4608
1024 1048576| 5120 1047552 10240
Table 2.2 : Table comparative des operations necessaires pour le
calcul de la TFD

La décomposition présentée correspond a l'algorithme de la FFT le
plus wutilisé qu'on apelle FFT a entrelacement temporel (de
l'anglais Decimation in Time FFT algorithm). Un autre algorithme
de décomposition moins utilisé correspond &8 la FFT a entrelacement
fréquentiel [15]. Il ne sera pas présenté ici.

2.7.1. Certains aspects de l'algorithme de la FFT :

- Une FFT est composée de M étages avec M = logéN. Chaque étage

contient N/2 papillons et contient des groupes.

- Tous les groupes d'un méme étage ont le méme ensemble

d'exponentielles complexes W:.

- S1 on 1indexe les étages en fonction de leur position dans la
décomposition dans le temps par m avec m = 1 .. M, on tire les

résultats suivants

* Le nombre de groupes dans l'étage m est N/2"
* Le nombre de papillons par groupe dans l'étage m est (2m- 1)

* L'argument k des exponentielles complexes W: d'un méme groupe

dans 1'étage m portent les valeurs suivantes :

iN
oM

k = avec 1 =0, ..., 2 -1

- Les calculs sont fait sur place, c'est-a-dire que 1lors des
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calculs 1ntermedialres, le méme vecteur (tableau) qui contient la
sequence d'entrée contiendra la séquence de sortie.

- A l'entrée de l'algorithme, les données doivent étre
réordonnees dans 1l'ordre Dbit inversé. Chagque indice d'un
echantillon d'entrée est converti dans sa représentation en
binaire, ensuite on lit cette représentation dans un ordre inversuc
ce qul donne 1l'indice de la nouvelle position de cet échantillon a
l'entrée. Si on a M = log;d alors 1'indice 1 de 1'échantillon

d'entrée s'écrit en binaire

M-1
i=Y%Y B.2" avec les B = 0,1
r=0

r
L'index bit-inversé correspondant est

v M1 M-1-r
i=g B_. 2 B = 0,1
r=0

La figure 2.8 illustre l'opération d'inversion de bit pour N=8§.

inde x de l’echantillon d’entree index bit-linverse de 1’echantillon
Decimal Binalire Binalre Dec imal
0 00O 000 0
1 001 100 4
2 010 010 2
3 011 110 6
4 100 001 1
) 101 101 5
6 110 011 3
7 111 111 7
Figure 2.8 : Processus d'inversion de bit pour N = 8

~ Le nombre d'exponentielles complexes nécessaires pour la FFT
est N/2
Ainsi l'algorithme de la FFT se divise en deux étapes:
1- Ordonner les échantillons selon l'ordre bit-inversé

2- Calculer pour chaque étage, les papillons correspondants.

2.8 FFT pour les signaux réels

Soit x(n) un signal réel de durée N et X(k) sa TFD. On a

N-1 nk
X (k) = L x(n) W,
n=0
N/72-1 nk k N/72-1 "
= zo x(2m) . W'+ W, nzo x(2n+1).w:/2 (2.23)
n= =
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et soit z2(n) un signal complexe tel que
z2(n) = x(2n) + j.x(2n+1) , h=20, ..., N/2 -1 (2.24)

Sa TFD Z(k) est calculée par

N/72-1
Z(k) = ¥ [ x(2n) + j.x(2n+1)}. ka (2.295)
n=0
On obtient
N N/72-1 -nk
Z(E_ k) = Eﬂ}x(Zn) + J.x(2n+1)]. qu (2.26)
* N/72-1
2 (2 -k) = T [x(2n) - j.x(2n+1)]. W™ (2.27)
2 N0 . R 77 ’
La combinaison de (2.25) et (2.26) donne :
N/2-1 o 1 .
nz; ;~((2n).ww2 = 3 [ 2(k) + 2 (5 - k) ] (2.28)
N/72-1 Nk 1 * N
et n§o x(2n41) WD =52 [ 2(K) - 20 (5 - k) ) (2.29)
En remplacant (2.28) et (2.29) dans (2.23), on obtient
_ 1 * N " * N
X(k) = 5[ 2((k) +2(;-k)-73.W (2(k) -2 (3- k)] (2.30)

Ainsl1 la FFT d'une séquence réelle de durée N est calculée a
partir d'une FFT d'un signal complexe de durée N/2. Ceci donne une
réduction du nombre d'opérations de prés de la moitié.

La FFT du signal réel est calculée comme suit

1- Constituer le signal complexe selon la relation (2.24), c'est
ce qu'on appelle dispersion des données.

2- Calculer la FFT du signal complexe.

3- Reconstituer 1la TFD du signal réel a partir de celle du
signal complexe selon la relation (2.30), c'est ce gqu'on appelle

rassemblement des données.

2.9 FFT inverse :

La TFD inverse est donnée par la relation (2.13) :

1 Nl -nk
5 Y X(]'().WN

n=0

x(n) =
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kn passant par 1l'expression conjugueée, on obtient

N-1

* +
x " (n) =% T X (k).wN"k (2.31)
n=0
La somme a la forme d'une TFD selon la relation (2.12), on
obtient donc :
* %*
x"(n) = & TFD (X" (k)]

>

En repassant & l'expression conjugée, on obtient 1l'expression de

la TFD inverse

x(n) = % [ tFo(x* () )" (2.32)

z |

ocu, en terme de FFT

x(n) = % [ FFT(X (k)] (2.33)

z |

Ceci met en évidence que l'algorithme de la FFT peut étre utilise

pour calculer la TFD inverse.
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CHAP 11| LES FILTRES NUMERIQUES

3.1 Introduction

Un filtre numérique est en général un systéme linéaire
invariant a temps discret réalisé en utilisant une arithmétique a
précision finie. Sa conception comporte trois phases

1- Les spécifications désirées du systéme.

2- L'approximation de ces spécifications en utilisant un systemec
dlscret causal.

3- La réalisation du systéme en utilisant une arithmétique a

precision finie.

Les spécifications du systéme dépendent de 1'application

considérée, elles se situent en général dans 1le domaine
frégquentiel, comme c'est le <cas des filtres sélectifs de
fréquence: passe-bas, passe-haut, passe-bande et coupe-bande.

Pour ces types de filtres, les spécifications prennent la forme de
tolérances [7].
Dans le cas du filtre passe-bas, ces spécifications sont:
(voir figure 3.1)
- Une bande passante dans laquelle la réponse fréquentielle doit

approximer 1 avec une erreur de ¥ §
P

1 -8 = |H(f)| =1+ &8 , [f| = £

P P

- Une bande coupée dans laquelle la réponse fréquentielle doit

approximer 0 aveC une erreur §
s

H(f) = & , £ = |f| = F/2

s S

F étant la fréquence d'échantillonnage.

- Une bande de transition de 1largeur non nulle (fs—fp) dans
laguelle la réponse fréquentielle décroit de la bande passante a
la bande coupée.

La figure 3.2 montre les tolérances pour les autres types de

filtres.
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H oot

]*é p

T S \
1- bp
r f F/2 f
P s
Figure 3.1 : Limite de tolerances d’un flltre passe-bas
| H | NETESN
1+c3p 1+5p
l—cSp 1-6p
a)l b)
ds Ss
1 R | ‘
f f Frs2 f f Frs2
P s s P
T|weer] Tluce|
c) d)
1+dp 1+6p
1-(5p 1—(5p
ds
f f fp_ fs Fs2 f fs  fs_ f F/2
s pl p2 2 pl 1 2 p2
Figure 3.2 : limites de tolerance pour les fllitres
a) Passe-bas c) Passe-bande
b) Passe-haut d) Coupe bande

Le probléme de 1l'approximation consiste & chercher un systéme
linéaire invariant dont 1la réponse fréquentielle respecte les
tolérances imposées.
Ce probléme fait surgir deux grandes classes de filtres :
- Les filtres récursifs, ou les filtres & réponse impulsionnelle
finie (filtres RII ou en anglais 1IIR). Pour <ces filtres
1l'approximation est faite sous forme d'une fraction rationnelle.
- Les filtres non récursifs, ou filtres a réponse impulsionnelle
finie, (filtre RIF ou en anglais FIR). L'approximation est faite

sous forme d'un polynome.

49



3.2 Filtres I1IR

La fonction de transfert d'un filtre récursif est donnée par:

N -1
ngfz
H(z) = —=° (3.1)

La réponse fréquentielle du filtre est obtenue en posant =z = ¥
N - JWT
Y Al.e )
H(erT) - 1=oN (3.2)
1+Y B .e 'V

Pour que cette réponse respecte les spécifications désirées,

une méthode d'approximation devra étre adoptée.

La méthode la plus utilisée pour l'approximation des filtres
IIR consiste & transposer les résultats connus de l'approximation
des filtres analogiques. C'est la méthode qu'on donnera ici.
D'autres méthodes existent et elles sont dans la majorite
basées sur la programmation linéaire. Parmi ces méthodes, on a
- Minimisation de 1l'erreur quadratique moyenne [13}[17],
- Minimisation de 1'erreur Lp (183,

- Placement des pdles et des zéros [6].

3.2.1 Approximations des filtres analogiques

On donnera une méthode classique d'approximation des filtres
passe-bas analogiques, c'est le cas des filtres de Butterworth. On
établira les propriétés du filtre passe-bas prototype normalisé
dont 1la pulsation de coupure est égale & l'unité. Les autres

filtres en découlent par une transformation appropriée.

3.2.1.1 Les filtres de Butterworth

La courbe d'amplitude des filtres de Butterworth varie d'une facgon
monotone dans la bande passante et dans la bande coupée. Le
carré de l'amplitude d'un filtre de Butterworth d'ordre N est de

la forme
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2,0 (2N
l+€(6)

La figure (3.3) montre la forme de cette courbe .

Wp Ws

Figure 3.3 : Courbe d’amplitude des filtres de Butterworth

De cette courbe, on définit les paramétres de conception suivants

Tolérance de la bande passante : |w| = wp

2 1
[H(w) | > R (3.4)
Tolérance de la bande coupante : |w| ) ws
|H(w) | ¢ =22 (3.5)
1+ A

En posant w = ws, et en substituant 1l'équation (3.3) dans (3.5),
on obtient 1l'expression :

e = ( 10%MP - 1)172 (3.6.a)
A = ( loO.lAs _ 1)1/2 (3.6.b)
0.1As 0.5
A= 2= (22 __-1, (3.7)
10°°°P -1
- wp
et K = oo (3.8)
log A
On obtient : N = i (3.9)
log =+~
K0
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l.es poles normalisés du plan S sont trouvés en posant le
dénominateur de 1l'équation (3.1) égal & zéro. Pour normaliser le
résultat, on pose wp =1 et € = 1, alors :

1 + 0N =0

En posant S = jw, on obtient :

(-2 + 1 =0

Et en exprimant -1 en notation polaire :

(-1)" g2N _ ex-nm

= —1 K = 1’2’ III’ N
iéme . A . R
La K racine pour les pdles dans le demi plan gauche peut étre
exprimée par
s, = o, + ij _ o J(2KeN-1)TI/2N_ jej(ZK—l)Tl/ZN

Finalement, les pdles du filtre passe-bas de Butterworth

normalisé peuvent étre obtenu par :

s 2K - 1 . 2K - 1
SK = Sin (——2N m + ) Cos( — N m
1,2,... NZI pour N impair
K = (3.10)
1,2, .. g pour N pair

Les équations (3.6 et 3.10) permettent d'obtenir le filtre de
Butterworth normalisé & partir des spécifications. Pour obtenir le
filtre dénormalisé, on utilise une transformation appropriée. Voir

table 3.1 et 3.2.

3.2.1.2 Transformation des bandes de fréquence :

Dans la section précédente, on a traité 1le probléme de
l'approximation dans 1le cas du filtre de Butterworth passe-bas
normalisé (wp = 1). La table 3.1 résume 1le passage du filtre

passe-bas aux autres types de filtres.
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e e —— -

Types de filtre Transformat|ion

Passe-bas S —3 S/W

Passe-haut S— W /S
P
52+ Wp Wp
1 2
S (W -Ww )
p2 pl

3

Passe-bande

S(Wp_- W )
P2 p

1
Coupe bande S — —2
S + («)pzt.t)p1

Table 3.1 : Transformation des bandes de frequence

3.2.2 Transformation bilinéaire

Les approximations des filtres récursifs sont obtenus a
partir de celles des filtres analogiques en utilisant plusieurs
méthodes. Parmi celles-ci, on a

- Méthode de 1l'invariance impulsionnelle [(19],

- Méthode de 1'invariance indicielle [19][20],

- Méthode basée sur la solution numérique de 1'équation
différentielle [7],

- Transformation bilinéaire [14][19][20[21],

Cette derniere méthode est la plus utilisée et c'est celle qu'on

présentera

La transformation bilinéaire est définie par :

2-1 (3.11)

_ 2 2-]
S'Tz+1

Cette transformation permet d'écrire :
H (z) = H (s) (3.12)

_2 z-1
T z+1

ou T est la période d'échantillonnage.

Ce qul permet d'obtenir 1la fonction de transfert du systéme
discret a partir de 1la fonction de transfert du systéme
analogique. On peut tirer les propriétés de cette transformation
comme sult [14]:
avec s =0 + jw

rel?

et VA
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On obtient

( I + 0) +tw 1/2 2
r =1 2 2 2 ]
< - + W

(- 0) (3.13)

et ¥ = tan_l(2 “ ) +tan’)( zw ) b)
S +o0 - -0
T
Il est clair que :
- pour 0 > 0 , onar >1

- pour 0 = 0 , onar =1

- pour 0 < 0 , onar <1

Donc on a les propriétés suivantes :
1- Au demi plan gauche du plan s correspond l'intérieur du cerc]

unité , |z| = 1, du plan z.

2- A l'axe imaginaire jw, du plan s correspond le cercle unite

|z| = 1, du plan z.

3- Au demi plan droit du plan s correspond l'extérieur du cerc]

unité, |z| = 1, du plan z.

Pour 9 = 0, r = 1, on tire de l'équation (3.13.b) :

9 = 2 tanq(&%) (3.14)

Ceci donne : 9 =0 pour w =20
4 = m pour W —/8M> ®

¥ = -m pour w — -

L'origine du plan a pour image le point (+1,0) du plan z. La
partie positive et la partie négative du plan s ont pour images
respectives le demi cercle supérieur et le demi cercle inférieur

du plan z. La transformation est illustrée par la figure (3.4).

e pinti]

he

‘/.Zm; lan  Ave
/ P

§:JO¢
1 ’/
1 //
R.(2]

‘ s o ] !
x , -7
‘ J Sz -yCco
\ A J

Figure 3.4 : Transformation bilineaire
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Cette transformation a pour effet que le systéme analogique et le

systéme numérique possédent le méme comportement fréquentiel.

S1 M, = HA(jw) = M pour w, T W =W

alors M1 = HD(eyﬁ) = M pour ﬂls 3 = ¢

9 et 02 sont liées aux fréquences W, et w, par la relation
(3.14) . Donc les bandes passantes et coupantes du filtre
analogique sont transformées en bandes passantes et coupantes pour

le filtre numérique.

3.2.3 Plan de conception

De ce qui précéde, on déduit que 1le plan de conception des
filtres IIR est le suivant :

1- On élabore les spécifications du filtre.

2- On déduit les paramétres du filtre passe-bas prototype pour
l'approximation choisie en utilisant la table 3.2

3- On tire 1la fonction de transfert du filtre passe-bas
analogique prototype.

4- On tire la fonction de transfert du filtre analogique
correpondant en utilisant la table 3.1.

5- On tire 1la fonction de transfert du filtre numérique en

utilisant la transformation bilinéaire - équation 3.11
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Approx imat ion

—

Equation de l'ordre du Filtre

Butterworth

LogA

N >

Log(1/k)

Passe -bas

Passe-haut

tan (Tlf‘p/F)
tan (TIfs /F)

0°

1
k
0

Passe -bande

Coupe-bande

k1 , >=

k 2

kc
kc

k B
< kB

s i

si

L

tan(Tf /F)-tan(Tf /F)
J P

kc >= kB
kc < kB

1/k2 si
1/k1l si

2 1
k = tan(Tf /F) .ta ns¢ sF
2 Lo (M /F) van (e )
1 2
kK = t .
. an(nfs /F) tan(ﬂfs/F)
1 2
k tan(Tf /F) k tan (Tfs_s/F)
A s1 A 2
k = k =
1 2 2 2
k - tan (Mf _/F) tan (TTf _/F) -k
B s sl B
Table 3,2 Equations donnant l'ordre du filtre numer ique

3.3 Filtres FIR

La fonction de transfert d'un filtre FIR causal est donnee

par [6]:
H(z)

ou h(n)

Fourier de la séquence h(n) est donnée par

N-1

N-1 _
=) h(n).z n
n=0

(3.15)

est la réponse impulsionnelle du filtre. La transformée de

H(e™) =T h(n).e™ = [H(e/"T)|.e?W (3.16)
n=0
L'amplitude et la phase sont définies par :
M(w) = | H(e™T) |
Jot (3.17)
8 (w) = tan~? In H(e wT)
Re H(eJ )

Oon définit le retard de

comme suit

T
p

phase et le retard de groupe du filtre

) (3.18)

¥ (w _ d¥(w)
= =L\

dw

et
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Les tiltres pour lesquels ©t et 1 sont constantes sont appeles
p g
filtres A& retard constant ou filtres a phase linéaire. 1Ils
constituent la classe la plus importante des filtres FIR.

Pour que la phase soit linéaire, on doit avoir

V(W) = -T.w -MT < W < ™7 (3.19)

Des équations (3.16), (3.17) et (3.19), la réponse de phase peut
étre exprimée par

N-1
Y h(n). Sin(wnT)
9(w) = -T.w = tan~ ! - N?:O (3.20)
Y h(n). Cos(nwT)
n=0
ou N-1
?0 h(n) . Sin(wnT)
tan wt = ::1 (3.21)
Y h(n) . Cos(wnT)
n=0
Finalement, on obtient :
N-1
Y h(n) . Sin(wt - wnT) = 0 (3.22)
n=0
On montre [22] que la solution de (3.22) est donnée par :
= (N=1T (3.23)
2
et
h(n) = h(N-1-n) pour 0 =< n =< (N-1) (3.24)

De 1'équation (3.24), on voit que la réponse impulsionnelle est
symétrique selon que N est pair ou impair, le centre de symétrie
survient entre deux échantillons ou coincide avec un échantillon,

ceci est 1illustré a la figure 3.5

57



]h(n) Th(n)
centre de centre de
symetrie symetrie
J ‘ ( ‘ N=10 N=7
Filgqure 3.5 : Reponse impulsionnelle d’un filtre a phase lineaire

3.3.1 Réponse fréquentielle des filtres FIR & phase linéaire

La réponse fréquentielle des filtres FIR a phase linéaire est

obtenue en exploitant la relation 3.24 dans 1l'équation (3.16).
Deux cas sont a considérer

1- Pour N impair, on obtient

N -1
2
H(e'WT)y = g JWN-1ITr2 { E: a(n).Cos (wnT) }
n=0
(3.25)
avec a(o) = h(lgf)
, n=1 ...~
2
a(n) =2h (% -n)
2- Pour N pair, on obtient :
N/2
H(e'WT) = e IWiN-1)T/2 { Z b(n).Cos ( w (“%l)fr)}
n=0 (3.26)
avec b(n) =2 h (g"n) , n =1 ... g

3.3.2 Calcul des filtres FIR par développement en
Fourier:

série de

On sait d'aprés le premier chapitre que la représentation

fréguentielle d'un signal discret est périodique. Cette

représentation est donc décomposable en série de Fourier.

Donc, 1la réponse fréquentielle désirée du filtre
exprimée par [6]:

peut étre
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+W
ey = ¢ n (n).e’ (3.27)

n=-m

H(

ou les coefficients de Fourier hd(n) sont la réponse

impulsionnelle désirée du filtre. Ils sont calculés par

F
h (n) = 1%1 J' ‘2 gty | I gf (3.28)
~F
/2
J2TET 2 . .
En posant =z e dans 1l'équation (3.27), on obtient la

fonction de transfert du filtre :

H(z) =§ h(n) . z

n=-0

-n

(3.29)

On voit que les coefficients ha(n) sont de durée infinie et 1la
fonction de transfert représente un systéme non causal. Donc, on
doit limiter la durée des coefficients en les multipliant par une

fenétre de troncature, et rendre le systéme causal en multipliant
-(N-1) /2

H(z) par 2z , Ce qui donne
p
' - (N-1/2) 2 -n ML
H (z) = 2 ) hd(n).w(n).z =2z 2 . H(z) (3.30)
N-1

n=- ——

2

ou w(n) représente la fenétre utilisée.

-(N-1)/2
z ( n'a aucun effet sur 1la courbe

La multiplication par
d'amplitude du filtre. Le retard de groupe augmentera d'une

constante (QéJ)T

Cette méthode est la plus simple et la plus utilisée.
D'autres méthodes basées sur la solution numérique du probléme
sont utilisées [23-26]. Elles aboutissent a la solution optimale

aprés plusieurs itérations.

3.3.3 Caractéristiques des filtres FIR :

Certains des avantages des filtres FIR par rapport aux
filtres IIR sont comme suit :
1- Les filtres FIR peuvent étre congus exactement avec une phase

linéaire. La phase linéaire est importante pour les applications
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ou les distorsions de phase ddes a la ncen linéarité peuvent
déegrader les performances -par exemple, pour le traitement de la

parole ou pour la transmission des données.

2- Les filtres FIR sont toujours stables vu que leur fonction de

transfert ne posséde pas de pbdles sauf en z=0.

3- Le bruit de quantification dd & 1l'arithmétique & précision

finie peut étre rendu négligeable.

Parmi les désavantages, on a:
1- L'ordre d'un filtre FIR est beaucoup plus grand que celui

d'un filtre IIR qul réalise la méme courbe de fréquence.

2- I1 n'existe pas d'équations générales pour la conception des
filtre FIR. Plusieurs des méthodes utilisées sont itératives et

ex1gent un outil de calcul puissant pour leur implantation.

3.4 Structures des filtres numériques :
3.4.1 Filtres IIR

La fonction de transfert d'un filtre IIR est une fraction

rationnelle de la forme [11)]:

N -
) a .z
H(z) = —=2 (3.31)

i

a laquelle correspond 1la structure directe canonique de 1la

figure (3.6).
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Filgure 3.6 : Structure Directe Canonique

Si on factorise H(z) sous la forme [11]:

q 1 + a“z’1 + azlz'1
H(z) = k 1 (3.32)

-1 -1
izt 1 + b 2z + b z
11 21

on obtient la forme canonique en cascade, de la figure (3.7)

xn_[> 1_}_ | \[4_7 t [ y—n
K

z_1 al1 -b1 z_1 alq
™N A ™N
-1 -1
z z
™ 21 -k, ®2q
)I [\
~N L N L~
Figure 3.7 : Structure canonique en cascade

Tandis que la structure canonique en paralléle correspond a la

décomposition en fraction simples (fig 3.10) [11]:

q h + h z!

H(z) = k + ¥ e

i=1 1 +b z "+b z
11 21

(3.33)
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Figure 3.8 : Structure canonique en parallele

3.4.1.1. Sensibilité des filtres IIR.

Quelle que soit la réalisation physique d'un filtre
numérique, les paramétres qui définissent sa fonction de transfert
sont représentés avec une précision finie. Le choix d'une
structure particuliére dépend donc de la sensibilité de 1la
fonction de transfert aux erreurs de quantification commises sur
les coefficients [11]

Soient H(z) la fonction de transfert d'un filtre
numérique, {X} le vecteur des coefficients, {AX} celui des écarts
séparant les coefficients quantifiés de leur valeur idéale et A(w)

l'affaiblissement défini par [11]

A(w) = - 20 Log |H(z)| (3.34)

Les écarts {AX} provoquent une variation AA (W) de

l'affaiblissement A(w). Cette variation vaut
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0A (w)

AA(w) =¥ T% (3.:9)
K K
On définit la dérivée partielle
= GA(w) p
Sﬁ(“) - X, (3-35)

comme étant la sensibilité de 1'affaiblissement par rapport au
coefficient Xk. De (3.34), il vient [11]:

S (w) = -8,6859 Re { H}z). gg(z) | } (3.37)
k z=e

La constante -8,6859 correspond a (-20/1n(10))

L'équation (3.35) devient

AA (w) =} Sx Uu).AXk (3.38)
k Tk

Dans la représentation a virgule fixe, on a :

1 .-v

|8X | = 5 2 (3.39)

ou b désigne le nombre de bits réservés a la partie fractionnaire

des coefficients.

Pour pouvoir comparer les différentes structures réalisant la
méme fonction de transfert, on utilise une méthode statistique. oOn
fait les hypothéses suivantes [11] :

1- L'erreur d'arrondi sur un coefficient Xk est une variable

B : . . p : - + .
aléatolre uniformément répartie entre -%— et -%—. Sa variance vaut

2

2 _ g _ b
Gx;_ 1> ¢ q 2 (3.40)

2- Les diverses erreurs AXk sont statistiquement indépendantes.

La variance de la perturbation AA(w) peut alors s'écrire [11]

o, =}y S .o (3.41)
k
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et l'écart guadratique moyen vaut

Tpy = P(w).q/V 12

= P(w).2 °/ViZ (3.42]

La fonction P(w) est appelée indice de sensibilité quadratiquec.

C'est sur cette fonction que se base 1la comparaison des
structures.

On peut tirer les sensibilités des structures directe ot

cascade pour pouvoir les comparer.

Soient bn (n = 1...N) un des coefficients du dénominateur de Ia
forme directe et blk (1L = 1,2 ; k = 1...%{) un coefficient du

dénominateur de la forme cascade. On tire les sensibilités [11)

s, = 8,6859.Re { z } (3.47)
jW

Z

s, = 8,6859.Re| 1 — ] (3.43)

™ 1+b 2 +b z
1k 2k

z=¢e

En se basant sur la figure 3.9 et en considérant que les Zm
(1=1...N) sont 1les pbles de la fonction de transfert. On peut

écrire (4.42) et (4.43) sous les formes :

S = 8,6859. Re { - 1 .Cos( Ly, + ¢) } (3.44)
" mo|e®- z | =1
t=1 pl

1

Sb = 8,6859. Re{ o
1k IeJ - 2

i -Cos(y, + Y+ 1¢)} (3.45)

| |e”™ - Z

pl
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Figure 3.9 : Position de deux poles conjugues dans le plan z

La quantité |e“‘J - Zml est en général plus petite que 1l'unite,

cecl rend clair que :

max max

(3.4

et ce d'autant plus que le degré du filtre est plus élevé [11]:
Des résultats semblables peuvent étre obtenus pour les
coefficients du numérateur.

Donc 1la structure cascade est beaucoup moins sensible aux
erreurs commises sur les coefficients que la structure directe.
Cec1l explique pourquoi la structure cascade est la plus utilisée.
Des reésultats pareils a (3.46) peuvent étre obtenus pour la
structure paralleéle.

La stucture cascade correspond a la forme factorisée de la
fonction de transfert

1 +a 2z +a z

- =z

H(z) = K

. (3.47)
1 =1 1 +b z +

Elle correspond & la mise en cascade de plusieurs cellules du
second ordre. Ces derniéres peuvent étre organisées de plusieurs
maniéres malis les formes les plus utilisées sont les structures 1D

et 2D ([34] qui correspondent & la figure (3.10).
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Figure 3.10 : Structure cascade

3.4.2 Filtres FIR :

La structure la plus utilisé pour 1les filtres FIR est 1la
structure directe. Elle correspond a la figure (3.11).

X(n) -1 -1 -1 -1

" /n(o) <;£7h(1) §§E7h(2) h (N-2) ‘:i?a(n-u
!
G )G) ﬁ’@’ - - - >@ )@ —dy(n)

Figure 3.11 : Structure Directe d'un filtre FIR

3.4.2.1 Sensibilité des filtres FIR :
L'amplitude A(w) de la réponse fréquentielle d'un filtre FIR
est obtenue a partir de 1l'équation (3.25) par [11]:

(N-B) /2
N-1

A(w) = ¥ 2thos(Q%}-nyu + h('=) (3.47)
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o

ou les h(n) sont les coefficients du filtre et N son ordre.

conslidére que N est impair

La sensibilité de 1'amplitude par rapport aux coeffi 1¢nt
vaut (6]:
_ OA(w) _ N-1 _ N-3
Sh = 3h = 2 COS(—Z- n)(d , h = 1... -
n n
s, =1 (3.32)
N-1

sensibilités sont indépendantes des

-7

On remarque dque ces
elles sont comprises entre -2

coefficients du filtre et de plus,

et +2.

Une borne supérieure sur la variation AA(w) de l'amplitude

donnée par :
|AA(w)| = N g (2.49)

Ceci explique 1l'intérét porté a la structure directe. En plus

les filtres FIR réalisés en structure cascade éxigent des cellules

du quatriéme ordre et ne préservent pas la phase linéaire [7].
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CHAP IV EFFETS DE LA LONGUEUR FINIE DES
REGISTRES EN TRAITEMENT

NUMERIQUE DU SIGNAL

4.1 Introduction

Les algorithmes du traitement numérique du signal, tels que
le filtrage numérique et la FFT, sont réalisés soit avec ur
equipement numérique hardware adéquat, soit par des programmec
exécutés sur ordinateur. Dans les deux cas, les coefficlents et
les données sont stockés sous une forme binaire avec des registrec
de longueur finie.

Les paramétres des filtres numériques congus par un< des
méthodes du troisiéme chapitre sont obtenus avec une grande
précision. Une fols ces paramétres quantifiés, la reponse
fréquentielle du filtre résultant sera différente de celle d
filtre concu et peut méme dégrader les performances de sorte qur
la réponse fréquentielle dépasse les tolérances désirées.

La contrainte de 1la longueur finie des mots (regitres; =«
manifeste de plusieurs facgons suivant la représentation choisie:
en virgule fixe ou en virgule flottante. Puisque 1'ADSP2100 est ur
processeur a virgule fixe, on ne présentera ici que l'effet de I:
représentation en virgule fixe, et on commence par défilnir cette

représentation.

4.2 Représentation en virgqule fixe :

Un nombre est représenté par une séquence de chiffres
binaires (bits) qui sont soit 1, soit 0. Cette ségquence est
divisée en une partie entiére et une partie fractionnaire par ur

point binaire.

La représentation en virgule fixe est celle pour laquelle l:
position du point binaire est fixe [7]. Si A dénote la position du
point, 1le nombre binaire (1001,0110) a une valeur décimale de

9.375.

A

On suppose que les registres ont une longueur de (b+1l) bits

et que le nombre réel x a représenter est tel que [30]:

0 = |x| =1 (4.1)
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S1 x est tel que |[x| > 1, on peut normaliser x en décalant !~

point binaire de L positions tel que l'on ait [30]:

1
x = 2" . x (4.2

Le nombre x est représenté par une version quantifiée Q[x]

entachée d'une erreur [30]:

e = Q[x} - x (4.3)

Cette erreur est une variable aléatoire dont les caractéristiques
varient d'une représentation a une autre. Il y a trois fagons de
représenter les nombres en virqgules fixe [31]:

1- En signe et valeur absolue

2- En complément & deux.

3- En complément a un.

4.2.1 Représentation en signe et valeur absolue :

Dans cette représentation, les nombres sont exprimes

par [30]:
O[x] = (S, m m m....m), (4.4)
ou Q[x] est la version quantifiée de x.
S est le bit Signe.

S = 0 pour les x positifs

S =1 pour x négatif

Les m sont les bits de la magnitude :

( A ml mz “%)2 = |qu|

Il y a deux fagons de réaliser la quantification soit par

troncature soit par arrondi.

a) Troncature

On prend le nombre X, on le convertit en une fraction binaire

et on tronque cette fraction a b bits, comme suit [30]:

| x| =
(4.5)

| Q[ x] |
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L'indice T dénote la troncature. Pour x 2= 0, on a

l'erreur introduite est [30]:

LY

©OEL = Q[x) - x = [Q[x]] - |x|

= - (00 ...0m m o)

b+1 b+1 2

-=b

= -2 ces)

m m
b+1 b+l 2

ou le nombre (A m est borné par :

cel)

m
b+1 b+l 2

0 = (A mb+1mb+2"")2

Donc pour x > 0, on a

ozET>-2'°,x=o

Pour x < 0, on aura x = Q#x]. On trouve [30]:

EL = - | | qbad] - [x] |

T
et
-b
T 14

o
IA
1
A
[ S)

X <0

Q[x]

(4.0)

(4.7)

(4.3)

(4.

O

)

(4.10)

La caractéristique de quantification de QJx] est illustrée par la

figure (4.1.a). La densité de probabilité de ET est montrée a 1la

figure (4.2.a) [30].

La variance du bruit de troncature est donnée par

2_ 5 -2b
O'E— —4 . 2
T
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x"
xXd

s

Flgure 4.1 : Caracerlstique du quantificateur de la representation

Signe et valeur absolue

a) Par troncature b) Par rondi
Af(eT) /\f(ET)
x < 0 XxZ0
b b
2 2
2 2
) -b e -b 0 E_
2 T -2 T
a)
f(E
T R)
b
2
- 0 b E
-2 /2 2 /2 R
b)
Figure 4.2 : Fonctlon densite de probablilite de 1’erreur de

quant | fication de la representation signe et val eur absolue.

a) Par troncature b) Par arrondi

b) Arrondi
On prend la valeur absolue de x, & laquelle on ajoute

On prend ensulte le résultat et on le tronque &8 b bits [30].

x| = (,n n _...n n . ee),

-b-f = (SA n n,...n n ...)2

+ 2 (0,0 0.... 0 1 0 ...),
x + 2°°°1 (S, m m_ ... m m ced)

A 1 T2 b b+1 2
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I'l en sult la valeur quantifiee de x ,

Q%] = (S, n n ... n )

L'indexe R dénote l'arrondi.

L'erreur introduite est :

E = Q/I[xX] - X

On suppose [30][31])][7] gque 1l'erreur introduite est

l'intervalle :

(4.13)

(4.14)

bornée par

(4.19)

(4.16)

La caractéristique du quantificateur QR[x] est illustrée par 1la

figure (4.1.b). La densité de probabilité de l'erreur introduite

est 1llustrée a la figure (4.2.b).

4.2.2. Représentation en complément a 2 :

Dans cette représentation, les nombres sont exprimés par [30]:

(4.17)

Q[)t:]=(0Am1 mz...mb) 0 =x =1
= (1A n n, ...n ) -1 =x=20
ou
pour x =z 0O (,m m ...m ) = |Qrx]|
pour x < 0 (A n n ...n ) = Complément a 2 de |Q(x]|

=1 - |Q[x]]

a) Troncature

Pour les nombres positifs, le résultat est identique a 1la
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representation en signe et valeur absolue [30]:

-27% E <0 , X 20 (4.18)

Pour les nombres négatifs, on a :

-2 < E =0 , X <0 (4.1

e

Donc pour tout x, on a :
-2 < E. =0 (4.20)

o? = (4.21)

La caractéristique de ce quantificateur est illustrée par la
figure (4.3.a). La densité de probabilité de 1l'erreur E est

illustrée a la figure (4.4.a).

~ i
Q_[x] [x]
T QR
P
-b |
2 -b 1
2
3 1 LY
- -b x -b x
2 2
, 2
a) b)
Figure 4.3 : Caracteristique du quantificateur de la representation
en complement a 2
a) Par troncature b) Par arrondi
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PN (LT) ﬁkf(ER)

b 2
2
-b o E -b 0 b E
-2 T -2 2 R
a) 2 b) 2
Fiqure 4.4 : Fonction densite de probabilite de 1'erreur de

quantification de la representation en complement a 2.

a) Par troncature b) Par arrondl

b) Arrondi
On procéde de la méme fagon que pour la représentation en

signe et valeur absolue et on trouve [30):

2" . 2 (4.22)
2 R 2

Pour toutes les valeurs de x. La variance du bruit d'arrondi est
[30][31][7]:

g_= (4.23)

La caractéristique du quantificateur et la densité de probabilité
de 1'erreur ER sont montrés dans les figures (4.3.b) et (4.4.Db)

respectivement.

4.2.3 Représentation en complément & 1 :

Dans cette représentation, on exprime 1les nombres comme

suit [31):

Q(x}]} = (0A mom, o...m )2 , X 20
- - (4.24)
= (1A n n,...n )2 , X =0
ou
pour X =2 0 (0A momo... Mmoo ), = |Q[x]|
pour X < 0 (0A nn o...n ) = Complément & 1 de |Q[x]]|
=1 - Jorx)| - 27"
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bPour 1l'analyse de 1l'erreur 1ntrodulte, on trouve les nenes

réesultats que pour la représentation en signe et valeur absolue.

4.3 Effets de la longueur des mots sur les filtres IIR

Les sources de 1l'erreur de quantification dans 1'implantat:on
des filtres numériques sont [(30}([33):
1- La quantification des coefficients.
2- La quantification du signal d'entrée.
3- La quantification du produit des multiplications.
4~ Les oscillations limites.

5- Les oscillations de dépassement.

4.3.1. Quantification du signal d'entrée

Dans les systémes de traitement numérique du signal, les
si1gnaux a traiter sont continus dans le temps et dans 1l'amplitude.
Ils doivent, de ce fait, étre discrétisés par une opération
d'échantillonnage. Ensuite, vu la longueur finie des mots, 11ls
doivent étre quantifiés.

Le dispositif qui réalise la quantification est un
convertisseur Analogique Numérique (CAN). On suppose que lew
données a la sortie du convertisseur sont représentées par une
traction a virgule fixe en complément a deux sur une longueur e
(b+1) bits. Les données a l'entrée sont arrondies au niveau de
quantification le plus prés pour obtenir la donnée quantifiee.
LL'écart entre deux valeurs quantifiées voisines est appelé pas de

quantification et noté q. Il est donné par :

q =2

La figure (4.5) montre la caractéristique de quantification d'un

convertisseur a b = 2
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Figure 4.5 : Caracteristique d’un CAN pour b = 2
L'erreur de quantification est [7] :
e(n) = Q[(x(n)] - x(n) (4.25)

Cette erreur est bornée par 1l'intervalle [7] :

-_q < <g S
5 = e(n) =3 (4.26)

Pour analyser cette erreur, on utilise un modéle statistique qui
sera adopté pour décrire l'effet de la quantification dans les

algorithmes du traitement du signal [7] :

On admet ce quil suit [6]
1- La séquence d'erreur {e(n)} est une séquence échantillon d'un
processus aléatoire stationnaire.
2- La séquence d'erreur est non-corrélée avec la séquence des
échantillons {x(n)}.
3- Les variables aléatoires du processus d'erreur sont
non-corrélées. L'erreur est un bruit blanc.
4- La densité de probabilité du processus d'erreur est uniforme

sur l'intervalle de l'erreur de quantification.

Sous ces considérations, le bruit de quantification est [7]:
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5 q2 2—2b
= 9 = 4.27
9, 12 12 ( )

Quand le signal quantifié est 1l'entrée d'un systéme 1linéaire

invariant, la réponse peut étre exprimée par :

y'(n) = y(n) + £(n) (4.28)

ou y(n) est la réponse a x(n) et f(n) est la réponse a e(n).

La moyenne et la variance du bruit a la sortie sont calculées en
utilisant les équations (1.102) et (1.113) :

m = mezj h(n) = m_ H(O0)

(4.29)

5 > +00 > 0‘2 +0 5
e
o =0 Y |h(n)|® = iﬁ_f |H(w) | "dw
n=-0 - 00

4.3.2 Effets de la quantification du produit des multiplications

Pour 1l'arithmétique a virgule fixe, 1le produit de deux
nombres de longueur b-bits génére des nombres de logueur 2b bits.
Pour pouvoir stocker ce résultat, on doit l'arrondir a b-bits.
Ceci a pour effet gqu'un bruit additif se superpose au signal a la
sortie du mutiplieur. Le multiplieur peut étre modélisé par la

figure (4.6) et peut étre exprimé par (6]:

Q[aix(n)] = alx(n) + e(n) (4.30)
le(n)
x(n) —— (X ) > Q[a,x(n) ]
Ta
Flgure 4.6 : Modele statistique du multipllieur
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kn utlilisant le modéle du multiplieur, on peut schématiser la

cellule du second ordre forme 1D selon la figure (4.7).

ein ~ (n) e (n) e (n)
1] 3 [l
T (+/
A A
-1
]» -b Z a ]
1 1
— 1 S~
-1
-b pA a
2 2
~— 1 ] |
o |
Figure 4.7 . Cellule du second ordre avec bruit de quantification des

multiplieurs

Comme on le voit sur cette figure, pour chaque multiplieur, un
signal d'erreur el(n) est additionné au noeud de somme. Le signal
d'erreur est modélisé par un processus aléatoire avec une densité
de probabilité uniforme. La moyenne, la variance et 1la fonction

d'autocorrélation sont données par :

E[el(n)] =0 (4.31)
2 - 2b
2 _ q _ 2
% T2 T 712 (4.32)
2
¢_ (m) =—?2—-6(m) (4.33)

La densité spectrale de puissance est donnée par :

2

P (w) = 5

(4.34)

Pour analyser le Dbruit d'arrondi des résultats des
multiplieurs, 11 est nécessaire de définir 1la fonction de
transfert propre de la source du bruit du filtre car les sources

de bruit prennent place dans plusieurs endroits [32] [6].
Si hk(m) est la réponse impulsionnelle du filtre de la source

du bruit & 1la sortie du filtre, alors la réponse a e (n) est

donnée par la convolution discréte ([6}]:
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e, (n) =% h(m) e (n-m (4.35)
m=0

La variance de eOkhu) est donnée par [6]:

[+ <)
2 _ 2 2
o;o o mgghk(m) (4.36)

La variance du bruit total est donnée par [6]:

M
2 _ 2 ,
o = r oo (4.237)
0 1=1
L'évaluation de ofo nécéssite le calcul de la somme de hi , cette
somme est donnée par [6]:
s 2 1 1 1
L hi(m) = s § He  (2) . H  (27) .27 dz
m=0 C
(4.238)

2T
JWw

1
=5 Jo [H, (e’

|2dw

ou HKH(z) est la fonction de transfert du bruit de sa source a la

sortie du filtre.

Il est clair que l'analyse du bruit dépend de la structure du
filtre puisque la fonction de transfert du bruit varie d'une
structure & une autre. Pour la structure 1D, on montre que 1la

variance du bruit de sortie est donnée par (6]:

21 Jw 2
|H (e”™) | dw } (4.39)

- 2 . . .
ou o = variance du bruit d'arrondi
r nombre de sources de bruits au premier noeud de sommation
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- nombre de sources de brult au second noeud de sommation

v

nombre de cellules du second ordre

H

= X
(

index des sections de second ordre.

La figure (4.8) 1illustre un exemple de la réponse au bruit e

trois sections de second ordre mises en cascade.

k
E E E E E E
1 n

ol
—ff)uf-*\:

oy
~/
e
\'/
O—,
\ 4
\
|

N K K A A~
-1 -1 -1
Z A z A 2 A
11 12 !
! ~ A I~ A f
| 1’ B Vv | 2
B 12 - B
11 -1 -1 13 -1
z Z Z
A | ~ A [ I~ Al
~J |4 ~ |4 ™~ 2
-B A -B A - B
21 21 22 22 23
Y(z) = X(z).K.Hl(z).Hz(z).H3(z) = sortie du filtre idéal
+ E:(z).Hl 3(z) = bruit de sortie du coefficient K
’
+ E:"(z).H1 3(z) + Elz(z).Hza(z) = bruit de sortie de la section 1
2 ! . . .
+ E 1(z).H2 3(z) + Eiz(z).ﬂ33(z) = bruilt de sortie de la section =2
n '
31 32 . . .
+ Eh (z).H33(z) + En (z) = bruit de sortie de la section 3
Firqure 4.8 : Reponse du brult d'arrondi de trols cellules de second

ordre mises en cascade.

La relation (4.39) peut étre reécrite pour d'autres structures.

La fonction de transfert du bruit est donnée par :

Hk'H(z) = Hk(z).Hk”(z) .. HH(z) (4.40)

LLa fonction de transfert du bruit dépend de 1l'organisation des
cellules. Pour M cellules, il y a (M!)2 organisations possibles.
Pour chacune d'elles, on évalue 1'équation (4.39) et on garde
celle gqul minimise cette équation. Ceci exige un grand nombre
d'évaluations. Par exemple, pour M=4, on a 576 évaluations et pour
M=5, on 14400 évaluations. On montre [6]) que l'appariement optimal
des podles et des zéros peut étre obtenu en couplant chagque podle
avec le zéro qui lul est le plus prés dans le plan Z. La figure

(4.11) en montre un exemple. Ceci réduit le nombre d'évaluations

80



necessaires de 1'equation (4.39) a (M!).

Relz]
—
! o
*
?
~ S
\\A___)/V
Figure 4.9 : Couplement des poles et des zeros

Dynamique du filtre

La dynamique du filtre est définie comme étant le nombre de
bits non affectés par le bruit. La dynamique peut étre exprimée en

décibel par [6]:
DR = (BIT, - 1) 20 Log 2 (4.41)

ot BIT est la position du bit le moins significatif du bruit

calculé. Il est donné par (6]:

-Log o o
BIT, = INT( ) (4.42)
Log 2

ou INT dénote la partie entiére.

4.3.4 Les dépassements et mise a 1l'echelle :

Dans la réalisation des filtres numériques, il convient de
transmettre un signal dont 1la dynamique est aussi élevée que
possible : un signal dont l'amplitude maximale soit la plus grande
gque possible par rapport au pas de quantification. Cette condition
doit étre satisfaite en présence d'une contrainte : en aucun point
du filtre, le signal ne peut exéder la capacité des registres

utilisés pour le contenir [11].

Les points ou cette contrainte de non dépassement doit étre
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vérifiée sont les entrées des multiplieurs. En effet, leco
resultats partiels de plusieurs sommations successives peuvent
exéder la capacité de 1l'acumulateur méme si la somme totale est

inférieure a cette capacité [11].

En virgule fixe, tout dépassement de capacité est interpréte
comme un changement de signe : lorsque ce phénoméne se produit a
la sortie d'un additionneur, il peut entrainer une oscillation
forcée permanente de grande amplitude. Cette oscillation subsiste
méme en abscence du signal d'entrée {33]. On montre gque ces
oscillations peuvent étre annulées en utilisant des additionneurs

d logique saturée.

La figure (4.10) montre la structure cascade avec les points

ou la contrainte de non dépassement doit étre vérifiée, notée

par (*).
: Fo () —
- D( / >
T (2L ;i
\ ~ (¥
<)
D (_\,/L \)\ +) . - -(j/' (:;/-_
z°| z|
X I QH _L‘Q I L\\(;
_ pd!
AN N
2 z]
o b T .
L P ___<}"‘ — ASEA
Figure 4.10 : Points ou le non depassement doit etre verifie pour la

structure cascade.

Une mise & l'echelle du filtre numérique doit étre opérée pour

gue ces débordements n'aient pas lieu.

Soient F‘(z) la fonction de transfert de l'entrée au point de

dépassement avant la mise & 1l'échelle et F;(z) la fonction de
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transtert aprés la mise a l'échelle.
S1 H(z)

-1 -2
1 +a z + a_z
11 21

H(z) = k
1

2

ng o
~
S

-1 -
1 1 + b 2z + b 2z
11 21

dénote la fonction de transfert du filtre, alors la version mise a

l'echelle aura pour fonction de transfert [34]:

-1 -2
a +a z +a "z
H(z) = k' 01 11 21

i

(4.44)

n =g o

1

1 1+ b 2z 1
119 .

+ b 2z
21

Les fonctions Fl(z) et F;(z) pour 1la forme 1D sont données
par [34):

K i-11+a 2z +a_z
F (2z)= - — T LE . 2J - (4.45)
i+ b 2 + b_2z j=1 ' 1 + bz '+ b_2z
11 2 J 2j
K! Q %5y 112_1 + a21z—2
F;(z) = - o n - > (4.46)
1+ b 2 + b_z Jj=1 1 + b =z + b_ 2z
11 21 1 21
0
avec I(.) =1

Oon montre [11] que si X(w), la transformée de Fourier du signal
d'entrée, est telle que || X(w)||q = M, pour @ =z 1, on en déduit
que ]anq = M et pour que le débordement n'ait pas lieu, 11 suffit
d'avoir

[ [FY ] =1 ||x||qu ; =1 (4.47)

o=
Ne o]

p et g sont des entiers positifs et |

.||p dénote la norme Lp.

La mise & l'échelle doit étre faite comme suit [34]:
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alj_ S’ 1jll"_‘ollrz ’ J=1'°Q (4 48
S = K

Q+1

s, = 1/11F]1

De ceci, on a

F;(z) = Si.Fl(z) (4.49)

Similairement, on tire pour la forme 2D [34]:

1=1 1 + aliz' + amz'2
F(z) =k T — - (4.50)
j=1 1 + b .z + b_z
11 2i
i -1 oy ¥ z7! o+ «, -2
et F!'(z) =1 ) ) - : — (4.51)
1) 2)
La fonction de transfert H(z) est de la forme (4.44).
La mise a 1'échelle est faite comme suit [34]:
k
't = —_—
k S
M
S
Y j=—a ;i=0,1,2;j=1...Q
TE T Tyt PJ=he. (4.52)
S =1
0
et S, = 1/[|Fl||p

La figure (4.11) montre la structure cascade mise & 1'échelle

pour les formes 1D et 2D.
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Figure 4.11 : Structure cascade mise a 1’echelle
a) Forme 1D b) forme 2D

Du point de vue pratique, les valeurs les plus signaficatives de

p et g dans la relation (4.47) sont 1,2 et o« :
- Le cas p =1, q = » impose que X(w) soit partout bornée par M

- Le cas p = q = 2 est appliquée pour les signaux a énergie finie

en effet on a :

2
| |X||, = Energie du signal.

- Le cas p = w et g = 1 conduit & la condition la plus sévére sur
F; car on a,toujours : '

v
=

R = TIF L, v P
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4.3 5 Les cycles limites
Quand on excite 1'entrée d'un filtre IIR par une ségquence

X(n) qul est constante pour un certain instant

x(n) = { A pour n = n
0] ailleurs

la sortie doit tendre idéalement vers zéro. Cependant quand on
implante le filtre par des registres & longqueur finie, la sortie
peut osciller dans un intervalle d'amplitude non nulle. Ce
phénoméne est appelé '"oscillation & cycles limites% [(6]. Il

importe de connaitre une borne supérieure de ces oscillations.

Une analyse déterministe de ce phénoméne est trés difficile

et ne peut étre obtenue que par simulation [11].
La table 4.1 illustre ce phénoméne pour le filtre du premier

ordre
y(n) = x(n) - 0.5 y(n-1)

pour une entrée :

0.875
Xx(n) = {

0 ailleurs

pour n = 0

en supposant que les données sont représentées sur 3 bits :
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i i o Représentation
Fﬁ 1déal quantifié binaire

0 0.875 0.875 0.111

1 -0.4375 -0.5 1.100

2 0.21875 0.25 0.010

3 0.0546875 -0.125 1.111

4 0.02734375 0.125 0.001

o 0.0000 +0.125 1.111 ou 0.001
Table 4.1 : Exemple de cycles 1 Imites

On remargue gu'au lieu d'étre zéro, la sortie oscille entre 0.129

et -0.125

4.4 Effets de la longueur des mots sur la FFT :

Le graphe de fluence de 1l'algorithme de la FFT a

entrelacement temporel est montré sur la figure (4.12) pour N=38
X(4) 7 g -7 - ® g \ 3] X(l)
> :>X5/1>K(/ \\\\\v/(//
¥ - .
x (2) t::>><:\':;f /////\'4‘ ~ )KC>< v X(2)
N //

x(6) ——— e S o X(3)

«— = X(4)

X(l) = — = ™
,////// \\\\J//// wb//é><><\<
x (5) > > 2 e X(5)
- ) ><>/ N“//\\
- N
x(3) - v I\r% —* X(6)
>\ Y /\\ W:J/ \
x (7} . : > e o

> > > > =N X(7)

-
?
.
¢
-

Figure 4.12 : Graphe de fluence de la FFT a entrelacement temporel

L'opération de base de l'algorithme est le papillon décrit par

les équations :

,(P) =X (p) + W X (q)
(4.53)

X (qa) =X (p) - W X (q)

m+1
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L'indice m dénote 1'étage m, 1'indice (m+1l) dénote 1'étage (m-1)
et les 1ndices p et g dénotent la position des échantillons danc

l'étage. Le papillon est montré sur la figure 4.15.a

Les produits Xm(q).w; doivent étre quantifiés pour unc
implantation par une arithmétique A& précision finie. Cec:
introduit une erreur e(m,q) qui se superpose au signal de sortie.
Cette erreur est une séquence complexe.

La figure (4.13.b) montre le modéle du papillon avec 1l'erreur

introduite.
X X
. () — X, (P) . (P) X ., (P)
r / r
HN L . HN
X — =X X > > X
Q) > meq (9) _(q) > ey ()
€(m,q)
a) b)
Figure 4.13 : a) Graphe de fluence d'un papillon
b) Graphe de fluence d’un papillon avec l’erreur d’arrondi

Si on suppose que chaque multiplication complexe esr réalisée par
quatre multiplications réelles et que chaque multiplication réelle
est un bruit blanc dont la variance est (27°°/12) (6,7,31], la

variance de e(m,q) sera :

g2 = (4.54)

b étant le nombre de bits utilisés pour représenter la partie

fractionnaire.

On remarque a partir de la figure (4.12) que :

1- Le bruit généré par un papillon & la sortie d'un étage donné
se propage & la sortie de 1'étage suivant multiplié par une
constante d'amplitude unité (-1 ou W;). De ce fait, sa variance
restera inchangée en atteignant la sortie de l1'étage final.

2- Chaque point de sortie X(k) est relié a
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- Un papillon de 1'étage final M-1

2 papillons de 1'étage M-2
- 4 papillons de 1'étage M-3

- 2" papillons de 1l'étage M -(m-1)

avec N = 2M etm =0 ... M-1

Donc chaque échantillon de sortie X(k) de la TFD se trouve lié a

(N-1) papillons. L'erreur E(k) gqui lui est entachée a une variance:
oi = E[|E(k)[°] = (N-1)o; (4.9%)

gul donnera pour N assez grand
o2 = N.o° (4.56)

Pour qu'il n'y ait pas de débordement & la fin des calculs, une

analyse doit étre faite.On a a partir de 1l'équation (4.53):

max [ |X ] = 2.max| |Xm| ] (4.57)

m+1 I

Cette relation implique que le module maximum peut doubler d'un

étage a un autre. Ce qui donne

max[|X(k)|] = N.max[|x(n)|] (4.58)

Dans la représentation en virgule fixe, un nombre X est tel que
-1 =X =1

ou |X] =1

Donc, pour qu'il n'y ait pas débordement, on doit avoir

|x(n) | < % , 0 s n = N-1 (4.59)
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pour garantir
[ X(k)| <1 , 0 s k = N-1 (4.60)

Si on suppose que x(n) est un signal blanc dont la partie réelle

et 1imaginaire sont uniformément réparties entre (-1/vV2 N) et

(1/V2 N), alors sa variance sera :
0)2( = 12 (4.61)
3N

et celle de X(k) est

= N.O‘i (4.62)

Le rapport bruit sur signal est défini par :

02 Puissance du bruit
NSR = — = (4.63)
2 . .
y Pulssance du signal
Pour le cas considéré, on aura :
NSR = 3N20: = N%27% (4.64)

L'interprétation de ce résultat est que le rapport bruit sur
signal augmente de un bit par étage [7,31].

Ce résultat est médiocre pour 1les applications ou 1la
précision de calcul est exigée. Cette méthode de prévention contre

le débordement est appelée Mise & 1'échelle des données d'entrée.

Une alternative & cette méthode consiste & insérer des

-

atténuations de 1/2 & 1l'entrée de chaque étage. A 1l'entrée du
premier étage, les données sont telles que :

|x(n)| < 1
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La figure (4.14) montre le modéle du papillon avec un«

atténuation de 1/2 a l'entrée de chaque étage.

e (m,q)
y A
e |
X .
"‘(p) | / Xmﬂ(p)
r N
1/2W / :
X - > : X
m(Q) T > m’l(Q)
e (m,q)
5 q
Figure 4.13 : Graphe de fluence d'un papi llon avec bruit d’arrondi

et at tenuation de 1/2

Dans ces deux cas, la sortie du dernier étage ne consiste pas
en la TFD du signal mais en 1/N fois cette TFD. Mais la différence

est que la seconde méthode introduit beaucoup moins de bruit.

En effet, 1l'analyse du modéle de la figure (4.14) révele
gu'on a quatre multiplications qui donnent un bruit de variance o
(équation 4.54) et si les atténuations sont faites par arrondi,

elles 1ntroduisent un bruit de variance [6]:

o’ = (4.65)
s

Ce qul donne un bruit total [6]

. 2 ,-2b
= & 2 (4.66)

=

Ce bruit, en se propageant d'un étage & un autre, se trouve divisé

par 2. Ce qui donne qu'un bruit généré au m'"™™ étage se trouve a
la sortie du dernier étage multiplié par une constante (1/2)""'.

- M-m-1

En sachant que chaque point de sortie est 1ié a 2 papillons
-1

leme eme

du m étage, soit 2"™"
(m = 0...M-1)
Cecl donne un bruit de sortie E(k) de variance :

. - - - l -
sources de bruit généré au m étage
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2 2 M-m-1 1, 2¢
9 T 9% L 2 (2)
m=0
M-1
2 1l M-m-2
m=0
(4.67)
M-1
2 1.1
1=0
2 1. x
=20, (1 (3)7)
Pour un nombre d'échantillons assez grand, on obtient :
2 _ 2 _ 5 -2
O‘E = 2 O‘BS =3 2 (4.68)
En supposant qu'a 1l'entrée, on a un signal blanc comme
précédemment, on trouve un rapport bruit :
2
o.E 2 -2b
NSR = — = 3.N o = 5.N2 (4.69)
o2 BS
X

Le rapport bruit sur signal augmente de un bit par étage ce qui
constitue une grande amélioration du résultat précédent. Cette

méthode s'appelle "Mise & 1l'échelle inconditionnelle des données"

Une troisiéme méthode de prévention contre le débordement
consiste & utiliser 1le format flottant par bloc. Dans cette
procédure, les données a l'entrée sont normalisées au plus loin
vers la gauche du registre avec la restriction que |[x(n)| < 1. Le
calcul commence et & chaque fin d'étage, on teste si un
débordement a lieu, si c'est le cas, on décale toutes les données
de un bit vers 1la droite et 1le calcul continue. Le nombre de
décalages nécessaires est calculé pour déterminer 1'exposant
commun a toutes les données.

La variance du bruit total ainsi que le rapport bruit sur
signal dépendent du nombre de décalages fait ainsi que de 1'étage

ol ils ont eu lieu. Cette méthode s'appelle '"Mise a 1'échelle
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conditionnelle des données". Le rapport bruit sur signal s : .
inféerieur a celuil des deux premiéres méthodes et a la limite, 1!
sera égal a celui du second quand les décalages sont faits dan:

tous les éetages.

4.5 Effets de la longueur des mots sur les filtres FIR

La structure la plus utilisée pour réaliser des filtres FIF
est la structure directe (voir chapitre 3). La longueur finie des
mots a un effet sur les coefficients des filtres ce qui pose I«
probléme de la sensibilité (voir chapitre 3), sur le résultat des

multiplications et sur le débordement.

4.5-2 Effets de la quantification des résultats des

multiplications

Pour le filtre FIR, deux cas sont a considérer
1" cas : oOn arrondit le résultat de chaque multiplication et
puisqu'il y a N multiplications, le bruit d'arrondi total a pour

variance [7]:

2 q2 2-2b
= P S = ——— C
UB N. 5 N 15 (4.70)
2®™ cas : oOn n'arrondit le résultat qu'aprés avoir fait

1'accumulation de tous les produits. Dans ce cas, une seule source

d'arrondl est présente. Le bruit d'arrondi a une variance de (6]:

ol = L. = (4.71)

e}

N
=
[\

Ce deuxiéme cas est le plus fréquent dans 1l'implantation des
applications. Tous les processeurs de signal disposent d'un
multiplieur accumulateur qui multiplie deux nombres de b-bits et

accumule les résultats sur 2b-bits.

4.5-3 Prévention contre le débordement

Pour prévenir contre 1le débordement, le signal a 1l'entree

doit étre mis & l'échelle par une constante C telle que [6]:

_ 1
C =  TE— (4.72)

Ih(n) |
0

n=
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CHAP V IMPLEMENTATION DES ALGORITHMES Dt BASE

SUR UN PROCESSEUR DE SIGNAL

5.1 Introduction

Les algorithmes de base du traitement numérique du signal

sont la transformée de Fourier rapide (FFT), le filtrage numeérique
(IIR et FIR) et 1le produit de convolution. [1,3 et 4]. tn =e
basant sur 1'étude théorique des chapitres précédents, on a

implémenté ces algorithmes sur 1le systéme de développement du
processeur de la compagnie ANALOG DEVICES 1'ADSP~-2100. Le
processeur est optimisé pour 1le traitement du signal et les
applications en temps réel nécessitant des vitesses de calcul
importantes. Il traite des mots de 16 bits en virgule fixe et
fournit des possibilités de traitement en multiprécision. (Des
mots de plus de 16 bits). Les algorithmes ayant été considéres
traitent des données représentées en simple précision.

L'annexe 1 décrit le processeur et son systeme de

développement.

Les applications en temps réel doivent s'exécuter dans le
minimum de temps, générer le moins de bruit et offrir 1la plus
grande dynamique du signal [5]. Les deux derniers points sont
généralement exprimés par le rapport signal sur bruit (S/B). En
pratique, 1l y a une dualité entre le temps de calcul et le
rapport (S/B) et on est appelé a faire un compromis entre les

deux selon les exigences.

Dans ce qul suit, on traitera les algorithmes implantés en
indiquant leurs performances et éventuellement leurs limites. Le
produit de convolution sera considéré avec le filtrage FIR. Le
compromis cité ci-dessus sera mis en évidence dans le cas de 1la
FFT.

Des signaux modeéles permettent de vérifier le bon
fonctionnement des algorithmes. Un de ces signaux montrera la
limite de la représentation en virgule fixe. Deux applications

seront considérées : le filtrage d'un signal EEG contenant un
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bruit additif et 1l'estimation de la fonction d'autocorrélat i«

d'un signal aléatoire.

Les listings des programmes en langage assembleur I«

1'ADSP-2100 se trouvent dans l'annexe 2.

5.2 La FFT
D'aprés le paragraphe 2.7.1, une FFT sur N points se calculc

en M étages avec M = Log N, chaque étage contient des groupes et
g 5 q g

chaque groupe contient des papillons.

La figure (5.1) montre l'organigramme de calcul de la FFT. Celle-ci
se calcule en troils sous-routines :

- La premiére place les données dans l'ordre bit inversé.

- La deuxiéme calcule les échantillons de sortie d'un étage.

- La tolsiéme met 3 1'échelle les données de sortie d'un étage.

Le calcul proprement dit se fait en trois boucles :
- Une boucle calcule les étages.
- Une boucle calcule les groupes.

- Une boucle calcule les papillons d'un groupe.
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. Début

Initialisation

Placement des données
dans l'ordre bit inversé

Boucle étage

&
Ay

Initialisation pour
le prochain étage

Boucle groupe

&
<

Initialisation pour
le prochain groupe

Boucle papillon

A
<

Initialisation pour
le prochain papillon

Mise a
l'échelle

Calcul d'un papillon

der{Koul
apillon

non
dernier oul
rou

pe >
lnon

dernk oul
etage

?
non

f Fin

Figure 5.1 : Organlilgramme de calcul de la FFT

L'élément de calcul élémentaire de la FFT est le papillon.
Son graphe de fluence est montré dans la figure (5.2). Les
variables x et y représentent les parties réelles et imaginaires
des données. L'exponentielle complexe est exprimée en partie réelle
et imaginaire:
_ gJemn

1

\ = Cos 2n/8 - jSin 2n/Nn = C + J(-S)
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X*jy x'+ *
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e C+J(-3)
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Yy > xl Jy1

Figure S.2 : Graphe<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>