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I. INTRODUCTION GENERALE




I.1. INTRODUCTION

Les mode¢les de lignes de transmission et guides d’ondes sont généralement basés sur
I’hypothése d’invariance de la section transversale dans la direction de propagation de 1’onde.
Cette hypothése a été a la base des concepts fondamentaux de I’ensemble de la théorie des
lignes de transmission, avec un impact largement établi sur la technologie et les standards.
Dans le cas ou la section droite d’une ligne de transmission ou d’un guide d’onde n’est pas
uniforme, des notions aussi fondamentales que 1’impédance caractéristique et la vitesse de

phase sont remises en cause, voire ambigues dans leur définition méme.

La ligne non-uniforme, loin de présenter I’imperfection vis-a-vis de la théorie
générale, se rapproche plus de la réalité technologique, et donne méme lieu & des applications
utiles dans le domaine des circuits passifs microondes, notamment des adaptateurs

d’impédance, coupleurs, et déphaseurs.

L’intérét pratique porté sur les lignes non-uniformes remonte a I’année 1921 avec le
travail de John Renshaw Carson [1], et jusqu’a ce jour il existe une littérature trés dense en la
matiére. Mais il y a lieu de constater qu’elle est tres éparse dans les approches, et surtout que
les modeles établis sont quasi-analytiques, inspirés de la représentation classique tension-
courant. Cette derniere est plus appropriée aux circuits a éléments discrets qu’aux

phénomeénes de propagation dans les structures micro-ondes.

Bien que les sources documentaires qui jalonnent son lent développement remontent
aussi loin que 1855 a I’article de Lord Kelvin, "Theory of the Electric Telegraph", ce théme
de recherche reste pertinent et toujours en €volution, par I’entremise des défis posés par les

progreés de la technologie et des promesses annoncées par les moyens de calcul.

L’existence d’une matiere immense €talée sur un siecle et demi de travaux d’égale
importance, fait que tout travail de recherche ne peut se dispenser de retracer le parcours de

cette science tres éparse dans ses modeles comme dans ses applications.

Les méthodes d’analyse spécifiques a la résolution de 1’équation des télégraphistes
dans le cas de la ligne de transmission non-uniforme, qui sont confirmées comme classiques
dans la littérature sont la Méthode de d’Alembert (Equation de Riccati), la Méthode des

Caractéristiques (Darboux-Hadamard), et la Méthode du Propagateur (Tenseur de Green)



Ces méthodes pourraient s’appréter pour une éventuelle extrapolation a une

formulation par champ électromagnétique, mais ¢’est surement trés difficile.

L’apparente absence d’un modéle unifié, et surtout la mise en arriére plan de la théorie
du champ dans les modeles existants, ont présenté une raison valide d’engager la présente
these, mais la logique de la recherche scientifique pousserait a envisager la prospective d’un
modele innovant, qui prenne en considération les évolutions les plus récentes notamment en

calcul numérique.

Avec le développement des télécommunications et le besoin de la miniaturisation des
circuits et des composants hyperfréquences, les lignes uniformes ont été remplacées par des
lignes de transmissions non-uniformes (LTNUs) dans beaucoup d’applications, comme
I’adaptation d’impédance [2], les antennes [3], les filtres [4], et la formation d’impulsions [5].
Quant aux domaines ou la fonction et les modeles des LTNUs sont importants, outre les
télécommunications, il y a les circuits VLSI, les systemes a fibres optiques, le transport de
I’énergie électrique, les générateurs trés haute tension notamment comme élément terminal

des accelérateurs de particules et les torches plasma.

Grace a leur capacité d’assurer une bonne adaptation sur une large bande fréquentielle
avec une taille trés réduite, les LTNUs ont fait I’objet de différentes investigations. Avec la
présence des discontinuités difficiles a modéliser par les méthodes classiques, ces structures
exigent une technique puissante de conception et de modélisation, surtout quand I’uniformité

est arbitraire.

Différentes techniques ont été développées pour analyser les LTNUs au cours des 60
derniéres années. Ces techniques peuvent se regrouper sous deux approches d’analyse :

électromagnétique, et Quasi-TEM.

L’ approche électromagnétique est basée sur la résolution des équations de Maxwell afin
de trouver les valeurs des champs électrique E et magnétique H a chaque position le long de

la ligne.

Par contre, 1’approche Quasi-TEM est basée sur la résolution des équations des
télégraphistes afin de trouver les valeurs des tensions et courants a chaque position. La
propagation le long de la ligne est supposée de type transverse électromagnétique (TEM) ou
quasi-TEM.



L’analyse électromagnétique des LTNUs par des méthodes numériques comme la
méthode des différences finies (FDTD), la méthode des moments, ou la méthode des éléments
finis (FEM), fournit des résultats plus précis que 1’analyse quasi-TEM. D’autre part les codts
informatiques de 1’approche électromagnétique en termes du temps de calcul et ressources
mémoire sont considérablement plus élevés que celles de 1’analyse quasi-TEM. En
consequence, la mise en ceuvre de I’approche électromagnétique reste difficile et colteuse, et

ses limitations font de 1’approche Quasi-TEM la candidate idéale pour I’analyse des LTNUE .

Pour I’analyse quasi-TEM, le coefficient de réflexion vu de I’entrée de la LTNU est régi
par I’équation différentielle non linéaire de Ricatti, dont la solution générale n’existe pas
analytiquement [6]. D’autre part, pour certaines LTNUSs ayant des variations réguliéres telles
les lignes de type exponentiel [2],[7],[8], parabolique [9],[10], ou linéaire [11], les théories
sont bien établies. L’absence des solutions analytiques générales pour les lignes a variations
quelconques a poussé 1’utilisation des différentes techniques numériques afin de trouver les
solutions approximatives des lignes non-uniformes dans les domaines temporels et

fréquentiels.

Les techniques fréquentielles peuvent facilement traiter les lignes de transmission
uniformes ou méme des lignes dont les parametres linéiques dépendent de la fréquence.
Malgré cela, elles deviennent compliquées pour le traitement des LTNUs a cause des
variations des paramétres linéiques, qui restent inadéquates avec beaucoup d’algorithmes.
D’autre part, di a I’augmentation des fréquences, il est devenu nécessaire de prédire les
réponses temporelles pour estimer directement les performances des circuits hyperfréquences
sur des larges bandes fréquentielles. Autrement dit, I’analyse dans le domaine temporel a
I’avantage de pouvoir obtenir les caractéristiques d’un circuit sur une large bande par une

seule et simple utilisation de la transformée de Fourier.

C’est dans ce contexte que cette thése prend place. Elle retiendra la résolution des
équations des télégraphistes par 1’approche quasi-TEM dans le domaine temporel afin
d’analyser les LTNUs de forme quelconque par une nouvelle méthode numérique flexible, et
puissante. L’exigence d’investir dans une technique numérique des plus actuelles en vue
d’aspirer a une contribution originale qui concorderait avec ce qui se fait au méme moment
dans le monde, a été exaucee par les méthodes sans maillage qui, par cette occasion ont éeté

abordées pour la premiére fois dans le laboratoire LET.



Les méthodes sans maillage ont été appliquées en électromagnétisme essentiellement aux
modeles batis sur les équations de Maxwell, et c¢’était un des desseins a un moment donné
dans I’avancement de cette thése d’envisager une éventuelle extrapolation des modeles
classiques de la LTNU a une formulation par la théorie du champ, avec résolution par une
méthode sans maillage. C’est dans le cours de 1’évolution de notre recherche et de fagon
fortuite que nous avons constaté que 1’équation des télégraphistes fait toujours 1’objet
aujourd’hui d’une recherche trés active, ou les techniques numériques les plus évoluées sont
déployees comme nous le présenteront plus loin dans ce manuscrit. En recherche scientifique,
I’étape suivante s’impose toujours d’elle-méme. Sans nous écarter aucunement du plan de
travail établi a un moment ou nous n’avions pas une vision exhaustive des découvertes en

cours, notre contribution a en définitive trouvé sa voie.
1.2. Organisation de la thése

Ce manuscrit se compose de quatre chapitres. Le premier chapitre présente 1’état de I’art
des différentes méthodes d’analyse pour résoudre les equations des télégraphistes des LTNUs
dans le domaine temporel. La plupart de ces dernieres suivent la méthodologie des différences
finies. Nous présentons aussi les limitations de ces techniques et le probléme d’utilisation
d’une grille de discrétisation espacée uniformément. Ce qui nous permet ensuite de bien

présenter les avantages des méthodes proposées dans ce travail.

Le second chapitre est un rappel de la théorie des lignes de transmission qui retrace son
progres depuis les origines jusqu’a nos jours, en mettant 1’accent sur les équations des LTNUSs
et leurs méthodes de résolution. Les étapes importantes qui ont influencé de facon décisive les
connaissances relatives aux LTNUSs, ainsi que les méthodes d’analyse spécifiques qui sont

confirmées comme classiques, sont décrites avec le niveau de profondeur approprié.

Le troisieme chapitre est consacre aux méthodes sans maillage. Nous commengons par un
historique de ces méthodes. Ensuite des généralités et des fondements mathématiques d’une
famille spéciale de méthodes sans maillage sont présentés pour la résolution des équations des

télégraphistes dans le cas des LTNUS.

Le dernier chapitre est consacré aux simulations numériques de deux exemples de LTNUs
de complexités variables en utilisant les méthodes présentées dans le troisieme chapitre. Dans

un premier temps, une comparaison des résultats de calcul d’une LTNU de type linéaire a été



conduite entre la méthode FDTD, la méthode d’expansion par ondelettes, et les méthodes que
nous proposons. Ensuite, afin de montrer les avantages potentiels de ces dernieres, tel que la
discrétisation irréguliere et la convergence rapide, une comparaison avec les résultats de la

méthode FDTD est discutée pour le deuxiéme exemple.
1.3. Etat de I’art des méthodes numériques appliquées aux LTNUs

L approche numérique la plus répandue dans la littérature pour I’analyse de la LTNU est
de la ramener a une mise en cascade de sections de longueur réduite qui sont traitées chacune
comme une ligne uniforme. Le nombre immense de sections nécessaire pour avoir une
précision acceptable implique une consommation énorme des ressources de mémoire et du

temps d’exécution par 1’ordinateur.

Le principal progrés dans I’analyse temporelle des LTNUs est venu avec le déploiement
de techniques numériques d’avant-garde dont la plupart suivent la méthodologie des
différences finies, et qui pourraient représenter un éetat de I’art officiel pour notre thése.
Afrooz et Abdipour [12] ont développé un algorithme explicite de différences finies
inconditionnellement stable pour résoudre les équations des télégraphistes pour les LTNUs.
La condition de Courant, Friedrich et Levy (CFL) est surmontée en approchant la dérivée
spatiale de la tension par une différence avant du premier ordre, et la dérivée spatiale du
courant par une différence arriere du premier ordre. Les valeurs de la tension et du courant
sont calculés en alternance aprés un pas temporel entier et de facon itérative. Watanabe et al
[13] appliquent une technique qu’ils ont désignée par expansion en ondelettes des différences
finies. lls utilisent les fonctions B-splines cardinales du second ordre comme fonctions
d’échelle spatiales pour la tension et le courant, un schéma explicite de type Leapfrog est
utilisé pour les itérations en temps. Phan Tu Vu et al [14] appliquent I’algorithme Leapfrog en
utilisant des fonctions de base radiales de type multiquadrique pour 1’approximation des
dérivés partielles spatiales, et ils ont de ce fait presque introduit la méthode sans maillage.
Tang et al [15] résolvent les equations des télegraphistes en appliquant la discrétisation par
différences finies aux dérivés spatiales uniqguement. Afin d’éviter la limitation de la condition
Courant-Friedrich-Levy, I’intégration en temps est effectuée analytiguement. Dans [16] Lei
Jia et al suivent une méthodologie similaire, sauf qu’ils utilisent une grille irréguliere pour la
discrétisation de 1’espace. A 1’opposée, Jeong et Nevels [17] expriment les équations des
télégraphistes par 1’application d’un procédé d’intégration connu sous le nom de méthode du

propagateur explicite (explicit propagator method) que nous présenteront dans le Chapitre 11,

6



qui donne une solution analytique dans 1’espace, suivie d’une intégration numérique pour la
variable temps. Un procéde appelé expansion spectrale du noyau intégrant (integrating kernel
spectral expansion) est employé par Antonini dans [18] qui I’applique en utilisant des
fonctions de base plein-domaine pour les dérivés spatiales, et qui donne lieu a une
formulation analytique simple pour I’intégration par rapport au temps. L’approche spectrale
du noyau intégrant est présente également dans le travail de Chernobryvko et al [19], qui
développent une méthode fréquentielle, les données des résultats obtenus sont exportées vers
un logiciel professionnel pour les transformer dans le domaine temporel. La plus récente
publication pour la résolution numérique de 1’équation des télégraphistes est due a Zhuang et
al [20] qui évitent a la fois la condition de stabilité CFL et la dispersion numérique par un
schéma temporel qu’ils désignent par spectral deferred correction, correction retardée
spectrale. L’équation des télégraphistes est d’abord réduite & une équation différentielle
ordinaire par une dicrétisation spatiale, ensuite un algorithme prédicteur-correcteur est

appliqué pour ’intégration dans le temps.

Bien que la plupart de ces méthodes suivent la méthodologie des différences finies,
I’étude des LTNUs par cette méthodologie nécessite parfois des moyens informatiques trés
importants. C’est notamment le cas lorsque la ligne présente des variations d’impédance
caractéristique quelconques, détails géométriques arbitraires, différentes régions de la LTNU
peuvent demander des niveaux tres différents de résolution de la grille utilisée. Dans un tel
cas, I’utilisation d’une grille de discrétisation espacée uniformément produit des surcouts de
calcul inutiles. Autrement dit, les dimensions des cellules de Yee doivent étre inférieures aux
dimensions des détails géométriques les plus fins, ce qui revient a considérer un trés grand
nombre de cellules de Yee, surtout lorsque la LTNU est trés longue. Ce qui demande en
conséquence une consommation énorme des ressources de mémoire et du temps d’exécution.
En effet, la condition de stabilité de Courant, Friedrich et Levy exige que le plus grand pas de
temps permis doit étre trés petit quand deux nceuds de la grille de discrétisation sont trés
proches 1’une de I’autre. Malheureusement, cela donne en conséquence une simulation tres
longue. Dans le passe, deux alternatives différentes ont été proposees pour résoudre ce
probléme : la premiere était d’utiliser une méthode de discrétisation multi-résolution dans le
temps en employant les ondelettes [21]-[22], et la seconde était d’introduire une grille non-
uniforme [23]-[24].



D’autre part, une famille spéciale des méthodes sans maillage a émergé dans la derniére
décennie pour résoudre les équations aux dérivées partielles. Ces méthodes sont basées sur un
schéma d’interpolation purement polynomial [25], ou bien elles utilisent des fonctions de base
radiales [26]-[27]. Elles n’utilisent que des nceuds sur le domaine de calcul. En effet, grace a
la capacité de déplacer ou d’ajouter des nceuds, ces méthodes fournissent une grande
flexibilité géométrique par rapport aux méthodes conventionnelles telles que la méthode des
différences finies FDTD, ou la méthode des éléments finis FEM. Par conséquent, ces
méthodes sans maillage ont les avantages d’une distribution nodale arbitraire et d’une
détermination conforme des parametres lineiques de la LTNU. Pour ces raisons, le but de
notre travail est de proposer des codes de calcul permettant 1’analyse et la simulation des
LTNUs a forme quelconque dans le domaine temporel par des méethodes sans maillage sous
environnement MATLAB. L’étude a été réalisée par le traitement des équations des
télégraphistes pour différents types des LTNUs utilisant les trois méthodes sans maillage
construites a partir des interpolations de point suivantes :

e Laméthode PIM (Point Interpolation Method)

e Laméthode RBF-MLM (MeshLess Method based on Radial Basis Functions) ;

e Laméthode RPIM (Radial Point Interpolation Method).

Pour cléturer ce chapitre introductif, nous aimerions souligner que notre travail [28], est
au mieux de notre connaissance, le tout premier dans la littérature ou les méthodes sans
maillage PIM et RPIM ont été appliquées a I'équation des télégraphistes pour I'analyse d'une
LTNU.
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I1. La théorie des Lignes de Transmission Non-Uniformes
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11.1. Evolution des modéles des lignes de transmissions

La transmission des signaux électriques par des fils métalliques est 1’une des contributions
les plus importantes au développement de la technologie moderne. Samuel F.B. Morse a
invente le télégraphe électrique en 1838 et la premiere ligne de transmission commerciale a
été installée en 1844, entre New York, Baltimore, et Washington. Néanmoins, a ce moment-
la la théorie des circuits électriques était a son début et a peine quelque chose était connu au
sujet de la propagation des signaux électriques le long des lignes de transmissions. En 1845
G. Kirchhoff a formulé ses lois bien connues. Le développement rapide de la transmission des
signaux électriques par des lignes sur terre et des cables sous-marins a encouragé 1’apparition
d’une longue série de recherches théoriques sur les lignes transmissions. Le premier cable
sous-marin a été installé entre la France et 1’Angleterre en 1851 et le premier cable qui
traverse I’océan Atlantique a été installé en 1853. Lord Kelvin a étudi¢ les effets des
transitions dans les lignes de transmissions et a formulé le premier modéle des parametres
distribués pour un cable électrique en 1855. Il a supposé que dans une ligne de longueur
élémentaire les effets du champ magnétique sont négligeables, et il a modélisé les effets du
champ électrique par une capacité et les effets des pertes par une résistance, obtenant ainsi
1I’équation de la diffusion de tension de Lord Kelvin. Peu de temps apres, Kirchhoff en 1857 a
analysé la transmission des signaux électriques par deux fils avec une conductivité finie. Il a
inclus les effets du champ magnétique, pour obtenir ce que nous pouvons appeler le premier

modéle de la ligne de transmission [1].

Les bases de la théorie électromagnétique moderne ont été formulées en 1873 par James
Clerk Maxwell, qui a pu prouver mathématiquement par quatre équations la propagation de
I’onde électromagnétique et 1’idée que la lumiére est une forme d’énergie électromagnétique.
Les équations de Maxwell décrivent le couplage entre les champs électriques, et magnétiques.
En plus elles montrent les interactions de 1’onde électromagnétique avec le milieu

environnant.

Oliver Heaviside (1880-1887) était le premier qui a étudié la propagation guidée des
signaux électriques a travers des paires de fils droits et paralléles, avec une conductivité finie,
immergées dans un diélectrique homogéne avec pertes. En utilisant la théorie
électromagnétique de Maxwell, Heaviside a developpé la théorie des lignes de transmissions
telle qu’on la connait aujourd’hui [2]. Les efforts d’Oliver Heaviside ont éliminé plusieurs

complexités mathématiques de la théorie de Maxwell. De méme, la théorie des lignes de
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transmissions établit le lien entre la théorie d’électromagnétique de Maxwell et la théorie des
circuits de G. Kirchhoff, donc cette méthode & une importance significative dans I’analyse des

circuits et des dispositifs microondes [3].

Actuellement, le modéle de Heaviside s’appelle le modéle standard des lignes de
transmissions Standard Transmission Line model (STL). Heaviside, a obtenu son modeéle a
partir d’'une formulation basée directement sur une approximation de propagation quasi
transversale (quasi-TEM) a I’aide de la théorie des champs de Maxwell. Le modele STL a été

étendu a des interconnexions, méme a des interconnexions non-uniformes.

Le modele STL pour des interconnexions conventionnelles est basé sur les hypothéses

suivantes :

e Les fils quasi-paralléles d’interconnexion sont des métaux, dont le comportement
¢lectrique est régi par la loi d’Ohm

e La structure des champs électromagnétiques qui entourent les fils est de type quasi-
TEM

e Le courant total traversant chaque section transversale est égal a zéro.

11.2. Les équations des télégraphistes de Heaviside

La propagation des ondes électromagnétiques a travers les lignes de transmissions peut
étre appréhendée selon deux points de vue : soit un prolongement de la théorie des circuits,
soit une conséquence des équations de Maxwell ; dans cette section, nous présenterons
I’établissement des équations de la ligne de transmission a partir de la théorie des circuits [4].

1.2.1. Modele équivalent de la ligne de transmission

Comme on a mentionné au-dessus, les équations de la ligne de transmission pourraient
étre obtenues directement a travers les équations de Maxwell, mais pour convenance nous

procéderons ici en termes de circuit.

Une ligne de transmission de longueur élémentaire dx est représentée schématiquement

comme une ligne a deux fils parce que les lignes de transmission ont toujours au moins deux
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conducteurs qui est une condition nécessaire pour la propagation des ondes TEM. V et |

désignent la tension et le courant respectivement a I’entrée de cette ligne figure I1.1.

Figure 11. 1. Représentation schématique d’une ligne de transmission de longueur élémentaire.

Ce troncon de ligne peut étre modélisé par un quadrip6le, ou ce dernier est un réseau
constitué des quatre éléments suivants Figure 11.2 :
R : résistance linéique Q/m.
G : conductance linéique S/m.
C : capacité linéique F/m.
L : inductance linéique H/m.

L’inductance en série L représente la self-inductance des deux conducteurs, et la
capacité C est due a la proximité entre les deux conducteurs. R représente la résistance due a
la conductivité des conducteurs, et la conductance G est due aux pertes diélectriques dans le
matériau séparant les conducteurs. R et G représentent donc les pertes. Une longueur finie
d’une ligne de transmission peut étre regardée comme la cascade de sections de la forme
représentée sur la figure 11.2. Le domaine de validité de ce modele est limité aux supports de
transmissions qui favorisent la propagation des modes TEM (cable coaxial) purs ou quasi-

TEM (lignes coplanaire et microruban).
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I(x,) Ldx R dx I(x+dx,1)

ST AAN >

Cdc—— Gidx V(x+dx,t)

Figure 11. 2. Modeéle équivalent de la ligne de transmission uniforme de longueur élémentaire.

Noter que la tension et le courant dans une ligne de transmission sont des fonctions de
deux variables, la position x et le temps t. a partir de la Figure 11.2, pour une ligne de longueur

dx, la loi de la tension de Kirchhoff peut étre appliquée pour donner :
V (x+dx, ) -V (x,t) =—Rdxl (x,t) — Ldx % (1.1)

Et la loi du courant de Kirchhoff conduit a :
I (X+dx,t)—1 (X, t) =-GdxV (x+dx,t)—Cdx

oV (xX+dx,t) (11.2)
ot

La division de (11.1) et (11.2) par —dx, ou dx—0 donne les équations de la ligne de
transmission suivantes, également connues sous le nom des équations des télégraphistes de
Heaviside 1880 :

LV ) A gy (11.3)
OX

Y _ VXY o VX, 1) (1.4)
ox ot

Dans le cas ou le régime est sinusoidal, avec la notion des phaseurs (11.3) et (11.4) se

simplifient a
NV 70 (1.5)
X
_ax) =Y V (x) (11.6)
OX
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dans lesquels I’impédance linéique Z = R+jwL, et I’admittance linéique Y = G+jwC.

D’autre part, de (11.5) et (11.6) on peut obtenir les équations suivantes:

1) = -~ NV &) (11.7)
Z OX

V() = -2 &) (11.8)
Y ox

En effet a I’aide de ces deux derniéres équations et par une différentiation et élimination
entre les équations (11.7) et (11.8) les équations de la propagation d'ondes dans les lignes de

transmission uniformes sont présenté comme suit:

62V_EX)_YZ V (X)=0 (11.9)
104 =

2 (ZX) —YZ 1(0=0 (11.10)
OX —

e

Dans le cas des lignes de transmission uniformes ou Z et Y sont indépendants de X, les

équations (11.9) et (11.10) possédent les deux solutions exponentielles suivantes :

V (x)=V "(x)+V (x) (1.12)

F(x)=17"(x)+1"(x) (1.12)

ou [ *(x)=Ae it V(x)=Z1"(x) (11.13)
| ~(x)=Be™ ", Vo (x)=-Z_1"(x) (11.14)

y=a+ jB=+ZY représente le facteur de propagation ou, la partie réel a est la constante

d’atténuation et la partie imaginaire f représente la constante de phase.

Z = fé - R+jol est ’impédance caractéristique.
< \y G+ joC

Il faut noter que, V' et I" représentent une onde qui se propage vers la direction
positive de x, par contre V" et I représentent une onde qui propage vers la direction opposée.
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11.2.2. La signification physique des parametres linéiques de la ligne de transmission
Les parameétres linéiques par unité de longueur sont des éléments essentiels pour la

détermination des solutions de la tension et du courant. En référence a la figure 11.3 :

L’inductance par unité de longueur est le rapport du flux magnétique yw pénétrant la

boucle entre les deux fils, sur le courant dans les fils | [4] :
(4 (11.15)

L=2
|

La capacité par unité de longueur est le rapport entre la charge distribué sur les

conducteurs g et la tension entre les deux conducteurs V [4] :
c-9 (11.16)
%
La conductance par unité de longueur est le rapport du courant de fuite transversal dans
le diélectrique J, et la tension entre les deux conducteurs V [4] :
G-It (11.17)
v
T dr’

+

L

(a) (b)
Figure Il. 3. (a) définitions de la charge, du courant, de la tension, du flux magnétique, et du
courant transversal, et (b) des contours et des surfaces utilisées dans la formulation [4].
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11.3. Modeéle de la ligne de transmission non-uniforme

Les paramétres linéiques d’une ligne de transmission uniforme (R, L, C, et G) restent
constants le long de cette ligne. Cependant, dans le cas d’'une LTNU ces paramétres sont
variables en fonction de la position le long de la ligne, c’est a dire sont des fonctions de la
variable x. ce qui nous conduit au circuit équivalent de la forme représentee sur la Figure I1. 4.

Les équations (11.3) - (11.4) deviennent :

OV (%) L )al (x9 LRI (11.18)
OX
_%_C( )5\/ ) +G (X) V(1) (11.19)

(11.18) et (I11.19) sont les équations des télégraphistes pour la tension et le courant le long

d’une LTNU dans le domaine temporel.

De méme, les équations (I1.5) - (11.6) deviennent :

VX _, x)1(x) (11.20)

20y (e 9 (11.21)

Ces deux dernieres équations sont les équations des télégraphistes pour la tension et le

courant le long d’une LTNU dans le domaine fréquentiel.

Par différentiation et élimination entre les équations (11.20) et (11.21), les équations de
propagation des ondes dans les lignes de transmissions non-uniformes peuvent étre

représentées comme suit [5]:

OV ) 1 dZ)AV (X) ()7 W (x) =0 (11.22)
ox?  Z(x) dx dx —
1) 1 dy (x)dI(x) Y (X)Z (x)1 () =0 (1.23)
ox? Y (x) dx  dx ———

y
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Alors les six derniéres équations présentées ci-dessus représentent les différentes formes

des équations des télégraphistes pour la tension et le courant le long des LTNUSs.

I(x,/) Lx)dx Rx) dx I(x+dx,1)
>

Vix,f) Cx)dx—— GE)d>> |V(x+dx,p

Figure 11. 4. Modeéle équivalent de la ligne de transmission non-uniforme de longueur
élémentaire.

L’impédance caractéristique Z(X) des LTNUs s’écrit comme celle des lignes uniformes :

Z (x)= Z(X): R(X)+ jwL(x) (11.24)
¢ Y (x) G(X)+ jwC (x)

La résolution de (11.18)-(11.19), (11.20)-(11.21) ou (11.22)-(11.23) nous permettra de
décrire la propagation le long des LTNUs. Nous allons discuter maintenant 1’existence des

solutions analytiques de ces systémes d’équations des télégraphistes.
11.4. Solutions analytiques classiques des équations des télégraphistes pour les LTNUs

Comme on a vu ci-dessus, la résolution analytique des équations des télégraphistes est
facile a trouver quand Z et Y sont constants ou la ligne est uniforme. Par contre dans les
LTNUs ou Z et Y sont variables, les équations des télégraphistes pour la tension et le courant
ne sont plus linéaires, et n’ont pas une solution analytique générale. Une solution analytique
existe uniquement pour certains profils réguliers de non-uniformité: exponentielle,

parabolique, linéaire, etc...
11.4.1. Solutions basées sur la résolution directe des équations du 2™ ordre

La méthode la plus immédiate de traitement des LTNUSs consiste en la résolution des
équations des télégraphistes du second ordre pour trouver la tension et le courant le long de la
ligne. Cette facon de procéder est souvent designée par Méthode de D’Alembert. La

résolution des équations (11.22) et (11.23) a eté un domaine de recherche depuis le début des
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années 1920 [6] jusqu’a nos jours [7-8]. Afin de trouver une formule fixe pour la solution
générale, nombreuses tentatives d’analyse mathématique ont échoué. Parce que pour ce type
d’équations différentielles, une solution analytique est possible seulement quand I'impédance

caractéristique varie d'une maniere spécifique.

Au départ en 1920, une solution générale a été obtenue par Ravut [6] sous forme d’une
série infinie. Mais Ravut suppose que Z(X) et Y(x) sont continues et différentiables le long de

la ligne. C'est naturellement une restriction importante dans la pratique.

Apres en 1921, Carson a obtenu dans [9] une solution plus générale sous forme de série
infinie d'intégrales ou les discontinuités sont permises. D’autre part, il est difficile de calculer
cette solution pour une LTNU quelconque, dans laquelle les parametres linéiques Z(x) et
Y(x) ne sont pas intégrables.

En consequence, des solutions analytiques pour plusieurs cas spéciaux de LTNUs ont
été données dans la littérature, avec une attention particuliére portée sur la ligne de Bessel [5],
le profil linéaire et le profil exponentiel [10] & cause de la facilité d’utiliser les solutions
analytiques trouvées par rapport a d'autres lignes non-uniformes. Généralement, ces solutions

sont obtenues sous forme des séries ou exprimées en termes de fonctions de Bessel.

En 1927 Ballantine [5] a résolu le cas d'une ligne de transmission dans laquelle
I’impédance linéique Z, et I’admittance linéique Y ont la forme :
Z(x) = z(0) x* (11.25)

Y (x)

Y (0) X (11.26)

avec a = - f#, cette solution est exprimée en termes de fonctions de Bessel. En effet cette ligne
est appelée la ligne de Bessel. Ensuite en 1931 dans [11] Arnold et Bechberger ont trouvé une
solution sous forme de série infinie d’une ligne linéaire, en supposant Y(x) constante. Un an
aprés Arnold et Taylor [12] ont trouve une solution pour la méme ligne mais cette fois
exprimée en termes de fonctions de Bessel comme dans le travail de Ballantine. D’autre part,
pour des cas beaucoup plus généraux, une solution analytique en termes des fonctions de
Bessel, qui rassemble les solutions de Ballantine et de Arnold en tant que cas particuliers, a
été proposé par Starr en 1932 [13] ou a et S sont arbitraires. Nous allons voir dans la section

suivante I’obtention mathématique de cette solution analytique, et quelque cas particuliers.
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11.41.1.  Solution des LTNUs avec Z(x) = Z(0)x? et Y(x) = Y(0)x *

La substitution d’équations (11.25)-(11.26) dans 1’équation des télégraphistes de second

ordre (11.22) nous donne:

Gl EX) Sadve) Y(©0)Z(©0)x*”)V(x)=0 (1.27)

OX X dx
soit I’hypothese V(x) = x"u (11.28)
. W = x (11.29)

La substitution de (11.28)-(11.29) dans (11.27) donne :

oA +2p +q—a-1 Idu j{p(p—a—l)_Z(O)Y (O)Xa+[;+22q}u —_o (11.30)

ow ? q wdw qw? q°
soit 2p+g-a-1_, (11.31)
q
a+p+2-2q=0 (1.32)
donc o :“Ta (11.33)
q :a+_§+2 (11.34)

Alors I'équation (11.30) est réduite a :

ile+id_u+ —4Z(O)Y (02)_[ 1+a ]ZLZ u=0 (”35)
ow - w dw (a+,8+2) a+p+2)w

La solution de cette équation est :

u

2jJZ (0¥ (O)W} (11.36)

=J
r(1+a)(a+ﬂ+2) |: (a + ﬁ + 2)2

ou J
1
¢ +a%ﬂﬂﬂ)

Finalement de (11.28), (11.29), (11.33) et (11.34) Starr [11] a prouvé que la solution
générale des équations des télégraphistes du second ordre (11.22)-(11.23) pour une LTNU
dans laquelle Z(x) = Z(0)x® et Y(x) = Y(0)x” est:

V(x) =Af (x) +Bf,(x) (11.37)

est la fonction de Bessel d’ordre “2)(, ;.

I(x) =Af,(x) +Bf,(x) (11.38)
ou A et B sont des constantes a déterminer a partir des conditions aux limites. Les fonctions

fi(x) sont données par [13]:
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fl(X) =X (1+a)/2 J 2] \/Z (O)Y (O a+,[f+2

(1+%+,6'+2) (a + ﬂ + 2)

f(x)=x aayz g 2] \/Z (O)Y (0) x (@552

7(1+%+ﬂ+2) (a + ﬁ + 2)

f.(x)=—]j ﬂxam)/z J ZJW (as842)1
3 Z (0) _(l+ﬁy(a+ﬁ+2) (a 4 ﬂ N 2)
f4(X):j ﬂx 1+p)12 J( 2JW (a+p+2)l
\Z(0) @i (a+B+2)

11.4.1.1.1. Solution de la ligne de Bessel

Dans ce type de ligneona a= —f les équations (11.39)- (11.42) deviennent:

f00=x "7 30, [INZOY ©) |
F00) =X 3 [INZOY ©) x |

Y (0
Z (0)

L00= 1o X oy, [INZ O © %]

F.)=—] G2 J,(H%[j Z (OY (0) x]

11.4.1.1.2. Solution de la ligne linéaire traitée par Arnold

(11.39)

(11.40)

(11.41)

(11.42)

(11.43)

(11.44)

(11.45)

(11.46)

Un autre cas spécial qui admet une solution relativement simple, est la ligne linéaire

traitée par Arnold et al [11],[12]. Cette ligne a une admittance linéique constante Y(x)=Y(0) et

une impédance linéique qui varie comme Z(x) = Z(0)x?. Dans le cas ot a=1 et =0, les

équations (11.39)- (11.42) prennent les formes suivantes:

2. 3
f,(x)=x J%|:§j Z (O)Y (0) x }

2. 3
f,(x)=x J%|:§j Z (0)Y (0) x }

__ i O 3 2. ;
fo(x)=-] 2(0) %[31 Z (0) (0) x }

_ PO G |2, :
f,(x)=] 2(0) J%LJ Z(O)Y(O)x}

(11.47)

(11.48)

(11.49)

(11.50)
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11.4.1.2.  Solution pour la ligne exponentielle

Dans le cas des LTNUs de type exponentiel ou 1’admittance linéique et ’impédance
lingéique varient comme Z(x) = Z(0) e** et Y(x) = Y(0)e ®*, par une substitution directe dans les

équations des telégraphistes Milnor [10] a formulé explicitement la solution analytique par :

(-9+al2)x _ (0+al2)x
V(X) :A(¢9+a/2)e +B( 0+a/2)e (“51)
Y (0) Y (0)
|(X) :Ae(—e—alz)x + Be(&—a/Z)x (“52)

ou A et B sont des constantes a déterminer a partir des conditions aux limites, et 6 est donné

0 =4/Z(0)Y (O)WL""I2 (11.53)

Pour conclure ce paragraphe, il est utile de signaler qu’actuellement de nombreux auteurs

par :

continuent encore a s’attaquent a la résolution directe de 1’équation du second ordre, en

déployant des méthodes de I’analyse fonctionnelle hautement sophistiquées [7],[8]
11.4.2. Solutions basées sur la transformation a une équation de Riccatti

Afin d’éviter la résolution du systéme d’équations non linéaires (11.22)-(11.23), en 1943
dans [14] Pierce a montré que l'impédance d'entrée d’une LTNU satisfait 1’équation
différentielle du premier ordre de Riccati. Trois ans aprés en 1946 dans [15] Walker et Wax
ont établi 1’équation différentielle non linéaire de Riccati du premier ordre pour le coefficient
de réflexion p en fonction de I’impédance caractéristique Z¢(x) de la LTNU. Ces auteurs ont

également développé une méthode itérative pour la solution approchée a cette équation.
11.4.2.1. Formulation du coefficient de réflexion par I’équation de Riccati

On définit le coefficient de réflexion p a chaque point de la LTNU par :

V) 7.
_1) (11.54)

p(X) V), -
I(x) °
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Se servant des équations (11.20)-(11.21) et (11.54) Walker et Wax ont montré que p
satisfait I'équation non linéaire de Riccati du premier ordre suivante [15]:

dp 1 2ndInZ, 11.55

£ _2pp+=Q- =0 :

o Pt 2( P) Ix ( )
ou, y représente le facteur de propagation. 7 =~ZY (11.56)

Il faut noter que Collin [16] a appliqué la théorie des petites réflexions (Theory of Small

Reflexions) pour avoir une formule du coefficient p similaire a celle de Walker et Wax.

L'équation (11.55) est non linéaire et elle n'a pas de solution générale connue. Cette

limitation peut étre évitée si on suppose que p << 1.

L’adaptation d’impédance est 1’application potentielle majeure des LTNUs. Par un
heureux concours de circonstance, le critere exigé pour I’adaptation est justement que les
réflexions doivent étre trés faibles p << 1, a cette condition 1’équation (I1.55) devient

dp 1dInZ, 11.57
F_92 -z Te .
dx 7/p+2 dx 0 ( )

Dans le cas d’une LTNU sans pertes le facteur de propagation devenu imaginaire pur

y=jf. Tous calculs faits, la réflexion en x = 0 d’'une LTNU de longueur d est

_(e1dnZ,)  jop 11.58
0 J'O > dx e dx ( )
O Z(X) Z(®
Z.(0)
| | >
0 d X

Figure I1. 5. Ligne de transmission non-uniforme d’impédance caractéristique Z(X)

Un moment important dans I’histoire de 1’analyse des lignes non-uniformes est la
publication de Bollinder [18], ou il fait I’observation que (I1.58) est une intégrale de Fourier,
permettant ainsi a ceux qui sont venus aprés de mettre a profit toute la puissance de la théorie

spectrale pour 1’analyse des lignes non-uniformes.
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Donc de (11.58), si Z¢(x) est connu, le coefficient de réfection p(fd) peut étre trouve en
fonction de la fréquence. Alternativement, si p(fd) est spécifié, alors en principe Z.(x) peut
étre trouvé par inversion. Dans la pratique, la conception des transitions non-uniformes par ce
procédé est difficile. Cependant, cette technique est applicable a des formes particuliéres.
Dans la section suivante nous considérerons les trois transitions de Z. (x) les plus utilisées

dans les circuits microondes ; exponentiel, triangulaire, et la ligne de Klopfenstein.
11.4.2.2.  Types de LTNUs particuliéres
11.4.2.2.1. Laligne a profil d'impédance exponentiel

L’impédance caractéristique en fonction de la distance x le long de la ligne

exponentielle est donnée par

Z.(x)=Z_(0)e>™  pour0<x <d (11.59)
oul la valeur constante de a est donnée par: ~ , _ 1 (Z.(d) (11.60)
d (Z.(0)

En utilisant (11.59) et (11.60) dans (11.58) on trouve la formule du coefficient de réflexion
p(Pd) suivante :

_ 1 ipa [ Z.(d) )sin(sd) 11.61
p(pd)=e In(ZC(O)] i (11.61)

11.4.2.2.2. Laligne a profil d'impédance triangulaire

L’impédance caractéristique en fonction de la distance X le long de la ligne triangulaire

est donnée par [3] :

X 2In Z.(0)
ZC(O)eZ( arn(* 0z 0) pour0<x <d /2
B (11.62)
ZC(X) = 4x In(zc(d) J
(d—2x72 ) Z.(0)
Z_(0)e d* pourd /2<x <d
Par I’utilisation de (I1.62) dans (11.58) on trouve p (4 d) :
1 ey [ 2@ SN0A9%) 2 11.63
p(pd)=—e IH(ZC(O)}{ 59 (11.63)
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11.4.2.2.3. Laligne de Klopfenstein

La ligne que Klopfenstein a introduit en 1956 dans [19] est jusqu’a aujourd’hui le
dispositif dominant dans la technologie des LNTU, en tant que transition optimale pour

I’adaptation d’impédance. Les propriétés de ce type de LTNU sont

e Le coefficient de réflexion est minimum dans la bande passante.
e Le taux d’ondulation est constant dans la bande passante, voir Figure I1.7
e La longueur minimale de la transition est assurée pour une valeur maximale

permise du coefficient de réflexion

La variation de I'impédance caractéristique le long de ce type des lignes non-uniformes

est donnée par :

INZ,(x)=1In(Z,(0)Z, @) +—2—A%0(3X —1, A) pour0<x <d (11.64)
2 cosh A d

ou la fonction O(y, A) est définie par:
@(y,A):—@(—y,A):J'yh(A— VI-%7) e pour |y| <1 (11.65)
° AVl-«x

\/_2

et ps est le coefficient de réflexion en régime statique (fréquence égale zéro):

p :(szlm(zc_@')) (11.66)
zZ.d)+z.(0)) 2 (Z.(0)

I, est la fonction de Bessel modifiée. La fonction @ (y,A) a les valeurs particuliéres suivantes :

©(0, A)=0
oy, 0):% (11.67)

CoshA —1

o1 A)="13
11.4.2.3. Exemples des transitions de 50 () : 100 Q

Nous allons montrer les différences entre les trois LTNUSs précédentes sur un circuit trés
en pratique : adaptation de Z¢(0) = 50 Q a Z¢(d) = 100 Q. Les figures 11.6 et 11.7 montrent les
impédances caracteéristiques Z¢(x) et les modules du coefficient de réflexion p(fd)
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Figure I1. 6 Profils des impédances caractéristiques des LTNUs 50 Q:100 Q de types
Exponentielle, Triangulaire, et Klopfenstein [3].

0.4 —

0.3 -\ Triangulaire
p
0.2 Klopfenstein
0.1
EXTonentie

La bande passante

Figure I1. 7 Coefficient de réflexion aux entrées des LTNUs 50 Q:100 Q de types
Exponentielle, Triangulaire et Klopfenstein [3].

De la Figure 11.7, pour une longueur identique d, la ligne exponentielle donne la pente
de coupure la plus abrupte mais avec le plus haut taux d’ondulation dans la bande passante.
La ligne triangulaire a la plus mauvaise pente de coupure avec une ondulation dans la
bande passante qui décroit rapidement avec la longueur d’onde. La ligne de Klopfenstein
donne la pente optimale, avec un taux d’ondulation dans la bande passante minimal et
constant. Noter que sur la Figure Il. 6 on voit clairement que I’impédance caractéristique de la
ligne de Klopfenstein subit des discontinuités aux deux extrémités de la ligne, qui peuvent
donner des effets indésirables dans certaines applications. Ce probleme a été résolu en 1972

par Hecken, il a proposé dans [21] une formule améliorée pour la ligne de Klopfenstein.
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11.5. Méthodes classiques d’analyse temporelle des LTNUs

Comme nous venons de le constater dans la section précédente, une solution générale
analytique des équations des télégraphistes pour les LTNUs n’existe pas, excepté pour
quelques profils particuliers. Pour pallier a ce manque, nous devons employer des techniques
qui donnent des solutions approximatives, parmi lesquels nous allons discuter quelques-unes

seulement, vu la richesse du sujet.

11.5.1. Méthode des Différences Finies (FDTD)

Apreés une étude bibliographique sur les méthodes approximatives adaptées aux LTNUS,
nous avons remarqué que la plupart des méthodes numériques utilisées suivent la
méthodologie des différences finies pour discrétiser les équations différentielles aux dérivées
partielles (11.18) et (I11.19) dans I’espace et en temps. D’autre part la méthode FDTD a été
employée dans beaucoup d’articles [22]-[27] parce qu'elle est relativement robuste, rapide, et

simple a implémenter.

Pour trouver la solution des équations (11.18) et (11.19) par la méthode FDTD, on doit
suivre les deux étapes suivantes ; la premiére est la division des domaines spatial x et
temporel t pour avoir deux grilles de pas spatial Ax et temporel At. Dans la seconde étape,
nous devons effectuer la discrétisation des dérivées spatiales et temporelles. Finalement, par
I’application d’un procédé itératif sur les équations résultant de la seconde étape on peut

évaluer la tension et le courant a chaque point de la grille (Figure 11.8).

e e o Y
= I,
At b 4 b _4 b4
L
° o ° PY

Figure I1. 8. grille spatio-temporelle utilisée dans la méthode FDTD de Ax le pas de 1’espace
et At le pas de temps.
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Néanmoins, dans la méthode FDTD, le pas spatial Ax doit étre assez petit devant la
longueur d’onde (habituellement de 10 Ax/A a 20 Ax/A) afin de réduire les erreurs numériques
dues a la dispersion. Ce pas doit étre aussi inférieures aux dimensions des détails
géométriques les plus fins, ce qui revient a considérer un tres grand nombre de cellules [23],
surtout lorsque la LTNU a des variations quelconques, existence des zones ayants des niveaux
de variation tres différents. Donc pour obtenir une bonne approximation, il faut multiplier le
nombre de cellules par la miniaturisation du pas spatial Ax, ce qui alourdit considérablement

la procédure de calcul.

D’autre part, le pas de temps At doit étre assez petit pour remplir la condition de
stabilité de Courant-Friedrich-Levy (CFL). En effet, cette condition exige que le plus grand

pas de temps permis doive étre tres petit quand le pas spatial est tres petit.

at <X (11.68)

Vo

ou Vv, est la plus grande vitesse de phase des ondes présentes dans 1’espace de calcul.

Malheureusement 1’utilisation d’un pas de temps trés petit se traduit par un grand

nombre d’itérations, et en conséquence une simulation trés longue.

11.5.2. Meéthode des Caractéristiques

La méthode des caractéristiques est une technique introduite en 1870 par Darboux [28]
pour la résolution du probléme de Cauchy dans le cas général, en observant que le phénomeéne
de la propagation des ondes est en rapport direct avec la théorie des surfaces caractéristiques
des équations aux dérivées partielles. Une théorie générale des caractéristiques est exposée de
fagon magistrale par Hadamard dans le chapitre VII de son recueil de cours [29]. Il est
important de signaler qu’en dépit de son age, cette méthode fait encore de nos jours 1’objet de

publications au trés haut niveau [30], [31]

Elle a d’abord été appliquée aux lignes de transmission sans perte par Branin en 1967
[32], et plus tard aux lignes avec pertes, avec des parameétres physiques indépendants de la
fréquence par Dommel en 1969 [33], et par Gruodis en 1979 [34]. Elle a été appliquée aux
lignes non-uniformes par Liu en 1968 [35] et par Dvorak en 1970 [36] et en 1973 [37].
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La méthode des caractéristiques ne sera bien sOr pas détaillée ici. Mais il faut noter que
cette méthode part des équations des télégraphistes précédentes (11.18) - (11.19). Ou quand on
impose une certaine relation entre les variables t et x, les équations différentielles aux
dérivées partielles (11.18) - (11.19) se transforment en deux équations différentielles

ordinaires (EDO) ne comportant que des dérivées par rapport au temps.

Pour éliminer les dérivées partielles nous devons choisir x = x(t) tels que [35] :

x_ 1 (11.69)
dt  LC
x_ 1 (11.70)
dt  JLC

Ces deux derniéres équations représentent les courbes caractéristiques. Pour le cas des
lignes de transmission uniforme ces courbes sont des lignes droites comme on peut les voir

dans la Figure 11.9.

ax_, =1 i P X P> x _+
e ?odi >\' 5 [~ -37 .j‘LLE

"
V(0.1) |/ vy
1(0.) 1(d.t)

V(0.t-1) V(d.t-1)
1(0.t-1) 1(d.t-1)

—

X*o X x=d

Figure 11. 9. Courbes caractéristiques dans le plan (x,t) pour une ligne de transmission
uniforme [32].

Dans cette figure d représente la longueur de la ligne de transmission, Z, I’'impédance
caractéristique, Av représente la différence des tensions entre deux points quelconques sur la
courbe caractéristique et Ai la différence correspondante entre les courants pour les mémes

deux points.
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Dans le cas des LTNUs L(x) et C(x) ne sont pas constantes en fonction de x, donc les
courbes caractéristiques ne sont pas des lignes droites, et un calcul additionnel est exigé pour
déterminer la position et le temps de chaque nouveau point par la résolution de (11.69) - (11.70)
[35], voir la Figure. 10.

-

hY

Figure Il. 10. Courbes caractéristiques dans le plan (x,t) pour une ligne de transmission non
uniforme [38].

A partir les équations des télégraphistes (11.18)-(11.19), on peut écrire les deux équations

ordinaires suivantes le long de la courbe caractéristique (11.69) comme:

d L __|& R .71
dt{v (x,t)+\/gl(x,t)}_ {CV(x,t)+ml(x,t)} (11.71)
et le long de la courbe caractéristique (11.70) comme:
d _ |t __|S, __R_ 11.72
dt{V(x,t) \/Cil(x,t)}— {CV(x,t) ﬁl(x,t)} (11.72)

Les équations (11.71)-(11.72) ne sont pas directement intégrables. Elles peuvent étre
résolues facilement par des techniques numeériques, telles que la méthode de Runge-Kutta du

second ordre [35].

la méthode des caractéristiques nécessite une discrétisation spatiale de la ligne en
plus de la discrétisation temporelle. Ceci rend cette méthode lente comme la méthode
FDTD.
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11.5.3. Méthode du Propagateur

En 1956, Mark Kac a expliqué avec une extréme clarté dans [39] que la formulation
mathématique du processus aléatoire bien connu Random-Walk, que I’on pourrait traduire par
Promenade Aléatoire, conduit a 1’équation des Télégraphistes. En conséquence, il a annoncé
la conjecture que la solution des équations des télégraphiques peut étre obtenue au moyen du
processus de Poisson aléatoire, voire a travers tous les concepts du calcul stochastique,
notamment en utilisant la Méthode de Monte Carlo qui avec la démonstration explosive du
Trinity Test, nom de code du premier essai nucléaire réussi par I'armée américaine le 16 juillet
1945 dans le cadre du Manhattan Project a Los Alamos, a donné la meilleure preuve de son
efficacité computationnelle. Une démonstration mathématique de la conjecture de Kac a été
donnée par Griego en 1971 en utilisant la théorie des groupes. Les techniques de calcul
stochastique ayant considérablement progressé depuis lors, un regain d’intérét particulier est

actuellement en cours pour cette approche [40-44].

La méthode du propagateur a été appliquée pour la premiére fois par Nevels et Miller en
2001 [42] pour I’analyse des LTNUSs sans pertes dans le domaine temporel. En 2005 cette
analyse a été étendue pour inclure les LTNUs avec pertes [43]. L’avantage majeur de cette
méthode appelée méthode du propagateur explicite (explicit propagator method) est qu'elle ne

souffre pas de la dispersion numérique comme la méthode des différences finies.
Principe de I’approche

Le probléme est le suivant : soit une grille de points discrets équidistants (Fig 11.10)

I N IR N I
0‘ AX
Figure 11.10

Une particule part de I’origine x = 0, elle se déplace toujours a la vitesse v. Elle peut
aller soit dans la direction positive, soit négative, déterminée par le jet d’une piéce de
monnaie. Chaque étape dure At et couvre une distance AX, avec AX = VAt. En chaque point de
la grille il y a une probabilité aAt d’inverser la direction. Donc 1-aAt est la probabilité que la

direction de déplacement soit gardée.
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Pour ce probleme, il faut déterminer la probabilité avec laquelle apres un certain temps t

la particule se trouve dans un certain intervalle.

Si on part de ’origine, le déplacement aprés n étapes est S,. C’est le déplacement aprés
un temps nAt. Nous prenons une fonction «arbitraire» ¢(x). Nous devons trouver la moyenne
(p(x + S,,)). Par exemple ¢(x) pourrait étre la fonction caractéristique d’un intervalle. Dans
ce cas cette moyenne est simplement la probabilité que la particule soit dans cet intervalle

apres n étapes si elle est partie du point x. Mais on peut prendre une fonction plus genérale.

On introduit la variable aléatoire

1 avec probabilité 1 — alt
€= {—1 avec probabilité  alt (11.73)
Et considérons la séquence des variables aléatoires indépendantes &1, &, ..., én1.

Chacune de ces variables a la distribution (11.73) et elles sont toutes indépendantes. En
d’autres termes, les g sont le résultat de n jets de piece de monnaie, la piéce est fortement

biaisée.
Le déplacement est facile a écrire. Si on part de 1’origine dans la direction positive
Sy, =VvAt(1+ e + g6+ + 16 Ep_1) (1.74)

En effet le premier pas déplace la particule avec certitude a la distance vAt dans la
direction positive, apres le premier jet de la piéce de monnaie, la vitesse change de va ;v , ie
elle sera maintenue ou inversée selon que le résultat du jet est pile ou face, et elle se déplace
d’une distance additionnelle &; vAt, un deuxiéme jet de piece change la vitesse de ;v a e;61v

et elle se déplace d’une distance additionnelle £, &, VAL,... et ainsi de suite.

Si on était parti dans la direction négative, le résultat aurait été

St = —vAt(1+ & + &6, + 4 €16 o y_1) = =S, (11.75)
On va considérer les fonctions Ef(x) = (p(x + S,)) (1.76)
Er(x) = (p(x = Sn)) (1.77)

C'est-a-dire Ef(x) = (p(x + vAt + vAte;(1+ &5 + -+ &5 .. €4-1))) (11.78)
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Remarquer la mise en facteur de &4, et en utilisant la distribution (11.73)
Ff(x) = adt(p(x + vAt — vAt(1 + &5 + -+ &5 . £,1)))

+ (1 —alt)(p(x +vAt + vAt(1 + &5 + -+ &5 .. €y-1))) (11.79)

On peut avoir la forme récursive

Ef(x) = (1 — aAt)F_{(x + vAt) + aAtF,_;(x + vAt) (11.80)

On procédant de la méme maniére on a

E; (x) = (1 — aAt)F,_,(x — vAt) + aAtF,_;(x — vAt) (11.81)
Essayons de changer I’écriture de (11.80) a I’équation aux différences

Ef(x) —Ff_1(x) F_i(x+vAt) —F_;(x
() — B ): n-1( ) = Faa )—aF,fr_l(x+vAt)+aFn__1(x+vAt)

At At
(1.82)
Le calcul de la limite de 1’équation (11.82) lorsque At = 0 donne
+ +
T =vZ-—aFf +aF, (11.83)
: : OF~ _ QF~ + _

De la relation (11.81), on obtient ——=—v_—+ aF"™ —aF (11.84)
On définit F=>(F*+F) G=(F*t—F) (11.85)

. oF 3G
En additionnant (11.83) + (11.84) on a — =V (11.86)

G oF
En soustrayant (11.83) — (11.84) ~ =V 2aG (11.87)

En différentiant (11.86) par rapport a t et (11.87) par rapport a X on a 1’équation des
télégraphistes

2 2
OF 22 g% (11.88)

at? dx? ot
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Modeéle continu et processus de Poisson

On va reprendre le schéma d’établissement de I’équation des télégraphistes en
supposant que le mouvement de la particule est continu, avec a tout intervalle de temps dt une
probabilité spontanée de changer de direction adt, et la probabilité 1-adt de ne pas changer de
direction.

Nous aurons aussi besoin de connaitre le nombre de changements de direction que la
particule subit dans un intervalle de temps donné. Pour cela on définit N(t) une variable
aléatoire pour chaque instant t, a valeurs entiéres uniquement 0, 1, 2,... La probabilité pour

que N(t) soit égale a k a I’instant t est donnée par la formule de Poisson

gt (at)k
Prob{N(t) =k} =e™* i (11.89)
Si pour une séquence d’instants croissants 1< < t3<...<t, (11.90)
les incréments N(t2) —N(t1), N(t3) —N(t2),..., N(t,) —N(tn-1) (11.92)

sont indépendants, alors N(t) est un processus de Poisson

La définition académique du processus de Poisson : supposons un événement qui a une
probabilité adt de se produire entre t et t+dt, et 1-adt de ne pas se produire, alors le nombre
d’événements qui se produisent jusqu’a I’instant t est un processus de Poisson. Le nombre de
collisions que la particule subit jusqu’a I’instant t est un processus de Poisson. Chaque
collision inverse la vitesse de la particule entre +v et —v. Une fagon de I’écrire serait

v(t) = v(-1)N® (11.92)

Ce qui veut simplement dire qu’aprés un nombre pair de collisions la particule a sa

vitesse initiale, aprés un nombre impair de collisions elle a la négation de sa vitesse initiale.

Le déplacement est simplement
x(8) = [, v(t)dt =v [ (-1)VO dt (11.93)

C’est I’analogue continu de S

L’analogie avec le cas discret suggere que la solution de I’équation des télégraphistes est

fOot) =20 (x +v [;(~D"Odt)) + 540 (x — v [;(~D¥O dt)) (11.99)

Sous cette forme, 1’utilisation de la Méthode de Monte Carlo est entiérement faisable. 1l

suffit de prendre une centaine d’échantillons du processus de Poisson, calculer pour chacun
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I’intégrale (11.93), faire la moyenne sur tous les échantillons, et on a la solution de 1’équation

des télégraphistes.

Dans D’article de Kac cité, il est démontré mathématiquement que (11.94) est solution de
I’équation des télégraphistes dans le cas ou ¢(X) est une intégrale de Fourier, ou en termes de

calcul des probabilités, la fonction caractéristique génératrice des moments

9(x) == 17 e g (k) dk (11.95)
En pratique, la construction de ¢(x) est une procédure assez complexe, comme on peut
en avoir un apercu au paragraphe suivant, mais c’est justement cette complexité analytique

qui est a I’origine de la performance numérique et de la précision du résultat.
Méthode du propagateur explicite

Les équations des télégraphistes (11.18) - (11.19) peuvent étre arrangées sous une forme
utile en isolant les dérivés par rapport au temps :

G 10
QHZ_ C Cax H (11.96)
ot|l 10 R |

Lox L

Cette derriére peut étre aisément exprimé sous forme d'équation matricielle :

F o (11.97)
ot
ou . :D’ } (11.98)
G 190
s_| C ca (11.99)
1o R
L ox L

On peut trouver la solution de (11.97), si on trouve un noyau intégrant, une forme
spécifique de tenseur de Green qui est désignée dans la présente méthode par propagateur K,

qui satisfait :

%:gm s (11.100)
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avec la condition initiale limK (x,t) =15(x —x ) (11.101)
t—0

ou ¢ est la fonction de Dirac, X’ est la position initiale de la tension et du courantat =0, et |
est la matrice identité. La solution de (11.100) est une exponentielle matricielle

K =e%5(x —x ) (11.102)

Le propagateur (11.102) est ramené a une intégrale de Fourier de la forme (11.95) en
développant I'exponentielle en une série géométrique et en utilisant la transformée de Fourier

de la fonction de Dirac d(x — X’)

K==["e5t elk:(z =2 (11.103)

2m Y=o
L’intégrale (11.103) est une intégrale de chemin. Ce type d’expression et tous les calculs
inhérents est trés coutumier en probabilités, ou il est communément désigné par procédure

des moments, dont Jeaong et Nevels [44] usent pour obtenir la valeur explicite du tenseur K

qu’il serait rébarbatif de retranscrire ici vu sa longueur.

Le propagateur K transforme les valeurs initiales connues de V(x) et I(x) en des valeurs

V(x,t) et I(x,t) a I’instant actuel t dans un intervalle fixe de temps

{v (x ,t)}:TK{V (x ')}dx. (11.104)
I (x,t) I(x")

—0

Mathématiquement cette opération est une convolution spatiale du propagateur avec les
valeurs initiales de la tension et du courant, qui permet de connaitre la tension et le courant en

tous les points x a I’instant t. L expression finale de la solution est

v (x,t)z%{{l—@+%}[v (X +tv ) +V (x —tvp)]

3
_\/g[h%}[l (x +tv ) =1 (x ‘th)] (11.105)
+@[Il(bt)_lo(bt)]\/ (x)}
v 't)z%ﬂl_%hg}[' (X +1v,)+V (X —tv ) |
_\/g{h. (b;)z}[v (X +tv )=V (x —tvp)] (11.106)
4(bt)

+T[I1(bt)— 1,(t)V (x)}
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11.5.4. Méthode du Plongement Invariant

Cette méthode de traitement des équations mathématiques de la physique d’un haut
niveau d’ingéniosité a été introduite en 1860 par George G. Stokes [45] et rendue célebre par
Richard Bellman [46] sur une série de 124 articles publiés entre 1957 et 1974, et deux livres,
dans lesquels il I’a exposée sous tous ses angles, avec une multitude d’applications allant du
réacteur nucléaire a la ligne de transmission uniforme. Mais il y a lieu de constater qu’avec
notre meilleure volonté nous n’avons trouvé aucune application dans la littérature en ce qui
concerne les lignes non-uniformes. Ceci est assez surprenant, mais nous ne sommes pas en
mesure de fournir une explication convaincante a cet état de fait. Est-ce que la méthode est
inapplicable a la ligne non-uniforme, ou alors personne n’a tenté de 1’appliquer jusqu’ici et la
nous sommes devant une opportunité extraordinaire de publication, moyennant un effort

substantiel.

Nous avons jugé indispensable que cette méthode figure dans ce chapitre d’abord par
esprit de complétude de notre ¢tude des modeles, mais aussi parce que ¢’est une méthode qui
sort de I’ordinaire, et puis elle a été développée dans le cadre du Manhattan Project par des

savants d’exception qui ont marqué la science du vingtiéme siecle.

Mathématiquement parlant, la méthode du plongement invariant est une technique
rigoureusement elaborée qui consiste a transformer un probléme avec conditions aux
frontieres en un probleme avec condition initiale dans lequel les points frontieres sont les
seules variables indépendantes du probléme. Cette particularité fait de cette méthode un

excellent préalable pour les problemes de caractérisation inverse.
Principe de I’approche

En 1942, V. Ambarzumian a montré comment I'énergie réflechie de maniere diffuse par
une atmospheére plan-paralléle peut étre calculée directement, sans déterminer le flux radiatif
interne [47]. Ceci grace a l'utilisation de principes d'invariance, qui conduisent a des équations
non linéaires, par opposition aux équations de transport linéaires pour les flux radiatifs
internes. Bellman [46] a mis a nu de maniére rigoureuse la relation entre les équations de
transport pour les flux radiatifs internes et les équations de plongement invariant pour les flux
réfléchis, dans le cas d’un processus de transport unidimensionnel. Nous allons illustrer cette

approche par un modéle physique simple. Nous avertissons au préalable qu’il n’y a pas lieu de
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s’alarmer si ’exemple traite de particules. En fait, tout au long de sa série d’articles, Bellman
adhere a fond au principe de dualité onde-corpuscule, tout ce qu’il dit pour une particule est

aussi vrai pour une onde.

Considérons une "tige" — Figure 11.11 — un segment de droite qui va de 0 a x - et
désignons un point générique dans la tige par z. Des "particules” vont a droite et & gauche le
long de cette tige sans interagir entre elles, autrement dit sans collision. Ces particules
peuvent interagir avec le matériau de la tige elle-méme. De telles interactions se traduisent par
la disparition des particules et la génération de nouvelles particules, qui différent des
premieres seulement en ce que leur direction de mouvement peut avoir changé. L’objectif est
de connaitre la densité du faisceau de particules en fonction de la position z.

La probabilité pour qu’une particule en z interagisse avec la tige tout en se déplacant

(dans n’importe quel sens) sur une distance A > 0 est donnée par I'expression

o(z)A+o(h)

La notation o(A) signifie un terme qui tend vers zéro plus rapidement que A lorsque

A->0. La quantité o est souvent appelée la section transversale macroscopique.

Comme conséquence d'une interaction de cette nature, une moyenne de f (z) nouvelles
particules sont générées au point z et elles vont dans la méme direction que la particule
originale, et une moyenne de b(z) nouvelles particules allant dans la direction opposée. Toute
particule générée a la frontiére z = x allant a droite est perdue, de méme que toute particule
allant a gauche qui est générée en z = 0. Enfin, il n’y a pas de source spontanée de particules
dans la tige. Les particules injectées dans les extrémités de gauche et de droite de la tige, ainsi
que les descendantes issues du processus d’interaction, forment la population totale des
particules du systeme. On définit :

u (z) = nombre esperé de particules allant a droite passant chaque seconde au point z
Vv (z) = nombre espéré de particules allant a gauche passant chaque seconde au point z

Le mot «espéré» est nécessaire en raison de la nature stochastique du processus.

Nous devons maintenant établir les équations satisfaites par les fonctions u (z) et v (z).
Pour ce faire, nous allons examiner une petite portion de la tige située entre z et z + A, et

essayer de relier la fonction u (z + A) a la fonction u (z). Voir Figure 11.11.
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1 1 1 1
0 4 Z+A X
Figure 11.11

Certaines des particules passant au point z vers la droite peuvent arriver jusqu’a z + A
sans avoir a subir d’interaction avec la tige. La probabilité que cela se produise est
(1 —o0(2)A) + o(A), par hypothese. D'ou le nombre de ces particules passant au dela de z

vers la droite qui contribuent a u (z + A) est
[(1—0(2)A) +o(A)]u(z) = (1 —a(2)D)u(z) + o(A) (11.107)

Certaines des particules allant a droite en z vont interagir avec la tige avant d'atteindre
le point z + A. Chaque tel événement va produire un nombre f (z) des particules dans la

direction d'intérét. La contribution a u (z+A) de ce type d'événement est

[6(2)A+o0Q)]f(Du(z) = 0(2)f(2)u(2)A + o(d) (11.108)

Il'y a aussi les particules qui vont a gauche. Certains de celles qui passent le point z+A
vont interagir avec la tige avant d'atteindre le point z et donnent naissance a des particules se
déplacant vers la droite. Le nombre de ces particules passant au point z+A chaque seconde est

[6(z)A+ 0(A)]b(2)v(z+ A) = a(2)b(z)v(2)A + o(D) (11.109)
Par conséquent
u(z+A4)=>0-0@2)D)u(z) + c(2)Af (2)u(z) + 0(2)Ab(z)v(z) + o(4) (11.110)

En différenciant par rapport a z, on a

du

=, = 0@{(f(@) — Du(2) + b(2)v(2)} (11.111)

dz

Si un processus similaire de "comptage de particules" est effectué avec I’attention axée

sur les particules en mouvement vers la gauche, I'équation résultante serait

~% _ (@D + (F(2) - D)) (11.112)
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Les équations (I11.111) et (I11.112) sont les équations classiques pour ce type de
probleme. Elles peuvent étre considérées comme une version simple de I’équation de
Boltzmann. Notons, en particulier, que l'attention a été limitée a ce qui se passe au sein du
systéme, pas sur ce qui émerge de lui. La maniére habituelle de visualiser la plupart des
modéeles mathématiques des phénomeénes physiques est analogue a I’angle de vision que nous

venons d’adopter. Cette approche est abandonné dans la méthode du plongement invariant.

Nous devons maintenant imposer des conditions aux limites compatibles avec cette
hypothese. Supposons que chaque seconde une particule allant & gauche est injecté dans la
tige a son extrémité droite, z = x, tandis que aucune particule n’entre dans la tige a I'extrémité
gauche, z = 0. Les équations (11.111) et (11.112) doivent se résoudre soumises a des conditions
aux frontiéres

u(@)=0 vix)=1 (1.113)
Pour mieux comprendre, nous choisissons des fonctions f, b, et o simples qui assurent
gu’une solution analytique soit obtenue pour ce probléme. Nous prenons
f(2)=1 b(z) =1 o(z)=1 (1.114)
de sorte que les équations différentielles linéaires aient des coefficients constants. Ensuite,
une procédure élémentaire donne
sin z cos z

= IL. 115
cos x v(2) cosx ( )

u(z) =

En utilisant la solution explicite (11.115), on peut trés facilement déterminer le nombre
de particules qui émergent du systeme. En vue de la physique de ce modeéle, il est naturel de
se référer aux particules se déplacant vers la gauche a z = 0 comme «transmises» et a celles se
déplacant vers la droite a z = x comme "réfléchies”. On définit

t (X) = nombre espéré de particules émergentes par seconde a z = 0,

r (x) = nombre espéré de particules émergentes par seconde a z = X,
et on réfere a t(x) et r(x) par fonctions de transmission et de réflexion, respectivement.
Remarquez que l'argument de chaque fonction se réfere a la longueur de la tige et non au

point de géneration des particules. En utilisant les résultats obtenus en (11.115), nous trouvons

t (x) = sec(x) r(x) = tan(x) (11.116)

La méthode ci-dessus fournit une information complete sur la distribution des

particules dans la tige. En tant que sous-produit, nous avons également des informations
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concernant les propriétés de réflexion et de transmission du systeme. Dans certains problémes
de réel intérét physique, ce qui se passe a l'intérieur du systéme est de peu de valeur ; on est
seulement intéressé par ce qui en émerge, les «observables». Il est donc raisonnable de se
demander si on peut trouver des équations satisfaites directement par les fonctions r et t et

éviter completement la question de la distribution des particules dans le modéle interne.

Nous plongeons maintenant la tige dans une autre légérement plus longue, disons de
longueur x+A, et ayant les mémes paramétres physiques que I’originale. Nous définissons r et
t précisément comme dans (11.116) et nous allons concentrer notre attention sur ces
événements physiques, interactions de collision, qui ont lieu dans I’intervalle X < z < x+A. Le

but est de trouver des relations reliant r (x), r (x+A), t (X), et t (x+A).

0 X X+A
Figure 11.12

Fixons notre attention sur r(x+A), le nombre de particules qui émergent chaque
seconde a l'extrémité droite de la tige, en supposant la méme entrée que dans la section

précédente. Les événements physiques peuvent étre énumérés comme suit :

a. La particule de source subit une collision en passant a travers le premier intervalle x < z <
x+A. Cela donne lieu a une moyenne de b particules chague seconde se déplacant vers la
droite et émergeant a x + A, contribuant ainsi a r (x + A). Elle produit également une moyenne

de f particules se déplacant vers la gauche qui vont empiéter la sous-tige qui va de 0 a x.

b. La particule de source ne subit pas de collision dans I’intervalle x < z < x + A et par

conséquent, elle est aussi une particule source pour la sous-tige 0 <z < x.

Le résultat de (a) et (b) est que la sous-tige "voit" maintenant une certaine entrée de
particules; disons que la force de cette source est s particules par seconde. Le modeéle
physique est de nature a répondre linéairement a I'entrée. Donc sr(x) particules en moyenne

émergent chague seconde a z = x. La encore y a deux possibilites:

a'. Certaines de ces particules passent a travers x <z < X + A sans interaction et apportent ainsi

une contribution directe ar (x + A).
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b '. Le reste de ces particules sr(x) subissent des collisions en passant par I’intervalle x< z <
x+A. Le résultat de chacun de ces événements est une moyenne de f particules se déplacant
vers la droite et donc contribuent a r (x + A), conjointement avec les b particules se déplacant
vers la gauche et réentrant dans la sous-tige 0 < z < x. Ces particules fournissent encore une

autre source pour la sous-tige, et résultent par encore plus de particules émergeant en z = x.

Compte tenu des évenements décrits dans (a), la probabilité d’une interaction se
produisant dans x < z < x+A est cA + 0(A). D'ou le nombre de particules qui émergent
"immédiatement” en x + A est cbA + 0(A), tandis qu’une moyenne de ofA + 0(A) particules
passent vers la gauche. La probabilité qu’aucune interaction ne se produise est (1-cbA)+0(A).
Par conséquent, un événement (b) contribue chaque seconde par (1- ocbA) + o(A) particules a

la source en z = x. Nous avons s = 1+ (f — 1) A + 0(A).

En utilisant la probabilité de non-interaction en x < z < x+A, on constate que (a')
contribue par sr(x) (f - cA) + o(A) particules en x + A. Les particules allant vers la droite (b’)
en nombre sr(x) ofA + 0(A) par seconde. Celles vers la gauche en moyenne sr(X)obA + 0(A)
par seconde, entrent de nouveau dans la sous-tige en z = x. Ceci est une source effective pour
la sous-tige, et elle réagit en donnant en z = x un total de {sr(x) cbA + o(A)}r(x) particules de
plus a chaque seconde. Celles-ci ont une probabilité (1-cA) + o(A) de passer a travers
I’intervalle x < z < x+A sans autre interaction. La contribution totale a r(x+A) énumérée

jusqu’ici donne la relation
r(x + A) = obA + sr(x)(1 — oA) + sr(x)ofA + sr?(x)obA + +o(A)  (11.117)
soit r(x +A) = r(x) + oA{b + 2(f — Dr(x) + br?(x)} + o(d) (11.118)

En utilisant (11.118) on obtient I'équation différentielle suivante pour r :
= = ob +2(f - Dr(x) + br? (x)] (11.119)

Un raisonnement similaire conduit a 1’équation suivante pour t :

j—; = o{(f — 1) + br(x)}t(x) (11.120)
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Ces équations sont de peu d'utilité sans les conditions initiales. Celles-ci sont trés
faciles a établir. Supposons que la tige d'origine est de longueur zéro; ainsi x = 0. Dans ce cas,

il ne peut pas y avoir de particules réfléchies, et toutes les particules sont transmises.
Donc r0)=0 t(0)=1 (11.121)

A titre de validation partielle de ce raisonnement considéerons le cas particulier donné
par I'équation (11.114). Des calculs simples donnent immédiatement les solutions de (11.119) -
(11.121) :

r (x) = tan(x) t (x) = sec(x) (11.122)

en parfait accord avec (11.116).

La variable z n’intervient jamais parce que toutes les interactions qui ont été prises en
compte pour I’établissement de ce mod¢le se produisent dans l'intervalle x <z < x + A, que

1’on pourrait désigner le plongement de la tige.

A la différence de la démarche simpliste utilisée ici pour mettre en relief son fondement,
pour son application cette méthode consiste a obtenir les équations de type (11.119)
directement a partir des équations de type (11.111) sans référence au processus physique sous-
jacent, avec toute la rigueur mathématique en utilisant le théoréme d'unicité de la solution

d'un probléme aux limites linéaire.

11.6.Conclusion

Nous avons exposé dans ce chapitre, les méthodes classiques de résolution des équations
des télégraphistes que nous avions prospectées a un moment ou nous ignorions que nous

allions opter finalement pour les méthodes sans maillage.

L’inflexibilité des grilles spatio-temporelles espacées uniformément utilisées dans les
méthodes des différences finies pures conduit a une certaine lourdeur des calculs pour
I’analyse des LTNUs. Dans ces conditions, le cofit de simulation sera extrémement élevé. De
ce fait, il est pertinent d’appliquer dans le contexte décrit ci-dessus une nouvelle méthode
numérique flexible, puissante, qui prenne en considération les évolutions les plus récentes en
calcul numérique. Cette méthode doit d’abord étre suffisamment adaptée aux LTNUs a

variations d’impédances quelconques.
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La méthode de D’Alembert et la méthode des caractéristiques, dont I’idée a germé il y a
plus d’un siécle et demi, restent encore d’une fraicheur inaltérée et un moyen efficace pour

modéliser des structures technologiques d’avant-garde.

La méthode du propagateur, par le biais de ses emprunts aux procédés du calcul
stochastique qui est en constant progrés, présente actuellement 1’une des voies les plus
prometteuses pour la modélisation des LTNUSs. Quant a la Méthode du Plongement qui s’en
rapproche par I’époque de popularité, le milieu du vingtiéme siecle, et son usage des
techniques de la physique mathématique, elle reste au jour de notre rédaction une voie

totalement inexplorée.

Les méthodes sans maillage construites a partir des interpolations de point sont des
nouvelles méthodes qui ont été récemment introduites en électromagnétisme. Elles utilisent
des ensembles de nceuds dispersés pour représenter le domaine de calcul plutdét qu’une
discrétisation par grille comme dans la méthode FDTD. En conséquence, ces méthodes n’ont
pas les contraintes dues a I’utilisation d’un pas spatial constant. Avec une implémentation
convenable, une discrétisation multi résolution du domaine spatial, et la possibilité de
déplacer, d’ajouter, ou de supprimer des nceuds, ces méthodes peuvent contourner les
limitations décrites précédemment, afin de résoudre les équations (11.18) et (11.19) des LTNUs
dont I’impédance caractéristique est quelconque. Le chapitre suivant est consacré a
I’application de telles méthodes sans maillage pour la résolution des équations des

télégraphistes des LTNUs dans le domaine temporel.
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111.1. INTRODUCTION

Les méthodes sans maillage forment un groupe générique de schémas de calcul
scientifique qui ont été développés a partir des années 1970 pour se libérer des contraintes
liées & une grille de discrétisation fixe pour 1’approximation des équations du probleme.
L’idée a émergé en dynamique des fluides a partir de la double présomption que le calcul
gagnerait en efficacité si les points d’évaluation des équations sont portées par la matiére en
mouvement, ou alors éparpillés de telle sorte que la précision globale des formules
d’approximation est accrue avec un nombre minimum de points. Le principe de ces méthodes
est de reconstruire une fonction définie sur un espace continu a partir de 1’ensemble des
valeurs discrétes prises sur un nuage de nceuds dispersés sélectivement ou aléatoirement.
Parmi les avantages de ces méthodes, la facilité du raffinement de la discrétisation, puisqu’il
est trés simple de déplacer, d’ajouter, ou de supprimer des nceuds, ce qui fait de ces méthodes

les candidates idéales pour analyser les LTNUs dont I’impédance varie de fagon arbitraire.

111.2. Historique des méthodes sans maillage

Les méthodes sans maillage furent introduites en 1977 dans les travaux de Gingold et de
Monahagan [1], ensuite Lucy [2], avec la méthode Smooth Particle Hydrodynamics (SPH).
On pourrait traduire cette expression par «hydrodynamique des particules lissées», mais dans

toute la littérature francophone c’est bien I’expression originale qui est usitée.

Bien que les méthodes sans maillage soient parfois définies par opposition aux techniques
de discrétisation a grille figée qui sont les différences finies et les éléments finis, elles sont
plutdt leur prolongement naturel comme il a été expressément déclaré par Nayroles et al dans
[3] qui est percu comme le véritable point de départ de ces méthodes dans la littérature. Par la
suite, énormément de travaux de recherche ont été engagés en vue de leurs développements,
en particulier en mécanique ou les problemes d’élasticité ont considérablement contribué au
progres de ces méthodes [4]-[5]. C’est a cause d’une impossibilité de programmer
correctement par éléments finis le déplacement de points frontieres dans un probléeme de
membrane élastique que Gui Rong Liu [5] a abandonné la FEM et basculé définitivement
dans les méthodes sans maillage, avec une contribution immense et 1’édition de plusieurs
livres. L’approche a montré une puissance spécifique et elle a vite été extrapolée a d’autres
domaines en technologie et en sciences [6]. Elle a été appliquée a 1’électromagnétisme a un

stade assez précoce. Outre les travaux des précurseurs Maréchal et al [7], Cingoski et al [8],
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Viana et Mesquita [9], et Ho et al [10], des contributions importantes ont considérablement
développé les applications de 1’approche sans maillage dans les microondes. Une liste non
exhaustive d’auteurs inclut Kaufman et al [11], Lai et al [12], Yu et al [13], Afsari et al [14]-
[15], et Yang et al [16].

L’unique critére requis pour qualifier une méthode par sans maillage, traduction des
termes originaux meshfree ou meshless, est I’absence dans le domaine de calcul d’une grille
de nceuds ou sont évaluées les équations du probleme, cela tombe sous le sens. Les méthodes
sans maillage different les unes des autres par le type d’approximation utilisé pour la
construction des fonctions de forme, tout en conservant leur avantage primaire commun de

liberté du positionnement des nceuds.

Nous venons d’utiliser 1’expression fonctions de forme, le terme est hérité de la
méthode des éléments finis et garde sa signification, de méme que les fonctions de base et les

fonctions d’essai.

Donc il y a absence de grille ou de maille, mais présence de nceuds. Le noeud ou est
évaluée 1’équation, désigné par nceud d’intérét ou point de test, est situé a I’intérieur d’une
région d’influence désigné par domaine de support, qui selon les méthodes peut étre soit
global soit local. Les autres nceuds du support sont désignés par voisins ou points de

collocation

W Point de test ® Point de collocation
d, distance entre point test et collocation h distance moyenne entre noeuds
rmax rayon du support local

Figure 111.1. Allure habituelle de I’espace de calcul
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Dans cette these, nous nous intéressons a trois méthodes sans maillage de type collocation
ou I’intégration numérique ne se présente pas dans leur formulation. Elles sont classifiées
sous la catégorie meéthodes d’interpolation de point Point Interpolation Methods ou,
I’approximation utilisée pour la construction de ces fonctions de formes se fait
par I’interpolation polynomiale (la méthode PIM), I’interpolation par des fonctions de base
radiales (la méthode RBF-MLM), ou par un assemblage des fonctions de base radiales avec

une interpolation polynomiale (la méthode RPIM).
111.3. les méthodes d’interpolation de point

Durant la derniére décennie, une catégorie spéciale des méthodes sans maillage appelées
les méthodes d’interpolation de point a été introduites pour résoudre des équations
différentielles aux dérivées partielles. Ces méthodes présentent une grande flexibilité qui leur
confere en méme temps des approximations tres précises et un bon gain en temps de calcul
par rapport aux méthodes conventionnelles telles que la méthode FDTD. Dans ces méthodes,
les équations differentielles sont discrétisées a travers des techniques simples de collocation
pour I’application d’un procédé itératif sur les équations résultantes. Les avantages de ces
méthodes ont été démontrés a travers leur application a des problemes bien connus dans la
physique tels que 1’équation de Laplace, 1’équation d’Helmholtz, I’équation de Poisson, etc....
D’autre parts, dii a la possibilité de la discrétisation multi résolution du domaine spatial, ces
méthodes peuvent parfaitement résoudre les equations des télégraphistes (11.18) et (11.19) pour
les LTNUSs, tout en utilisant un nombre des nceuds tres inferieur que celui requis par la
méthode FDTD classique sur la méme ligne. Dans la méthode FDTD I’utilisation d’une grille
uniforme pour I’analyse des LTNUs produit des surcouts informatiques inutiles. Autrement
dit, la distribution non-uniforme des nceuds nous aide a déterminer les parametres linéiques de
la ligne R(x), L(x), C(x), et G(x) de maniére conforme, ce qui minimise la consommation des

ressources mémoire et du temps d’exécution.

Le principal résultat de cette these est I’implémentation des trois codes de calcul sous
MATLAB, permettant ’analyse et la simulation des LTNUs a forme quelconque dans le

domaine temporel par les trois méthodes d’interpolation de point suivantes :

e La méthode PIM (the polynomial point interpolation method), elle est construite a

partir d’une interpolation purement polynomiale.
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e La méthode RBF-MLM (the meshless method based on Radial Basis Functions), elle
est construite a partir d’une interpolation avec des fonctions de bases radiales RBFs.
e La Méthode RPIM (the Radial Point Interpolation Method), c’est une méthode mixte

assemblant des fonctions de base radiales, avec une interpolation polynomiale.

Nous sommes partis des équations des télégraphistes écrites dans le domaine temporel
(11.18) et (11.19). Nous avons ensuite procédé a la discrétisation temporelle. Finalement nous
avons développé les fonctions de formes des trois méthodes sans maillage pour approcher les
dérivés spatiales des équations (11.18) et (11.19). Dans nos codes MATLAB, nous avons choisi
d’utiliser la condition CFL, et le schéma explicite du Leapfrog pour la discrétisation

temporelle.
11.3.1. Discrétisation temporelle des équations des télégraphistes

Dans le but de résoudre les équations des télégraphistes d’une LTNU représentée dans
la figure I11.2, cette section présente une méthodologie pour construire un équivalent discret
de I’opérateur 0/0t permettant d’effectuer un calcul itératif. Nous supposons que V(x, t) et I(x,
t) sont irrégulierement dispersés dans les domaines de 1’espace et du temps comme représenté
dans les figures 111.3 et 111.4. Nous considérons que la ligne est terminée par des charges Rs, Rg,
et excitée par une source de tension e, figure 111.2. En effet les conditions aux limites de la

ligne sont données par les équations suivantes :
e, (t)=V (0,t)+R, 1(0,t) (1.1)

0=V (d,t)—R, 1(d,t) (1n.2)

[(0) I(d)
- —~—
es(t)@ V(0) V(d)| |Rq

0 d

Figure 111.2. Ligne de transmission non-uniforme a variation quelconque d’impédance.
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noeud d'intérét

Figure 111.3. Exemple de discrétisation irréguliere des tensions et des courants le long de la ligne

yn Vn+1 Vn+2 Vn+3 Vn+4- Vn+5 Vn+ﬁ
-—tttt
nt>  gnte no n+
I''2 [ 2 I'"'2 "2

1 3
n+- n+-
I''2 Iz

Figure 111.4. Discrétisation temporelle des tensions et des courants.

Par D’utilisation de I’approximation classique de la dérivée centrée a travers les

développements de Taylor limités a I’ordre deux, nous avons discrétise les derivées

temporelles de la tension et du courant, ce qui donne :

At At
al (x,1) _ I (x,t+ 7)—I (x,t—7) 13)

ot

At

At
N (xt+0) _V (A -V (x,1) (111.4)

ot At

Maintenant en remplacant ces dernieres équations dans (11.18) et (I1.19), et aprés
quelques manipulations algébriques on peut écrire les représentations discretes temporelles

finales des équations des télégraphistes :
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1_ i+> i
j+1 2Li+1 j_l Li+1 av-Jl
2 — 2 2 _ 2 2 1.5
Ii+l AtR 1 Ii+1 AtR 1 OX ( )
1+ 2 1+
2L 2L
|+E i+=
AtG, At :
e c, o
Vit = Ly - i (111.6)
14 AtG, 1+AtGi OX
2C 2C,

ou i est I’indice de la position spatiale du nceud d’intérét, et j est I’indice de temps.

Comme tous les schémas explicites de discrétisation en temps, le schéma du Leapfrog

est limité par la condition de stabilité CFL :

At < ——min (1.7)

ou Vvp, est la vitesse de propagation de I’onde (appelée aussi vitesse de phase) suivant la ligne
de transmission, et AXmin est la plus petite distance entre les deux nceuds dispersés les plus
proches 1'un de I’autre (le plus petit pas de I’espace). En effet, cette condition exige que le
plus grand pas de temps permis par la condition CFL doive étre extrémement petit quand
deux nceuds de colocation infiniment proches entre eux sont présents dans le domaine de

calcul. Ceci donne une simulation lourde et tres longue en conséquence.

Pour contourner la limitation de la condition CFL, dans [13] les auteurs calculent
numériquement un pas de temps en utilisant une technique de valeurs propres. Ceci a
Iégerement relaxé la condition CFL dont I’essence est la méthode des différences fines et pour
laquelle en toute rigueur le correspondant sans maillage reste a découvrir. De méme, pour les
méthodes d’interpolation de point, des schémas inconditionnellement stables basés sur les
techniques de directions alternées Alternating-Direction Implicit (ADI) et les polyndmes de
Laguerre ont été proposes respectivement dans [17] et [18]. Récemment dans [19], afin de
surmonter en méme temps les limitations de la condition CFL et I’erreur de dispersion
numérique de la technique ADI, Zhuang et al ont proposé un schéma prédicteur-correcteur de

discrétisation en temps inconditionnellement stable appelée Spectral Deferred Correction
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(SDC). Il est a retenir de ce paragraphe que pour les méthodes sans maillage, la condition de

stabilité CFL ou tout autre critére équivalent n’a jamais été démontré mathématiquement.

Comme mentionné ci-dessus, dans ce travail nous avons appliqué le schéma de
discrétisation en temps du Leapfrog et la condition de stabilité CFL pour leur simplicité. La

premiére raison de ce travail est de rendre les méthodes sans maillage accessibles.

Revenons maintenant a la discrétisation des dérivées spatiales des deux équations dont
nous parlions précédemment (I11.5) et (111.6) par les trois méthodes sans maillage.
L’approximation des fonctions V(x) et I(x) dans ces méthodes joue un réle trés important et
crucial. V(x) et I1(x) doivent étre d’abord rapprochés par des fonctions d’essali, et apres ceci les
équations discrétisées (111.5) et (111.6) peuvent étre établies et résolues. La qualité de la

solution numérique dépend fortement de ces fonctions d’approximation.

Nous devrions mentionner que pour construire la fonction de forme dans les trois
méthodes présentées dans ce travail, le domaine de support local (domaine d’influence) est
défini au lieu du domaine de support global, ou ce domaine d’influence enferme les n voisins
qui sont employés pour I’interpolation a chaque nceud d’intérét, voir figure 111.3. Ceci a
comme avantage d’obtenir la fonction de forme en inversant un grand nombre de petites
matrices creuses, au lieu d’inverser une matrice pleine de grande taille qui rendra la méthode
lourde et tres couteuse. La matrice finale assemblée est creuse, ce qui permet la modélisation

des problémes de grande taille [20].

111.3.2. Méthode d’interpolation de point polynomiale (la Méthode PIM)

111.3.2.1. Formulation de la méthode PIM

Le polyndme est 'une des premieres fonctions de base utilisées pour 1’interpolation.
Comme son nom I’implique, la méthode PIM the polynomial point interpolation method
construit une interpolation d’une fonction quelconque avec une base purement polynomiale,

en effet, ’interpolation de V(x) est donnée par [21] :

V (,%0) = 2P, (9, () = PT (9a(x,) (111.8)
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ou ay sont les coefficients d’interpolation associés des mondmes, Py(X) représente le monéme
d’ordre k de la base polynomiale dans 1’espace euclidien, k est I’indice du nceud voisin dans le
domaine de support, n et X, sont respectivement le nombre et les coordonnées des nceuds

voisins dans le domaine de support du nceud d’intérét a la position x.

Le nombre de termes de la base polynomiale utilisés dans la méthode PIM devrait étre
égal au nombre des nceuds voisins du nceud d’intérét. Les triangles de Pascal peuvent étre
employés pour déterminer I’expression de la base polynomiale, pour le cas bidimensionnel
voir figure 111.5. Dans des problemes unidimensionnels comme les LTNUSs dans notre cas, les

termes de la base polynomiale sont donnés par le vecteur suivant :

PT ={Lx,x?..x""} (111.9)

XXy Xy ooxy y
AN AN AN AYA

Figure 111.5. Le triangle de Pascal (cas bidimensionnel).

Notons que V° sont les valeurs interpolées de la tension aux nceuds voisins, ¢’est-a-dire :

Ve =V, Y (111.10)

a={a,a,,...a,}" (111.11)

et Pq, la matrice carrée des moments définie par :

B 2 3 n-1
1 x, X7 X| X,
2 3 n-1
1 x, X, X, X,
1 x, X2 xJ x5
P, = o - (n.12)
1 x, xX; X, X,
2 3 n-1
_1 Xn Xn Xn Xﬂ dnxn
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En remplace ces derniéres équations dans la forme matricielle de I’équation (111.8), et on

obtient :

ve=P,a (IN.13)

Si I’inverse de la matrice des moments existe (Po n’est pas singuliere), nous pouvons

obtenir les coefficients indéterminés ay, par la résolution du systeme linéaire suivant :
a=P; (111.14)

On note que les coefficients ax restent constants méme si la coordonnée x du nceud
d’intérét change dans le domaine de support local, tant que le méme ensemble des nceuds
voisins n est employé dans l’interpolation, parce que la matrice Pq est une matrice des

constantes et dépend uniquement des coordonnés de cet ensemble des nceuds voisins.

En substituant (111.14) dans (I11.8) on a :
V (x,%,) = PT QP =W (x)v° (111.15)
Avec ¥ (x) est la fonction de forme définie par :
W(x) =P 0P, = {110, ,(X),.... 7, (X)} (111.16)

111.3.2.2. les propriétés de la fonction de forme de la méthode PIM

La fonction de forme de la PIM et autres méthodes d’interpolation de point partagent les

propriétés suivantes avec les fonctions de forme de la méthode éléments finis [22] :

e La partition unité D (x)=1 (111.17)
k=1
- o 1 k=)
e La propriété du delta de Kronecker v, (X)=9, = 0 (k %i) (111.18)
Zi
Ce qui implique : V(X Xg) =V (11.19)
e Laconsistance linéaire X =Zn:‘i’k ()X, (111.20)
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Enfin, les derivées de ¥ (x) sont directement calculables, parce que la base utilisée dans la

méthode PIM a une forme polynomiale. En effet, de (111.15) la premiere dérivée spatiale de
V(X) est approchée par [21] :
(111.22)

VX)) X . <
~ V=) oy, X)V
X X < v, XV,

Dans ce cas, I’approximation discrete de la dérivée spatiale de la tension est définie par :

ovIo
' j (111.22)

De la méme fagon, I’approximation discréte de la dérivée spatiale du courant est définie par :

al.j% . i+
a'x ~ Y 0w, (I, 2 (1N.23)
k=1

ou i est I’indice de la position spatiale du nceud d’intérét, j est 1’indice de temps et k est

I’indice des positions spatiales des nceuds voisins.

Dans ce cas, la discrétisation globale de I’équation des télégraphistes de tension sera

exprimée par le remplacement de (111.22) dans (111.5) et on trouve :

1- i+= At
e 2L”1 L L _ (11.23)
— 2 2 2 J
'ITTAR L L T TAR 26% &V
[ 2 [FE= 2
1+ 2 1+ 2
2L 2L
i+= |+E

De la méme facon, la discrétisation globale de 1’équation des télégraphistes de courant

sera exprimée par le remplacement de (111.23) dans (111.6) et on trouve :

1_AtGi At
. 2C. . . cC < i (111.24)
i _ i\ _ i 2
Vit = AG. Vi iG. ZaWk (91
1+ ' 1+ 4
2C. 2C,
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A partir de la discrétisation globale des équations des télégraphistes (111.23) et (111.24) le
courant et la tension en chaque point le long de la LTNU et a chaque instant t, sont calculés a

I’aide d’un procedé itératif présenté sous forme d’organigramme dans la sous-section 111.4.
111.3.2.3. Les avantages et les inconvénients de la méthode PIM

La méthode PIM présente certains avantages essentiellement la simplicité de mise en
ceuvre, la bonne précision, et elle est plus rapide que les autres méthodes d’interpolation de
point comme nous le montreront par la suite. En revanche, contrairement a d’autres méthodes
sans maillage, le probleme de la singularité qui se produit dans un certain nombre de
situations est 1’inconvénient majeur de cette méthode, ou la matrice des moments Pq devient
non inversible. Quelques techniques ont été proposées pour surmonter cet inconvénient par
Liu et al dans [23-25], y compris la triangulation de la matrice des moments Pq [23],
déplacement aléatoire des nceuds voisins [24], transformation du systéeme de coordonnées
initial [22], et I’addition d’une fonction de base radiale (RBF) pour construire la fonction de
forme de la méthode [25]. Dans [22] Liu, qui est I’inventeur des méthodes d’interpolation de
point a recommandé que la technique la plus pratique pour surmonter le probleme de la
singularité est d’utiliser les RBFs pour la construction de la fonction de forme.

Certainement, 1’addition des RBFs a la base polynomiale dans I’approximation est une
tres bonne idée afin de garantir une matrice des moments inversible pour n’importe quelle
distribution des nceuds dans le domaine spatial. En effet ceci fait I’objet des deux sous-

sections suivantes.

111.3.3. La méthode sans maillage basée sur les fonctions de base radiales (la méthode
RBF-MLM)

111.3.3.1. Formulation de la méthode RBF-MLM

Parmi les différentes méthodes sans maillage, la méthode RBF-MLM MeshLess
Method based on Radial Basis Functions est devenue un outil populaire pour résoudre les
équations aux dérivées partielles (EDPs). Cette méthode est une simple géneralisation de la
méthode Multiquadrique RBF (la méthode MQ) présentée par Kansa [26] en 1990 pour
résoudre des EDPs de type elliptique, parabolique, et hyperbolique.
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Comme son nom le suggére, la méthode RBF-MLM construit une approximation d’une
fonction quelconque par des fonctions de base radiale, en effet, I’interpolation de V(x) est

donnée par [26] :

V (%) ~ 3B, (b, (xg) = BT () bk, (111.25)

ou by sont les coefficients d’interpolation, By(x) représente la fonction de base radiale dans
1’espace euclidien, k est I’indice des nceuds voisins dans le domaine de support, n et Xq sont

respectivement le nombre et les coordonnées des nceuds voisins dans le domaine de support

du nceud d’intérét a la position x.

Le long du développement des méthodes sans maillage, plusieurs types des fonctions de
base radiales ont été présentés. Les RBFs les plus utilisées sont présentées ci-aprés Figure
I11.6, ou toutes ces fonctions sont commandeées en terme de planéité par le parameétre positif ¢

appelé le parametre de forme. r est la distance euclidienne entre le nceud d’intérét et son

voisin :
v' Gaussienne : B(r.c)=e~" (111.26)
v Multiquadrique (MQ) : B(r,c)=1+c2r? (1n.27)
v Quadrique inverse (1Q) : B(r,c)= 1 (111.28)
1+c’r?
v' Multiquadrique Inverse (IMQ) g (r.c)=__t (111.29)
T e
‘1_5 T T T T l. T - T T T T
= : === (auss
': ‘f.' ..... MQ
CO - 1Q
Vo7 — MQ

Figure I11.6. Fonctions de base radiales usuelles avec ¢=10 dans 1D.
63



Dans nos travaux, nous avons utilisé la fonction IMQ comme fonction de base radiale.
Pour des problémes a une dimension comme les équations télégraphistes, la fonction IMQ
peut étre réduite a la forme suivante pour un nceud d’intérét situé a x; et un nceud voisin a X :

1

B, (X,,C) = (11.30)

\/1+c2||xi —x, |f

Figure 111.7. Fonction de base radiale IMQ pour différentes valeurs du paramétre de forme c.

Notons par V* les valeurs interpolées de la tension aux nceuds voisins, ¢’est-a-dire :
ve ={v1,v2,...,vn}T (11.31)
b, le vecteur des coefficients associés d’interpolation de la RBF :
b={b,,b,,...b,}" (111.32)

et Bg, la matrice des moments definie par :

Bl(”Xl_Xl”) Bl(”Xl_XZ”) Bl(”Xl_xn”)
BQ _ BZ(”XZ:_Xl”) BZ(||X2:_X2”) Bz(”XZ:_Xn”) (|||_33)
Bn(”Xn_Xln) Bn(”Xn_Xln) Bn(”Xn_Xn”)

nxn
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On remplace ces derniéres équations dans la forme matricielle de 1’équation (111.25), et

on obtient :

ve=Bsb (111.34)

Donc, nous pouvons obtenir les coefficients indéterminés by en résolvant le systeme

linéaire suivant :

b=Bv* (111.35)

On note que les coefficients by restent constants méme si la coordonnée x du nceud
d’intérét change dans le domaine de support local, tant que le méme ensemble des nceuds
voisins n sont employés dans I’interpolation, parce que la matrice Bg est une matrice des

constantes dépend seulement des distances euclidiennes entre les neeuds voisins.

La substitution de (I11.35) dans (111.25) donne :

Vv (X,XQ)z B (X)B(Z)ll/e Z\P(X )Ve (|”36)
Avec ¥ (x) la fonction de forme définie par :
Y(x)= P (X)Pc;;l = {‘//1()()’ W,(X), ¥, (X)} (| | |.37)

Enfin, par I'utilisation de la premiére dérivée de la fonction IMQ présentée dans
(111.29), on peut calculer facilement la premiere derivée de ¥ (x). En effet, la premiere dérivée
spatiale de V(x) est approchée par :

N (x) 0P . &
R A (111.38)

Dans ce cas, I’approximation discréte de la dérivée spatiale de la tension est définie par :

6V_jl

=) oy, (x W) (111.39)
o ; 7 i+1) k

De la méme fagon, I’approximation discréte de la dérivée spatiale du courant est définie par :

jol
2

ol n jot
L2 oy, (X1, 2
o s v, 1,

(111.40)

ou i est I’indice de la position spatiale du nceud d’intérét, j est ’indice de temps et k est

I’indice des positions spatiales des nceuds voisins.
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Dans ce cas, la discrétisation globale de 1’équation des télégraphistes de courant sera

exprimée par le remplacement de (111.39) dans (I11.5) et on trouve :

AR At
1_
O r o | (111.41)
2 _ 2 _
IH—1 AtR 1 Ii+1 AtR 1 _al/jk(XHi)Vk
2 i+= i+l k=l 2
1+ 2 1+ 2
2L, 2L

De la méme fagon, la discrétisation globale de 1’équation des télégraphistes de tension

sera exprimée par le remplacement de (111.40) dans (111.6) et on trouve :

L A6, At
. 2C. ., C, n = 111.42
Vit s Vi T A 20 L (142
1+—— — -k
2C. 2C.

A partir de la discrétisation globale des équations des télégraphistes (111.41) et (111.42) le
courant et la tension en chaque point le long de la LTNU et a chaque instant t, sont calculés a

’aide d’un procéde itératif présenté sous forme d’organigramme dans la sous-section I11.4.

111.3.3.2. Les avantages et les inconvénients de la méthode RBF-MLM

Comme toutes les méthodes d’interpolation de point, la méthode RBF-MLM offre une
grande liberté et flexibilité de la discrétisation du domaine spatial. Mais habituellement, cette
méthode donne des résultats moins précis que celles de la méthode PIM, parce que la fonction
radiale ne peut pas produire les polyndmes linéaires avec exactitude. Cette méthode soufre
aussi de la grande sensibilité aux variations du parametre c, ce qui rend la détermination de ce
dernier trés difficile. D’autre part I’addition d’un polyndme a la RBF peut améliorer la
précision des résultats, assurer I’inversibilité de la matrice des moments, et réduire 1’effet du

parameétre c sur 1’exactitude des résultats [22]. Ceci fait 1’objet la sous-section suivante.
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111.3.4. Méthode d’interpolation de point radiale (METHODE RPIM)

111.3.4.1. Formulation de la méthode RPIM

Afin d’éviter les problémes de la singularité et la faible précision d’interpolation des
polynémes linéaires des méthodes PIM et RBF-MLM, des efforts ont été dépensés pour
améliorer le schéma d’interpolation des nceuds. En effet, construire une fonction de base
radiale et polynomiale simultanément par I’addition d’une RBF a la base polynomiale pourrait
étre I’une des meilleures techniques sans maillages. L’origine de cette méthode appelée la
Méthode RPIM the Radial Point Interpolation Methode a été introduite par Liu et Gu [25]-
[27] en 2001.

L’interpolation de V(x) par I’approximation RPIM est donnée par [25] :

V (X,Xg) ~ in (b, (%o )+ ipz (e, (x,) =B (b (xg)+PT ()acx,) (111.43)

Bk(X) représente la fonction radiale ou, dans nos codes nous avons sélectionné la
fonction IMQ, P,(x) représente le mondme d’ordre z de la base polynomiale, k est I’indice des
neeuds Voisins, n et Xg sont respectivement le nombre et les coordonnées des neeuds voisins du
nceud d’intérét a la position X, by et a, sont les coefficients d’interpolation, et m le nombre de

mondmes dans la base polynomiale P

Notons que V° sont les valeurs interpolées de la tension aux nceuds voisins, ¢’est-a-dire :

Ve =V, Y (111.44)

b, le vecteur des coefficients associés d’interpolation de la RBF :

b={b,,b,,...b,}" (111.45)

a, le vecteur des coefficients associés d’interpolation des monémes de la base polynomiale :

a={a,a,,...a,}" (111.46)

et Bo, la matrice des moments définie par :

Bl(”Xl_Xl”) Bl(”Xl_XZ”) Bl(”Xl_Xn”)
BQ — BZ(”XZ:_Xl”) BZ(”XZ:_XZ”) BZ(”XZ:_Xn”) (“|47)
Bn(”Xn_Xln) Bn(”Xn_Xln) Bn(”Xn_Xn”) nxn
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et Pn, la matrice définie par :

2 3 m-1
1 x; x;7 X X,
2 3 m-1
1 x, X, X, X,
2 3 m-1
p |t Xs Xa X X (111.48)
m 1 2 3 m-1
X4 X4 X4 X4
2 3 m-1
_1 Xn Xn Xn Xn Jdnxm

On remplace ces derniéres équations dans la forme matricielle de 1’équation (111.43), et

on obtient :

ve =B, Pm]m (111.49)

Afin de garantir une approximation unique (I11.49) doit remplir la condition

d’orthogonalité P, a = 0. Ce qui donne :

HEEMHEH

ou la matrice des moments G est une matrice symétrique. De cette derniére nous pouvons

obtenir les coefficients d’interpolation indéterminés en résolvant le systéme linéaire suivant :

et

Notez qu’habituellement 1’ordre du polynome utilisé dans la matrice des moments G est
relativement bas et la matrice G™ existe pour n’importe quelle distribution des nceuds, par
conséquent, il n’y a aucun probleme de singularité également si un nombre faible de nceuds

est employé dans le domaine de support local.

La substitution de (111.51) dans (111.43) donne :
V (X,%g) z[BT x) P’ (x)]G ‘{\66}: ¥(x )V (111.52)

avec, ¥ (x) une fonction de forme préliminaire définie par :

Y')=[B 0 P ) |G = {109,150, 0, (0001 (), (0} (11153)
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Pour la procédure itérative on ne doit prendre que les n premiers termes de (111.53) qui
correspondent seulement au vecteur des nceuds voisins, ce qui donne la fonction de forme de
la méthode RPIM :

W (X) = {, (%), 1, (X, ... v, (X)} (111.54)

Donc, comme en a vu précédemment la discrétisation globale de I’équation des
télégraphistes de courant a la méme expression que (I11.41), et la discrétisation globale de
’équation des télégraphistes de tension a la méme expression que (111.42). A partir des ces
dernieres, le courant et la tension a chaque point le long de la LTNU et a chaque instant t, sont
calculés a I’aide d’un procédé itératif présenté sous forme d’organigramme dans la sous-
section 111.4.

111.3.4.2. Les avantages et les inconvénients de la méthode RPIM

La méthode RPIM est devenue la méthode la plus populaire parmi les méthodes
d’interpolation de point, parce qu’elle a effectivement résolu le probléme de la singularité de
la méthode PIM, et la faible précision de la méthode RBF-MLM. De méme, la méthode RPIM
peut fournir une bonne approximation des polynémes linéaires contrairement a la méthode
RBF-MLM.

Malgré cela, I’utilisation des RBFs dans les fonctions de forme des méthodes RPIM et

RBF-MLM exige d’autres considérations, comment choisir :

e |etype de RBF,
¢ lataille du domaine de support

e la valeur du parametre de forme c.

Les deux méthodes radiales ont habituellement des couts en calcul plut éleves que la méthode
PIM.
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111.4. Procédé de solution des méthodes d’interpolation de point

Les trois méthodes precédentes suivent un procédé semblable une fois que la
discrétisation globale des équations des télégraphistes est établie. Par conséquent, afin de
trouver les valeurs du courant et de la tension en chaque point le long de la LTNU et a chaque
instant t, le schéma du Leapfrog a été employé sur la discrétisation globale des équations des

télégraphistes. L’organigramme de nos programmes Matlab est représenté sur la figure 111.8.

Discrétisation temporelle des
équations des télégraphistes

i A 4
Détermination de la matrice des
moments assemblée

v
Calcul de ¥(x) et 0¥ (x)
I

Génération des noeuds dispersés

Détermination de l'excitation et

valeurs initiales de V et /

‘

Discrétisation globale des équations des télégraphistes

!

Mise & jour des valeurs du courant

‘ 1 cycle du
Mise a jour des valeurs de la tension leapfrog

'

Nombre total de pas de

temps atteint ? / non

oui

Y

FIN
Affichage et traitement des résultats

Figure 111.8. Organigramme du procéde des méthodes d’interpolation de point pour résoudre
les équations des télégraphistes du premier ordre dans le domaine temporel.
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Cet Organigramme nous indique que ces methodes :

e D’abord, discrétisent la LTNU par un ensemble de nceuds dispersés, et ensuite
définissent les valeurs des parametres linéiques en chaque neceud.

e Déterminent le domaine de support, trouvent les nceuds voisins dans ce domaine pour
chaque nceud d’intérét, et établissent la matrice des moments.

e Calculent la fonction de forme ¥(x) et sa premiéere dérivée 0¥(x) par I’inversion de la
matrice des moments.

e Discrétisent les dérivées temporelles de la tension et du courant par 1’utilisation de
I’approximation classique de la dérivée centrée a travers les développements de
Taylor.

e |Initialisent les valeurs de tension et de courant a O et déterminent 1’excitation es.

e Mettent a jour | et V itérativement 1’un a partir de I’autre en utilisant la discrétisation
globale des équations des télégraphistes (Le schéma de Leapfrog).

e Affichent et traitent les résultats.

I111.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les trois méthodes sans maillage d’interpolation de
point. Nous avons choisi ces méthodes pour la résolution des équations des lignes de
transmissions non-uniformes a cause de leur réputation dans d’autres domaines de la science,
et de leur flexibilité et capacité a simuler des problemes complexes. Elles demandent des
couts de calculs moindres que les méthodes numériques classiques. Les approximations de
ces méthodes sont essentiellement basées sur des interpolations polynomiales, radiales, ou
mixtes. La méthode PIM montre une simplicité de mise en ceuvre, et elle est plus légere que
les deux autres méthodes comme nous le montreront par la suite, mais, la matrice des
moments de cette méthode souffre du probleme de singularité. La méthode RBF-MLM ne
présente pas ce probléme, mais elle conduit genéralement a une précision numérique moins
bonne que celle des autres méthodes. Un moyen possible de remédier a ces deux problemes
est d’utiliser la méthode RPIM qui est basee sur une approximation mixte, polynomiale et

radiale.

Dans le prochain chapitre, nous présentons une comparaison des performances
numériques, essentiellement des points de vue de la convergence et la précision, entre ces

meéthodes pour deux cas d’application.
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IV. EXEMPLES NUMERIQUES
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1IV.1. Introduction

Dans ce chapitre, les différentes méthodes d’interpolation de point présentées
précédemment sont testées sur deux exemples de LTNUSs distincts. Dans un premier temps,
une comparaison des résultats de calcul d’'une LTNU de type linéaire a été conduite entre la
méthode PIM, la méthode RBF-MLM, la méthode RPIM, la méthode FDTD, et la méthode
d’expansion en ondelettes. Afin de montrer les avantages potentiels de la méthode RPIM, tels
que la discrétisation irréguliére et la convergence rapide, une comparaison avec les résultats

de la méthode FDTD est discutée dans le deuxieme exemple.
IV.2. LTNU de type linéaire "taper Line"

Dans ce premier exemple les methodes PIM, RBF-MLM, RPIM, FDTD, et la méthode
d’expansion en ondelette ont été appliqués sur une LTNU de type linéaire, voir figure 1V.1.
Les données de cette transition sont celles de la référence [1], elles sont récapitulées dans le
tableau 1. La figure IV.2 montre les profils spatiaux des parametres linéiques. Cette ligne est

excitée par la source de tension e, dont la dépendance en temps est donnée par :

0 (t<t)
e, (t) = { sin’ ftt __ttl (t,<t<t,) (IV.1)
1{2 2 l] (t, <1
out;=1ns,t,=15ns
[(0) R I(d)
R C(x) G(x)
(V@ V(0) V(d)| [Rq

Masse

Figure 1V.1. Ligne de transmission non-uniforme a variation linéaire d’impédance.
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R 50 Q Ry 100 Q
Lo 360 nH/m Ro 100 Q/m
Co 100 pF/m Go 0.01 S/m
Z(0) 60 Q Z(D) 120 Q
f(x) l+ex D 8cm
L(x) Lof(X) R(x) Rof(x)
C(x) Co/f(X) G(x) Go /f(X)
v, (LoCo)™ € 1/D

Tableau 1. Les paramétres de la ligne non-uniforme a variation linéaire d’impédance.

200
E
E 450
)
4
- - - 100 - - -
0 002 004 006 008 0 002 004 006 008
X(m) %(m)
{E‘l} K1|:|-3 {b}
100 10
= 80 — B
= E
O RS
S 60 @ 6
40 - - - 4 - - -
0 002 004 006 008 0 002 004 006 008
x(m) %(m)
(c) (d)

Figure IV.2. Profils spatiaux des paramétres linéiques de la ligne non-uniforme a variation
linéaire d’impédance.

La figure 1V.3 montre la tension a tous les points de la ligne, calculée par la méthode FDTD.
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004
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Figure 1V.3. La tension a tous les points de la ligne non-uniforme a variation linéaire
d’impédance, calculée par la méthode FDTD.

La ligne est divisée en sept segments N = 7, et le pas de temps At = 0.08 ns. La figure

IV.4 montre les variations des tensions aux deux extrémités de la ligne V(0), et V(d), calculées

par les trois méthodes présentées précédemment, et comparées aux résultats obtenus par la

méthode FDTD et la méthode d’expansion en ondelettes [1]. On voit que les précisions de

toutes ces méthodes sont d’un niveau équivalent, les courbes étant presque confondues.

Tension (V)

1.4

1.2

[=] o o
F-Y [=] [==]

=
3%}

S

==== V(0) Ondelette
— V(0) FDTD
= = V'(0) PIM
V(0) RBF-MLM
== V(0) RPIM
— — V(d) Ondelette
m V(d) FDTD
V(d) PIM

-=-= V(d) RPIM

== V(d)RBF-MLM ||

5 2 25
Temps (s)

3 35 4

45

107

Figure 1V.4. Comparaison entre les reésultats des méthodes PIM, RBF-MLM, RPIM, FDTD, et la
méthode d’expansion en ondelette, pour la ligne non-uniforme a variation linéaire d’impédance.
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Dans cet exemple, les tailles du domaine du support local ont été choisies pour contenir
seulement 2 points de collocation (les nceuds voisins), et le paramétre de forme ¢ = 0.1. Dans
le cas de la méthode RPIM, le nombre des mondmes m de la fonction de base polynomiale est

égal a 2.

A titre indicatif, nous fournissons dans le tableau 2 les erreurs relatives et les temps de
calcul obtenus dans ce premier exemple en utilisant les différentes méthodes et prenant les

résultats calculés par FDTD avec la résolution de N = 100 segments comme référence.

erreurs erreurs temps de temps de
Méthode relatives relatives prétraitement Solution
V(0) V(d) (s) (s)
PIM 1.28e-15 1.25e-15 0.0139 0.2966
RBF-MLM 6.87e-09 8.49e-08 0.2749 0.3140
RPIM 1.88e-15 4.71e-15 0.3272 0.3341

Tableau 2. Comparaison des résultats des méthodes PIM, RBF-MLM, et RPIM. en utilisant les
résultats de la méthode FDTD avec N = 100 segments comme référence.

Les temps de prétraitement incluent la durée de la préparation des données, a savoir

notamment la recherche des nocuds voisins et le calcul de 1a fonction de forme.

Les erreurs relatives sont définies comme suit :

N f _,,sans—maillage
> Vit Y
relerr = = | (IvV.2)

Viref ‘

ou n est le nombre de pas de temps.

Tous les temps d’exécution sont basés sur des codes MATLAB R2011a exécutés sur un

processeur Intel Dual Core a 2.79 GHz fonctionnant sous Windows7 et 2 Go de RAM.

Comme il peut étre vu clairement, la méthode PIM surpasse la méthode RPIM et la

méthode RBF-MLM en termes de précision et de temps de calcul, ou la méthode PIM gagne
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plus de 58 % du temps CPU en comparaison avec la RPIM et la RBF-MLM ce qui la rend la
plus rapide de toutes les méthodes; ceci grace de I’utilisation d’une base polynomiale pure
pour la construction de la fonction de forme. D’une autre part cette méthode peut souffrir du
probleme de singularité, voir section 111.3.2.3. Par ailleurs, on remarque que la Méthode
RPIM fournit le méme niveau du temps de calcul que celui de la méthode RBF-MLM, mais
elle a le plus haut niveau de précision. A notre avis, la méthode RPIM fournit un meilleur
compromis entre I’exactitude et le temps de calcul, en plus la méthode RPIM peut surmonter
les problemes de singularité manifestés dans la méthode PIM et la faible précision de la
méthode RBF-MLM. Par conséquent, la méthode RPIM est celle qui convient le mieux pour

I’analyse des cas tres complexes.
IV.3. LTNU de type Balun

La méthode RPIM améliore de maniére significative 1’efficacité du calcul numérique. Par
conséquent, on la recommande pour 1’analyse de n’importe quelle ligne de transmission de
forme arbitraire, en particulier pour 1’analyse des lignes de grande taille. Afin de montrer les
avantages de cette méthode sans maillage, tel que la discrétisation irréguliere et la
convergence rapide, des comparaisons entre les méthodes RPIM et FDTD ont été effectués
sur un cas beaucoup plus complexe que la ligne a variation linéaire d’impédance. Il s’agit de
la ligne balun, mot composé de 1’anglais balanced-unbalanced qui désigne tout dispositif
ayant des parties symétriques et d’autre non par rapport a la masse. Le balun a une longueur
totale de 10 cm, il est terminée par une charge a I’entré Rs = 50 Q, et une autre a la sortie

Rq =50 Q. La figure IV.5 montre le schéma du circuit de cet exemple.

I(O) CORO L T(d)

C(x) G(x)

es(t)@ V(()) V(d)| |Rqg

® ®
' Masse :

0 d

Figure IV.5. Ligne de transmission non-uniforme type Balun.
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Ce Balun est excité par une impulsion gaussienne es, dont la dépendance en temps est donnée

par

e, (t)= exp—(tt_tlj (IV.3)

W

ou t=0.2ns, t,=0.05ns.

La figure IV.6 et figure IV.7 montrent respectivement le profil de I’impédance

caractéristique Zo qui varie entre 50 Q et 250 Q et les profils des parametres linéiques.

3[][] 1 1 1 1

250 .

—-200 -
E

Zo(

100 .

A0

| | | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
X(m)

Figure 1V.6. Profils spatiaux d’impédance caractéristique de la ligne non-uniforme type Balun.
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Figure 1V.7. Profils spatiaux des parameétres linéiques de la ligne non-uniforme type Balun.
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Dans un premier temps la ligne Balun a été analysée par la méthode RPIM. Les résultats
obtenus sont comparés a ceux obtenu par la méthode FDTD. Le pas de temps est égal a
0.0063 ns et la taille du domaine de support a été choisie pour contenir entre deux et cing
neeuds voisins. A la fin de ce chapitre, nous illustrons I’impact du nombre de voisins et de la

taille du domaine de support local sur la précision de la méthode RPIM.

La figure 1V.8 montre la tension a tous les points de la ligne Balun, calculée par la
méthode FDTD. De méme la figure IV.9 montre les variations des tensions aux deux
extrémités de la ligne V(0), et V(d), calculées par la méthode RPIM et la méthode FDTD. La
discrétisation spatiale dans la méthode RPIM est irréguliere de résolution N=37 segments,
contre une résolution de N = 100 pour la méthode FDTD.

£ i
o 0.5
2
c
o
e
2
-0.5>!
1
X
04
x 10 0.04
0 0
Temps (s) x(m)

Figure 1V.8. La tension a tous les points de la ligne non-uniforme type Balun, calculée par la
méthode FDTD.
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Figure 1V.9. Comparaison entre les résultats des méthodes RPIM, et FDTD, aux deux
extrémités de la ligne non-uniforme type Balun,( Ngrpim =37, Neprp=100).

On voit une bonne concordance entre les résultats obtenus. Ceci signifie que la méthode
FDTD exige une grille beaucoup plus fine pour obtenir une exactitude semblable a celle de la
méthode RPIM.

IvV.3.1 Impact du nombre de segments

Pour illustrer I’impact du nombre de segments N sur 1’exactitude et de la convergence
de la méthode RPIM, la ligne Balun est analysée par la méthode FDTD et la méthode RPIM,
utilisant différents nombres des distributions de nceuds. La figure 1V.10 et la figure IV.11
présentent les erreurs relatives aux deux extrémités du Balun en fonction du nombre de
segments, en prenant comme référence les résultats calculés par la méthode FDTD de

résolution N = 100 segments.
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Figure 1V.10. Convergence des méthodes RPIM et FDTD a I’extrémité entrée V(0).
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Figure IV.11. Convergence des méthodes RPIM et FDTD a I’extrémité sortie V(d).



A partir des figures 1V.10 et V.11, trois effets peuvent étre observés :

e D’abord, lorsque I’on augmente le nombre des segments, la précision numérique
s’améliore dans les deux méthodes.

e Ensecond lieu, la précision numérique de la méthode RPIM est meilleure que celle de
la méthode FDTD, ceci est di a la stabilité dans I’arrangement de I’interpolation et le
nombre ¢€levé de nceuds voisins dans le domaine d’influence.

e Troisiemement, une convergence rapide de la méthode RPIM par rapport a la méthode

FDTD, due a la modélisation conforme des paramétres linéiques de la ligne Balun.

En d’autres termes, pour obtenir une précision semblable a celle de la méthode RPIM, la
méthode FDTD exige une grille beaucoup plus fine. Comme il peut étre vu, la méthode RPIM
pour N = 25 segments donne le méme niveau de précision que celui de la méthode FDTD

pour N = 50 aux deux extrémités du Balun.
1vV.3.2. Impact de la taille du domaine de support local

Pour illustrer I’impact de la taille du domaine de support local sur la précision de la
méthode RPIM, dans la figure 1V.12 nous avons présenté 1’erreur relative des résultats pour
V(0) donnés par la méthode RPIM pour N = 25 segments, pour différentes tailles du domaine

de support local contenant n points voisins.
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0.13

FDTD avcec 25 segments

(0)

> 0.12
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(=] w — —
1 ] L L] T
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1 1 1 L 1 1 1
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=]
=
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Figure 1\V.12. L’erreur relative a I’extrémité proche V(0) de la méthode RPIM en fonction du
nombre des nceuds voisins, ou N=25 et m=2.
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Nous pouvons observer de la figure 1VV.12, que pour un domaine de support qui contient
quatre nceuds voisins, la méthode RPIM montre la plus faible valeur de I’erreur relative,
0.052. Nous avons observé que I’erreur s’accroit légerement pour des domaines de support
plus grands. On constate que, quand le nombre n du voisinage augmente la matrice des
moments G devient mal conditionnée et le parametre de forme de la RBF devient la source
principale de I’instabilité s’il n’est pas soigneusement contrélé. En conséquence il affecte
I’exactitude de la méthode. Avec la méme résolution et pour le plus petit domaine de support
n = 2, les deux méthodes RPIM et FDTD donnent la méme erreur 0.13. Enfin, on peut
conclure que les valeurs électriques V(x) et I(x) en chaque nceud d’intérét sont influencées
uniquement par un nombre limité de nceuds voisins, qui sont bien entendu les plus proches,

les quatre nceuds les plus proches pour les problémes 1-D.

Dans cette étude, pour trouver les meilleures valeurs de c le parametre de forme de la
RBF, nous avons implémenté une routine pour balayer ¢ de 0.01 a 100 avec un pas de 0.1. Le
nombre m des mondmes utilisés dans la base polynomiale est égal a 2. La taille du domaine

de support local est ajustée pour assurer le nombre désiré de voisins n pour chaque cas.

1V.3.3. Impact du nombre des monémes dans la méthode RPIM

Afin d’assurer une matrice des moments inversible G*, le nombre de mondmes utilisé
dans la base polynomiale P dans 1’équation (II1.43) de I’approximation RPIM est
habituellement inférieur au nombre des nceuds voisins (m < n) [2]. La figure V.13 montre
I’impact du nombre des monémes m pour une résolution N = 25 segments et n = 4 nceuds

voisins.
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Figure 1V.13. L’erreur relative a I’extrémité proche V(0) de la méthode RPIM en fonction du
nombre des mondmes, ou N =25 et n = 4.

Comme il est nettement observé sur cette figure, 1’augmentation de m améliore la
précision de la méthode RPIM de facon modeste. Nous constatons également qu’au-dela
d’une valeur critique m = 6 il y a un effondrement dans la précision. La méthode RPIM donne
pour m = 6 le meilleur résultat on terme de précision, avec une erreur relative de 0.0422. La
perte de précision au-dela de cette limite est un comportement symptomatique en calcul

numérique :

Du point de vue théorique qu’on désigne en analyse numérique par arithmétique exacte, le
degré m du polynome représente 1’ordre de 1’approximation, et il est supposé réduire I’erreur
en augmentant. Mais du point de vue calcul sur machine, en augmentant m, la taille des
matrices augmente et gonfle au fil des opérations la propagation de 1’erreur d’arrondi en
arithmétique a virgule flottante de Matlab, qui finit par I’emporter sur la précision due au
degré du polynéme. Dans notre exemple précis, pour m > 7 le nombre de condition de la
matrice G augmente et rend cette matrice mal-conditionnée. Il n’existe pas a ce jour une
théorie pour la détermination du nombre optimal m de monémes qui assure 1’existence de la
matrice inverse G et une matrice des moments G bien conditionnée. Ce qui nous oblige a le

déterminer par des techniques numériques de type ajustements successifs.
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IV.4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons effectué des tests sur les méthodes d’interpolation de point
qui consistent a comparer les résultats numeriques pour la LTNU de type linéaire avec la
méthode FDTD et la méthode d’expansion en ondelettes. Ces testes nous ont permis de
conclure que la méthode RPIM fournit le meilleur compromis entre 1’exactitude et le temps de
calcul que la méthode PIM et la méthode RBF-MLM. De méme la méthode RPIM peut
surmonter les problémes de singularité manifestée dans la méthode PIM et la faible exactitude
de la méthode RBF-MLM. D’autre part, les résultats du deuxiéme exemple montrent que la
méthode RPIM converge plus rapidement que la méthode FDTD, et que I’augmentation du
nombre des mondmes jusqu’a une certaine limite, ainsi que 1’augmentation du nombre de
segments N améliore sa précision. Enfin, nous avons conclu que les valeurs de la tension et du
courant en chaque nceud d’intérét sont seulement influencées par un nombre limité des nceuds

voisins les plus proches, de préférence quatre nceuds voisins pour les problémes 1-D.
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

Nos travaux ont porté sur l'application de trois méthodes sans maillage pour I'analyse
numérique des lignes de transmission non-uniformes, utilisant des interpolations
polynomiales, radiales, ou mixtes, les méthodes étudiées, appelées méthodes d’interpolation
de point reconstruisent les équations des télégraphistes définies sur la ligne non-uniforme a
partir de I’ensemble des valeurs discrétes de la tension et du courant prises par ces équations
sur un nuage de nceuds dispersés sélectivement ou aléatoirement le long de la ligne. En
conséquence, ces méthodes n’ont pas les contraintes dues a 1’utilisation d’un pas d’espace

constant. Les conclusions suivantes sont tirées :

1) La méthode PIM montre une simplicité de la mise en ceuvre, et elle est plus
légére que les deux autres méthodes, mais la matrice des moments de cette
méthode souffre du probléme de singularité.

2) La méthode RBF-MLM ne présente pas ce méme probléeme, mais elle conduit
généralement a une précision numerique moindre que celle des autres méthodes.

3) Un moyen possible de remédier aux deux problémes précédents est d’utiliser la
méthode RPIM qui est basée sur une approximation mixte, polynomiale et

radiale.

Par ailleurs, la comparaison des performances numériques telles que la convergence et
la précision de ces méthodes que nous avons effectuée dans le dernier chapitre pour deux

exemples numeériques, nous ont permis de conclure que :

1) la méthode RPIM fournit le meilleur compromis entre la précision et le temps de
calcul par rapport a la méthode PIM et la méthode RBF-MLM. De méme la
méthode RPIM peut surmonter les problémes de singularité manifestés dans la
méthode PIM et la faible précision de la méthode RBF-MLM.

2) La méthode RPIM converge plus rapidement que la méthode FDTD.
L’augmentation du nombre des mondmes et le nombre de segments améliore la
précision de la méthode RPIM.

3) Enfin, les valeurs de la tension et du courant en chaque nceud d’intérét sont
uniquement influencées par un nombre limité aux nceuds voisins les plus

proches, de préférence quatre nceuds voisins pour les probléemes 1-D.
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Futurs travaux

A

I’issu de cette thése, nous nous rendons compte que de nombreuses questions restent

encore ouvertes, que ce soit sur les fondements des méthodes proposées ou bien que cela

concerne leurs applications aux LTNUSs. En effet, basé sur le travail présenté dans cette these,

les recommandations suivantes sont données pour des futurs travaux :

1)

2)

Dans cette thése nous avons utilisé les trois méthodes pour analyser les LTNUs en
utilisant les equations (11.18)-(11.19) des télégraphistes dans le domaine temporel. Il
serait intéressant de poursuivre cette étude en résolvant les équations (11.20)-(11.21)
pour avoir la réponse fréquentielle directement. ou méme pour 1’analyse des lignes
dont les parametres linéiques dépendent de la fréquence. Cependant, quelques

modifications sont exigées.

D’autre part, I’utilisation des équations des télégraphistes (1’approche quasi-TEM) est
limitée par quelques hypothéses qui ne sont pas toujours vérifiées. Cette approche
repose sur les trois hypotheses suivantes :
o La structure des champs électromagnétique qui entourent les fils est de type
quasi-TEM,
o Le courant total traversant chaque section transversale est égal a zéro.
o Toutes les dimensions transversales de la ligne (hauteurs, espacements entre
conducteurs, diameétre des conducteurs) sont faibles devant la plus petite

longueur d'onde.

En pratiqgue ces hypothéses ne peuvent pas toujours étre valides. En effet
I’utilisation de I’approche électromagnétique est plus appropriée pour contourner les
limitations de I’approche quasi-TEM. De méme il est possible d’étendre les méthodes
présentées dans cette thése pour résoudre directement les équations de Maxwell. Ou ces

équations représentent un probléme tridimensionnel.
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Résumé

Avec le développement des télécommunications et le besoin de la miniaturisation des
circuits et des composants hyperfréquences, les lignes de transmission uniformes ont été
remplacées par des lignes de transmissions non-uniformes (LTNUs) dans beaucoup
d’applications. Avec la présence des discontinuités difficiles a modéliser par les méthodes
classiques, ces lignes exigent une technique puissante de conception et de modélisation,
surtout pour des lignes qui ont des formes arbitraires. D’autre part, di a 1’augmentation des
fréquences d’opération, il est devenu nécessaire de prédire les réponses temporelles pour
estimer directement les performances des circuits hyperfréquences sur des larges bandes
fréquentielles.

D’autre part, les méthodes sans maillage forment un groupe générique de schémas de
calcul scientifique qui a été développé a partir des années 1970 dans le but de se libérer des
difficultés dues a la grille de discrétisation fixe pour 1’approximation des équations des
problémes. Ces méthodes peuvent parfaitement résoudre les équations des télégraphistes pour
les LTNUSs, tout en déterminant les paramétres linéiques de la ligne de maniére conforme, ce
qui demande en conséquence des couts de calcul moindres que celles demandées par les
méthodes numériques classiques.

Dans ce contexte nous avons proposé trois codes de calcul sous environnement
MATLAB, permettant I’analyse et la simulation des LTNUs a forme quelconque dans le
domaine temporel par les trois méthodes sans maillage d’interpolation de point suivantes : la
méthode d’interpolation de point polynomiale (méthode PIM), la méthode sans maillage
basée sur les fonctions de base radiales (méthode RBF-MLM) et enfin, la méthode
d’interpolation de point radiale (Méthode RPIM).

Pour montrer les avantages potentiels de ces méthodes sans maillages, tel que la
discrétisation irréguliére et la convergence rapide, des comparaisons des résultats de calcul sur
deux exemples de LTNUSs distincts ont été conduites entre la méthode PIM, la méthode RBF-
MLM, la méthode RPIM, la méthode FDTD, et la méthode d’expansion en ondelettes. Ces
tests nous ont permis de conclure que la méthode RPIM converge rapidement et fournit le

meilleur compromis entre 1’exactitude et le temps de calcul.

Mots-clés : équations des télégraphistes, lignes de transmissions non-uniformes,

méthodes d’interpolation de point, méthodes sans maillage, modélisation.
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Abstract

With the development of telecommunications and the need for miniaturizing microwave
circuits and components, the uniform transmission lines were replaced by non uniform
transmission lines (LTNUS) in many applications. With the presence of discontinuities uneasy
to model by traditional methods, these lines require powerful technique of design and
modeling, especially for arbitrary shapes. In addition, due to the increase in the operation
frequencies, it became necessary to predict the transient responses to directly estimate the

performances of the microwave circuits over ultra wide frequency bands.

On the other hand, the Meshless methods form a generic group of scientific computing
schemes which was developed since the years 1970s to eliminate the drawbacks of a fixed
discretization grid for the approximation of the problem equations. These methods have the
advantages of arbitrary nodal distribution and conformal modeling of R.L.C.G parameters of

NUTLs which require less computing costs than the traditional numerical methods.

In this context we implemented the MATLAB codes for the analysis and the simulation
of arbitrary non-uniform transmission lines in the time domain by three Meshless methods :
the polynomial point interpolation method (PIM), the meshless method based on radial
basis functions (RBF-MLM), and the radial point interpolation method (RPIM).

To illustrate the superiority of these methods, such as the irregular discretiszation and
the fast convergence rate, results comparisons for two distinct samples were held between the
PIM, the RBF-MLM, the RPIM, the FDTD method, and the wavelet expansion method.
These tests allow us to conclude that the RPIM converges quickly and provides the best

compromise between the accuracy and the computing time.

Keywords: Telegrapher’s Equations, Nonuniform Transmission Lines, Point

Interpolation Methods, Meshless Methods, modeling.
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