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Introduction Générale 
 

 

L'idée du calcul fractionnaire a été proposée il y a plus de 300 ans. Cependant, la 

première application réussite du calcul fractionnaire remonte aux années 1960 [1]. Dans les 

dernières décennies, le calcul fractionnaire à été vraiment développé et largement utilisé dans 

différents domaines de la science et de l'ingénierie [2].  

Récemment, un intérêt considérable pour le calcul fractionnaire a été stimulé par ses 

applications dans les différents domaines des systèmes et de la commande. Certains premiers 

travaux ont été effectués par Bode qui a proposé une fonction de transfert d'ordre fractionnaire 

en boucle ouverte  pour maintenir un fonctionnement stable des amplificateurs à boucle de 

retour pour une grande variation du gain [3]. 

L'application des concepts du calcul fractionnaire dans le domaine des systèmes de 

commande automatique remonte au début des années soixante [1]. Mais, ce n'est que dans les 

dernières décennies que les contrôleurs basés sur le calcul d’ordre fractionnaire gagnent de 

plus en plus d’intérêts de la communauté de commande [4-6]. Dans ce domaine de la 

recherche, tous les contrôleurs d'ordre fractionnaire développés impliquent des opérateurs et / 

ou des systèmes d'ordre fractionnaire dans leur structure ou implémentation. Ces contrôleurs 

ont été introduits dans les applications de commande dans un effort continu pour améliorer les 

performances du système de commande et de la robustesse. 

Le premier qui a vraiment introduit un contrôleur d'ordre fractionnaire était Oustaloup 

qui a développé le contrôleur CRONE (commande robuste d'ordre non entier) et il à appliqué 

dans divers domaines des systèmes de commande [7]. Podlubny a proposé un contrôleur 

PIλDμd’ordre fractionnaire, comportant une action d'intégration d'ordre λ  et action de 

différentiation d'ordre μ [6]. Dans [8], on peut trouver un très bon résumé sur le calcul 

fractionnaire dans le domaine de la commande; les définitions de base du calcul fractionnaire, 

des systèmes dynamiques d'ordre fractionnaire et la commande d'ordre fractionnaire a 

également été présentée, en plus, plusieurs contrôleurs d'ordre fractionnaire typiques connus 

ont été présentés et commentés. 

La commande adaptative s'est avérée être une bonne commande due à son potentiel 

application dans les systèmes avec de grande complexités et incertitudes. Le but de la 
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commande adaptative est de concevoir un contrôleur pouvant atteindre les objectifs de 

commande pré-spécifiés pour une classe donnée de systèmes. 

Ce n'est que dans la dernière quinzaine d’années que les opérateurs et les systèmes 

d'ordre fractionnaire ont été introduits dans les schémas de la théorie de commande 

adaptative. En 2002, Vinagre et al [9] ont introduit pour la première fois l’idée de la 

commande d'ordre fractionnaire dans la commande adaptative conventionnelle. Ils ont utilisé 

une règle d'ajustement de paramètre d'ordre fractionnaire et un modèle de référence d'ordre 

fractionnaire dans la commande adaptative à modèle de référence conventionnelle (MRAC). 

En 2006, Ladaci et Charef [10] ont utilisé une règle d'ajustement des paramètres d'ordre 

fractionnaire et un modèle de référence d'ordre fractionnaire différent de celui dans [9] dans le 

MRAC classique. Ils ont également introduit un dérivateur fractionnaire à la sortie du système 

avec un ordre fractionnaire approprié lié au modèle de référence d'ordre fractionnaire proposé 

dans la règle d'ajustement de paramètres du MRAC classique. Suárez et al [11] ont proposé un 

schéma de commande adaptative d’ordre fractionnaire pour une commande latérale d'un 

véhicule autoguidé combinant une approche du modèle de référence et une règle d'ajustement 

d'ordre fractionnaire pour l’ajustement du gain direct. Dans [12], Ladaci et Charef ont 

également introduit un contrôleur adaptatif PID  d’ordre fractionnaire basé sur un algorithme 

classique d'ordre entier. Dans tous les travaux mentionnés ci-dessus, l’avantage du 

comportement du système et la robustesse des schémas de commande introduits ont été 

présentés par des exemples illustratifs. Mais la faiblesse de ces travaux réside dans le manque 

d'arguments théoriques pouvant garantir la stabilité de ces schémas de commande particuliers. 

C'est pour cela que la preuve analytique de la stabilité pour les systèmes de commande 

adaptative d’ordre fractionnaire est jusqu'à présent considérée comme un problème ouvert. 

Récemment, quelques travaux théoriques ont été effectués pour prouver 

analytiquement la stabilité de quelques schémas de commande adaptative. Dans [13], Li et al 

ont étudié la stabilité asymptotique de trois systèmes scalaires d’ordre fractionnaire en 

utilisant la méthode de stabilisation adaptative universelle. Les résultats obtenus sur la 

stabilisation adaptative universelle d'ordre fractionnaire dans [13] ont été également étendus 

au système MIMO par Li et Chen dans [14]. Dans [15], Ladaci et al ont montré qu'un 

contrôleur adaptatif d’ordre fractionnaire basé sur un grand gain à retour de sortie peut 

stabiliser n'importe quel système linéaire, invariant dans le temps, à phase minimale, avec une 

seule entrée, une seule sortie (SISO) et de degré relatif unité. Dans [16], ils ont également 

introduit un feedforward d’ordre fractionnaire dans l'algorithme MRAC pour obtenir une 

nouvelle stratégie de commande adaptative où la preuve de la stabilité robuste de ce schéma 
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de commande a été dérivée. Par cette gamme de techniques de conception et d'applications, 

mais assez loin de viser la perfection, il est clair que la commande d'ordre fractionnaire est 

devenue un sujet de recherche important. La généralisation à l’ordre non-entier des 

contrôleurs traditionnels ou des schémas de commande se traduit par plusieurs paramètres de 

réglage et plusieurs réponses fréquentielles et temporelles réglables du système de commande, 

permettant l‘achèvement des performances robustes. 

 

Objectifs de la thèse 

Notre principal objectif dans ce travail est l’introduction des opérateurs et des 

systèmes d’ordre fractionnaire dans les schémas de la commande adaptative. Notre intérêt 

pour les opérateurs et les systèmes d’ordre fractionnaire est motivé par les très bonnes 

performances de ces derniers relativement à ceux d'ordre entier. En effet, de nouveaux 

schémas de commande ont été proposés tout en montrant leurs avantages en les appliquant 

aux différents types de systèmes dynamiques. Dans ce contexte, nous proposons un nouveau 

schéma de commande adaptative d’ordre fractionnaire à grand gain avec retour de sortie par 

l'introduction d'une intégration d’ordre fractionnaire à coté de l'intégration régulière de la 

sortie du système dans le gain d'adaptation de la stratégie de commande. Des simulations ont 

été faites et les résultats obtenus ont été satisfaisants. 

Nous proposons aussi un contrôleur adaptatif à grand gain avec une modification du 

concept de -modification par le biais du calcul d'ordre fractionnaire. Par cette modification, 

on a l'intention de maintenir la robustesse en présence des perturbations et d'éliminer le 

comportement indésirable en absence des perturbations par l’introduction de la dérivée 

d’ordre fractionnaire dans le gain d'adaptation de la stratégie de commande à la place de la 

dérivée régulière.  Des simulations ont été faites pour montrer l'efficacité du schéma de 

commande proposé. 

Nous proposons encore l’introduction d’un système d'ordre fractionnaire oscillatoire 

approximé par la technique de Charef comme modèle dans la commande adaptative à modèle 

de référence (MRAC) conventionnel. Les simulations ont montré l’efficacité du schéma 

MRAC avec modèle fractionnaire dans l’amélioration de la dynamique de la réponse du 

processus commandé avec une poursuite parfaite de la sortie. 

En plus nous proposons une stratégie d’ajustement des paramètres du contrôleur PID 

en se basant sur un modèle de référence d’ordre fractionnaire. Le modèle utilisé dans ce cas 

est un système d’ordre fractionnaire dit fonction de transfert idéale de Bode. Les paramètres 
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du contrôleur PID sont ajustés par la minimisation de l’intégrale de l'erreur quadratique entre 

les réponses du modèle de référence fractionnaire désirée et du système asservi en boucle 

fermée avec le contrôleur PID. Le système en boucle fermée résultant possède la 

caractéristique souhaitée d'être robuste aux variations du gain avec les réponses indicielles 

présentant la propriété d’iso-amortissement. Le système d'ordre fractionnaire utilisé comme 

modèle a été aussi approximé par la technique de Charef. Des simulations ont été faites pour 

tester ce schéma de commande d’ordre fractionnaire. Les résultats obtenus ont été très 

satisfaites. 

 

Structure de la thèse 

Cette thèse est organisée comme suit : 

Le chapitre I présente une base théorique du calcul fractionnaire nécessaire pour le 

développement des chapitres qui suivent. Les concepts de base et les principales propriétés 

des opérateurs d’ordre fractionnaire y sont répertoriés. 

Le chapitre II est consacré à la commande adaptative où on va introduire différentes 

définitions de schémas de commande adaptative existants. 

Le chapitre III est la partie contribution ; elle est consacrée à la commande adaptative à 

grand gain d’une classe de systèmes linéaires. Nous l’avons divisée en deux parties : 

 La première partie est réservée aux contrôleurs adaptatifs d'ordre fractionnaire pour 

stabiliser les systèmes à une boucle  de retour à grand gain. Nous avons montré que ce 

contrôleur peut stabiliser la classe considérée des systèmes. 

 La deuxième partie traite de la commande adaptative d’ordre fractionnaire avec σ- 

Modification. Par l’introduction de la dérivée d’ordre fractionnaire dans le gain d'adaptation 

de la stratégie de commande à la place de la dérivée régulière ; nous allons montrer l'efficacité 

du schéma de commande proposé par-rapport au cas régulier de la commande adaptative à 

grand gain et le cas de la commande adaptative à grand gain avec -modification en termes de 

robustesse en présence des perturbations et du comportement indésirable en absence des 

perturbations. 

Le chapitre IV présente les résultats obtenus par l’introduction des opérateurs d’ordre 

fractionnaire dans la commande adaptative à modèle de référence. Des schémas de commande 

sont proposés avec des exemples de simulation. 

Enfin, une conclusion générale résume les principaux résultats de cette thèse et 

suggère les perspectives futures de ce travail de recherche. 



 

Chapitre I 

 
Notions sur les Operateurs et les Systèmes d’ordre Fractionnaires 
 

I.1. Introduction 

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul régulier (ordre entier). Il est 

considéré comme un sujet ancien et encore nouveau. Durant les dernières décennies, le calcul 

fractionnaire s’est développé et a pris de l’importance aussi bien dans le domaine des 

mathématiques que dans des applications scientifiques.  Mais il serait tout à fait erroné de 

classifier le calcul fractionnaire comme une science nouvelle. La question des dérivées 

fractionnaires fut abordée dès 1695 par Leibniz dans une lettre adressée à l’Hôpital, mais lorsque 

celui-ci lui demande quelle pourrait être la dérivée d’ordre un demi de la fonction x(t) par rapport 

à la variable t, Leibniz répond que cela mène à un paradoxe dont un jour on tirera profit d’utiles 

conséquences : le calcul fractionnaire est alors né. Ces dernières années l’intérêt considérable 

pour le calcul fractionnaire a été stimulé par les applications que ce calcul trouve dans les 

différents domaines de la physique et de l’ingénierie. Le premier livre dédié au calcul d'ordre 

fractionnaire a été publié en 1974, il revient à K.B. Oldham et J. Spanier [17], après un travail de 

collaboration entamé depuis 1968. Sur le plan mathématique, il faut citer l'ouvrage russe de 

Samko, Kilbas et Marichev [18] paru en 1993, qui regroupe un ensemble de définitions et de 

théories importantes sur le calcul d'ordre fractionnaire. Dans le domaine des systèmes, des 

travaux intéressants ont été réalisés dans l'union soviétique [19] et plus tard plusieurs 

mathématiciens et physiciens théoriciens ont étudié les opérateurs différentiels et les systèmes 

d'ordre fractionnaire [17,20-23].  Aujourd’hui, l’intérêt du calcul d’ordre fractionnaire et ses 

applications ne cesse de grandir dans plusieurs domaines. A partir de 2004, un workshop, qui se 

déroule tous les deux ans, spécialement dédié au calcul d’ordre fractionnaire et ses applications, 

a été crée. 

I.2. Intégrale et drivée d’ordre fractionnaire  

I.2.1. Définitions  

Le calcul fractionnaire est une généralisation de l'intégration et de la différentiation à 

l'opérateur fondamental d'ordre non entier α
tc D  où c et t sont des limites de l'opération.  

L'opérateur intégro-différentiel continu est défini comme : 
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 

 
   






















  0,αdτ

0,α1

0,α
dt
d

D
t

c

α

α

α

α
tc                                                                        (I.1) 

où α , généralement Rα , est l'ordre de l'opération. 

Les deux définitions les plus utilisées pour l'opérateur intégro-différentiel (Spanier et Oldham) 

d’ordre fractionnaire général sont celles de Grunwald-Letnikov (GL) et de Riemann-Liouville 

(RL) [22].  Les autres définitions bien connues sont ceux de Caputo, Weyl et Furier. 

I.2.2. Intégration d’ordre fractionnaire  

Soit une fonction réelle de la variable réelle t continue et intégrable sur [0, +∞[, 

l’intégration répétée k fois de la fonction f(t), appelée l’intégrale kème de f(t) et notée Ikf(t), 

s’exprime par la formule de Cauchy par: 

 dττfτ)(t
1)!(k

1f(t)I)dtf(tdt...dtdt
t

t

1kk
t

t
11

t

t

t

t
21-n

t

t
n

0

2

0

n

0

3

00

  


                        (I.2) 

Pour généraliser la formule de Cauchy de l’équation (I.2) à un nombre réel *α  , Riemann en 

1947 a proposé de remplacer la fonction factorielle par la fonction Gamma qui en est la 

généralisation aux nombres réels. On obtient alors la fonction d’intégration fractionnaire : 

 )df(τ)(t
Γ(α)

1f(t)I
t

t

1αα

0

                                                            (I.3) 

Γ(.) étant la fonction gamma d’Euler définie par : 

dtetΓ(x) t-

0

1x


            *x                                                                       (I.4) 

L’intégrale unilatérale d’ordre réel (I.3) est souvent appelée l’intégrale de Riemann-Liouville car 

Liouville a aussi proposé la même définition que Riemann mais en remplaçant la borne 

inferieure d’intégration par -∞ (dans ce cas l’intégrale est dite bilatérale). Il est intéressant de 

souligner que dans la relation (I.3) la quantité 
Γ(α)

τ)(t 1α  vaut 1 quand l’ordre d’intégration α = 1. 

L’intégrale classique d’ordre 1 de la fonction f(t) correspond à l’aire délimitée par la fonction f(t) 

et l’axe des abscisses sur l’intervalle [t0, t]. L’équation (I.3) peut aussi être écrite sous la forme : 

f(t)(t)Ρf(t)I α
α                                                                  (I.5) 
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où la fonction (t)P est donnée par 
)(

(t)(t)P
1α






  et l’operateur  étant le produit de 

convolution. La fonction Pα(t) vient ainsi pondérer différemment chaque valeur de la fonction 

f(t). L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction f(t) peut alors être interprétée comme l’aire 

entre t0 et t que délimite par rapport à l’axe des abscisses la fonction f(t) pondérée par la fonction 

Pα(t).  

La transformée de Laplace de l’intégrale d’ordre α de f(t) causale (f(t) = 0, pour t ≤ t0 = 0), a la 

même expression que la transformée de Laplace de l’opération d’intégration entière, il suffit de 

remplacer l’ordre d’intégration entier par l’ordre fractionnaire α. Elle est donnée par [22] : 

   f(t)L
s
1f(t)IL α

α                                                             (I.6) 

où s désigne l’opérateur de Laplace. 

I.2.3. Dérivation d’ordre fractionnaire 

La différentiation fractionnaire est la généralisation de la différentiation entière à des 

ordres non entiers quelconques. Cette généralisation peut être obtenue à partir de l’intégration 

fractionnaire de l’équation (I.3) donnant ainsi la définition de Riemann-Liouville et la définition 

de Caputo. Une autre généralisation, basée sur la définition usuelle de la différentiation entière 

est proposée par Grunwald-Letnikov. 

I.2.3.1 Définition de Riemann-Liouville  

La dérivée d’ordre fractionnaire α > 0 d’une fonction f(t) localement intégrable définie sur 

[t0, ∞] est donnée comme suit [17] 

   dττfτ)(t
dt
d

αnΓ
1f(t)D

t

t

1α-n
n

n
α
tRL

0

0  


                                        (I.7) 

où le nombre entier n est tel que (n-1)< α < n. 

La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre α de la fonction f(t) causale selon cette 

définition est donnée par [22]. 

   
0

0
t

1i
1n

0i

iα
tRL )t(fDs)t(fLsf(t)DL 





                                    (I.8) 

où 
0t

1iα
1n

0i

i f(t)Ds






 représente la dérivée (α-i-1)ème  de f(t) lorsque t = t0. Alors, les conditions 

initiales s’expriment par les valeurs des dérivées )t(fD 1i
t0

  de f(t) (pour i=0, 1, …, n-1) en t = 

t0. 
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I.2.3.2 Définition de Caputo 

A la fin des années 60, dans le cadre de ses travaux sur la dissipation dans un matériau 

viscoélastique linéaire, Caputo a introduit une autre définition de la dérivation fractionnaire [22].  

L’expression mathématique de cette définition est : 

 
  dττfτ)(t

αnΓ
1f(t)D n

t

t

1α-nα
tC

0

0  


                                               (I.9) 

où n est un entier tel que (n-1) <α<n et    τf n  étant la dérivée d’ordre entier n de la fonction f(τ).  

La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre α de la fonction f(t) causale selon la définition 

de Caputo est donnée par [22]. 

   
0t

i
1n

0i

1iααα
tC f(t)Dsf(t)Lsf(t)DL
0







                                         (I.10) 

où 
0t

if(t)D


 représente la ième dérivée entière de f(t) à t = t0. 

Dans ce cas, les conditions initiales s’expriment en fonction des valeurs en t0 des dérivées 

entières f(t)D i de f(t), (i = 0, …, n-1). 

La définition de Caputo requiert donc que la fonction f(t) ainsi que ses n dérivées successives 

soient nulles pour t ≤ 0, ce qui la rend plus restrictive que la définition de Riemann-Liouville qui 

exige la seule causalité de f(t). De plus, dans la résolution des équations différentielles d’ordre 

fractionnaire, la solution obtenue en utilisant la définition de Riemann-Liouville s’exprime en 

fonction des valeurs initiales d’ordre fractionnaire ( ...y(0)
dt
d,y α

α

0 ), alors que l’utilisation de la 

définition de Caputo permet d’exprimer la solution en fonction des valeurs initiales entières (

...y(0)
dt
d,y0 ). Dans le domaine de la Science physique où les valeurs initiales des dérivées 

entières sont plus perceptibles que leurs dérivées fractionnaire, la définition de Caputo semble 

donc plus adaptée dans ce cas.  

Une autre différence majeure entre les deux définitions apparait lorsque la fonction à dériver est 

une constante. En effet, La dérivée d’ordre fractionnaire d’une constante selon la définition de 

Riemann-Liouville est une fonction non nulle dépendante de la variable t alors que sa dérivée 

fractionnaire selon la définition de Caputo est nulle. 

 
  0CD

-1
-ttCCD α

tC
0α

tRL 00







et




 
                                          (I.11) 

L’analogie avec la dérivation entière induit plutôt à adapter la définition de Caputo 

particulièrement pour la modélisation des phénomènes physiques pour lesquels il est plutôt facile 
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de donner un sens aux conditions initiales. Alors que la définition de Riemann-Liouville est 

couramment utilisée en mathématique en raison de son caractère plus général. 

La définition de la dérivée d’ordre fractionnaire de Caputo peut être formulée de la définition de 

Riemann-Liouville comme suit [22]: 

  )(0f
1αkΓ

tf(t)Df(t)D (k)
1n

0k

α-k
α

C
α

RL





 

                                        (I.12) 

N.B : pour simplifier l’écriture, on notera dans le reste du chapitre αI pour α
0I  et αD  pour α

0D  

I.2.3.3 Définition de Grünwald-Letnikov 

La dérivée généralisée d’une fonction f(t), peut également être obtenue de façon plus 

naturelle en utilisant la définition entière usuelle. C’est la définition proposée par Grunwald [22]. 

Elle est plus adéquate au calcul numérique de la dérivation fractionnaire. En effet, partant de la 

dérivée première : 

 
hh

h-tf-f(t)limf(t)D
0

1


                                                          (I.13) 

h étant la période d’échantillonnage. La dérivée seconde donne : 

 
20

2

h
2h)f(th-t2f-f(t)limf(t)D 

h
                                            (I.14) 

Un premier niveau de généralisation a l’ordre entier n donne : 

 


 


















n

0j

j
n0h

n jh)f(t
j
n

1
h
1limf(t)D                                                (I.15) 

n étant un nombre entier, la notation 







j
n

 représente la combinaison de j élément parmi n dont 

l’expression est donnée par : 

 !jnj!
n!

j
n











                                                                        (I.16) 

L’extension de l’équation (I.15) à des valeurs fractionnaires  de l’ordre de dérivation 

étant immédiate soit [22] : 

 



 



















0j

j
α0h

α jh)f(t
j
α

1
h
1limf(t)D                                                    (I.17) 

La notation 







j
α

 désigne le binôme de Newton généralisé à des ordres réels : 

 
 1jαj!

1α
j
α












                                                                   (I.18) 



Chapitre I- Notions sur les Operateurs et les Systèmes d’ordre Fractionnaires                   10 
 
Pour des ordres de dérivation entiers α = n, la somme de l’équation (I.17) est limitée à n + 1 

termes. La valeur de la dérivée à un instant t est alors une combinaison linéaire des n+1 valeurs 

de la fonction f(t−jh), j = 0, …, n. La dérivation entière donne ainsi une caractérisation locale de 

la fonction. Par contre, pour des ordres de dérivation fractionnaires, les coefficients de 

pondération   

















j
α

1 j  ne s’annulent pas. La valeur de la dérivée à un instant donné est alors 

une combinaison linéaire de toutes les valeurs de la fonction f(t − jh), j = 0, …, ∞. Cela montre 

qu’à l’inverse de la dérivation entière, la dérivation fractionnaire donne une caractérisation 

globale de la fonction. 

I.3. Propriétés de l’intégration et de la dérivation d’ordre fractionnaire  

1. si f(t) est une fonction analytique de t, alors sa dérivée fractionnaire f(t)Dα
t0 est une fonction 

analytique de t et α.  

2. Pour α=0 l'opération f(t)Dα
t0 est l'opérateur identité : 

f(t)f(t)D0
t0   

3. La différentiation et l’intégration fractionnaire sont des opérations linéaires: 

g(t)Dbf(t)Dabg(t))(af(t)D α
t0

α
t0

α
t0   

4. La loi additive d'index :  

f(t)Df(t)DDf(t)DD βα
t0

α
t0

β
t0

β
t0

α
t0

  

 

I. 4.  Approximation et réalisation analogique des opérateurs d’ordre fractionnaire. 

Il existe plusieurs techniques d’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire par des 

fonctions rationnelles. Les approximations disponibles dans le domaine s sont appelées des 

approximations analogiques ou des approximations du domaine fréquentiel. Dans la référence 

[23], on peut trouver un très bon résumé de ces méthodes d’approximation. Parmi ces méthodes 

on peut citer les méthodes suivantes : 

- La méthode de l’expansion par fractions continues EFC (Expansion Fractionnaire Continue). 

- La méthode de Carlson. 

- La méthode de Charef. 

- La méthode de Matsuda. 

- La méthode d’Oustaloup 

Les méthodes de Charef et d’Oustaloup sont les plus utilisées dans la littérature. La méthode de 

Charef dite méthode de la fonction de singularité est plus utile et plus pratique pour les 
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approximations des fonctions de transferts d'ordre fractionnaire voir [24], c'est pourquoi on va 

l’utiliser pour l'implémentation de nos schémas de commande. 

I.4.1 Approximation de l’opérateur intégrateur d'ordre fractionnaire 

La fonction de transfert d’un intégrateur d'ordre fractionnaire est représentée dans le 

domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante : 

 



s
1sG I                                                                                      (I.19) 

où s =jω est la fréquence complexe et α un nombre réel tel que 0 < α < 1.  

Dans une bande de fréquence donnée [ωL, ωH] , cet opérateur peut être modélisé dans le domaine 

fréquentiel par un pôle à puissance fractionnaire (PPF) comme suit [25] : 

  α

c

I
αI

ω
s1

K
s
1sG











                                                                    (I.20) 

L’approximation du PPF par une fonction rationnelle est donnée par [24]: 

 














































N

0i i

1N

0i i
I

c

I
I

p
s1

z
s1

K
s1

K
sG                                                      (I.21) 

Les pôles et les zéros de cette approximation sont obtenus comme suit : 

  0
i

i pabp    ( pour i=0,1,…,N) et   0
i

i apabz    (pour i=0,1,…,N-1)                                   (I.22) 

 

Pour une erreur d’approximation y en dB et une fréquence maximale ωmax donnée, les 

paramètres d’approximation a, b, p0 et N sont calculés par : 

 






 110

y

10a ,  






 10
y

10b  , 






 20
y

c0 10p  et  
















































 

 1
ablog
p

log
IntegerN 0

max

               (I.23) 

On suppose que dans la bande de fréquence  HL ,  on a ω >> ωc, on peut donc écrire: 

 





















s
1

s
K

s

KsG cI

c

I
I                                                       (I.24) 

avec   cI 1K et 110 )10y(
Lc    est la fréquence de coupure du PPF à -3α dB. Alors, 

dans la bande de fréquence  HL , , l’approximation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire est 

donnée par : 
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         

 




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


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




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




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






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N

0i 0
i

1N

0i 0
i

II

pab
s1

apab
s1

K
s
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Afin de connaître la contribution de chaque pôle au processus de relaxation, on doit décomposer 

la fonction rationnelle en somme de fractions élémentaires : 
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où les coefficients hi sont les résidus qui sont déterminés par : 
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L’équation (I.26) correspond à l'impédance d'un réseau RC du type Foster de la 1ère forme de 

N+1 cellules RC parallèle dont le schéma est représenté dans la Figure I.1.  

 

 

 

 

 

 

 
Figure I.1 Réseau équivalent d'un intégrateur d'ordre fractionnaire 

 

Cette impédance Z(s) du circuit de la Figure I.1  est donnée comme : 

                                                       
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
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
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0i ii
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)s(Z                                                      (I.28) 

Des équations (I.26) et (I.28) pour i=0, 1, 2,…, N, on peut écrire:      

      ii hR      et     
  0

i
i

i pabh
1C                                               (I.29) 
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I.4.2 Approximation de l’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire 

La fonction de transfert de l'opérateur dérivateur d'ordre fractionnaire est représentée 

dans le domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante : 

  α
D ssG                                                                (I.30) 

où s = jω est la fréquence complexe et α un nombre réel tel que 0<α< 1. 

Dans une bande de fréquence donnée [ωL, ωH] , cet opérateur peut être modélisé dans le domaine 

fréquentiel par un zéro à puissance fractionnaire ZPF comme suit [25]: 
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                                                  (I.31) 

Les zéros et les pôles de cette approximation sont obtenus comme suit : 

  0
i

i zabz    (pour i=0,1,…,N) et   0
i

i azabp    (pour i=0,1,…,N)                                       (I.32) 

Pour une erreur d’approximation y en dB et une fréquence maximale ωmax donnée, les 

paramètres d’approximation a, b, z0 et N sont calculés par : 
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  (I.33) 

On suppose que dans la bande de fréquence  HL  ,  on a ω>>ωc, donc on peut écrire: 
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                                     (I.34) 

avec  α
cD ωK  et 110 )10y(

Lc   est la fréquence de coupure du ZPF à 3α dB. Alors, 

dans la bande de fréquence  HL ω,ω , l’approximation du dérivateur d’ordre fractionnaire est 

donnée par : 
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Pour des raisons concernant la réalisation, on va développer 
s
(s)G D en fonctions élémentaires, 

alors :  
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Calculant les résidus des pôles, on obtient : 
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avec G0 = KD et, 

  

     
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Kg                                                  (I.38) 

L’équation (I.37) correspond à l'admittance d'un réseau du type Foster de la 2ème forme(N+1) 

cellules RC serie dont le schéma est représenté sur la Figure I.2  

 

 

 

 

 

Figure I.2 Réseau équivalent d'un dérivateur d'ordre fractionnaire 

 

L’admittance Y(s) du circuit de la Figure I.2 est donnée par : 


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
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



N

0i ii
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Des équations (I.37) et (I.39) pour i=0, 1, 2,…, N, on peut écrire:      

                           
0

p G
1R  ,   ii gC  ,    et   

ii
i pg

1R                                       (I.40) 

 

I.5 Systèmes linéaires d’ordre fractionnaire 

L’analyse d’une large catégorie de processus physiques tel que le bruit électronique [26], 

les réseaux de télécommunication [27], les systèmes hydrauliques [28], la mécanique des fluides 

[29], la polarisation électrode-électrolyte [30], montre que les tracés de Bode de ces systèmes 
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sont caractérisés par une pente d’ordre fractionnaire et par un comportement temporel régi par 

des équations différentielles d’ordre fractionnaire. Ce type de processus est connu comme 

système d’ordre fractionnaire. L’utilisation des modèles entiers n’est donc pas convenable pour 

représenter ce type de systèmes. Alors, une nouvelle catégorie de modèles appelés modèles 

d’ordre fractionnaire basés sur le concept de la différentiation d’ordre fractionnaire a été 

développée [31]. 

 

I.5.1 Représentation des systèmes d’ordre fractionnaire  

I.5.1.1 Équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire  

Un système linéaire d’ordre fractionnaire est par définition un système décrit par une 

équation différentielle d’ordre fractionnaire de la forme [32]: 

u(t)Db...u(t)Dbu(t)Dby(t)Da...y(t)Day(t)Da 01-mm01-nn β
0

β
1m

β
m

α
0

α
1n

α
n     (I.41) 

où u(t) et y(t) sont, respectivement, l’entrée et la sortie du système fractionnaire, les ordres des 

dérivées αi ( 0 ≤ i ≤ n) et βj (0 ≤ j ≤ m) sont des nombres réels tel que αn > αn-1 >… > α0 et βm > 

βm-1 > … > β0 et αn ≥ βm et les coefficients ai (i = 0, 1,…, n) et bj (j = 0, 1,…, m) sont des 

nombres réels. Quand les ordres des dérivées αi (0 ≤ i ≤ n) et βj (0 ≤ j ≤ m) sont multiples du 

même nombre réel α (0< α< 1), tel que αi = i.α (0 ≤ i ≤ n) et βj = j.α (0 ≤ j ≤ m) et m ≤ n, le 

système fractionnaire est dit système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable. Alors, 

l’équation différentielle d’ordre fractionnaire de l’équation (I.41) devient : 

 
 


n

0i

m

0j

j.α
j

i.α
i u(t)Dby(t)Da                                               (I.42) 

I.5.1.2 Fonction de transfert  

La fonction de transfert du système linéaire d’ordre fractionnaire de l’équation (I.41) est 

donnée par la fonction suivante [32]: 

01-nn

01-mm

α
0

α
1n

α
n

β
0

β
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β
m

sa...sasa

sb...sbsb
G(s)









                                                  (I.43) 

Dans le cas d’un système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable, la fonction de transfert 

de l’équation (I.43) devient : 

 
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I.5.1.3 Représentation d’état des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire  

I.5.1.3.1 Définition  

La description interne d’un système d’ordre entier cherche toujours à lui faire 

correspondre un système d’équation appelé représentation d’état de forme générale 








)t),t(u),t(x(g)t(y
)t),t(u),t(x(f)t(x

                                                                     (I.45)
 

où x(t) est le vecteur d’état, u(t) et y(t) sont respectivement l’entrée et la sortie du système. Pour 

un système à temps invariant, les équations (I.45) deviennent : 








))t(u),t(x(g)t(y
))t(u),t(x(f)t(x

                                                                                 (I.46)
 

et pour un système linéaire invariant dans le temps, la représentation d’état est donnée sous la 

forme matricielle suivante :  








))t(Du)t(Cx)t(y
)t(Bu)t(Ax)t(x

                                                                           (I.47)
 

où A, B, C et D sont des matrices de dimensions appropriées. 

Comme dans le cas entier, une représentation d’état d’ordre fractionnaire comporte deux 

équations. Une équation d’état d’ordre fractionnaire dans laquelle le vecteur d’état fait l’objet 

d’une dérivation d’ordre fractionnaire réel et une équation d’observation identique à celle du cas 

entier. Elle est ainsi définie par [32] : 








(I.48b)Du(t))Cx(t)y(t)
(I.48a)Bu(t)Ax(t)(x(t))Dα

                                                      

où x(t) est le vecteur d’état, u(t) et y(t) sont respectivement l’entrée et la sortie du système, α est 

l’ordre de dérivation tel que 0<α<1 et A, B, C et D sont des matrices de dimensions appropriées. 

où α = [α1, α2, · · · , αn]. La notation ci-dessus affirme que la différenciation d’ordre fractionnaire 

Dαi s’applique uniquement à l'élément xi de l'état x dans (I.48a), où (I.48a) est appelée l'équation 

d'état de d’ordre fractionnaire, et (I.48b) l'équation de sortie. Le modèle d’ordre fractionnaire ci-

dessus peut être simplifié dans le cas particulier où αi ≡ α, 1 ≤ i ≤ n. L'équation espace d’état 

(I.48a) devient : 

Bu(t)Ax(t)(x(t))Dα                                                             (I.49) 

où l'opérateur Dα signifie que tous les états sont des dérivées d’ordre α. En utilisant la 

transformée de Laplace dans (I.49) et en tenant compte de la définition de Caputo pour la dérivée 

d’ordre fractionnaire, et par l'application de la propriété (I.10) dans le cas où 0 < α < 1, on a : 
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   
(I.51)DU(s)CX(s)Y(s)
(I.50)x(0),sAIsBU(s)AIsX(s)

BU(s)AX(s)x(0)sX(s)s
1α1α1α

1αα









 

La définition de Caputo est nécessaire si nous voulons que les conditions initiales expriment 

directement les valeurs des états à t = 0. Dans le cas des conditions initiales nulles (x (0) = 0), 

(I.50) devient : 

  BU(s)AIsX(s) 1α 
                                                (I.52) 

En combinant cette équation avec l’équation de (I.51) on obtient :
   G(s)U(s)U(s)DBAIsCY(s)

1α 



 


                                       (I.53) 

où I est la matrice identité de dimension n×n. G(s) représente une fonction de transfert dont le 

numérateur et le dénominateur sont des polynômes exprimé en termes de puissances entières de 

sα. Une conséquence d'avoir imposé αi = α, la dynamique est devenue celle d'un système d’ordre 

commensurable. Bien que n’importe quelle valeur réelle α suffise pour que le système soit 

commensurable, la valeur de α est généralement prise comme étant un nombre rationnel 1/Q, 

avec Q , soit : 
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i/Q
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0j

j/Q
j
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U(s)
Y(s)G(s)                                                             (I.54) 

Dans ce cas, les systèmes fractionnaire d'ordre commensurable permettent aussi une 

représentation d'état [32], soit : 
 








)t(Du)t(Cx)t(y
)t(Bu)t(Ax))t(x(D Q/1

                                                         
 (I.55) 

Et sa fonction de transfert est donnée par : 

  )s(UDBAIsC)s(Y
11/Q 





 


                                       (I.56) 

Comme dans le cas d'ordre entier, ce type de système d’ordre fractionnaire peut avoir des 

représentations canoniques. Pour la fonction de transfert : 


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







ji1N
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i/Q
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N
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b,a,QN,,
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sb
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Y(s)G(s)                          (I.57) 

la forme canonique contrôlable est donnée [33]: 
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(I.58) 

 

et la forme canonique observable est aussi donnée par: 
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(I.59) 
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I.5.2. Propriétés structurelles des systèmes d’ordre fractionnaire 

I.5.2.1 Stabilité 

Soient iλ ( ni 1 ) les valeurs propres de la matrice d’évolution A du système  

fractionnaire d’ordre commensurable de l’équation (I.49). On dit que le système fractionnaire 

d’ordre commensurable de l’équation (I.49) est stable dans le sens ‘bounded input bounded 

output’ (BIBO) si les conditions suivantes sont réalisées [34]: 

ni1,
2
πα)arg(λ i                                                 (I.60) 

Dans le cas des systèmes d’ordre commensurable rationnel (α = 1/Q) cette condition devient 

ni1,
2Q
π)arg(λ i                                                 (I.61) 

I.5.2.2 Observabilité et contrôlabilité 

Les deux résultats suivants peuvent être démontrés comme leurs similaires dans le cas 

d'ordre entier [32]. 

Théorème 1: Un système fractionnaire d’ordre commensurable représenté par l’équation d’état 

(I.55) est observable si et seulement si la matrice d’observabilité Mo suivante est une matrice de 

rang plein 





























1N

O

CA
.
.
.

CA
C

M

                                                                                  

(I.62) 

où N est la dimension de la matrice A. 
Théorème 2 : Un système fractionnaire d’ordre commensurable représenté par l’équation d’état 

(I.55) est contrôlable si et seulement si la matrice de contrôlabilité Mc suivante est une matrice 

de rang plein 

 BA...BABM 1N
C

                                             (I.63) 

où N est la dimension de la matrice A.  

 

I.6 Réponses des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire  

I.6.1. Réponses temporelles par les fonctions de type de Mittag-Leffler 

Pour une analyse plus générale dans le domaine temporel des systèmes d’ordre 

fractionnaires, un outil efficace appelé la fonction de Mittag-Leffler [6] a été introduite. La 

fonction Mittag-Leffler à deux paramètres Eα,β(z) est définie comme : 
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   0β0,α
βαjΓ

z(z)E
0j

j

βα, 







                                       (I.64) 

Sa kième dérivée est donnée par : 

 
   0,1,2,...k

βαkαjΓj!
z!kj(z)E

0j

j
(k)

βα, 









                                 (I.65) 

Il est plus convenable d'introduire la fonction [6] 

   0,1,2,...k)(ytEtβα,y;t,ε α(k)
βα,

1βαk
k                                  (I.66) 

La transformée de Laplace de la fonction   ,;y,tk
 

est donnée par :   

 
 

 1/α
1kα

βα

k
0

st yRe(s)avec
ys

sk!dtβα,y;t,εe 


 


                              (I.67) 

Une autre propriété convenable de   ,;y,tk  est sa simple différentiation fractionnaire 

     βλλβα,y;t,εβα,y;t,εD kk
λ
t0                                     (I.68) 

 

I.6.2 Système d’ordre fractionnaire de relaxation  

Dans ce contexte, le système d’ordre fractionnaire simple est défini comme étant 

l’équation différentielle fondamentale d’ordre fractionnaire suivante pour 0<α<1 [35]. 

                                                    e(t)y(t)
dt

y(t)d
)(τ α

α
α

0                                                         (I.69) 

sa fonction de transfert est donnée par : 

                                        
])(sτ[1

1
E(s)
Y(s)G(s) α

0
                                                     (I.70) 

I.6.2.1 Approximation par une fonction rationnelle  

Dans l’étude des diélectriques, K. S. Cole et R. H. Cole  ont constaté que les fonctions de 

transfert de dispersion/relaxation d’un grand nombre de matériaux peuvent être modelées par 

l’équation suivante [36]: 

                                             
])(sτ[1

1G(s) α
0

                    0<α<1                        (I.71) 

où 
01/τ est la fréquence caractéristique de relaxation, s=jω est la fréquence complexe et α un 

nombre réel tel que 0 < α < 1. Il est aussi connu que la fonction de distribution des temps de 

relaxation  τH  peut être obtenue directement de la fonction de transfert comme [36]: 

                                                






0

dτ
sτ1
τHG(s)                                                            (I.72) 
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Appliquant la méthode de l’équation (I.72) ;  K. S. Cole et R. H. Cole ont trouvé que la fonction 

de distribution des temps de relaxation pour leur modèle de l’équation (I.71) est [36]: 

                                                









0
α

0

dτ
sτ1
τH

)(sτ1
1G(s)                                         (I.73) 

avec: 

                               
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




















α)πcos(1
τ
ταlogcosh

α)πsin(1
2π
1τH

0

                               (I.74) 

La Figure I.3 montre le tracé de cette fonction de distribution des temps de relaxation  τH  pour 

α = 0.2 et 10τ0  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

Figure I.3 Distribution de la fonction de temps de relaxation  τH  de la fonction  (I.71). 
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L’approximation de la fonction de transfert de l’équation (I.70) par une fonction rationnelle 

commence par l’échantillonnage de la fonction de distribution des temps de relaxation  τH  de 

l’équation (I.74) dans une bande fréquentielle d’intérêt pratique [0 ωH] en points équidistants   

sur une échelle logarithmique iτ (i=1,2...,2N-1) comme suit [35]: 

                                                





1N2

1i
iis )τδ(τ)H(ττHτH                                   (I.75) 

où iN
Ni λττ   pour i=1,2...,2N-1, et λ  est un nombre constant plus grand que l’unité, est défini 

comme rapport d'un pole au pole précédent où: 

                                          
i

1i

1i

i

p
p

τ
τ

λ 



    i=1,2,…,2N-2                                          (I.76) 

avec les pôles
i

i τ
1p  , pour i=1,2,…, 2N-1. Substituant l’équation (I.74) dans l’équation (I.72), 

on obtient: 

                                           
 

















1N2

1i i

i

0

1N2

1i
ii

sτ1
)H(τ

dτ
sτ1

)τδ(τ)H(τ
G(s)                                 (I.77) 

Donc on peut écrire: 

                                          

























1N2

1i

1N2

1i

i

i

i

i

0

p
s1

k
sτ1

)H(τ
)(sτ1

1G(s)                             (I.78) 

où pi sont les pôles de l’approximation donnée par : 

                                               0
N)(i

i
i pλ

τ
1p      pour i=1,2,…,2N-1 

Sachant que 
0

0 τ
1p   et 

i

1i

p
p

λ  = rapport d’un pole au pole précédent, les ik  sont les résidus 

des pôles donnés par la relation suivante : 

                         
























π]α)cos[(1)]
τ
τ

log(cosh[α

π]α)sin[(1
π2

1)H(τk

0

i
ii  pour i=1,2,…,2N-1       (I.79) 

pour une fréquence d’approximation maxω qui peut être choisie
H1000 , avec [0, ωH] est une 

bande de fréquence d’intérêt pratique, le nombre N est déterminé comme suit : 

                                              
 

  1
λlog

ωτlog
IntegerN max0 








                                                      (I.80) 
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I.6.2.2 La réponse impulsionnelle  

La réponse impulsionnelle du système de la fonction (I.71) est de la forme [35]: 

soit l’entrée une impulsion unité 1E(s)  ; alors : 

                                                        


 


1N2

1i i

i

)sτ(1
)H(τY(s)                                                      (I.81) 

donc la réponse impulsionnelle est donnée par : 

                                                   





1N2

1i
ii

i

)t/τexp()H(τ
τ
1ty                                   (I.82) 

I.6.2.3 La réponse indicielle  

La réponse indicielle du système de la fonction (I.71) est de la forme [35]: 

soit l’entrée un échelon unité : 
s
1E(s)   ; alors : 

                                                    


 


1N2

1i i

i

)s τs(1
)H( τY(s)                                                   (I.83) 

donc la réponse indicielle est : 

                      





1N2

1i
ii )t/τexp(1)H(τty                                                    (I.84) 

I.6.3 Système d’ordre fractionnaire oscillatoire 

Dans ce contexte le système d’ordre fractionnaire oscillatoire est défini comme étant 

l’équation différentielle fondamentale d’ordre fractionnaire suivante pour 1< α < 2 [35] : 

                                           e(t)y(t)
dt
y(t)d

)(τ α

α
α

0                                                                  (I.85) 

sa fonction de transfert est donnée par : 

            
])(sτ[1

1
E(s)
Y(s)G(s) α

0
          1 < α < 2                                            (I.86) 

I.6.3.1. Approximation par une fonction rationnelle  

La fonction de transfert du système d’ordre fractionnaire fondamental est :  

                                                                α0sτ1
1G(s)


                                                       (I.87) 

Cette fonction de transfert sera approximée à la forme de l’équation suivante [35]: 

 
 

    1sτξ2sτ

sτ1

sτ1
1G(s)

0
2

0

α2
0

α
0 









 , pour 2α1                  
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 

    1sτξ2sτ

sτ1
G(s)

0
2

0

α2
0








                                                    (I.88) 

2α1      1α20  et   α2
0sτ1


  est un ZPF (zéro à puissance fractionnaire).  

Pour  représenter un système d’ordre fractionnaire oscillatoire de l’équation (I.87) par un modèle 

d’un système linéaire invariant dans le temps, il est nécessaire d’approximer pour une bande de 

fréquence limitée d’intérêt pratique [0, ωH] sa fonction de transfert irrationnelle de l’équation 

(I.87) par une fonction rationnelle. Pour cela on doit approximer le zéro à puissance fractionnaire 

(ZPF) par une fonction rationnelle dans la bande de fréquence [0, ωH] [25].                                                              

                            



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
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    1sτξ2sτ
1G(s)

0
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0 
  ; c’est un système du second ordre régulier. 

où : NN100 pz...zpz   
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i z(ab)z   i=0,1,…,N,     

0
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i az(ab)p     i=0,1,…,N  

bωz c0                ; premier zéro. 
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En remplaçant l’approximation du ZPF dans l’équation (I.88) on obtient : 
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Par décomposition en éléments simples on obtient la forme suivante : 
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pour avoir B : posons s=0                            



N

0i
ikB1G(0)  

                                                             




N

0i
ik1B                                                       (I.92) 

pour avoir A : calculons la limite suivante : 

0sG(s)lim
s




 

donc on a :                                                
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2
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ii2

n
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ω

1A                                              (I.93) 

pisi G(s)k


  

ki (i=0,1,…,N) ; sont les résidus des pôles qui peuvent être calculés comme suit : 
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I.6.3.2 La réponse fréquentielle 

Soit le système fractionnaire de la fonction de transfert suivante : 

 α0sτ1
1G(s)


  on peut l’approximer lorsque 2α1   par la fonction suivante [35]: 

 
 
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1G(s)

0
2

0

α2
0

α
0 
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  ,          2α1  ,   
nω

1τ 
 

La réponse fréquentielle de (I.87) et (I.91) pour plusieurs valeurs de α est donnée dans la Figure 

I.4. 

 

 



Chapitre I- Notions sur les Operateurs et les Systèmes d’ordre Fractionnaires                   26 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Figure I.4 La réponse fréquentielle de (I.87) et (I.91) pour plusieurs valeurs de α. 
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De la Figure I.4 on remarque de la réponse fréquentielle de la fonction (I.87) et son 

approximation (I.88), du système d’ordre fractionnaire oscillatoire que les pentes sont entre –

20dB et –40dB en variant l’ordre α. Les deux courbes de la fonction (I.87) et son approximation 

(I.88) sont presque les mêmes, ce qui signifie la bonne approximation de la fonction (I.88). 

I.6.3.3 La réponse impulsionnelle  

La réponse impulsionnelle du système d’ordre fractionnaire oscillatoire, est donnée dans le 

domaine fréquentiel par la fonction de transfert suivante [35]: 
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son approximation est : 
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A, B et ki sont calculées à partir des relations (I.92), (I.93) et (I.94) respectivement. 

En utilisant la transformée de Laplace inverse, la réponse impulsionnelle de ce système est 

donnée par la relation suivante : 
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où la phase  est donnée par:          
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La Figure I.5 montre la réponse impulsionnelle pour différentes valeurs de α : 
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Figure I.5 La réponse impulsionnelle du système pour y=1dB, ωn=1 et m=1.1,1.2,…,1.9. 

 

I.6.3.4 La réponse indicielle  

La même chose pour la réponse indicielle avec : 
s
1E(s)   

 
    E(s)

1sτξ2sτ

sτ1
Y(s)

0
2

0

α2
0








 

                         
         



















 N

0i i

N

0i i

0
2

00
2

0

α2
0

)
p
s(1

)
z
s(1

1sτξ2sτs
1

1sτξ2sτs

sτ1
Y(s)                   (I.100) 

En utilisant la transformée de Laplace inverse, la réponse indicielle de ce système est donnée par 

la relation suivante [35]: 
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où la phase 1 est donnée par: 
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La figure suivante montre le comportement de la réponse indicielle pour plusieurs valeurs de α: 
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Figure I.6 La réponse indicielle du système pour y=1dB, ωn =1 et m=1.1,1.2,…,1.9. 

  

La Figure I.6 montre la réponse indicielle du système d’ordre fractionnaire oscillatoire pour 

différentes valeurs de α, ce système est moins oscillant lorsque la valeur de l’exposant 

fractionnaire α, devient de plus en plus petite. Lorsque α tend vers 1, le système se rapproche du 

système du premier ordre, et les oscillations diminuent. Inversement, lorsque α tend vers 2, le 

système se rapproche du système du second ordre, et les oscillations augmentent (se rapproche 

du système du second ordre régulier). 

 

I.7 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté les définitions de base des systèmes linéaires d’ordre 

fractionnaire ainsi que leurs représentations et propriétés. La stabilité de ces systèmes a été 

discutée en montrant la différence de cette notion par rapport au système d’ordre entier.  

Nous avons aussi présenté deux types de système d’ordre fractionnaire fondamental et leur 

approximation par des fonctions rationnelles, leur réponses temporelles et fréquentielles ont été 

dérivées à partir de ces approximations, ainsi que leur implémentation par des circuits 

analogiques.  
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Chapitre II 
 
La Commande Adaptative 
 

 
II.1 Introduction  

Dans le sens commun, "s’adapter" signifie : changer un comportement pour se conformer 

aux nouvelles circonstances. Intuitivement, un contrôleur adaptatif est donc un contrôleur qui 

peut modifier son comportement en réponse à l'évolution dynamique du processus et la nature 

des perturbations. Comme la rétroaction ordinaire tente également de réduire les effets des 

perturbations et l'incertitude du processus, la question de la différence entre la commande avec 

rétroaction (boucle de retour) et la commande adaptative apparait immédiatement. Il y a eu de 

nombreuses tentatives pour définir la commande adaptative [37]. Lors d’un colloque en 1961 

une longue discussion a pris fin par la suggestion suivante : "un système adaptatif, est un 

système physique qui a été conçu avec un point de vue adaptatif" et un système avec boucle de 

retour à gain constant n'est pas un système adaptatif. 

La recherche sur la commande adaptative était très active au début des années 1950. Elle 

a été motivée par la conception de pilotages automatiques pour les avions à hautes performances 

opérant sur une large plage de vitesses et d’altitudes [38]. Il a été constaté que la rétroaction 

linéaire avec gain constant peut bien fonctionner dans une seule condition de fonctionnement ; 

mais des difficultés peuvent cependant être rencontrées quand les conditions de fonctionnement 

changent. Un régulateur plus sophistiqué qui peut bien fonctionner sur une large gamme de 

conditions de fonctionnement est donc nécessaire. L’introduction de la commande dans l’espace 

d'état et la théorie de la stabilité dans les années 1960 a contribué au développement de la 

commande adaptative. La programmation dynamique introduite par Bellman [39] a aussi facilité 

la compréhension des processus adaptatifs. Une contribution fondamentale a également été faite 

par Tsypkin [40] qui a montré que de nombreux schémas pour l'apprentissage et la commande 

adaptative pourraient être décrits dans un cadre commun. Il y avait aussi des développements 

importants dans l'identification du système. Alors, une renaissance de la commande adaptative 

s'est produite dans les années 1970 [41], lorsque différents schémas d'estimation ont été 

combinés avec diverses méthodes de conception. Beaucoup d’applications ont été rapportées, 

mais les résultats théoriques étaient très limités. A la fin des années 1970 et au début des années 

1980, des théorèmes de la stabilité des systèmes adaptatifs sont apparus [42-43], bien qu’ils 

étaient sous des hypothèses très limitées. Les efforts visant à fusionner les idées de la commande 
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robuste et l’identification du système sont d'une importance particulière. La recherche de la 

nécessité de ces hypothèses a suscité de nouvelles et intéressantes recherches dans la robustesse 

de la commande adaptative, ainsi que dans les contrôleurs globalement stabilisateurs. 

A la fin des années 1980 et durant les années 1990, de nouvelles techniques de la 

robustesse des contrôleurs adaptatifs ont été obtenues [44-46]. L’étude des systèmes non 

linéaires a également conduit à améliorer de manière significative la compréhension de la 

commande adaptative. Dans les dernières années, un travail considérable a été fait dans le 

domaine de la commande adaptative pour les systèmes continus [47-49]. La robustesse des 

contrôleurs adaptatifs a été un sujet d'activité de recherche intensive au cours de la dernière 

décennie. Depuis la démonstration de l'absence inhérente de la robustesse des contrôleurs 

adaptatifs [43,50], une quantité considérable de recherches à été consacrée au développement de 

ce que l'on appelle "schémas de commande adaptative robuste". Plusieurs modifications 

intelligentes ont été proposées pour résoudre les problèmes d'instabilité et garantir la robustesse 

en présence des erreurs de modélisation [51]. 

Tel qu’il est défini dans [41], un contrôleur adaptatif est un contrôleur avec des 

paramètres réglables et un mécanisme pour ajuster les paramètres. Pour parler simplement, un 

système de commande adaptative se compose de deux boucles fermées. Une boucle est une 

commande de rétroaction régulière avec le processus et le contrôleur et l'autre boucle est la 

boucle d’ajustement des paramètres comme il est montré dans le schéma ci-dessous. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.1 schéma de la Commande Adaptative 

II.2 Commande Auto-Ajustable 

L'un des avantages du célèbre régulateur PID est que c’est un contrôleur (régulateur) 

suffisamment souple pour un grand nombre d’applications. Les trois paramètres de ce régulateur 

sont généralement facilement ajustés avec le processus en boucle fermée. Il peut cependant y 
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avoir des cas où l'ajustement est très difficile et prend du temps. L’ajustement automatique des 

contrôleurs devient donc important. L'idée des régulateurs auto-ajustables a été mise en place 

afin de simplifier le réglage des contrôleurs industriels. Dans les premières applications les 

régulateurs auto-ajustables ont été appliqués à des problèmes particuliers [52]. De bonnes règles 

pour le choix des paramètres peuvent alors être tirées. 

II.2.1 Régulateurs Auto-Ajustables (STR) 

Cette section donne une brève description des régulateurs auto-ajustables. La discussion 

est limitée à la commande des systèmes à une seule entrée et une seule sortie (SISO) décrite par 

 A(q-l) y(t) = B(q-l) (u(t)+ξ(t))                                                 (II.1) 

où u est l'entrée, y la sortie, ξ  est la perturbation et A (q-1) et B(q-1) sont des polynômes de 

l’opérateur retard q-1 [41].  

II. 2.1.1 Principe 

Un schéma bloc d’un régulateur auto-ajustable est présenté dans la Figure II. 2 [41]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.2 Schéma d’un Régulateur Auto-Ajustable 

L'auto-ajusteur peut être considéré comme étant composé de trois parties : l’estimation 

des paramètres, le calcul et la conception d'un régulateur avec des paramètres ajustables. Le bloc 

"estimateur" représente l’estimation en ligne des paramètres du processus en utilisant 

l’algorithme des moindres carrées ou l’algorithme de projection. Le bloc "Conception du 

Contrôleur" représente une solution en ligne pour un problème de conception pour un système 

avec des paramètres connus ou avec des paramètres estimés. Le bloc nommé "Contrôleur" est 
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pour calculer la commande avec les paramètres du contrôleur calculés par son bloc de processus. 

Le système peut être considéré comme une automatisation du traitement de la 

modélisation/estimation et la conception, dans lequel le modèle du processus et la conception de 

la commande sont mis à jour à chaque intervalle d'échantillonnage. Parfois, l'algorithme STR 

peut être simplifié par ré-paramétrage et directement estime les paramètres du contrôleur, pas 

seulement les paramètres du processus. Il est souple en ce que le système STR peut être 

implémenté par les différents choix des méthodes de conception et d'estimation fondamentales. 

L'objectif des régulateurs auto-ajustables est la commande des systèmes avec des 

paramètres inconnus mais constants. Les régulateurs peuvent également être appliqués à des 

systèmes avec des paramètres lentement variables. Les régulateurs auto-ajustables peuvent être 

obtenus en partant d'un système connu et une méthode de conception. L'algorithme de 

commande est obtenu par l'introduction d'un estimateur de paramètre récursif. Les vraies valeurs 

des paramètres sont alors remplacées par leurs valeurs estimées lors de la détermination de la loi 

de commande en utilisant la méthode de conception [52]. 

Dans la Figure II. 2, la structure indirecte est donnée lorsque les paramètres du processus 

sont d'abord estimés, et après les paramètres du régulateur sont calculés, sur la base des 

paramètres estimés du processus. La forme directe unit alors ces deux étapes en une seule, donc, 

l'estimateur donne automatiquement les paramètres du régulateur qui doivent être donnés dans la 

relation fonctionnelle avec les paramètres du processus. L'avantage de la structure STR est sa 

capacité de résoudre plusieurs situations pratiques où nous ne savons pas à l'avance quel type de 

changement de notre processus va survenir. Contrairement aux systèmes adaptatifs à modèle de 

référence (MRAS) qui peuvent être réalisés en formes analogique et numérique, le système STR 

est presque exclusivement réalisé dans une technique numérique. En raison de la nécessité 

d'estimation de paramètres, la commande STR est parfois lente que la commande MRAS [53]. 

II.2.2 Conception des Contrôleurs Adaptatifs Auto-Ajustables 

La conception des contrôleurs adaptatifs auto-ajustables est spécifique, parce que 

seulement les méthodes de conception capables de calculer les paramètres du contrôleur en 

temps réel peuvent être utilisées. Les méthodes classiques (telles que les méthodes fréquentielles, 

lieu des racines et autres) ne sont pas utiles ici. La théorie de la commande algébrique 

développée principalement en fin des années soixante-dix permet l'application en temps réel de 

la procédure de conception. Nous allons présenter la méthode de pôle/zéro qui est peut-être 

directement liée à l'approche MRAS de la commande adaptative [54-55]. 
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II.2.2.1 Méthode de Conception Algébrique : Placement de Pôle/Zéro  

L'idée fondamentale de la méthode de placement de pôle/zéro est très simple [53]. Elle consiste à 

définir la fonction de transfert de la dynamique désirée du système de commande en boucle 

fermée et la faire correspondre avec la fonction de transfert en boucle fermée du système réel, où 

les paramètres du contrôleur sont inconnus et peuvent être reliés aux paramètres du processus. 

Pour une fonction de transfert d’un processus causal connu donné par : 

    
A(q)
B(q)(q)Gp                                                            (II.2)

 
où les polynômes A et B sont coprimes (premiers entre eux), les paramètres de régulation 

doivent être calculés de telle sorte que la dynamique souhaitée du système en boucle fermée 

donnée par le modèle: 

(q)A
(q)B

(q)G
m

m
m                                                        (II.3)

 
est obtenue. La structure de la commande capable de résoudre ce problème est présentée dans la 

Figure II. 3 [53]. 

 
 

 

 

 

 

 

 

Figure II. 3 Topologie de contrôleur à deux paramètres 

La fonction de transfert désirée (II.3) est réalisable si les conditions suivantes sont remplies [56]: 

1. le contrôleur doit être causal, 

2. le système de commande en boucle fermée est bien posé (boucle fermée  causale) 

3. le système en boucle fermée est totalement stable 

4. il n’y a pas de perte dans le processus 

Le système est bien posé ou boucle fermée causale si chaque fonction de transfert pour toutes les 

combinaisons possibles d'entrées/sorties est causale. Le système est totalement stable si toutes 

les fonctions de transfert pour toutes les combinaisons possibles entrée/sortie est stable. Il n'y a 

pas de perte dans le processus, s’il n’y a pas une branche directe à partir du signal de référence 

au signal de sortie, c.-à-d. la fonction de transfert du système de commande en boucle fermée est 

strictement propre. 
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La première condition est nécessaire si nous voulons concevoir un régulateur causal. La 

deuxième condition est nécessaire si nous voulons développer un système avec une petite 

sensibilité de bruit, tandis que la troisième condition est nécessaire si nous voulons exclure la 

compensation de pôle-zéro instable, c’est à dire la poursuite avec le système détectable et/ou 

stabilisable. La quatrième condition est nécessaire si nous voulons que l'ensemble de l'énergie 

passe par le processus et qu'il n'y a pas de branches parallèles où cette énergie peut contourner le 

processus.  

Théorème: Implémentation de Gm(q) 

Pour un processus causal donné par l’équation (II.2), la fonction de transfert du modèle de 

l’équation (II.3)  peut être implémentée si et seulement si Gm(q) est stable et encore: 

)q(D
)q(N

(q)G
(q)GM(q)

p

m                                                    (II.4) 

est stable et causal [53]. 

La condition 4 exprime le fait que M(q) représente la fonction de transfert du signal de référence 

au signal de commande. Condition 3 a pour conséquence que Gm(q) et M(q) doivent être stables, 

tandis que la condition 2 résulte que Gm(q) et M(q) doivent être causaux. Les conséquences de ce 

théorème sont: (q)M(q)G(q)G pm   et Deg(Am)- Deg(Bm) = Deg(A)- Deg(B)+ Deg(D)- Deg(N) 

si M(q) est causale alors: Deg(D)≥ Deg(N) et par conséquent: 

Deg(Am)- Deg(Bm)≥ Deg(A)- Deg(B)                                              (II.5) 

Donc, si (II.5) est valide alors M(q) est causale. La stabilité de Gm(q) et M(q) est satisfaite 

lorsque les polynômes Am(q) et D(q) sont Hurwitz. Alors, de (II.4) on aura: 

)q((q)BA
)q((q)AB

(q)G
(q)G

)q(D
)q(NM(q)

m

m

p

m                                                  (II.6) 

De (II.6), il est évident que, si le polynôme B(q) a des racines à l'extérieur du cercle unité, et si 

elles ne sont pas compensées par Bm(q), alors D(q) ne peut pas être polynôme Hurwitz (stable) et 

par conséquent M(q) stable. Ainsi, pour avoir M(q) stable, il est nécessaire que les racines 

"instables" du polynôme B(q) doivent être contenues dans le polynôme Bm(q). En d'autres 

termes, zéros "instables" du processus doivent être conservés dans le polynôme désiré Bm(q), 

c'est à dire le régulateur ne doit pas les compenser. 

Corollaire : Implémentation de Gm(q) 

Si le processus Gp(q)=B(q)/A(q) est causal, alors Gm(q)=Bm(q)/Am(q) sera réalisable si et 

seulement si ce qui suit est valide [53]: 

1. [Deg(Am) - Deg(Bm)] ≥ [Deg(A) - Deg(B)], ce qui signifie que le retard du processus 

doit être plus petit que le retard du système de commande en boucle fermée. 
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2. tous les zéros instables du processus doivent être contenus dans l'ensemble des zéros 

de la dynamique en boucle fermée désirée.  

3. le polynôme Am(q) doit être Hurwitz 

La topologie du régulateur à retour unitaire présenté sur la Figure II.4 où il est derrière le 

comparateur permet le placement des pôles en boucle fermée seulement, tandis que les zéros ne 

peuvent pas être déplacés. Cela est montré à partir de la relation qui correspond à la fonction de 

transfert du système en boucle fermée avec la fonction de transfert désirée de la dynamique en 

boucle fermée: 

)q(G
(q)A
(q)B

)q(S)q(B)q(R)q(A
)q(S)q(B(q)G m

m

m
cl 


                                 (II.7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II. 4 Topologie classique de la boucle de retour unitaire 

Comme on le voit dans l'équation (II.7), les pôles en boucle fermée peuvent être placés en 

résolvant l'équation Diophantine: 

(q)AB(q)S(q)A(q)R(q) m                                                                   (II.8) 

L'équation (II.8) peut être résolue pour les polynômes R(q) et S(q) si on connaît les polynômes 

A(q), B(q) et Am(q). Cependant, les zéros en boucle fermée ne peuvent pas être placés à volonté, 

parce que de (II.7) les zéros en boucle fermée sont définis par )q(B)q(S)q(B m . 

Le fait que le polynôme S(q) soit déjà obtenu de (II.8), les zéros en boucle fermée seront 

constitués par les zéros du processus en boucle ouverte donnés par les racines du polynôme B(q) 

et les zéros du contrôleur donnés par les racines du polynôme S(q). Donc, on a aucune possibilité 

avec la topologie classique de placer les zéros en boucle fermée aux lieux désirés donnés par 

Bm(q). Cependant, la topologie de régulateur à deux paramètres de la Figure II. 3 peut résoudre 

le problème de placement des pôles et des zéros. Pour cette topologie (II.7) devient: 
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Comme on le voit dans (II.9) l'équation de Diophantine responsable de placement de pôles est la 

même que (II.8). Bien que l'équation pour le placement des zéros devienne: 

(q)BB(q)T(q) m                                                        (II.10) 

Ainsi, nous pouvons conclure que deux paramètres de topologie nous donnent deux degrés de 

liberté: 

1. Pour placer les pôles (par les polynômes R(q), S(q) et une partie du contrôleur 

agissant dans la boucle de retour) 

2. Pour placer les zéros (par le polynôme T(q) et une partie du contrôleur agissant dans 

la boucle directe). 

Due à la capacité et à la simplicité de la solution, cette topologie est plus souvent trouvée dans la 

littérature de la commande adaptative traitant la commande auto-ajustable. L'équation 

B(q)T(q)=Bm(q) représente les zéros du processus (racines du polynôme B(q)) ainsi que les zéros 

du polynôme T(q) contenus dans l'ensemble des zéros en boucle fermée. 

La seule façon pour enlever des zéros du processus est de les compenser avec un certain nombre 

de pôles, tandis que d'autres zéros en boucle fermée peuvent être placés à volonté avec le 

polynôme T(q). Si le polynôme B est factorisé comme: B=B-B+, où B- représente le polynôme 

dont les racines sont  instables ou mal amortis, tandis que B+ représente un polynôme monic dont 

les racines sont stables ou bien amorties, alors: 

1. pour avoir Gm(q) stable, Bm(q) doit être factorisée comme suit: 

Bm(q)= B-(q)B’m(q)                                                        (II.11) 

Ce qui implique que les zéros instables du processus ne peuvent pas être changés, mais doivent 

être inclus dans Bm. L’équation (II.11) montre que si les zéros instables du processus ne peuvent 

pas être changés, le polynôme Bm est divisé en deux polynômes, le polynôme B- contient les 

zéros instables de Bm et le polynôme B’
m contient les zéros stables de Bm. 

2. L'hypothèse était que les polynômes A et B sont premiers entre eux et que seul les 

zéros stables ou bien amortis peuvent être compensés. Comme B+ est un facteur de B, 

donc, il doit être aussi facteur de R pour factoriser le polynôme en boucle fermée 

AR+BS. Nous avons donc: 

R(q)=B+(q)R’(q)                                                         (II.12) 

Finalement de (II.9) on a: 
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Avec ces décompositions et compensations, nous réduisons le degré du système en boucle 

fermée. Pour résoudre uniquement l'équation Diophantine, les degrés des polynômes des deux 

membres de l'équation doivent être égaux.  

Afin de résoudre l'équation Diophantine uniquement, il devrait exister un polynôme A0 (appelé 

polynôme observateur) qui devrait être compensé par le second membre de l’équation (II.13): 

  0m

0m

AA
AB

SBRA
T 


                                               (II.14) 

Finalement, nous avons les équations suivantes qui doivent être résolues pour le problème de 

placement pôle/zéro. Pour les pôles en boucle fermée, l’équation Diophantine: 

0mAASBRA                                                            (II.15) 

Pour les zéros en boucle fermée : 

0mABT                                                                     (II.16) 

Des calculs simples montrent que les conditions de causalité données par: 

TdegRdeg   

SdegRdeg   

sont satisfaites si: 

degBAdegdegBAdeg mm                                                       (II.17) 

Algorithme 2.1: placement de Pôle/zéro  

Données initiales: 

 Le modèle du processus est donné par la fonction de transfert : B(q)/A(q) 

 Polynôme observateur connu A0(q) 

 Dynamique en boucle fermée désirée donnée par la fonction de transfert 

implémentable: Bm(q)/Am(q) 

 Région de stabilité Ω définie par l’utilisateur 

Les conditions suivantes doivent être remplies: 

 (q)B(q)B(q)B mm    

 AdegAdeg m   

 BdegBdeg m   

 1degBAdegAdeg 0    

Etape1: factoriser le polynôme B comme suit:  BBB  



Chapitre II- La Commande Adaptative                                                                                    39 
 

 
 

Etape2: factoriser polynôme Bm tel que: mm BBB  

 
où  B+ est monique avec toutes ses racines à l’intérieur de la région de “stabilité” Ω, et B- a toutes 

ses racines hors de la région de “stabilité” Ω. 

Etape3: résoudre l’équation de Diophantine: 

0mAASBRA  

                                                     (II.18) 

pour trouver une solution R’ et S telle que: 

AdegSdeg                                                                    (II.19) 

Etape4 : la loi de commande est alors: 

S(q)y(k)(k)T(q)uR(q)u(k) c                                                       (II.20) 

où:  

RBR  

                                                                (II.21) 

SdegRdeg                                                                (II.22) 

et: 

0mABT                                                                   (II.23) 

RdegTdeg                                                                (II.24) 

Pour les systèmes stochastiques décrits par des modèles mathématiques ARMAX, le polynôme 

observateur optimal A0 est égal à un polynôme C. L'équation (II.15) devient alors, [57]: 

CASBRA m                                               (II.25) 

L’équation (II.25) montre que le polynôme C doit également être Hurwitz si nous voulons avoir 

un système en boucle fermée stable. L'algorithme de placement de pôle/zéro donnée ci-dessus est 

applicable non seulement pour les systèmes déterministes, mais aussi pour les systèmes 

stochastiques. 

II.2.3 Régulateur Auto-Ajustable Indirecte 

Pour simplifier, on suppose que la perturbation ξ dans l'équation (II.1) est nulle. 

II.2.3.1 Estimation 

Plusieurs méthodes récursives d'estimation peuvent être utilisées pour estimer les 

coefficients des polynômes A et B. Dans ce contexte, on a utilisé l’estimateur des moindres 

carrées récursives. Le modèle du processus de l’équation (II.1) peut être écrit explicitement 

comme suit [41] : 

)mdt(ub...)dt(ub)nt(ya...)2t(ya)1t(ya)t(y 0m00n21      (II.26)  
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Notez que le degré du système est max(n, d0+m). Le modèle est linéaire par rapport aux 

paramètres et peut être écrit comme suit : 

1)θ(ty(t) T                                                          (II.27) 

où 

 m0n21
T b...ba...aaθ                                         (II.28) 

 m)du(t...)du(tn)y(t...1)y(t1)(t 00
T        (II.29) 

L'estimateur des moindres carrées avec oubli exponentiel est donné par : 

                                                     K(t)ε(t)1)(tθ̂(t)θ̂    

                                                  1)(tθ̂1)(ty(t)ε(t) T    

                                  1T 1)(t1)1)P(t(tλ1)(t1)P(tK(t) 
                         (II.30) 

                                              λ1)P(t1)(tK(t)IP(t) T    

Si le signal d'entrée du processus est suffisamment excitant et la structure du modèle estimé est 

compatible avec le processus, les estimations convergent à leurs vraies valeurs. Il faut qu’on ait 

un nombre égale à max(n, m+d0) échantillons avant que le vecteur de régression soit définie. 

Dans le cas déterministe, il faut au moins n+m+1 échantillons supplémentaires pour déterminer 

les n+m+1 paramètres du modèle, en supposant que l'entrée du processus est constamment 

excitante, il faut donc au moins 

)dmmax(n,1mnN 0                                               (II.31) 

échantillons pour que l'algorithme converge. Avec l’estimateur des moindres carrées récursives 

initialisé avec une matrice P de grandes valeurs, il peut prendre un peu plus d’étape. Comme 

l'entrée du processus est générée par la boucle de retour, il peut être difficile d'assurer qu'elle est 

constamment excitante. La présence de bruit du processus peut également ralentir la 

convergence. 

II.2.3.2 Auto-Ajusteur Indirect 

Par la combinaison de l’estimateur des moindres carrées récursives (MCR) donné par 

l'équation (II.30) avec la méthode de placement de pôles pour la conception du régulateur donné 

par l'algorithme 2.1, on obtient le régulateur auto-ajustable suivant : 

Algorithme 2.2 : Régulateur Auto-Ajustable Indirect 

Données: On donne les spécifications sous forme polynômiale Am, Bm et l’observateur désiré 

A0. 
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Etape 1: Estimer les coefficients des polynômes A et B de l'équation (II.1) en utilisant la 

méthode des moindres carrées récursives donnée par l'équation (II.30). 

Etape 2: Appliquer la méthode de placement de pôles donnée par l'algorithme 2.1 où les 

polynômes A et B sont les estimations obtenues à l'étape 1. Les polynômes R, S et T de la loi de 

commande sont alors obtenus. 

Etape 3: Calculer la variable de commande de l'équation (II.20), soit : 

Sy(t)(t)TuRu(t) c                                                   (II.32) 

Répéter les étapes 1, 2, 3, à chaque période d'échantillonnage. Notez qu'il existe quelques 

variations dans l'algorithme en fonction de compensation des zéros du processus. Notez aussi 

qu'il n'est pas nécessaire d'effectuer les étapes 1 et 2 à chaque intervalle d'échantillonnage. 

II.2.4 Régulateurs Auto-Ajustables Directe 

Le calcul dans les régulateurs auto-ajustables indirects peut prendre beaucoup de temps et 

il est mal conditionné pour certaines valeurs des paramètres. Il est possible de tirer un autre 

algorithme dans lequel les calculs sont simplifiés, voir éliminés. L'idée est d'utiliser les équations 

de conception pour reparamétrer le modèle en fonction des paramètres du contrôleur. Ce 

reparamétrage est aussi la clé pour la compréhension de la relation entre les systèmes adaptatifs à 

modèle de référence et les régulateurs auto-ajustables [41]. 

Considérons un processus décrit par l'équation suivante : 

Bu(t)Ay(t)                                                                    (II.33) 

et la réponse désirée donnée par l'équation suivante: 

(t)uB(t)yA cmmm                                                              (II.34) 

Le modèle de processus va maintenant être reparamétrer en fonction des paramètres du 

régulateur. Pour ce faire, considérons l'équation Diophantine (II.15) donnée par : 

SBRAAA m0
  

En l’appliquant à y(t), on obtient 
Sy(t)BBu(t)RSy(t)BAy(t)Ry(t)AA m0

   

où, on a: 
  RBBBRBR  

où 

 Sy(t)Ru(t)By(t)AA m0  

                                          (II.35) 

On note que cette équation peut être considérée comme un modèle de processus qui est 

paramétré par les coefficients des polynômes B-, R, et S. Si les paramètres dans le modèle donné 

par l'équation (II.35) sont estimés, la loi de commande est donc obtenue directement, sans autres 
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calculs. On note aussi que le modèle de l'équation (II.35) est non linéaire par rapport aux 

paramètres parce que le second membre est multiplié par B-. Cette difficulté peut être évitée dans 

le cas particulier des systèmes à phase minimale dans laquelle B=b0, qui est une constante. 

II. 2.4. 1 Systèmes à phase minimale 

Si la dynamique du processus est à phase minimale, on a A0=degA-degB-1, B- est tout 

simplement une constante, et l'équation (II.35) devient : 

  y(t)S~u(t)R~Sy(t)Ru(t)by(t)AA 00m                               (II.36) 

où R est un polynôme monic, RbR~ 0 et SbS~ 0 . Comme R et R~ ne diffèrent que par R soit 

monic, on n’utilisera pas une notation différente dans ce qui suit. Lorsque cela est nécessaire, on 

notera seulement à chaque fois si R est ou n’est pas monic. 

Lorsque tous les zéros du processus sont compensés, il est aussi naturel de choisir les 

spécifications telle que : 

(1)AqB m
d

m
0  

où d0=deg A- deg B. cela donne une réponse avec un retard minimal et un gain statique  unité en 

introduisant le vecteur des paramètres 

 l0l0 s...sr...rθ                                                  (II.37) 

et le vecteur de régression  

 l)y(t...y(t)l)u(t...u(t)(t)                                   (II.38) 

Le modèle donné par l’équation (II.36) peut être écrit sous la forme suivante : 

)θd(t)y(t)(q)A(qAη(t) 0
T1*

m
1*

0                                          (II.39) 

Comme η(t)peut être calculée à partir de y(t), elle peut être considérée comme un signal de 

sortie auxiliaire et une estimation récursive de paramètres peut être obtenue.  

Cette méthode d’estimation fonctionne bien s’il y a un petit bruit, mais l’opération 

)y(t)(q)A(qA 1*
m

1*
0

  peut amplifier le bruit significativement. La méthode suivante permet 

d’éviter cela. On réécrit l’équation (II.36) comme suit: 

  )d(tyS)d(tuRSy(t)Ru(t)
AA
1y(t) 0f

*
0f

*

m0


                             

   (II.40) 

oû 

u(t)
)(q)A(qA

1(t)u 1*
m

1*
0

f 
                                                   

     (II.41) 

y(t)
)(q)A(qA

1(t)y 1*
m

1*
0

f   
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et d0=deg A- deg B. On a de plus supposé que deg R=deg S=deg(A0Am)-d0=l. l’équation (II.40) 

peut être utilisée pour l’estimation avec les moindres carrées récursives. Si on introduit: 

 l0l0 s...sr...r  

et 

 )lt(y...)t(y)lt(u...)t(u)t(   

On peut l’écrire comme 

)θd(ty(t) 0
T   

Les estimations sont alors obtenues de manière récursive à partir des équations (II.30). 

L'algorithme de commande adaptative suivant est alors obtenu. 

ALGORITHM 2.3 Régulateur Auto-Ajustable Direct Simple 

Données: les spécifications en termes de polynômes Am , Bm et A0 et du degré relatif du système 
d0. 

Etape 1: Estimer les coefficients des polynômes R et S dans le modèle (II.40) soit, 

)d(tyS)d(tuRy(t) 0f
*

0f
*   

par les moindres carrées récursives des équations (II.35) 

Etape 2: Calculer le signal de commande à partir de : 

y(t)S(t)uTu(t)R *
c

**   

avec R et S sont obtenus des estimations dans l’étape1 et 

(1)AAT m
*
0

*                                                                 (II.42) 

avec deg A0=d0-1, on répète les étapes 1 et 2 à chaque période d’échantillonnage. 

L’équation (II.42) est obtenue à partir de l’observation que l’opérateur de transfert en boucle 

fermée entre le signal de commande uc et la sortie du processus y est 

m0m00

0

AA
T

BAAb
BTb

BSAR
TB


 



 

En exigeant que cela soit égal à mm
d A(1)Aq 0 on obtient l’équation (II.42). 

Remarque 1: Une comparaison avec l'algorithme 2.2 montre que l'échelon correspondant à la 

conception de la commande manque dans l'algorithme 2.3. Ce qui motive le nom "de 

l'algorithme direct". 

Remarque 2: Notez qu'il est nécessaire de connaître le degré relatif d0 du processus à priori. 

Remarque 3: Les polynômes R et S contiennent le facteur b0. Notez que le polynôme R n'est pas 

monique et que le paramètre r0 doit être différent de zéro. Sinon, la loi de commande donnée par 

l'équation (II.32) n'est pas causale. Comme d0 est le degré relatif du processus, la valeur vraie de 

r0 = b0 est différente de zéro. Toute estimation constante du paramètre sera ainsi différente de 
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zéro. L'estimation obtenue pour un temps fini peut, cependant, être égal à zéro. En pratique, il est 

donc indispensable de prendre quelques précautions. 

Remarque 4: Notez que l'hypothèse B-=b0 implique que tous les zéros du processus sont 

compensés. C'est la raison pour laquelle l'algorithme nécessite que le processus doit être à phase 

minimale. 

II.3 Commande Adaptative à Modèle de Référence (MRAC) 

La Commande adaptative à modèle de référence (MRAC) se réfère à une classe 

particulière de la commande adaptative. La commande MRAC est l'une des approches les plus 

populaires de la commande adaptative, en raison de sa simplicité et de son haut niveau de 

performance. Dans cette classe, les contrôleurs adaptatifs sont conçus en utilisant un modèle de 

référence pour décrire les caractéristiques désirées du processus à commander. L'utilisation de 

certains modèles de référence facilite l'analyse des systèmes adaptatifs et fournit un 

environnement stable. Le schéma original pour un système MRAC proposé par Whitaker en 

1958 a été introduit pour la commande des avions [49]. 

Le système de base comprend le modèle de référence, le processus à commander, le 

mécanisme d’ajustement  et un contrôleur adaptatif. Le modèle de référence est un modèle idéal, 

sa sortie ym (t) représente directement la réponse dynamique désirée. 

Le système MRAC a deux boucles: une boucle interne (ou boucle de régulation) qui est 

une boucle de commande ordinaire constituée du processus et du contrôleur et une boucle 

externe (ou boucle d’adaptation) qui ajuste les paramètres du contrôleur de manière à ce que 

l'erreur entre la sortie du modèle et la sortie du processus soit égale à zéro, comme il est 

représenté dans la Figure II. 5. 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Figure II. 5 Commande adaptive à model de référence directe 

 

Parameters du Contrôleur 

Modèle de 
Référence 

Mécanisme 
d’Ajustement  

Contrôleur Processus 

uc 

y u 

ym 
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II.3.1 La Règle MIT 

La méthode du gradient ou la règle MIT a été développée dans le Massachusetts Institute 

of Technology (MIT); elle est utilisée pour appliquer l'approche MRAC à un système pratique. 

Dans cette règle la fonction du coût ou la fonction de perte est définie comme 

2e
2
1)(J                                                               (II.43) 

où, e est l'erreur de la sortie ; elle est la différence entre la sortie du modèle de référence et le 

modèle réel. θ est le paramètre ajustable connu sous le nom du paramètre de commande. Dans 

cette règle le paramètre θ est ajusté de telle sorte que si la fonction de coût est minimisée ; alors 

il est raisonnable de changer le paramètre dans la direction du gradient négatif de J, soit: 

θ
Jγ

dt
dθ




                                                      (II.44) 

 
θ
eγe

dt
dθ




                                                    (II.45) 

Le terme dérivée partielle ∂e/∂θ, est appelée la dérivée de la sensibilité du système. Cela montre 

comment l'erreur est dépendante du paramètre ajustable θ. Il existe plusieurs alternatives pour 

choisir la fonction de coût J. Par exemple, elle peut également être considérée comme le mode 

d'erreur. De même dθ/dt peut aussi avoir différentes relations pour différentes applications. 

L’algorithme du sign-sign: 

 esign
θ
eγsign

dt
dθ











                                           (II.46) 

ou bien il peut être choisi comme : 

 esign
θ
eγ

dt
dθ











                                              (II.47) 

où: sign (e) =1      pour e > 0 

                   = 0     pour e = 0 

                   = -1    pour e < 0 

Dans certaines applications industrielles, il est constaté que le choix du gain d'adaptation est 

critique et sa valeur dépend des niveaux du signal. Donc, la règle MIT doit être modifiée 

comme : 

eγ
dt
dθ                                                          (II.48) 

où  
θ
e



  et                                             
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


Tβ

eγ
dt
dθ


                                                     (II.49) 

où β > 0 est introduit pour éviter la division par zéro lorsque φT
 φ est petit. 

II.4 La Commande Adaptative à Grand Gain 

La commande à grand gain est un outil bien connu et populaire pour la stabilisation 

robuste des systèmes de commande qui satisfont certaines hypothèses sur le processus. 

L'amplitude appropriée du gain dépend des caractéristiques du processus qui sont souvent 

incertaines. Donc, le choix du gain peut être soit inefficace (trop petit), ou il y a une exploitation 

excessive d’actionneur (trop élevé), certaines propriétés du système à commander, comme l'ordre 

du système, le signe de son gain en hautes fréquences et la taille de l'incertitude, doivent être 

connus. Dans plusieurs cas, ces informations ne sont pas disponibles ou l'effort pour les obtenir 

ne peut être justifié. Afin de contourner ce problème, le paramètre de grand gain peut être 

déterminé de manière adaptative. Car aucun mécanisme d'identification n’est utilisé, cette 

stratégie de commande adaptative est généralement appelée commande adaptative non basée sur 

l’identification et prend souvent la forme simple: 




0
2 k)0(k,)t(y)t(k

)t(y)t(k)t(u


                                
               (II.50) 

Cette approche a été introduite par Mareels (1984), Martensson (1985), Morse (1983) et 

Willems et Byrnes (1984) pour les systèmes linéaires invariants dans le temps. Elle n'est pas 

basée sur l'identification du système ou sur les algorithmes d'estimation des paramètres du 

processus. Ils ont montré que les contrôleurs adaptatifs continus à grand gain de l’équation 

(II.50) stabilisent tout système à une seule entrée, une seule sortie, à phase minimale et un gain 

en hautes fréquences positif [58]. 

Si le système nominal est linéaire et satisfait les hypothèses nécessaires, la stabilité du 

système à commander peut être garantie pour une large classe d'incertitudes. De plus, quelques 

lois de commande atteindre une désensibilisation arbitraire du système de commande à boucle de 

retour. 

Il n'y a que peu d'articles disponibles où le système nominal est supposé non linéaire 

plutôt qu’avec des perturbations non linéaires [59]. Une première approche est due à Byrnes et 

Isidori (1984) qui considèrent les systèmes à une seule-entrée/une seule-sortie (SISO) d'ordre un, 

avec degré relatif unité et de signe connu du gain en hautes fréquences. Khalil et Saberi (1987) et 

Saberi et Lin (1990) ont considéré également le problème de stabilisation du grand gain adaptatif 

avec les paramètres du grand gain, qui est augmenté en ligne à des instants de temps discrets. 

Leur approche est basée sur la théorie des perturbations singulières et permet au système 
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multivariable secondaire d'avoir un degré relatif arbitraire puissant, mais connu; un ordre fini. 

Cependant, le «signe du gain en hautes fréquences» doit être connu. Une simple modification de 

(II.50) a également été appliquée avec succès pour stabiliser d’une façon adaptative un système à 

une seule-entrée/une seule-sortie (SISO), de degré relatif unité avec ordre inconnu et un champ 

de dérive de vecteurs positivement homogène (voir Ryan, 1995) [60]. 

II.4.1 Système Considéré et Contrôleur proposé 

Considérons un système incertain décrit par 

(II.51b)Cx(t)y(t)
(II.51a)Bu(t)Ax(t)(t)x




                              

où t  est la variable de temps, nx(t)   est l'état avec n inconnu, u(t)  est la commande 

scalaire d’entrée et y(t)  est la sortie scalaire mesurée, A, B, C sont des matrices inconnues 

de dimensions appropriées. On suppose ce qui suit : 

Hypothèse 1: (A, B) est contrôlable et (C, A) est observable. 

Supposons que le système (II.51) est un sujet de contrôleur linéaire à retour de sortie avec un 

gain  k , c.-à-d., 

kyu                                                                                           (II.52) 

Alors, le système à commander avec boucle de retour résultant, peut être décrit par: 

(k)xA~x                                                                                          (II.53) 

avec 

kBCA:(k)A~                                                                                 (II.54) 

Le système (II.53) est asymptotiquement stable si et seulement si il existe 0ε   tel que, 

  ελRe   pour tout  (k)A~σλ                                                           (II.55) 

où  (k)A~σ  représente l’ensemble des valeurs propres de (k)A~ . Cela conduit aux définitions 

suivantes: 

Définition 1. Le system (II.51) est  uniformément stabilisable via un grand gain à retour de sortie 

si et seulement si il existe 0ε   et k  tel que (II.55) est vérifiée pour tout kk  . 

Definition 2. Le système  (II.51)  est à phase minimale si : 








 
0C
BAsI

det  a tous ses zéros dans C- 

Definition 3. Le système (II.51) a un degré relatif un si : 

0CB   , CB est alors appelé le gain en hautes fréquences. 

L'hypothèse suivante est faite. 
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Hypothèse 2: Le system (II.51) est  uniformément stabilisable via un grand gain à retour de 

sortie. 

Le contrôleur adaptatif considéré ici c’est une version de paramètres adaptifs simples de (II.52), 

il est donné par 

(II.56b)γyk
(II.56a)kyu

2


  

où k(t) est le paramètre adaptatif et γ  est un nombre réel positif. 

II.4.2 Stabilité de la commande à grand gain 

On peut citer le théorème suivant, 

Théorème 1 Considérons un système SISO décrit par (II.51), si en plus il est de phase minimale 

avec un degré relatif unité et possède un gain positif en hautes fréquences, alors il est 

uniformément stabilisable par le régulateur adaptatif à grand gain (II.52). 

Preuve du Théorème 1. 

Pour la démonstration voir les références [61-64]. 

II.4.3 Résultat Important 

Avant de procéder à une démonstration du théorème 1, nous avons besoin du théorème suivant. 

Théorème 2. Considérons un système décrit par 

 
(II.57b)Cxy
(II.57a)xk(t)BCAx




 

où A, B, C satisfait les hypothèses 1, 2 et   1010 tt,t,t:k(.)  , est une fonction 

différentiable satisfaisante  

0(t)k                                                                                              (II.58) 

Alors il existe k  et 0ε    tel que si et seulement si kk(t)   pour tout 0tt  , et 

  n
10 t,t:x(.)   est une solution de (II.57a) alors 

 0ttεMey(t)   pour tout  10 t,tt                                            (II.59) 

Pour un certain M. 

II.5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté différents types de la commande adaptative, 

commençant par des définitions de base de la commande auto-ajustable, où on a vu qu’est ce 

qu’un régulateur auto-ajustable (STR), son principe de fonctionnement par placement de 

pôles/zéros, les régulateurs auto-ajustables indirectes et directes. Comme on a présenté aussi la 

commande adaptative à modèle de référence (MRAC) par la définition de la règle MIT. Dans 

cette section on a vu aussi qu’est ce qu’un système de commande à grand gain, avec 



Chapitre II- La Commande Adaptative                                                                                    49 
 

 
 

l’introduction de quelques notions du schéma de commande adaptative à grand gain pour une 

classe de systèmes linéaires invariants dans le temps. Notre objectif est d'introduire des 

opérateurs d'ordre fractionnaire dans cet algorithme de commande, de démontrer sa stabilité et de 

comparer ses performances avec celles du schéma initial. 



 
 
Chapitre III 
 
 
 

Commande adaptative à grand gain d'ordre fractionnaire 
 

 

III. 1. Introduction 

Les contrôleurs basés sur le calcul d'ordre fractionnaire gagnent de plus en plus d'intérêts parmi 

les chercheurs du domaine de la commande. Ces contrôleurs peuvent avoir des opérateurs et/ou 

des systèmes d’ordre fractionnaire dans leur structure ou implémentation. Ils ont été introduits 

dans les applications de commande dans un effort continu d'améliorer les performances de 

commande du système. 

Dans ce chapitre, nous allons, premièrement, proposer un schéma d’un contrôleur adaptatif 

d’ordre fractionnaire à grand gain avec retour de sortie pour une classe de système linéaire, 

invariant dans le temps, à phase minimale, monovariable (single input-single output, SISO) et de 

degré relatif un. Nous avons aussi proposé un contrôleur adaptatif à grand gain en modifiant le 

concept de -modification par le biais du calcul d'ordre fractionnaire.  

 

III. 2 Contrôleur Adaptatif d'Ordre Fractionnaire à Grand-Gain  

Dans  cette section on va présenter le premier schéma proposé de contrôleur adaptatif d'ordre 

fractionnaire à grand gain avec retour de sortie pour une classe de systèmes linéaire invariant 

dans le temps à phase minimale, à une seule entrée, une seule sortie (SISO) et de degré relatif 

unité. L'idée fondamentale de ce nouveau schéma est l'introduction d'une intégration d’ordre 

fractionnaire en plus de l'intégration régulière de la sortie du système dans le gain d'adaptation de 

la stratégie de commande. On a montré que ce contrôleur peut stabiliser asymptotiquement la 

classe de systèmes considérés. Ce contrôleur peut également résoudre le problème de poursuite 

de la sortie d'une référence échelon unité. Les résultats de simulation d'un exemple illustratif sont 

présentés pour montrer l’amélioration de la qualité de commande en utilisant le schéma de 

commande proposé comparé au schéma de commande classique. 

III. 2. 1  Propriété de l’intégration d’ordre fractionnaire 

Dans ce travail, les définitions de Riemann-Liouville de l'intégration et de la différentiation 

d'ordre fractionnaire ont été utilisées. Ainsi, pour le cas 0 < < 1, f(t) étant une fonction causale 

de t, c.à.d., f(t) = 0 pour t < 0, l'intégrale d’ordre fractionnaire est définie comme : 
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  


 
t

0

1 d)(f)t(
)(

1)t(fI                                               (III.1) 

et la dérivée d'ordre fractionnaire est également donnée comme : 

   















  
t

0

)1( d)(f)t(
dt
d

)1(
1)t(fI

dt
d)t(fD                            (III.2) 

où (.) est la fonction gamma. Une des propriétés de l'opérateur d'intégration fractionnaire I =

0I est le fait d’être borné dans l'espace Lp(0, t1) (1 ≤ p ≤ ∞) avec la norme ||f||p. 

Lemme :  

Les opérateurs d'intégration fractionnaire 
0I avec > 0 est borné dans Lp(t0, t1) (1 ≤ p ≤ ∞) : 

ppt )t(fK)t(fI
0


     avec  

)(
)tt(

K 01







                                       (III.3) 

Preuve : voir le lemme 2.1 de [65] dans la page 72. 

III. 2. 2 Commande Adaptative à Grand Gain  

La commande adaptative continue à grand gain est un axe de la commande adaptative où le 

contrôleur est d’une grande simplicité. Ce contrôleur n'est ni basé sur l’identification de système 

ni sur des algorithmes d'estimation de paramètres du système ni encore sur de l'injection des 

signaux de test [64]. Il est bien établi que la commande adaptative à grand gain peut stabiliser 

n'importe quel système monovariable, à phase minimale avec un gain aux hautes fréquences 

positif et de degré relatif un [62,64,66-68].  

Considérons un système monovariable incertain décrit par : 

)t(Bu)t(Ax
dt

)t(dx
                                                    (III.4.a) 

)t(Cx)t(y                                                                   (III.4.b) 

où t  est la variable de temps, x(t) n est l'état avec n inconnu, u(t)   est la commande 

scalaire et y(t)  est la sortie scalaire mesurée; A, B, C, sont des matrices inconnues de 

dimensions appropriées. 

Hypothèse A1: 

Supposons que le système ci-dessus soit contrôlable et observable à phase minimale avec un gain 

aux hautes fréquences positif et de degré relatif un. 

Théorème 1 [62,64,66-68] :  

Considérons un système incertain décrit par l’équation (III.4) satisfaisant l’hypothèse A1 alors il 

est uniformément stabilisable par la loi de commande adaptative proportionnelle à grand gain 

suivante : 
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u(t) = - k(t) y(t)                                                      (III.5) 

Preuve : Pour la preuve voir [62,64,66-68]. 

En outre, pour s’assurer que le gain k(t) augmente au delà de la limite inferieur garantissant la 

stabilité asymptotique, k(t) est adaptée par la sortie comme suit [61-62,64,66-68]: 

)t(y
dt

)t(dk 2                                                         (III.6) 

Dans ce cas, pour des conditions initiales arbitraires x0 = x(t0) ∈ n , k0 = k(t0) ∈  , le 

problème aux limites du système en boucle fermée a une solution unique (x(t), k(t)) avec les 

propriétés suivantes : 

                                     0)t(xlim
t




        et          


 k)t(klim
t

 

Théorème 2 [61] : 

Soit le système monovariable incertain de l’équation (III.4), satisfaisant l’hypothèse A1, alors il 

vérifie le théorème 1 avec la loi de commande adaptative proportionnelle de l’équation (III.5). 

Le système de commande en boucle fermée résultant est donné comme : 

  )t(xBC)t(kA
dt

)t(dx
                                                  (III.7.a) 

)t(Cx)t(y                                                                      (III.7.b) 

 k(.) : [t0, t1) → , est une fonction différentiable satisfaisant : 

0
dt

)t(dk
  

alors il existe k   et  > 0 tel que si k)t(k   pour tout t ≥ t0 et pour x(.) : [t0, t1) → n , toute 

solution de (III.7a),  10 t,tt  , on a: )tt( 0Me)t(Cx)t(y 
  pour M > 0. 

Preuve : Pour la preuve voir Corless [61]. 

III. 2. 3 Position du Problème   

Soit le système de l'équation (III.4) satisfaisant l’hypothèse A1, alors ce système peut être 

stabilisé par la loi de commande adaptative proportionnelle des équations (III.5) et (III.6); mais 

une caractéristique ennuyante de cette loi de commande est que le gain k(t) diverge en présence 

de la plus légère erreur dans la sortie y(t) provoquée, par exemple, par un bruit de mesure. Dans 

le cas d’un problème de commande à retour de sortie avec un gain constant, cela peut être 

facilement surmonté en introduisant le terme intégral dans la loi de commande. Ainsi, l'objectif 

du présent travail est de proposer une modification dans l’adaptation du gain de l’équation (III.6) 

de la loi de commande de l’équation (III.5) pour garder la stabilité du système de commande en 

boucle fermée, forcer sa sortie à converger sans erreur statique et maintenir son gain borné; sans 
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aucune connaissance a priori des paramètres du système et de son ordre. Donc, l’idée de base de 

cette nouvelle modification dans la conception de la loi de commande est l'introduction de 

l'intégration d’ordre fractionnaire en plus de l'intégration régulière de la sortie du système dans le 

gain d'adaptation de la stratégie de commande de l'équation (III.6). 

Alors, pour le système monovariable incertain décrit par l’équation (III.4), satisfaisant 

l’hypothèse A1, il est uniformément stabilisé par la commande adaptative proportionnelle à 

grand gain de l’équation (III.5) dont la loi d’adaptation est donnée comme suit : 

e(t) = y(t) - r(t)                                                              (III.8.a) 

u(t) = -k(t) e(t)                                                              (III.8.b) 

)]t(e[D)t(e
dt

)t(dk 2
2

2
1

                                                    (III.8.c) 

où r(t)  est le signal de référence, k(t)  est le gain adaptatif et e(t) = [y(t) - r(t)]   est 

le signal d'erreur. Par simplicité, on considère le cas où r(t) = 0 pour prouver la stabilité du 

système de commande avec la loi de commande proposée donnée par :  

u(t) = - k(t) y(t)                                                        (III.9.a) 

)]t(y[D)]t(y[
dt

)t(dk 2
2

2
1

                                         (III.9.b) 

où les paramètres 1, 2 et sont des nombres réels satisfaisant   

0,0 21                                                           (III.10) 

-1 <  < 1                                                            (III.11) 

Alors, de l'équation (III.9.b), le gain k(t) sera donné comme : 

)]t(y[I)]t(y[I)t(k 2)1(
2

21
1

                                       (III.12) 

On note que pour 01  et 02  , on aura le cas classique donné dans [61] et si 01  et 02  , 

on aura le cas fractionnaire donné dans [15]. Alors, le schéma d’adaptation du gain k(t) de 

l'équation (III.12), pour -1< <1, n’a pas d’équivalent en utilisant seulement l'intégration et la 

différentiation régulières. On veut que ce terme d’intégration fractionnaire introduit dans le gain 

d'adaptation du contrôleur de l'équation (III.12) puisse aider à forcer la sortie pour converger 

sans erreur statique dans le cas sans bruit et pour maintenir le gain non borné en présence du 

bruit et pour améliorer le comportement de la boucle de commande sans détruire la stabilité du 

système en boucle fermée quand le paramètre d'ordre fractionnaire varie dans l’intervalle -1 < 

< 1.  

III. 2. 4 Analyse de stabilité du système en boucle fermée 

Soit le système de l’équation (III.4) satisfaisant l’hypothèse A1 commandé par un contrôleur 

adaptatif de l'équation (III.9). Le système en boucle fermée résultant est décrit par : 
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)t(x]CB)t(kA[)t(x)k(A~
dt

)t(dx
                                (III.13.a) 

)]t(y[D)t(y
dt

)t(dk 2
2

2
1

                                           (III.13.b) 

)t(Cx)t(y                                                                         (III.13.c) 

Ce système peut être considéré comme un système avec l’état (x, k) ∈  xn . Notre contribution 

principale portera sur les propriétés de stabilité du système de commande en boucle fermée avec 

le schéma de commande d’ordre fractionnaire proposé. Ces propriétés de stabilité sont indiquées 

dans le théorème et lemme suivants: 

Théorème 3  

Pour chaque condition initiale (t0, x0 = x(t0), k(t0) = k0) ∈  xnx  du système de commande 

en boucle fermée de l’équation (III.13), il existe une solution [x(.), k(.)] :  [t0, t1) →  xn , t0 < 

t1. Chaque solution peut être continue sur [t0, ∞) et satisfait : 

(.)k  est borné                                                             (III.14) 

0)t(xlim
t




                                                                (III.15) 

Preuve du théorème 3 : Pour la preuve du théorème 3, on va considérer deux cas en se basant 

sur le paramètre de la dérivée d'ordre fractionnaire . 

Cas 1 :  -1 <  ≤ 0  

Pour ce cas nous aurons besoin du lemme suivant. 

Lemme 2 :  

Le gain du contrôleur défini dans l’équation (III.12)  k(t) : [t0, t1) → , t0 < t1, pour -1 <  ≤ 0, 

est une fonction différentiable, satisfaisant : 

0)t(k                                                            (III.16) 

Preuve du lemme 2 : 

Soit  = − , alors 0 ≤ β < 1, donc le gain du contrôleur k(t) de l'équation (III.13.b) devient : 

 

)]t(y[I)t(y
dt

)t(dk 2
2

2
1

                                                 (III.17) 

De la définition de l’intégrale d'ordre fractionnaire de Riemann-Liouvillle  de l’équation (III.1), 

on a : 
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   


 
t

t

212

0

d)(yt
)(

1)y(I                                           (III.18) 

Il est évident que le second membre de l'équation (III.18) est positif ( 1)(  , pour 0 < < 1). 

Et comme on a 01   et 02  , ceci implique que le second membre de l'équation (III.17) est 

positif. Donc, 0)t(k  . 

Continuant avec la preuve du théorème 3, on va démontrer d'abord que k(t) est borné. Le 

comportement de x(t) satisfait : 

)t(x]CB)t(kA[
dt

)t(dx
  

où du lemme 2 on a 0)t(k  , alors du théorème 2, il existe k  ,  > 0 et M > 0 tel que si 

k)t(k   pour tout t ≥ t0 et pour tout x(.) : [t0, t1) → n , solution de l’équation (III.13a), 

 10 t,tt  , on a: 

)tt( 0Me)t(y 
                                                         (III.19) 

et du lemme 1, pour 0 ≤ β < 1, on a : 

)t(yK)t(yI 22)1(
t0


                                                    (III.20) 

D’où, les équations (III.19) et (III.20) impliquent que )]t(y[I)t(yI)t(k 2)1(
t2

21
1 0

  est borné 

sur  10 t,t . Pour démontrer que x(t) converge vers zéro quand t , on réécrit équation 

(III.13.a) comme suit : 

)t(B)t(xA
dt

)t(dx
                                                 (III.21) 

où 

]CBkA[A                                                       (III.22) 
est asymptotiquement stable et  

)t(y)]t(kk[)t(                                                  (III.23) 

k(.) borné implique que y(.)L2 et (.)L2. Comme x(.) est la sortie d'un système 

asymptotiquement stable ayant comme entrée (.)L2, alors x(.)L2 et (.)x L2. Donc : 

0)t(xlim
t




 

Cas 2 : 0 < < 1  

Soit  = (1− ) avec 0 < β < 1, donc le gain du contrôleur k(t) de l'équation (III.13.b) devient: 
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)]t(y)t(y2[I)t(y

]})t(y{D[I)t(y

)]t(y[I)t(y
dt

)t(dk

2
2

1

2
2

2
1

2)1(
2

2
1













                                             (III.24) 

Le signe de )t(k  sera basé sur l'intégration d'ordre fractionnaire )]t(y)t(y2[I   de l'équation 

(III.24). Pour cela, on va considérer deux cas selon le signe du terme )]t(y)t(y[  . 

 0)]t(y)t(y[  sur tout l'intervalle de temps considéré: 

L’intégrale d'ordre fractionnaire de Riemann-Liouvillle est donnée comme : 

   


 
t

t

1

0

d)](y)(y2t
)(

1)]t(y)t(y2[I                                   (III.25) 

Le second membre de cette équation est positif vu que 0)]t(y)t(y[  et 1)(  , pour 0 <  < 1. 

Et comme on a 01   et 02  , ceci implique que le côté droit de l'équation (III.24) est positif. 

Donc, 0)t(k  . Comme dans le cas ci-dessus où -1 < < 0, le même raisonnement est utilisé 

pour montrer que (.)k  est borné et 0)t(xlim
t




.  

 0)]t(y)t(y[   sur tout l'intervalle de temps considéré: 

0)]t(y)t(y[  , implique directement que la fonction |y(t)| est une fonction strictement 

décroissante, donc on a: 

0)t(ylim
t




                                                              (III.26) 

et du lemme 1, pour 0 ≤ β < 1, on a également : 

)t(yK)t(yI 22
t0


                                                    (III.27) 

D’où, les équations (III.26) et (III.27) impliquent que )]t(y[I)t(yI)t(k 2
t2

21
1 0

 est borné 

sur  10 t,t . De l'équation (III.13.c) on a y(t) = Cx(t) et puisque le système de l'équation (III.4) 

satisfaisant l’hypothèse A1 est observable, alors: 

0)t(xlim
t




                                                            (III.28) 

III. 2. 5 Exemple illustratif  

Un exemple illustratif est présenté pour montrer l'efficacité et l’amélioration de la qualité de 

commande en utilisant le schéma de commande proposé. On va considérer un système continu 

instable à phase minimale de degré relatif un, donné par la fonction de transfert suivante [69]: 

)3.0s(s
)1s(5)s(G




                                                            (III.29) 
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On peut facilement voir que le système ci-dessus satisfait l'hypothèse A1. Donc, on peut 

appliquer le contrôleur d’ordre fractionnaire adaptatif à grand gain proposé dans l’équation 

(III.12) à ce système. Basé sur la dérivée d'ordre fractionnaire (-1 < < 1) de l’équation 

(III.9), on va voir deux cas. Pour les deux cas, toutes les conditions initiales ont été mises à zéros 

et la période d’échantillonnage T pour les calculs numériques est T = 25ms. 

Cas 1 :   -1 < < 0  

Les paramètres du gain k(t) du schéma de commande proposé dans l’équation (III.12) ont été 

pris comme: 55.0 , 0.41   et 0.122  . Alors le gain de commande k(t) est donné par : 

   )]t(y[I0.12)]t(y[I0.4)t(k 255.121                                   (III.30) 

Pour des raisons de comparaison, le cas classique donné dans [61] a été également utilisé. On a 

mentionné que si 00.41  et 02  , le schéma de commande proposé de l’équation (III.12) 

sera le cas classique. D’où, le gain de commande classique kc(t) est donné par : 

 )]t(y[I0.4)t(k 21
c                                                 (III.31) 

Le calcul numérique de l'intégrateur  fractionnaire d'ordre 1.55 de l’équation (III.30) a été fait en 

utilisant un filtre numérique FIR obtenu par [70]. Les résultats de simulations sont obtenus en 

prenant  le signal de référence r(t) comme échelon unité. La Figure III.1 montre les tracés des 

sorties y(t) et yc(t) du système de commande en boucle fermée utilisant, respectivement le 

schéma de commande d’ordre fractionnaire proposé et le schéma de commande classique. De la 

Figure III.1, on peut voir que la sortie y(t) du système de commande en boucle fermée en 

utilisant le schéma de commande d’ordre fractionnaire proposé est plus rapide ; elle possède un 

dépassement et un temps de montée plus petits par rapport à la sortie yc(t) du système de 

commande en boucle fermée en utilisant le schéma de commande classique. Le tracé des signaux 

de commande u(t) et uc(t) du système de commande en boucle fermée utilisant les schémas de 

commande d’ordre fractionnaire et classique proposés, respectivement, sont données dans la 

Figure III.2. Les tracés des gains de commande fractionnaire et classique k(t) et kc(t) sont 

montrés dans la Figure III.3. 
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Figure III.1  Sorties y(t) et yc(t) du système en boucle fermée avec le schéma de commande 

                         d’ordre fractionnaire proposé et le schéma de commande classique 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure III.2  Commandes u(t) et uc(t) du système en boucle fermée avec le schéma  

                  de commande d’ordre fractionnaire proposé et le schéma  
           de commande classique 
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Figure III.3  Gains de commande k(t) et kc(t) du système en boucle fermée avec le schéma de 
                         commande d’ordre fractionnaire proposé et le schéma de commande classique 

 
 

On note que l’amélioration des performances obtenues en utilisant le schéma de commande 

d’ordre fractionnaire proposé exige un début du signal de commande u(t) plus grand que le début 

du signal de commande uc(t) du schéma de commande classique comme il est montré dans la 

Figure III.2; mais le signal de commande u(t) utilisant le schéma de commande d’ordre 

fractionnaire proposé est plus rapide que le signal de commande uc(t) utilisant le schéma  de 

commande classique malgré sa plus grande amplitude du début. De la Figure III.3, on remarque 

aussi que l'amplitude du gain k(t) du système en boucle fermée utilisant le schéma de commande 

d’ordre fractionnaire proposé est bornée et a une amplitude plus grande à l'état stable que 

l'amplitude à l'état stable du gain kc(t) du système en boucle fermée utilisant le schéma de 

commande classique. 

Cas 2 :   0 < < 1  

Dans ce deuxième cas, les paramètres du gain de commande k(t) du schéma de commande 

proposé de l’équation (III.12) sont donnés comme: 3.0 , 0.41   et 0.122  . Alors le gain 

de commande k(t) est donné par : 

)]t(y[I0.12)]t(y[I0.4)t(k 27.021                                               (III.32) 
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Dans ce cas aussi, le gain de commande classique kc(t) de l’équation (III.31) est utilisé en guise 

de comparaison. Le calcul numérique de l'intégrateur fractionnaire d'ordre 0.7 de l’équation 

(III.32) a été fait en utilisant un filtre numérique FIR obtenu par [70]. Les résultats de 

simulations sont également obtenus en utilisant un signal de référence r(t) l’échelon unité. La 

Figure III.4 montre le tracé des sorties y(t) et yc(t) du système en boucle fermée utilisant les 

schémas  de commande d’ordre fractionnaire et classiques proposés, respectivement. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure III.4  Sorties y(t) et yc(t) du système en boucle fermée avec le schéma de commande 
                          d’ordre fractionnaire proposé et le schéma de commande classique 

  
 

Comme dans le premier cas, on peut facilement voir, de la Figure III.4, que la réponse de la 

sortie y(t) du système de commande en boucle fermée utilisant le schéma de commande d’ordre 

fractionnaire proposé a un dépassement et un temps de montée plus petits que celui de la sortie 

yc(t)  du système en boucle fermée utilisant le schéma de commande classique. La sortie y(t) est 

autant rapide que yc(t). Cependant, la réponse de la sortie y(t) peut être accélérée pour une valeur 

plus grande du paramètre 2  du gain de commande k(t) de l’équation (III.32).  

Le tracé des signaux de commande u(t) et uc(t) du système en boucle fermée utilisant les 

schémas de commande d’ordre fractionnaire et classiques sont données dans la Figure III.5. 
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Figure III.5  Les Commande u(t) et uc(t) du système en boucle fermée avec le schéma de 

                 commande d’ordre fractionnaire proposé et le schéma  
           de commande classique 

 
 

Comme dans le premier cas, même si un plus grand signal de commande initial u(t) comparé au 

signal de commande initial uc(t) est nécessaire comme il est montré dans la Figure III.5. Le 

signal de commande u(t) utilisant le schéma de commande d’ordre fractionnaire proposé est plus 

rapide que le signal de commande uc(t) utilisant le schéma de commande classique.  

Les tracés des gains de commande d’ordre fractionnaire k(t) et classique kc(t) sont donnés dans la 

Figure III.6. Dans ce cas, on peut aussi facilement voir, de la Figure III.6, que l'amplitude du 

gain k(t) du schéma de commande d’ordre fractionnaire proposé est bornée et a une amplitude 

plus petite à l'état permanent que l'amplitude à l'état permanent du gain kc(t) du schéma de 

commande classique.  
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Figure III.6  Gains de commande k(t) et kc(t) du système en boucle fermée avec 
                      le schéma d’ordre fractionnaire proposé et le schéma classique 

 

De l'exemple ci-dessus, on a remarqué et noté ce qui suit : 

 le contrôleur adaptatif d’ordre fractionnaire proposé peut résoudre le problème de 
 poursuite de la référence échelon unité. 

 les paramètres de réglage 1 > 0 et 2 > 0 affectent seulement les performances   

 transitoires  et non pas la stabilité du système de commande avec boucle de retour.  

 l'introduction de l'intégration d’ordre fractionnaire dans le gain d'adaptation de la  

 stratégie de commande a amélioré le temps de monté et le temps de réponse et a diminué 

  le dépassement de la réponse mais cette amélioration des performances a besoin d’une 

 plus grande amplitude du signal de commande au début. 

 la réponse de la sortie peut être accélérée en mettant un paramètre de réglage plus grand  

 2 du gain de commande du schéma de commande d’ordre fractionnaire proposé.  

 pour tout paramètre de réglage donné 1  du schéma de gain de commande classique, on 

peut toujours trouver un paramètre de réglage 2 du schéma de gain de commande  

d’ordre fractionnaire proposé pour l’amélioration des performances. 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

temps (s)

 

 
k(t)
kc(t)



Chapitre III- Commande adaptative à grand gain d'ordre fractionnaire                             63  
 

 
 

III. 3 Commande Adaptative d’Ordre Fractionnaire avec -Modification 

Dans cette section on présente un contrôleur adaptatif à grand gain d’ordre fractionnaire avec le 

concept -modification pour une classe de système SISO linéaire invariant dans le temps, à phase 

minimale, de degré relatif unité. L'idée de la conception proposée est une autre modification dans 

le concept -modification adaptatif à grand gain en introduisant la différentiation fractionnaire 

dans le gain d'adaptation de la stratégie de commande à la place de la différentiation régulière. 

La qualité du schéma de commande proposé comparé au cas régulier a été étudiée à travers les 

résultats de simulation d'un exemple illustratif. 

III. 3. 1  Préliminaires  

Dans cette section la définition de Caputo de la dérivée d'ordre fractionnaire est employée. Pour 

0 < α < 1 et f(t) une fonction causale, la dérivée d'ordre fractionnaire est définie comme [32]: 

 


 
t

0

1 )(d}))](f(D[)t({
)1(

1)]t(f(D[I)t(fD                          (III.33) 

où Γ(.) est la fonction Gamma.  

Un système de relaxation d'ordre fractionnaire, pour 0 < m < 1 et λ > 0, est représenté par 

l'équation suivante: 

e(t)λx(t)
dt

x(t)d
m

m

                                                    (III.34) 

Sa fonction de transfert est donnée par : 

λ)(s
1

E(s)
X(s)G(s) m 

                                                 (III.35) 

De [35], on peut écrire que: 




 





12N

1i i

i
m )p(s

r
λ)(s

1G(s)                                           (III.36) 

Pour un nombre donné N de l'approximation ci-dessus, les pôles pi et les résidus ri (pour i = 

1.2....,2N-1) sont donnés par [35]: 

  N)(i
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où 
















m
1

0 λ
1τ et est le rapport d'un pole au pole précédent avec > 1. On a également, pour 

s = 0, 





12N

1i i

i

p

r

λ
1 . En prenant la transformée de Laplace inverse de l'équation (III.36), on obtient : 
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III. 3. 2 Position du Problème 

Considérons un système SISO incertain décrit par l’équation d’état suivante: 








Cx(t)y(t)
Bu(t)Ax(t)(t)x

                                                 (III.39) 

où n)t(x  est le vecteur d'état avec n inconnu, )(tu est la commande scalaire et )(ty

est la sortie scalaire; A, B, C, sont des matrices inconnues de dimensions appropriées. Supposons 

que le système ci-dessus est contrôlable et observable à phase minimale, avec un gain en haute 

fréquence positif et de degré relatif unité. Il est bien connu que le système (III.39) peut être 

stabilisé par la loi de commande proportionnelle adaptative à grand gain u(t)=-k(t)y(t). Pour 

s'assurer que le gain k(t) s’accroît au delà de la limite après que le système en boucle fermée est 

asymptotiquement stable, k(t) est adapté par la sortie comme suit [62,66-67] : 

2[y(t)]
dt

dk(t)
                                                  (III.40) 

Une caractéristique ennuyante de cette loi d'adaptation est que la moindre erreur dans la sortie 

y(t) conduit à la divergence de k(t). Pour éviter ce problème, la loi d'adaptation de l’équation 

(III.40) a été modifiée pour incorporer un terme d’amortissement comme suit [62,66] : 

2[y(t)]σk(t)
dt

dk(t)
                                                (III.41) 

où  > 0 est un terme d'amortissement positif de petite valeur. Ceci est généralement considéré 

comme la commande à grand gain adaptatif avec le concept -modification. Un effet de cette 

modification est clair : une sortie  y(t) bornée rend un gain k(t) borné. Mais, les auteurs de [67] 

ont démontré que la loi d'adaptation de l’équation (III.41) présente quelques problèmes. D'abord, 

le facteur d’amortissement  est responsable d'un effet déstabilisateur dès que le terme [-k(t)] 

domine le terme [y(t)] 2 ; en second lieu, l'introduction de solutions qui ne convergent pas à zéro 

même en absence des perturbations. Troisièmement, dans le cas où le système de commande en 

boucle fermée n'est pas asymptotiquement stable pour k(t) = 0, un comportement indésirable 

peut apparaitre [67].  

Alors, pour éliminer les inconvénients énumérés ci-dessus de la commande adaptative à grand 

gain avec -modification tout en maintenant les propriétés de robustesse par rapport aux erreurs 

dans la sortie, une commande adaptative à grand gain avec -modification modifiée a été 

introduite en utilisant le calcul d'ordre fractionnaire. L'idée fondamentale de la conception 

proposée est l'introduction d'une différentiation fractionnaire dans le gain d'adaptation de la 
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stratégie de commande à la place de la différentiation régulière. Donc, au lieu de la loi 

d'adaptation de gain de l’équation (III.41), on propose une autre modification et ce par 

l'introduction de la dérivée d'ordre fractionnaire conduisant au nouveau schéma du gain 

d'adaptation suivant: 

u(t) = - k(t) y(t)                                                        (III.42.a) 

2
α

α

[y(t)]σk(t)
dt
k(t)d

                                                  (III.42.b) 

où le paramètre est un nombre réel tel que 0 < < 1. Du schéma d'adaptation proposé dans 

l’équation (III.42), on note que si = l et = 0, c’est le cas classique de [66]; si = 1 et ≠0, 

c’est le cas du concept de -modification de [67]; et si ≠ 0 et= 0 c’est le cas fractionnaire de 

[15].  

III. 3. 3 Solution de l’équation du gain d’adaptation 

Considérons l'équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire de l’équation (III.42.b) 

représentant le schéma du gain d'adaptation proposé: 

2
α

α

[y(t)]σk(t)
dt
k(t)d

                                                 (III.43) 

où α

α

dt
k(t)d est la dérivée fractionnaire de Caputo d'ordre (0 < < 1) [32]. En prenant la 

transformée de Laplace de l’équation (III.43), on obtient: 

         E(s)σs0ksσssK 1α1)(α1α 
                                    (III.44) 

où k(0) est la condition initiale et E(s) = L{[y (t)] 2}. L'expression de k(t) est obtenue en prenant 

la transformée de Laplace inverse de l'équation (III.44); on aura alors : 
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où {*} est le produit de convolution. De la section III. 3. 2, on a : 
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et,  
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Donc, la solution de l'équation différentielle d’ordre fractionnaire du gain k(t) de l’équation 

(III.43) est donnée par: 
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On remarque de l'expression de k(t) de l’équation (III.49), pour une sortie y(t) bornée,  le gain 

k(t) est borné. Pour voir l’amélioration de la qualité de la commande du schéma proposé de -

modification fractionnaire, on fait quelques simulations pour différentes situations et on compare 

les résultats obtenus pour les gains de commande, les sorties et les signaux de commande du 

système en boucle fermée pour les trois cas: le cas classique, le cas -modification et le cas -

modification fractionnaire 

III. 3. 4 Analyse de la Stabilité 

Considérons le système incertain décrit par l’équation (III.39) satisfaisant l’hypothèse A1 de la 

section (III.2.2), alors il est uniformément stabilisable par la loi de commande adaptative 

proportionnelle à grand gain u(t) = - k(t) y(t) où le gain k(t) est adaptée par l’équation (III.42). 

Alors, le système en boucle fermée résultant est décrit par l’équation suivante : 

       

 

Cx(t)y(t)

[y(t)]σk(t)
dt
k(t)d

x(t)k(t)BCA(k)x(t)A~
dt

dx(t)

2
α

α







                                   (III.50) 

Ce système peut être considéré comme système avec l'état  nk)(x, . La contribution 

principale de cette étude sera les propriétés de stabilité du système de commande en boucle 

fermée avec le schéma de la commande d’ordre fractionnaire proposé. Ces propriétés de stabilité 

sont exposées dans le théorème et les lemmes suivants. 

Théorème 4 

Pour chaque condition initiale    n
00000 )k(tk),x(tx,t du système en boucle 

fermée (III.50), il existe une solution      n
10 t,t:k(.)x(.), . Chaque solution peut être 

continu sur  ,t 0 et satisfait  

                              k(t)  est borné                                                                   (III.51) 

                              0x(t)lim
t




                                                                     (III.52) 

Preuve du théorème 4 : premièrement, on aura besoin du lemme suivant. 

Lemme 3 : le gain du contrôleur défini en (III.49)   1010 tt,t,t:k(t)  , pour 1α0  , est 

une fonction différentiable satisfaisant  

0)t(k                                                            (III.53) 
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Preuve du lemme 3 :                                  

L’équation proposée du gain d'adaptation k(t) est donnée par: 

2
α

α

[y(t)]σk(t)
dt
k(t)d

  

En prenant la transformée de Laplace L{.}de cet équation, on obtient: 

   σs
)s(EsK α 

  

où E(s) = L{[y (t)] 2}. On peut donc écrire :  

   σs
)s(sEssK α 

  

En prenant la transformée de Laplace inverse L-1{.} de cet équation, on aura: 

         (t)y)t(y2*
σs

1L
dt

)]t(y[d*
σs

1LsE(s)L*
σs

1L(t)k α
1

2

α
11

α
1 








































   

De l’équation (III.36), pour 1α0  , on a :   


 




12N

1i i

i
α )p(s

r
σs

1 , alors on obtient: 

 (t)y2y(t)*er(t)k
12N

1i

tp
i

i 








 





                                        (III.54) 

On sait que 




 
12N

1i

tp
i 0er i . Alors, le signe de (t)k est basé sur le signe du terme (t)yy(t) . Donc, 

on considère deux cas selon le signe du terme (t)yy(t)  . 

Cas 1 :    0(t)yy(t)  sur tout l'intervalle de temps considéré 

Le second membre de l’équation (III.54) est positif vu que 0)]t(y)t(y[  et




 
12N

1i

tp
i 0er i ; donc: 

0)t(k   

Continuant avec la preuve du théorème 4, on va démontrer d'abord que k(t) est borné. Le 

comportement de x(t) satisfait : 

)t(x]CB)t(kA[
dt

)t(dx
                                         (III.55) 

Du lemme 3 on a 0)t(k  , alors du théorème 2, il existe k  ,  > 0 et M > 0 tel que si 

k)t(k   pour tout t ≥ t0 et pour tout x(.) : [t0, t1) → n , solution de l’équation (III.55), 

 10 t,tt  , on a )tt( 0Me)t(y 
 . D’où,  










 













12N

1i

2tip

i

i
12N

1i

tip

i

i )]t(y[*ep
r

k(0)e
p
rk(t)  de 

l’équation (III.49) est borné sur  10 t,t .  
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Pour démontrer que x(t) converge vers zéro quand t , on réécrit l’équation (III.55) comme : 

)t(B)t(xA
dt

)t(dx
  

où ]CBkA[A  est asymptotiquement stable et )t(y)]t(kk[)t(  avec k(.) borné impliquant 

que y(.)L2 et (.)L2. Alors, comme x(.) est la sortie d'un système asymptotiquement stable 

ayant comme entrée (.)L2, alors x(.)L2 et (.)x L2. Donc : 

0)t(xlim
t




 

Cas 2 :    0(t)yy(t)  sur tout l'intervalle de temps considéré 

  0(t)yy(t)   implique que la fonction )t(y  est une fonction strictement décroissante et donc

0)t(ylim
t




.  

Continuant aussi avec la preuve du théorème 4 pour ce cas, on va donc démontrer que k(t) est 

borné et le comportement de x(t) satisfait 0)t(xlim
t




. Etant donné que 0)t(ylim
t




 ; d’où, 

 









 













12N

1i

2tip

i

i
12N

1i

tip

i

i )]t(y[*ep
r

k(0)e
p
rk(t)  de l’équation (III.49) est borné sur  10 t,t . On a 

Cx(t)y(t)   et comme le système de l’équation (III.39) est observable puisqu’il satisfait 

l'hypothèse A1 de la section (III.2.2), alors on a : 

0x(t)lim
t


  

III. 3. 5 Exemple illustratif 
Un exemple illustratif est présenté pour montrer l'efficacité du schéma de commande 

proposé. On considère un système continu instable à phase minimale et de degré relatif un donné 

par l’équation suivante [67]: 

du)t(y
dt

)t(dy
                                                                  (III.56) 

où d est une perturbation constante. Le système (III.56) peut être stabilisé par la loi de 

commande adaptative proportionnelle à boucle de retour de grand gain u(t)=-k(t)y(t). Les 

paramètres des équations des lois de commande modification fractionnaire et modification 

de (III.42) et (III.41), respectivement, sont =0.8 et =0.1. Ainsi, les gains k(t) sont adaptés par 

les trois lois suivantes [71] : 

classique: 2)]t(y[
dt

)t(dk
                                                           (III.57) 

-modification: 2)]t(y[)t(k1.0
dt

)t(dk
                                          (III.58) 
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-modification fractionnaire: 2
8.0

8.0

)]t(y[)t(k1.0
dt

)t(kd
                              (III.59) 

Les conditions initiales de tous les systèmes de commande à boucle de retour ci-dessus sont 

y(0)=1 et k(0)=0 et la période d’échantillonnage T pour les calculs numériques est T = 0.1 s. 

Plusieurs simulations pour différents cas de perturbation d sont faites.  

Premier cas : sans perturbation, d = 0  

Figure III.7 montre, respectivement, les tracés des gains du système de commande en boucle 

fermée avec le schéma de commande k(t), ksig (t) et du kreg des schémas de commande -

modification fractionnaire, -modification et régulière des équations (III.57), (III.58) et (III.59). 

On le voit clairement que k(t) et kreg(t) convergent rapidement à leurs valeurs finales et sans 

oscillations; alors que ksig(t) oscille autour de sa valeur finale. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Figure III.7  Gains de commande de -modification fractionnaire (ligne solide), 
                  de -modification (ligne trait-point) et du cas régulier  

               (ligne pointillée) sans perturbation 
 

 

Figure III.8 montre aussi les tracés des sorties y(t), ysig(t) et yreg(t) du système de commande en 

boucle fermée avec le schéma de commande proposé -modification fractionnaire, le schéma de 

commande -modification et le schéma de commande régulier, respectivement. On peut voir que 

le y(t) et yreg(t) convergent à leurs valeurs finales sans oscillations; alors que ysig(t) oscille autour 
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de sa valeur finale. On note aussi que seulement la sortie du cas régulier converge vers zéro.  La 

Figure III.9 montre les tracés du signal de commande u(t), usig(t) et ureg(t) du système de 

commande en boucle fermée avec le schéma de commande proposé -modification fractionnaire, 

le schéma de commande -modification et le schéma de commande régulier, respectivement. On 

peut également voir que u(t) et ureg(t) convergent à leurs valeurs finales rapidement et sans 

oscillations; alors que usig(t) oscille autour de sa valeur finale. On  note aussi que seulement le 

signal de commande du cas régulier converge vers zéro.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure III.8  Sorties de -modification fractionnaire (ligne solide), de -modification 
                   (ligne trait-point) et du cas régulier (ligne pointillée) sans perturbation 
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Figure III.9  Signaux de commande de -modification fractionnaire (ligne solide), 

                     de -modification (ligne trait-point) et du cas régulier  
              (ligne pointillée) sans perturbation 

 
 
Deuxième cas : avec perturbation, d = 1  

Figure III.10 montre les tracés des gains de commande k(t), ksig(t) et kreg(t) du système de 

commande en boucle fermée avec le schéma de commande proposé -modification fractionnaire, 

le schéma de commande -modification et le schéma de commande régulier, respectivement. On 

observe clairement que k(t) et ksig(t) convergent à leurs valeurs de stabilité sans oscillations; 

alors que kreg(t) diverge complètement. Figure III.11 montre les tracés des sorties y(t), ysig(t) et 

yreg(t) du système de commande en boucle fermée avec le schéma de commande proposé -

modification fractionnaire, le schéma de commande -modification et le schéma de commande 

régulier, respectivement. Nous pouvons voir que y(t) et ysig(t) convergent à leurs valeurs finales 

rapidement et sans oscillations; alors que yreg(t) diverge. Figure III.12 montre les tracés du signal 

de commande u(t), usig(t) et ureg(t) du système de commande en boucle fermée avec le schéma de 

commande proposé -modification fractionnaire, le schéma de commande -modification et le 

schéma de commande régulier, respectivement. On peut également voir que u(t) et usig(t) 

convergent vers leurs valeurs finales rapidement et sans oscillations; alors que ureg(t) diverge.  
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Figure III.10 Gains de commande de -modification fractionnaire (ligne solide), 

                      de -modification (ligne trait-point) et du cas régulier  
              (ligne pointillée) avec perturbation 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.11  Sorties de -modification fractionnaire (ligne solide), le -modification 
                     (ligne trait-point) et le cas régulier (ligne pointillée) avec perturbation 
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Figure III.12  Signaux de commande de -modification fractionnaire (ligne solide), 

                  de -modification (ligne trait-point) et le cas régulier  
               (ligne pointillée) avec perturbation 

 

III. 4 Conclusion 

Dans ce chapitre, on a présenté, en premier lieu, un concept des contrôleurs adaptatifs d'ordre 

fractionnaire par le biais d’une boucle avec retour de sortie à grand gain pour une classe de 

système linéaire, invariant dans le temps, à phase minimale, monovariable, de degré relatif unité. 

L'idée fondamentale de ce concept est l'introduction d'une intégration d’ordre fractionnaire à coté 

de l'intégration régulière de la sortie du système au carré dans le gain d'adaptation de la stratégie 

de commande. L'introduction de l'opérateur d'ordre fractionnaire dans le gain d'adaptation de la 

stratégie de commande a fourni des paramètres de réglage supplémentaires qui ont amélioré les 

performances du système de commande en boucle fermée. L'analyse de stabilité du système de 

commande en boucle fermée utilisant le schéma de commande d’ordre fractionnaire proposé a 

été faite. Les résultats de simulation d'un exemple illustratif ont été présentés pour montrer 

l’amélioration de la qualité de commande en utilisant ce schéma de commande proposé comparé 

au schéma de commande classique. Les résultats obtenus ont ouvert quelques horizons pour 

proposer d’autres schémas de commande adaptative d'ordre fractionnaire qui n'existaient pas 

dans le cas régulier. 
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De plus, on a présenté un concept de commande adaptative fractionnaire à grand gain avec le 

concept de σ-modification pour une classe de systèmes monovariable, linéaire, invariant dans le 

temps, à phase minimale, et de degré relatif unité. L'idée du concept proposé est l'introduction de 

la dérivée d’ordre fractionnaire dans le gain d'adaptation de la stratégie de commande de σ-

modification à la place de la dérivée régulière. La stratégie proposée a éliminé le comportement 

indésirable de la commande adaptative classique à grand gain avec σ-modification en absence 

des perturbations constantes tout en maintenant les propriétés de robustesse en ce qui concerne 

l'erreur constante dans la sortie. Le schéma de commande proposé a également fourni un 

paramètre de réglage supplémentaire, la dérivée d'ordre fractionnaire, qui peut être utilisé dans 

l’amélioration de la qualité de contrôle du système de commande en boucle fermée. Les résultats 

de simulation du schéma de commande proposé ont été comparés à la commande adaptative à 

grand gain classique et à la commande adaptative à grand gain régulier avec σ-modification. 

L'intégration d’ordre fractionnaire introduite a clairement améliorée le comportement transitoire 

du système de commande tel qu’un dépassement plus petit et une réponse plus rapide. 

 

 



 

 

Chapitre IV 

 

Commande d’Ordre Fractionnaire 
 

 

IV. 1 Introduction 

Dans ce chapitre, on examine l’utilisation du calcul d’ordre fractionnaire dans la Commande 

Adaptative à Modèle de Référence (MRAC). L’introduction des opérateurs d’ordre fractionnaire 

dans la boucle de commande adaptative, et particulièrement dans la Commande Adaptative à Modèle 

de Référence (MRAC), s’est avéré être un bon moyen pour l’amélioration de la dynamique du 

système en ce qui concerne le temps de réponse et le rejet de perturbation. L’idée d’introduire des 

opérateurs d’ordre fractionnaire dans l’algorithme d’adaptation est très récente et doit être mieux 

établie, c’est pourquoi de nombreuses équipes de recherche travaillent sur le sujet. Notre contribution 

dans ce travail est l’utilisation des algorithmes de la commande adaptative à modèle de référence 

d’ordre fractionnaire (FMRAC) en se basant sur l'approximation de Charef des systèmes d'ordre 

fractionnaire oscillatoire. Des simulations sont présentées pour montrer l’efficacité du schéma de la 

commande adaptative d’ordre fractionnaire proposé. 

D’autre part, une nouvelle stratégie d’ajustement des paramètres du contrôleur classique PID 

en se basant sur un modèle de référence d’ordre fractionnaire. Notre modèle est présenté par un 

système en boucle fermée idéale dont la boucle ouverte est donnée par la fonction de transfert idéale 

de Bode. Les paramètres du contrôleur PID sont réglés par la minimisation de l’intégrale de l'erreur 

quadratique (ISE) entre les réponses du modèle de référence fractionnaire désirée et du système avec 

le contrôleur PID. Le système en boucle fermée résultant (avec le contrôleur PID) possède la 

caractéristique souhaitée d'être robuste aux variations du gain avec des réponses à un échelon 

présentant la propriété d’iso-amortissement. Notre contribution dans ce travail est l’utilisation du 

modèle de référence d’ordre fractionnaire idéale en se basant sur l'approximation de Charef des 

systèmes d'ordre fractionnaire oscillatoire. Des simulations sont présentées pour montrer l’efficacité 

du schéma de réglage du correcteur classique PID proposé. 
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IV.2 Préliminaires  

IV. 2. 1  la Règle de M.I.T 

La méthode du gradient ou la règle MIT a été développée dans le Massachusetts Institute of 

Technology (MIT). Elle est utilisée dans l'approche de la Commande Adaptative à Modèle de 

Référence (MRAC). On considère un système en boucle fermée où le contrôleur possède un vecteur 

θ de paramètres ajustables. Un modèle d'une sortie ym spécifie la sortie désirée de la boucle fermée. e 

est l'erreur entre la sortie y du système en boucle fermée et la sortie du modèle désiré ym, comme il est 

montré dans la Figure IV.1. Il est possible d'ajuster ces paramètres pour que la fonction coût: 

2e
2
1)(J                                                                         (IV.1) 

soit minimisée. Il faut changer les paramètres dans la direction du gradient négatif de J, soit : 









 eeJ

dt
d                                                                  (IV.2) 

Ceci mène à  [41] : 

ey
s m


                                                                        (IV.3) 

Le signal de commande est calculé en utilisant la relation suivante 

 Tu                                                                           (IV.4) 

où φ est le vecteur de régression contenant les signaux d'entrée et de sortie mesurés u et y et l'entrée 

de référence uc. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  IV.1 Commande adaptative à modèle de référence basée sur la règle de MIT 
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IV. 2. 2 Fonction de Transfert Idéale de Bode 

Dans son étude sur la conception des amplificateurs à retour, Bode a proposé une forme 

idéale de la fonction de transfert en boucle ouverte comme dans la Figure IV.2 [7]. 

 
                             

 

 

 
 

Figure  IV.2 Système de commande d’ordre fractionnaire avec  
                        la fonction de transfert idéale de Bode L(s). 

 

       





 α

s
ω

L(s)
α

c                                                     (IV.5) 

où ωc est la fréquence au gain unité, c'est-à-dire, |L (jωc)|=1. Le paramètre α est la pente de la courbe 

d'amplitude, sur une échelle logarithmique, et peut avoir des valeurs entières ainsi que des valeurs 

réelles. En fait, la fonction de transfert L(s) est un différenciateur fractionnaire pour α < 0 et un 

intégrateur fractionnaire pour α > 0. Les diagrammes de Bode de L(s) (0 < α < 2) sont très simples. 

La courbe d'amplitude est une droite de pente constante -20αdB/dec, et la courbe de phase est une 

ligne horizontale de -απ/2 rad. Considérons maintenant le système avec retour unitaire représenté 

dans la Figure IV.2 avec la fonction de transfert idéale de Bode L(s) inséré dans la boucle directe. Ce 

choix de L(s) donne un système en boucle fermée avec la propriété souhaitable d'être insensible aux 

variations du gain. Si le gain change, la fréquence de coupure ωc varie, mais la marge de phase du 

système PM = π (1-α/2) rad reste indépendamment de la valeur du gain. Le système en boucle fermée 

de la Figure IV.2 sera donc utilisé comme modèle de référence pour l’ajustement des paramètres du 

contrôleur PID. Une stratégie sera développée pour l’ajustement des paramètres du contrôleur PID 

en se basant sur ce modèle de référence d’ordre fractionnaire. 

IV. 2. 2. 1 Réponse Fréquentielle 

La fonction de transfert en boucle fermée du système de la Figure IV.2 est donnée par : 

α

cω
s1

1
L(s)1

L(s)H(s)















                                               

 (IV.6) 

R(s) 
    + 

 

L(s)= (ωc /s)α 
 

Y(s) 
    - 
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où ωc est la fréquence au gain unité et α est l’ordre fractionnaire tel que 1< α < 2. Le diagramme de  

Bode de (IV.6) pour plusieurs valeurs de α est donné dans la Figure IV.3.a pour le module et la 

Figure IV.3.b pour la phase (voir section I.6.3.2). 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
Figure IV.3.a Module du diagramme de Bode de la fonction de transfert idéale  
 de Bode L(s) en boucle fermée pour plusieurs valeurs de α. 
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Figure IV.3.b Phase du diagramme de Bode de la fonction de transfert idéale  
 de Bode L(s) en boucle fermée pour plusieurs valeurs de α. 

 

IV. 2. 2. 2 Réponse Temporelle 

Pour obtenir la réponse indicielle de la fonction de transfert d’ordre fractionnaire H(s), la sortie y(t) 

pour une entrée échelon unité est donnée dans la Figure IV.4 (voir la section I.6.3.4). 
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Figure IV.4    La réponse indicielle de la fonction de transfert idéale de 
 Bode L(s) en boucle fermée pour plusieurs valeurs de α. 

 

IV. 2. 3 Modèle Utilisé dans la Commande d’Ordre Fractionnaire 

Dans les deux parties suivantes le modèle utilisé est celui du système d’ordre fractionnaire oscillatoire 

qui est défini comme étant le système d’ordre fractionnaire représenté par l’équation différentielle 

fondamentale d’ordre fractionnaire suivante pour 1< α < 2 

                                           e(t)y(t)
dt
y(t)d

)(τ α

α
α

0                                                                 (IV.7) 

sa fonction de transfert est donnée par : 

            
])(sτ[1

1
E(s)
Y(s)H(s) α

0
          1 < α < 2                                            (IV.8) 
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IV. 3 Commande Adaptative à Modèle de Référence d’Ordre Fractionnaire 

  La commande adaptative est l'un des axes de recherches de commande conçue dans les 

années 1950 ; cette méthode de commande est fermement restée dans le courant principal de l'activité 

de recherche avec des centaines d’articles et plusieurs livres publiés chaque année. Une des raisons de 

la croissance rapide et de la popularité continue de la commande adaptative est son objectif 

clairement défini: contrôler des systèmes avec des paramètres inconnus. C'est pourquoi la théorie de 

la commande adaptative compte de nos jours un grand nombre d'approches et de méthodes. Dans 

cette section, on va utiliser la commande MRAC qui est l'une des approches les plus populaires de la 

commande adaptative en raison de sa simplicité et de son niveau de performance élevé. 

La généralisation de la commande adaptative à modèle de référence aux systèmes de commande 

d’ordre fractionnaire a été développée sur deux fronts: en utilisant un modèle de référence d’ordre 

fractionnaire dans le schéma de commande, où une amélioration de la dynamique du système a été 

démontré, essentiellement en ce qui concerne le temps de réponse, en raison des très bonnes 

propriétés dynamiques du modèle de référence, et en introduisant  les opérateurs d’ordre 

fractionnaire qui assure la capacité des algorithmes fractionnaire pour garantir la stabilité avec un 

niveau élevé de performances et de robustesse par rapport aux algorithmes de commande d’ordre 

entier. 

En 2002, Vinagre et al. [9] ont introduit le Calcul d’Ordre Fractionnaire (FOC) dans la 

Commande MRAC. Ils ont utilisé la règle d’ajustement de paramètres d’ordre fractionnaire avec un 

modèle de référence d'ordre fractionnaire. Ladaci et Charef dans [10,72-73] ont utilisé différents 

schémas de commande adaptative à modèle référence d’ordre fractionnaire. Ils ont proposé 

l'introduction d’une différenciation d’ordre fractionnaire à la sortie du processus avec un 

comportement intéressant en présence de bruits additifs. Un schéma de commande combinant 

l’approche du modèle de référence et la règle d’ajustement de paramètres d'ordre fractionnaire pour 

l’ajustement du gain de la boucle directe a été présenté dans [74]. 

Dans notre cas d’étude, la performance souhaitée a été spécifiée par le choix d'un modèle de 

référence d’ordre fractionnaire. L’ajustement des paramètres a été effectué par l'erreur entre les 

sorties du processus et le modèle de référence, comme il est montré dans la Figure IV.5 [75]. 
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Figure IV.5  Commande adaptative à modèle de référence d’ordre fractionnaire 
 

 

IV. 3. 1 Utilisation du Calcul Fractionnaire dans le schéma du MRAC 

Dans cette section, le calcul fractionnaire est introduit dans le schéma du MRAC par 

l’utilisation d'un modèle de référence d'ordre fractionnaire qui va permettre  d'améliorer la dynamique 

de la réponse du processus à commander. Un exemple illustratif est donné pour montrer 

l’amélioration des performances de la méthode utilisée avec quelques commentaires. 

Comme stratégie de commande, nous utiliserons la commande adaptative à modèle de référence 

(MRAC) et particulièrement l'approche utilisant la loi de M.I.T. La structure du contrôleur et la loi 

de commande restent donc inchangées et l'on se limite à utiliser une approximation d'ordre entier de 

la fonction de transfert du modèle d'ordre fractionnaire. La fonction de transfert Gp(s) du processus 

est donnée comme : 

A(s)
B(s)(s)Gp                                                                 (IV.9) 

La fonction de transfert du modèle d'ordre fractionnaire choisi Gm(s) est donnée aussi par : 
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Comme Gm(s) est une fonction irrationnelle, on l’a approximé par une fonction rationnelle (s)G*
m

 

obtenue par la méthode de la fonction des singularités (voir section I.6.3) et elle est donnée par: 

(s)A
(s)B

(s)G *

*
*

m

m

m
                                                           (IV11) 

En utilisant la loi de M.I.T. on obtient de l'équation (II.48), 

ey
s m



                                                        (IV.12) 

donc, on aura : 

e(t)(t)γy
dt
dθ

m                                                 (IV.13) 

ou bien : 


t

0
m dte(t)(t)yγθ(t)                                            (IV.14) 

 

IV.3.1.1 Exemple illustratif 

Un exemple illustratif est présenté pour montrer l'efficacité et l’amélioration de la qualité de la 

commande en utilisant le schéma de commande proposé [76]. Considérons un système décrit par la 

fonction de transfert 

1
5.0)(



s

sG                                                              (IV.15) 

Le schéma adaptatif présenté dans la Figure IV.5 est utilisé pour ajuster le gain de la boucle directe 

afin de poursuivre le modèle de référence de l’équation (IV.10) pour c=1 rad/s : 

cm u
s

sy
])(1[

1)( 
                                                  (IV.16) 

Les résultats des simulations ont été obtenus pour le paramètre γ = 0.0001 et pour différentes valeurs 

du paramètre α. Les Figures IV.6 au IV.11 montrent, respectivement, les résultats obtenus des 

réponses du système en boucle fermée ainsi que les erreurs entre les sorties du modèle et du système 

en boucle fermée pour les paires des paramètres (γ , α) = (0.0001 , 1.25), (γ , α) = (0.0001 , 1.5) et (γ 

, α) = (0.0001 , 1.7).  
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On note que pour les trois cas des paramètres (γ , α) le système en boucle fermée utilisant la 

commande adaptative à modèle de référence d'ordre fractionnaire reste stable. On remarque aussi que 

la réponse dans le cas (γ , α) = (0.0001 , 1.25) est moins oscillante que les deux autres cas, et qu’elle 

réalise la poursuite la plus performante. Le niveau des performances est meilleur lorsque le paramètre 

α est proche de 1. Pendant les simulations, on a aussi noté que la valeur du paramètre gain 

d'adaptation γ nécessaire pour stabiliser le système adaptatif doit très petite et l'augmentation de sa 

valeur peut déstabiliser le système. Donc, Pour des valeurs appropriées du gain d'adaptation γ et le 

parameter , la règle MIT peut résoudre le problème de poursuite du système avec le modèle de 

référence. Par conséquent, la méthode proposée montre qu'un modèle de référence d'ordre 

fractionnaire stabilise le système en boucle fermée et peut considérablement améliorer ses 

performances.  

 

        Figure IV.6  Sorties du système réel et système avec modèle de référence  
        fractionnaire α=1.25 et γ=0.0001 
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     Figure IV.7  Erreur entre sorties du système réel et système avec modèle  
                           de référence fractionnaire α=1.25 et γ=0.0001 
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              Figure IV.8 Sorties du système réel et système avec modèle  
                                   de référence fractionnaire α=1.5 et γ=0.0001 
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      Figure IV.9 Erreur entre sorties du système réel et système avec modèle  
                           de référence fractionnaire α=1.5 et γ=0.0001 
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            Figure IV.10 Sorties du système réel et système avec modèle  
                                   de référence fractionnaire α=1.7 et γ=0.0001 
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 Figure IV.11 Erreur entre sorties du système réel et système avec modèle  

                              de référence fractionnaire α=1.7 et γ=0.0001 
 

IV.4. Ajustement des Contrôleurs PID en Utilisant la Fonction de Transfert Idéale de Bode 

Dans cette section, on aborde le système en boucle fermée avec la fonction de transfert idéale 

de Bode comme système de référence pour l’ajustement des paramètres du contrôleur PID. A cet 

effet, on considère le système en boucle fermée standard représenté dans la Figure IV.12, où Gc(s) et 

Gp(s) sont les fonctions de transfert du contrôleur et du processus, respectivement. Le système peut 

être sujet à la fois des entrées de consigne et de perturbation, r(t) et p(t) respectivement. Dans ce qui 

suit, on va faire une description de la stratégie adoptée pour la conception des contrôleurs PID. On 

présente d'abord le type de contrôleur PID utilisé dans les simulations, suivie d'une description de 

l'algorithme d'optimisation adoptée. 
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Il a été montré que le système réglé selon la méthodologie proposée rend le système en boucle 

fermée robuste même en variant le gain avec les réponses à un échelon révélant une propriété d’iso-

amortissement. 

 

 

 

 

 

 

 
Figure IV.12  Schéma bloque d’un système de commande à retour avec un contrôleur PID 

 

IV.4.1 Contrôleur PID  

Aujourd’hui, le contrôleur PID est la structure de commande la plus utilisée dans les boucles de 

rétroaction. Plus de 90% des boucles d'asservissement dans l’industrie sont des contrôleurs PID. 

Généralement, le contrôleur PID classique est implémenté dans des systèmes de commande à retour 

unitaire classique donné par la Figure V.12. Le u(t) désigne le signal de commande et e(t) l’écart 

résultant de la différence entre la consigne r(t) et la grandeur à commander y(t), Gc(s) est la fonction 

de transfert du contrôleur, Gp(s) est la fonction de transfert de système avec p(t)=0 ce qui donne la 

Figure IV.13. 

 

 

 

 

 

Figure IV.13  Système de commande à retour unitaire classique 

 

L'équation idéale en fonction du temps d'un contrôleur PID a la forme suivante: 
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où u(t) et e(t) désignent les signaux de commande et d'erreur, respectivement, et K, Ti, Td sont le 

gain proportionnel, la constante de temps d'intégration et la constante de temps de dérivation du 

contrôleur PID. L'ensemble des variables (K, Ti, Td) sont les paramètres à régler. 

La fonction de transfert correspondante est donnée par: 

                   







 sT

sT
11K

E(s)
U(s)(t)G d

i
c                                                       (IV.18) 

Les trois termes proportionnel, intégral et dérivé possèdent des caractéristiques différentes et agissent de 

manière complémentaire. La partie proportionnelle constitue la forme la plus élémentaire de rétroaction 

où le signal de commande est simplement l’écart entre la consigne et la grandeur à commander 

multiplié par le gain K. L’intuition veut qu’en augmentant ce gain, le signal de commande agisse de 

manière plus forte sur le système et ainsi atténue plus rapidement l’écart. D’un autre côté, un contrôleur 

agissant trop fortement donnera naissance à des comportements oscillatoires, témoins d’une diminution, 

voire d’une perte de stabilité. L’apparition d’un signal de commande non nul, dans le cas d’un 

contrôleur proportionnel, est soumise à l’existence d’un écart entre la consigne et la grandeur à 

commander. La suppression de celui-ci est assurée par l’utilisation du terme intégral. Ce dernier génère, 

à partir d’un moindre signal d’erreur de signe constant, une commande dont l’amplitude ne cesse de 

croître. Cela aura pour conséquence de supprimer tout écart permanent. Pour cette raison, le terme 

intégral est souvent interprété dans la littérature comme un ajustement automatique du point de 

fonctionnement du contrôleur. Mais il engendre un effet déstabilisant. Au contraire, l’objectif premier 

de l’élément dérivé est d’accroître la stabilité en boucle fermée. L’idée du terme dérivé est de prédire 

l’erreur future afin de pouvoir la corriger directement, sans attendre son apparition [77]. 

IV. 4. 2. Approche d’Optimisation 

La Figure IV.14 représente la structure d’ajustement du système adopté pour la détermination 

des paramètres du PID (K, Ti, Td). Le modèle de référence est donné par la fonction de transfert du 

système en boucle fermée avec la fonction de transfert idéal de Bode L(s) représenté sur la Figure 

IV.2. La fonction de transfert de ce système est donnée par : 

                             21pour,
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                                  (IV.19) 

avec les paramètres d’ajustement (α, ωc) sont l'ordre et la fréquence au gain unité, respectivement.  
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Figure IV.14 Stratégie d’ajustement des paramètres du contrôleur PID 

 

De la Figure IV.14, on voit que la sortie y(t) du système en boucle fermée avec le contrôleur PID est 

comparée à la sortie yr(t) du modèle de référence d’ordre fractionnaire de (IV.19). Ensuite, la 

fonction d'erreur qui en résulte, e(t) = yr(t)-y(t), est minimisée via un critère de performance 

d'optimisation pour déterminer les paramètres optimaux du PID. On a adopté la minimisation de 

l'erreur quadratique de l’intégral (ISE), qui est définie comme: 

                   dty(t))(t)(y)T,TJ(K,
0

2
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                                                     (IV.20) 

où K, Ti et Td sont les paramètres du contrôleur PID. 

La recherche de la conception optimale du contrôleur PID est supposée comme étant un problème 

d'optimisation sous contrainte définie comme suit: 

Minimiser J (K, Ti, Td) sujet à (K, Ti, Td) > 0                                                (IV.21) 

 

Alors, l’ajustement du contrôleur PID consiste à trouver les paramètres optimaux (K, Ti, Td) qui 

minimisent J(K, Ti, Td), tout en satisfaisant la stabilité du système en boucle fermée et des paramètres 

du contrôleur positifs . 

IV. 4.3. Exemple Illustratif 

Comme illustration, on considère un processus dont la fonction de transfert est donnée par 

[78]: 
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Figure IV.15 montre la réponse indicielle du système en boucle fermée avec Gp(s) et avec le PID 

ajusté par la méthode proposée. Dans la Figure IV.15 on représente l'évolution des réponses 

indicielles par rapport au modèle de référence utilisant la fonction de transfert de Bode Idéale pour un 

ordre fractionnaire α = 1,33 et la fréquence au gain unité ωc = 1 rad/s. 

On a trouvé que les valeurs optimaux des paramètres du contrôleur PID sont : K = 2.06, Ti = 0.08 et 

Td = 0.01 pour J = 0.0018.  

On remarque que le système asservi obtenu est robuste par rapport aux variations du gain et possède 

une propriété d’iso-amortissement autour de la fréquence du gain unité. 

 

  

Figure IV.15  Sortie du système asservi réalisé avec celle du modèle de référence 
                        d’ordre fractionnaire pour α =1.33, ωc = 1 rd/s 
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IV.5  Conclusion  

L’algorithme de la commande adaptative à modèle de référence d'ordre fractionnaire pour les 

systèmes SISO peut garantir la stabilité du système en boucle fermée et satisfaire un bon niveau de 

performance. Quoi qu'il en soit les résultats ont montré les avantages qui pourraient être de certain 

intérêt pour la commande des systèmes où la réponse temporelle est une priorité dans les exigences 

du concepteur. 

Nous avons présenté l’extension de la commande adaptative à modèle de référence à un modèle 

de référence d'ordre fractionnaire. A travers des exemples illustratifs on a conclu que : 

• La stabilité de la boucle fermée est maintenue pour plusieurs valeurs du paramètre α du modèle 

de référence d’ordre fractionnaire. 

• Le niveau des performances, en terme du temps de réponse et du lissage de la sortie du système 

en boucle fermée est meilleur pour 1< α < 1.5.  

• L’utilisation du paramètre α pour augmenter la rapidité de convergence du processus. 

De plus, on a présenté aussi une nouvelle stratégie pour l’ajustement des paramètres du 

contrôleur PID. La méthode proposée est basée sur la minimisation de l’ISE entre la réponse 

indicielle désirée, produite par une fonction de transfert d'ordre fractionnaire, et la réponse indicielle 

du système avec le contrôleur PID. Le modèle de référence est constitué d’un système en boucle 

fermée idéale dont sa boucle ouverte est donnée par la fonction de transfert idéale de Bode. On a 

appliqué la méthode proposée pour l’ajustement des paramètres du contrôleur PID, et on l’a testée 

sur un exemple révélant de bons résultats démontrant son applicabilité. Avec la méthode proposée, 

on a obtenu un système en boucle fermée robuste aux variations du gain et une réponse indicielle 

présentant la propriété d’iso-amortissement. Les simulations ont montré l’efficacité du schéma de 

commande d’ordre fractionnaire présenté. 



 

Conclusion Générale 
 

 

En étudiant le domaine de la commande adaptative d’ordre fractionnaire, nous avons 

proposé plusieurs améliorations dans les algorithmes adaptatifs par l’introduction des opérateurs 

d’ordre fractionnaire, et ainsi élargir la théorie de cette commande en développant de nouveaux 

algorithmes tout en montrant leurs avantages en les appliquant aux différents procédés. 

Nous avons présenté deux contributions majeures relatives à la commande adaptative 

d’ordre fractionnaire pour améliorer la qualité de la commande des systèmes dynamiques. Notre 

contribution comporte une partie basée sur des exemples de simulation numériques,  et une partie 

théorique basée sur des arguments analytiques avec l’élaboration d’un théorème de stabilité de la 

commande adaptative à grand gain d’ordre fractionnaire. 

Notre première contribution concerne la proposition d’un nouveau schéma de commande 

adaptative d’ordre fractionnaire à grand gain avec retour de sortie pour une classe de systèmes 

linéaires, invariants dans le temps, à phase minimale, monovariable et de degré relatif unité. 

L'idée fondamentale de ce nouveau schéma est l'introduction d'une intégration d’ordre 

fractionnaire à coté de l'intégration régulière de la sortie du système dans le gain d'adaptation de 

la stratégie de commande. L'ordre d'intégration fractionnaire introduit avait amélioré le 

comportement du système de commande. On a montré que ce contrôleur peut aussi stabiliser la 

classe considérée des systèmes. Le contrôleur adaptatif proposé peut également résoudre le 

problème de poursuite d’une référence échelon unité. Les résultats de simulation présentés 

montrent l’amélioration de la qualité de commande en comparant le schéma de commande 

proposé au schéma de commande classique. 

La deuxième contribution concerne une autre proposition d’un contrôleur adaptatif à grand 

gain avec une modification du concept de -modification en utilisant le calcul fractionnaire. Par 

cette modification, on a l'intention de maintenir la robustesse en présence des perturbations et 

d'éliminer le comportement indésirable en absence des perturbations, par l’introduction de la 

dérivée d’ordre fractionnaire dans le gain d'adaptation de la stratégie de commande à la place de 

la dérivée régulière.  Les résultats de simulation montrent l'efficacité du schéma de commande 

proposé par rapport au cas régulier de la commande adaptative à grand gain et le cas de la 

commande adaptative à grand gain avec -modification. 
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Une autre contribution a été présentée concernant l’introduction d’un système d'ordre 

fractionnaire oscillatoire approximé par la technique de Charef comme modèle dans la 

commande adaptative à modèle de référence (MRAC) conventionnel. Les simulations ont 

montrés l’efficacité du schéma MRAC avec modèle fractionnaire dans l’amélioration de la 

dynamique de la réponse du processus commandé avec une poursuite parfaite de la sortie. 

Une dernière contribution a été présentée en introduisant la stratégie d’ajustement des 

paramètres du contrôleur PID en se basant sur un modèle de référence d’ordre fractionnaire. Le 

modèle utilisé dans ce cas est un système d’ordre fractionnaire dit fonction de transfert idéale de 

Bode. Les paramètres du contrôleur PID sont ajustés par la minimisation de l’intégrale de l'erreur 

quadratique entre les réponses du modèle de référence fractionnaire désirée et du système asservi 

en boucle fermée avec le contrôleur PID. Le système en boucle fermée résultant possède la 

caractéristique souhaitée d'être robuste aux variations du gain avec les réponses indicielles 

présentant la propriété d’iso-amortissement. Le système d'ordre fractionnaire utilisé comme 

modèle a été aussi approximé par la technique de Charef. Des simulations ont été faites pour 

tester ce schéma de commande d’ordre fractionnaire. Les résultats obtenus ont été très satisfaites.  

Quant aux perspectives de recherche, elles s’inscrivent directement dans la continuité des 

travaux réalisés et en cours de réalisation. On suggère alors : 

- Proposition des arguments théoriques de stabilité pour les différents schémas de 

commande proposés. 

- Proposer d’autres schémas de la commande adaptative d’ordre fractionnaire. 

- Etendre les approches proposées à la commande prédictive d’ordre fractionnaire. 

- Etendre les approches proposées de la commande adaptative d’ordre fractionnaire aux 

systèmes multi-variables. 

- Etendre la commande d’ordre fractionnaire aux systèmes à retard. 
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Résumé 
 

 

 

Les contrôleurs basés sur le calcul d’ordre fractionnaire gagnent de plus en plus d’intérêt de la 

communauté scientifique intéressée par la commande des systèmes. Ce type de contrôleurs 

peut impliquer des opérateurs et/ou des systèmes d’ordre fractionnaire dans leur structure ou 

implémentation. Ils ont été introduits dans des boucles de commande dans un effort continu 

d’améliorer la qualité des performances et la robustesse des systèmes asservis. Dans ce 

travail, de nouvelles schémas de commande adaptative d’ordre fractionnaire à grand gain à 

retour de sortie pour une classe de système monovariable, linéaire, invariant de le temps, à 

phase minimale et de degré relative un ont été proposés. En plus, un modèle d’ordre 

fractionnaire a été introduit dans le schéma conventionnel de la commande adaptative à 

modèle de référence. Une stratégie de réglage du contrôleur PID classique en se basant sur un 

modèle d’ordre fractionnaire a été aussi présentée. Les idées de conception de ces schémas de 

commande ont été présentées. Quelques preuves analytiques de stabilité du système asservi 

ont obtenues. L’amélioration de la qualité des performances et de la robustesse des systèmes 

asservis utilisant les schémas de commande proposés par rapport aux cas classiques a été faite 

par le biais des résultats de simulation d’exemples illustratifs pour valider et évaluer leur 

efficacité     

 

 

 

 

 

Mots Clés : Commande adaptative, Commande adaptative à grand gain d'ordre fractionnaire,  
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Abstract 
 

 

 

Controllers based on fractional order calculus are gaining more and more interests from the 

control community. This type of controllers may involve fractional operators and/or fractional 

systems in their structure or implementation. They have been introduced in the control 

applications in a continuous effort to enhance the system control quality performances and 

robustness. In this work, new schemes of fractional order adaptive controller via high-gain 

output feedback for a class of linear, time-invariant, minimum phase and single input-single 

output systems of relative degree one have been proposed. Besides, a fractional order model 

has been introduced in the conventional model reference adaptive control scheme. A classical 

PID tuning strategy has also been presented based on a fractional order model. The basic 

ideas of these control designs have been presented. Some analytical stability proofs of the 

feedback control system have been derived. The control quality enhancement and the 

robustness of the proposed control schemes compared to the classical ones has been done 

through simulation results of illustrative examples to validate and evaluate their efficiency.   
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 ملخـــص

 

 

 

تكتسي المراقبات المرتكزة أساسا على الحساب ذو الأس الجزئي المزید الإھتمام من طرف منظومة البحث العلمي المشتغلة 

كما تم إدراجھا في . النوع من المراقبات یتضمن معاملات أو أنظمة ذات أس جزئي في بنیتھاھذا في مجال مراقبة الأنظمة، 

تركیبات جدیدة  تم إقتراح ،العملفي ھذا . صل من أجل تحسین نوعیة الأداء و متانة الأنظمةحلقات التحكم ضمن جھد متوا

، خطیة التحكم المتكیف ذو ربح كبیر بأس جزئي مع عودة من المخرج من أجل قسم من الأنظمة ذات متغیر واحد في مجال

بالإضافة إلى ذلك تم إدخال في تركیبة التحكم المتكیف  .محدود مع درجة نسبیة واحدة طور اتو غیر متغیرة مع الزمن ذ

الكلاسیكي إعتمادا   PIDكما تم تقدیم إستراتیجیة تعدیل للمراقب  .ذي النموذج المرجعي الكلاسیكي نموذج ذو أس جزئي

لى بعض كما تم الحصول ع. و لقد تم عرض أفكار التصامیم الخاصة بتركیبات التحكم المقدمة. ذي أس جزئي على نموذج

تم التأكد من تحسین نوعیة خصائص الأنظمة و متانتھا باستعمال تركیبات و . البراھین التحلیلیة من أجل إستقرار النظام

  .من أجل تأكید و تقییم فعالیتھا توضیحیةالتحكم المقترحة مقارنة بالحالة الكلاسیكیة بواسطة نتائج المحاكاة لأمثلة 
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