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INTRODUCTION



Hydrolyse, Goethite,... ne sont pas des mots qu'il est courant
d'entendre dans un Laboratoire d'Automatique. De m&me que Analyse Infor-
mationnelle, Programmation Dynamique... n'animent pas souvent les conver-
sations dans une Usine de production de Zinc. Cependant, lorsqu'un con-
trat, ayant pour objectif 1'automatisation d'une é&tape de traitement
hydrométallurgique, les réunit, il est nécessaire de faire en sorte que
ces expressions aient la méme signification pour les deux parties con-

cernées.

La satisfaction d'un tel objectif passe par une phase

Analyse puis Modélisation-Optimisation qui fait l'objet de ce mémoi-
re. L'Analyse Statistique des Données et 1'Analyse Informationnelle
sont les outils de base de 1'étude de ce systéme complexe qu'est le

Traitement Hydrométallurgique des Résidus.

C'est pourquoi, dans un premier chapitre, nous exposons le
fonctionnement global de l'usine de production de Zinc, afin de familia-
riser le lecteur avec les termes que l'on retrouve tout au long du mémoire.
Nous définissons plus précisemment la phase Hydrolyse du Traitement Hy-
drométallurgique des Résidus qui fait l'objet de 1'étude, en détachant

les points fondamentaux sur lesquels nous apportons notre contribution.

Le deuxiéme chapitre définit la méthodologie d'Analyse des
Interactions dans ce type de systéme complexe. Méthodologie basée sur
une comparaison entre le coefficient de corrélation linéaire, et un coef-
ficient de couplage représentant l'Information entre variables, définie

par la Théorie de 1'Information.

Pour cela, nous rappelons dans un premier temps les définitions
principales auxquelles nous faisons référence. Nous montrons ensuite 1'in-
téréat d'une telle méthode pour la mise en valeur de relations entre va-

riables, et pour la détermination de non linéraités.

L'application de cette méthode & la recherche de modéles du
fonctionnement de 1'Hydrolyse,dont la forme n'est pas connue a priori,
fait 1'objet du troisiéme chapitre au cours duquel les difficultés inhé-
rentes 4 l'Analyse des Données en général sont exposées. Plus particu-

liérement, nous montrons comment une procédure d'ajustement des données



permet la détection et la correction d'erreurs de mesure. De méme que
le test de différentes formes de modéles facilite l'interprétation des

résultats.

L'analyse de ces modéles permet déja de dégager une allure

de fonctionnement optimal qu'il s'agira de confirmer par la suite.

Enfin, dans le quatriéme chaplitre, les modéles statisti-
ques ainsi obtenus servent de support a la résolution, par programmation
dynamique, d'un probléme d'optimisation multi-critére permettant 1l'obten-

tion du meilleur compromis entre deux critéres en fait conflictuels.

Nous tirons finalement les conclusions en ce qui concerne
l'analyse statistique de systémes complexes pour lesquels une modélisa-
tion de connaissance est quasiment impossible. Nous montrons aussi dans
ce cas, 1l'intéré&t de l'implantation d'une structure de commande hiérarchi-
sée tenant compte en permanence de la réalisation du meilleur compromis
entre les critéres conflituels. L'importance relative de chacun est défi-

nie en fonction des contraintes de fonctionnement du processus.



CHAPITRE 1

LE COMPLEXE DE PRODUCTION DE ZINC



INTRODUCTION

La proximité des gisements de charbon (DECAZEVILLE) et de
minerai (MASSIF CENTRAL, CEVENNES, PYRENEES) a favorisé en 1871 1l'implan-
tation de la Société VIEILLE-MONTAGNE sur le site de VIVIEZ (AVEYRON) .

Sa production actuelle de l'ordre de 100 OO0 tonnes de Zinc brut
par an lui permet d'assurer 1/3 de la consommation frangaise en Zinc dont

les principales utilisations sont résumées dans le tableau n° I.1.

Galvanisation 102 000
Laminoir 78 000
Laiton 76 000
Alliages (Zamak) 51 000
Oxydes 41 000
Fil métallisation obo
Galvanoplastie 4 000
Protection cathode 400
Piles 400

~ 360 000 Tonnes

Tab. I.1. : Consommation frangaise en Zinc suivant ses divers sous-produits

pour l'année 1980 (en Tonnes).

La concurrence étrangére et les conditions locales ont contraint
la Société VIEILLE-MONTAGNE & traiter sur place une partie de sa produc-

tion pour en augmenter la valeur ajoutée. (Tableau I.2).

Zinc brut : 100 000

dont : Z2inc laminé : 50 000
Alliages : 10 000
Pastilles : 9 000
Zinguerie : 4 000
Acide Sulfurique 50 000

Tab. I.2. : Production moyenne annuelle de l'usine de VIVIEZ (en Tonnes).
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D&s 1922, le procédé électrolytique a été développé 4 VIVIEZ
pour la premidre fois en EUROPE et a rapidement remplacé le procédé ther-
mique, permettant ainsi la production d'un Zinc d'une grande pureté. Mais
un tel procédé nécessite une importante consommation d'énergie.

{Tableau I.3).

Minerai 160 000 Tonnes
Energie électrique 400 GWh
Eau 6 Mm3

Tab. I.3. : Consommations moyennes annuelles de l'usine VIVIEZ

I-1 - LA PRODUCTION ELECTROLYTIQUE DU ZINC

I-1-1 - Synoptique de l'élaboration du Zinc

L'élaboration électrolytique du Zinc est A 1'heure actuelle
la méthode permettant d'obtenir le Zinc de meilleure qualité, définie
par la pureté du métal obtenu.

Zn 52,3 L]

s 30,9

Fe 6,46

Pb 1,66

Cu 0,28

ca 0,17

As 0,09

Ag 90 g/tonne

Divers (Na, K, Al, Co,...) B%.

Tab. I.4. : Composition de la Blende (moyenne 1981).

La production peut &tre subdivisée en trois phases principa-
les (Fig. I.1.) : [33],



-~ L& Grillage,
- La Préparation des Solutions,
- L'Blectrolyse.

Blende

i

Grillage — ™ Acide Sulfurique

Reprises
Crassiers
Préparation Acide
—* des | o] Bacs
Solutions Retour Bacs
l l l Zn métal
R SRS
Divers
Sous_=_Produits
Fig. I.1. : Schéma d'é&laboration du Zinc.
I-1-2 - Le Grillage
La blende y est oxydée en calcine (Zn o).
Zns + % 02 — 200 + SO2 (1)

Les sous-produits résultant de cette transformation sont :

- L'acide sulfurique concentré obtemu A partir du gaz sulfu-

reux (802), dont une grande partie est vendue.

- La vapeur d'eau produite par l'exothermie de la réaction,
réutilisée dans l'usine.
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La création de calcine (1) est bien entendu la réaction prin-

cipale du Grillage, cependant, chacun des métaux contenus dans la Blende

réagit aussi, plus particuliérement le Fer suivant la réaction parasite :

2 FeS + 2nS + 5 o2 . Fe203ZnO + 3 502

Ferrites de 2inc

qui a pour effet de bloquer une partie du Zinc. Il en est de mé&me pour

certains des métaux énumérés tableau I.4. venant "polluer" la calcine.

I-1-3 - La Préparation des Solutions

La calcine y est attaquée par l'acide régénéré sur les bacs
pour former une solution de sulfate de Zinc (Zn SO4) (2).

2
ZnoO + 32504-—————-»Zn804 + H20 (2)

Mais la réalité n'est pas aussi simple. En effet, nous avons

vu que la calcine, contenant de nombreuses impuretés, les transmet & la

solution.

Un second rdle de la préparation des solutions est donc d'épurer
la solution avant qu'elle ne soit électrolysée. Ce qui permet d'obtenir

4 la fois un Zinc trés pur et un bon rendement en courant sur les bacs.
I~1-4 - Les #acs

La solution épurée de sulfate de Zinc (liqueur de téte) est,
aprés une derniére décantation, répartie dans les divers bacs d'électro-
lyse. Le Zinc métallique se dépose sur la cathode d'aluminium et est décol-
lé aprés 48 h de déposition.

Le Zinc obtenu a une pureté de 99,995%.
La régénération de l'acide se fait sur les anodes. Cet acide

est appelé Acide Retour Bacs (RB) et est recyclé sur les diverses étapes
de la Préparation des Solutions.



- 11 -

I-2 - LA PREPARATION DES SOLUTIONS

I-2-1 - Synoptique de la Préparation des Solutions

Les différentes étapes de la Préparation des Solutions ont
pour ocbjectif, outre la mise en solution de la Calcine aux Lixiviations,

l'épuration de la solution ainsi obtenue au Traitement Humide des Résidus,

au Traitement des Boues Bleues, en Purification. (Lixiviations: Lavage d'un
mélange par un solvant pour en extraire les produits solubles.)

Poussiéres

Calcine de Zinc

Lixiviations — e Purification ————ef Bacs

Boues Blanches

Zinc Métal

Conc. Zn
Boues de -
Calcine crassiers )
Traitement
- =

Boues Bleues

Traitement
Humide des

Productions
diverses

Conc. Pb Conc. Fe
Conc. Ag Acide RB

Fig. 1.2. : Synoptique de la Préparation des Solutions

Seules les Lixiviations subsisteraient si la Calcine n'é-
tait que de 1'Oxyde de Zinc. Comme ce n'est pas le cas, il existe plu-

sieurs traitements, spécifiques aux différents métaux en présence dans la
liqueur (fig. I.2.).
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I-2-2 - Les Lixiviations

Les Lixiviations comprennent deux traitements :

Retour THR

Calcine Acide RB
ifi ti.o‘ Traitement
Pur ca n . . .
Décantation Mise en Solution Boues Bleues
Neutre Neutre
Acide RB
Retraitement Décantation
Acide
Vers THR

Fig. I.3. : Synoptique des Lixiviations

La Mise en Solution Neutre assure une premiére purification

en dissolvant la calcine par l'Acide RB ; elle regoit aussi les retours
des divers traitements. Une décantation suit : la liqueur est envoyée a

la Purification, les boues regoivent un traitement plus acide : le Retrai-

tement.

Le Retraitement récupére en solution les traces restantes de

Zinc soluble. Cette solution impure est recyclée & la Mise en Solution
Neutre,.

Les boues de Lixiviations sont envoyées au Traitement Humide

des Résidus, elles contiennent surtout des Ferrites de Zinc et du sulfate
de plomb.
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1-2-3 - Le Traitement Humide des Résidus

Dans le Traitement Humide des Résidus (THR), les boues de
Lixiviations sont traitées de fagon A récupérer le Zinc, séparer le

Plomb et 1l'Argent insolubles, et éliminer le Fer.

Le THR faisant l'objet de 1l'é&tude, son fonctionnement sera

détaillé par la suite.

1-2—4 - La Purification

Les derniéres impuretés encore contenues dans la liqueur de
Lixiviation y sont éliminées. Une partie de cette liqueur est d'abord dé-
cuivrée, puis en deux étapes de purification on obtient une liqueur neutre

préte a4 &tre électrolysée.

Les divers Résidus sont ensuite traités au Traitement des

Boues Bleues.

I-2-5 = Le Traitement des Boues Bleues

Cette étape doit son nom & la coloration bleue des Résidus de
Purification fortement concentrés en Oxyde de Cuivre. Une succession d'at-
taques a4 l'acide RB et une cémentation & la poussiére de Zinc conduisent
4 la récupération du zZinc des céments de Purification pour recyclage en
Lixiviation, & la valorisation du Cadium (Cd), du Cuivre et & la purge du

circuit en Nickel (Ni), Cobalt (Co), Thallium (Tl).

1-3 - LE TRAITEMENT HUMIDE DES RESIDUS

Ce traitement hydrométallurgique, démarré en 1977, remplace
un traitement thermique (Cubilot) présentant un certain nombre d'inconvé-

nients (Travail pénible, entretien, cofit, seul traitement thermique). [12]

Son but est d'assurer d'une part, la récupération du Zinc en-
trainé par la formation des Ferrites (Fe2 03 Zno), d'autre part la mise
hors circuit du Fer (Fig. 1.4.).
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I-3-1 - Synoptique du THR

Boues de
Lixiviations Calcine Calcine
ZnS Boues de crassiers
| l
1ére Attaque Décante Neutralisation | Décanteu
Acide RB
1 L . J
éme -
Décanteur] 2 Attaque Décanteun Hydrolyse
HO
H20
Lavage
. N +
. S Filtration
Vers
Boues
----- Lixiviations
S,Pb,Ag
Concentré
Fer

Fig. I.4. : Synoptique du THR

Les boues de Lixiviations subissent d'abord une premidre at-

taque A4 l'acide appauvri venant de 2e attaque, facilitée par la présence
de concentrés Zinc (ZnS) et le Fer y est réduit & 1'é&tat de Fer 2 + (Fe 804).

Une décantation suit, dont les boues sont soumises & une deuxidme attaque
4 contre-courant, A4 l'acide RB.

Aprés nouvelle décantation, le résidu insoluble constitue le



concentré Plomb, valorisé par ailleurs. Les attagues successives ont per-
mis de récupérer le Zinc qui était contenu dans les Ferrites. Ce Zinc se
retrouve donc dans la liqueur qui est recyclée en Mise en Solution Neutre

aprés Neutralisation et Hydrolyse.

Le THR prend également en charge d'anciennes boues de

Lixiviations stockées sous forme de crassiers.

I=-3-2 - Egdrolgse

Le Fer en solution, présent sous forme de sulfates ferrewux
(Fe SO4) est d'abord oxydé en sulfates ferriques (Fe2 (804)3) (3) et au
fur et A4 mesure, précipité en Goethite (Fe OOH) (4) :

1
2 l-“eSO4 + 5 02 + 523044___.>F92(SO4)3 + HZO (3)
Fez(so4)3 + 4 H20 - 2 FeOOH + 3 sto4 (4)

L'acide libéré par la précipitation est neutralisé par

apport de Calcine principalement :

—e ZN\S + 5
HZSO4 + ZnoO Zn.go4 H20 (5)
Nous n'avons cité 1la que les réactions de base de 1l'Hydro-

lyse. D'autres réactions sont & éviter a& tout prix :

3 Fe2(804)3 + 14 HZO —_—2 H30Fe3(SO4)2(OH)6 + 5 }12504

Jarosites ’
+
Fez(SO4)3 + 6 HZO —_—2 Fe(OH); 3 H2804
Chacun des métaux en présence et plus particuliérement le

Sodium (Na) et le Potassium (K), générateurs d'autres formes de Jarosites,

vient perturber le bon fonctionnement de cette étape.

I1 en est de m@me du Cuivre qui joue le r8le fondamental

de catal yseur de la réaction d'axydation et intervient dans la réaction de

précipitation [12].

On trouvera en Annexe , un récapitulatif des réactions

connues existant lors de 1'Hydrolyse.
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- Addition automatique de Calcine, chaque réacteur étant €quipe
d'une régulation A action PID sur le pH, le point de consigne étant fixe
manuellement en fonction des contraintes et résultats de marche (fig. I.6).

L'étalonnage des pH est fait manuellement deux fois par poste; (toutes les 4h),

- Contrdle de la concentration Fer dans chaque réacteur
par dosage sur le chantier toutes les deux heures. Les points de consigne
étant fixés de maniére empirique en fonction des résultats de marche.

(Fig. 1.6).

- Echantillonnage manuel et analyse physico-chimique de
la Calcine utilisée et de la Goethite obtenue.

p oo o - - o= o o 3

2,8

2 g/l
1 g/1

-
1 2 3 4 5 Réacteurs

ou R 42 R 43 R 44 R 45 R 46

Fig. I.6 : Points de fonctionnnement de chaque réacteur

en [?e 2+ pPH .
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I-4-2 - Contraintes et problémes liés d l'Hydrolyse

Les conditions trés dures de conduite de ce chantier, en
particulier la présence simultanée de précipités et de liquides en solu-
tion acide (pH = 2 & 3) et chaude (90°C) rendent des mesures pourtant
classiques de prime abord, trés peu fiables, voire impossibles a réaliser.

avec des moyens classiques.
Ce fut le cas primcipalarent. de la mesure de pH, trés
simple et rapide en milieux aqueux seul, qui a nécessité plus d'un an

de recherches pour pouvoir obtenir un relevé fiable.

Pour des raisons similaires, les débit-mé@tres initiaux

furent trés rapidement colmatés par le précipité.

A 1l'heure actuelle, bon nombre de ces imperfections sont

résolues.

I-4-3 - Améliorations apportées

La mesure du pH a été entiérement repensée et donne
d'excellents résultats grace a 1l'implantation d'un capteur effectuant
une mesure séquentielle (toutes les 8 mm environ), aprés ringage et étalon-
nage des électrodes. Auparavant la présence constante de précipité avec
1l'électrode formait une couche isolante faussant la mesure. Un tel systé-

me équipe depuis peu tous les réacteurs.

De m&me, un procédé de mesure séquentielle (de mé&me pério-
de que pour le pH) de la concentration en Fer Ferreux (Fe 2+) de la liqueur
est & l'essal sur un réacteur, et devrait équiper rapidement toute la
chaine.

A noter que ces deux procédés ont &té entiérement congus

et réalisés par la Société VIEILLE-MONTAGNE.

I-4-4 - Problémes instrumentauxr posés par l'Hydrolyse

Nous avons vu que l'objectif du THR, hormis l'élimination

du Per, est aussi la récupération du Zinc entrainé dans les Ferrites.
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Or ces deux objectifs ne sont pas toujours réalisés de

fagon optimale.

En effet, la précipitation du Fer nécessite une neutrali-
sation par de la Calcine (5), ceci afin de rétablir le pH de la solution.
D'ou, injection dans le circuit de Calcine dont une partie est perdue,
car n'ayant pas réagi (soit environ 4% du Précipité). De plus, la qualité
du précipité obtenu est importante lors de la filtration : on récupére
alors une partie du Zinc soluble entrainé par imprégnation (soit 3%).
Enfin, les Ferrites contenues dans la Calcine d'Hydrolyse ne sont pas
dissoutes et sont évacuées dans le précipité (soit 2%). D'autres causes

de perte Zinc existent, mais seront négligées.

Nous venons de définir les trois origines principales des
pertes Zinc dans l'Hydrolyse. Les deux premiéres étant directement liées
au fonctionnement de 1'Hydrolyse, nous ne retiendrons qu'elles dans la

suite de l1'é&tude, soit :

- Excés de Calcine,

- Teneur Zinc de la liqueur 4'imprégnation.

La totalité de ces pertes, représentant environ 9% du
précipité, se monte en fait 4 plus de 2000 T/an. nous voyons donc l'inté-

rét d'une conduite optimale de ce processus.

La minimisation de ces pertes passe par la maitrise des deux ty-
pes de pertes précédemment cités, qui sont en fait conflictuelles. En
effet, la réduction des pertes par imprégnation, pour une surface de fil-
tre et une quantité d'eau de lavage données, demande que le précipité ait
une bonne perméabilité. Or, l'expérience montre qu'un léger excés de Cal-

cine est un moyen d'obtention d'une bonne perméabilité.

Cependant, d'autres facteurs ont un effet sur ces pertes

Zinc, en particulier :

- Le pH de la précipitation dans chaque réacteur,
- La vitesse de précipitation dans chaque réacteur.
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. . . ) 3+
A moindre titre, la concentration Fer Ferrique (Fe )
a une incidence sur le résultat, mais elle est liée au pH. Par contre,
la concentration en Cuivre de la solution peut difficilement &tre igno-

rée. Le Cuivre, rappelons le, est un catalyseur de réaction d'oxydation.

I-4-5 - Objet de l'étude sur le THR

L'objectif principal est l'automatisation de 1'étape
Hvdrolyse du THR.

Pour ce faire, 1'étude nécessitera dans un premier temps,
le développement d'une phase analyse qui s'avérera plus délicate que

prévu en raison des divers contre-temps décrits précédemment.

Ensuite, 1l'établissement d'un modéle de la précipitation
du Fer d'une part, et d'un modéle représentatif de la qualité du Pré-
cipité d'autre part, permettront la définition de points de consigne

optimaux.

Enfin, la partie Commande proprement dite ne pourra &tre
abordée qu'une fois tous les moyens de suivi en ligne des variables si-

gnificatives du processus opérationnels.
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CONCLUSION

Aprés avoir décrit le fonctionnement du complexe de

production de Zinc, et détaillé le sous-processus qui est le THR, nous

constatons que nous avons affaire d un systéme complexe ayant une struc-

ture fortement interconnectée.

Cependant, le sous systéme Hydrolyse a quand m&me & lui

une structure en cascade qui facilite l'étude et l'implantation d'une

Commande.

L'objectif global est donc l'établissement d'une structure
de commande permettant la précipitation totale du Fer sous une forme réa-~

lisant le meilleur compromis entre une bonne Filtration et un minimum de

pertes Zinc.

Ce compromis est directement lié aux impératifs de la pro-
duction par la limitation de la quantité d'eau de lavage disponible et
par le "stock tampon” qu'’ est le décanteur.
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ANNEXE

L'oxydation du Fer Ferreux en Fer Ferrique, sa précipitation et

la neutralisation de l'acide ainsi libéré se faisant simul tanément,

nous pouvons contracter ces trois réactions en une seule :

. Précipitation sous forme de Goethite

2 FeSO, + > O, + H O + 2 ZN0 —————e 2 FeOOH + 2 ZnSO
a2 27" "2 — 4

. Précipitation sous forme d'Hydroxo -Jarosites

6 FeSO +20 + 9HO + 2 Z2n0 =——e 2 H

4 5 O, 2 3OFe3(SO4)2(OH)6 + 2 ZnSO4

~

. Précipitation sous forme d'HydrcXydes Ferriques

2 FeSO, + l O, + 3HO + 2 Zn0 ~——meep 2 Fe(OH)3 + 2 ZnSO4

4 272 2
7

— Il existe de mBme suivant les métaux présents :

. Précipitation Qu Fer déja présent sous forme de Fer ferrique (Fe3+)

en Goethite

Fe.(SO,). + HO + 3 zZnO - 2 FeOOH + 3 ZnSO4
2 4’3 2 —

. Précipitation du Potassium sous forme de Jarosites de Potassium

3

= + ZnSO
6 l=‘eso4 + K2504 + 5 o2 + 6 HZO + 3 ZnO —»2 l(Fe3(so4)2(0H)6 3 2n 4
o
. Précipitation du Sodium sous forme de Jarosites de Sodium
3 + Z
6 E‘eSO4 + NaSO4 + 5 O2 + 6 H20 + 3 ZnO —e2 l*lal~‘e3(804)2(OH)6 3 nSO4
e

. Précipitation des Cuivres et du Plomb

1
2 FeSO, + CuO + PbO + 5 02+ 3 Hp O —=PbCu (304)22Fe (08)3

« Précipitation de 1l'Aluminium.

A12(504)3 + 3 H,O0 + 3 ZnO —- 2 AL{(OH), + 3 ZnSO4

3

2 —
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Bien sur, cette 1liste n'est pas limitative, et il existe cer-
tainement d'autres réactions se déroulant dans les bacs d'hYdrolyse, met-
tant en jeu d'autres métaux, dont 1'influence peut cependant &tre négli-

gée.

Remarque: Le signeﬁ sous certains constituants signifie qu'il

s'agit de précipité.



CHAPITRE 11

METHODOLOGIE D’ANALYSE DES INTERACTIONS
DANS LES SYSTEMES COMPLEXES
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INTRODUCTION

Bien que l'analyse des systémes complexes soit devenue,
depuis une décennie, une branche importante de 1'Automatique, son appli-

cation & des processus industriels ne va pas sans poser quelques problémes.

Problémes liés a4 la raison m&me d'é&tre de l'analyse des
systémes complexes. En effet, 1'étude de systémes mono variables, dont
l'objectif était une régulation ponctuelle ne prenant bien souvent en comp-
te qu'un paramétre, a peu & peu laissé la place & des projets bien plus

ambitieux d'étude globale des systémes complexes.

Ce développement est dfi principalement & la nécessité cons-
tante d'une meilleure maitrise de ces systémes (ex: systémes de produc-

tion) et & la diversité des objectifs & atteindre [ S] , [17] , [18]

[23] ., [32] . [34]

Une telle étude, que ce soit modelisation ou commande
nécessite la considération de toutes les informations fournies par le
systéme. Elles sont pour la plupart, contenues dans des données issues

de relevés effectués sur site, en général.

Dans notre étude, la caractérisation de ces informations
est effectuée au moyen de deux coefficients. L'un d'eux, le coefficient
de corrélation est couramment utilisé dans toute analyse de données, mais
présente cependant quelques inconvénients. C'est pour celd que nous lui
adjoignons un coefficient de couplage défini & partir de la Théorie de
1l'Information qui s'avére plus complet [14] . [26] ’ [29] . bien que
présentant quelques problémes d'utilisation.
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Soient xi et xj ) deux variables pour lesquelles on
dispose de n observations,

1 f 1|
X X
{ li\ |j
: i
X =1 o Xt
| i
'n In
X,
=Y |3
On définit.:
. Ecart - type des variables xi, xj :
n - n - 2
- =J}: p (XK )% i oy =J; pk(x';-xj).
i k=1 J k=1

. ii (resp. ij) est la moyenne de la variable xi (resp. xj)

n
. Pk est une pondération de l'observation k telle gque I P, = 1
k=1

(en général P, = % Vk )

Covariance des variables xi et xj .

n .
k = k =

= - -X .

cov(xi,xj) kgl Py (Xi xi) (Xj J)

Le coefficient de corrélation a pour expression :

cov(X.,X,)
1
cor(x 'x ) = —__——2-
177 oy oy
i j

On note cor(xi,xj) = rij

L'ensemble des coefficients entre deux variables d4'un

ensemble X de m variables définit la matrice des corrélations R :
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X = ,xl,....,xi,....,xj,....,xm‘

Remar ]

vVi,j

-1 <rij

r,, =1

ij

une relation linéaire.

variables X, et X

i

rij=0

y -

<1

o i=§J ou les variables X

i

et X

3

sont liées par

«# Il n'y a pas de relation linéaire entre les

Dol la limitation de 1l'emploi du cc;efficient de corrflation i la

recherche de relations exclusivement linéaires.
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II-2 - CONCEPTS DE THEORIE DE L'INFORMATION

II-2-1 - Introduction

Les travaux de SHANNON [29] ont servi de point de
départ & l'utilisation de la Théorie de l'Information pour la recherche

de couplage entre les variables d'un systéme.

Son étude, étant avant tout axée sur les réseaux de

télécommunication, peut se résumer de la maniére suivante :

Soit X, un signal codé émis par une source. Ce signal,
transmis au moyen d'une voie de transmission est détérioré par des phé-
noménes aléatoires (appelés bruit) et le récepteur regoit alors un si-
gnal Y différent de X.

SHANNON a montré qu'il est possible de retrouver X a
partir de Y et qu'il existe, pour X un codage optimal (relativement
aux bruits). [28]

Il est possible de transposer cette approche a 1l'étude
de couplage entre variables d'un systéme. En effet, si X et Y sont deux
variables d'un systéme S : nous pouvons considérer X comme le message
émis, Y comme le message regu. Alors, le systéme S est la voie de trans-
mission au cours de laquelle X est déformé. Les perturbations peuvent
donc &tre les erreurs d'observation, ou bien l'influence d'autres varia-

bles, ou bien les deux & la fois.

De cette fagon, il est possible de définir l'existence
et l'intensité d'une relation entre variables a partir de la Théorie de
1'Information. [1] , [2] , [8] ., [14] . [19] . [26] . Rela-
tion matérialisée par le calcul de l'entropie de variables et de la

transinformation entre variables,

La transinformation représente la quantité d'information

contenue dans Y sur X en termes de probabilité.
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II-2-2 - Entropie de SHANNON dans le cas discret

Soit une variable aléatoire discréte X pouvant prendre

n valeurs finies (x ..., X ) avec les probabilités respectives (p(xi),.
i n

P (xn) satisfaisant les conditions:

p (x) >0 Vi

% p (x,) =1
i=1

II-2-2-1 - Entropie d'une variable

L'entropie de la variable X est la quantité :

n

B (X) = - > p (x;) . log,p (x,) (1)

i=1
a est la base du logarithme utilisé. En général on adopte a = 2,

C'est ce que nous faisons dans la suite du mémoire sans le mentionner.
Remar S : Si les probabilités sont telles que :
* p (xj) =1 alors p (xi) =0 Vi#)
- H (X) =0

vi

1
= p(xi) = a

= H (X) = logn

Dans ces remarques, il est évident que l'entropie d'une
variable peut &tre considérée comme une mesure de l'incertitude sur la
réalisation de cette variable et que :

O < H (X) < logn
\ \

pas d'incertitude Incertitude maximum
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II-2-2-2 - Entropie conjointe de deux variables

. Soit une variable aléatoire Y prenant m valeurs

(Y ,....,y ) avec les probabilités (p (v.)),.... ,p(Y))
1 m 1 m

Le couple de variables aléatoires (X, Y) prend n x m
valeurs((x1, yl),...,(xn, xm))avec les probabilités (P(xl' yi),...,
pix , ¥,)) .

L'entropie du couple (X, Y) ou entropie conjointe de
X et Y est définie par :

n m

B(X, V) =~ > > e (x;yy) - log p (x.x,) (2)
i=1 j=1

II-2-2-3 - Entropie gondittonnelle

Soient les probabilités suivantes :

- Probabilité de réalisation de xi seul :

m
P (x) = le (%Y
I=

-~ Probabilité de réalisation de yj seul :

n
p lyy) = Zp (x;,¥;)
i=1
- Probabilité de réalisation de xi sachant que yj

s'est produit :

o) (xi.x )

p (Yj/xi) o (yj)

- Probabilité de réalisation de ys sachant que xi s'est

produit :
P (xi'x )
/%) =
P (yy/% B (x,)
. L'entropie conditionnelle de X sachant que yj s'est
pxoduit est :

n
H (x/Yj) = - :E: p (xi/yj) . log p (xi/yj)
i=1
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. L'entropie conditionnelle de X sachant que Y s'est

produit a pour expression :
m
B (X/Y) = Zp (v)) - B (X/y)

m n
= - :E:'p (yj)-ZE: p (xi/yj) . log p (xilyj)

j=1 i=1
m n
j=1 i=1

De méme on peut écrire 1l'entropie conditionnelle de Y

sachant qu(X s'est produit :

H (Y/X) = - :E: :E: p (x;) . p (yj/xi) . log p (Yj/xi)

II-2-2—-4 - Propriétés de l'entropie

Par combinaison de (1), (2), (3), (4) nous obtenons les

relations suivantes, liant les entropies :

B (X, Y) =H (X) + H (Y/X) (5)
=H (¥Y) + H (xX/Y) (6)
- H (X) +H (Y/X) =H (Y) + H (X/Y) (7)

+ S1 X et Y sont statistiquement indépendantes :
P (xi,yj) =p (x) . p (yj)
P (x/y)) =p (x) ; p (vy/x,) = p (vy)
On en déduit d'aprés (3) et (4)
H (X/Y) = H (X)

B (Y/X) = H (y)

(3)

(4)
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Alors A'aprés (5)
H (X, ¥) =H (X) + B (Y)
. 81 Y est totalement dépendant de X :
H (Y/X) =0 d'od H (X, Y) = H (X)
De méme X totalement dépendant de Y =
H (X/Y) =0 d'od H (X, ¥) =H (Y)
D'aprés ces deux remarques, nous voyons que :
Max (H (X), H (Y)) € H (X, ¥Y) < H (X) + H (Y)

II-2-3 ~ Entropie dans le cas continu

Nous avons vu que l'entropie d'une variable aléatoire
discrédte X est :

n

B (X =- > p (x).log p(x)
k=1

avec P (x_k) > 0 Vk

E (x ) 1
p (x ) =
k=1 k

Dans le cas continu, la fonction densité de probabili-

té sur l'intervalle [a, b] de la variable aléatoire X est définie par :

b

p(x) >0 et /p(x)dx=1

a

L'entropie de la variable X est alors : [19] . [35]

b
B, (X) = - [%(x).logp(x) dx
a

De méme :

L'entropie conjointe de X et Y est :

b .d

I!c (X, ¥) = - // p(x,y) .log p(x,y) dx dy
a’ c

(8)

(9)
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ol p(x, y) est la densité de probabilité conjointe

de X et ¥

x € [a,b] et Y € [c,d]

Remar gge

. La valeur maximale de l'entropie est obtenue lorsque
1
la densité de probabilité est constante soit p (x) = prg (Vx)

d'oun Hc (X) = log (b - a)

On notera que cette valeur est différente de 1l'entropie

maximale dans le cas discret.

. Les propriétés de l'entropie formulées au paragraphe

II1-2-2-4 restent valables dans le cas continu.

II-2-4 - Transinformation

IT-2-4-1 - Définition
L'expression (7) peut &tre transformée comme suit :

H (X) -H (X/Y) =H (Y) - H (Y/X) (10)

H (X) étant 1l'information contenue dans X et ﬁ°(x/¥),

l'information contenue dans X aprés réalisation de Y, alors :

T (X : Y)

H (X) - H (X/Y) (11)

H (Y) - H (l(/x) (12)

est 1l'information contenue dans Y sur X, ou bien, ce qui revient au

méme, l'information contenue dans X sur Y, (12).

- On appelle T (X : Y) : transinformation entre X et Y.
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T (X : Y) peut aussi s'écrire A partir de 1l'entropile
conjointe d'aprés (5) et (6).

T (X:Y) =H (X) +H(Y) - B (X,Y) (13)
II-2—4-2 -~ Propriétés

. S1 X et Y sont statistiquement indépendantes, nous
savons que B (X, ¥) =H (X) + H (Y)

Aloxs T (X : ¥) =0

. S1 X dépend de Y ou l'inverse, nous savons que :
H (X, ¥) = Max (H (X), H (Y))

De ces deux propriétés :

0 £ T (X:Y) £ Min (H (X), H (Y))

II-2-§ - Coefficient de couplage

Afin d'obtenir une expression de la transinformation
facilement exploitable, on définit un coefficient de couplage norma-
lisé :

m, (X : Y) TX:¥ [26]

) VE (0 .H (¥

On peut aussi prenﬁre, suivant l'application que 1'on

veut en faire :

T (X : ¥Y)

m, (X:¥) = “g 5 [s] . [14]
(ou H (Y))
T (X : Y)

my (X :Y) = TFox, y) [15]

Les Aifférents coefficients vérifient tous :

0 m(X:Y) €1
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On notera aussi m (X : ¥) = mij

On définit ainsi la matrice de couplage statique M
4 partir de 1l'ensemble des coefficients de couplage entre deux varia-
bles d'un ensemble de g variables.

_ —
f - Myi- Myy- Dyg
m,,- 1 .- m,, -m
i
H = .il ] llj [} q
mjl" mji - 1 _ _ qu
' t ' !
m - m - m -1
ql qi qj

II-2-6 - Généralisation

Les concepts é&tablis ci-dessus peuvent facilement &tre
généralisés A un ensemble de variables. [7] ’ [8] R [14] ¢ [26]

Soit S un systéme composé de g variables aléatoires
discrétes ou discrétisées. (Xl,..... ,xﬁ)

fl prend ? valeurs (xll"3°"’ in
' ' .
i | '

Xq prend m valeurs (xq, ..... 'xqm)

On notera p (xli' xzj, ...,qu) la probabilité de
1l'événement :

, Prend la valeur X,4 et x2 la valeur x2j et ....et

X la valeur ",
q *q1

Oon définit alors:

B (5)4 = H (xl, cavesy xq)

n

m
B - Z ® e e Zp (xii'congqu) clw p(xli'...,qu)
im] 1=
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On peut décomposer H (S) en une somme d'entropies con-
ditionnelles :

H (xl’ cecey xq) = H (xl) + H (x2/x1) + H (x3/x1x2) # ceeceane
+ H (xq/xlx2 ...... q-1
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