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Résumé : 
     Dans cette thèse, une nouvelle technique de réglage analytique du PIλDµ fractionnaire a été 

proposée. Cette technique, consiste à concevoir un correcteur PIλDµ dans une boucle de 

commande à retour unitaire afin que le système en boucle fermée soit équivalent à un modèle 

désiré, le système désiré utilisé dans ce travail qui est la fonction idéale de Bode est largement 

utilisé pour la conception des lois de commande d'ordre fractionnaire, l'importance de cet 

modèle se réside généralement dans sa caractéristique de robustesse très importante dite iso-

amortissement. Un algorithme de six étapes permettant le réglage des paramètres du 

correcteur a été établi. Cette formulation analytique des paramètres rendre la méthode plus 

pratiques et plus simple. Des exemples illustratifs pour différents processus ont été présentés 

pour valider l’efficacité, la flexibilité et la précision de la méthode proposée.  

La seconde partie de ce travail concerne la proposition d’une méthode de commande en se 

basant sur un correcteur PIλDµ fractionnaire auto-ajustable afin de satisfaire des spécifications 

désirées en boucle fermée. Cette technique est adaptée à la commande de la vitesse d’une 

turbine éolienne couplée à une génératrice asynchrone auto-excitée dans un système de 

production d'énergie électrique. En effet, un modèle linaire à paramètres variant est utilisé 

afin d’implémenter l’algorithme de réglage proposé en ligne dont un correcteur auto-ajustable 

permettant de maintenir le système en boucle fermée équivalent à notre système désiré. Dans 

ce contexte, une implémentation des opérateurs d’ordre fractionnaire ajustable est utilisée 

pour rendre l’exploitation du correcteur PIλDµ auto-ajustable plus simple et plus pratique.   

Mots Clés : 

Fonction de transfert idéale de Bode ; Correcteur PIλDµ fractionnaire ; Propriété d’iso-

amortissement ; Réponse indicielle. 
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Introduction Générale : 
 

Depuis les premiers travaux des dérivées d’ordre fractionnaire il y’a quelques siècles, la 

théorie du calcul fractionnaire a été développée généralement par des mathématiciens. Dans 

les dernières décennies, un intérêt considérable a été porté au calcul fractionnaire par 

l’application de ces concepts dans différents domaines de la physique et de l’ingénierie [1]. 

Récemment, les systèmes d’ordre fractionnaire ont reçu une grande attention, du point de vue 

à la fois académique et industriel à cause de leur grande flexibilité qui a permis une 

modélisation plus précise des systèmes complexes et l’accomplissement des exigences de la 

commande des systèmes de plus en plus croissantes et défiantes [2-9]. Un domaine qui a 

beaucoup bénéficié des avantages de la théorie du calcul fractionnaire est le domaine de la 

commande des systèmes dynamiques. Alors, la commande d’ordre fractionnaire signifie que 

les systèmes à commander et/ou les correcteurs utilisés sont décrits par des équations 

différentielles d’ordre fractionnaire. Cependant, dans la pratique, il est plus raisonnable de 

considérer le correcteur d’ordre fractionnaire parce que les systèmes à commander ont été en 

général déjà obtenus comme des systèmes classiques d’ordre entier.  

Bien que la commande d'ordre fractionnaire soit un sujet très récent, son origine revient 

aux années 40 dans les travaux de Bode qui a proposé une solution élégante au problème de la 

conception des amplificateurs à rétroaction ayant un comportement, en boucle fermée, 

insensible au changement du gain de l’amplificateur [10]. La fonction de transfert en boucle 

ouverte réalisée par Bode a été un intégrateur d’ordre fractionnaire appelé Fonction Idéale de 

Bode. Mais, c’était Tustin, en 1958, qui a introduit la commande d’ordre fractionnaire pour la 

commande de position de deux masses [11]. Quelques travaux pionniers de la commande 

d’ordre fractionnaire ont aussi été faits dans les années 60 par Manabe qui a employé le calcul 

fractionnaire dans les boucles de la commande des systèmes [12]. Au début des années 1990, 

Oustaloup a développé la Commande Robuste d'Ordre non Entier (CRONE) et a appliqué 

cette technique de commande fractionnaire aux différentes types des systèmes [13]. Cette 

technique de commande consiste à utiliser les opérateurs d'ordre fractionnaire dans la 

commande des systèmes dynamiques afin d’améliorer leurs performances en boucle fermée 

en satisfaisant une  caractéristique de robustesse très importante dite iso-amortissement. Après 

la réussite du correcteur CRONE, plusieurs types de commande d'ordre fractionnaire ont été 

proposés en se basant sur des généralisations des correcteurs classiques [13].  
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En 1999, Podlubny a proposé une généralisation du correcteur PID, à savoir le 

correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire, utilisant une action d’intégration d’ordre fractionnaire 

λ et une action de différentiation d’ordre fractionnaire µ [14]. L'intérêt de ce genre de 

correcteur est justifié par une meilleure flexibilité, puisqu'il a deux paramètres 

supplémentaires qui sont les ordres d’intégration et de différentiation fractionnaire. Ces 

paramètres peuvent être employés pour remplir des caractéristiques additionnelles ou d'autres 

conditions intéressantes pour le système à commander. Néanmoins, la conception du 

correcteur PIλDµ fractionnaire reste un défi pour les chercheurs de ce domaine.  Ce défi est dû 

d'une part au problème d'implémentation où théoriquement une mémoire infinie est 

nécessaire ; d'autre part à la difficulté de réglage des cinq paramètres au lieu des trois du 

correcteur classique parce que les deux paramètres supplémentaires λ et µ sont des puissances 

pas des gains. Cependant, plusieurs implémentations existent dans la littérature [5] permettant 

de bonnes d'approximations des opérateurs d'ordre fractionnaire et par conséquent simplifier 

l'exploitation de ce correcteur. Depuis l’introduction du correcteur d’ordre fractionnaire 

PIλDµ, plusieurs chercheurs ont abordé le sujet de réglage de ce correcteur pour rendre son 

utilisation plus simple et plus pratique. En effet, plusieurs méthodes de réglage ont été 

proposées dont le but est de bénéficier au maximum possible de la flexibilité de ce correcteur 

d’ordre fractionnaire afin d'améliorer les performances des systèmes asservis. Au cours de la 

dernière décade, ces méthodes de réglages peuvent être divisées en trois types, méthodes 

numériques, méthodes à base de règles et méthodes analytiques [15-21]. Parmi ces techniques 

de réglage existantes, nous nous intéressons aux méthodes analytiques, dont les paramètres du 

correcteur sont dérivés mathématiquement sans l’utilisation des algorithmes d’optimisation. 

Malgré toutes les méthodes introduites pour le réglage des cinq paramètres du 

correcteur PIλDµ, un travail de recherche continu et intensif pour le développement de 

nouvelles techniques de réglage du correcteur PIλDµ fractionnaire est toujours en cours pour le 

rehaussement et l’amélioration de la qualité des performances et de la robustesse des systèmes 

asservis. 

 

Objectif de la thèse 
Ce travail porte essentiellement sur le développement des techniques de réglage des 

correcteurs PIλDµ d'ordre fractionnaire afin d'améliorer la qualité de la commande des 

systèmes asservis. Alors, le travail réalisé dans cette thèse présente une nouvelle stratégie de 
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réglage du correcteur PIλDµ fractionnaire. Dans cette technique de réglage, les cinq 

paramètres du correcteur PIλDµ fractionnaire sont obtenus analytiquement à partir de la 

réponse indicielle du procédé à commander et les paramètres du modèle de référence désiré 

dit modèle idéale de Bode. Des exemples illustratifs pour différents processus ont été 

présentés pour valider l’efficacité, la flexibilité et la précision de la méthode proposée. Puis la 

technique de réglage du correcteur PIλDµ proposée dans la première étape a été étendue pour 

le développement du correcteur PIλDµ fractionnaire auto-ajustable où les cinq paramètres du 

correcteur sont ajustés en ligne en fonction des paramètres variables du procédé. Cette 

technique est adaptée à la commande de la vitesse d’une turbine éolienne couplée à une 

génératrice asynchrone auto-excitée dans un système de production d'énergie électrique. Dans 

ce cas, le réglage des paramètres du correcteur PIλDµ auto-ajustable sont calculés 

analytiquement en ligne à partir des paramètres du modèle linéarisé de la turbine autour de 

son point de fonctionnement variable. Une implémentation des opérateurs d’ordre 

fractionnaire ajustable est aussi utilisée pour rendre l’exploitation du correcteur PIλDµ auto-

ajustable plus simple et plus pratique. 

 

Organisation de la thèse 
Cette thèse est organisée de la manière suivante : 

Le chapitre 1 présente un aperçu historique sur le calcul fractionnaire, les définitions 

fondamentales de la dérivée et de l'intégrale d’ordre fractionnaire ainsi que les outils 

essentiels pour la compréhension de notre travail sur la commande d'ordre fractionnaire. Puis, 

le problème d’implémentation des opérateurs d’ordre fractionnaire en se basant sur 

l’approximation des opérateurs fractionnaires par des fonctions rationnelles a été abordé. 

Enfin, quelques domaines d'application des opérateurs d’ordre fractionnaire ont été donnés. 

Le chapitre 2 traite les notions de base de la commande d’ordre fractionnaire. En effet, ce 

chapitre est partagé en trois parties, la première est une introduction aux systèmes d’ordre 

fractionnaire, y compris leurs représentations mathématiques, leurs réponses temporelles et 

fréquentielles, ainsi que leur notion de stabilité. Un aperçu général sur le système 

fractionnaire élémentaire ou bien la boucle idéale de Bode a été aussi présentée. La deuxième 

partie donne un aperçu sur la commande d’ordre fractionnaire, notamment le correcteur PIλDµ 

fractionnaire en s’étalant sur sa représentation, sa structure et son implantation. La dernière 

partie du chapitre est consacrée aux méthodes de réglage du correcteur PIλDµ existantes dans 
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la littérature. Les techniques de réglage de quelques méthodes les plus connues sont 

présentées en donnant leurs avantages et leurs inconvénients. 

Le chapitre 3 est consacré à la présentation de la méthode de réglage analytique du correcteur 

PIλDµ fractionnaire développée dans le cadre des travaux de cette thèse. Cette méthode permet 

de régler les paramètres du correcteur en utilisant que la réponse indicielle des systèmes 

stables et ne nécessitant aucune approximation du processus à commander par un modèle. 

S’inspirant d’une technique récente de réglage du correcteur PID classique. La méthode 

proposée consiste à approximer la fonction de transfert en boucle fermée en séries de Taylor-

Maclaurin, puis par analogie avec un modèle désiré, les cinq paramètres du correcteur PIλDµ 

sont calculés pour que le système en boucle fermée soit équivalent à la boucle idéale de Bode. 

Des exemples illustratifs pour différents processus ont été présentés pour valider l’efficacité, 

la flexibilité et la précision de la méthode proposée. 

Le chapitre 4 présente une stratégie de la commande de la vitesse d’une turbine éolienne 

couplée à une génératrice asynchrone auto-excitée dans un système de production d'énergie 

électrique. La stratégie de commande developpée est un correcteur PIλDµ fractionnaire auto-

ajustable où les cinq paramètres du correcteur sont ajustés en ligne en fonction des paramètres 

variables du procédé. En se basant sur la technique de réglage du correcteur PIλDµ proposée 

dans le chapitre 3, le réglage des cinq paramètres du correcteur PIλDµ auto-ajustable est fait 

analytiquement en ligne à partir des paramètres du modèle linéarisé de la turbine autour de 

son point de fonctionnement variable. Une implémentation des opérateurs d’ordre 

fractionnaire ajustable est aussi utilisée pour rendre l’exploitation du correcteur PIλDµ auto-

ajustable plus simple et plus pratique. Ce travail montre l’avantage majeur de la nouvelle 

technique de réglage du correcteur PIλDµ fractionnaire proposée qu’on puisse considérer 

comme un point de départ pour le développement de nouvelles stratégies de commande grâce 

à leur simplicité d’utilisation.     
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1.1 Introduction :  

Le calcul fractionnaire est connu comme une généralisation des dérives et d'intégrales 

d'ordre entier, des nombreux mathématiciens célèbres tels qu’Euler, Laplace, Fourier, Abel, et 

Laurent ont travaillé sur l'idée du calcul fractionnaire. Au 19ème cycle et grâce aux 

contributions principales des Liouville, Grünwald, Letnikov et Riemann que toute une théorie 

complète adaptée aux développements mathématiques modernes a été formalisée. 

Aujourd'hui, le calcul fractionnaire est une théorie bien établie avec une forte base 

mathématique [2, 22-26]. La principale raison de l’utilisation du calcul fractionnaire dans 

beaucoup de domaines de recherche est qu'il fournit un outil plus précis pour décrire plusieurs 

phénomènes physiques. 

Dans ce chapitre on va présenter un aperçu historique sur le calcul fractionnaire ainsi 

que les définitions fondamentales de la dérivée et de l'intégrale d’ordre fractionnaire. Puis, 

nous allons discuter le problème d’implémentation des opérateurs d’ordre fractionnaire en se 

basant sur l’approximation des opérateurs fractionnaires par des fonctions rationnelles. 

Finalement on va donner quelques domaines d'application des opérateurs d’ordre 

fractionnaire. 

 

 1.2 Aperçu historique [1] :   

Le calcul fractionnaire est un sujet très ancien qui a commencé à la fin du 17ièm cycle 

par les travaux de Leibniz qui a introduit le symbole de dérivation d’ordre entier n, dn(.)/d(.). 

Cette représentation symbolique poussa l’Hospital à s’interroger sur la possibilité d’avoir n 

fractionnaire et il envoya une lettre à Leibniz en 1695 en se demandant si n =1/2 ? ; Alors le 

calcul fractionnaire est né. La première tentative sérieuse de donner une définition logique de 

la dérivée d’ordre fractionnaire est due à Liouville en 1855 ; et depuis plusieurs contributions 

ont été développées au cours du 18ième et 19ième siècle tels que les travaux d’Euler Lacroix, 

Letnikov, Liouville et Riemann…etc. Ce n’est qu’au cours de la seconde moitié du 20ième 

siècle que des avancées majeures concernant la théorie du calcul fractionnaire ont été réalisées 

[22-25]. Aujourd'hui, c’est grâce au développement technologique que le calcul fractionnaire 

est largement utilisé dans les domaines tels que la mécanique, l'électricité, la chimie, la 

modélisation des systèmes, la biologie, le traitement du signal, la commande et la robotique 

[4-5, 27-30]. 
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1.3 Fonctions spéciales du calcul fractionnaire : 

Dans cette section, on va donner quelques fonctions mathématiques utilisées en calcul 

fractionnaire telles que la fonction gamma qui est une généralisation du factorielle aux 

nombres réels et la fonction de Mittag-Leffler qui joue un rôle très important dans la solution 

des équations différentielle d'ordre fractionnaire [27]. 

 

1.3.1 La fonction gamma : 

La fonction gamma d’Euler c’est une extension de la fonction factorielle aux nombres 

non entiers. La fonction gamma est définie par l’intégrale suivante [27] : 

                                         ∫
∞

−−=Γ
0

1zt dtte)z(                                                                     (1.1) 

Dans le cas où z est complexe la fonction gamma converge si z est a partie réelle 

positive ; si z est entier la fonction gamma donne le même résultat que la fonction factorielle. 

La propriété la plus importante de cette fonction est l’égalité suivante : 

                                          )()1( zzz Γ=+Γ                                                                       (1.2) 

Figure (1.1) montre le tracé de la fonction Г(z) pour z réel et tel que -6 < z < 4.  A partir de 

cette figure, la fonction gamma est toujours positive lorsque z est positif. On note aussi que la 

fonction gamma est indéterminée pour tous les nombres entiers négatifs. 
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Figure (1.1) : Tracé de la fonction Г(z) 
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1.3.2 Fonction Mittag-Leffler :  

Il est bien connu dans la littérature que les fonctions exponentielles jouent un rôle très 

important dans la théorie des systèmes linéaires d’ordre entier.  Dans la théorie des systèmes 

linéaires d’ordre fractionnaire, on trouve aussi les fonctions de Mittag-leffler qui jouent le 

même rôle que les fonctions exponentielles dans la théorie des systèmes linéaires d’ordre 

entier [27]. La fonction de Mittag-leffler à un paramètre introduite par G.M. Mittag-Leffler en 

1930 est donnée par l’expression suivante [27] : 

                                               
∑
∞

= +
=

0k

k

α 1)Γ(αk

t
(t)E                                                          (1.3) 

On note que pour α =1 on a E1(t) = et
. La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres joue 

également un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette fonction est 

définie comme suit [27] : 

         
                                        ∑

∞

= +
=

0k

k

βα, β)Γ(αk

t
(t)E                                                     (1.4)                     

On note aussi que pour β =1, on obtient la fonction d’un seul paramètre de l’équation (1.3). 

Cette fonction standard a aussi les propriétés suivantes [27] : 

                                     

z
1,1 e(z)E = ,    

z

1e
(z)E

z

1,2
−=  

                          
)zcosh((z)E2,1 = , )zcos()(-zE 2

2,1 =
                                

(1.5) 

                                     
)z(erfce

2
)z(E z

1/2,1 −
π

=  

Généralement, le calcul numérique de cette fonction est fait par troncation de la somme de 

l’équation (1.4). Récemment, une méthode numérique très efficace pour le calcul de la 

fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres a été proposée dans [31]. 

 

1.4 Opérateurs d’ordre fractionnaire : 

L'opérateur de la dérivée généralisée ou bien l’opérateur intégro-différentielle continu 

est défini comme suit [22] : 

( )
( )

( ) ( )













<ℜ

=ℜ

>ℜ

=

∫
−

t

c

m

m

m

m
tc

md

m

m
dt

d

D

0        

0                   1

0              

τ

                                                  (1.6) 
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où m est l'ordre de l'opération, généralement m ϵ ₵, c et t sont des limites de l'opérateur. 

Plusieurs définitions mathématiques ont été proposées pour l’intégration et la dérivée d’ordre 

fractionnaire. Notamment les définitions les plus connues ou les plus utilisées sont ceux de 

Caputo, de Grünwald-Leitnikov et de Riemann-Liouville [27].  

 
1.4.1 Définition de Riemann-Liouville 

L’intégrale d’ordre fractionnaire m d’une fonction f(t) localement intégrable définie sur 

],[ 0 ∞+t est donnée comme suit [27] : 

∫ τ−= −t

t0

1mm
t0RL  dτ)f(τ)(t

Γ(m)

1
f(t)I                                          (1.7)                  

avec   Γ est la fonction gamma d'Euler.  

La dérivée d’ordre fractionnaire m > 0 d’une fonction f(t) localement dérivable définie sur 

],[ 0 ∞+t  est donnée aussi comme suit [27] : 

∫ τ−= −t

t0

1m-n
n

n
m
t0RL  dτ)f(τ)(t

dt

d

m)-Γ(n

1
f(t)D                        (1.8)       

où  le nombre entier n est tel que nm1)(n <<− . 

 

1.4.2 Définition de Grünwald-Leitnikov 

La dérivée d’ordre fractionnaire m > 0 d’une fonction f(t) est définie par la relation 

suivante [27] : 

( ) jh)f(t1)(hlimf(t)D m
j

K

0j

jm

0h

m
GL −−= ∑

=

−

→
                                      (1.9) 

où h est la période d’échantillonnage. Les termes 








j

m
 sont les coefficients du binôme 

suivant : 

                         
∑∑

∞

=

∞

=

−=







−=−

0j

j(m)
j

j

0j

jjm zω1)(z
j

m
1)(z)(1                                        (1.10)             

avec 1ω
0

m (m)
0 ==








et les termes 









j

m
 sont donnés par l’expression suivante : 

                                          
1)j-Γ(m1)Γ(j

1)Γ(m
ω

j

m (m)
j ++

+==







                                             (1.11) 

L'intégrale d'ordre fractionnaire m > 0 d’une fonction f(t) est définie par la relation :   
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( ) jh)f(t1)(hlimf(t)Df(t)I m-
j

k

0j

jm

0h

m-
GL

m
GL −−== ∑

=→
             (1.12)                    

où les termes (-m)
jω

j

m-
=








 sont les coefficients du binôme suivant : 

∑∑
∞

=

∞

=
−=








−=−

0j

j(-m)
j

j

0j

jjm- zω1)(z
j

m-
1)(z)(1               

                
(1.13) 

avec 1ω
0

m- (-m)
0 ==








. 

 

1.4.3 Définition de Caputo 

La définition de la dérivée d'ordre fractionnaire introduite par Caputo est donnée par 

[27] : 

    

τ
τ−

τ
−Γ

== ∫ +−
−∆ d

)t(

)(f

)mn(

1
)t(fDI)t(fD

t

t
1nm

)n(
nmnm

t
C
t

0

0
                          (1.14)               

avec n est un entier positif tel que (n-1) < m < n. Cette définition peut être formulée en 

fonction de la définition de Riemann-Liouville comme suit :  

∑
−
=

+
µ−

µµ

+µ−Γ
+= 1n

0k
)k(

k

CRL )0(f
)1k(

t
)t(fD)t(fD                                  (1.15)                                       

alors :                  

( )∑
−
=

+µµ −= 1n

0k

k
)k(

RLC !k

t
)0(f)t(fD)t(fD                                              (1.16)      

On remarque que la dérivée d'ordre fractionnaire d'une fonction dans un point nécessite la 

connaissance de tout le passé de cette fonction contrairement à la dérivée classique où une 

connaissance locale autour du point est suffisante.  

 

1.4.4 Quelques propriétés de la dérivée d’ordre fractionnaire 

Les propriétés principales de la dérivée d'ordre fractionnaire sont les suivantes [28] : 

1. Si ( )tf est une fonction analytique en t, alors sa dérivée d'ordre fractionnaire )t(fDm  est 

une fonction analytique en t et m. 

2. Pour nm = , où nest un entier, l'opération )t(fDm donne le même résultat que la   

dérivée classique d'ordre entier n. 

3. Pour 0m =  l'opération )t(fDm est l'opérateur identité : ( )tf)t(fD0 =  
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4.  La dérivée et l'intégration d'ordre fractionnaire sont des opérations 

linéaires ( )[ ] ( ) ( )tgbDtfaDtbg)t(afD mmm +=+ . 

5. La loi additive (propriété du semi-groupe)  )t(fD)t(fDD β+αβα =  est valable sous 

certaines contraintes sur la fonction f(t). 

 

1.4.5 Interprétation géométrique 

Dans la littérature, la dérivée d’ordre entier a un sens physique et géométrique ce qui 

permet de simplifier son introduction dans la résolution des problèmes appliqués dans les 

domaines scientifiques ; mais pour la différentiation d’ordre fractionnaire de telles 

interprétations sont complètement absentes. Ce problème a été abordé lors de la première 

conférence internationale sur le calcul fractionnaire en 1974 où la question a été classée parmi 

les problèmes ouverts [23]. Récemment, beaucoup d’efforts ont été dédiés à cette question et 

différentes approches pour donner un sens physique et géométrique à la différentiation 

d’ordre fractionnaire ont été proposées [32-34]. Si on pose l'ordre m = 1 dans l’expression 

(1.7) on obtient une intégrale classique de la fonction f(t) qui correspond à l'aire délimité par 

la fonction f(t) et l'axe des abscisses ; dans le cas où m est fractionnaire on peut réécrire 

l’équation (1.7) comme suit [35] : 
 

)f(t*
Γ(m)

(t)
f(t) I

1m
m
tRL 0

−
=                                                    (1.17) 

où * représente le produit de convolution. La fonction (m)/(t)h(t) 1m Γ= − a pondéré 

différemment chaque valeur de la fonction f(t) ; donc l'intégrale de l’équation (1.7) peut être 

interpréter comme l'aire délimité par l'axe des abscisses et la fonction f(t) pondéré par la 

fonction h(t). Lorsque m < 1, la valeur de l’intégrale en un point t est plus influencée par les 

points de son voisinage que par des points plus éloignés.  Oustaloup a appelé la fonction de 

pondération h(t) le facteur d’oubli [35]. Figure (1.2) montre la variation de h(-t) en fonction 

de l'ordre m. A travers cette interprétation, les différentes pondérations obtenues en faisant 

varier l'ordre d'intégration m mettent en évidence l'aptitude de cet opérateur à décrire des 

phénomènes physiques à mémoire longue tels que les phénomènes de diffusion. 

De la figure (1.2), et comme la fonction h (20-t) représente une fonction de pondération des 

valeurs de la fonction f(t) lors de l’intégration, on peut remarquer que les valeurs les plus 

récents ont plus d’importance par rapport à ceux les plus éloigné. En conclusion, la 
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convolution de l’équation (1.17) représente un nouveau concept mathématique qui définissant 

l’opérateur d’ordre fractionnaire.   
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

t

h(
20

-t
) m=1

m=0.9

m=0.7

m=0.2
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Figure (1.2) : Facteur d'oubli h(-t) pour differents valeurs de m. 

 

1.4.6 Dérivées fractionnaire des quelques fonction usuelles : 

Les dérivées d’ordre fractionnaire de quelques fonctions usuelles obtenues par la 

définition du Riemann-Liouville avec limite inférieur égale à 0 sont montrées dans le tableau 

(1.1) [36]. 

 
Table 1.1 Dérivées fractionaire de quelques fonctions usuelles 

 

Fonction f(t) Dérivé d’ordre m : )(0 tfDm
t  

H(t)         (échelon unité) 
)1( m

tm

−Γ
 

            H(t-a)                                                      








≤≤

>
−Γ

−

)0(0

)(
)1(

)(

at

at
m

at m

 

            δ(t) 
)m(

t 1m

−Γ

−−
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            δ(n)(t)        Nn∈  
)nm(

t 1mn

−−Γ

−−−
 

            eλt )t(t m1,1
m λΕ −

−  

              (t-a) 
)m2(

)at( m1

−Γ
− −

 

             (t-a)p    pour   p > -1 
)1mp(

)at)(1p( mp

+−Γ
−+Γ −

 

               tv    pour    v > -1 
)m1v(

t)1v( mv

−+Γ
+Γ +

 

              )tcosh( λ  )t(t 2
m1,2

m λΕ −
−  

 

 
1.4.7 Transformée de Laplace des opérateurs d’ordre fractionnaire 

La transformé de Laplace d’une fonction f(t) est donné par l’expression suivante : 

∫
∞ −==
0

stdte)t(f)]t(f[L)s(F                                                         (1.18) 

La transformée de Laplace inverse d’une fonction F(s) est donnée par : 

∫
∞+σ

∞−σ
−

π
==

j

j

st1 dte)s(F
2j

1
)]s(F[L)t(f                                            (1.19) 

où σ est supérieur aux parties réelles de tous les poêles de F(s). 

La transformé de Laplace de l’intégrale d’ordre fractionnaire m pour les différentes 

définitions précédentes est donnée comme suit [27] : 

( ){ } ( )sFstfIL mm −=                                                                      (1.20) 

Cependant la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire m dépend de la   

définition utilisée à cause des conditions initiales. Selon la définition de Riemann-Liouville de 

(1.8), la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire m est donnée par [27] : 

       { } [ ]∑
−

=
=

−−−=
1n

0k
0t

1kmkmm )t(fDs)s(Fs)t(fDL                                         (1.21) 

Dans ce cas, la transformé de Laplace dépend des valeurs initiales ( )[ ] 0t
1km tfD =

−−  qui sont des 

dérivés d'ordre fractionnaire au point t = 0. Ces valeurs n’ont aucune interprétation physique 

pour k = 0, 1, …, (n-1) et l'extraction de ces valeurs pose toujours un grand problème 

d'application ; alors l’applicabilité de cette définition en pratique reste très limitée.  

Selon la définition de Grünwald-Leitnikov de (1.9), la transformé de Laplace de la dérivée 

d’ordre fractionnaire m est donnée par [27] :                               
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  }{ )s(Fs)t(fDL mm =                                              (1.22) 

Selon la définition de Caputo (1.14), la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre 

fractionnaire m est donnée par [27] : 

{ } ∑
−

=

−−−=
1n

0k

k1kmmm (0)fsF(s)sf(t)DL                                                 (1.23)                                

Cette transformée est très utilisée en pratique à cause des valeurs initiales conventionnelles 

fk(0), pour k=0, 1, …, (n-1). Alors, pour l’étude et l’analyse des systèmes, la définition de 

Caputo semble être la plus appropriée que les deux autres.  

 

1.4.8 Calcul numérique des dérivés et intégrales d’ordre fractionnaire  

Dans la littérature, bien que les trois définitions de R-L, G-L et Caputo donnent le 

même résultat pour une large classe de fonctions, pour le calcul numérique de la dérivée 

d'ordre fractionnaire on utilise en général la forme tronquée de la relation de la dérivée de la 

définition de G-L de l’équation (1.9). Alors, la dérivée d'ordre m d'une fonction f(t) en un 

point t est donnée par [5] :     

∑
=

− −=
a)/h-(t

0j

)m(
j

mm
ta jh)f(twhf(t)D                                       (1.24) 

où a est le temps initial, h est la période d'échantillonnage et les coefficients wj
(m) sont 

calculés par la relation suivante : 

,...2,1j,w
j

1m
1w,1w )m(

1j
)m(

j
)m(

0 =






 +−== −                                   (1.25) 

 

1.5 Approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire 

Comme on a vu dans la section précédente, les transformés de Laplace de l’intégrateur 

et du dérivateur d’ordre fractionnaire sont données, respectivement, par les deux fonctions 

irrationnelles suivantes respectivement : 

mI
s

1
)s(G =  ,    pour   0 < m < 1                                                     (1.26)                                        

m
D s)s(G =  ,     pour   0 < m < 1                                                     (1.27) 

Ces deux fonctions de transferts irrationnelles sont physiquement irréalisables même leurs 

implémentations pour une analyse ou une simulation sont très difficiles. Donc, l’utilisation de 

ces opérateurs nécessite l’approximation de leurs fonctions de transfert irrationnelles par des 
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fonctions rationnelles dans une bande fréquentielle choisie. Plusieurs méthodes ont été 

développées dans ce contexte ou on peut distinguer deux types de méthodes d’approximations 

numérique et analogique. Un résumé de ces méthodes est présenté dans les références [37-

38].Les méthodes les plus utilisée dans la littérature sont ceux d’Oustaloup [35] et de Charef 

[39]. Dans la section suivante on va présenter en détail la méthode d’approximation de Charef 

qu’on a utilisée dans les travaux de cette thèse.  L’objectif de la méthode de Charef est 

l’approximation des fonctions de transfert irrationnelles d’un intégrateur et d’un dérivateur 

par des fonctions rationnelles dans une bande fréquentielle choisie. L'idée est d'approximer 

l’intégrateur d’ordre fractionnaire par un pôle à puissance fractionnaire (PPF) et le dérivateur 

d’ordre fractionnaire par un zéro à puissance fractionnaire (ZPF) [39]. 

 

1.5.1 Méthode d’approximation de Charef 

Le PPF est donné par la fonction suivante :  

( )m
c

I

)(s/ω1

K
G(s)

+
=                                                              (1.28) 

L’approximation du PPF par une fonction rationnelle est donnée par [39] : 

( )
∏

∏

=

−

=









+









+

≅









+

=
N

0i i

1N

0i i
Im

c

I

p
s

1

z
s

1

K

ω

s
1

K
sG                                                 (1.29) 

Les pôles pi et les zéros zi de cette approximation sont obtenus par : 

( ) N)0,1,...,i(pourpabp 0
i

i ==                                                      (1.30) 

    ( ) 1)-N0,1,...,i(pourapabz 0
i

i ==                                                (1.31)
                                  

Pour une erreur d’approximation y en dB et une fréquence maximale ωmax donnée, les 

paramètres d’approximation a, b, p0 et N sont calculés par : 

[ ] [ ] [ ]m20/y
c0

m10/y)m1(10/y 10p,10b,10a ω=== −                                 (1.32) 

1
)ablog(

)p/log(
IntergerN 0max +







 ω
=                                                (1.33)  

Si on est dans la bande de fréquence [ ]HL ,ωω on a cω>>ω , donc on peut écrire:  

)s(G
s

1

s

K

)/s(

K
)s(G Imm

m
cI

m
c

I ==
ω

=
ω

=                                            (1.34) 
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avec )/1(K m
cI ω= et ωc la fréquence de coupure du PPF à -3m dB est donnée par : 

110 )m10/(
Lc −ω=ω ε  , où ε est l’erreur  maximale entre les pentes de l’intégrateur et le PPF 

dans la bande [ ]HL ,ωω . Alors, dans la bande de fréquence[ ]HL ,ωω , l’approximation de 

l’intégrateur d’ordre fractionnaire est donnée par : 

( )
[ ]( )

[ ]( )∏

∏

=

−

=

+

+
≅=

N

0i

i
0

1N

0i

i
0

ImI

(ab)ps/1

(ab)aps/1

K
s

1
sG                                                   (1.35) 

Le ZPF est donné par la fonction suivante :  
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L’approximation du ZPF par une fonction rationnelle est donnée par [39] : 
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Les zéros zi et les pôles pi sont obtenus comme suit : 

( ) ( ) N)0,1,...,i(pourzaabpetzabz 0
i

i0
i

i ===                           (1.38)  

Pour une erreur d’approximation y en dB et une fréquence maximale ωmax donnée, les 

paramètres d’approximation a, b, z0 et N sont calculés par : 

[ ] [ ] [ ]m20/y
c0

m10/y)m1(10/y 10z,10b,10a ω=== −                            (1.39) 

1
)ablog(

)z/log(
IntergerN 0max +







 ω=                                                              (1.40)  

Si on est dans la bande de fréquence [ ]HL ,ωω on a cω>>ω , donc on peut écrire: 
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ω
=                                            (1.41)                                

avec )(K m
cD ω=  et ωc la fréquence de coupure du ZPF à 3m dB est donnée 

par 110 )m10/(
Lc −ω=ω ε , où ε est l’erreur maximale entre les pentes du dérivateur et le ZPF 

dans la bande[ ]HL ,ωω . Alors, dans la bande de fréquence[ ]HL ,ωω , l’approximation du 

dérivateur d’ordre fractionnaire est donnée par : 
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1.5.2 Exemples illustratives : 

A) Intégrateur : 

On veut approximer un intégrateur d'ordre 0.8 dans une bande fréquentielle [10 103] 

pour y = 1 dB et ε =10-5. De la section précédente l’approximation est donnée par l’équation 

suivante :  
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Figure (1.3) montre le tracé de Bode de l'intégrateur d'ordre 0.8, on remarque que les deux 

courbe sont superpose à l'intérieur de la bande d’approximation.  
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Figure (1.3) : Diagramme de Bode de l'intégrateur d'ordre 0.8  
 et son approximé de l’équation (1.43) 
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B) Dérivateur : 

On veut approximer un dérivateur d'ordre 0.3 dans une bande fréquentielle [10 103] 

pour y = 1 dB et ε =10-5. L’approximation est donnée par l’équation suivante :  
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                (1.44) 

Figure (1.4) montre le tracé de Bode de dérivateur d'ordre 0.3, on remarque que les deux 

courbe sont superpose à l'intérieur de la bande d’approximation. 
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Figure (1.4) : Diagramme de Bode de dérivateur d'ordre 0.3  

et son approximé de l’équation (1.44) 

                               

1.6 Réalisation analogique des opérateurs d’ordre fractionnaire 

Après le succès des travaux mathématique sur le calcul fractionnaire, le problème 

majeur qui se pose est la réalisation physique des opérateurs d’ordre fractionnaire. Dans cette 

section on va présenter une implémentation analogique basée sur l’approximation présentée 

précédemment. Par l’utilisation des fonctions rationnelle des équations (1.35) et (1.42) 

approximant l’intégrateur et le différentiateur d’ordre fractionnaire, la réalisation analogique 
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peut facilement être obtenue. La fonction rationnelle GI(s) de l’équation (1.35) de 

l’intégrateur peut être décomposée en éléments simples comme suivant : 
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où les résidus hi, pour i=0, 1, …, N, sont donnés par : 
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L’équation (1.45) correspond à l’impédance d’un circuit RC du type Foster première forme 

dont le schéma est représenté par la figure (1.5) [39].  

 

 

 

 

 

 

 

Figure (1.5) : Réalisation analogique d’un intégrateur d’ordre fractionnaire. 

 

L’impédance de ce circuit est : 
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alors, pour i=0, 1, …, N, on a : 
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De la même façon, la fonction rationnelle de l’équation (1.42) de l’approximation du 

différentiateur d’ordre fractionnaire peut être décomposée en éléments simples comme suit : 
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ou G0 = KD et les résidus gi, pour i=0, 1, …, N, sont donnés par : 
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L’équation (1.49) correspond à l’admittance d’un circuit de type Foster seconde forme dont le 

schéma est représenté par la figure (1.6) [39]. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (1.6) : Réalisation analogique d’un dérivateur d’ordre fractionnaire 

 

On peut écrire l’admittance YD(s) du circuit précédent par : 
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1.7 Domaines d’applications du calcul fractionnaire 

Au début, le calcul fractionnaire était une extension du calcul entier et son étude était limitée 

au domaine mathématique. On peut dire que la première utilisation du calcul fractionnaire 

pour résoudre un problème physique a été faite en 1823 par Niels Henrik Abel pour la 

I(s) 
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résolution d’un problème qui consiste à chercher une équation de la trajectoire d'une masse 

glissante soumise à son propre inertie sur un fil de tel façon le temps de sa décente soit le 

même quelque soit la hauteur initial. Abel a utilisé une équation différentielle d'ordre 1/2 pour 

décrire l'équation de cette trajectoire [40]. Ces dernières années, plusieurs applications du 

calcul fractionnaire dans différent domaine de la science et de l'ingénierie ont été effectuées. 

Électricité 

En 1971, Shmidt et Drumheller dans leur travail basé sur des données expérimentales ont 

montré que le courant qui traverse un condensateur est proportionnel à la dérivée non entière 

de la tension appliquée aux bornes de ce condensateur. Dans leur résultat une impédance sous 

forme de puissance 1/2 de la variable de Laplace a été identifiée et appelée “Fractor” ou 

condensateur fractionnaire [41]. 

Thermique 

L'identification d’un système de diffusion de chaleur a montré que l’équation de la chaleur est 

modelée en utilisant une dérivée d'ordre 1/2 [36]. 

Mécanique des milieux continus   

Certains matériaux comme les polymères (gommes, caoutchouc,...), présentent un 

comportement intermédiaire entre caractères visqueux et élastiques, qualifié de viscoélastique. 

De tels systèmes peuvent être modélisés à l’aide des équations différentielle d'ordre 

fractionnaire [36]. 

Automatique 

La première idée a été introduite par Bode qui a proposé un asservissement avec une fonction 

de transfert en boucle ouverte sous la forme d'un intégrateur d’ordre fractionnaire [10]. 

Oustaloup a aussi introduit le contrôleur CRONE (commande robuste d’ordre non entier) 

[42]. En 1999 Poudlubny a proposée le régulateur PIλDµ qui est généralisation du PID 

classique pour la commande des systèmes d'ordre fractionnaire [14]. 

 

1.8 Conclusion 

Dans ce chapitre, on a présenté une brève généralité sur le calcul fractionnaire en 

introduisant que les définitions et les outils essentiels pour la compréhension de notre travail. 

La première partie de ce chapitre, a été consacrée aux définitions fondamentales et les 

fonctions spéciales utilisées dans le calcul fractionnaire, ainsi qu’une technique numérique 

très utilisée pour le calcul des dérivées et d'intégral d’ordre fractionnaire à été présentée. Dans 

la seconde partie, on a abordé la transformée de Laplace des opérateurs d'ordre fractionnaire 
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qui sont des fonctions irrationnelles. Une méthode d’approximation des opérateurs d’ordre 

fractionnaire par des fonctions rationnelles conduisant leurs implémentations et réalisations 

par des circuits analogiques a été aussi donnée. Finalement, on a cité les différents domaines 

d'application du calcul fractionnaire.       
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2.1 Introduction : 

Les systèmes d’ordre fractionnaires ont récemment reçu une grande attention, du point 

de vue à la fois académique et industrielle. A cause de leur plus large flexibilité par rapport 

aux systèmes entiers, ces systèmes fractionnaires ont une très grande capacité pour modeler 

plus correctement les systèmes complexes et accomplir des exigences de commande des 

systèmes de plus en plus croissantes et défiantes.  

La commande d’ordre fractionnaire signifie que les systèmes à commander et/ou les 

correcteurs utilisés sont décrits par des équations différentielles d’ordre fractionnaire. 

Cependant, dans la pratique, il est plus raisonnable de considérer le correcteur d’ordre 

fractionnaire parce que les systèmes à commander ont été en général déjà obtenus comme des 

systèmes classiques d’ordre entier. Les correcteurs d’ordre fractionnaire ont plus de flexibilité 

que les correcteurs d’ordre entier permettant de satisfaire des spécifications additionnelles, à 

répondre à des exigences et d’améliorer des performances des systèmes de commande. Du à 

l’augmentation de la complexité des systèmes industriels et aux exigences très élevées en 

termes de performances et robustesse, le correcteur classique PID ne peut être capable 

d’accomplir les performances ainsi que la robustesse désirées. Alors une des possibilités pour 

résoudre ces exigences est d’utiliser un correcteur PIλDµ fractionnaire [14] qui est une 

généralisation du PID classique et a plus de paramètres à régler. Récemment, plusieurs 

chercheurs ont abordé le sujet de réglage du correcteur PIλDµ fractionnaire pour rendre son 

utilisation plus simple et plus pratique. Néanmoins, ce sujet de réglage du correcteur PIλDµ 

reste toujours ouvert. 

Dans la première partie de ce chapitre, quelques points essentiels sur les systèmes 

d’ordre fractionnaire, y compris leurs représentations mathématiques, leurs réponses 

temporelles et fréquentielles ainsi leur stabilité sont donnés. Un aperçu général sur le système 

fractionnaire élémentaire ou bien la boucle idéale de Bode a été aussi présentée. La deuxième 

partie donne un aperçu de la commande d’ordre fractionnaire, notamment le correcteur PIλDµ 

en s’étalant sur sa représentation, sa structure et son implantation. La dernière partie du 

chapitre est consacrée aux méthodes de réglage du PIλDµ existant dans la littérature, les 

principes de la synthèse de la commande sont présentés en détail pour les méthodes les plus 

connues en donnant les avantages et les inconvénients de chaque méthode. 
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2.2 Système linéaire d’ordre fractionnaire : 

Un système d’ordre fractionnaire est un système ou un phénomène physique ayant une 

dynamique décrite par une équation différentielle d’ordre fractionnaire. Afin de bien aborder 

le domaine de la commande d’ordre fractionnaire, une représentation générale des systèmes 

d’ordre fractionnaire est incontournable. A cet effet, dans cette section, une généralité sur les 

systèmes d’ordre fractionnaire y compris les représentations et la stabilité. 

 

2.2.1  Équation différentielle d’ordre fractionnaire 

En général, un système d’ordre fractionnaire linéaire invariant dans le temps est un 

système dont la dynamique est représentée par une équation différentielle de la forme [5] : 

                                         ∑∑ ==
= m

0k
α

k
n

0k
β

k u(t)Dby(t)Da kk                                            (2.1) 

où u(t) et y(t) sont respectivement l’entrée et la sortie du système, les coefficients ak et bk sont 

des nombres réels et les ordres fractionnaire βk et αk sont des nombres réels positifs. Dans le 

cas où les ordres fractionnaire βk et αk sont multiples d’un ordre fractionnaire q (ordre 

commensurable), ce système sera un système fractionnaire d’ordre commensurable dont 

l’équation différentielle est écrite comme suit [5] : 
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où : βk=  k q  et αk = k l 

 

2.2.2  Représentation d’un système fractionnaire  

La représentation classique entrée-sortie des systèmes d’ordre entier peut être étendue 

aux systèmes d’ordre fractionnaire. En appliquant la transformée de Laplace sur le système 

défini par l’équation différentielle (2.1), on obtient la fonction de transfert suivante [5] : 
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Si le système est commensurable, la fonction de transfert devienne [5] : 
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Comme dans le cas des systèmes entier, les systèmes d’ordre fractionnaire peuvent être aussi 

représentés par une représentation d’état sous la forme suivante [5] : 
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u(t)Dx(t)Cy(t)

u(t)Bx(t)Ax(t)Dq

+=
+=

                                                           (2.5) 

où q = [q1, q2,…qn] est un vecteur des ordres de la dérivée (commensurable ou non), x(t) est le 

vecteur d’état de dimension (n×1), y(t) est le vecteur de sortie de dimension (p×1) et u(t) est le 

vecteur d’entrer de dimension (r×1). 

Dans la représentation de l’équation (2.5), la première équation est l’équation d’état tandis 

que la seconde représente l’équation de sortie. De ce modèle d’état la fonction de transfert est 

obtenue comme suit [5]: 

DBA)I(sG(s) 1q +−= −                                                                 (2.6) 

Si le système est commensurable, la fonction de transfert irrationnelle peut être décomposée 

en éléments simples sous la forme suivante [5] : 
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où  λi   (i = 1 : n) sont les racines du polynôme caractéristique en qs de la fonction de transfert 

dont les raines en s sont les (-λi)
 1/q . Alors la solution analytique de l’équation (2.7) est 

donnée par [5] : 
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Avec : Eq,q est la fonction de Mittag- Leffler  à deux paramètres définie par l’équation (1.4).  

 

2.2.3 La stabilité des systèmes d’ordre fractionnaire 

Il est convenu que les systèmes linéaires d’ordre entier sont parfaitement stables si et 

seulement si tous les pôles du système sont à partie réelle négative. Donc, pour un système 

stable, les pôles se trouvent toujours dans la moitié gauche du plan complexe. Bien que cette 

notion reste valable pour les systèmes d’ordre fractionnaire, la stabilité de ces systèmes puisse 

être discutée en fonction des valeurs λi de l’équation (2.8). En effet, les systèmes d’ordre 

fractionnaire peuvent être stables même pour des valeurs λi à partie réelle positive, et instables 

même pour des valeurs λi à partie réelle négative [43]. Seule la stabilité des systèmes 

fractionnaires d’ordre commensurable est bien établie. La condition de stabilité dans le sens 

entrée-bornée sortie-bornée pour les systèmes fractionnaire d’ordre commensurable est 

donnée dans le théorème suivant [5] : 
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Théorème : Un système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable décrit par l’équation 

différentielle de l’équation (2.2) dont la fonction de transfert est donnée par l’équation (2.4) 

est stable si et seulement si ( )
2

qarg i
π>λ  (pour 1 ≤ i ≤ n) [44].  

où les λi (1 ≤ i ≤ n) sont les racines du dénominateur de la fonction de transfert en qs  

( )∑
=

=
n

0i

iq
i

q sa)s(Q . Figure (2.1) montre les zones de stabilité pour un système fractionnaire 

d’ordre commensurable dans le plan complexe pour 0 < q < 2 [5]. 

 

Figure (2.1) : Différentes zones de stabilité d’un système fractionnaire d’ordre commensurable 

 
Dans le cas d’un système linéaire d’ordre fractionnaire décrit par l’équation différentielle de 

l’équation (2.1) dont la fonction de transfert G(s) est donnée par l’équation (2.3), le système 

d’ordre fractionnaire est stable si et seulement si la condition suivante est satisfaite [5]. 

0)s(quetels,M)s(G,0M ≥ℜ∀≤>∃                                         (2.9)    

    

2.2.4  Système d’ordre fractionnaire élémentaire 

L’élément de base des systèmes fractionnaires d’ordre commensurable appelait parfois 

système fractionnaire de relaxation ou d’oscillation est représenté par l’équation différentielle 

linéaire d’ordre fractionnaire suivante [45] :  
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dont la fonction de transfert est donnée par : 
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avec : u (t) est l’entrée du système, y (t) est la sortie du système et τ0 est la constante du temps. 

Pour 0 < m < 1 le système est dit système de relaxation et pour 1 < m < 2 le système est dit 

système oscillatoire. Ce type de système a un comportement intermédiaire entre le 

comportement d’un système entier de premier ordre et un système entier de second ordre. 

Figure (2.2) montre le diagramme de Bode de la fonction de transfert (2.11) pour différentes 

valeurs de m ; 0.6 < m < 1.8.  
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Figure (2.2) : Diagramme de Bode de la fonction (2.11) pour différentes valeurs de m. 
 

La réponse indicielle du système décrit par l’équation (2.10) est donnée par [5]: 

))t(1/τ(E1y(t) mm
0m −−=                                                                (2.12)      

Figure (2.3) montre la réponse indicielle du système (2.10) pour différentes valeurs de l’ordre 

fractionnaire m ; 0.2 < m < 1.8. 

 

2.2.4.1 Fonction idéal de Bode   

Dans la section précédente on a remarqué que le système fractionnaire représenté par la 

fonction de transfert suivante [5] : 
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                                         2m0    ,
sK

K
G(s)

m
<<

+
=                                                   (2.13)     

peut englober le comportement d’un système de relaxation ou d’oscillation selon la valeur de 

l’ordre m ; alors il est très intéressant d’utiliser ce système comme un modèle de référence. Ce 

système a été proposé pour la première fois en [12] puis il a été utilisé par l’équipe CRONE 

dans la conception d’une commande robuste [42]. Cette fonction peut être considérée comme 

la fonction de transfert en boucle fermée d’un système à retour unitaire dont la fonction de 

transfert en boucle ouverte F(s) est un intégrateur d’ordre fractionnaire  m avec un gain K 

comme il est montré sur la figure (2.4).  
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Figure (2.3) : Réponses indicielles du système (2.10) pour τ0 = 1 et pour différentes valeurs 
de m. 

 

 
Figure (2.4) : Boucle de commande idéale de Bode. 

- 
+ 
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K
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En général, la fonction de transfert idéale F(s) donnée par : 

                                         
ms

K
F(s)=                                                                   (2.14)   

a les caractéristiques suivantes [5]: 

• en boucle ouverte : 

o le module a une pente de -m20dB/dec. 

o la fréquence de coupure dépend du gain K. 

o la phase est une ligne horizontale de  – mπ/2. 

o le diagramme de Nyquist est une ligne droite avec un argument de – mπ/2. 

• en boucle fermée avec retour unitaire : 

o la marge du gain est infinie. 

o la marge de phase φm est égale à φm= π(1-m/2), elle dépend que de m. 

o la réponse indicielle est donnée par :  

                               )Kt(EKty(t) m
1mm,

m −= +                                               (2.15)       

o l’équation caractéristique de la fonction de transfert en boucle fermée est 

donnée par : 

                               0sK m =+                                                                    (2.16)                           

Dans la section précédente, on a remarqué que la fonction idéale de Bode possède un 

amortissement qui dépend seulement de l’ordre d’intégration m. Dans ce cas, on dit que le 

système est iso-amortie ce qui signifie que le système a un dépassement complètement 

invariant vis-à-vis de la variation du gain. Cette propriété rend ce système très utile comme 

modèle de référence pour la conception d’une commande robuste vis-à-vis de la variation du 

gain [15, 42, 46-47].  Figure (2.5) représente la réponse indicielle du système d’ordre 

fractionnaire de l’équation (2.13) pour m = 1.5 avec différentes valeurs du gain K. Le facteur 

d’amortissement obtenu est ξ = 0.5 avec un dépassement de 25.28 % pour les trois valeurs du 

gain K. C’est évident que l'iso-amortissement est une propriété très importante pouvant être la 

raison principale pour l’introduction du calcul fractionnaire dans le domaine de la commande 

en représentant le lien entre la robustesse et le calcul fractionnaire et permettant de passer de 

la stabilité robuste au degré de stabilité robuste. La première application connue de cette 

notion est développée par l’équipe CRONE [42]. Récemment, plusieurs travaux ont utilisé 

cette notion pour améliorer les lois de la commande, soit par l’utilisation de la commande 

fractionnaire, soit par l’utilisation de la notion de calcul fractionnaire dans les commandes 

classiques [20, 46-48]. 
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Figure (2.5) : Réponse indicielle du système (2.13) pour m = 1.5 et pour  
 différentes valeurs du gain K.   

 
 
2.3  Commande d’ordre fractionnaire  

Le premier signe de l’existence de la notion de la commande d’ordre fractionnaire est 

introduit par Bode en 1945 [5]. Le problème clé a été la conception d’un amplificateur à 

rétroaction tel que le système en boucle fermée devient invariant au changement du gain de 

l’amplificateur. Bode a donné une solution élégante pour ce problème avec une conception 

robuste vis-à-vis des variations paramétriques ou des incertitudes. Il a proposé l’intégrateur 

d’ordre fractionnaire comme fonction de transfert en boucle ouverte de l’amplificateur qui est 

appelé aujourd’hui la fonction de transfert idéale de Bode.  

En 1961 Manabe a introduit pour la première fois la fonction de transfert idéale de 

Bode, l’intégrateur d’ordre fractionnaire, dans la commande classique. Il a présenté les 

réponses fréquentielle et temporelle du système de commande en boucle fermée dont la 

fonction de transfert est l’intégrateur d’ordre fractionnaire. En suivant les pas de Manabe, 

Oustaloup, dans les années 1990, a présenté la commande robuste d’ordre non entier 

(CRONE). Dans cette technique de commande fractionnaire Oustaloup suppose que la 

fonction de transfert en boucle ouverte qui formée du correcteur et le processus  d’un système 
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de commande à retour unitaire est l’intégrateur d’ordre fractionnaire. Il a étudié l’efficacité de 

la commande CRONE par rapport aux contrôleurs classiques ; il a trouvé que la commande 

CRONE a des performances additionnelles par rapport à la commande classique. En 1999, 

Podlubny [14] a proposé une généralisation du correcteur PID classique en introduisant le 

correcteur fractionnaire PIλDµ qui a une action intégrale d’ordre λ et une action dérivée 

d’ordre µ . Il a aussi démontré la supériorité du correcteur fractionnaire PIλDµ  par rapport au 

correcteur  PID classique dans la commande des systèmes. Depuis, un nouvel axe de 

recherche concerné par le réglage du correcteur PIλDµ fractionnaire a été lancé. Depuis 1999, 

plusieurs contributions ont été proposées dans le contexte du réglage du correcteur PIλDµ dont 

l’objectif principal est l’amélioration de la qualité de la commande [15-21, 49-53]. 

 

2.3.1  Correcteur CRONE : 

 Dans ce contexte, trois générations de correcteurs CRONE ont été développées pour 

satisfaire une commande robuste et plus performante par rapport aux correcteurs classiques 

[42]. En effet, la première génération de la commande CRONE consiste à concevoir un 

correcteur à phase constante autour de la fréquence transitionnelle en boucle ouverte. Puisque 

la variation paramétrique de la phase dans une boucle de commande est la somme des 

variations paramétriques de la phase du procédé et du correcteur, donc, selon la stratégie 

CRONE de la première génération, un correcteur à phase constante ne contribue pas à la 

variation paramétrique de la boucle ouverte autour de la fréquence transitionnelle et rend la 

variation totale égale à la variation du procédé. La fonction de transfert idéale du correcteur 

CRONE de la première génération est représentée par la fonction d'ordre fractionnaire 

suivante : 

                                         
α

h

b
0α s/ω1

s/ω1
C(s)C 









+
+

=                                                       (2.17)                      

avec C0, ωh, ωh et α +ℜ∈ . Le correcteur CRONE de la première génération de l’équation 

(2.17) est implémenté par une fonction rationnelle obtenue à l'aide d'une approximation dite 

approximation d'Oustaloup dans une bande fréquentielle d'intérêt pratique comme suit [42] : 

                                         ∏
= +

+=
N

1i i

i
0N s/p1

s/z1
C(s)C                                                            (2.18)       

avec zi, pi , pour 1≤ i ≤ N, +ℜ∈  et N ℵ∈ . La robustesse aux variations du gain est obtenue 

dans le cas où la bande fréquentielle utilisée est située dans une bande où le procédé possède 
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une phase constante ; sinon l'utilisation de la seconde génération est indispensable pour 

satisfaire cette propriété. La seconde génération consiste à rendre le système en boucle 

ouverte équivalent à un intégrateur d'ordre fractionnaire comme suit :  

α








ω
=

s
T(s) u                                                                     (2.19)                              

avec [ ]2,1∈α  et +ℜ∈ω *
u . T(s) est la fonction idéale de Bode présentée dans la section 

(2.2.4.1). Comme l'objectif de cette commande est la propriété d'iso-amortissement pour le 

système en boucle fermée ; alors la fonction de transfert du correcteur CRONE de la seconde 

génération est donnée par : 

                                         
(s)G

T(s)
(s)C

p
2 =                                                                  (2.20)                   

La synthèse de ce correcteur consiste à approximer cette fonction dans une bande 

fréquentielle autour de la fréquence du gain unité ωu par une fonction rationnelle. Lorsque la 

propriété de robustesse ne peut être vérifiée à l'aide du correcteur CRONE de la seconde 

génération, un intégrateur fractionnaire d'ordre complexe est considéré dans la troisième 

génération [42]. 

 

2.3.2 Correcteur d’ordre fractionnaire TID  

 Un correcteur TID est une structure semblable à un PID classique dont l'action 

proportionnelle est remplacée par un intégrateur fractionnaire. La fonction de transfert du 

correcteur TID est donnée par: 

( ) Ds
s

I

s

T
sC

n1
++=                                                       (2.21)                

où T est une constante positive et n est un nombre réel de préférence entre 2 et 3 [54]. Ce 

correcteur avec quatre paramètres possède plus de flexibilité qu'un PID classique et il 

s’approche plus étroitement de la fonction idéale de Bode qui assure un meilleur rejet des 

perturbations. D'autre part, un avantage majeur de ce type de correcteur est la minimisation de 

l’effet des variations des paramètres du processus sur la réponse en boucle fermée par rapport 

aux correcteurs PID. Cependant, le développement et l'utilisation de ce type de correcteur 

reste limitée peut être à cause de l'absence d'un équivalent classique.   
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2.3.3 Correcteur avance-retard de phase d’ordre fractionnaire 

Le correcteur avance-retard de phase d’ordre fractionnaire proposée dans [55] est la 

généralisation du correcteur avance-retard de phase classique dont la fonction de transfert est 

donnée par : 

α
α

c 1sx

1s
xKC(s) 









+λ
+λ=                                                         (2.22)              

où λ et α sont deux réels positifs et 0 < x < 1. Le comportement fréquentiel de ce correcteur 

est montré dans la figure (2.6). 

 

Figure (2.6) : Diagramme de Bode du correcteur à avance-retard de phase fractionnaire. 

 

On note que pour α > 0 le correcteur C(s) est un correcteur à avance de phase ; d'autre part si 

α < 0 le correcteur C(s) est un correcteur à retard de phase. La phase du correcteur φm à la 

fréquence caractéristique ωm dépende du paramètre α [5]; alors ce correcteur est plus flexible 

parce qu’il a un degré de liberté de plus que le correcteur classique correspondant. Cependant, 

des méthodes systématiques de conception plus intuitives sont nécessaires. 

 

2.3.4 Correcteur PIλDµ fractionnaire 

2.3.4.1 Correcteur PID classique 

Le PID classique est le régulateur le plus utilisé en pratique. En effet, environ 90 % des 

installations industrielles utilisent des régulateurs PID grâce à leur simplicité, efficacité et 
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robustesse [56]. Dans la littérature, il est convenu que le régulateur PID classique est obtenu 

par l’association des trois actions élémentaires : proportionnelle, intégrale et dérivée. 

Action proportionnelle 

Le signal de commande est proportionnel à l’erreur e(t) entre la consigne et la sortie du 

système comme suit:  

                                         e(t)Ku(t) P=                                                                          (2.23)                   

où Kc est le gain de l’action proportionnelle. La fonction de transfert de cette action est 

donnée par l’expression suivante : 

                                         PKC(s)=                                                                               (2.24)                          

Action intégrale 

Le signal de commande est proportionnel à l’intégrale de l’erreur comme suit : 

                                         ∫ ττ=
t

0
I d)e(Ku(t)                                                                    (2.25)                           

où Ki est le gain de l’action intégrale. La fonction de transfert correspondante est donnée par:  

s

K
C(s) I=                                                                               (2.26)                                    

Généralement, l’action intégrale est associée à l’action proportionnelle sous la forme d’un 

correcteur PI dont la fonction de transfert est donnée par :  

                                         )
sT

1
(1KC(s)

I
P +=                                                                 (2.27)                             

où 
I

P
I K

K
T = est la constante de l’action dérivée. 

Action dérivée : 

Le signal de commande est proportionnel à la dérivée de l’erreur comme suit: 

                                         
dt

de(t)
Ku(t) D=                                                                     (2.28)                                 

où Kd est le gain de l’action dérivée. La fonction de transfert correspondante est donnée par:  

                                         sKC(s) D=                                                                           (2.29)                                  

L’action dérivée est aussi associée à l’action proportionnelle sous la forme d’un correcteur PD 

dont la fonction de transfert est donnée par:  

    )sT(1KC(s) DP +=                                                              (2.30)                                   
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où 
P

D
D K

K
T = est la constante de l’action dérivée. 

Quand les trois actions sont associées on obtient le correcteur PID donc la fonction de 

transfert est donnée par l’expression suivante :  

                                         sK
s

K
KC(s) D

I
p ++=                                                        (2.31)                                   

 

2.3.4.2 Le correcteur PIλDµ fractionnaire 

 

Le correcteur PIλDµ fractionnaire est une généralisation du correcteur PID classique. Sa 

fonction de transfert est donnée par [14] : 

                                         µ++= sK
s

K
KC(s) Dλ

I
c                                                           (2.32)                                       

avec λ > 0 et µ > 0 sont respectivement les ordres d’intégration et de dérivation. Dans le plan 

(λ, µ), le correcteur PID classique est représenté par un seul point correspondant à λ=1 et µ=1; 

par contre le correcteur PIλDµ fractionnaire est représenté par une infinité de point du premier 

cadran du plan (λ, µ) comme il est montré sur la figure (2.7). 

                           

Figure (2.7) : Correcteur PIλDµ et PID classique dans le plan (λ, µ). 

Donc, les deux paramètres λ et µ permettent d’avoir une infinité de possibilité du correcteur 

pour l’amélioration du système en boucle fermée. Pour voir les effets des cinq paramètres (KC, 

K I, KD, λ et µ) du correcteur PIλDµ sur sa réponse fréquentielle, une analyse a été faite où les 

cinq paramètres du PIλDµ sont fixés chacun à l’unité ; puis un seul paramètre est varié pour  

voir la variation de la réponse fréquentielle du correcteur par rapport au paramètre varié. 

Figure (2.8) montre le diagramme de Bode du correcteur PIλDµ avec l’effet de chaque 

paramètre sur sa réponse fréquentielle. 
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Figure (2.8-A,B)  L'effet des deux paramètres du correcteur PIλDµ sur sa réponse 
fréquentielle,(A) l'effet de λ, (B) l'effet de µ. 
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Figure (2.8-C,D)  L'effet des deux paramètres du correcteur PIλDµ sur sa réponse 

fréquentielle,(C) l'effet de Kc, (D) l'effet de Ti. 
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Figure (2.8-E) : L'effet du paramètre Td sur la réponse fréquentielle correcteur PIλDµ. 

  
A partir de la figure (2.8), les effets de la variation des cinq paramètres du correcteur PIλDµ 

peuvent être commentés comme suit :   

• de la figure (2.8-A), l’ordre d’intégration fractionnaire λ a un effet aux basses 

fréquences. On note que lorsque λ augmente le gain augment et la phase diminue.  

• de la figure (2.8-B), l’ordre de la dérivée fractionnaire µ a un effet aux hautes 

fréquences. On remarque que lorsque µ augmente le gain et la phase augmentent. 

• de la figure (2.8-C), le correcteur PIλDµ à un comportement d’un filtre coupe bande. 

Le gain proportionnel KC a un effet dans la bande fréquentielle coupée. Lorsque KC 

augmente la bande coupée diminue. 

• de la figure (2.8-D), la constante d’intégration TI a un effet aux basses fréquences. On 

note que lorsque TI augmente le gain augmente et la phase est presque constante mais 

son allure change.  

• de la figure (2.8-E), la constante d’intégration TD a un effet aux hautes fréquences. On 

note que lorsque TD augmente le gain augmente et la phase est presque constante mais 

son allure change.  
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Pour montrer l’effet de la variation des paramètres du correcteur fractionnaire PIλDµ sur la 

réponse temporelle d’un système asservi en boucle fermée à retour unitaire avec un processus 

du second ordre dont la fonction de transfert est donnée comme suit : 

                                         
1ss

1
(s)G

2p ++
=                                                            (2.33)                                 

Pour voir les effets des cinq paramètres (KC, KI, KD, λ et µ) du correcteur PIλDµ sur la réponse 

temporelle du système décrit par Gp(s), une analyse a été faite où les cinq paramètres du PIλDµ 

sont fixés chacun à l’unité ; puis un seul paramètre est varié pour voir la variation de la 

réponse temporelle par rapport au paramètre varié. Figure (2.9) montre les effets des cinq 

paramètres sur les réponses temporelles du système asservi. Les réponses temporelles de ce 

système asservi ont été obtenues en utilisant la fonction fode-sol pour la simulation des 

systèmes d’ordre fractionnaire [5]. 
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Figure (2.9-A) : Effets de la variation du paramètre Kc sur la réponse  temporelle du système 
asservi considéré. 
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Figure (2.9-B) : Effets de la variation du paramètres Ti sur la réponse  temporelle du système 
asservi considéré. 
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Figure (2.9-C) : Effets de la variation du paramètre Td sur la réponse  temporelle du système 
asservi considéré. 
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Figure (2.9-D) : Effets de la variation du paramètre λ sur la réponse  temporelle du système 
asservi considéré. 
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Figure (2.9-E) : Effets de la variation du paramètre µ sur la réponse  temporelle du système 
asservi considéré. 
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A partir de la figure (2.9), les effets de la variation des cinq paramètres du correcteur PIλDµ 

peuvent être commentés comme suit :   

• de la figure (2.9-A), on note que l’augmentation du gain Kc augmente le dépassement 

et diminue le temps de montée et le temps de réponse.  

• de la figure (2.9-B), on remarque que l’augmentation de la constante d’intégration TI 

entraine l’augmentation du dépassement et du temps de réponse, la diminution du 

temps de montée et engendre plus d’oscillation du système asservi. 

• de la figure (2.9-D), on note que l’augmentation de l’ordre d’intégration fractionnaire 

λ augmente le dépassement et les oscillations du système asservi en laissant le temps 

de montée presque inchangé et il diminue l’erreur statique en l’annulant pour  λ > 1. 

• de la figure (2.9-E), on remarque que lorsque l’ordre de la dérivée fractionnaire µ 

augmente le dépassement et le temps de réponse diminuent le temps de montée et le 

temps de réponse. 

On peut conclure que les effets des deux nouveaux paramètres λ et µ dans le régulateur 

fractionnaire PIλDµ sur la réponse temporelle du système sont bien différents à celle-ci de Ti et 

Td. D’autre part, on peut remarquer que les notions classiques de réglage restent conservées 

pour le cas de la commande fractionnaire. En effet, l’ordre d’intégration λ agit sur le 

fonctionnement en régime permanent tandis-que l’ordre de dérivée µ agit sur le 

fonctionnement en régime transitoire. Les paramètres λ et µ permettent d’augmenter la 

flexibilité du correcteur PIλDµ par rapport au PID classique étant un cas spécial du PID 

généralisé quand λ =µ = 1. 

 

2.3.4.3 Implémentation du PIλDµ  

     Comme le correcteur d’ordre fractionnaire PIλDµ a une fonction de transfert irrationnelle, 

la seule technique pour son implémentation est l’approximation de sa fonction de transfert 

irrationnelle par une fonction de transfert rationnelle. Dans notre travail, la méthode de Charef 

a été utilisée pour cette approximation [39]. Comme il est montré dans la section (1.5), la 

méthode de Charef permet d’approximer les opérateurs d’ordre fractionnaire par des fonctions 

rationnelles dans une bande fréquentielle limitée. Alors, pour une bande fréquentielle [ωL, 

ωH], le correcteur d’ordre fractionnaire PIλDµ de l’équation (2.32), pour 0 < λ< 1 et 0 < µ < 1, 

est approximé par :  
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L’implémentation de ce type des fonctions est faite par des circuits RC comme il est montré 

dans la section (1.6). 

Remarque : dans le cas où λ > 1 ou µ > 1, l’opérateur classique 1/s est associé avec 

l’intégrateur d’ordre fractionnaire et s est associé avec la dérivée d’ordre fractionnaire dans la 

fonction rationnelle d’approximation. 

 

2.4 Méthodes de réglage du PIλDµ  

Au cours de la dernière décade, plusieurs méthodes de réglage du correcteur PIλDµ ont été 

proposées. Ces méthodes peuvent être divisées en trois types, méthodes numériques, 

méthodes à base de règles et méthodes analytiques [15-21], [46-52], [55], [57-60]. 

 

2.4.1 Méthodes numérique :   

Les méthodes numériques de réglage du correcteur PIλDµ sont basées sur l’évolution de la 

fonction objective mesurant le rapprochement aux spécifications désirées. Alors, des 

méthodes d’optimisation numérique ont été employées pour chercher les paramètres du 

correcteur en optimisant la fonction objective. Parmi ces méthodes, on trouve la méthode 

Monje et al. [49], [55] dont le problème de réglage des cinq paramètres du correcteur PIλDµ et 

des trois paramètres du correcteur PIλ ou PDµ est formulé par un problème d’optimisation 

avec contrainte. Les spécifications utilisées sont : 

•  Marge de phase φm: 

Comme il est convenu, la marge de phase est un signe très important de robustesse qui est 

reliée directement à l’amortissement du système. L’équation reliant la marge de phase et la 

fréquence transitionnelle est donnée par :  

                                         0))G(jωC(jω
dBuu =                                                           (2.35)                                  

                                         ( ) mϕ+−= π))G(jωC(jωarg uu                                               (2.36)  

• Robustesse vis-à-vis la variation du gain du système : 

Cette propriété est traduite par une phase plate autour de la fréquence de gain unité, alors 

l’équation de cette contrainte est donnée par : 
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( )( )

0
dω

C(jω(jω)G(argd

uωω

=
=

                                                 (2.37)                              

Cette condition implique que la dérivé de la phase par-rapport à la fréquence est nulle à la 

fréquence du gain unité, c-à-d., la phase du système en boucle ouverte est plate autour de la 

fréquence du gain unité de telle sorte que la réponse indicielle du système en boucle fermée, 

pour différents gains, exhibe un dépassement constant dit propriété d’iso-amortissement. 

• Rejet de bruit de haute fréquence 

Une contrainte est imposée sur la fonction de la sensibilité complémentaire T(jω) tel que : 

dBA
))G(jC(j1

))G(jC(j
)T(j

dB

≤
ωω+

ωω=ω                                        (2.38)                                 

tωω ≥∀ avec dBA)T(jω
dBt = ; A est la valeur de l’atténuation du bruit désirée aux hautes 

fréquences tωω ≥ . 

• Rejet de perturbation de sortie  

La contrainte imposée sur la fonction de sensibilité S (jω) est définie par :  

dBB
))G(jC(j1

1
)S(j

dB

≤
ωω+

=ω                                         (2.39)                        

sωω ≤∀ avec dBB)S(jω
dBs = ; B est la valeur désirée de la fonction de sensibilité aux 

fréquences sω≤ω . 

Donc, en utilisant le correcteur PIλDµ fractionnaire de l’équation (2.32), les cinq conditions 

des équations (2.35) à (2.39) donnent cinq équations non linéaires à cinq inconnus Kc, Ti, Td, 

λ et µ. Pour déterminer les cinq paramètres du régulateur PIλDµ en respectant ces cinq 

conditions, plusieurs méthodes ont été proposées.  

Dans le travail de Monje et al. [55], l’équation (2.35) est considérée comme la fonction 

objective à optimiser tandis-que les autres équations (2.36) à (2.39) sont considérées comme 

des contraintes. Alors, dans ce cas, le problème de détermination de paramètres du régulateur 

PIλDµ s'est converti à un problème d’optimisation non linéaire avec contraintes dont la 

résolution est faite à l’aide de la fonction Matlab "FMINCON". Cette technique a donné de 

bons résultats.  

Récemment deux autres méthodes numériques ont été proposées par Saidi et al. [21]. Ces 

méthodes sont une extension de la méthode de Monje et al. [55]. En effet, afin d’améliorer la 

robustesse du contrôleur PIλDµ vis-à-vis des variations du gain, ces méthodes posent la 
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condition d’avoir une phase plate non seulement autour de la fréquence transitionnelle ωu, 

mais aussi dans toute la bande fréquentielle sélectionnée.  

Une autre méthode basée sur l’optimisation a aussi été proposée par Barbosa et al. [58] dont le 

principe de réglage est montré par sur la figure suivante : 

 

            Figure (2.10) : Système de réglage proposé dans [58] du PIλDµ 

 
 

Dans ce cas, le modèle de référence est le système représenté par de l’équation (2.13). L’idée 

de cette méthode est basée sur l’optimisation de l’indice de performance ISE (intégrale du 

carré de l’erreur en anglais Integral Square Error ) qui est donné par la relation suivante :  

                                         [ ]∫
∞

−=
0

2
rDIc dty(t)(t)yµ)λ,,T,T,J(K                                   (2.40)               

dont le modèle de référence utilisé est le système d'ordre fractionnaire élémentaire décrit par 

(2.11). 

Le problème d’optimisation de cette technique est résolu à l’aide de la routine "FMINCON". 

De bons résultats ont été obtenus et le système en boucle fermée réalisé est robuste vis-à-vis 

de la variation du gain du processus. 

Dans [18], Bettou et Charef ont proposé une méthode consistant à utiliser un régulateur PID 

classique dont ses trois paramètres Kc, TI, TD sont réglés par la méthode classique de Ziegler 

Nichols puis optimiser l’indice ISE suivant :  

[ ] [ ]∫∫
∞∞

−==µλ
0

2

0

2 dty(t)r(t)dte(t)),J(                                    (2.41)                    

pour le calcul des paramètres λ et µ. L’indice d’optimisation J (λ, µ) est calculé par la 

méthode de Hall-Sartorius où la fonction irrationnelle C(s) du correcteur  PIλDµ fractionnaire 

est remplacée par son approximé utilisant la méthode de Charef [39]. Alors, en utilisant un 

balayage simple entre 0 et 1 des deux paramètres λ et µ, le couple (λ*, µ*) optimal minimisant 

PIλDµ 
Système 

r (t) y(t) + 

- 

Algorithme 
d'optimisation 

Modèle de 
référence 

yr(t) 
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le critère J (λ, µ) est obtenu. Dans cette technique, les résultats sont très satisfaisants et 

significativement améliorés avec l'avantage majeur de la simplicité d'utilisation. 

D’autres méthodes qui sont basées sur l’optimisation ont été proposées. On cite par exemple 

la méthode Jun-Yi et Bing-Gang qui avaient l’idée d’optimiser un critère combinant les 

erreurs ISE et IAE par l’utilisation de l’algorithme d’optimisation par essaim de particules 

(PSO) [57]. Dans la méthode de Biswas et al [17], une optimisation par l’amélioration de 

l’évolution différentielle est utilisée. Beaucoup d’autres méthodes numériques existent dans la 

littérature ont l’avantage commun d’avoir une bonne précision de la solution pour certaines 

gammes de problèmes et ainsi la possibilité d’améliorer les performances de la commande par 

l’ajout d’autres contraintes dans la phase d’optimisation. Cependant, ces méthodes nécessitent 

des connaissances parfois approfondies des méthodes d’optimisation, ainsi les solutions 

optimales ne sont pas toujours garanties et dépendent quelque fois des valeurs initiales 

choisies pour l'algorithme dans la phase d’optimisation. 

 

2.4.2 Méthodes à base de règles 

Ces méthodes sont intermédiaires entre les méthodes numériques et les méthodes analytiques. 

En effet, les paramètres du régulateur sont calculés par des relations analytiques qui sont 

généralement développées en se basant sur des méthodes numériques. Dans cette section, les 

principes des méthodes à base de règles les plus reconnues sont présentés. 

Valério et Sa da Costa [16] ont proposé une méthode en se basant sur les cinq conditions de 

Monje et al [55] données dans les équations (2.35) à (2.39) avec un modèle du processus de 

type premier ordre avec temps de retard dont la fonction de transfert est donnée comme suit :  

                                         Lse
sT1

K
G(s) −

+
=                                                                 (2.42)                             

et dont la réponse indicielle est de la forme montrée par la figure (2.11). 

En fixant le paramètre K à l’unité et en variant les paramètres L et T du modèle du processus, 

les cinq paramètres du correcteur PIλDµ fractionnaire sont obtenus pour chaque valeur du 

couple (L,T). Par l’utilisation d’une méthode d’interpolation, moindres carrées par exemple, 

les relations directes entre les cinq paramètres du correcteur et les paramètres L et T du 

modèle du processus qui sont les mêmes paramètres utilisés dans la méthode de Zigler 

Nichols dans le cas entier sont obtenus. Le développement des règles peut être fait selon les 

spécifications désirées du concepteur et selon les intervalles de la variation des paramètres L 

et T. Dans la suite, on va présenter une seule règle parmi les règles présentées dans les 
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résultats du [16] où les paramètres T et L du modèle sont 0.1 ≤ T ≤ 5 et L ≤ 2 et les 

spécifications désirées sont données par :  
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Figure (2.11) : Répoonse indicielle de la forme S. 

La règle donnant les relations des paramètres Kc, TI, TD, λ et µ du correcteur PIλDµ 

fractionnaire aux paramètres L et T du modèle du processus selon la technique de Ziegler 

Nichols est donnée comme : 

LTaTaLaTaLaa ) , ,T ,T ,(K 6
2

5
2

4321DIC +++++=µλ                         (2.43)               

où les valeurs des constantes a1, a2, a3, a4, a5 et a6 sont données dans la table (2.1). 
 

Table (2.1): Relations des paramètres Kc, TI, TD, λ et µ du correcteur aux  
 paramètres L et T du modèle du processus selon une règle  

                      Kc                      TI                       TD                        λ                          µ                         

a1              -0.0048                0.3254                1.5766                0.0662               0.8736 
a2               0.2664                0.2478               -0.2098               -0.2528               0.2746 
a3               0.4982                0.1429               -0.1313                0.1081               0.1489 
a4               0.0232               -0.1330                0.0713                0.0702              -0.1557 
a5              -0.0720               0.0258                0.0016                0.0328              -0.0250 
a6             -0.0348               -0.0171                0.0114                0.2202              -0.0323 
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Par exemple, le paramètre Kc est donné en fonction de T et L par la relation suivante : 

0.0348LT0.0720T0.0232L0.4982T0.2664L0.0048K 22
c −−+++−=              (2.44)         

L’avantage de cette technique est qu’elle ne nécessite pas le modèle du système, les 

paramètres sont dérivés analytiquement à partir de la réponse indicielle du système. Les 

relations trouvées par cette méthode sont un peu compliquées par rapport à celles de Ziegler 

Nichols telle qu'elle nécessite au moins une approximation quadratique, mais l’utilisation de 

cette méthode est simple et efficace. Le problème de cette technique est sa limitation au 

système avec réponse indicielle de forme S ou bien les systèmes ayant une réponse qui 

possède un point d’inflexion de la figure (2.11). 

Dans [50] , Y. Q. Chen et al ont développé une méthode pour le réglage du correcteur PIλ 

fractionnaire. Cette technique est destinée au système du type premier ordre avec un retard 

dont l’optimisation de réglage est basée sur le rejet de perturbation. L’idée de base est une 

extension de la technique MIGO (Ms constraint gain optimisation) utilisée pour le réglage du 

PID classique. Le principe de la méthode est basé sur la maximisation du paramètre TI en 

assurant que le système en boucle fermée soit stable et le diagramme de Nyquist de la boucle 

se situe en dehors du cercle de centre s = - C et de rayon R dans le plan complexe. Les 

paramètres  C et de rayon R sont donnés comme suit [5] : 

                                         
1)(M2M

1MM2MMMM
C

2
ps

2
p

2
pspss

−
−+−−

=                                         (2.45)                  

                                         
1)(M2M

1MM
R

2
ps

ps

−
−+

=                                                             (2.46)                          

où Ms et Mp sont respectivement les maximums des fonctions de sensibilité et de sensibilité 

complémentaire données par :   
                                          S(jωMaxM

ω0
s )

∞<<
=                                                            (2.47)                                  

                                         )T(jωMaxM
ω0

p ∞<<
=                                                             (2.48)                                         

où les deux fonction S(jω) et T(jω) sont données respectivement par (2.38) et (2.39). 

Dans ce contexte, le réglage est conçu pour Ms = 1.2 et Mp = 2. Le cercle de centre C et de 

rayon R est choisi pour forcer la distance entre la fonction de transfert en boucle ouverte 

L(jω) et le point critique (-1,0) dans le diagramme Nyquist. La maximisation de TI est faite 

pour minimiser le critère de performance ISE qui est donnée par l’équation (2.41). La 

contrainte sur la fonction de sensibilité et donnée par :                                                                             
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                                                       22
)()(1 RjGjC ≥+ ωω                                                (2.49)                          

La résolution du problème est faite à l’aide de la méthode de Newton-Raphson qui est donnée 

en détail sous le nom algorithme F-MIGO dans [50]. Pour le développement des règles, le 

temps de retard relatif τ est donné par : 

                                         
TL

L
τ

+
=                                                                     (2.50)                                  

Le concepteur de la méthode a appliqué l’algorithme F-MIGO pour 13 systèmes différents 

pour des valeurs de τ entre 0 et 1 en utilisant différentes valeurs de L. Les paramètres du 

correcteur résultats sont tracés en fonction de τ. Alors, pour un système modélisé par un 

modèle du premier ordre avec un retard donné de l’équation (2.42), les paramètres λ, Kc et TI 

du correcteur PIλ correspondants minimisant le critère ISE, en prenant en considération les 

contraintes sur Ms et Mp des équations (2.47) et (2.48), sont donnés par [50] : 
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0.000307τ
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K c                                                        (2.52)                           

                                         








+−
=

2.4053.402ττ

0.8578
TT

2I                                                  (2.53)                                  

 

Dans la littérature, cette méthode peut être la plus simple à utiliser. En effet, deux étapes très 

simples sont nécessaires. La première étape consiste à identifier le système par un modèle 

tandis-que la deuxième étape consiste à calculer d’une façon directe les paramètres par les 

relations données dans les équations (2.51), (2.52) et (2.53). 

Une autre méthode similaire à cette dernière est proposée par Padula et Visioli [20] avec les 

mêmes objectifs présentés en [50]. Cependant, la résolution du problème d’optimisation a été 

fait par un algorithme génétique. Après interpolation, les paramètres du correcteur PIλDµ 

fractionnaire sont donnés par les relations suivantes : 
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avec a, b et c sont les paramètres à interpoler.  

Les deux paramètres λ et µ ont été formulé pour les deux taches de la commande et pour les 

deux valeurs désirées du Ms 1.4 et 2.0 comme il est montré dans la table 2.2.  

Table  (2.2) :  Les règles des paramètres λ et µ du correcteur PIλDµ [20]  

Rolle de 

correcteur 

          Ms= 1.4            Ms= 2.0 

      λ                 µ            λ           µ 

 

Asservissement 

 

Régulation 

      1                1.1    si τ < 0.1 

                        1.2    si τ ≤ 0.1 

 

      1                1.0    si τ < 0.1 

                        1.1    si 0.1≤τ< 0.4 

                        1.4    si 0.1≤τ< 0.4 

                    1        1.0   si   τ < 0.1 

                              1.1   si   0.1≤ τ ≤ 0.4 

                             1.2   si   0.4 ≤ τ 

                    1       1.0   si   τ < 0.2 

                               1.1   si   0.2≤ τ < 0.6 

                               1.2   si   0.6≤ τ 

 

Remarquons que la valeur optimale obtenue pour l'ordre d'intégration λ est égale à 1. Les 

résultats présentés dans le travail [20] montrent que l'utilisation d'une action dérivée d'ordre 

fractionnaire permet d'améliorer la performance du système en boucle fermée.     

Ces résultats sont étudiés selon l’objectif de la conception du correcteur et ils sont formulés 

par neuf tableaux de réglage pour les différentes structures du correcteur PI, PIλ, PID et PIλDµ 

(pour plus de détail voir [20]).  

Ces méthodes sont très pratiques, car les paramètres sont donnés sous forme d’expression à 

base de modèle. Malheureusement, l'inconvénient majeur de ces méthodes est la mauvaise 

précision des spécifications obtenues dont l'interpolation des paramètres pour une gamme de 

systèmes. A cet effet, la solution optimale n'est pas garantie, car cette solution est basée sur 

des méthodes numériques. Cependant, la recherche dans ces méthodes reste en cours dont 

l’objectif est de se rapprocher le plus possible aux spécifications désirées.        
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2.4.3 Méthodes analytiques :   

Les méthodes de réglage dites analytiques sont des méthodes où la résolution du problème 

de commande n’utilise aucune technique d’optimisation. Elles se basent généralement sur des 

manipulations mathématiques permettant d’obtenir une solution exacte. Sachant que le 

correcteur PIλDµ fractionnaire a cinq paramètres au lieu de trois comme dans le cas d’un PID 

classique, l’extraction de ses paramètres est plus compliquée et nécessite l’utilisation des 

techniques mathématiques ou même des approximations pour résoudre le problème de 

réglage. Plusieurs techniques ont été proposées dans ce contexte [15, 51-52, 59-60]. Dans 

cette section, on va présenter les principes de quelques techniques analytiques. 

Une technique de réglage proposée par Djouambi et al [15] utilise la fonction de transfert 

idéal de Bode. Cette méthode consiste à considérer l’intégrateur d’ordre fractionnaire décrit 

par l’équation (2.14) comme un modèle de référence du système en boucle ouverte. L’idée est 

basée sur le digramme de Bode asymptotique de la phase du processus à contrôler comme 

c’est montré sur la figure (2.12). 

 
Figure (2.12) : Diagramme de Bode asymptotique de la phase d'un système d'ordre n. 

 

0 ≤ n' ≤ 2, 2 ≤ n ≤ 4 et ω0 est la fréquence transitionnelle du système. Dans la conception, on 

considère que la fréquence transitionnelle du système a commandé ωu est supérieur à 10ω0. 

Dans la bande de fréquence ωmin << ω0 < ωu << ωmax et pour Ku= ωu
m, la fonction de transfert en 

boucle ouverte peut donc être approximée selon l’expression suivante : 

m
uµ

Dλ
I

c
s

K
G(s))sT

s

T
(1KC(s)G(s)L(s) ≈++==                                (2.55)                                  

Alors, Le réglage des cinq paramètres du correcteur PIλDµ fractionnaire se fait comme suit :  

• Une pente en amplitude de -20mdB/dec dans la bande fréquentielle [ωmin, ωmax] ce qui 

permet de calculer λ et µ comme suit : 

0ω  010ω  

2/'πn  

2/πn  

Arg(G(jω)) 
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'nmλetmnµ −=−=                                                          (2.56)                             

En fixant KC = 1, les valeurs initiales IT' et DT'  peuvent être calculés comme suit : 

                                         
n
maxmax

u
D

ω)G(jω

K
T' =                                                                (2.57)                                     

                                         
n'
minmin

u
I

ω)G(jω

K
T' =                                                               (2.58)                                        

• A la fréquence transitionnelle ωu, le gain Kc est obtenu par l’expression suivante :  

µ
ud

λ
uI

1
u

c
)(jω'T)(jω'T1

))G(jω(
K

++
=

−

−

                                          (2.59)                                   

• Enfin l’ajustement des paramètres TI et TD se fait comme suit :  

'
DcD

'
IcI TKTetTKT ==                                                                         (2.60)                                  

La méthode de Vu & Lee [52] pour le réglage du PIλ consiste à utiliser un model désiré en 

boucle fermée qui a la forme suivante : 

 
m

u
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d
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−
                                                          (2.61)                                        

Dans une boucle à retour unitaire le correcteur peut s’exprimer comme suite : 
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Puisque le système à commander est de type premier ordre avec retard comme dans l’équation 

(2.42), le retard pur dans le numérateur de (2.62) peut être éliminé avec le retard du système, 

donc, le correcteur est donné par l’expression suivante : 
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La réponse en fréquence du correcteur PIλ est donnée par : 
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Dans cette technique, l’ordre d’intégration λ est calculé par la méthode de Chen [50] selon les 

règles présentées dans la section précédente. Puis, par analogie entre les deux équations (2.63) 

et (2.64), les deux paramètres Kc et TI sont obtenus comme suit : 
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où  φ = mπ/2   et  Φ = θω. Alors, les deux paramètres Kc et TI sont fonction de m, ωu et ω qui 

sont ajustés pour obtenir Mp le maximum désiré de la fonction de la sensibilité 

complémentaire T(jω) de l’équation (2.38). 

 

Une autre technique a été développée par Ying Luo et YangQuan Chen [59] qui a pour 

objectif le réglage des correcteurs PDλ et (PD)µ fractionnaires pour la commande d’un 

système d’ordre fractionnaire décrit par la fonction de transfert suivante : 

1)s(Ts

1
G(s)

α +
=                                                           (2.67)                                

Notons que ce modèle joue un rôle très important pour la description de phénomène 

diélectrique des membranes ainsi qu’une grande variété de matériaux biologiques [60]. Les 

fonctions de transfert des deux types de correcteurs utilisés sont données par : 

)sK(1K(s)C λ
d1p11 +=                                                   (2.68)                                   

µ
d2p22 s)K(1K(s)C +=                                                   (2.69)                                       

Le réglage des trois paramètres Kp1, Kd1 et λ du correcteur PDλ et des trois paramètres Kp2, 

Kd2 et µ du correcteur (PD)µ  est fait pour satisfaire les trois conditions suivantes : 

• marge de phase désirée φm 

muu π)))G(jωarg(C(jω ϕ+−=                                          (2.70)                                            

• fréquence transitionnelle ωu 

                               0))G(jωC(jω
dBuu =                                                       (2.71)                                                 

• robustesse vis-à-vis de la variation du gain  

                               0
dω

G(jω(jdarg(C(jωa

uωω

=
=

                                              (2.72)                                                     

Une technique graphique a été utilisée pour résoudre les trois équations précédentes.  

En utilisant quelques manipulations mathématiques, le gain Kd2 du correcteur (PD)µ est 

obtenu comme fonction du paramètre µ à partir des équations (2.70) et (2.72) par les relations 

suivantes : 



Chapitre 2 Commande D'ordre Fractionnaire 

 

53 
 























































+
+−ϕ=µ= −

2

απ
cosTω1

2

απ
sinTω

tan
2

π

µ

1
tan

ω

1
)(fK

α
u

α
u

1
m

u
p2                             (2.73)                          

2
u3

2
u

2
3

2

d2
ω2A

ω4Aµµ
)(gK

−±
=µ=                                                                       (2.74)                                      

où :                 



















++
=

2α
u

2α
u

α
u

3

)
2

απ
cosTω(1)

2

απ
sin(Tω

2

απ
sinαTω

A . 
Le gain Kp2 est aussi obtenu comme fonction des deux paramètres Kd2 et µ à partir de 

l’équation (2.71) par l’expression suivante : 
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                      (2.75)                    

Comme 0 < µ < 2, la résolution est faite selon la procédure suivante : 

1) tracer la fonction Kd2 = f (µ) de l’équation (2.73) 

2) tracer la fonction Kd2 = g (µ) de l’équation (2.74) 

3) obtenir les deux paramètres Kd2 et µ à partir de l’intersection des deux courbes f et g 

4) calculer le paramètre Kp2 = h (Kd2,µ) à partir de l’expression (2.75) 

 

Ying Luo et al. ont aussi adapté cette même technique pour le réglage du PIλ et le [PI]λ avec 

des résultats expérimentaux validant leurs avantages [60]. La même idée a été utilisée pour la 

commande d’un système d’ordre entier du second ordre avec un PDµ [51]. Grâce à sa 

simplicité d’utilisation et son efficacité, du point de vue de satisfaction des spécifications, 

cette méthode a eu un grand succès dans le domaine de la commande fractionnaire.  

En 2014, Bettayeb et Mansouri ont développé une technique de commande basée sur la 

commande à modèle interne en associant un filtre d’ordre fractionnaire à un correcteur PID 

classique pour des systèmes d’ordre fractionnaire.  

L’avantage majeur des méthodes analytiques est que la solution soit généralement exacte et 

que le réglage est donné sous forme d’expressions simples à exploiter. Malheureusement, le 

développement de ce type de méthodes se met en face des manipulations mathématiques très 

compliqués ce qui exige parfois l’utilisation des techniques avancées (approximation, 

simplification, et même optimisation).  
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Après présentations de quelques techniques de réglage du correcteur PIλDµ fractionnaire des 

méthodes numériques, méthodes à base de règles et méthodes analytiques, les avantages et les 

inconvénients de chaque type de méthode sont présentés dans la table (2.3). 

 
Table (2.3) : Comparaison entre les différentes techniques de réglages 

 
Méthode Avantages Inconvénients 

Numérique 

 
- solution précise (dépend de la 
convergence de l'algorithme 
d'optimisation) 
- meilleure flexibilité de réglage avec des 
possibilités d’améliorer la commande par 
l'ajout d’autre contrainte 

 
- solution optimale non garantie 
- solution dépend du choix du 
point initial de l'algorithme. 
- difficile à utilisé par un ingénieur 
non spécialisé 

 
A base de 

Règles 

 
- réglage simple et très pratique 
- simple à utiliser par un ingénieur non 
spécialisé 

 
 
- manque de précision de la          
solution. 
- difficulté de développement des 
règles 

Analytique 

- réglage simple et très pratique avec une 
précision assuré de la solution 
- simple à utiliser par un ingénieur non 
spécialisé 

 
- limité de point de vue imposition 
des contraintes (il faut choisir les 
contraintes les plus simples à 
présenter mathématiquement) 
- difficulté du développement des 
expressions analytiques 
 

 

 

2.5 Conclusion    

Dans ce chapitre, des initiations aux systèmes d’ordre fractionnaire et à la commande d’ordre 

fractionnaire ont été présentées. Le correcteur PIλDµ fractionnaire a reçu une grande attention 

des chercheurs grâce à leur flexibilité permettant d’améliorer la qualité de la commande. 

Alors, on a donné quelques techniques du réglage du correcteur  PIλDµ fractionnaire. 

Cependant, le domaine de réglage du correcteur PIλDµ fractionnaire reste un sujet d’actualité 

dont le but est d’avoir des méthodes plus efficaces, plus pratiques et plus simples à utiliser ; 

ce qui permet d’avoir plus de motivation pour travailler encore dans cet axe de recherche. 

Donc, dans le cadre de cette thèse, une technique de réglage du correcteur PIλDµ fractionnaire 

est proposée et qui sera présentée et détaillée dans le chapitre suivant. 



 

 

 
 
 

 

 
 

 
 
Réglage analytique du 

PIλDµ fractionnaire 
 
 

3 Chapitre  
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3.1 Introduction : 

En pratique, la modélisation des systèmes n’est pas toujours envisageable à cause de ses 

manipulations mathématiques parfois très compliquées. Cet inconvénient rend la conception 

d’un correcteur une opération complexe à plusieurs tâches y compris la modélisation, 

l’identification, linéarisation… etc. D’autre part, pour la majorité des systèmes stables, la 

réponse indicielle est généralement accessible ce qui rend la connaissance de ces derniers 

possible à partir d’une simple mesure. Cet avantage a encouragé les chercheurs dans le 

domaine de la commande à développer des méthodes de synthèses en se basant sur la réponse 

indicielle du système. En effet, une simple mesure sur le processus permet de paramétrer son 

correcteur. La première idée a été développée par Zigler et Nichols en 1942 [61] qui ont 

conçu un correcteur classique PID pour un système réel sans avoir besoin de connaître son 

modèle. Depuis, plusieurs travaux ont été effectués dont le but est d’améliorer la qualité de la 

commande et de simplifier le réglage des paramètres du correcteur PID [56]. 

Récemment, avec le développement considérable du PIλDµ fractionnaire et la 

proposition de plusieurs techniques de réglage comme il a été montré dans le chapitre 

précédent, une méthode de réglage basée sur la réponse indicielle est proposée pour le 

correcteur PIλDµ fractionnaire dont le principe est de satisfaire les cinq conditions assurant la 

propriété d'iso-amortissement [16]. Cette méthode est très utile due à la possibilité de réglage 

du correcteur sans passer par la modélisation ou l’identification du processus. Cependant, elle 

est limitée aux systèmes à réponse indicielle spécifique. D’autre part, l’utilisation de cette 

méthode nécessite plusieurs règles, en effet, chaque gamme de systèmes a des expressions 

analytiques différentes aux autres gammes. 

A partir des avantages y compris la simplicité et la précision des méthodes analytiques et 

l’intérêt d’utilisation de la boucle idéale de Bode comme un modèle de référence [15, 42, 46-

47, 62], une nouvelle méthode de réglage analytique a été développée dans le cadre des 

travaux de cette thèse pour la conception du PIλDµ fractionnaire. Alors, ce chapitre est 

consacré à la présentation de cette nouvelle technique de réglage des paramètres du correcteur 

PIλDµ fractionnaire en utilisant que la réponse indicielle des systèmes stables et ne nécessite 

aucune approximation du processus à commander par un modèle. S’inspirant d’une technique 

récente de réglage du correcteur PID classique [63], la méthode proposée consiste à 

approximer la fonction de transfert en boucle fermée en séries de Taylor-Maclaurin, puis par 

analogie avec un modèle désiré, les cinq paramètres du correcteur PIλDµ sont calculés pour 

que le système en boucle fermée soit équivalent à la boucle idéale de Bode. Cette technique a 
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un intérêt similaire à celui de la majorité des méthodes présenté dans la section (2.4) du 

chapitre précédent dont l’objectif est de rendre le système en boucle fermée robuste vis-à-vis 

la variation de gain. D’autre part, avec la méthode proposée, deux autres intérêts sont 

introduits. Le premier intérêt réside dans le réglage qui se base uniquement à la réponse 

indicielle du processus sans avoir besoin de connaître son modèle mathématique tandis-que le 

deuxième intérêt représentant l’avantage majeur de la méthode proposée est la solution 

analytique exacte obtenue pour les cinq paramètres, contrairement aux autres méthodes 

analytiques qui restent limitées au réglage du correcteur à trois paramètres comme le PIλ et 

PDµ [51-52, 59-60]. La limitation de ces méthodes est due essentiellement à la difficulté de la 

résolution des cinq équations non-linéaires avec cinq inconnus. Le principe de la méthode 

sera, par la suite, présenté dont les paramètres sont dérivés analytiquement à partir de la 

réponse indicielle du processus en prenant en considération les spécifications désirées. Des 

exemples illustratifs ont été présentés dont les bons résultats justifient l’utilité de la méthode 

proposée. 

 

3.2  Formulation du problème 

Considérons le schéma classique d’une boucle de commande à retour unitaire suivant :  

 

 

 

 

Figure (3.1) : boucle de commende classique 

 

avec Gp (s) est la fonction de transfert du processus et C(s) est la fonction de transfert du 

correcteur PIλDµ fractionnaire donnée par l’expression suivante : 

                               µ
Dλ

I
c sT

s

T
KC(s) ++=                                                      (3.1) 

où Kc, TI, TD, λ et µ sont les cinq paramètres à régler du correcteur. Dans ce travail, le 

processus est considéré stable dont la fonction de transfert Gp (s) est inconnue, seulement sa 

réponse indicielle est disponible.  La fonction de transfert du système en boucle fermée GA (s) 

est donnée alors par : 

                               
)s(G)s(C1

)s(G)s(C

)s(R
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==                                             (3.2) 
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Le problème de conception du correcteur PIλDµ fractionnaire est fondé sur le réglage de ses 

cinq paramètres de l’équation (3.1) afin que la fonction GA(s) de l’équation (3.2) se comporte 

comme un modèle de référence fractionnaire donnée par la fonction de transfert suivante : 

                               
m

u

d

ω

s
1

1
(s)G









+

=                                                 (3.3) 

où m est un nombre réel tel que 0 < m < 2, et ωu est un nombre réel positif. Dans notre cas, on 

a utilisé un ordre m compris entre 1 et 2 pour que le système Gd(s) a un 

comportement oscillatoire [45].  On a vu précédemment que la fonction donnée par l’équation 

(3.3) représente la fonction de transfert en boucle fermée de la boucle idéale de Bode [46] qui 

est largement utilisée comme modèle de référence dans la conception des correcteurs d’ordre 

fractionnaire. Les deux paramètres m et ωu sont imposés afin que le système désiré Gd (s) 

satisfait les spécifications demandées dans le cahier de charges. Si les spécifications désirées 

sont données en terme de marge de phase φm et de fréquence transitionnelle ωc, les deux 

paramètres m et ωu peuvent être obtenus par :  

• ωu= ωc (la fréquence transitionnelle du système asservi projeté) 

• m = 2[1- (φm/π)] (φm est la marge de phase du système asservi projeté) 

Donc, le problème se résume au réglage des cinq paramètres Kc, TI, TD, λ et µ du correcteur 

PIλDµ fractionnaire satisfaisant la condition GA (s) ≈ Gd (s) dans une bande fréquentielle 

autour de la fréquence transitionnelle ωc = ωu.  

Les deux fonctions GA (s) et Gd (s) peuvent être représentées en série de Taylor-Maclaurin, en 

considérant que le variable s est réel, autour du point s = ωu comme suit : 
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(3.5) 

où )(G u
)i(

A ω et )(G u
)i(

d ω sont respectivement les dérivées d'ordre i des fonctions GA(s) et Gd(s) 

par rapport à la variable s au point ωu. Comme le but est la synthèse du correcteur PIλDµ 

fractionnaire satisfaisant la condition )s(G)s(G dA ≅  ; donc par troncation des expressions 

(3.4) et (3.5) aux cinq premiers termes et par analogie entre les deux polynômes en s, cinq 

équations avec cinq inconnues (Kc, TI, TD, λ et µ) sont obtenues. Des équations (3.4) et (3.5) 

on peut alors écrire : 
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                                                   (3.6) 

Alors, la solution proposée consiste à calculer les cinq paramètres Kc, TI, TD, λ et µ du 

correcteur PIλDµ fractionnaire en utilisant les cinq égalités de l’équation (3.6). Pour éviter la 

résolution numérique à l'aide d’algorithmes d’optimisation, des manipulations mathématiques 

simples avec des changements de variables ont été utilisées pour que la résolution soit 

analytique. 

 

3.3 Présentation de la méthode  

Dans cette partie du chapitre, on va présenter la résolution du système d'équations non linéaire 

(3.6) sous forme d'une séquence d’étapes successives. 

3.3.1 Etape 1 :  

Considérons les paramètres )(G)(ωG u
)i(

du
(i)
Ai ω==θ  pour 0 ≤ i ≤ 4. Alors, des équations 

(3.6) et (3.3), on aura les relations suivantes:  
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                                      (3.7)
 

On note que les valeurs des paramètres θi, 0 ≤ i ≤ 4, sont calculées à partir des valeurs 

données des paramètres m et ωu du modèle de référence fractionnaire de l’équation (3.3). 

Soient les paramètres )(ωCX u
)i(

i = , pour 0 ≤ i ≤ 4, les iéme dérivées de la fonction de 

transfert C(s) du correcteur PIλDµ par rapport à la variable s au point s = ωu. Donc, de la 

fonction de transfert du correcteur PIλDµ fractionnaire C(s) de l'équation (3.1), les paramètres 

)(ωCX u
)i(

i = , pour 0 ≤ i ≤ 4, sont donnés comme suit : 
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 (3.8) 

3.3.2 Etape 2 

Considérons GIn(s) la transformée de Laplace de la réponse indicielle du système gIn(t), donc 

la fonction GIn(s) est donnée par l’expression suivante : 

                               dte(t)g(s)G st

0 InIn
−∞

∫=                                                (3.9) 

Le développement en série de Taylor-Maclaurin au point s = ωu de la fonction GIn(s) est 

donné par l’expression suivante : 
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où les )(ωG u
(i)
In sont les iéme dérivées de la fonction Gin(s) au point s = ωu. De l’expression de 

GIn(s) de l’équation (3.9), l’équation (3.10) s’écrira alors sous la forme suivante :  
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Soient les paramètres )(ωGS u
(i)
Ini = , pour 0 ≤ i ≤ 4, les iéme dérivées de la fonction GIn(s) par 

rapport à la variable s au point s = ωu. Donc, à partir des équations (3.10) et (3.11) ces 

paramètres )(ωGS u
(i)
Ini = , pour 0 ≤ i ≤ 4, sont donnés comme suit : 
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Comme ωu > 0 et pour n ≥ 0, la limite 0etlim tωn

t

u =−

∞→
 ; alors, les paramètres Si, pour 0 ≤ i ≤ 4, 

de l'équation (3.12) sont convergents et peuvent être calculées numériquement par les 

expressions suivantes :  
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                                 (3.13) 

où T est la période d’échantillonnage de la réponse indicielle gIn (t) et N= partie entière de 

(Tac/ T) est le nombre d’échantillons pour un temps d’acquisition du signal gIn (t) Tac qui est 

généralement choisi très supérieur au temps de réponse du système. On note que les valeurs 

numériques des paramètres Si, pour 0 ≤ i ≤ 4, sont calculées soit à partir de la réponse 

indicielle du système gIn (t) soit à partir de la fonction de transfert de système si cette dernière 

est disponible. 

3.3.3 Etape 3 :  

La fonction de transfert en boucle ouverte Go (s) peut être obtenue à partir de la fonction de 

transfert en boucle fermée GA (s) de l’équation (3.2) comme suit :  

                               
(s)G1

(s)G
(s)GC(s)(s)G

A

A
po −

==                                                            (3.14) 

L’équation (3.14) peut être réécrite comme suit :  
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(s)G1

(s)G
(s)GC(s)s

s
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A

A
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p
o −

===                                 (3.15) 

où Gp(s)/s = GIn(s) est la transformée de Laplace de la réponse indicielle gIn(t) du système.  

En prenant la iième dérivée, pour 0 ≤ i ≤ 4, des deux cotés de la relation (3.15) par rapport à la 

variable s au point s = ωu on obtient les expressions suivantes : 
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    (3.16) 

où, pour 0 ≤ i ≤ 4, les paramètres )(ωG u
(i)
Ai =θ , )(ωCX u

)i(
i =  et )(ωGS u

(i)
Ini = sont définis 

dans les équations (3.7), (3.8) et (3.13), respectivement. Alors, les valeurs numériques des 

paramètres )(ωG u
(i)
o  de l’équation (3.16), pour 0 ≤ i ≤ 4, sont calculées à partir des 

paramètres θi qui sont calculées en premier lieu dans la première étape selon l’équation (3.7) à 

partir des valeurs données des paramètres m et ωu du modèle de référence fractionnaire de 

l’équation (3.3). 

3.3.4 Étape 4 :  

Comme les valeurs numériques des paramètres )(ωG u
(i)
o  et Si, pour 0 ≤ i ≤ 4, peuvent être 

facilement obtenues à partir des équations (3.16) et (3.12), alors les valeurs des paramètres Xi, 

pour 0 ≤ i ≤ 4, sont successivement calculées à partir de l'équation (3.16) comme suit :  
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                (3.17)   

Une fois que les valeurs des paramètres Xi, pour 0 ≤ i ≤ 4, sont obtenues, les cinq paramètres 

Kc, TI, TD, λ et µ du correcteur PIλDµ fractionnaire peuvent être obtenus en résolvant 

l'équation (3.8) en utilisant quelques manipulations mathématiques.  

3.3.5 Etape 5 

On dénote par Q1 et Q2 les deux quantités suivantes :  

µ
uD

u
2

λ
uI

u
1

ωT
ω

µ
Q

ωT
ω

λ
Q

=

−= −

                                                                                           (3.18) 

Alors, l'équation (3.8) peut être réécrite comme suit :  
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                        (3.19) 

Soient les variables Zi (pour 1 ≤ i ≤ 3) obtenues à partir des paramètres Xi (pour 1 ≤ i ≤ 4) et 

ωu par les relations suivantes : 

4
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2
u2u13

3
2
u2u12

2u11

XX6X7XZ

XX3XZ

XXZ

ω+ω+ω+=

ω+ω+=

ω+=

                                                         (3.20) 

A partir des deux équations (3.19) et (3.20), les relations suivantes sont obtenues :  
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                                                                     (3.21) 

En combinant les différentes expressions de l’équation (3.21), on peut obtenir les relations 

suivantes : 
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                                                                   (3.22) 

3.3.6 Etape 6 :  

A partir  de l'équation (3.22), l'équation suivante peut être tirée : 

µ=
+λ
+λ

=
+λ
+λ

21

32

11

21

ZZ

ZZ

ZX

ZZ
                                                                    (3.23) 

Alors, de la première égalité de l’équation (3.23), l'équation suivante est obtenue: 

 
( )( ) ( )( )32112121 ZZZXZZZZ +λ+λ=+λ+λ                                     (3.24) 

Dans l’équation (3.24) la seule inconnue est la variable λ, donc cette équation peut être 

réécrite sous la forme d’une équation du second ordre en λ comme suit : 

( ) ( ) ( ) 031
2
23121

2
21

2
1 =−+−+− ZZZZXZZZXZ λλ                             (3.25) 

Deux solutions λ1 et λ2 sont obtenues de la résolution de l’équation (3.25). On choisit une 

solution et on procède successivement au calcul des autres paramètres µ, TD, TI, Kc, TI. On 

note que le choix de la solution λ1 ou de la solution λ2 conduit toujours au même correcteur 

PIλDµ fractionnaire comme il sera expliqué dans la remarque au dessous. Le paramètre µ est 

calculé en utilisant la valeur choisie du paramètre λ par la relation de l’équation (3.23) : 

11

21

ZX

ZZ

+λ
+λ

=µ
                                 

                                                     (3.26) 

Puis, les valeurs des deux quantités Q2 et Q1 sont calculées à partir des expressions de 

l’équation (3.22) comme suit :  
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Ensuite, à partir des équations (3.18), les deux paramètres TD et TI sont calculés par les 

relations suivantes : 
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Q
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                                                                     (3.28) 

Finalement, le paramètre Kc est obtenu à partir de l’équation (3.22) par la relation suivante : 

µλ− ω−ω−= uDuI0c TTXK                                                       (3.29) 

Remarque : 

La résolution de l’équation (3.25) conduit à deux solutions distinctes λ1 et λ2. Cela pose un 

problème du choix de la solution adéquate du paramètre λ pour avoir le correcteur PIλDµ 

fractionnaire convenable pour le système à commander. Cependant, on a remarqué que le 

choix de la solution λ1 ou de la solution λ2 conduit toujours au même correcteur PIλDµ 

fractionnaire. Cette conclusion sera démontrée mathématiquement dans ce qui suit. 

Les deux solutions de l’équation (3.25)  λ1 et λ2 sont données par les expressions suivantes : 

2
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Donc, pour les deux solutions λ1 et λ2, deux ensembles de paramètres (λ1, µ1, TD1, TI1, KC1) et 

(λ2, µ2, TD2, TI2, KC2) sont obtenus conduisant, respectivement, à deux correcteurs PIλDµ 

fractionnaire C1(s) et C2(s) dont les fonctions de transfert sont donnés par: 

µ2
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c11

sT
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T
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s

T
K(s)C

++=

++=
                                             (3.32) 

A partir de l’équation (3.26), les deux paramètres µ1 et µ2 correspondant respectivement aux 

paramètres λ1 et λ1 sont données par les expressions suivantes : 
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En remplaçant les valeurs des variables Z1, Z2 et Z3 de l’équation (3.20) dans les équations 

(3.30), (3.31), (3.33) et (3.34) on a trouvé que :  
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                                                      (3.35) 

A partir des équations (3.28) et (3.35), on a aussi trouvé que les deux ensembles de 

paramètres (TD1 et TI1) et (TD2 et TI2) correspondant, respectivement, aux paramètres (λ1, µ1) 

et (λ2, µ2)  sont tels que : 
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Et à partir des équations (3.29), (3.35) et (3.36), on a encore trouvé que les paramètres KC1 et 

KC2 correspondant, respectivement, aux paramètres (λ1, µ1, TD1, TI1) et (λ2, µ2, TD2, TI2) sont 

tels que:  

c2
λ2

uI2
µ2
uD20

µ1
uD1

λ1
uI10c1 KωTωTXωTωTXK =−−=−−= −−                  (3.37) 

Des équations (3.35), (3.36) et (3.37), on a trouvé que les paramètres des deux correcteurs 

PIλDµ fractionnaire C1(s) et C2(s) sont tels que : µ2 = - λ1 et λ1 = - µ2, TD1 = TI2 et TI1 = TD2 et 

Kc1 = Kc2, alors ces deux correcteurs PIλDµ fractionnaire C1(s) et C2(s) sont identiques et on 

peut écrire que : 

µ2
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c11 sT
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s

T
K(s)C ++==++=                        (3.38) 

Par conséquent, le choix de la solution λ1 ou de la solution λ2 conduit toujours au même 

correcteur PIλDµ fractionnaire. Dans ce travail, on a choisi la valeur positive de λ ou bien la 

plus grande en valeur absolue. Cette technique de calcul des paramètres du correcteur PIλDµ 

fractionnaire sera résumée sous forme d'un algorithme de réglage dans la section suivante. 
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3.4 Algorithme de réglage du PIλDµ 

Pour régler les cinq paramètres Kc, TI, TD, λ et µ du correcteur PIλDµ fractionnaire de la 

boucle de commande à retour unitaire de la figure (3.1) afin que le système en boucle fermée 

se comporte comme le modèle désiré de l’équation (3.3), il suffit de suivre l'algorithme 

suivant. 

3.4.1 Les entrées : 

Les entrées de l'algorithme sont les données ou les valeurs nécessaires pour l’application de la 

méthode proposée, ces données sont:   

• La fréquence transitionnelle ωu et l'ordre fractionnaire m du modèle désiré; 

• Les valeurs de la réponse indicielle du système gin(kT) pour  0 ≤ k ≤ N; où N={Tac/T}  

est le nombre d'échantillons donné avec Tac est le temps d'acquisition du signal gin(t) et 

T est la période d'échantillonnage.   

 

3.4.2 L’algorithme de calcul : 

 Etape 1 : calculer les valeurs θi (pour 0 ≤ i ≤ 4) de l'équation (3.7) comme suit : 
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 Etape 2 : calculer les valeurs Si (pour 0 ≤ i ≤ 4) de l'équation (3.13) comme suit : 
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 Etape 3 : calculer les valeurs )(ωG u
(i)
o (0 ≤ i ≤ 4) de l'équation (3.16) comme suit : 
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 Etape 4 : calculer les Xi (pour 0 ≤ i ≤ 4) de l'équation (3.17) comme suit : 
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 Etape 5 : calculer les Zi (pour 1 ≤ i ≤ 3) de l'équation (3.20) comme suit : 
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 Etape 6 : calculer les paramètres du correcteur PIλDµ comme suit : 

• λ est la solution de l'équation de second ordre (3.25) qui est donnée par :  
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•  µ est calculée de l'équation (3.26) par ; 
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• TI et TD sont calculés de l'équation (3.28) comme :   
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• Kc est calculé de l'équation (3.29) par : µλ− ω−ω−= uDuI0c TTXK  

 

L’innovation dans cette technique réside dans la simplicité de calcul des paramètres du 

correcteur PIλDµ fractionnaire sans avoir besoin d’utiliser des algorithmes d'optimisation ou 

un modèle du processus. En effet, les cinq paramètres sont reformulés analytiquement à partir 

des valeurs des m, ωu et les Si. Le principe du réglage proposé du PIλDµ fractionnaire est 

présenté dans la figure (3.2). 
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Figure (3.2) : Schéma synoptique de principe du réglage proposé. 

 

3.5 Résultats de simulation 

3.5.1 Exemples illustratifs 

Dans cette section, on va présenter des exemples illustratifs pour valider l’efficacité et l’utilité 

de la méthode de réglage proposée, un correcteur fractionnaire est utilisé pour les deux 

systèmes qui sont décrits par les fonctions de transfert suivantes [15] : 
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Les performances dynamiques demandées du système asservi projeté sont : 

• La fréquence transitionnelle ωu = 1000 rad/sec. 

• La marge de phase φm = 60°. 

Ces spécifications sont satisfaites par le modèle de référence d’ordre fractionnaire suivant : 

   
1.33m

u

d

)
1000

s
(1

1

)
s

(1

1
(s)G

+
=

ω
+

=                                                       (3.41) 

Alors la fonction de transfert en boucle ouverte désirée est (s/1000)-1.33. Donc le problème de 

commande pour les deux systèmes est le réglage des cinq paramètres Kc, TI, TD, λ et µ du 

correcteur PIλDµ fractionnaire afin que chaque système en boucle fermée se comporte comme 

• Kc 

• TI 

• TD 

• λ 

• µ 

Sorties 

 

Algorithme 
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le système désiré Gd (s) de l’équation (3.41), autour de la fréquence transitionnelle ωu = 1000 

rad/sec. Pour une période d’échantillonnage T= 0.05 ms et un temps d’acquisition du signal 

gIn(t) Tac = 20s, les fonctions de transfert des deux correcteurs obtenus par l’algorithme 

proposé dans la section (3.4.2) sont données par : 

0.6668
1.29911 s8994.0

s
869.71

077.0(s)C ++=                                           (3.42) 

0.6765
1.6667-2 s3975.109

s
5.88

0209.188(s)C ++=                                   (3.43) 

Notons que le correcteur obtenu pour le premier système de l’équation (3.39) est un PIλDµ 

fractionnaire ; cependant le correcteur obtenu pour le second système de l’équation (3.40) est 

un PDλDµ qui n’a pas d’équivalent dans le cas des correcteurs classiques.  

Pour l'implémentation des deux correcteurs C1(s) et C2(s), la méthode de Charef [39] à été 

utilisée pour une bande fréquentielle de [10-2ωu
   102ωu] = [10 100000] rad/s. Alors, les deux 

fonctions irrationnelles des équations (3.42) et (3.43) sont approximées, respectivement, par 

des fonctions rationnelles comme suit : 
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Les figure (3.3) et (3.4) montres les diagrammes de Bode pour les deux fonctions de transfert 

en boucle ouverte suivantes C1(s) Gp1(s) et C2(s) Gp2(s) qui sont comparées au diagramme de 

Bode du modèle désiré en boucle ouverte (s/1000)-1.33. 

A partir des deux figures (3.3) et (3.4), on peut constater que les deux fonctions de transfert en 

boucle ouverte et la fonction désirée fractionnaire (s/1000)-1.33 sont superposées dans la bande 

fréquentielle d’intérêt [10 100000] rad/s. Ces résultats confirment que la fréquence 

transitionnelle ωu et la marge de phase φm pour les deux systèmes commandés ont leur valeurs 

désirées ωu = 1000 rad/s et φm = 60° tout en conservant la phase plate autour de la fréquence 

transitionnelle désirée. Dans la figure (3.3), le pic obtenu à la fréquence ω = 33.33 rad/s dans  
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Figure 3.3 : Diagramme de Bode de la boucle ouverte  
 C1(s) Gp1(s) et du modèle désiré (s/1000)-1.33 
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Figure (3.4) : Diagramme de Bode de la boucle ouverte  
 C2(s) Gp2(s) et du modèle désiré (s/1000)-1.33 
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le tracé de la phase de la fonction C1 (s) Gp1 (s) est due à la nature du processus Gp1 (s) de 

l’équation (3.39) qui est un système du deuxième ordre avec une fréquence naturelle ωn 

= 33.33 rad/s et un facteur d’amortissement ξ = 0.01. Ce phénomène est causé par le 

changement brusque de la phase entre 0 et -180°. Cependant, ce comportement n’a aucune  

influence sur le système en boucle fermée, car la fréquence transitionnelle désirée est plus 

supérieure à la fréquence ωn = 33.33 rad/s. 

Les deux figures (3.5) et (3.6) montrent respectivement, les réponses indicielles des deux 

systèmes (3.39) et (3.40) qui sont commandés par C1 (s) et C2 (s). Ces  réponses sont 

comparées avec la réponse du modèle désirée (3.41) qui est obtenue par la transformée de 

Laplace inverse comme suit [64] : 

]t)(1000[E1
)

1000

s
(1

1

s

1
Ly(t) 1.33

1.33
1.33

1 −−=





































+
= −                        (3.46) 

où Eα[x] est la fonction de Mittag-Leffler d'un seul paramètre.   

A partir des deux figures (3.5) et (3.6), il est clair que les réponses indicielles des deux 

systèmes en boucle fermée ont le même comportement que la réponse désirée de l’équation 

(3.46) ; donc l'objectif est parfaitement atteint. 

 

3.5.2 Exemples de comparaison 

3.5.2.1 Comparaisons avec le PID classique : 

Considérant un système dont la fonction de transfert est donnée comme suit [35] : 

)
50

s
(1

16.89

s
k

(s)Gp3

+
=                                                                    (3.47) 

Pour un gain nominal k = 1, les spécifications recherchées sont: 

• La fréquence transitionnelle ωu = 500rad/sec. 

• La marge de phase φm = 45. 

Le correcteur PID classique conçu pour obtenir ces spécifications est donné par [35] : 

)72.1224/1)(6804.0/1(

)12.204/1)(0824.4/1(
7.728(s)CPID ss

ss

++
++=                             (3.48) 
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Figure (3.5) : Réponses indicielle du système C1(s)Gp1(s) 
 en boucle fermée et du modèle désiré Gd(s) 
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Figure (3.6) : Réponses indicielle du système C2(s) Gp2(s) 
 en boucle fermée et du modèle désiré Gd(s). 
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Pour la conception du correcteur PIλDµ fractionnaire par la méthode proposée, les 

spécifications désirées sont satisfaites par le modèle fractionnaire suivant : 

                                         
1.5

d

)
500

s
(1

1
(s)G

+
=                                                                   (3.49) 

Alors, la fonction de transfert du correcteur PIλDµ fractionnaire obtenu est donnée par : 

                                         0.50
0.503 s2356.31

s

662.2204
0535.0(s)C ++=                                 (3.50) 

Les digrammes de Bode des fonctions de transfert en boucle ouverte C3 (s) Gp3 (s) et CPID (s) 

Gp3 (s) sont montrés par la figure (3.7). 
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Figure (3.7) : Diagrammes de Bode des fonctions en boucle 
 ouverte C3(s) Gp3(s) et CPID(s) Gp3(s) 

 

De la figure (3.7), on peut voir que les spécifications obtenues par l’utilisation du PIλDµ 

fractionnaire (ωu = 500 rad/ sec et φm = 45°), sont plus précises que celles obtenues par le PID 

classique (ωu = 500 rad/ sec et φm = 50.9°). Un autre avantage d’utilisation du PIλDµ est que la 

phase est bien constante autour de la fréquence transitionnelle ωu = 500 rad/sec ce qui 

implique que la marge de phase et le dépassement sont insensibles à la variation du gain du 
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système pour une large bande fréquentielle. Par conséquent la réponse indicielle du système 

possède une propriété de robustesse très importante étant l’iso-amortissement. La figure (3.8) 

montre les réponses indicielles du système avec les deux correcteurs CPID(s) et C3(s) pour 

différentes valeurs du gain du système k. 

 

Figure (3.8) : Réponses indicielles du système (3.47) avec les correcteurs   
 PID et PIλDµ pour différentes valeurs du gain k. 

 

De la figure (3.8), il est clair que la réponse du système en boucle fermée avec le correcteur  

C3(s) a le même dépassement pour les différentes valeurs du gain k utilisées. Contrairement 

au système boucle fermée avec le correcteur  classique CPID (s), le dépassement augmente 

avec l’augmentation du gain k. Par l’utilisation du correcteur proposé C3(s), une amélioration 

de la qualité de la commande du point de vue précision et robustesse a été réalisée. 

 

3.5.2.2 Comparaison avec un PDµ et un [PD]µ fractionnaires 

Comme second exemple de comparaison, un système d’ordre fractionnaire est considéré dont 

la fonction de transfert est donnée comme suit [59] : 
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Le correcteur PIλDµ proposé est comparé avec les deux correcteurs PDµ et le [PD] µ proposés 

par Ying Luo et al. [59]. Les spécifications désirées sont données par [59] : 

• La fréquence transitionnelle ωu= 10 rad/sec. 

• La marge de phase φm = 70°. 

• Le système commandé soit robuste vis-à-vis de la variation du gain 

Les fonctions de transfert des correcteur PDµ et le [PD]µ satisfaisant les spécifications 

demandées sont données par [59]  : 

)s6138.01(916.10(s)C 1.189
FPD +=                                                (3.52) 

205.1
PDF )s9435.01(3092.6(s)C +=                                                (3.53) 

où CFPD(s) et CFPD(s) sont respectivement les correcteurs PDµ et [PD]µ.  

Dans la méthode proposée dans ce travail, les spécifications demandées sont satisfaites par le 

modèle de référence suivant : 

1.22
d

)
10

s
(1

1
(s)G

+
=                                                                     (3.54) 

La fonction de transfert du correcteur PIλDµ proposé est donnée par : 

1.18
0.224 s6724.6

s

16.6810
(s)C +=                                                     (3.55) 

Notons que le correcteur obtenu par la méthode proposée est de type IλDµ. Figure (3.9) montre 

les réponses indicielles du système en boucle fermée avec les trois correcteurs. 

La figure (3.10) montre les diagrammes de Bode des fonctions de transfert en boucle ouverte 

CFPD(s)Gp4(s), CPDF(s)Gp4(s) et C4(s)Gp4(s). 

De la figure (3.10), on note que toutes les spécifications demandées sont satisfaites par les 

trois correcteurs (ωu= 10 rad/sec, φm = 70° et la phase est plate autour de ωu). Cependant, le 

système en boucle fermé avec le correcteur PIλDµ proposé possède une phase plate dans une 

bande de fréquences plus large autour de ωu. Ce résultat signifie le correcteur PIλDµ proposé 

est robuste pour une gamme de variation du gain plus large à celle obtenue par les deux autres 

correcteurs CFPD(s) et CPDF(s).  
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Figure (3.9) : Réponses indicielles du système en boucle fermée  
 avec les trois correcteurs C4(s), CFPD(s) et CPDF(s) 
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Figure (3.10) : Diagrammes de Bode des fonctions CFPD(s)Gp4(s), CPDF(s)Gp4(s) et C4(s)Gp4(s) 
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La méthode de réglage proposée se caractérise par la flexibilité d'exploitation ou bien la 

possibilité de changement des spécifications. En effet, le correcteur peut être re-paramétré par 

le même algorithme présenté dans la section (3.4.2) en agissant sur les deux paramètres qui 

sont la fréquence transitionnelle ωu et la marge de phase φm, en maintenant toujours la 

propriété de la phase plate. Par exemple si une amélioration dans le dépassement est 

souhaitée, il suffit d’augmenter la marge de phase désirée φm, et pour le temps de réponse, 

l'augmentation de ωu permet d'accélérer le système tout en respectant les contraintes 

physiques. Il y'a aussi la possibilité de changement du modèle désiré de l’équation (3.3) par 

d’autres modèles soit fractionnaire ou non, tout dépend de l'objectif du concepteur, 

l’algorithme reste le même sauf que dans l’étape 1, un changement peut être fait dans les 

valeurs des θi. 

Pour monter la flexibilité de la méthode proposée, le réglage du correcteur PIλDµ pour la 

commande du système d’ordre fractionnaire de l’équation (3.51) pour différentes 

spécifications désirées est réalisé. Tableau (3.1), montre les valeurs des paramètres des 

correcteurs obtenus pour différentes valeurs de la fréquence transitionnelle ωu et de la marge 

de phase φm. On remarque que tous les correcteurs satisfaisant les différentes fréquences 

transitionnelles et les différentes marges de phase indiquée dans le tableau (3.1) sont de type 

IλDµ.  

Table 3.1 PIλDµ réglé pour différentes valeurs de m et ωu 

Spécifications désirées Paramètres du correcteur PIλDµ : C5(s) Spécifications obtenues 

ωu φm m=2[1-(φm /π)] K c Ti TD λ Μ ωu φm 

10 30 1.66 0 46.415 18.566 0.666 0.733 9.95 29.99 
30 45 1.5 0 164.316 65.726 0.50 0.90 28.82 45.01 
5 65 1.27 0 7.818 3.127 0.277 1.122 4.98 64.99 
50 85 1.055 0 62.138 24.855 0.06 1.344 49.97 84.98 

 
 
Du tableau (3.1), le diagramme de Bode des quatre fonctions de transfert en boucle ouverte 

C5(s) Gp4(s) et de la fonction (s/ωu)
-m correspondantes aux quatre différentes cas des valeurs 

de ωu et φm sont montrés dans la figure (3.11).  
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Figure (3.11) : Diagrammes Bode des fonctions C5(s)Gp4(s) et de la boucle 
ouverte 
 désirée (s/ωu)

-m pour différents valeurs de φm et ωu=10: (A): φm=30, 
  ωu=10; (B): φm=45, ωu=30; (C): φm=65, ωu=5; (D): φm=85, ωu=50 

De la figure (3.11), on peut voir que toutes les spécifications désirées sont satisfaites pour les 

quatre cas présentés dans le tableau précédent. 

On note que malgré que les deux paramètres λ et µ peuvent prendre toutes les valeurs réelles, 

toutes les valeurs de ces deux paramètres obtenues dans les exemples illustratives réalisés sont 

comprises entre -2 et 2. Dans le cas où λ est négatif, comme dans l’exemple (3.43), le 

correcteur est de type PD-λDµ, alors les deux actions dérivées avec deux ordres différents ont 

été implémentées. Ceci, nous donne plus de flexibilité de réglage et nous permet de résoudre 

des problèmes où les correcteurs classiques ont montré leur limite. 

 

3.5.3 Système avec temps de retard : 

Beaucoup de systèmes pratiques peuvent être représentés par un modèle avec retard qui est 

généralement dû au temps mort de la réaction des systèmes ; ainsi certains systèmes lents 
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présentent un temps mort considérable dans leur réponse temporelle comme pour le cas des 

systèmes hydrauliques, des systèmes de changement de température…etc.  

Dans la méthode proposée, l'objectif de réglage est d'atteindre une réponse désirée, alors pour 

un système avec retard, le modèle désiré possède le même temps de retard du procédé à 

commandé est considéré. Généralement, la fonction de transfert d'un système avec retard est 

donnée par : 

θs
p eG(s)(s)G −=                                                           (3.56) 

où G(s) est une fonction de transfert rationnelle θ est le temps de retard du processus Gp(s). 

Alors la réponse temporelle du système Gp(s) est la même que celle du G(s) translatée dans le 

temps d'une valeur θ. Pour adapter notre méthode à ce type de systèmes, le modèle suivant est 

utilisé comme un modèle désiré dans l’algorithme de conception proposé : 

θs
m

u

d e

ω

s
1

1
(s)G −









+

=                                                (3.57) 

Donc, le même algorithme de la section (3.4) est utilisé avec un changement dans l'étape (1) 

où les variables θi sont calculés à partir du système de l'équation (3.57). 

Pour montrer l’efficacité de l’algorithme de conception du correcteur PIλDµ fractionnaire 

proposé, un exemple illustratif est présenté. Considérant le système défini par la fonction de 

transfert suivante [5] : 

50s
p e

433.33s1
3.13

(s)G −

+
=                                               (3.58) 

Les spécifications désirées sont données par : 

• la fréquence du gain unité ωu=0.008 rad/sec 

• la marge de phase φm= 60° 

Notant que la phase de ce système est différente aux autres cas étudiés précédemment dont le 

retard pure représenté par de l'exponentiel (e-θs) provoque une phase est égale à (-θω). Cette 

forme décroissante de la phase ne peut pas être compensée par un simple correcteur. Ce 

problème rend la commande de ce type des systèmes plus compliqué par rapport aux autres 

types des systèmes. Alors, par l'utilisation du système désiré décrit par la fonction de transfert 

suivante : 

s05
1.33d e

0.008

s
1

1
(s)G −








+
=                                            (3.59) 
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Le correcteur obtenu, par la méthode proposée, est donné par la fonction de transfert suivante 

:    

03.0
1215.16 2463.4
013.0

04.4(s)C −++−= s
s

                                     (3.60) 

La figure (3.12) montre la réponse indicielle du système en boucle fermée comparée avec 

celle du modèle désiré de l’équation (3.59).  
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Figure (3.12) : Réponse indicielle du système (3.58) en boucle fermée est du système désiré 

(3.59). 

D'après cette figure on peut voir que les deux réponses sont similaires ; donc le système en 

boucle fermée a le même comportement que le modèle désiré de l’équation (3.59). Alors 

l'objectif de réglage est atteint. 

La figure (3.13) montre le digramme de Bode de la fonction en boucle ouverte C6(s) Gp(s). 

Les résultats présentés dans les deux figures (3.12) et (3.11) montrent l'utilité du correcteur 

PIλDµ et sa possibilité d'exploitation dans la pratique où la majorité des processus industrielle 

peuvent être identifié par des modèles avec temps de retard de la forme (3.56).        
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Figure (3.13) : Diagramme de bode de la fonction C6(s) Gp(s). 

 
3.6 Conclusion :  

Dans ce chapitre, une nouvelle technique de réglage du correcteur PIλDµ fractionnaire a été 

proposée. Cette méthode utilise seulement la réponse indicielle du système et ne nécessite 

aucune approximation du système par un modèle. Les paramètres du correcteur sont choisis 

de telle sorte que le système en boucle fermée ait le comportement de la boucle idéale de 

Bode qui est très utilisée dans le domaine de la commande comme modèle de référence à 

cause de sa propriété de robustesse très importante dite iso amortissement. L’avantage majeur 

de cette technique est que les cinq paramètres du correcteur PIλDµ fractionnaire qui 

garantissent les spécifications souhaitées sont obtenus analytiquement en six simples étapes. 

Des exemples illustratifs, pour différents processus, ont été présentés pour valider l’efficacité, 

la flexibilité et la précision de la méthode proposée.  

Comme un nouveau résultat obtenu à partir de l’utilisation de la méthode proposée, on peut 

noter que la commande d’ordre fractionnaire n’est plus limitée à l’utilisation du correcteur 

PIλDµ fractionnaire qui est une généralisation du PID classique. En effet, des nouvelles 

structures qui ne sont pas des généralisations d’un correcteur classique peuvent être trouvées 

comme les correcteurs fractionnaires PIλIµ et PDλDµ. 
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4.1  Introduction  

 Les systèmes énergétiques, y compris les installations des énergies renouvelables, 

offrent un champ d’application très intéressant dans le domaine de la commande. Cependant, 

la maîtrise de ces installations reste un peu relative et cela est dû d’une part à leur dépendance 

aux forces naturelles qui sont difficiles et parfois impossibles à modéliser comme le cas des 

énergies éoliennes qui dépendent d’une part de la vitesse du vent et d’une autre part à leur 

complexité. Ces limitations ont motivé les chercheurs à trouver des méthodes de commande 

de ces systèmes plus performantes et plus robustes. Récemment, des nouvelles stratégies de 

commande utilisant des correcteurs fractionnaires ont été proposées pour les systèmes éoliens. 

En effet, de bon résultats ont été obtenus assurant une commande robuste vis-à-vis des 

variations paramétriques du système en utilisant, pour la conception du correcteur, un modèle 

linéarisé du système éolien autour d’un point de fonctionnement [65] et [66].  

 Le réglage automatique, appelé aussi l’auto réglage, est généralement toute structure de 

commande implémentée où les paramètres du correcteur soient ajustés en ligne pour 

maintenir la performance du système commandé invariable malgré tous changements 

éventuels de ses paramètres. Deux types des commandes adaptatives existent dans la 

littérature, la commande adaptative directe et la commande adaptative indirecte qui est 

appelée aussi commande auto-ajustable. Les paramètres du correcteur dans la commande 

adaptative directe sont calculés selon une loi d’adaptation minimisant un critère choisi tandis-

que les paramètres du correcteur, dans la commande adaptative indirecte, sont calculés à partir 

du modèle de système [56]. 

 Dans ce chapitre, on a proposé une méthode de commande en se basant sur un 

correcteur PIλDµ auto-ajustable afin de satisfaire des spécifications désirées en boucle fermée 

pour le cas où le point de fonctionnement est variable. Une linéarisation en ligne est utilisée 

pour obtenir un modèle linéaire du système éolien mais à paramètres variables qui permet 

l’ajustement en ligne des paramètres du correcteur PIλDµ utilisé pour la commande de sa 

vitesse. Une extension de la technique de conception du correcteur PIλDµ proposée dans le 

chapitre précédent est réalisée où les cinq paramètres du PIλDµ sont ajustés en ligne en 

fonction des paramètres du procédé selon le même algorithme de réglage proposé auparavant. 

Cette technique est adaptée à la commande de la vitesse d’une turbine éolienne couplée à une 

génératrice synchrone auto-excitée. L’idée de réglage des paramètres du correcteur PIλDµ 

auto-ajustable se base sur l’utilisation de l’algorithme de réglage proposé précédemment mais 

cette fois, au lieu de calculer les valeurs des paramètres du correcteur à partir de la réponse 



Chapitre 4  Correcteur PIλDµ auto-ajustable pour la commande  
                              de la vitesse d’une Turbine éolienne     

 

83 
 

indicielle du système, ces derniers sont calculés analytiquement à partir des paramètres du 

modèle linéarisé de la turbine autour de son point de fonctionnement variable [65]. 

 L’utilisation d’un correcteur PIλDµ auto-ajustable nécessite une approximation ajustable 

de l’intégrateur et du différentiateur d’ordre fractionnaire en fonction du modèle linéarisé de 

la turbine autour de son point de fonctionnement variable. Alors dans ce travail, une 

implémentation des opérateurs d’ordre fractionnaire ajustable [67] est utilisée pour rendre 

l’exploitation du correcteur PIλDµ auto-ajustable plus simple et plus pratique. 

 
4.2  Système de conversion d’énergie éolienne 

 Un système d’énergie éolien utilisé dans ce travail comprend une chaîne des 

équipements associés en cascade comme il est montré par la figure (4.1). Le rôle principal de 

ce système est de capter l’énergie cinétique du vent en transformant celle-ci en énergie 

mécanique sous la forme d’une rotation sur un arbre de transmission et par la suite en énergie 

électrique par l’utilisation d’une génératrice asynchrone auto-excitée par un bloc capacitif. 

Cette énergie est consommée par une charge de type RL. La complexité du système d’énergie 

éolienne réside d’une part dans l’instabilité de la vitesse du vent et d’autre part dans le 

changement non prévu de la charge pouvant provoquer des changements non souhaités de la 

vitesse de la turbine pendant son fonctionnement. En tenant compte de ces conditions et de la 

non-linéarité du modèle de la turbine, la commande de la vitesse de cette dernière sera alors 

très compliquée. Donc, une commande auto-ajustable et robuste est indispensable pour 

assurer le bon fonctionnement de ce système [68].  

 
 

Figure (4.1) : Système de conversion d’énergie éolienne 

Vent 
R, L 

Charge  Génératrice  Multiplicateur 

Ωt 

PIλDµ      
auto-ajustable 

β 
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4.2.1 Modèle dynamique de la turbine éolienne : 

 Le modèle non linaire de la turbine est donné par les expressions suivantes [65], [68] : 

( ) t
3
wRpmecwtwgaer /ΩυΑρλ,βC

2

1
/ΩGP/ΩPGTT ====  

( )   0.0068  e5- 0.4  
 116  

0.5176 ,C i

 21-  

i
p λ+








β−

λ
=βλ λ  

1

0.035
- 

08.0

1
 

1
3

i +ββ+λ
=

λ
 

w

tR

υ
Ω

=λ  

(4.1) 

avec : 

Pw  :  puissance aérodynamique captée par la turbine éolienne.  

ρ  :  densité de l’air.  

R  :  rayon des pales.  

AR  :  surface de l’aire balayée par les pales π.R2.  

Cp  :  coefficient de puissance.  

νw  :  vitesse de vent. 

λ  :  vitesse spécifique de l’éolienne ou coefficient de vitesse.  

β  :  angle d’orientation des pales.  

Ωt  :  vitesse mécanique de la turbine. 

Ωmec  :  vitesse de rotation de la génératrice.  

Tg  :  couple mécanique de la génératrice ; 

Taer  :  couple produit de la turbine éolienne.  

G  :  gain du multiplicateur de vitesses. 

Le coefficient de puissance Cp est lié au coefficient de couple Cq par la relation suivante : 

( ) ( )βλλ=βλ ,C,C qp                                                    (4.2) 

Notons que la puissance délivrée par la turbine éolienne dépende des deux coefficients λ et β 

dont la dynamique fondamentale est donnée par l’équation différentielle suivante :  

dt

dΩ
JTT t

tSEIGg =−
                                                   (4.3)

 

Jt  est l’inertie totale ramenée à l’arbre machine et TSEIG est le couple électromagnétique de la 

génératrice auto excitée qui est considéré comme une perturbation dans la boucle de 

commande de la turbine. 
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Le système est commandé en vitesse Ωt à travers l’angle d’orientation des pales β en présence 

des perturbations extérieures telles que la variation de la charge, de la vitesse du vent et du 

couple électromagnétique de la génératrice. La figure (4.2) montre le procédé et leurs entrées-

sorties considérées dans notre application. 

 
Figure (4.2) : Les entres-sorties de la turbine éolienne. 

 
 

4.2.2 Linéarisation du modèle de la turbine éolienne : 

Afin d’utiliser un correcteur linéaire pour commander la turbine éolienne, le modèle non 

linéaire donné par les équations (4.1), (4.2) et (4.3) doivent être linéarisé autour d’un point de 

fonctionnement. La linéarisation de l’équation (4.3) est donnée par [68] : 

β∆δ+υ∆ξ+∆Ωγ=Ω∆ wt

.

ttJ                                                  (4.4)    

où les coefficients de linéarisation δξγ et, sont données par : 
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avec λop=R Ωtop / υωop , ∆Ω, ∆υω, et ∆β sont les déviations autour du point de fonctionnement 

défini par les trois valeurs Ωtop, υωop, et βop. 

   (  TSEIG et RL) 
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Par l’application de la transformée de Laplace à l’équation (4.4), on obtient : 

( )ssJ ttt β∆δ+υ∆ξ+∆Ωγ=∆Ω ω                                          (4.6)   

Soit 
tJ

D
γ= , alors la vitesse de la turbine est donnée par : 

( ) ( )
Ds

1
s

J
s

J tt
t −








β∆δ+υ∆ξ=∆Ω ω                                      (4.7)    

Par conséquent, le modèle linéaire de la turbine est montré sur la figure (4.3) comme suit : 

     
Figure (4.3) : Modèle linéaire de la turbine. 

 
 

Le facteur ∆υω(p)* (ξ/Jt) est considéré comme une perturbation représentant l’effet du vent ; 

donc la fonction de transfert en asservissement est donnée par l’expression suivante : 

s)T(1

K
(s)Gp +

=                                                      (4.8) 

Les deux paramètres T= (-1/D) et K= (- δ/JtD)  (vérifié la valeur négative) sont 

respectivement la constante du temps et le gain statique du système. Ces paramètres sont liés 

au point de fonctionnement de la turbine tel que tous changements de ce point provoquent des 

changements significatifs dans les valeurs de T et K. Donc le modèle obtenu est à paramètres 

variables. Alors, il faut utiliser une commande auto-ajustable pour contrer les variations 

paramétriques du model linéaire obtenu. 

 

4.2.3 Modèle généralisé de la génératrice auto excité :  

La génératrice utilisée dans cette application est une machine électrique asynchrone à cage. 

Le modèle généralisé de cette machine dans le repère de Park est donné sous la forme 

matricielle par l’équation différentielle suivante [65] : 

i(t)G
dt

di(t)
Li(t)Rv(t) TTT ++=                                                 (4.9) 

avec : 

 

( )sβ∆

( )sωυ∆
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• le vecteur v = [-Vds -Vqs Vdr Vqr]
T avec (Vds, Vqs) et (Vdr, Vqr) sont, respectivement, les 

tension statoriques et rotoriques   

• le vecteur i = [ids iqs idr iqr]
 T avec (ids, iqs) et (idr, iqr) sont, respectivement, les courants 

statoriques et rotoriques 

• la matrice RT =   

T

qrqs

drds

R0R0

0R0R








 avec (Rsd/q, Rrd/q) sont, 

respectivement, les résistances statoriques et rotoriques dans le repère de Park (d/q).  

• la matrice LT est donnée par l’expression suivante :  
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• la matrice GT est donnée par l’expressions suivante :  
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où les termes
pLR

R
MM

mm

m
dqNEWdq +

= , 
pLR

R
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mm
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dNEWd +

= , 
pLR

R
MM

mm
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qNEWq +

=  

et 
pLR

R
LL

mm

m
mNEWm +

= sont les paramètres inductifs de la machine avec Rm et Lm sont 

respectivement la résistance équivalente et l’inductance magnétisante. 

Le couple électromagnétique est décrit par la relation suivante : 

( ) ∫∫ 
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pSEIG −

+
=                                     (4.13) 

où Pp est le nombre de paire de pôles. 

 

4.2.4 Système d’orientation des pales 

Le mécanisme d’orientation des pales du système éolien est réalisé par un actionneur agissant 

sur des vérins hydrauliques pour ajuster l’angle de calage des pales β. En effet, pour une 

vitesse variable du vent ou une charge variable RL, la vitesse du rotor et l'énergie électrique 
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produite du système éolien sont maintenues aux niveaux désirés. Cet actionnaire est 

généralement modélisé par un système du premier ordre sous la forme suivante [65] : 

s)t(1

1
(s)G

m
act +

=                                               (4.14)  

Dans notre application, la constante du temps utilisée est tm= 0.25 s. Dans ce contexte, la 

commande utilisée est dite commande à angle de calage variable. 

 

4.3 Conception de la commande 

La figure (4.4) montre le schéma de principe de la commande auto-ajustable dont les 

paramètres du correcteur C(s) sont calculés à partir des paramètres estimés du procédé Gp(s) 

en temps réel [56]. 

 

 

 

 
Figure (4.4) : Principe de la commande auto-ajustable. 

 
 

Les quatre parties de (1) à (4) de la figure (4.4) de la stratégie de la commande en vitesse du 

système éolien précédent sont données comme suit : 

1- Le procédé à commander est la turbine éolienne décrite par le modèle des équations 

(4.1), (4.2) et (4.3).  

2-  Le correcteur utilisé C(s) est le correcteur PIλDµ fractionnaire auto-adjustable. 

Procédé Gp(s) 
Correcteur C(s) 

Estimation des 
paramètres du 

procédé. 

Calcul des 
paramètres du 

correcteur. 
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désirées 
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(1) (2) 
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3- Le calcul des paramètres du correcteur utilise l’algorithme de réglage présenté dans 

la section (3.4.2). Les valeurs des paramètres Si, pour 0 ≤ i ≤ 4, de l’étape (2) de cet 

algorithme sont calculées en temps réel en utilisant le modèle linéaire de l’équation 

(4.7) en utilisant les expressions de l’équation (3.13) comme suit : 
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où Gp(s) est la fonction de transfert du la turbine éolienne de l’équation (4.8) qui 

dépende que des deux paramètres K et T. 

4- Des équations (4.7) et (4.8), les deux paramètres K et T sont fonctions des deux 

paramètres δ et γ comme suit : 

γ
−=

γ
δ−=

tJ
T

K

                                                            (4.16) 

Les deux paramètres δ et γ sont fonctions des trois paramètres mesurables β, νw et Ωt 

de la turbine éolienne comme montré dans l’équation (4.5). Alors, les valeurs des 

deux paramètres K et T de l’équation (4.16) peuvent être calculés en temps réel 

comme suit :  

),,(gT,),,(fK twtw Ωνβ=Ωνβ=                                   (4.17) 

Figure (4.5) montre la stratégie de commande proposée pour la commande en vitesse de la 

turbine éolienne. 

On note que l’utilisation d’un correcteur PIλDµ auto-ajustable nécessite une implémentation 

spéciale des opérateurs d’ordre fractionnaire λ et µ qui sont devront être aussi ajustable.  Dans 

la partie suivante, une technique d’implémentation des opérateurs d’ordre fractionnaires 

ajustable sera présentée.  
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Figure (4.5) : Stratégie de la commande de la turbine éolienne proposée. 

 

4.4 Implémentation du PIλDµ ajustable  

Comme il est mentionné dans le chapitre (1), plusieurs approximations des opérateurs d’ordre 

fractionnaire existent dans la littérature permettant leurs implémentations. Ces méthodes 

consistent à réaliser une approximation d’un opérateur fractionnaire pour un ordre fixe et 

connu ; cependant pour certains domaines d'application comme l’identification, la commande 

adaptative et le traitement de signal où l’ordre fractionnaire est inconnu ces implémentations 

ne sont plus utiles. Ce problème a poussé les chercheurs à développer des nouvelles 

techniques d’implémentation des opérateurs fractionnaires dont la fonction d’approximation 

ne dépend plus de l’ordre fractionnaire. Récemment, une nouvelle méthode d’implémentation 

des opérateurs d’ordre fractionnaire ajustable a été proposée dans [67]. L’avantage majeur de 

l'intégrateur ou dérivateur d’ordre fractionnaire ajustable obtenu par cette approximation est 

que cette implémentation est valable pour différentes valeurs de l’ordre fractionnaire comme 

il est montré sue la figure (4.6).  

                                   

                            Figure (4.6) : Opérateur d’ordre fractionnaire ajustable. 
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Cette approximation est basée sur la méthode de Charef [39] présenté dans le chapitre (1). 

L’idée de base est de rendre les pôles et les zéros de la fonction rationnelle d’approximation 

indépendants de l’ordre fractionnaire d’intégration λ ou de dérivation µ. 

Considérons l’intégrateur d’ordre fractionnaire λ dont sa fonction de transfert est donné par : 

λI s
1

(s)G =                                                     (4.18) 

L’approximation de cette fonction dans une bande fréquentielle limitée en utilisant la méthode 

de Charef [39] est donnée par : 

∑
=

λ +
≅=

IN

0i Ii

Ii
I )p/s1(

K

s

1
)s(G                                            (4.19) 

Les résidus KIi et les pôles pIi sont en fonction de l’ordre d’intégration λ comme il a été 

montré dans la section (1.6) du chapitre (1). Dans la méthode proposée dans [67], les pôles pIi  

sont fixés pour toutes les valeurs de l’ordre d’intégration λ par une technique adéquate et les 

résidus KIi sont mis en forme d’un polynôme en l’ordre d’intégration λ comme suit (voir 

référence [67]) :  

∑
=

λ=λ
M

0n

n
inIi a)(K                                                   (4.20) 

Par conséquent, l’approximation de l’équation (4.19) sera donnée par l’expression suivante : 
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                             (4.21) 

Notons que les fonctions GIn(s) sont complètement indépendantes de l’ordre d’intégration λ. 

La figure (4.7), montre l’implémentation analogique de l’intégrateur d’ordre λ selon la 

relation (4.21) à l’aide d’une structure semblable à la structure de Farrow. 
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Figure (4.7) : Implémentation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire ajustable. 

 
 

A partir de cette structure, l’implémentation du PIλDµ ajustable est réalisée par la composition 

des deux opérateurs d’ordre fractionnaire ajustable comme il est montré sur la figure (4.8).  

 

  

 

Figure (4.8) : Structure du correcteur PIλDµ auto-ajustable. 
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4.5 Résultats de simulation : 

 4.5.1 Application au système linéaire : 

Considérons le système décrit par la fonction de transfert suivante : 

s)1.33s)(1 0.25(1

2.5453-

s)Ts)(1 0.25(1

K
(s)(s)GGG(s) pact ++

=
++

==                           (4.22) 

Cette fonction de transfert représente le modèle linéarisé turbine (4.8) associé en cascade avec 

le système d’orientation des pales (4.14). La stratégie de commande montrée par la 

figure (4.4) est appliquée à ce système dont les paramètres K et T sont fixés à ces valeurs 

nominales (-2.5453 et 1.33) [65] avec des changements brusques à des instants précis (t=3sec 

et t=6sec). Alors, l'objectif de cette commande est de maintenir, à l'aide d'un PIλDµ auto-

ajustable, le performance du système en boucle fermée en présence des variations 

paramétriques dans le procédé (4.22).  

Les spécifications désirées pour le système asservi projeté sont données comme suit : 

          - La fréquence transitionnelle : ωu= 30 rad/sec. 

          - La marge de phase : φm=70°. 

Le modèle désiré satisfaisant les spécifications ci-dessus est décrié par la fonction de transfert 

irrationnelle suivante : 

22.1
d

)
30

s
(1

1
)s(G

+
=                                                             (4.23) 

Le correcteur obtenu par la procédure de réglage proposée pour les paramètres nominaux du 

procédé est donné par la fonction de transfert suivante : 

0.5381-
0.7832- s6346.40

s
8.0590

7997.14C(s) −−−=                              (4.24) 

La figure (4.9) montre le digramme de Bode de la fonction de transfert en boucle ouverte C(s) 

G(s). 

Remarquant que la phase est plate autour de la fréquence transitionnelle ωu, on peut dire que 

le système commandé est robuste vis-à-vis la variation du gain. 
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Figure (4.9) Diagramme de Bode de la fonction C(s) G(s). 

La figure (4.10) montre la réponse temporelle du système en boucle fermée à une consigne 

créneau en présence des variations paramétrique dans le procédé telles que le gain K est varié 

à l’instant t=3 sec et la constante de temps T variée à l’instant t=6 sec. 
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Figure (4.10) Réponse temporelles du système en boucle fermée à la présence des variations 

paramétriques ; à t=3s K=K/10 ; à t=6s T= T*10. 
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Ces résultats montrent l’utilité du correcteur PIλDµ ajustable dont le comportement de système 

en boucle boule fermée reste invariable malgré les variations paramétriques dans le procédé. 

 

4.5.2 Application au système non-linéaire : 

Le système global de la chaine de conversion d’énergie (Turbine + Actionneur+ Génératrice+ 

charge RL) est simulé comme il est montré sur la figure (4.11). En effet, la vitesse de la 

turbine Ωt est commandée par le PIλDµ auto-ajustable qui est réglé en ligne en utilisant les 

paramètres K et T qui sont calculés à partir des trois grandeurs mesurable β, νw et Ωt.    

La vitesse du vent utilisé dans cette application est décrite par la relation suivante [65] : 

  t)(3.6645sin 0.2 +(1.2930)sin  +  t)(0.2665sin  2 + t)(0.1047sin  0.2 + 11=wν     (4.25) 

Les figure (4.12 :A-G) montre les résultats obtenus après la simulation du schéma synoptique 

(4.11) à l’aide du Simulink Matlab pendant 30 sec. 

       

 

 

 

Modèle 
dynamique 

Génératrice auto-
excitée 

+ charge RL 
(4.9):(4.12) 

PIλDµ 
Relations 

(4.1) 

 
Algorithme de 

réglage proposé  

 (6 étapes de calcul) 

Calcul des paramètres du 

modèle linéaire K et T 

Relations (4.17) 

vitesse du vent 
vw(t) 

Ωt β 
Ωref + 

- 

K 
T 

K c,Ti, Td, λ et µ 

ʃ + 

Tg 

- 

TSEIG 

β 

(*) 

(*)  

Ωt 
. 

Figure (4.11) : Schéma synoptique de la commande proposée. 
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Figure (4.12) : (A) Vitesse de vent v(t) décrite par l’équation (4.25) ; (B) Vitesse de la 
turbine; (C) angle d’orientation β.  
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Figure (4.12) (D) paramètres du modèle linéaire ; (E) paramètres du correcteur ; (F) Ordres 

du correcteur. 
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Figure (4.12-G) couple de la génératrice TSEIG. 

Discussion : 

A partir des figures montrées précédemment, les résultats suivants ont été constatés : 

La figure (4.12-A) :  

Cette figure montre l’évolution de la vitesse du vent, cette force représente l’énergie naturelle 

qui aliments le système. Dans la pratique, différents modes de fonctionnement sont possible, 

la turbine doit fonctionner à vitesse fixe ou bien variable et parfois s’arrêter tous dépend de la 

gamme de variation de la vitesse du vent. 

 

La figure (4.12-B) :  

Cette figure montre la vitesse de turbine qui est la grandeur à commandée telle que : 

-  à l’instant t=1sec, une augmentation de la vitesse due à l’effet de magnétisation de la 

génératrice (augmentation du couple TSEIG) qu’elle représente une perturbation au système 

figure (4.12-G). 

- A l’instant t=3 sec, une charge de type RL (R =  250  Ω,  L =  200e-3 H) est connectée à la 

génératrice ce qui a justifié la diminution de la vitesse, ce phénomène représente aussi une 

perturbation au système. 

-  Aux instant t= 7sec et t= 18sec, des changements de la consigne permettant de montrer les 

caractéristiques en asservissement du système en boucle fermée. 

Remarquant la réussite du rejet de perturbation par cette commande, on peut aussi conclus 

que la performance du système est un peut sensible au changement des paramètres dont le 

dépassement obtenu à l'instant t=7 sec est différent à celui obtenu à t =18 sec. Ce 
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comportement peut être justifié par la grande différance remarqué en vitesse du vent au deux 

instants 7 et 18 sec dont l'une est à l'ordre de 12 m/s et l'autre est à l'ordre de 8 m/sec.   

 

La figure (4.12-C) :  

Cette figure montre le signal de commande généré par le correcteur ajustable, ce signal obtenu 

est raisonnable puisqu’il est à l’intérieur de l’intervalle de la limite physique de l’actionneur 

(entre 0 et 90°), ainsi que le signal est lisse et n’a pas des changements brusques.   

 

La figure (4.12-D) :  

Cette figure montre les paramètres estimés du procédé. 

On constate qu’au régime permanant, les deux paramètres K et T se stabilisant 

à ces valeurs nominales, est touts changement de consigne ou apparition d’une perturbation 

affectant les valeurs de ces paramètres. 

La figure (4.12-E) et (4.12-F) :  

Ces figures montrent l’évolution des paramètres du correcteur PIλDµ ajustable pendent le 

fonctionnement de la turbine à vitesse variable. 

Remarquons que l’évolution des trois paramètres classique (KC TI et TD) ont été obtenus 

homogène où les trois courbes varient de mêmes rapports, ce n’est pas le cas pour les ordres 

fractionnaire où la variation de λ est très importante par rapport à celle de µ, ainsi que les 

courbes représentants l’évolution de ces deux paramètres ont des forme complètement 

différents aux autres paramètres (KC TI et TD). 

La figure (4.12-G) :  

Cette courbe montre l'évolution du couple de la génératrice décrit par l'équation (4.12).  

Notons que, d’après l’équation dynamique (4.3), ce couple est proportionnel au dérivé de la 

vitesse Ωt.  

Ces résultats justifient l’utilité du correcteur PIλDµ ajustable et sa flexibilité réside dans son 

nombre des paramètres important permettant d’améliorer la performance du système en 

boucle fermée.  

 

4.6 Conclusion 

    Le travail présenté dans ce chapitre est l’extension de la méthode présentée dans le chapitre 

précédent, ainsi que l’adaptation de stratégie de commande proposée à un système complexe 
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nous montrent encore l’intérêt de développement des méthodes de réglage analytiques où leur 

extension à une commande auto ajustable est presque toujours permissible.    

 Les systèmes complexes comprenant des non-linéarités dans leurs modèles mathématiques 

sont généralement difficiles à commandé, et les techniques courantes pour la commande de ce 

type des systèmes comme la linéarisation autour du point de fonctionnement, 

ne permettent pas d’avoir des résultats précis à cause des déviations éventuelles du système en 

dehors de leur point de fonctionnement. Ces déviations peuvent rendent le modèle et 

par conséquent le correcteur utilisé invalide pour des régimes de fonctionnement variable. La 

méthode proposée pour la turbine éolienne qu’elle consiste à modéliser le système par un 

modèle linéaire à paramètres variants, a l’avantage majeur d’obtenir un modèle linéaire estimé 

à chaque instant, ce modèle permet à travers une méthode analytique de paramétrer un 

correcteur linéaire afin d’obtenir des spécifications désirées du système en boucle fermée.   

    En conclusion, ce travail qui est une application basée principalement sur la méthode 

proposée dans le chapitre 3, montre l’avantage majeur de la nouvelle technique de réglage 

proposée qu’elle puisse considérée comme un point de départ pour le développement des 

nouvelles stratégies de commande grâce à leur simplicité d’utilisation et leur précision. 
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Conclusion Générale : 
 

Récemment, la commande d’ordre fractionnaire est devenue un domaine de recherche 

très important dans la théorie de la commande. Depuis son introduction en 1999, le correcteur 

PIλDµ fractionnaire est devenu un des outils de la conception des systèmes asservis. L'intérêt 

de ce genre de correcteur est justifié par une meilleure flexibilité, puisqu'il a deux paramètres 

en plus que le correcteur PID classique, l’ordre fractionnaire λ de l’action d’intégration et 

l’ordre fractionnaire µ de l’action de différentiation qui peuvent être employés pour remplir 

des caractéristiques additionnelles ou d'autres conditions intéressantes pour le système à 

commander. Par conséquent, le réglage de ces cinq paramètres est devenu un axe de recherche 

très important. Un travail de recherche continu et intensif pour le développement de nouvelles 

techniques de réglage du correcteur PIλDµ fractionnaire est toujours en cours pour le 

rehaussement et l’amélioration de la qualité des performances des systèmes asservis. Alors, 

dans cette thèse, nous avons abordé le problème de développement de techniques de réglage 

des paramètres du correcteur PIλDµ fractionnaire ainsi que leurs applications aux différents 

types de systèmes asservis.  

Nous avons présenté deux contributions relatives au réglage des paramètres du 

correcteur PIλDµ fractionnaire. Notre contribution comporte une partie théorique où les cinq 

paramètres du correcteur PIλDµ fractionnaire sont calculés analytiquement et une partie 

application où un correcteur PIλDµ fractionnaire auto-ajustable est obtenu pour la commande 

de la vitesse d’une turbine éolienne couplée à une génératrice asynchrone auto-excitée dans 

un système de production d'énergie électrique.  

Notre première contribution consiste à régler les paramètres du correcteur PIλDµ  d’un 

système asservi à retour unitaire afin que le système en boucle fermée soit équivalent au 

modèle idéale de Bode largement utilisé dans la commande d'ordre fractionnaire à cause de sa 

propriété d’iso-amortissement. Cette méthode utilise la réponse indicielle du processus à 

asservir supposé stable et elle ne nécessite pas son approximation par un modèle. Un 

algorithme de six étapes permettant le réglage des paramètres du correcteur a été établi. Cette 

formulation analytique des paramètres rend la méthode plus simple et plus pratique. Des 

exemples illustratifs pour différents types de processus ont été présentés pour valider 

l’efficacité et la flexibilité de la méthode de réglage proposée. Les résultats de simulation 

obtenus ont été satisfaisants. 
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La deuxième contribution concerne la conception d’un correcteur PIλDµ fractionnaire 

pour la commande de la vitesse d’une turbine éolienne couplée à une génératrice asynchrone 

auto-excitée dans un système de production d'énergie électrique. Vu la complexité du système 

d’énergie éolienne qui réside d’une part dans l’instabilité de la vitesse et de la direction du 

vent et d’autre part dans le changement non prévu de la charge pouvant provoquer des 

changements non souhaités dans la vitesse de la turbine pendant son fonctionnement, le point 

de fonctionnement de la turbine éolienne devient variable. Alors, on a proposé un PIλDµ 

fractionnaire auto-ajustable pour la commande de la vitesse de la turbine. La technique de 

réglage des paramètres du correcteur PIλDµ auto-ajustable proposée se base sur l’algorithme 

de réglage de la première contribution ; mais dans ce cas, au lieu de calculer les valeurs des 

paramètres du correcteur à partir de la réponse indicielle du système, ces derniers sont 

calculés analytiquement en ligne à partir des paramètres variables du modèle linéarisé de la 

turbine autour de son point de fonctionnement variable. On a utilisé une implémentation de 

l’intégrateur Iλ et du différentiateur Dµ d’ordre fractionnaire ajustable pour rendre 

l’exploitation du correcteur PIλDµ fractionnaire auto-ajustable plus simple et plus pratique. 

 
 

Perspectives et suggestions : 

- Extension de la technique de réglage proposée aux systèmes à retard et à phase non-

minimale. 

- Validation expérimentale de la technique de réglage proposée. 

-  Extraction d’autres règles plus simplifiés à partir de l'algorithme de réglage proposé. 

- Extension de la technique de réglage proposée pour le développement d’une méthode 

d’autoréglage du correcteur PIλDµ fractionnaire pour les systèmes à paramètres variables. 
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Abstract : 
 

In this work, a new tuning method for fractional order PIλDµ controller was proposed. This 

method consists of designing a fractional PIλDµ controller, in unit feedback control loop, such 

that the closed loop system will be equivalent to the desired model. The reference model used 

in this work, which is Bode's ideal transfer function, is a widely used function in the fractional 

order control domain because of its iso-damping property, which is an important robustness 

feature. Indeed, the five parameters of PIλDµ are derived analytically from step response of the 

process to be controlled and the parameters of the desired system that was selected form 

design specifications, and therefore, six steps of calculation allows to calculate the five 

parameters of fractional PIλDµ. This analytical formulation make the method more practice 

and very simple. Illustrative examples were presented to validate this new approach. 

    In the second part of this work is an extension of the proposed tuning method. The 

proposed strategy consists to apply a self-tuned PIλDµ for controlling a speed of a wind 

turbine in an electric power production plant. Indeed, by using a linearized model about a 

specified operating point, the controller's parameters were adjusted, with online 

implementation of the proposed tuning method, to get robust behavior of closed loop system 

in term of parameters variation. 

 

Key Words: 

Bode’s ideal function; fractional PIλDµ controller; iso-damping property; robustness; step 

response. 
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