
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE 

Ministère de l'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique 
 

 
UNIVERSITE MENTOURI DE CONSTANTINE 

FACULTÉ DES SCIENCES DE L'INGÉNIEUR 

DÉPARTEMENT D'ÉLECTRONIQUE 
 

THESE  
 

Présentée pour obtenir le diplôme de 
 

DOCTORAT EN SCIENCES 
 

Spécialité : ELECTRONIQUE 

Option : TRAITEMENT DU SIGNAL 
 
 

Par : 

BENSOUICI Tahar 

 
THEME 

 

IMPLEMENTATION NUMERIQUE DU RETARD D’ORDRE 

FRACTIONNAIRE 
 

Devant le Jury : 

Président       A. Bennia      Professeur, Université de Constantine 

Rapporteur       A. Charef       Professeur, Université de Constantine 

Examinateurs    F. Soltani       Professeur, Université de Constantine 

                          A. Goutas      Maître de Conférence "A", Université de Skikda  

    A. Djouambi      Maître de Conférence "A", Université de Oum El Bouaghi 

 
Année : 2012



Dédicaces 
 
 
 

A mes parents, 

A mes frères, mes sœurs,  

A mes nièces et mes neveux, 

A tous mes amis,  

A tous ceux qui travaillent pour que cette Nation soit meilleure.



 

Remerciements 
 

 

Avant tout, mes remerciements à mon DIEU le tout puissant qui m'a aidé à faire ce travail et 

qui m'a donné le courage, la patience et la santé durant toutes ces longues années d’étude afin 

que je puisse arriver à ce niveau.  

Ce travail de recherche a été effectué au Laboratoire de traitement du signal, de l'Université 

Mentouri de Constantine, sous la direction scientifique de Monsieur  le professeur  

ABDELFATAH CHAREF, que je tiens à remercier très vivement de son enthousiasme 

envers mon travail, de sa disponibilité et de son soutien scientifique et humain. Je le remercie, 

également, pour la confiance qu’il m’a accordée, ses encouragements et ses précieux conseils. 

Je suis très honoré que Monsieur BENNIA ABDELHAK, Professeur à l’Université de 

Mentouri de Constantine, ait accepté de présider le jury de cette thèse. 
 

J’exprime ma gratitude envers Monsieur SOLTANI FAOUZI  professeur à l’Université de 

Mentouri de Constantine, d’avoir accepté de juger ce travail en tant qu’examinateur. Je l'en 

remercie sincèrement. 

Je remercie le Docteur AHCENE GOUTAS, Maître de Conférence A, à l'Université de 

Skikda, qui a bien accepté d'être membre du jury et de juger cette thèse ; 

Je remercie également Monsieur ABDELBAKI DJOUAMBI, Maître de Conférence A à 

l’Université de Oum El Bouaghi et membre du Laboratoire de traitement du signal, qui a bien 

accepté de juger ce travail de thèse ; 

Je remercie aussi toute l'équipe du laboratoire de traitement du signal, équipe système, pour 

leurs aides, serviabilités et leurs encouragements. 

Mes remerciements s'adressent également à tous mes amis, et à tous ceux qui ont contribué, 

de prés ou de loin, à la réalisation de ce  modeste travail. 

Enfin, un grand merci à mes parents et à toute ma famille pour leur amour et leur soutien.



 Table des matières 

 
 

 ii

Table des matières 
 

 

Remerciements  .......................................................................................................................... i 

Liste des figures  .................................................................................................................... Vii 

Liste des tableaux  ................................................................................................................... xi 

 

Introduction Générale  ............................................................................................................. 1 

1.1  Introduction  ........................................................................................................................ 1 

1.2  Objectif de la thèse  ............................................................................................................. 4 

1.3  Présentation de la thèse  ...................................................................................................... 5 

 

Chapitre 1 : Opérateurs d’Ordre Fractionnaire ................................................................... 7 

1.1  Introduction  ........................................................................................................................ 7 

1.2  Approximations analogiques d'opérateurs analogiques d’ordre fractionnaire  ................... 9 

1.2.1  Méthode de Charef : Fonction de singularité  .............................................................. 9 

1.2.1.1  Approximation de l’opérateur intégrateur d'ordre fractionnaire  ....................... 10 

1.2.1.2  Approximation de l’opérateur dérivateur d'ordre fractionnaire  ........................ 12 

1.3  Approximations numériques d'opérateurs analogiques d’ordre fractionnaire  .................. 14 

1.3.1  Méthode directe de discrétisation  ............................................................................. 15 

1.3.1.1  Approximation discret en utilisant l’intégration et l’expansion de série  

entière  ............................................................................................................... 15 

1.3.1.2  Approximation discret en utilisant l’intégration numérique et l’expansion de 

fraction continue discret   .................................................................................. 16 

1.3.2  Méthode indirecte de discrétisation  .......................................................................... 16 

1.3.2.1 Discrétisation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire par la transformation  

Bilinéaire, Backward et Al-Alaoui  .................................................................. 17 

1.3.2.2   Discrétisation de dérivateur  d’ordre fractionnaire par la transformation fraction 

Bilinéaire, Backward et Al-Alaoui  .................................................................. 18 

1.4  Approximations numériques d'opérateurs numériques d’ordre fractionnaire  .................. 19 

1.5  Conclusion  ........................................................................................................................ 20 

 

 



 Table des matières

 

 iii

Chapitre 2 : Filtres À Retards Fractionnaires  .................................................................... 21 

2.1  Introduction  ...................................................................................................................... 21 

2.2  Définition des retards fractionnaires  ................................................................................ 22 

2.2.1  Cas continu  ............................................................................................................... 22 

2.2.2  Cas discret  ................................................................................................................. 22 

2.2.3  Définition du retard par référence au temps continu  ................................................ 24 

2.2.4  Caractéristique des retards fractionnaire  ................................................................... 25 

2.3  Retards fractionnaires : approximations  ........................................................................... 26 

2.3.1  Approximations des retards fractionnaires par des filtres RIF  ................................. 27 

2.3.1.1  Méthode des moindres carrés  ............................................................................ 27 

2.3.1.2  Méthode des moindres carrés avec bande passante réduite  .............................. 28 

2.3.1.3  Interpolateur de Lagrange (F.I.L.) : Critère de platitude maximale  .................. 28 

2.3.2  Approximations des retards fractionnaires par des filtres RII  .................................. 29 

2.3.2.1  Filtres RII  Passe-Tout  ...................................................................................... 29 

2.3.2.2  Autres Filtres RII  .............................................................................................. 31 

2.4  Conclusion  ........................................................................................................................ 32 

 

Chapitre 3 : Conception du Retard d’Ordre Fractionnaire par des filtres R.I.I  ................... 33 

3.1  Introduction  ...................................................................................................................... 33 

3.2  Formulation du problème  ................................................................................................. 33 

3.2.1  Premier model basé sur la transformation avant  ....................................................... 33 

3.2.2  Second modèle basé sur la transformation bilinéaire  ............................................... 34 

3.2.3  Troisième modèle basé sur la transformation d’Euler  .............................................. 35 

3.3  Conception du retard numérique d’ordre fractionnaire par un filtre numérique RII  ........ 37 

3.3.1  Filtre numérique RII par la transformation avant  ..................................................... 39 

3.3.1.1  Analyse de la stabilité  ....................................................................................... 41 

3.3.2  Filtre numérique RII par la transformation bilinéaire  ............................................... 42 

3.3.3  Filtre numérique RII par la transformation d’Euler  .................................................. 43 

3.4  Exemples de simulations et commentaires  ....................................................................... 45 

3.4.1  Exemples 1  ................................................................................................................ 45 

3.4.2  Exemples 2  ................................................................................................................ 52 

3.4.3  Exemples 3  ................................................................................................................ 59 

3.5  Comparaison et discussion  ............................................................................................... 67 



 Table des matières 

 
 

 iv

3.5.1  Comparaison avec la méthode de Pei et Wang  ......................................................... 67 

3.5.1.1  Transformation avant  ........................................................................................ 67 

3.5.1.2  Transformation bilinéaire  .................................................................................. 72 

3.5.1.3  Transformation d’Euler  ..................................................................................... 77 

3.5.2  Comparaison avec la méthode de Zhang ................................................................... 83 

3.5.2.1  Transformation avant  ........................................................................................ 82 

3.5.2.2  Transformation bilinéaire  .................................................................................. 87 

3.6  Conclusion  ........................................................................................................................ 92 

 

Chapitre 4 : Application de la méthode de conception  ...................................................... 93 

4.1  Introduction  ...................................................................................................................... 93 

4.2  Transformation d'Euler fractionnaire  ............................................................................... 93 

4.2.1  Motivation  ................................................................................................................. 93 

4.2.2  Conception de la transformation d’Euler fractionnaire  ............................................ 94 

4.2.2.1  Utilisation de la transformation bilinéaire  ........................................................ 94 

4.2.2.2  Utilisation de la transformation avant  ............................................................... 97 

4.2.3  Exemples et comparaisons  ...................................................................................... 100 

4.2.3.1  Exemples  ......................................................................................................... 100 

4.2.3.2  Comparaisons  .................................................................................................. 105 

4.3  Conception de filtre peigne ............................................................................................. 109 

4.3.1  Introduction  ............................................................................................................. 109 

4.3.2  Conception de filtre peigne  ..................................................................................... 110 

4.3.3  Exemples de conception  ......................................................................................... 112 

4.4  Conclusion  ...................................................................................................................... 116 

 

Conclusion Générale  ........................................................................................................... 117 

1  Conclusion  ......................................................................................................................... 117 

2  Perspectives et suggestions  ................................................................................................ 118 

 

 Références  ........................................................................................................................... 119 



 Liste des figures  

 
 

 vii

Liste des figures 
 

1.1       Diagramme de Bode de la fonction ( )m
Ts/p11/ + et son approximation ................. 10 

 

2.1       Schéma-bloc de l’élément de retard fractionnaire idéal  .............................................. 23 

2.1       La fonction sinus cardinal décalée de D=3 échantillons (a) et décalée de D=3.3 

échantillons (b) pour T= 1 ............................................................................................ 26 

 
3.1      Tracé de Bode (Amplitude) du retard numérique fractionnaire idéal  z-0.82 et le filtre 

numérique RII GF(z) ..................................................................................................... 47 

3.2      Tracé de Bode (Phase) du retard numérique fractionnaire idéal  z-0.82    et le filtre 

numérique RII GF(z) ..................................................................................................... 47 

3.3       Retard de Groupe du retard numérique fractionnaire idéal  z-0.82 et le filtre numérique 

RII GF(z) ....................................................................................................................... 48 

3.4      Tracé de l’erreur relative Ea entre le retard numérique fractionnaire idéal z-0.82 et le 

filtre numérique RII GF(z) ............................................................................................ 49 

3.5      Tracé de l’erreur relative Ep entre le retard numérique fractionnaire idéal z-0.82 et le 

filtre numérique RII GF(z) ............................................................................................ 49 

3.6      Tracé de l’erreur relative Eg entre le retard numérique fractionnaire idéal z-0.82 et le 

filtre numérique RII GF(z) ............................................................................................ 50 

3.7       Réponse imulsionnelle du filtre numérique RII GF(z) approximant le retard numérique 

fractionnaire idéal z-0.82 ................................................................................................. 51 

3.8       Position des pôles et des zéros du filtre numérique RII GF(z) approximant le retard 

numérique fractionnaire idéal z-0.82 ............................................................................... 51 

3.9      Tracé de Bode (Amplitude) du retard numérique fractionnaire idéal  z-0.4  et le filtre 

numérique RII GT(z) ..................................................................................................... 54 

3.10    Tracé de Bode (Phase) du retard numérique fractionnaire idéal  z-0.4    et le filtre 

numérique RII GT(z)   ................................................................................................... 54 

3.11     Retard de Groupe du retard numérique fractionnaire idéal  z-0.4    et le filtre numérique 

RII GT(z) ....................................................................................................................... 55 

3.12    Tracé de l’erreur relative Ea entre le retard numérique fractionnaire idéal z-0.4  et le 

filtre numérique RII GT(z) ............................................................................................ 56 

 



Liste des figures   

 
 

 viii

3.13    Tracé de l’erreur relative Ep entre le retard numérique fractionnaire idéal z-0.4  et le 

filtre numérique RII GT(z) ............................................................................................ 56 

3.14    Tracé de l’erreur relative Eg entre le retard numérique fractionnaire idéal z-0.4  et le 

filtre numérique RII GT(z) ............................................................................................ 57 

3.15     Réponse imulsionnelle du filtre numérique RII GT(z)  approximant le retard 

numérique fractionnaire idéal z-0.4 ................................................................................ 58 

3.16     Position des pôles et des zéros du filtre numérique RII GT(z)  approximant le retard 

numérique fractionnaire idéal z-0.4 ................................................................................ 59 

3.17    Tracé de Bode (Amplitude) du retard numérique fractionnaire idéal  z-0.7 et le filtre 

numérique RII GE(z) ..................................................................................................... 61 

3.18    Tracé de Bode (Phase) du retard numérique fractionnaire idéal  z-0.7  et le filtre 

numérique RII GE(z) ..................................................................................................... 62 

3.19     Retard de Groupe du retard numérique fractionnaire idéal  z-0.7   et le filtre numérique 

RII GE(z) ....................................................................................................................... 62 

3.20    Tracé de l’erreur relative Ea entre le retard numérique fractionnaire idéal z-0.7  et le 

filtre numérique RII GE(z) ............................................................................................ 63 

3.21    Tracé de l’erreur relative Ep entre le retard numérique fractionnaire idéal z-0.7  et le 

filtre numérique RII GE(z) ............................................................................................ 64 

3.22    Tracé de l’erreur relative Eg entre le retard numérique fractionnaire idéal z-0.7  et le 

filtre numérique RII GE(z) ............................................................................................ 64 

3.23     Réponse imulsionnelle du filtre numérique RII GE(z)  approximant le retard 

numérique fractionnaire idéal z-0.7 ................................................................................ 65 

3.24     Position des pôles et des zéros du filtre numérique RII GE(z)  approximant le retard 

numérique fractionnaire idéal z-0.7 ................................................................................ 66 

 

3.25    Tracés de Bode (Amplitude) du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91  , du filtre 

numérique RII GF(z) proposée  et du filtre numérique RII passe- tout de      Pei et 

Wang ............................................................................................................................. 68 

3.26    Tracés de Bode (Phase) du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91  , du filtre 

numérique RII GF(z) proposée et du filtre numérique RII passe- tout de       Pei et 

Wang ............................................................................................................................. 68 



 Liste des figures  

 
 

 ix

3.27    Tracés de Bode (retard de groupe) du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91  , du 

filtre numérique RII GF(z) proposée et du filtre numérique RII passe- tout de Pei et 

Wang ............................................................................................................................. 69 

3.28    Tracés de Bode des erreurs relatives Ea entre le retard numérique fractionnaire  idéal  

z-0.91 et le filtre numérique RII GF(z) proposée   et le filtre numérique RII passe-tout de 

Pei et Wang ................................................................................................................... 69 

3.29    Tracés de Bode des erreurs relatives Ep entre le retard numérique fractionnaire  idéal  

z-0.91 et le filtre numérique RII GF(z) proposée   et le filtre numérique RII passe-tout de 

Pei et Wang ................................................................................................................... 70 

3.30    Tracés de Bode des erreurs relatives Eg entre le retard numérique fractionnaire  idéal  

z-0.91 et le filtre numérique RII GF(z) proposée  et le filtre numérique RII passe-tout de 

Pei et Wang ................................................................................................................... 70 

3.31    Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII GF(z)   

approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-0.91 ........................................... 71 

3.32    Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII passe-tout de Pei et 

Wang approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-0.91 ................................. 71 

3.33    Tracés de Bode (Amplitude) du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91, du filtre 

numérique RII GT(z) proposée et du filtre numérique RII passe- tout de      Pei et 

Wang ............................................................................................................................. 73 

3.34    Tracés de Bode (Phase) du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91  , du filtre 

numérique RII GT(z) proposée  et du filtre numérique RII passe- tout de     Pei et 

Wang ............................................................................................................................. 73 

3.35    Tracés de Bode (retard de groupe) du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91  , du 

filtre numérique RII GT(z) proposée  et du filtre numérique RII passe- tout de Pei et 

Wang ............................................................................................................................. 74 

3.36    Tracés de Bode des erreurs relatives Ea entre le retard numérique fractionnaire  idéal  

z-0.91 et le filtre numérique RII GT(z) proposée   et le filtre numérique RII passe-tout de 

Pei et Wang ................................................................................................................... 74 

3.37    Tracés de Bode des erreurs relatives Ep entre le retard numérique fractionnaire  idéal  

z-0.91 et le filtre numérique RII GT(z) proposée   et le filtre numérique RII passe-tout de 

Pei et Wang ................................................................................................................... 75 



Liste des figures   

 
 

 x

3.38    Tracés de Bode des erreurs relatives Eg entre le retard numérique fractionnaire  idéal  

z-0.91 et le filtre numérique RII GT(z) proposée  et le filtre numérique RII passe-tout de 

Pei et Wang ................................................................................................................... 75 

3.39    Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII GT(z)   

approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-0.91 ........................................... 76 

3.40    Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII passe-tout de Pei et 

Wang approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-0.91 ................................. 76 

3.41    Tracés de Bode (Amplitude) du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91  , du filtre 

numérique RII GE(z) proposée  et du filtre numérique RII passe- tout de     Pei et 

Wang ............................................................................................................................. 78 

3.42    Tracés de Bode (Phase) du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91  , du filtre 

numérique RII GE(z) proposée et du filtre numérique RII passe- tout de      Pei et 

Wang ............................................................................................................................. 78 

3.43    Tracés de Bode (retard de groupe) du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91  , du 

filtre numérique RII GE(z) proposée  et du filtre numérique RII passe- tout de Pei et 

Wang ............................................................................................................................. 79 

3.44    Tracés de Bode des erreurs relatives Ea entre le retard numérique fractionnaire  idéal  

z-0.91 et le filtre numérique RII GE(z) proposée  et le filtre numérique RII passe-tout de 

Pei et Wang ................................................................................................................... 79 

3.45    Tracés de Bode des erreurs relatives Ep entre le retard numérique fractionnaire  idéal  

z-0.91 et le filtre numérique RII GE(z) proposée  et le filtre numérique RII passe-tout de 

Pei et Wang ................................................................................................................... 80 

3.46    Tracés de Bode des erreurs relatives Eg entre le retard numérique fractionnaire  idéal  

z-0.91 et le filtre numérique RII GE(z) proposée  et le filtre numérique RII passe-tout de 

Pei et Wang ................................................................................................................... 80 

3.47    Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII GE(z)   

approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-0.91 ........................................... 81 

3.48    Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII passe-tout de Pei et 

Wang approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-0.91 ................................. 81 

 

3.49    Réponse en amplitude du retard numérique fractionnaire idéal z-5.9  , du filtre 

numérique RII GF(z) proposée  et du filtre numérique RII de  Zhang .......................... 84 

 



 Liste des figures  

 
 

 xi

3.50    Réponse en retard de groupe du retard numérique fractionnaire idéal z-5.9  , du filtre 

numérique RII GF(z) proposée  et du filtre numérique RII de  Zhang .......................... 85 

3.51    Tracés des erreurs relatives Ea entre le retard numérique fractionnaire plein idéal z-5.9   

et le filtre numérique RII GF(z) proposée et le filtre numérique RII de Zhang ............ 85 

3.52    Tracés des erreurs relatives Eg entre le retard numérique fractionnaire plein idéal z-5.9   

et le filtre numérique RII GF(z) proposée et le filtre numérique RII de Zhang ............ 86 

3.53    Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII GF(z)   

approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-5.9 ............................................. 86 

3.54    Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII de Zhang 

approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-5.9 ............................................. 87 

3.55    Réponse en amplitude du retard numérique fractionnaire idéal z-5.1, du filtre numérique 

RII GT(z) proposée et du filtre numérique RII de  Zhang ............................................ 88 

3.56    Réponse en retard de groupe du retard numérique fractionnaire idéal z-5.1  , du filtre 

numérique RII GT(z) proposée et du filtre numérique RII de  Zhang .......................... 89 

3.57    Tracés des erreurs relatives Ea entre le retard numérique fractionnaire plein idéal z-5.1   

et le filtre numérique RII GT(z) proposée et le filtre numérique RII de Zhang ............ 89 

3.58    Tracés des erreurs relatives Eg entre le retard numérique fractionnaire plein idéal z-5.1   

et le filtre numérique RII GT(z) proposée et le filtre numérique RII de Zhang ............ 90 

3.59    Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII GT(z)   

approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-5.1 ............................................. 90 

3.60    Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII de Zhang 

approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-5.1 ............................................. 91 

 

4.1    Réponse en amplitude du dérivateur analogique s = jω, de la  transformation d’Euler 

( )
T

z1−  et la transformation d’Euler fractionnaire (z)F1 pour différentes valeurs du α  .. 95 

4.2    L'erreur relative moyenne Erm(α) en fonction du paramètre α   ...................................... 96 

4.3    Réponse en amplitude de dérivateur analogique s = jω,de la  transformation d’Euler 

( )
T

z1−  et la transformation d’Euler fractionnaire (z)F2 pour différentes valeurs du α  .. 98 

4.4    L'erreur relative moyenne Erm(α) en fonction du paramètre α   ...................................... 99 

4.5    Réponse en amplitude de dérivateur analogique s = jω, de la transformation d’Euler 

)z-(1 -1 et  de la transformation d’Euler fractionnaire F1(z)  ...................................... 101 



Liste des figures   

 
 

 xii

4.6    Réponse en amplitude de dérivateur analogique s = jω, de la transformation d’Euler 

)z-(1 -1 et la transformation d’Euler fractionnaire F2(z)   ........................................... 101 

4.7    Réponses en amplitude des dérivateurs analogique s2 = (jω) 2, numérique (z)F EuSD− , 

numérique (z)F 1FSD− et numérique (z)F 2FSD−   ............................................................ 103 

4.8     Réponses en amplitude des intégrateurs analogique 1/s = 1/(jω), numérique (z)F EuI− , 

numérique (z)F 1FI− et numérique (z)F 2FI−   .................................................................. 104 

 
4.9     Réponses en amplitude des filtres HB(s), numérique (z)H EuB− , numérique (z)H 1FB− et 

numérique (z)H F2B−  .................................................................................................... 105 

4.10     Réponses en amplitude du dérivateur analogique s = jω, des transformations proposées 

F1(z) et F2(z), de Ngo FNgo(z) et de Pei & Hsu FPei&Hsu(z)   ........................................ 106 

4.11     Réponses en phase du dérivateur analogique s = jω, des transformations proposées 

F1(z) et F2(z), de Ngo FNgo(z) et de Pei & Hsu FPei&Hsu(z)  ................................ 107 

4.12     Fonctions erreur absolue en amplitude Eab des méthodes de transformation proposées 

F1(z) et F2(z), de Ngo FNgo(z) et de Pei & Hsu FPei&Hsu(z)  ................................ 108 

4.13     La réponse en fréquence de l’amplitude du filtre peigne
 
 .......................................... 110 

4.14     Les réponses en fréquence du filtre peigne idéal (z)HC  et de  son approximation par 

un filtre numérique RII (z)HF
C  ................................................................................... 113 

4.15     Les réponses en fréquence du filtre peigne idéal (z)HC et de  son approximation par 

un filtre numérique RII (z)HT
C  ................................................................................... 115 

4.16     Les réponses en fréquence du filtre peigne idéal (z)HC et de  son approximation par 

un filtre numérique RII (z)HE
C  ................................................................................... 116 

 
 

 



 

 xi

Liste des tableaux 
 

3.1   Fonction de transfert du retard numérique d’ordre fractionnaire idéale en utilisant les 

trois transformations ..................................................................................................... 37 

3.2    Les trois filtres numériques RII du retard fractionnaire proposés  .................................. 44 

3.3    Comparaison entre les différentes méthodes proposées  et la méthode in [74]  .............. 82 

 
4.1    IEA des méthodes de transformation proposées F1(z), F2(z), de Ngo FNgo(z) et de Pei & 

Hsu FPei&Hsu(z)  ........................................................................................................... 109 

 
 
 
 

 

 

 

 

 



Introduction Générale 
 

1.  Introduction  .............................................................................................................. 1 
2.  Objectifs de la thèse  .............................................................................................. 4 
3.  Présentation de la thèse  ....................................................................................... 5 
 

 

 



 Introduction Générale

 
 

1 
 

1. Introduction 
 

Cette thèse s'intéresse à un outil particulier de traitement du signal : le filtre à temps 

discret qui simule le retard fractionnaire, que l'on appellera plus brièvement, “filtre de retard 

fractionnaire”. Cet outil est une transformation qui peut s'appliquer à tout signal à temps 

discret, c'est-à-dire dans la pratique à tout signal à temps continu échantillonné. 

Malgré que l’idée des opérateurs d’ordre fractionnaire est aussi vielle que celle de l’ordre 

entier, mais c’était dans les dernières décennies que l’utilisation de ces opérateurs d’ordre 

fractionnaire était devenus de plus en plus populaire dans beaucoup de domaine de recherche. 

Leur application dans le domaine du traitement de signal est considérée comme un thème 

émergent. Alors, l'objectif principal de ce travail est de contribuer à l’application des concepts 

des opérateurs et des systèmes d’ordre fractionnaire dans la conception et l’implémentation 

numérique de retard d’ordre fractionnaire. 

 
Calcul Fractionnaire 

 

Le terme fractionnaire a émergé ces dernières années, en liaison avec différentes théories 

et techniques de traitement du signal, parfois sans aucun lien visible entre eux. Néanmoins, la 

première référence à ce secteur est apparue en 1695 dans une lettre de Bernoulli à Leibniz, où 

il a formulé une question sur la signification d’une dérivée d’ordre non-entier. C'était le début 

du calcul fractionnaire, qui est l’origine des systèmes fractionnaires à temps continu, décrits 

par des équations différentielles d’ordre fractionnaire. 

Depuis lors, le calcul fractionnaire a évolué par les contributions de nombreux 

mathématiciens célèbres. Malgré le progrès dans des mathématiques pures, nous avons dû 

attendre jusqu'aux années 1920 pour voir l'apparition des études concernant l'utilisation du 

calcul fractionnaire en sciences appliquées. 

En outre, seulement dans les trois dernières décennies, où l'application du calcul fractionnaire 

dans l’ingénierie a mérité l'attention, motivée par les travaux de Mandelbrot sur les fractales, 

cela a mené à un impact significatif dans plusieurs secteurs scientifiques et a attiré, 

définitivement, l'attention aux objets fractionnaires.  

Actuellement, de nouveaux thèmes font l'objet de recherches actives, telles que le mouvement 

brownien fractionnaire, les systèmes linéaires d'ordre fractionnaire à temps discret, filtre de  

retard fractionnaire et les ondelettes fractionnaires. 
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Opérateurs d'ordre Fractionnaire 

 

Parallèlement au calcul fractionnaire, les opérateurs d'ordre fractionnaire ont reçus un 

intérêt considérable dans beaucoup d'applications, ils fournissent des modèles plus précis que 

les opérateurs ordinaires. La diversité d'applications de ces opérateurs à de nombreux 

domaines des sciences appliquées et de l'ingénierie [1-7] (la viscoélasticité, du génie 

biomédicale, la modélisation et de l’identification des systèmes, la chimie [8-13], traitement 

du signal [14-18] et  la commande [19-23]...), implique inévitablement une grande variété de 

problèmes posés, ainsi qu'une multiplicité de solutions proposées  

Les opérateurs d’ordre fractionnaire se partagent en deux classes : la classe des opérateurs 

analogiques et la classe des opérateurs numériques. Les opérateurs analogiques idéals d’ordre 

fractionnaire sont l’intégrateur et le dérivateur d’ordre fractionnaire. Et les opérateurs 

numériques idéals d’ordre fractionnaire sont le retard et l’avance d’ordre fractionnaire. 

L'implémentation analogique et numérique des opérateurs d'ordre fractionnaire est donc très 

importante parce qu’ils sont représentés par des fonctions de transfert irrationnelles. Comme 

ils ne peuvent pas être exactement implémentés, seulement une implémentation limitée en 

fréquence peuvent cependant être accomplies en utilisant des techniques d’approximation. En 

ce qui concerne les opérateurs analogiques idéals d’ordre fractionnaire, l’intégrateur et le 

dérivateur d’ordre fractionnaire, on peut compter plusieurs travaux fondamentaux [3], [24-30] 

qui fournissent une bonne compréhension des diverses techniques d'approximation 

analogique, numérique et d'implémentation.   

Dans le cas des opérateurs d’ordre fractionnaire numériques, on peut trouver quelques travaux 

pour l’approximation et l’implémentation de l’opérateur de retard numérique d’ordre 

fractionnaire mais, très peu de travaux ont été faits pour l’opérateur d’avance numérique 

d’ordre fractionnaire. En général, les chercheurs préfèrent l'approximation des opérateurs 

d'ordre fractionnaire par des fonctions rationnelles parce qu’il est bien connu que, pour le but 

d'interpolation ou d'évaluation, les fonctions rationnelles sont parfois supérieures aux 

polynômes. Et à cause de leur capacité de modéliser des fonctions par des zéros et des pôles, 

les fonctions rationnelles convergent fréquemment plus rapidement que l'expansion en série 

de puissance. Les méthodes d'approximation rationnelle les plus utilisées dans la littérature 

sont [3] : Méthode d'Oustaloup, Méthode de Charef  et Méthode CFE (continued fraction 

expansion). Dans notre travail on a utilisé seulement la méthode d'approximation de Charef  

qui sera entièrement détaillée dans le chapitre 1.  
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Filtre de Retard Fractionnaire 

 

Un avantage fondamental des techniques de traitement numérique du signal, par rapport 

aux méthodes analogiques traditionnelles, est l'implémentation facile d'un retard constant : 

pour un moment donné, le signal est simplement stocké dans une mémoire tampon. Cette 

technique fonctionne parfaitement, car le retard désiré est un multiple de l'intervalle 

d’échantillonnage utilisé. Cependant, quand un retard d'une fraction de l'intervalle 

d’échantillonnage, est nécessaire ou, en particulier, si l’on désire pour contrôler la valeur de 

retard sans interruption (continuellement), des méthodes plus sophistiquées doivent être 

utilisées.  

Le problème de mettre en application un retard fractionnaire par des moyens numériques se 

produit dans plusieurs applications. Dans l'un des premiers traitements du sujet [31]  

(l’implémentation numérique du retard fractionnaire), un déphaseur numérique a été proposé 

pour trois problèmes : l'annulation d'écho, traitement de réseau d'antenne à commande de 

phase et la synthèse de la parole.  

Plus tard, les articles ont inclus des applications telles que l’estimation du temps de retard, 

l’orientation du faisceau de réseau d’antennes, l’ajustement du temps des récepteurs 

numériques, la modélisation des instruments musicales, le codage et la synthétisation de la 

parole, la conception de filtre en peigne et la conversion analogique numérique [32-40]. 

Similaires à leurs domaines d'application, les méthodes de conception du retard fractionnaire 

sont également très diverses. La majorité des techniques de conception qui ont été proposées 

dans la littérature, se concentrent exclusivement sur les filtres à Réponse Impulsionnelle Finie 

(RIF) et les filtres passe-tout à Réponse Impulsionnelle Infinie (RII) [33-34] et [41-46]. Le 

problème de conception de ces filtres, est considéré essentiellement comme un problème 

d'interpolation dans le domaine temporel. Des techniques standard telles que la méthode de 

fenêtrage [32], l’approximation qui est basée sur le critère de platitude maximale à basse 

fréquence équivalente à l'interpolation de Lagrange [32], la méthode Minimax ou de 

Chebyshev [32], la méthode stochastique [32] et les méthodes basées sur des filtres RII passe-

tout [32], ont été appliquées dans la conception des filtres de retard fractionnaire. Dans [32], 

les auteurs fournissent une revue complète sur les performances des filtres de retard 

fractionnaire pour plusieurs techniques de conception. 

Récemment, les filtres de retard fractionnaire numériques, fixes et variables, sont des sujets 

d'un intérêt croissant. Tandis que la conception et la réalisation des filtres RIF de retard 
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fractionnaire pourraient être considérées comme un champ mature, bien développé et même 

rempli, il reste beaucoup à faire et étudier dans le cas des filtres RII de retard fractionnaire. 

Ces derniers sont basés généralement sur des structures passe-tout, offrant un gain unité pour 

toutes les fréquences et permettant ainsi de se concentrer uniquement sur l'approximation de 

retard de phase.  

Les réalisations des filtres RII à retard fractionnaire, sont souvent préférables à cause de leur 

complexité moindre (moins de multiplicateurs et de retards) et de leur retard global plus faible 

(en raison de l'ordre moins élevé de la fonction de transfert). Cependant, la conception de ce 

type de filtres numériques est beaucoup plus compliquée à cause des problèmes comme 

l'instabilité et de plus haut niveau des bruits de quantification. 

 

2. Objectifs de la thèse 

 
L’objectif principal de ce travail est l’application des concepts des opérateurs et des 

systèmes d’ordre fractionnaire dans la conception et l’implémentation numérique de retard 

numérique d’ordre fractionnaire idéale. Dans ce contexte, une méthode d’implémentation 

numérique du retard idéale z-m (0 < m < 1) a été proposée en utilisant des filtres RII basée sur 

les systèmes d’ordre fractionnaire en utilisant différentes techniques. Des simulations ont été 

faites et les résultats obtenus ont été satisfaisants. Comme application, l’implémentation par 

un filtre numérique RII du retard numérique d’ordre fractionnaire idéale a été utilisée dans la 

conception d’un filtre peigne numérique. Une technique de transformation du domaine 

analogique au domaine discret basée sur le retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-m 

(0 < m < 1) dite transformation d'Euler d'ordre fractionnaire a été proposé. La conception de 

cette transformation d'Euler d'ordre fractionnaire a été obtenue en utilisant l’implémentation 

par un filtre numérique RII du retard numérique d’ordre fractionnaire idéale.  

Les simulations réalisées ont montrés l’amélioration de la transformation Analogique-

Numérique dans les hautes fréquences par rapport à la transformée d'Euler classique. La 

méthode de transformation  proposée a été aussi comparée aux méthodes existantes les plus 

récentes dans la littérature et les résultats de simulation obtenus ont été très satisfaisants. 

 
3. Présentation de la thèse 

Cette thèse comporte les chapitres suivants: 
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Chapitre II : Opérateurs d’Ordre Fractionnaire  

Ce chapitre est une introduction aux notions fondamentales de la théorie des opérateurs 

d’ordre fractionnaires, ainsi que leurs techniques d’approximation, pour une bonne 

compréhension des autres chapitres. Une présentation de la méthode de fonction de singularité 

est donnée pour être utilisé comme méthode d’approximations des opérateurs numériques 

d’ordre fractionnaire. Enfin, une brève introduction aux méthodes d'approximation de ces  

opérateurs est considérée à la fin du chapitre. 

Chapitre III : Filtres à retards fractionnaires 

Ce chapitre introduit les notions de base sur les retards fractionnaires concernées par notre 

travail de recherche. Il comporte deux parties : 

 Dans la première partie, nous définissons les retards fractionnaires numériques idéaux. 

Nous donnons également leurs caractéristiques ainsi que les  raisons  pour  lesquelles  

l’approximation du retard d’ordre fractionnaire  est  nécessaire.  

 La seconde partie est consacrée à la description des différentes méthodes utilisées pour 

approximer le retard numérique d’ordre fractionnaire idéal. Deux familles différentes 

d’approximations seront présentées. La première est basée sur les filtres RIF et la 

seconde sur les filtres RII passe-tout. Enfin, on présente en détail les deux méthodes 

d’approximations du retard numérique d’ordre fractionnaire idéal par des filtres RII les 

plus récentes.  

Chapitre IV : Conception du retard d’ordre fractionnaire par des filtres RII 

Ce chapitre contient les contributions principales de cette thèse. En premier lieu, nous 

montrons que pour des conditions bien précises l’opérateur de retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéal z-m, pour 0 < m < 1, peut être obtenu par discrétisation d’un système 

d’ordre fractionnaire en utilisant les fonctions génératrices suivantes : la transformation avant, 

la transformation bilinéaire (Tustin) et la transformation d’Euler. Puis, la conception de 

l’opérateur de retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-m  (0 < m < 1) par des filtres RII 

est obtenue par discrétisation, en utilisant les transformations avant, bilinéaire et Euler,  de 

l’approximation de la fonction de transfert du système d’ordre fractionnaire analogique 

initiateur du retard z-m par une fonction rationnelle. Des exemples illustratives sont données 

pour justifier l’efficacité et la précision des approches proposées pour concevoir un filtre 
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numérique RII stable, causale et à phase minimale approximant le retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéale z-m, pour 0<m<1 

Chapitre V : Application de la méthode de conception 

Ce chapitre est dédié à l’application de l’implémentation par un filtre numérique RII du retard 

numérique d’ordre fractionnaire idéale dans la conception d’un filtre peigne numérique et 

dans l’élaboration d’une technique de transformation du domaine analogique au domaine 

discret basée sur le retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-m (0 < m < 1) dite 

transformation d'Euler d'ordre fractionnaire. 

Ce travail se terminera par une conclusion générale résumant les principaux résultats obtenus 

et suggère les futures perspectives. 
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1.1. Introduction 

 
Dans les dernières décennies, un intérêt considérable a été porté pour les opérateurs 

d'ordre fractionnaire. Cette importance et popularité sont dues principalement à de 

nombreuses applications dans divers domaines des sciences appliquées et de l'ingénierie [1-7]. 

En réalité, on peut reporter leur adoption dans les domaines de la viscoélasticité, du génie 

biomédicale, de la modélisation et de l’identification des systèmes, de la chimie [8-13] et, 

particulièrement, les domaines du traitement du signal [14-18] et de la commande [19-23]. 

Alors, les implémentations analogiques et numériques de ces opérateurs sont des sujets de 

recherche très importants.  

Les opérateurs d’ordre fractionnaire se partagent en deux classes : la classe des opérateurs 

analogiques et la classe des opérateurs numériques. Les opérateurs analogiques idéals d’ordre 

fractionnaire sont l’intégrateur et le dérivateur  d’ordre fractionnaire qui sont représentés dans 

le domaine fréquentiel par les fonctions de transfert irrationnelles suivantes : 

mI s
1(s)G =       ,    pour   0 < m < 1                                         (1.1) 

m
D s(s)G =       ,     pour   0 < m < 1                                        (1.2) 

Les opérateurs numériques idéals d’ordre fractionnaire sont le retard et l’avance d’ordre 

fractionnaire qui sont représentés dans le domaine fréquentiel par les fonctions de transfert 

irrationnelles suivantes : 
m

R z(s)G −=       ,    pour   0 < m < 1                                       (1.3) 
m

A z(s)G =       ,     pour   0 < m < 1                                       (1.4) 

Comme on peut le remarquer, ces opérateurs sont des généralisations des opérateurs 

classiques d’ordre entier. Alors, l’ordre fractionnaire m leur donne plus de flexibilité dans la 

modélisation des systèmes physiques et dans la conception des algorithmes de commande et 

de traitement du signal. Comme ils ne peuvent pas être exactement implémentés seulement 

des implémentations limitées en fréquence peuvent cependant être accomplies en utilisant des 

techniques d’approximation.  

Concernant les opérateurs analogiques idéals d’ordre fractionnaire, l’intégrateur et le 

dérivateur  d’ordre fractionnaire, beaucoup de travaux ont été fait pour leurs approximations. 

Dans la référence [3], on peut trouver un bon résumé des méthodes existantes pour leurs 

implémentations analogiques par des fonctions rationnelles dans le domaine fréquentiel. Pour 
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leurs implémentations numériques différentes techniques ont été élaborées qu’on peut trouver 

dans [24-30]. En général, il y a deux techniques de discrétisation : directe et indirecte. Dans la 

technique indirecte, les méthodes utilisées requissent deux étapes, premièrement une 

approximation analogique est faite dans le domaine fréquentiel  puis une des méthodes de 

transformation du domaine analogique au domaine discret tel qu’Euler, Tustin ou Al-Alaoui 

est utilisée pour la discrétisation. Les méthodes de la technique directe sont basées sur 

l’application du développement en série de puissance dans le domaine discret des opérateurs 

d’ordre fractionnaire quand la transformation d’Euler, de Tustin et d’Al-Alaoui approximant 

l’intégrateur et le dérivateur  réguliers.      

Concernant les opérateurs d’ordre fractionnaire numériques, on peut trouver quelques travaux 

pour l’approximation et l’implémentation de l’opérateur de retard d’ordre fractionnaire mais, 

très peu de travaux ont été faits pour l’opérateur d’avance d’ordre fractionnaire. Le concept de 

retard d’ordre fractionnaire a été trouvé très utile dans la résolution de plusieurs problèmes 

pratiques dans différent domaines d’ingénierie y compris dans l’orientation du faisceau de 

réseau d’antennes, l’ajustement du temps des récepteurs numériques, l’estimation du temps de 

retard, la modélisation des instruments musicales, le codage et la synthétisation de la parole, 

la conception de filtre en peigne et la conversion analogique numérique [32-40].  Plusieurs 

techniques ont été proposées pour la conception de filtre numérique de type RII et RIF pour 

l’approximation de l’opérateur retard d’ordre fractionnaire idéale [33-34] et [41-46]. 

Contrairement à l’opérateur de retard d’ordre fractionnaire, l’opérateur d’avance d’ordre 

fractionnaire n’a pas reçu autant d’attention de la communauté du traitement du signal malgré 

que le concept de la prédiction linéaire soit très bien établi dans le domaine du traitement du 

signal et elle à plusieurs applications pratiques à savoir les télécommunications et le 

traitement de la parole [47]. Le travail de la référence [48] a été le seul travail trouvé dans la 

littérature qui s’intéresse à l’implémentation de l’opérateur d’avance d’ordre fractionnaire.  

Comme l'objectif principal de ce travail de recherche est l’application des concepts des 

systèmes d’ordre fractionnaire dans la conception et l’implémentation numérique de retard 

d’ordre fractionnaire, alors dans ce chapitre des notions fondamentales de la théorie des 

systèmes d’ordre fractionnaires ainsi que leurs techniques d’approximation seront présentées. 

Des méthodes classiques de conception numérique du retard d’ordre fractionnaire vont aussi 

être exposées. 
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1.2.  Approximations analogiques d'opérateurs analogiques d’ordre     

fractionnaire 
 

Il existe plusieurs techniques d’approximation des opérateurs analogiques d’ordre 

fractionnaire par des fonctions rationnelles. Dans la référence [3], on peut trouver un bon 

résumé de ces méthodes d’approximation. Parmi ces méthodes on peut énumérer la méthode 

de l’expansion par fractions continues, les méthodes de Carlson,  de Charef, de Matsuda et 

d’Oustaloup. Mais, les méthodes  de Charef et d’Oustaloup sont les plus utilisées dans la 

littérature. Dans tous les travaux de recherche réalisés dans cette thèse la méthode 

d’approximation utilisée pour l’approximation des opérateurs analogiques d’ordre 

fractionnaire par des fonctions rationnelles est celle de Charef dite méthode de la fonction de 

singulière. Alors, dans ce chapitre, on va  présenter cette méthode d’approximation en détail.  

 

1.2.1. Méthode de Charef : Fonction de singularité 

Cette méthode est basée sur l’approximation du pole à puissance fractionnaire (PPF) 

représenté par la fonction suivante [49] :                                 

 
m
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on peut réécrire la fonction (1.5) comme suit:                         
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Où (N+ 1) est le nombre total des singularités qui peut être déterminé par la bande de 

fréquences du système. L'équation (1.6) peut être tronquée à un nombre fini N, et 

l'approximation devient :                        
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Les pôles et les zéros de la fonction de singularités peuvent être obtenus comme suit :                       
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   bpp t0 = , i
0i (a.b)pp = , i

0i (a.b)a.pz =  (1.8)

Avec                   

 m)(1m/10ymy/10.1)(m/10y 10a.b,10b,10a −− === ,   
log(a.b)

log(a)m =  (1.9)

Où y est l'erreur d’approximation en dB. 

La figure 1.1 présente le Diagramme de Bode de ( )m
Ts/p11/ + avec une pente de                 

-m20 dB/dec et son approximation par des lignes droites en zig-zag avec des pentes 

individuelles de -20 dB/dec et 0 dB/dec. 

 

Figure (1.1) : Diagramme de Bode de la fonction ( )m
Ts/p11/ + et son approximation. 

 

 

1.2.1.1. Approximation de l’opérateur intégrateur d'ordre fractionnaire [13] 

La fonction de transfert de l'opérateur intégral d'ordre fractionnaire est  représentée dans le 

domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :                     

 
mI s
1(s)G =  (1.10)

Où s=jω  est la fréquence complexe et m  un nombre réel positif tel que 0<m <1. 
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Dans une bande de fréquence donnée [ b hω ,ω ], cet opérateur d'ordre fractionnaire peut être 

modélisé dans le domaine fréquentiel par un pôle à puissance fractionnaire (PPF) comme 

suit :             

 
m

c

I
I

ω
s1

K(s)G

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=  
(1.11)

En supposant que pour  [ ]hb ,ωω∈ω  on a ω  >> cω , on peut écrire : 

 
mm

m
cI

m

c

I
I s

1
s
ωK

ω
s

K(s)G ==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (1.12)

Avec m
I cK =1/ω et cω  est la fréquence de coupure de PPF qui est obtenue à partir de la basse 

fréquence bω : 110ωω /10.m)(ε
bC −= ou ε  est l'erreur maximale permise entre la pente de 

l'opérateur de puissance fractionnaire de l’équation (1.10) et le PPF de l'équation (1.11) dans 

la bande de fréquence donnée [ b hω ,ω ]. 

Dans le but de représenter le pôle d'ordre fractionnaire de l'équation (1.11), et par conséquent 

l'intégrateur d'ordre fractionnaire, par un système linéaire invariant dans le temps, il est 

nécessaire d'approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une fonction rationnelle. 

La méthode d'approximation consiste à approximer la pente de 20mdB/dec sur le tracé de 

Bode du PPF par un nombre de ligne sous forme de Zig-Zag, produite par une alternance de 

pente 20dB/dec et 0dB/deccorrespondant à une alternance de pôles et de zéros sur l'axe réel 

négatif du plan s tel que N1N1100 pz...zpzp <<<<< − ; d'où l'approximation suivante :                    

 

∏

∏

=

−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

≅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
N

0i i

1N

0i i
Im

c

I

p
s1

z
s1

K

ω
s1

1(s)G  (1.13)

Où les ip et les iz sont les pôles et les zéros de l'approximation. 

En utilisant la méthode de la fonction de singularité, les pôles et les zéros de l'approximation 

se présentent sous la forme d'une progression géométrique. Cette méthode graphique 

d'approximation commence par le choix d'une erreur d'approximation y en dB et une bande de 

fréquence d’approximation maxω . 
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Pour déterminer le nombre N, la bande de fréquence sur laquelle l'approximation est faite doit 

être spécifie, soit " maxω " cette bande, telle que maxω soit égal à 100 fois hω , son expression est 

donnée par :                         

 

1
log(a.b)

p
ωlog

entierepariteN 0

max

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

=  (1.14)

L'arrangement des singularités (pôles-zéros) est établi selon les deux progressions 

géométriques suivantes :   

 i
0i (a.b)pp =     , pour N0,1,....,i =  

i
0i (a.b)a.pz =  , pour  1N0,1,....,i −=  

Où a et b sont appelés les rapports de position, leurs expressions en fonction de y et m sont 

données par :  

     10.m/ym)(1/10y 10b,10a == − .Avec, bωp c0 =  ,  00 a.pz =  

Afin de connaître la contribution de chaque pôle au processus de relaxation, on doit 

décomposer la fonction rationnelle en somme de fractions élémentaires  

 

 
 ∑

∏

∏
=

=

−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
N

0i

0
i

i
N

0i 0
i

1N

0i 0
i

II

p(ab)
s1

h

p(ab)
s1

ap(ab)
s1

K(s)G  (1.15)

Où les coefficients ih  sont les résidus qui sont déterminés par : 

 

 
 ( )∏

∏

∏

∏

≠=

−

−

=

−

≠=

−

=

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= N

ij0,j

j)(i

1N

0j

j)(i

IN

ij0,j 0
j

0
i

1N

0j 0
j

0
i

Ii

(ab)1

a
(ab)1

K

p(ab)
p(ab)1

ap(ab)
p(ab)1

Kh  ,   N0,1,...,i =    

 
1.2.1.2. Approximation de l’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire [13] 

La fonction de transfert de l'opérateur dérivateur d'ordre fractionnaire est représentée dans le 

domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :                              

 m
D s(s)G =  (1.16)

Où s=jω  est la fréquence complexe et m  un nombre réel positif tel que 0<m <1. 
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Dans une bande de fréquence donnée [ ]hb ω,ω , cet opérateur d'ordre fractionnaire peut être 

modélisé dans le domaine fréquentiel par un zéro à puissance fractionnaire (ZPF) comme suit                     

 m

c
DD ω

s1K(s)G ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=  (1.17)

En supposant que pour  [ ]hb ,ωω∈ω  on a cω >>ω , on peut écrire : 

 
mm

m
c

D

m

c
DD ss

ω
K

ω
sK(s)G ==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (1.18)

Avec m
D cK =ω et cω est la fréquence de coupure de ZPF qui est obtenue a partir de la basse 

fréquence bω : 110ωω /10.m)(ε
bC −= ou ε  est l'erreur maximale permise entre la pente de 

l'opérateur de puissance fractionnaire de l’équation (1.16) et le ZPF de l'équation (1.17) dans 

la bande de fréquence donnée [ ]hb ω,ω . 

Dans le but de représenter le pôle d'ordre fractionnaire de l'équation (1.17), et par conséquent 

l'intégrateur d'ordre fractionnaire, par un système linéaire invariant dans le temps, il est 

nécessaire d'approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une fonction rationnelle. 

La méthode d'approximation consiste à approximer la pente de 20mdB/dec sur le tracé de 

Bode du ZPF par un nombre de ligne sous forme de Zig-Zag, produite par une alternance de 

pente 20dB/dec et 0dB/deccorrespondant à une alternance de pôles et de zéros sur l'axe réel 

négatif du plan s  tel que N1N1100 p...pzpz <<<<< −z  ;  d'où l'approximation suivante :                  

 

∏

∏

=

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

≅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

N

0i i

N

0i i
D

m

c
DD

p
s1

z
s1

K
ω
s1.K(s)G  (1.19)

En utilisant la méthode de la fonction de singularité, les pôles et les zéros de l'approximation 

se présentent sous la forme d'une progression géométrique. Cette méthode graphique 

d'approximation commence par le choix d'une erreur d'approximation y en dB et une bande de 

fréquence d’approximation maxω . 

Pour déterminer le nombre N, la bande de fréquence sur laquelle l'approximation est faite doit 

être spécifie, soit " maxω " cette bande :  
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1
log(a.b)

p
ωlog

entierepariteN 0

max

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

=  (1.20)

L'arrangement des singularités (pôles-zéros) est établi selon les deux progressions 

géométriques suivantes :               

 i
0i (a.b)zp =     , pour N0,1,....,i =  

i
0i (a.b)a.zz =  , pour  N0,1,....,i =   

avec, bωz c0 = et  00 a.zp =  

 

La fonction rationnelle d'approximation dans une bande de fréquence donnée sera donc la 

suivante :                

 N

m i
i=0 0

D D D N
c

i
i=0 0

s1+
(ab) zsG (s)=K . 1+ K

ω s1+
(ab) az

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠≈⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏

∏
 (1.21)

Pour des raisons concernant la réalisation, on va développer 
s
(s)GD en fonctions élémentaires, 

alors :             

 

∏
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
N

0i

0
i

0
i

D.
D

az(ab)
s1

z(ab)
s1

.K
s
1

s
(s)G  (1.22)

Calculant les résidus des pôles, on obtient :                 

 
∑

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+=
N

0i

i

i
0D

p
s1

sgG(s)G  
(1.23)

 

1.3. Approximations numériques des opérateurs analogiques d’ordre 

fractionnaire 

 
La discrétisation est une étape nécessaire lorsqu’on utilise des machines fonctionnant en 

discret pour commander ou simuler des modèles continus. Dans le cas des opérateurs d’ordre 
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fractionnaire analogiques, il existe deux méthodes permettant d’obtenir l’équivalent discret 

de ces opérateurs analogiques. 

 

1.3.1 Méthode directe de discrétisation 

La première méthode est appelée méthode directe de discrétisation, car elle permet 

d’approximer directement l’intégrateur et le dérivateur d’ordre fractionnaire dans le domaine 

discret. Parmi les techniques de discrétisation existantes on peut citer les plus utilisées, la 

technique de l’expansion en série entière et la technique de l’expansion en fraction continue. 

 

1.3.1.1 Discrétisation utilisant la technique de l’expansion de série entière   

La combinaison de la fonction génératrice d’Euler donnée par la règle de discrétisation de 

l’opérateur dérivateur 
T

)z(1s
1−−

= et la technique de l’expansion de série entière (PSE) pour 

l’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire
m1

m

T
z1s ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

−

, mène à l’expression suivante [3]: 

 
k

0k

kmm z
k
m

1)(Ts −
∞

=

− ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≅  (1.24)

Cette équation est l’expression du dérivateur d’ordre fractionnaire de Grundwald-Leitnikov 

d’ordre m [19]. Alors, la drivée d’ordre fractionnaire m d’une fonction causale f(t) est obtenue 

à partir de l’expression (1.24) comme suit : 

 
k)T)((nf

k
m

1)(T
dt

nT)(tfd

0k

km
m

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

= ∑
∞

=

−  (1.25)

où T est la période d’échantillonnage. L’exécution de la PSE pour l’opérateur intégrateur 

d’ordre fractionnaire 
-m1

m

T
z1s ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

−
−  mène aussi à la formule donnée par Lubich [48] 

comme suit :        

 
k

0k

kmm- z
k
m-

1)(Ts −
∞

=
∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≅  (1.26)

Donc, l’intégration d’ordre fractionnaire m d’une fonction causale f(t) est obtenue aussi à 

partir de l’expression (2.26) par : 
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k)T)((nf

k
m

1)(T)nTt(fI
0k

kmm −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
−== ∑

∞

=

 (1.27)

Où Im dénote l’opération d’intégration d’ordre fractionnaire m. 

Une autre possibilité pour la discrétisation des opérateurs d’ordre fractionnaire analogiques 

avec la technique de l’expansion de série entière (PSE) est l’utilisation de la règle de Tustin 

(bilinéaire) 1

1

z1
z1

T
2s

−

−

+
−

=  comme une fonction génératrice.   

                         

1.3.1.2 Approximation discret en utilisant l’intégration numérique et l’expansion en  

            fraction continue 

 La technique de l’expansion en fraction continue (CFE) qui approxime une fonction 

irrationnelle par une fonction rationnelle a été aussi utilisée pour la discrétisation des 

opérateurs d’ordre fractionnaire. Dans la référence [51], cette technique d’approximation a été 

appliqué pour le dérivateur  et l’intégrateur d’ordre fractionnaire ms et -ms , respectivement, 

lorsque la fonction génératrice de Tustin donnée par la règle de discrétisation de l’opérateur 

dérivateur 1

1

z1
z1

T
2s

−

−

+
−

= est utilisé. Alors, l’expression suivante a été obtenue : 

 

)(zQ
)(zP

T
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z12CFET

z1
z1

T
2s 1
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1
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1

1
m
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1

1
m

−

−±
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−±

−

−
± =

⎥
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⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

≅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

= ∓∓  (1.28)

où T est la période d’échantillonnage, p et q sont les ordres de l’approximation des polynômes 

P et Q.  

 

1.3.2 Méthode indirecte de discrétisation 

La deuxième méthode, appelée la méthode indirecte, se déroule en deux étapes. Dans la 

première on calcule le modèle rationnel continu qui approxime l’opérateur d’ordre 

fractionnaire comme suit : 

 
D(s)
N(s)G(s)ms =≅±  (1.29)

Puis dans une seconde étape, en utilisant les méthodes de discrétisation usuelles pour obtenir  

le modèle rationnel discret qui approxime le modèle fractionnaire analogique comme suit : 

 
F(z)sG(s)ms =≅±  (1.30)
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où F(z) est la fonction génératrice de discrétisation donnée par : 

 
- Euler [52]:                     

T
z1(z)Fs

1−−
==  

 
- Tustin [52]:                     1

1

z1
z1

T
2(z)Fs −

−

+
−

==  

 
- Al-Alaoui  [53]:          

7/z1
z1

7T
8(z)Fs 1

1

−

−

+
−

==  

où T est la  période d’échantillonnage. 

Dans ce qui suit, on présente le modèle rationnel discret obtenu en utilisant  les trois méthodes 

classiques de discrétisation appliquées au model rationnel analogique obtenu par la méthode 

de Charef [13].  

 

1.3.2.1 Discrétisation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire par la transformation  

Bilinéaire, Backward et Al-Alaoui 

Dans notre cas, l’implémentation numérique de l’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire 

est la discrétisation de la fonction rationnelle GI(s) de l’équation (1.15) approximant 

l’intégrateur d’ordre fractionnaire s-m ( avec 0 < m < 1) par les trois méthodes d’Euler, Tustin 

et Al-Alaoui. Par conséquent, les filtres à Réponse Impulsionnelle Infinie (RII) obtenus sont 

donnés par les fonctions de transfert suivantes :   
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(1.31)

 
- Tustin [30,54-55]:         ( )∑∑
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(1.32)
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- Al-Alaoui  [30,54-55]:  ( )∑∑
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(1.33)
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A
 (1.34)

  

1.3.2.2 Discrétisation du dérivateur d’ordre fractionnaire par la transformation  

Bilinéaire, Backward et Al-Alaoui 

De la même manière, l’implémentation numérique de l’opérateur dérivateur d’ordre 

fractionnaire est la discrétisation de la fonction rationnelle GD(s) de l’équation (1.23) 

approximant le dérivateur d’ordre fractionnaire sm (avec 0 < m < 1) par les trois méthodes 

d’Euler, Tustin et Al-Alaoui. Donc, les filtres à Réponse Impulsionnelle Infinie (RII) obtenus 

sont donnés par les fonctions de transfert suivantes :   

 

- Euler [30,54-55] :        ( )∑∑
==

−

−

−
−

+=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

+

−

+≅
N

0i ii

i
D

N

0i

i

1

1

i

D
m

χ.zδT
1)z(gK

p
T
z1

1

T
z1g

Ks  
(1.35)

 

- Tustin [30,54-55]:       ( )∑∑
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(1.36)
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- Al-Alaoui  [30,54-55]: ( )∑∑
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(1.37)
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1.4. Approximations numériques d'opérateurs numériques d’ordre 

fractionnaire 
 

Dans les applications pratiques des systèmes discrets, la plupart du temps nous traitons 

les signaux qui sont des versions échantillonnées des signaux à temps continu et à  bande 

limitée. Normalement, ces signaux sont traités synchroniquement dans le sens où le domaine 

temporel est l'ensemble des nombres entiers pour chacun d'eux. Cependant, il y a des 

applications où ceci ne se produit pas. Nous pouvons traiter des signaux obtenus en 

échantillonnant des signaux à temps continu avec le même intervalle d’échantillonnage, mais 

dans différents instants de temps, par exemple les processus que l'on appelle les processus 

temporisé (time-delayed processes) [56].  D'autre part, dans d'autres applications, nous 

pouvons avoir besoin de connaître le comportement d'un système entre les instants 

d’échantillonnage [57].  

Ces considérations motivent de  permettre la généralisation de la notion de « retard » et          

« d’avance »  fractionnaire. Le problème d’implémentation de système discret  pour  retarder/ 

avancer  un signal par une fraction de la période d’échantillonnage par des moyens 

numériques mène systématiquement aux méthodes, bien établies, de conception de filtre pour 

rechercher les solutions efficaces à ce problème particulier.  

Le concept de retard d’ordre fractionnaire a été trouvé très utile dans la résolution de plusieurs 

problèmes pratiques dans différent domaines d’ingénierie y compris dans l’orientation du 

faisceau de réseau d’antennes, l’ajustement du temps des récepteurs numériques, l’estimation 
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du temps de retard, la modélisation des instruments musicales, le codage et la synthétisation 

de la parole, la conception de filtre en peigne et la conversion analogique numérique [31-38].   

Plusieurs techniques ont été proposées pour la conception de filtre numérique de type RII et 

RIF pour l’approximation de l’opérateur retard d’ordre fractionnaire idéale. Les méthodes 

d’approximation existantes, incluent l’application  du critère de platitude maximale équivalent 

à l'interpolation de Lagrange, la méthode de fenêtrage de la réponse impulsionnelle idéale,  la 

méthode Minimax ou de Chebyshev, la méthode stochastique et les méthodes basées sur des 

filtres RII passe-tout. [32,34-35] et [42-46]. Toutes ces méthodes sont basées sur des 

techniques d’interpolation. 

Au contraire, l’opérateur d’avance fractionnaire numérique n'a pas obtenu beaucoup 

d'attention de la communauté traitement du signal, malgré cela que la pertinence de la 

prédiction linéaire dans le traitement du signal moderne est un fait bien établi et la prédiction 

en une étape a plusieurs applications pratiques, notamment dans les télécommunications et le 

traitement de la parole [47]. Le seul travail que nous avons trouvé dans la littérature traitant la 

mise en œuvre de l'opérateur avance fractionnaire est donnée dans [48]. 

 

1.5. Conclusion 
 

 Ce chapitre est une introduction aux notions fondamentales de la théorie des opérateurs 

d’ordre fractionnaires. Après une introduction sur les opérateurs analogiques et numériques 

d’ordre fractionnaire, nous  avons présenté les méthodes d'approximation de ces  opérateurs 

analogiques, avec un intérêt particulier à la méthode de la fonction singulière qui était 

entièrement détaillée, car elle a été actuellement la plus utilisée pour la simulation, 

l’approximation et la réalisation des systèmes non entiers : l’approximation du système (PPF 

et ZPF) d’ordre fractionnaire par un modèle rationnel de dimension finie. C’est cette 

approximation qui sera utilisée dans le chapitre quatre pour la conception  numérique de 

retard d’ordre fractionnaire par des filtres généraux à réponse impulsionnelle infinie (RII). 

Enfin nous avons donné une brève introduction aux méthodes d'approximation numérique de 

ces  opérateurs numériques.   
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2.1. Introduction 
 

Le problème théorique du retard fractionnaire peut se manifester selon différents aspects 

et sa résolution peut amener des résultats particulièrement surprenants. Les filtres de retard 

fractionnaires sont conçus pour retarder leur signal d'entrée discret par une quantité 

fractionnaire de la période d'échantillonnage. Ils trouvent leurs applications dans très 

nombreux domaines. Ils permettent par exemple d'estimer, de mesurer et de contrôler 

précisément le retard entre deux ou plusieurs canaux d'émission ou de réception, notamment 

en filtrage d'antenne pour l'estimation du temps de retard, le contrôle et la mesure de la 

focalisation des rayons. Ils interviennent également dans la correction automatique de 

systèmes numériques de mesure, pour lesquels la période d'échantillonnage subit des 

perturbations à cause, soit de modifications des conditions de transmission du canal 

analogique, soit de dérives de l'horloge. On trouve également les retards fractionnaires dans la 

conception du filtre en peigne et conversion analogique-numérique. Notons également que les 

filtres de retards fractionnaires sont aussi très utilisés dans la modélisation d'instruments de 

musique et synthèse et codage de la parole [32-40]. Ces applications sont données à titre 

d'exemples et leur liste est loin d'être exhaustive. Beaucoup de techniques de conception ont 

été proposées pour approximer le retard fractionnaire idéal par des filtres numériques de type 

RIF et RII. Certaines méthodes ont été développées pour concevoir un filtre numérique de 

retard fractionnaire fixe [33-34], [41-45] et d'autres méthodes pour concevoir un filtre 

numérique de retard fractionnaire variable [46,58-65]. Les méthodes de conception classiques 

les plus connues pour l'approximation de retard fractionnaire par des filtres numériques ont 

été présentées dans [32]. Quelques méthodes récentes de conception de retard fractionnaire 

par des filtres numériques vont aussi être brièvement décrites ultérieurement.  

Ce chapitre se décompose en deux parties distinctes : dans la première partie, nous définissons 

les retards fractionnaires idéaux. Ceci sera fait par référence au temps continu, bien que 

d'autres définitions soient possibles. Nous donnons également les caractéristiques de ceux-ci 

ainsi que les raisons pour lesquelles l’approximation de retard fractionnaire est nécessaire. 

Dans la deuxième partie, nous présentons quelques approches aboutissants à différentes 

approximations permettant la réalisation de filtres RIF  et RII  pour les retards fractionnaires. 
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2.2. Définitions des retards fractionnaires 
 

Cette partie est consacrée à la définition du retard fractionnaire en temps continu et 

discret ainsi que la définition dite par référence au temps continu. Nous considérons 

également la solution idéale du problème des retards fractionnaires et montrons pourquoi 

l’approximation de ceux-ci est nécessaire. 

 

2.2.1 Cas continu 

Soit un système linéaire continu dont le but est de retarder son signal continu d’entrée 

(t)x c  par une quantité τ désirée. Le signal de sortie (t)y c peut être exprimé comme :   

 τ)(tx(t)y cc −=  (2.1)

La fonction de transfert de cet élément de retard peut s'écrire à l'aide de la transformée de 

Fourier : 
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 (2.2)

où f2πω c = est la pulsation (rad/s). 

 

2.2.2 Cas discret 

En temps discret, le retard sur un signal à bande limitée, s'exprimera comme : 

 D)x(ny(n) −=  (2.3)

où 
T
τD = est un nombre réel, T est la période d'échantillonnage. La transformée de Fourier en 

temps discret (TFTD) du signal de sortie y(n)  est défini comme : 

 ) X(ωeD)e-x(ny(n)e)Y(ω TDjω-

n

Tnjω-

n

Tnjω- === ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

 (2.4)

La fonction de transfert en temps discret )(eH Tjω
id  de cet élément de retard s'écrira : 
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 TDjω-
TD-jω

id e
)X(ω

)X(ωe
)X(ω
)Y(ω)(ωH ===  (2.5)

Avec πωT ≤ , celle-ci constitue la fonction de transfert d'un retard idéal en temps discret, qui 

est donc de période 2π/T. Autrement dit, la fonction de transfert )(eH Tjω
id est appelée aussi 

filtre idéal de retard fractionnaire. Afin d’être cohérent avec la notation de la transformée 

en Z utilisée généralement dans le traitement numérique du signal, l’équation (2.5) se réécrira 

alors comme suit : 

 D-
-D

id z
)X(z

)X(zz
)X(z
)Y(z)(zH ===  (2.6)

où  +ℜ∈D  est la longueur du retard entre deux échantillons. Donc le retard D peut être écrit 

sous la forme  

 mDD ent +=  (2.7)

 ⎣ ⎦DDent =  (2.8)

Où la notation ⎣ ⎦.  symbolise la fonction partie entière. Elle est définie comme :  

 ⎣ ⎦ )(kmax r
rk ≤

= , où  ℜ∈r et  Ζ∈k  (2.9)

Donc le schéma-bloc de l’élément de retard idéal est illustré sur la figure (2.1). 

 
 

Pour comprendre comment produire un retard fractionnaire en utilisant un système à temps 

discret, il est nécessaire d’aborder une autre approche plus traditionnelle des retards 

fractionnaires, qui est appelée retard par référence au temps continu. 

 

 

 

 

Z-D  y(n)  x(n) 
 

Figure (2.1) : Schéma-bloc de l’élément de retard fractionnaire idéal 
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2.2.3 Définition du retard par référence au temps continu 

La notion des retards fractionnaires peut également faire l'objet d'une ré-interprétation du 

théorème de Shannon-Whittaker. Celui-ci établit une formule de reconstruction d'un signal à 

bande limitée à partir de ses échantillons (avec une période d’échantillonnage T fixe). Cette 

interprétation ne s'applique évidemment que lorsque les conditions du théorème de Shannon-

Whittaker sont réunies pour définir le signal à temps continu suivant: 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=ℜ∈∀ ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞= T
nTtsincx(nT)

T
nTtπ

T
nTtπsin

x(nT)(t)x,t
nn

c  (2.10)

Selon l'équation (2.10) l'interpolateur idéal à bande limitée a une réponse impulsionnelle en 

temps continu comme suit : 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
T
tsinc

T
πt

T
πtsin

(t)hc  (2.11)

pour ℜ∈t . Cette réponse impulsionnelle que Shannon a appelé la fonction cardinale de 

Whittaker, convertit un signal à temps discret à un signal à temps continu. Dans les 

applications de retard, cependant, il est nécessaire de connaître la valeur d'un signal à un 

instant unique entre les échantillons. Le résultat désiré peut être obtenu en décalant l'équation  

(2.11) par un retard D et puis en l’échantillonnant aux points équidistants. Ainsi, la sortie 

y(n) de l’élément de retard fractionnaire idéal en temps discret, est calculée comme : 

 ( )Dnsincx(n)D) x(n y(n) −⊗=−=  (2.11)

On peut conclure que, produire un retard fractionnaire en temps discret, consiste à calculer 

l'amplitude du signal continu sous-jacent au signal discret (reconstruction) entre deux 

échantillons. La définition des retards fractionnaires par référence au temps continu se fait 

donc de la manière suivante [66]: à partir d'une séquence discrète x(n) , nous reconstruisons le 

signal continu correspondant (t)x c en utilisant l’équation (2.10), nous décalons ensuite ce 

signal continu du retard D désiré et ré-échantillonnons le signal continu décalé. Nous 

obtenons ainsi le retard fractionnaire désiré D sur la séquence discrète x(n) . Le schéma 

commutatif suivant rend compte de la définition des retards par référence au temps continu: 
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Où  hid

  est le filtre de retard fractionnaire par référence au temps continu. 

On remarque que cette définition du retard ne s'applique qu'aux signaux discrets à énergie 

finie correspondants à l'échantillonnage d'un signal à temps continu, également d'énergie 

finie, et à bande limitée.  

2.2.4 Caractéristique des retards fractionnaires 

L'interpolateur idéal à bande limitée ainsi défini à comme fonction de transfert : 
TDjωTjω

id e)(eH −=  avec πωT ≤ et D réel, il possède les caractéristiques suivantes: 

- Réponse en amplitude :          1)(eH Tjω
id =  

- Réponse en phase            :      { } TDω)(eHarg Tjω
id −=   

Il s'agit donc d'un système passe-tout à phase linéaire. De plus, on a : 

- Retard de phase                :     { } TD
ω

)(eHargτ
Tjω

id
idp, =−=  

- Retard de groupe              :      { } TD
ω

)(eHargτ
Tjω

id
idg, =

∂
∂

−=  

Par la transformée de Fourier inverse, la réponse impulsionnelle (R.I.) du retard idéal s'écrit:  
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(2.12)

Cette fonction est une version décalée et échantillonnée du sinus cardinal. Elle s'annule pour 

toutes les valeurs entières de DT exceptée celles où DT = n, dans ce cas elle vaut      

exactement 1. 
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 Quand  DT est entier, la réponse impulsionnelle corresponde exactement à la fonction 

de Dirac décalée. La R.I. d'un retard entier se réduit donc à un simple retard au sens 

traditionnel numérique comme montré sur la figure 2.2.a. 

 Par contre si D est réel et non entier, la R.I. ne s'annule pour aucune valeur de n. La 

R.I.est dans ce cas infiniment longue (voir Fig.2.2.b.). )(eH Tjω
id correspond alors à 

un filtre non-causal, qui ne peut pas être rendu causal par aucun décalage fini dans le 

temps. De plus le filtre  n'est pas BIBO (Bounded Input Bouded Output) puisqu'il n'est 

pas absolument-sommable.  

En conclusion pour D réel et non entier, le filtre n'est pas réalisable et des approximations 

devront être utilisées. Ces approximations vont abordées dans la section suivante. 

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
-0.5

0

0.5

1

-a-

Sample Index

A
m

pl
itu

de

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
-0.5

0

0.5

1

-b-

Sample Index

A
m

pl
itu

de

DT = 3

DT = 3.3

 
 

Figure (2.2) La fonction sinus cardinal décalée de D=3 échantillons (a) et décalée de 
D=3.3 échantillons (b) pour T= 1 

 

2.3. Retards fractionnaires : approximations 
 

Cette section est consacrée à la description des différentes méthodes pour approximer le 

filtre idéal de retard fractionnaire. Dans la section précédente on a vu que la réalisation de ceci 

nécessite des approximations puisque le filtre réalisant la réponse impulsionnelle idéale n'est 
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pas réalisable. Deux familles différentes d'approximation sont présentées ici : La première 

technique d’approximation est basée sur les filtres RIF et la deuxième méthode est basée sur 

les filtres RII.  

 

2.3.1 Approximation des retards fractionnaires par des filtres RIF 

Dans cette partie, l’approximation des retards fractionnaires par des filtres RIF sera discutée 

et pour plus de détails sur ce sujet voir [32]. Nous présenterons différentes méthodes de 

réalisations de filtres RIF par fenêtrage de la réponse impulsionnelle idéale du retard 

fractionnaire tel que décrit en équation (2.12) [32], [67-69].  

 DT)sinc(n(n)h id −=  

La fonction de transfert du filtre RIF d'ordre N approximant le retard idéal est donné par : 

 
∑

=

−=
N

0n

nzh(n)H(z)  (2.13)

où N est l'ordre du filtre et h(n) avec (n = 0, 1, ..., N) sont les coefficients réels 

qui forment la réponse impulsionnelle du filtre RIF. 

Nous définissons aussi une fonction d'erreur )E(e Tjω  comme la différence entre la fonction de 

transfert idéale et son approximation: 

 )(eH)H(e)E(e Tjω
id

TjωTjω −=  (2.14)

 

2.3.1.1. Méthode des moindres carrés 

Dans cette méthode [32], [69], on cherche à minimiser la fonction d'erreur des moindres 

carrés : 

 
dω)(eH)H(e

π
1dω)E(e

π
1E

π

0

2Tjω
id

Tjω
π

0

2Tjω
LS ∫∫ −==  (2.15)

Pour un filtre RIF d'ordre N, la solution optimale est celle consistant à tronquer 

symétriquement au nombre N+1 les coefficients de (n)h id  autour de sa valeur maximale 

(évidemment, l'erreur d'approximation diminue avec l'ordre N). La réponse impulsionnelle du 

filtre RIF ainsi obtenu est : 

 

⎩
⎨
⎧ ≤≤−

=
ailleurs0

Nn0DT)sinc(n
h(n)  (2.16)

Afin de minimiser l'erreur, N doit être choisi de façon à ce que [69]: 
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2
1ND

2
1N +

≤≤
−   ,   pour N impair 

Le retard D est alors localisé entre les deux pics centraux du sinus cardinal. 

1
2
ND1

2
N

+≤≤−   ,   pour N pair 

Le retard D est localisé à moins d'un demi-échantillon du pic central de sinus cardinal. 

Le problème de cette méthode de construction de filtres RIF réside dans l'existence du 

phénomène de Gibbs, i.e. l'oscillation de la réponse en fréquence tant en amplitude qu'en 

phase et ce indépendamment de l'ordre du filtre. 

 

2.3.1.2. Méthode des moindres carrés avec bande passante réduite 

Cette méthode est une variante de la précédente. Cette fois un interpolateur passe-bas est 

utilisé comme filtre prototype à la place d'un filtre interpolateur toute bande [32]. La solution 

idéale est celle qui minimise l'erreur dans l'intervalle de fréquence ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

2
α,0 , tel 

que ( )1α0 << . La solution correspondante à l’équation (2.15) est donnée par : 

 [ ]
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−
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NMnN,
DT)(nπ

DT)(nαπsin
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Où M  est l'indice du premier échantillon différent de zéro et qui est défini comme : 
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2

1ND

pair Npour ,
2
Nround(D)
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Où round (·) dénote l'opération d'arrondi à l'entier le plus proche et ⎣ ⎦.  symbolise la fonction 

partie entière comme donnée par l’équation (2.9).   

Le phénomène de Gibbs est réduit mais la bande passante aussi (d'un facteur  α.). 

 

2.3.1.3. Interpolateur de Lagrange: Critère de platitude maximale 

Une autre approche consiste à maximiser la platitude de la fonction d'erreur )E(e Tjω  autour 

de la fréquence ω = 0 [32]. Ceci est obtenu par annulation de la fonction d’erreur )E(e Tjω  

ainsi que ses N premières dérivées à la fréquence ω = 0. Les coefficients du filtre RIF d'ordre 

N obtenu de cette manière sont les même que ceux utilisés dans l’interpolation classique de 
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Lagrange d'ordre N passant par N+1 points équidistants. Le critère de platitude maximale à la 

fréquence ω = 0 s'écrit, pour k = 0, 1, …, N: 
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Pour k = 0, on aura : 
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 (2.20)

Alors une des exigences du critère de platitude maximale est que la somme des coefficients du 

filtre doit donc être égale à 1, ou bien l’amplitude de la réponse fréquentielle du filtre RIF 

d'ordre N à la fréquence ω = 0 doit être égale à 1.   

Pour k ≠ 0, N équations linéaires sont obtenues à partir de l’équation (2.19) comme suit :  

 ( )∑
=

==
N

0n

kk N,...,1kpourDh(n)n  (2.21)

Des équations (2.20) et (2.21), on a un système de N+1 équations à N+1 inconnues qui se 

résout simplement sous forme matricielle (inversion d'une matrice de Vandermonde). La 

solution de ce système donne les N+1 coefficients du filtre RIF d'ordre N comme suit : 

 
N,...,10,npour

kn
kDh(n)

N

nk
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−
−

= ∏
≠
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 (2.22)

 

D'autres méthodes d’approximation sous forme de réponse impulsionnelle finie (RIF) ont été 

développées. On peut mentionner l’approche de fenêtrage de la réponse impulsionnelle, la 

méthode générale des moindres carrés pour réponse fréquentielle complexe, la méthode 

Minimax ou de Chebyshev et la méthode stochastique. Toutes ces méthodes sont exposées en 

détailles dans [32].  

 

2.3.2.  Approximation des retards fractionnaires par filtres RII 

2.3.2.1  Filtres RII Passe-Tout 

Dans ce paragraphe nous présentons brièvement l'utilisation de filtres RII ou récursifs passe-

tout pour la réalisation de retards fractionnaires. Ces filtres ont une réponse en amplitude 

constante unitaire et ce quelque soit l'ordre du filtre. Leur réponse en phase est de plus 

paramétrable. Ils semblent donc tout indiqués pour la réalisation de retards fractionnaires qui 
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est avant tout un problème d'approximation de phase. La fonction de transfert du filtre RII 

passe-tout d'ordre N s'exprime :  
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++++
++++

==  (2.23)

Les pôles et les zéros d'un filtre RII passe-tout étant inverse l'un de l'autre, la réponse en 

amplitude est constante et égale à un, c’est à dire 1)H(e Tjω = . Pour garantir la stabilité d’un 

filtre numérique, les pôles de la fonction de transfert doivent se trouver à l'intérieur du cercle 

unité. La réponse en phase s'exprime :       

 { } )(ω2ΘTNω)H(earg D
Tjω −−=  (2.24)

où  )(ωΘD est la réponse en phase de son dénominateur : 
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avec a0 = 1.  

La réalisation de retards fractionnaires sous forme de filtres RII passe-tout peut se faire en 

appliquant le critère de platitude maximale sur le retard de phase [1]. Thiran [70] propose une 

solution analytique pour retrouver les coefficients d'un filtre passe-tout d'ordre N approximant 

un retard fractionnaire D: 
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 (2.26)

où 
k)!(nk!

N!
k
N

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
  est le produit binomial. Le filtre passe-tout est stable lorsque 

D1N <− et la plage de meilleur approximation du retard fractionnaire correspond à 

ND1N <<−  [27]. Remarquons que dans le cas de l'utilisation de filtres passe-tout, l'ordre 

du filtre N est de l'ordre de D, le retard approximé (2D pour les filtres interpolateurs de 

Lagrange d'ordre N). Les filtres passe-tout réalisés selon ces critères sont généralement très 

précis à basse fréquence, mais contrairement aux filtres R.I.F, Lorsque le retard varie la  

réponse souffre de problème de transitoires [69]. Cependant, remarquons l'existence de 

techniques permettant d'éliminer plus ou moins bien ces transitoires [71], [72], [73]. 

Récemment, Pei et Hsu [74] avait proposé, pour l’approximation des retards fractionnaires, de 

suivre une démarche similaire à celles développées par Thiran ; où, les coefficients des filtres 



Chapitre 2 Filtres des retards  fractionnaires 

 
 

31 
 

RII. passe-tout d’ordre N approximant le retard fractionnaire Dz − , sont obtenus par la 

troncature de l’expansion de série de puissance de la fonction D1)z(1 −−− . Donc, les 

coefficients ka ’s de l’équation (2.23) peuvent être données comme : 
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k!2
1)n(m...1)(mm

n!2
1)(a

nN
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nn

n

k =
−+××+×−

= ∑
−

=

 (2.27)

Où m est un nombre réel tel que 0< m < 1. 

 

2.3.2.2.  Autres Filtres RII 

Il est nécessaire aussi de mentionner la méthode de Zhang proposé dans [75], cette approche 

consiste à appliquer le critère de platitude maximale pour approximer le retard fractionnaire, 

par des filtres RII   représenté par la fonction de transfert suivant : 
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Avec les coefficients na ’s et rb ’s sont donnés sous forme compacte et qui sont déterminés 

par : 
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Où m est un nombre réel tel que -0.5 < m < 0.5, et entD  dénote le retard d’ordre entier. 
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2.4. Conclusion 
 

Ce chapitre introduit les notions de base sur les retards fractionnaires concernées par 

notre travail de recherche. Nous avons défini les retards fractionnaires idéaux numériques, 

nous avons également vu que la réalisation de ceux-ci nécessite des approximations puisque le 

filtre réalisant la réponse impulsionnelle idéale n'est pas réalisable. On a présenté également 

différentes formes d'approximations de ceux-ci sous forme de filtres RIF: par fenêtrage de la 

réponse impulsionnelle idéale, par application du critère de platitude maximale équivalent à 

l'interpolation de Lagrange et sous forme de filtres RII passe-tout.  

Enfin nous avons donné les deux méthodes les plus récentes, qui approximent le retard 

fractionnaire par des filtres RII. Jusqu'à présent, l’approximation du retard idéal d’ordre 

fractionnaire par un filtre numérique RII stable et à phase minimale n'a pas été discutée dans 

la littérature. Pour cette raison nous avons développé une nouvelle méthode de conception de 

retard fractionnaire par des filtres numériques RII à phase minimale. Cette méthode sera bien 

détaillée et présentée dans le chapitre suivant. 
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3.1. Introduction 
 

À cause de sa représentation par une fonction irrationnelle, le retard d’ordre fractionnaire 

idéale numérique z-m, pour  0 < m < 1, ne peut pas être exactement implémenté en pratique, 

seulement une implémentation limitée peut être accomplie en utilisant les techniques 

d’approximation. Plusieurs techniques ont été proposées pour l’approximation du retard 

numérique d’ordre fractionnaire idéale par des filtres numériques. Mais dans la littérature la 

majorité de ces techniques de conception conduise à des filtres numériques RIF et à des filtres 

numériques RII passe-tout ou à phase non minimale. Alors, dans ce chapitre des méthodes 

d’implémentation de filtres numériques approximant le retard numérique d’ordre fractionnaire 

idéale z-m, pour 0 < m < 1, sont présentées. Ces filtres numériques sont des filtres numériques 

RII à phase minimale obtenus en se basant sur les systèmes d’ordre fractionnaire. 

 

3.2  Formulation du problème:  
 

Le procédé le plus utilisé pour calculer la fonction de transfert d’un filtre numérique, 

consiste à transformer la fonction de transfert G(s) de son homologue analogique du plan S au 

plan Z par une règle de transformation reliant s à z. Alors, dans cette partie, nous allons 

démontrer que pour des conditions bien précises l’opérateur de retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéale z-m, pour 0 < m < 1, peut être obtenu par discrétisation d’un système 

d’ordre fractionnaire en utilisant les fonctions génératrices suivantes : 

- la transformation Avant ; 

- la transformation d’Euler ; 

- la transformation bilinéaire ou de Tustin.   

Pour chacune de ces transformations, nous décrirons la méthode utilisée pour calculer la 

fonction de transfert de l’opérateur de retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-m, pour 

0 < m < 1, à partir de la fonction de transfert d’un système d’ordre fractionnaire analogique 

représenté par un pôle à puissance fractionnaire comme : 

 
m

cω
s1

1G(s)

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=  
(3.1)

où m est un  nombre réel tel que 0 < m < 1, ωc  la fréquence de coupure à -3m dB. 

3.2.1  Premier model basé sur la transformation Avant [76] 
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La discrétisation de la fonction de transfert analogique de l’équation (3.1) en utilisant la 

transformation avant 1

1

Tz
z1s −

−−
=  [52], où T est la période d’échantillonnage, conduit à la 

fonction de transfert numérique GF(z) : 
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⎝

⎛ −
==  

  (3.2) 

Si la fréquence de coupure ωc est choisie tel que : 

 1Tω
T
1ω cc =⇒=  (3.3)

le terme (1-Tωc) s’annule, alors la fonction de transfert numérique GF(z) de l'équation (3.2) 

sera : 

 m
F z(z)G −=   

Donc, le premier modèle discret correspondant à la fonction de transfert du retard numérique 

d’ordre fractionnaire idéale z-m, pour 0 < m < 1, est donnée par : 

 

( )
T
z1s

m
m

F 1Ts1
1z(z)D

−−
=

−

+
==  (3.4)

 

3.2.2  Second modèle basé sur la transformation bilinéaire (Tustin) [77] 

Soit l'équation suivante: 

 ( )m1z1I(z) −+=  (3.5)

La réponse fréquentielle I(ejωT) de I(z) est donnée par: 

 ( ) ωΤ
2
mjm

mjωjω e
2
ωTcos2e1)I(e

−Τ−Τ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+=  (3.6)

Pour (ωT) très petit, nous avons 1
2
ωcos ≅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Τ , alors on a : 

 ωΤ
2
mjmjω e2)I(e

−Τ ≅  (3.7)

Donc, pour (ωT) très petit l'équation (3.7) devient: 

 ( ) 2
m-mm1 z2z1I(z) ≅+=

−−  (3.8)
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La discrétisation de la fonction de transfert analogique de l’équation (3.1) en utilisant la 

transformation bilinéaire 1

1

z1
z1

T
2s −

−

+
−

=  [52], où T est la période d’échantillonnage, conduit 

aussi à la fonction de transfert numérique GT(z) : 
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 (3.9)

Si la fréquence de coupure ωc est choisie tel que : 

 2Tω
T
2ω cc =⇒=  (3.10)

le terme ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −1

2
Tωc  s’annule, alors la fonction de transfert  numérique GT(z) de l'équation 

(3.9) sera : 

 ( ) )z(I2z12 (z)G m-m1m-
T =+= −  (3.11)

De l’équation (3.8) on a 2
m-m z2I(z) ≅ , pour (ωT) très petit, par conséquent, la fonction de 

transfert GT(z) de l'équation (3.11) sera :  

 ( ) 2
m

m1m-
T zz12 (z)G

−− =+=  (3.12)

Alors, le second modèle discret correspondant à la fonction de transfert du retard numérique 

d’ordre fractionnaire idéale 2
m

z
−

, pour 0 < m < 1, est donnée par : 
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3.2.3  Troisième modèle basé sur la transformation d’Euler [78] 

Soit l'équation suivante: 

 ( )m1z2I(z) −−=  (3.14)

La réponse fréquentielle I(ejωT) de I(z) est donnée par: 
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Pour (ωT) très petit, nous avons ( ) 1ωcos ≅Τ , ( ) ωΤωΤsin ≈  et ( ) ωΤωΤtan 1 ≈−  alors on a : 

 Tjmjω e)I(e ω−Τ ≅  (3.16)

Donc, pour (ωT) très petit l'équation (3.14) devient: 

 ( ) m-m1 zz2I(z) ≅−=
−−  (3.17)

De la même manière, la discrétisation de la fonction de transfert analogique de l’équation 

(3.1) en utilisant la transformation d’Euler 
T
z1s

1−−
=  [52], où T est la période 

d’échantillonnage, conduit aussi à la fonction de transfert numérique GE(z) : 
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(3.18)

Si la fréquence de coupure ωc est choisie tel que : 

 1Tω
T
1ω cc =⇒=  (3.19)

la fonction de transfert  numérique GE(z) de l'équation (3.18) sera : 

 ( ) )z(Iz-2(z)G
m1

E ==
−−  (3.20)

De l’équation (3.17) on a -mzI(z) ≅ , pour (ωT) très petit, alors la fonction de transfert GE(z) 

de l'équation (3.20) sera :  

 ( ) mm1
E zz1 (z)G −− =+=  (3.21)

Alors, le troisième modèle discret correspondant à la fonction de transfert du retard 

numérique d’ordre fractionnaire idéale mz− , pour 0 < m < 1, est donnée par : 
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T
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+
==  (3.22)

Le tableau (3.1) résume l’obtention de la fonction de transfert du retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéale en utilisant les trois fonctions de transformation. 
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Tableau 3.1: Fonction de transfert du retard numérique d’ordre fractionnaire idéale  
  en utilisant les trois transformations 

Premier modèle T
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Troisième modèle T
1ω Avec

ω
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Il faut noter  que la fonction de transfert du retard numérique d’ordre fractionnaire idéale 

obtenue dans les trois modèles précédents est une fonction irrationnelle. Donc la méthode de 

conception de l’opérateur de retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-m  pour  0 < m < 

1, par  des  filtres numériques à réponse impulsionnelle infinie est simplement obtenus par 

approximation de la fonction de transfert analogique du pôle à puissance fractionnaire  

 

3.3 Conception du retard numérique d’ordre fractionnaire par un filtre 

numérique RII: 

 

Il faut noter que la fonction de transfert du retard numérique d’ordre fractionnaire idéale 

pour les trois modèles précédents est une fonction irrationnelle obtenue par discrétisation du 

pôle à puissance fractionnaire analogique de l’équation (3.1) qui est lui-même une fonction 

irrationnelle. Donc la conception de l’opérateur de retard numérique d’ordre fractionnaire 

idéale z-m  pour 0 < m < 1, par des filtres numériques à réponse impulsionnelle infinie (RII) 
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est simplement faite par discrétisation de l’approximation de la fonction de transfert 

analogique du pôle à puissance fractionnaire par une fonction rationnelle.  

Dans la section (2.2.1), on a présenté l’approximation de la fonction de transfert analogique 

du pôle à puissance fractionnaire de l’équation (3.1) par une fonction rationnelle. Alors, de 

l’équation (2.7), on peut écrire que : 
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Les pôles pi et les zéros zi de cet approximation sont donnés par : ( )i
0i abpp = , ( )i

0i abzz = , 

pour i=0,1,…,N. Où les paramètres d’approximations a, b, z0, p0 et N sont calculés par [5] : 
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, avec ωmax 

est la bande fréquentielle d’approximation maximale. Donc, l’équation (3.23) devienne :  
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où les résidus ki , pour i=0,1,…,N, sont calculés par 
[ ]∏
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Alors, une fois l’approximation par une fonction rationnelle du pôle à puissance fractionnaire 

analogique obtenue, le filtre numérique RII approximant le retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéale z-m, 0 < m < 1, est obtenu par discrétisation de l’équation (3.24) en 

utilisant les trois transformations avant, bilinéaire et Euler. 
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3.3.1  Filtre numérique RII par la transformation Avant [76] 

A partir des équations (3.4) et (3.24), le filtre numérique RII approximant le retard 

numérique d’ordre fractionnaire idéale z-m, pour 0 < m < 1, en utilisant la transformation 

Avant 1

1
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=  est donné comme suit: 
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Une forme plus simplifiée du filtre  numérique RII du retard d’ordre fractionnaire est donné 

par: 
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où les pôles )p( i

_
− , les zéros )z( i

_
−  et les résidus  i

_
k  sont égales à : 
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La réponse impulsionnelle de ce filtre RII du retard d’ordre fractionnaire est obtenue en 

utilisant la transformée en Z inverse  de l’équation (3.26) comme: 
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où  u(n) est la fonction échelon unité et n=0, 1, …, +∞. 

On suppose que x(n) et y(n), sont respectivement, l'entrée et la sortie de ce filtre numérique 

RII du retard d’ordre fractionnaire, nous aurons alors: 
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où les coefficients βi et αi sont donnés comme: 
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De l'équation (3.28), on obtient : 
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Puisque α0 = 1, on peut écrire : 
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Donc la sortie du filtre numérique RII du retard d’ordre fractionnaire est donnée par: 
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Il est bien connu, qu’un filtre numérique conçu stable peut atteindre une performance plus 

faible que prévu ou devenir même instable quand il est mis en œuvre avec un dispositif de 

précision finie. Il a été également noté que la conception de filtres numériques peut être mise 

en œuvre avec des réalisations différentes et que l'effet de la longueur finie sur sa 

performance et la stabilité dépend de la structure de réalisation. Cette propriété peut être 

utilisée pour choisir la meilleure réalisation afin d'améliorer la robustesse de la stabilité et les 

performances sous des perturbations des paramètres. Ainsi, les effets de précision finie seront 

interprétés comme l'incertitude paramétrique dans les coefficients du filtre, et la conception 

suivra une mauvaise approche pour obtenir une structure robuste de filtre numérique qui 

souffre une dégradation minimale lorsque les effets de précision finie sont pris en compte. 
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3.3.1.1 Analyse de la stabilité  

Il est bien connu que la discrétisation des systèmes analogiques par la transformation 

Avant 1

1

Tz
z1s −

−−
= peut conduire à un système numérique instable [52]. Alors, le filtre 

numérique RII de l’équation (3.26) approximant l’opérateur de retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéal peut devenir instable malgré qu’il soit obtenu à partir de la fonction 

rationnelle stable approximant le pôle à puissance fractionnaire de l’équation (3.24). Donc, 

pour garantir la stabilité du filtre RII numérique du retard d’ordre fractionnaire de l'équation 

(3.26), nous devons mettre quelques conditions sur la période d'échantillonnage et les 

paramètres d'approximation. Pour garantir la stabilité du système représenté par la fonction de 

transfert de l’équation (2.26), ses pôles ]1)ab(Tp[]p[ i
0i

_
−−=− doivent être à l’intérieur du 

cercle d'unité; donc, nous devrons avoir 11](ab)[Tpp i
0i <−−=− , pour i = 0,1,2, ..., N. On 

peut ainsi écrire: 

 ( ) 11(ab)Tp1 i
0 <−<−       ⇒        ( ) 2(ab)Tp0 i

0 <<  

Et comme tous les paramètres T, p0, a, b sont des nombres positifs, nous aurons : 

 2)ab(Tp i
0 <  

puis, 

 
( )i

0 (ab)p
2T <      ,    pour i = 0, 1, 2, …, N (3.30)

À partir de l'approximation analogique du FPP ci-dessus, les pôles sont tels que 
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On a ( )i
0i abpp = , pour i = 0.1,…, N, alors l'équation précédente sera : 
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Par conséquent, pour garantir l'inégalité de l'équation (3.30), pour 0 < i < N, il sera suffisant 

de la garantir pour  i = N. Donc, on donne la relation entre la période d'échantillonnage T et 

les paramètres d'approximation p0, a, b et N qui garantit la stabilité du filtre RII numérique de 

retard d’ordre fractionnaire comme suit : 

 
( )N

0 )ab(p
2T <  (3.31)
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Ainsi, la période d'échantillonnage T doit être inférieure à deux fois le plus petit temps de 

relaxation ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
N

0 )ab(p
1 de la fonction rationnelle analogique approximant le pôle à puissance 

fractionnaire. Puisque la période d'échantillonnage T, la puissance fractionnaire m et l’erreur 

d'approximation y (les paramètres a et b sont des fonctions de m et de y) sont fixes, le seul 

paramètre qui doit être choisi pour garantir la stabilité du filtre numérique RII du retard 

fractionnaire est le nombre de pôles N. Alors, 
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3.3.2  Filtre numérique RII par la transformation bilinéaire (Tustin) [77] 

Des équations (3.13) et (3.24), le filtre numérique RII approximant le retard numérique 

d’ordre fractionnaire idéale z-m, pour 0 < m < 1, en utilisant la transformation bilinéaire 
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Une forme plus simplifiée de ce filtre numérique RII est donné par: 
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où les pôles )p( i

_
− , les zéros )z( i
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−  et les résidus  i
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k  sont égales à : 
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La réponse impulsionnelle de ce filtre RII du retard d’ordre fractionnaire est obtenue en 

utilisant la transformée en Z inverse  de l’équation (3.34) comme: 
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3.3.3  Filtre numérique RII par la transformation d’Euler [78] 

Des équations (3.22) et (3.24), le filtre numérique RII approximant le retard numérique 

d’ordre fractionnaire idéale z-m, pour 0 < m < 1, en utilisant la transformation d’Euler 
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Après simplification, l’expression du filtre  numérique RII du retard d’ordre fractionnaire est:  
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où les pôles ip , les zéros iz  et les résidus i

_
k  sont égales à : 
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La réponse impulsionnelle de ce filtre RII du retard d’ordre fractionnaire est obtenue en 

utilisant la transformée en Z inverse  de l’équation (3.37) comme: 
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On présente finalement un tableau récapitulatif qui résume les trois filtres numériques RII 

proposés pour approximer le retard numérique d’ordre fractionnaire idéal z-m. 

 
Tableau. 3.2: Les trois filtres numériques RII du retard fractionnaire proposés 
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3.4  Exemples de simulations et commentaires : 

 
Dans cette partie, on présente trois exemples illustratifs pour justifier l’efficacité et la 

précision des approches proposés pour concevoir un filtre numérique RII stable, causale et à 

phase minimale approximant le retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-m, pour 

0<m<1. Ces approximations ont été faites dans la bande fréquentielle [0 rad/s, 1000 π rad/s]. 

Le choix de la période d’échantillonnage T est lié à la bande d’approximation (T < π/1000π) ; 

donc on a choisi T= 0.01 ms.  

 

3.4.1  Exemple 1 : Transformation Avant 

Comme premier exemple on considère la conception de l'opérateur de retard numérique 

d’ordre fractionnaire suivant : 

 0.82
F z(z)D −=   

Respectivement, l'amplitude en dB, la phase en degrés et le retard de groupe en secondes du 

retard numérique d’ordre fractionnaire idéal 0.82z−  sont :  

Amplitude (dB) = 0 

Phase (deg) = [(-0.82 10-5) ω](180/π) 

Retard de Groupe (sec) = [0.82 10-5] 

De l’équation (3.4) on peut écrire : 

Pendant la conception on a remarqué qu’il y’avait une petite erreur systématique entre les 

modules et les phases du retard numérique d’ordre fractionnaire et de son approximation. Afin 

d’éliminer cette erreur, on a accordé la valeur de la fréquence de coupure du pôle à puissance 

fractionnaire ωc. Donc, au lieu d’utiliser la valeur théorique de la fréquence de coupure ωc = 

1/T on a choisi ωc = 1.1208/T. Alors, de l’équation (3.25) on aura :  
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On choisit l’erreur d’approximation du pôle à puissance fractionnaire par une fonction 

rationnelle y = 0.045, alors les paramètres a, b, p0 et z0 sont donnés comme suit: 

a = 1.0593, b = 1.0127, p0 = 1.1279 105 rad/s et z0  = 1.1947 105 rad/s. 

Pour garantir la stabilité du filtre RII numérique du retard d’ordre fractionnaire, le nombre de 

singularités N de l'approximation précédente doit vérifier l'équation (3.32). Ainsi, N est tel 

que : 
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Donc, de l’équation (3.26) l'opérateur de retard numérique d’ordre fractionnaire z-0.82 est 

approximé par : 
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Figures (3.1), (3.2) et (3.3) montrent, respectivement, les tracés de Bode (amplitude et phase) 

et les retards de groupe du retard numérique d’ordre fractionnaire idéal 0.82z−  ainsi que le 

filtre  numérique RII GF(z) qui l’approxime de l’équation précédente.  
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Figure (3.1) : Tracé de Bode (Amplitude) du retard numérique fractionnaire idéal 0.82z−    
 (trait plein) et le filtre numérique RII GF(z) (trait discontinu) 

 

 

Figure (3.2) : Tracé de Bode (Phase) du retard numérique fractionnaire idéal 0.82z−    
 (trait plein) et le filtre numérique RII GF(z) (trait discontinu) 



Conception du Retard d’Ordre Fractionnaire par des filtres R.I.I Chapitre 3 

 
 

 48

 
Figure (3.3) : Retard de Groupe du retard numérique fractionnaire idéal 0.82z−    
 (trait plein) et le filtre numérique RII GF(z) (trait discontinu) 

 

Pour mesurer l’exactitude de l’approximation du retard numérique fractionnaire 0.82z−  par un 

filtre numérique RII dans la bande de fréquence [0 rad/s, 1000 π rad/s], les erreurs relatives 

Ea, Ep et Eg de l'amplitude, de la phase et du retard de groupe, définis respectivement par les 

équations suivantes, ont été utilisées 
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Figures (3.4), (3.5) et (3.6) montrent, respectivement, les tracés de Bode des erreurs relatives 

Ea, Ep et Eg entre le retard numérique d’ordre fractionnaire idéal 0.82z−  et le filtre  numérique 

RII GF(z) qui l’approxime. 
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Figure (3.4) :  Tracé de l’erreur relative Ea entre le retard numérique  
 fractionnaire idéal 0.82z−  et le filtre numérique RII GF(z) 
 

 
 
Figure (3.5) :  Tracé de l’erreur relative Ep entre le retard numérique 
 fractionnaire idéal 0.82z−  et le filtre numérique RII GF(z) 

. 
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Figure (3.6) :  Tracé de l’erreur relative Eg entre le retard numérique 
 fractionnaire idéal 0.82z−  et le filtre numérique RII GF(z) 

 

La figure (3.7) montre la réponse imulsionnelle du retard numérique d’ordre fractionnaire 

idéal 0.82z−  qui est également obtenue à partir du filtre numérique RII GF(z) par la transformé 

en Z, pour n=0, 1,…, +∞, comme suit:  
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Figure (3.7) :  Réponse imulsionnelle du filtre numérique RII GF(z) 
 approximant le retard numérique fractionnaire idéal 0.82z−   

 
 
La figure (3.8) montre le tracé des positions des pôles et des zéros du filtre numérique RII 

GF(z) approximant le retard numérique fractionnaire idéal 0.82z− . On note que tous les pôles 

et les zéros sont à l’intérieur du cercle unité.  
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Figure (3.8) : Position des pôles et des zéros du filtre numérique RII GF(z)  
 approximant le retard numérique fractionnaire idéal 0.82z−   
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Commentaires : 

 A partir des figures (3.1), (3.2) et (3.3), on peut facilement voir que les tracés de 

Bode (amplitude et phase) et les retards de groupe du retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéal 0.82z−  et de son approximation par le filtre numérique RII GF(z) 

sont superposés dans la bande de fréquence [0 rad/s, 1000π rad/s]. 

 A partir des figures (3.4), (3.5) et (3.6), respectivement, on note que l'erreur relative 

Ea est moins de 0.005%, l'erreur relative Ep est moins de 0.0021% et l'erreur relative 

Eg est moins de 0.0021%  dans la bande de fréquence d'intérêt [0 rad/s, 1000π rad/s].  

 Le filtre numérique d’approximation réalisé est un système linéaire, stable, causale et 

à phase minimale. 

 Ces résultats montrent l’efficacité et l'exactitude de la méthode d'approximation du 

retard numérique d’ordre fractionnaire par un filtre numérique RII.  

 

3.4.2  Exemple 2 : Transformation bilinéaire (Tustin)  

Dans cet exemple,  on considère la conception de l'opérateur de retard numérique d’ordre 

fractionnaire suivant : 

 0.4
T z(z)D −=   

Dans ce cas, l'amplitude en dB, la phase en degrés et le retard de groupe en secondes du retard 

numérique d’ordre fractionnaire idéal 0.4z−  sont, respectivement, donnés par:  

Amplitude (dB) = 0 

Phase (deg) = [(-0.4 10-5) ω](180/π) 

Retard de Groupe (sec) = [0.4 10-5] 

De l’équation (3.13) on peut écrire : 

Comme on a fait dans l’exemple précédent, la valeur de ωc est adaptée de telle sorte que les 

erreurs relatives de phase, de retard de groupe et d'amplitude soient minimales. Donc, au lieu 

d’utiliser la valeur théorique de la fréquence de coupure ωc = 2/T on a choisi ωc = 2.36149/T. 

Alors, de l’équation (3.33) on aura : 
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On choisit l’erreur d’approximation du pôle à puissance fractionnaire par une fonction 

rationnelle y = 0.05, alors les paramètres a, b, p0, z0 et N sont donnés comme suit: 

a = 1.0593, b = 1.0145, p0 = 2.3785 105 rad/s, z0  = 2.5159 105 rad/s et N=4 

Donc, de l’équation (3.33) l'opérateur de retard numérique d’ordre fractionnaire z-0.4 est 

approximé par : 
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Les figures (3.9), (3.10) et (3.11) montrent, respectivement, les tracés de Bode (amplitude et 

phase) et les retards de groupe du retard numérique d’ordre fractionnaire idéal 0.4z−  ainsi que 

le filtre  numérique RII GT(z) qui l’approxime de l’équation précédente. 
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Figure (3.9) : Tracé de Bode (Amplitude) du retard numérique fractionnaire idéal 0.4z−    
 (trait plein) et le filtre numérique RII GT(z) (trait discontinu) 

 

 

Figure (3.10) : Tracé de Bode (Phase) du retard numérique fractionnaire idéal 0.4z−    
  (trait plein) et le filtre numérique RII GT(z) (trait discontinu) 
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Figure (3.11) : Retard de Groupe du retard numérique fractionnaire idéal 0.4z−    
 (trait plein) et le filtre numérique RII GT(z) (trait discontinu) 

 

De la même façon, les erreurs relatives Ea, Ep et Eg de l'amplitude, de la phase et du retard de 

groupe, définis respectivement par les équations suivantes, ont été utilisées pour mesurer 

l’exactitude de l’approximation du retard numérique fractionnaire 0.4z−  par un filtre 

numérique RII dans la bande de fréquence [0 rad/s, 1000 π rad/s]. 
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Les figures (3.12), (3.13) et (3.14) montrent, respectivement, les tracés de Bode des erreurs 

relatives Ea, Ep et Eg entre le retard numérique d’ordre fractionnaire idéal 0.4z−  et le filtre  

numérique RII GT(z) qui l’approxime. 
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Figure (3.12) : Tracé de l’erreur relative Ea entre le retard numérique  
 fractionnaire idéal 0.4z−  et le filtre numérique RII GT(z) 
 
 

 
 
Figure (3.13) : Tracé de l’erreur relative Ep entre le retard numérique 
 fractionnaire idéal 0.4z−  et le filtre numérique RII GT(z) 

. 
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Figure (3.14) : Tracé de l’erreur relative Eg entre le retard numérique 
 fractionnaire idéal 0.4z−  et le filtre numérique RII GT(z) 

 

La figure (3.15) montre la réponse imulsionnelle du retard numérique d’ordre fractionnaire 

idéal 0.4z−  qui est également obtenue à partir du filtre numérique RII GT(z) par la transformé 

en Z, pour n=0, 1,…, +∞, comme suit:  
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Figure (3.15) : Réponse impulsionnelle du filtre numérique RII GT(z) 
 approximant le retard numérique fractionnaire idéal 0.4z−   

 

La figure (3.16) montre le tracé des positions des pôles et des zéros du filtre numérique RII 

GF(z) approximant le retard numérique fractionnaire idéal 0.4z− . On note aussi que tous les 

pôles et les zéros sont à l’intérieur du cercle unité.  
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Figure (3.16) : Position des pôles et des zéros du filtre numérique RII GT(z)  
 approximant le retard numérique fractionnaire idéal 0.4z−  

 
 
Commentaires : 

 A partir des figures (3.9), (3.10) et (3.11), on peut facilement voir que les tracés de 

Bode (amplitude et phase) et les retards de groupe du retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéal 0.4z−  et de son approximation par le filtre numérique RII GT(z) 

sont superposés dans la bande de fréquence [0 rad/s, 1000π rad/s]. 

 Des figures (3.12), (3.13) et (3.14), respectivement, on note que l'erreur relative Ea 

est moins de 0.008%, l'erreur relative Ep est moins de 0.002% et l'erreur relative Eg 

est moins de 0.007%  dans la bande de fréquence d'intérêt [0 rad/s, 1000π rad/s].  

 Le filtre numérique d’approximation réalisé est un système linéaire, stable, causale et 

à phase minimale. 

 Ces résultats montrent l’efficacité et l'exactitude de la méthode d'approximation du 

retard numérique d’ordre fractionnaire par un filtre numérique RII.  

 

3.4.3  Exemple 3 : Transformation d’Euler  

Pour ce troisième exemple, nous considérons la conception de l'opérateur de retard 

numérique d’ordre fractionnaire idéale donné par: 
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 0.7
E z(z)D −=   

L'amplitude en dB, la phase en degrés et le retard de groupe en secondes du retard numérique 

d’ordre fractionnaire idéal 0.7z−  sont, respectivement:  

Amplitude (dB) = 0 

Phase (deg) = [(-0.7 10-5) ω](180/π) 

Retard de Groupe (sec) = [0.7 10-5] 

De l’équation (3.22) on peut écrire : 

Pour les mêmes raisons que pour les deux exemples précédents, la fréquence de coupure est 

choisie égale à ωc = 1.1348/T rad/s. Donc, le filtre numérique RII approximant le retard 

numérique d’ordre fractionnaire idéale z-m de l’équation (3.36) devient : 
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On choisit l’erreur d’approximation du pôle à puissance fractionnaire par une fonction 

rationnelle y = 0.1, alors les paramètres a, b, p0, z0 et N sont donnés comme suit: 

a = 1.0798, b = 1.0334, p0 = 1.1536 105 rad/s, z0  = 1.2456 105 rad/s et N=10 

Donc, de l’équation (3.37) l'opérateur de retard numérique d’ordre fractionnaire z-0.7 est 

approximé par : 
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Les figures (3.17), (3.18) et (3.19) présentent, respectivement, les tracés de Bode (amplitude 

et phase) et les retards de groupe du retard numérique d’ordre fractionnaire idéal 0.7z−  ainsi 

que le filtre  numérique RII GE(z) qui l’approxime de l’équation précédente. 

 

Figure (3.17) : Tracé de Bode (Amplitude) du retard numérique fractionnaire idéal 0.7z−    
 (trait plein) et le filtre numérique RII GE(z) (trait discontinu) 
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Figure (3.18) : Tracé de Bode (Phase) du retard numérique fractionnaire idéal 0.7z−    
 (trait plein) et le filtre numérique RII GE(z) (trait discontinu) 
 
 
 

 
Figure (3.19) : Retard de Groupe du retard numérique fractionnaire idéal 0.7z−    
 (trait plein) et le filtre numérique RII GE(z) (trait discontinu) 
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Pour mesurer l’exactitude de l’approximation du retard numérique fractionnaire 0.7z−  par un 

filtre numérique RII dans la bande de fréquence [0 rad/s, 1000 π rad/s], les erreurs relatives 

Ea, Ep et Eg de l'amplitude, de la phase et du retard de groupe, définis respectivement par les 

équations suivantes, ont été utilisées 

( ) ( )
( )T0.7jω

Tjω
E

T0.7jω

e

eGe
Ea

−

− −
=  

( )[ ] ( )[ ]
( )[ ]Τ−

ΤΤ− −
= 0.7jω

jω
E

0.7jω

eAngle
eGAngleeAngleEp  

[ ] ( )[ ]
[ ]T0.7jω

Tjω
E

T0.7jω

eDelayGroup
eGDelayGroupeDelayGroupEg −

− −
=  

Figures (3.20), (3.21) et (3.22) montrent, respectivement, les tracés de Bode des erreurs 

relatives Ea, Ep et Eg entre le retard numérique d’ordre fractionnaire idéal 0.7z−  et le filtre  

numérique RII GE(z) qui l’approxime. 

 

 
Figure (3.20) : Tracé de l’erreur relative Ea entre le retard numérique  
 fractionnaire idéal 0.7z−  et le filtre numérique RII GE(z) 
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Figure (3.21) : Tracé de l’erreur relative Ep entre le retard numérique 
 fractionnaire idéal 0.7z−  et le filtre numérique RII GE(z) 

 
 

 
Figure (3.22) : Tracé de l’erreur relative Eg entre le retard numérique 
 fractionnaire idéal 0.7z−  et le filtre numérique RII GE(z) 
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Figure (3.23) montre la réponse imulsionnelle du retard numérique d’ordre fractionnaire idéal 

0.7z−  qui est également obtenue à partir du filtre numérique RII GE(z) par la transformé en Z, 

pour n=0, 1,…, +∞, comme suit:  
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Figure (3.23) : Réponse impulsionnelle du filtre numérique RII GE(z) 
 approximant le retard numérique fractionnaire idéal 0.7z−   
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Figure (3.24) montre le tracé des positions des pôles et des zéros du filtre numérique RII 

GE(z) approximant le retard numérique fractionnaire idéal 0.7z− . Dans ce cas aussi, tous les 

pôles et les zéros sont à l’intérieur du cercle unité.  
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Figure (3.24) : Position des pôles et des zéros du filtre numérique RII GE(z)  
 approximant le retard numérique fractionnaire idéal 0.7z−  

 
 
Commentaires : 
 

 A partir des figures (3.17), (3.18) et (3.19), on peut facilement voir que les tracés de 

Bode (amplitude et phase) et les retards de groupe du retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéal 0.7z−  et de son approximation par le filtre numérique RII GE(z) 

sont superposés dans la bande de fréquence [0 rad/s, 1000π rad/s]. 

 Des figures (3.20), (3.21) et (3.22), respectivement, on note que l'erreur relative Ea 

est moins de 0.07%, l'erreur relative Ep est moins de 0.045% et l'erreur relative Eg 

est moins de 0.2%  dans la bande de fréquence d'intérêt [0 rad/s, 1000π rad/s].  

 Le filtre numérique d’approximation réalisé est un système linéaire, stable, causale et 

à phase minimale. 

 Ces résultats montrent l’efficacité et l'exactitude de la méthode d'approximation du 

retard numérique d’ordre fractionnaire par un filtre numérique RII. 
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 3.5  Comparaison et discussion  
 

L’objectif de cette section est la validation des méthodes proposées par comparaison des 

résultats obtenus avec ceux de deux méthodes très récentes à savoir la méthode de Pei et 

Wang [74] et la méthode de Zhang [75].  

 

3.5.1 Comparaison avec la méthode de Pei et Wang [74] 

Pei et Wang ont approximés le retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-D, D = 

(N+m) avec N un nombre entier et 0 < m < 1, par un filtre numérique RII passe-tout ou à 

phase non minimale comme suit : 
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où, les coefficients ka ’s, pour 1 ≤ k ≤ N, sont donnés par : 
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Dans cette comparaison, on considère la conception de l'opérateur de retard numérique 

d’ordre fractionnaire suivant : 

 0.91zD(z) −=   

Son amplitude en dB, sa phase en degrés et son retard de groupe en secondes sont :  

Amplitude (dB) = 0 

Phase (deg) = [(-0.91 10-5) ω](180/π) 

Retard de Groupe (sec) = [0.91 10-5] 

Pour la conception du filtre numérique RII équivalent au retard numérique D(z)= z-0.9, nous 

avons adopté la même période d’échantillonnage T = 0.01ms et la même bande de fréquence 

d’approximation [0 rad/s, 1000π rad/s].  

 

4.5.1.1 Transformation Avant 

Les figures (3.25), (3.26) et (3.27) montrent les tracés de Bode de l’amplitude, de la phase et 

du retard de groupe du retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-0.91 ainsi que le filtre  

numérique RII GF(z) proposée et le filtre  numérique RII passe-tout de Pei et Wang. 
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Figure (3.25) : Tracés de Bode (Amplitude) du retard numérique fractionnaire idéal -0.91z    
 (trait plein), du filtre numérique RII GF(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et du filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert) 
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Figure (3.26) : Tracés de Bode (Phase) du retard numérique fractionnaire idéal -0.91z    
 (trait plein), du filtre numérique RII GF(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et du filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  
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Figure (3.27) :Tracés de Bode (retard de groupe) du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91  

 (trait plein), du filtre numérique RII GF(z) proposée (trait en pointillé rouge) et  
 du filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  

 

Les figures (3.28), (3.29) et (3.30) présentent les tracés de Bode des erreurs relatives de 

l’amplitude Ea, de la phase Ep et du retard de groupe Eg, entre le retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéale z-0.91 et le filtre  numérique RII GF(z) proposé, et entre ce même retard et 

le filtre  numérique RII passe-tout de Pei et Wang.  
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Figure (3.28) :Tracés de Bode des erreurs relatives Ea entre le retard numérique fractionnaire 
  idéal -0.91z  et le filtre numérique RII GF(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et le filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  
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Figure (3.29) :Tracés de Bode des erreurs relatives Ep entre le retard numérique fractionnaire 
  idéal -0.91z  et le filtre numérique RII GF(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et le filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  
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Figure (3.30) :Tracés de Bode des erreurs relatives Eg entre le retard numérique fractionnaire 
  idéal -0.91z  et le filtre numérique RII GF(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et le filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  
 

Figures (3.31) et (3.32) montrent les tracés des positions des pôles et des zéros du filtre 

numérique RII GF(z) et du filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang approximant le 

retard numérique fractionnaire idéal -0.91z . 
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Figure (3.31) :Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII GF(z) 

approximant le retard numérique fractionnaire idéal -0.91z  
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Figure (3.32) :Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique RII passe-tout  
 de  Pei et Wang approximant le retard numérique fractionnaire idéal -0.91z  
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Commentaires : 

A partir des  résultats obtenus, nous avons constaté que :  

 L’erreur relative d’amplitude Ea de la figure (3.28) a montré que l’approche proposé 

donne de très bon résultat, mais il n’est pas comparable au résultat parfait obtenu par 

la méthode de Pei et Wang [74] parce que le filtre numérique RII d’approximation 

utilisé est un filtre passe-tout dont l'amplitude est exactement égale à 0 dB.  

 Des figures (3.29) et (3.30) on peut constater que les erreurs relatives de phase Ep et 

de retard de groupe Eg de la méthode de Pei et Wang [74] sont plus importantes que 

celles obtenues par la méthode proposée. Donc, la méthode de Pei et Wang a échoué 

d’approximer la phase du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91. 

 La méthode proposée d’approximation du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91 

permet de réaliser un filtre numérique stable et à phase minimale, mais la méthode de 

Pei et Wang [74] donne réalise un filtre numérique stable et à phase non-minimale.   

 La méthode proposée réalise un filtre numérique approximant le retard numérique 

fractionnaire idéal z-0.91 d’ordre 5 par contre le filtre numérique réalisé par Pei et 

Wang [74] est d’ordre 8. Donc on peut dire que le filtre proposé est moins complexe 

que le filtre de Pei et Wang.  

 

3.5.1.2 Transformation bilinéaire  

Les figures (3.33), (3.34) et (3.35) montrent les tracés de Bode de l’amplitude, de la phase et 

du retard de groupe du retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-0.91 ainsi que le filtre  

numérique RII GT(z) proposée et le filtre  numérique RII passe-tout de Pei et Wang. 
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Figure (3.33) : Tracés de Bode (Amplitude) du retard numérique fractionnaire idéal -0.91z    
 (trait plein), du filtre numérique RII GT(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et du filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert) 
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Figure (3.34) : Tracés de Bode (Phase) du retard numérique fractionnaire idéal -0.91z    
 (trait plein), du filtre numérique RII GT(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et du filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert) 
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Figure (3.35) :Tracés de Bode (retard de groupe) du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91  

 (trait plein), du filtre numérique RII GT(z) proposée (trait en pointillé rouge) et  
 du filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  

 

Les tracés de Bode des erreurs relatives de l’amplitude Ea, de la phase Ep et du retard de 

groupe Eg, entre le retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-0.91 et le filtre  numérique 

RII GT(z) proposé, et entre ce même retard et le filtre  numérique RII passe-tout de Pei et 

Wang, sont présentés dans les figures (3.36), (3.37) et (3.38). 
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Figure (3.36) :Tracés de Bode des erreurs relatives Ea entre le retard numérique fractionnaire 
  idéal -0.91z  et le filtre numérique RII GT(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et le filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert) 
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Figure (3.37) :Tracés de Bode des erreurs relatives Ep entre le retard numérique fractionnaire 
  idéal -0.91z  et le filtre numérique RII GT(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et le filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  
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Figure (3.38) :Tracés de Bode des erreurs relatives Eg entre le retard numérique fractionnaire 
  idéal -0.91z  et le filtre numérique RII GT(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et le filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  
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Les figures (3.39) et (3.40) montrent les tracés des positions des pôles et des zéros du filtre 

numérique RII GT(z) et du filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang approximant le 

retard numérique fractionnaire idéal -0.91z . 

 

-1 -0.5 0 0.5 1

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Re(z)

Im
(z

)
2ème Méthode Proposée

 
Figure (3.39) : Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII GT(z) 

approximant le retard numérique fractionnaire idéal -0.91z  
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Figure (3.40) :Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique RII passe-tout  
 de  Pei et Wang approximant le retard numérique fractionnaire idéal -0.91z  
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Commentaires : 

A partir des  résultats obtenus, nous avons constaté que :  

 L’erreur relative d’amplitude Ea de la figure (3.36) a montré que l’approche proposé 

donne de très bon résultat, mais il n’est pas comparable au résultat parfait obtenu par 

la méthode de Pei et Wang [74] parce que le filtre numérique RII d’approximation 

utilisé est un filtre passe-tout dont l'amplitude est exactement égale à 0 dB.  

 Des figures (3.37) et (3.38) on peut constater que les erreurs relatives de phase Ep et 

de retard de groupe Eg de la méthode de Pei et Wang [74] sont plus importantes que 

celles obtenues par la méthode proposée. Donc, la méthode de Pei et Wang a échoué 

d’approximer la phase du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91. 

 La méthode proposée d’approximation du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91 

permet de réaliser un filtre numérique stable et à phase minimale, mais la méthode de 

Pei et Wang [74] donne réalise un filtre numérique stable et à phase non-minimale.   

 La méthode proposée réalise un filtre numérique approximant le retard numérique 

fractionnaire idéal z-0.91 d’ordre 7 par contre le filtre numérique réalisé par Pei et 

Wang [74] est d’ordre 8. Donc on peut dire que le filtre proposé est moins complexe 

que le filtre de Pei et Wang.  

 

3.5.1.3 Transformation d’Euler 

Les figures (3.41), (3.42) et (3.43) montrent les tracés de Bode de l’amplitude, de la phase et 

du retard de groupe du retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-0.91 ainsi que le filtre  

numérique RII GE(z) proposée et le filtre  numérique RII passe-tout de Pei et Wang. 
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Figure (3.41) : Tracés de Bode (Amplitude) du retard numérique fractionnaire idéal -0.91z    
 (trait plein), du filtre numérique RII GE(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et du filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  
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Figure (3.42) : Tracés de Bode (Phase) du retard numérique fractionnaire idéal -0.91z    
 (trait plein), du filtre numérique RII GE(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et du filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  
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Figure (3.43) :Tracés de Bode (retard de groupe) du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91 

 (trait plein), du filtre numérique RII GE(z) proposée (trait en pointillé rouge) et  
 du filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  

 

Les tracés de Bode des erreurs relatives de l’amplitude Ea, de la phase Ep et du retard de 

groupe Eg entre le retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-0.91 et les filtres  numériques 

RII GE(z) proposée et RII passe-tout de Pei et Wang sont donnés dans les figures (3.44), 

(3.45) et (3.46). 
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Figure (3.44) :Tracés de Bode des erreurs relatives Ea entre le retard numérique fractionnaire 
  idéal -0.91z  et le filtre numérique RII GT(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et le filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  
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Figure (3.45) :Tracés de Bode des erreurs relatives Ep entre le retard numérique fractionnaire 
  idéal -0.91z  et le filtre numérique RII GE(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et le filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  
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Figure (3.46) :Tracés de Bode des erreurs relatives Eg entre le retard numérique fractionnaire 
  idéal -0.91z  et le filtre numérique RII GE(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et le filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang (trait discontinu vert).  
 

Figures (3.47) et (3.48) montrent les tracés des positions des pôles et des zéros du filtre 

numérique RII GE(z) et du filtre numérique RII passe-tout de Pei et Wang approximant le 

retard numérique fractionnaire idéal -0.91z . 
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Figure (3.47) :Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII GE(z) 

approximant le retard numérique fractionnaire idéal -0.91z  
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Figure (3.48) :Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique RII passe-tout  
 de  Pei et Wang approximant le retard numérique fractionnaire idéal -0.91z  
 
 
Commentaires : 

A partir des  résultats obtenus, nous avons constaté que :  
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 L’erreur relative d’amplitude Ea de la figure (3.44) a montré que l’approche proposé 

donne de très bon résultat, mais il n’est pas comparable au résultat parfait obtenu par 

la méthode de Pei et Wang [74] parce que le filtre numérique RII d’approximation 

utilisé est un filtre passe-tout dont l'amplitude est exactement égale à 0 dB.  

 Des figures (3.45) et (3.46) on peut constater que les erreurs relatives de phase Ep et 

de retard de groupe Eg de la méthode de Pei et Wang [74] sont plus importantes que 

celles obtenues par la méthode proposée. Donc, la méthode de Pei et Wang a échoué 

d’approximer la phase du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91. 

 La méthode proposée d’approximation du retard numérique fractionnaire idéal z-0.91 

permet de réaliser un filtre numérique stable et à phase minimale, mais la méthode de 

Pei et Wang [74] donne réalise un filtre numérique stable et à phase non-minimale.   

 La méthode proposée réalise un filtre numérique approximant le retard numérique 

fractionnaire idéal z-0.91 d’ordre 4 par contre le filtre numérique réalisé par Pei et 

Wang [74] est d’ordre 8. Donc on peut dire que le filtre proposé est moins complexe 

que le filtre de Pei et Wang.  

 

Pour affiner la comparaison entre les trois méthodes proposées approximant le retard 

numérique d’ordre fractionnaire idéal 0.91z− et la méthode de Pei et Wang [74], on a récapitulé 

dans le tableau (3.3) les performances de ces différentes méthodes. 

 

Tableau 3.3: Comparaison entre les différentes méthodes proposées  et la méthode in [74] 
 

Méthode N 
Plus grande 
erreur Ea 

% 

Plus grande 
erreur Ep 

% 

Plus grande 
erreur Eg 

% 
Système obtenu 

méthode de Pei et 8 6.7x10-13 % ∞ ∞ Stable et à phase 
non-minimale 

1ère méthode proposée 5 0,00325 % 7.13x10- 4 % 0.00214 % Stable et à phase 
minimale 

2ème méthode proposée 7 0.0200 % 0.0172 % 0.0181 % Stable et à phase 
minimale 

3ème méthode proposée 4 0.0800 % 0.0475 % 0.2000 % Stable et à phase 
minimale 
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3.5.2 Comparaison avec la méthode de Zhang [75] 

Comme seconde comparaison, on a considéré le travail de Zhang [75] qui a proposé 

d'appliquer le critère de platitude maximale pour approximer le retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéale z-D, D = (Dent+m) avec Dent un nombre entier et -0.5 < m < 0.5, par un 

filtre numérique RII à phase non-minimale. Ce filtre est représenté par la fonction de transfert 

suivante : 
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Ce filtre a la particularité d’avoir une réponse en fréquence avec une platitude maximale 

autour de  ω = 0 et  ω = π. Dans [75], l’auteur a déclaré que pour certaines valeurs du 

paramètre de retard D des pôles de H(z) pourraient être situés à l'extérieur du cercle d’unité. 

Donc, quand la stabilité et la causalité de H(z) sont nécessaires dans des applications de 

traitement en temps réel, le paramètre de retard D = (Dent+m) doit être soigneusement choisi. 

Alors, on peut dire que la méthode de Zhang est une conception limitée du filtre numérique 

RII approximant le retard numérique d’ordre fractionnaire idéale. 

 

3.5.2.1 Transformation Avant  

Dans cette première comparaison avec la méthode de Zhang, on a conçu un filtre numérique 

RII équivalent au retard numérique d’ordre fractionnaire idéal suivant : 

 5.9zD(z) −=   

Pour la conception du filtre numérique RII équivalent au retard numérique D(z)= z-5.9, nous 

avons adopté pour les deux méthodes la même période d’échantillonnage T = 0.1s et la même 

bande de fréquence d’approximation [0 rad/s, π rad/s]. Dans ce cas, la réponse en amplitude et 

le retard de groupe du retard numérique fractionnaire idéal z-5.9 sont donnés par:  
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Amplitude = 1)D(e Tω-j5.9 =  

Retard de Groupe (sec) = [(5.9)T]=0.59      

 

Les paramètres de conception N, M, m, et Dent du filtre numérique RII de la méthode de 

Zhang sont N = 7, M = 3, m = -0,1 et Dent = 6. Pour la méthode proposée le retard numérique 

fractionnaire idéal D(z) est partagé en deux retards numériques D1(z) = z-5 et D2(z) = z-0.9. 

Alors, l’ordre du filtre numérique RII équivalent au retard numérique d’ordre fractionnaire 

idéal D2(z) = z-0.9 de la méthode proposée est N2 = 2. Donc, l’ordre total du filtre numérique 

RII équivalent au retard numérique d’ordre fractionnaire idéal D(z) = z-5.9est N = 7. 

Les figures (3.49) et (3.50) montrent les réponses de l’amplitude et du retard de groupe du 

retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-5.9  ainsi que le filtre numérique RII GF(z) 

proposée et le filtre  numérique RII de Zhang. 
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Figure (3.49) : Réponse de l’amplitude du retard numérique fractionnaire idéal z-5.9   
 (trait plein), du filtre numérique RII GF(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et du filtre numérique RII de  Zhang (trait discontinu vert).  
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Figure (3.50) : Réponse du retard de groupe du retard numérique fractionnaire idéal z-5.9   

 (trait plein), du filtre numérique RII GF(z) proposée (trait en pointillé rouge) et  
 du filtre numérique RII de Zhang (trait discontinu vert).  

 

Les tracés des erreurs relatives de l’amplitude Ea et du retard de groupe Eg entre le retard 

numérique d’ordre fractionnaire idéale z-5.9  et le filtre numérique RII GF(z) proposé et le filtre 

numérique RII de Zhang sont donnés dans les figures (3.51) et (3.52) 
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Figure (3.51) : Tracés des erreurs relatives Ea entre le retard numérique fractionnaire 
  idéal z-5.9   et le filtre numérique RII GF(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et le filtre numérique RII de Zhang (trait discontinu vert).  
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Figure (3.52) :Tracés des erreurs relatives Eg entre le retard numérique fractionnaire 
 idéal z-5.9   et le filtre numérique RII GF(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et le filtre numérique RII de Zhang (trait discontinu vert). 
 

Les figures (3.53) et (3.54) présentent les tracés des positions des pôles et des zéros du filtre 

numérique RII GF(z) et du filtre numérique RII de Zhang approximant le retard numérique 

fractionnaire idéal z-5.9. 
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Figure (3.53) :Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII GF(z) 

approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-5.9    
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Figure (3.54) :Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique RII   
 de  Zhang approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-5.9    
 
 
Commentaires : 

A partir des  résultats obtenus, on a constaté que :  

 Les erreurs relatives d’amplitude Ea et de retard de groupe Eg obtenues par la méthode 

proposée dans les figures (3.51) et (3.52), respectivement, montrent que notre 

approche donne des très bons résultats, mais ils ne sont pas mieux que les résultats 

obtenus par la méthode de Zhang [75] donnés aussi dans les figures (3.51) et (3.52).  

 La méthode d’approximation du retard numérique fractionnaire idéal z-5.9 proposée 

permet de réaliser un filtre numérique stable et à phase minimale, par contre la 

méthode de Zhang [75] conduit à un filtre numérique stable et à phase non-minimale.   

 
3.5.2.2 Transformation bilinéaire 

Dans cette seconde comparaison avec la méthode de Zhang, on a conçu un filtre numérique 

RII équivalent au retard numérique d’ordre fractionnaire idéal suivant : 

 5.1zD(z) −=   

Pour la conception du filtre numérique RII équivalent au retard numérique D(z)= z-5.1, nous 

avons adopté pour les deux méthodes la même période d’échantillonnage T = 1s et la même 

bande de fréquence d’approximation [0 rad/s, π rad/s]. Dans ce cas, la réponse en amplitude et 

le retard de groupe du retard numérique fractionnaire idéal z-5.1 sont donnés par:  
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Amplitude = 1)D(e Tω-j5.1 =  

Retard de Groupe (sec) = [(5.1)T]=5.1     

Les paramètres de conception N, M, m, Dent et D du filtre numérique RII de la méthode de 

Zhang sont N = 7, M = 3, m = 0,1 et Dent = 5. Pour la méthode proposée le retard numérique 

fractionnaire idéal D(z) est partagé en deux retards numériques D1(z) = z-5 et D2(z) = z-0.1. 

Alors, l’ordre du filtre numérique RII équivalent au retard numérique d’ordre fractionnaire 

idéal D2(z) = z-0.1 de la méthode proposée est N2 = 2. Donc, l’ordre total du filtre numérique 

RII équivalent au retard numérique d’ordre fractionnaire idéal D(z) = z-5.1est N = 7. 

Les figures (3.55) et (3.56) montrent les réponses de l’amplitude et du retard de groupe du 

retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-5.1  ainsi que le filtre numérique RII GT(z) 

proposée et le filtre numérique RII de Zhang. 
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Figure (3.55) : Réponse en amplitude du retard numérique fractionnaire idéal z-5.1   
 (trait plein), du filtre numérique RII GT(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et du filtre numérique RII de  Zhang (trait discontinu vert).  
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Figure (3.56) : Réponse en retard de groupe du retard numérique fractionnaire idéal z-5.1   

 (trait plein), du filtre numérique RII GT(z) proposée (trait en pointillé rouge) et  
 du filtre numérique RII de Zhang (trait discontinu vert).  

 

Les tracés des erreurs relatives de l’amplitude Ea et du retard de groupe Eg entre le retard 

numérique d’ordre fractionnaire idéale z-5.1  et le filtre numérique RII GT(z) proposé et le filtre 

numérique RII de Zhang sont donnés dans les figures (3.57) et (3.58). 
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Figure (3.57) : Tracés des erreurs relatives Ea entre le retard numérique fractionnaire 
  idéal z-5.1   et le filtre numérique RII GT(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et le filtre numérique RII de Zhang (trait discontinu vert).  
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Figure (3.58) :Tracés des erreurs relatives Eg entre le retard numérique fractionnaire 
 idéal z-5.1   et le filtre numérique RII GT(z) proposée (trait en pointillé rouge)  
 et le filtre numérique RII de Zhang (trait discontinu vert). 
 

Figures (3.59) et (3.60) montrent les tracés des positions des pôles et des zéros du filtre 

numérique RII GT(z) et du filtre numérique RII de Zhang approximant le retard numérique 

fractionnaire idéal z-5.1. 
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Figure (3.59) :  Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique  RII GT(z)  
 approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-5.1    
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Figure (3.60) : Tracé de la position des  pôles et des zéros du filtre numérique RII   
 de  Zhang approximant le retard numérique fractionnaire idéal z-5.1    
 
 
Commentaires : 

A partir des  résultats obtenus, nous avons constaté que :  

 

 Les erreurs relatives d’amplitude Ea et de retard de groupe Eg obtenues par la méthode 

proposée dans les figures (3.57) et (3.58), respectivement, montrent que notre 

approche donne des très bons résultats. Dans ce cas, on constate que l’amplitude 

obtenue par la méthode de Zhang [75] est mieux que la notre mais notre retard de 

groupe  est mieux que celui obtenu par la méthode de Zhang [75]. 

 La méthode d’approximation du retard numérique fractionnaire idéal z-5.1 proposée  

permet de réaliser un filtre numérique stable et à phase minimale, mais la méthode de 

Zhang [75] conduit à un filtre numérique stable et à phase non-minimale. 

 En plus, la méthode de Zhang [75] est limitée dans le choix du retard fractionnaire D 

qui devrait être choisi soigneusement pour garantir que la conception du filtre 

numérique RII approximant le retard numérique d’ordre fractionnaire idéal z-D soit 

stable et causal. Par contre nos les méthodes proposées n’ont aucune restriction 

concernant le choix du retard fractionnaire D. 

 

 



Conception du Retard d’Ordre Fractionnaire par des filtres R.I.I Chapitre 3 

 
 

 92

3.6  Conclusion 
 

Dans ce chapitre des méthodes d’implémentation de filtres numériques RII approximant 

le retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-m, pour 0 < m < 1, ont été présentées. Les 

filtres proposés sont des systèmes à phase minimale obtenus en se basant sur les systèmes 

d’ordre fractionnaire. Des simulations ont été faites et les résultats d’approximation obtenus 

ont été très satisfaisants. Des comparaisons des résultats obtenus par les méthodes proposées 

avec ceux de deux méthodes très récentes à savoir la méthode de Pei et Wang [74] et la 

méthode de Zhang [75] ont été aussi faites.  

Dans la littérature la majorité de ces techniques de conception conduises à des filtres 

numériques RIF et à des filtres numériques RII passe-tout ou à phase non minimale et des fois 

très limitées dans le choix du retard fractionnaire ; mais chaque méthode proposée permet de 

réaliser un filtre numérique stable et à phase minimale sans aucune restriction concernant le 

choix du retard fractionnaire.  

Pour valider les conclusions obtenues ici, nous allons réaliser des systèmes numériques 

basant sur ces méthodes. Ceci fera l'objectif du chapitre suivant, où des applications de nos 

méthodes à la conception du dérivateur numérique et le filtre en peigne seront présentées. 
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4.1. Introduction 

 
Le retard numérique d’ordre fractionnaire est utilisé dans une variété d'applications 

comprenant l’orientation du faisceau de réseau d’antennes, l’ajustement du temps des 

récepteurs numériques, l’estimation du temps de retard, la modélisation des instruments 

musicales, le codage et la synthétisation de la parole, la conception de filtre en peigne et la 

conversion analogique numérique. Dans ce chapitre et comme une première application, on a 

proposé une nouvelle technique de transformation du domaine analogique au domaine discret. 

Cette technique est basée sur le retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-α (0 < α < 1) 

dite transformation d'Euler d'ordre fractionnaire définie par : 

αT
z1F(z)

α−−
=                                                         (4.1) 

Cette transformation est développée pour améliorer l'exactitude de la transformation 

analogique numérique dans la zone des hautes fréquences par rapport aux méthodes 

existantes. Donc la discrétisation d’une fonction analogique G(s) en utilisant la transformation 

d'Euler d'ordre fractionnaire sera proposée ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
===

−

αT
z1)z(FsGH(z)

α
, où T est la période 

d’échantillonnage. La conception de cette transformation d'Euler d'ordre fractionnaire est 

obtenue en utilisant l’implémentation par un filtre numérique RII du retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéale. La seconde application qui sera présentée dans ce chapitre est la 

conception d’un filtre numérique peigne proposée dans [35]. La conception de ce filtre 

numérique est basée sur l’implémentation par un filtre numérique RII du retard numérique 

d’ordre fractionnaire idéale.  

 

4.2  Transformation d'Euler fractionnaire 
 

4.2.1 Motivation 

La fonction idéale de la transformation d’Euler fractionnaire proposée est définie par [79]: 

 
αT

z1F(z)
α−−

=  (4.2)

Où T est la période d'échantillonnage et 0 < α <1. Pour Τ= jωez , l'équation (4.2) devient: 
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αT
e1)F(e

αjω
jω

Τ−
Τ −

=  (4.3)

Le développement en série de Taylor de la fonction exponentielle αjωe Τ−  est donné par: 

 ( )∑
∞

=

Τ− Τ−
+Τ−=

2k

k
k

αjω α
k!
jωαjω1e  (4.4)

Quand α est petite, l'équation précédente sera donc:   

 αjω1e αjω Τ−≅Τ−  (4.5)

Alors l'équation (4.5) conduit à l'expression suivante: 
 jω)F(e jω ≅Τ  (4.6)

De l’équation (4.6), on peut dire que F(z) est un différentiateur numérique approximant le 

différentiateur analogique s = jω. Alors, F(z) peut être utilisé comme transformation du 

domaine analogique au domaine numérique. Cette transformation sera développée pour 

améliorer l'exactitude de la transformation analogique numérique dans la zone des hautes 

fréquences par rapport aux méthodes existantes. 

 

4.2.2 Conception de la transformation d’Euler fractionnaire 

Dans cette partie nous présenterons deux méthodes d’approximation de la transformation 

d’Euler fractionnaire idéal F(z). La première est basée sur la seconde technique proposée dans 

le paragraphe 3.3.2 (équation 3.34) pour approximer l’opérateur de retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéal z-α pour 0 <α < 0,5 de F(z) par un filtre numérique RII [79]. La seconde 

méthode utilise la première technique proposée dans le paragraphe 3.3.1 (équation 3.26) pour 

approximer l’opérateur de retard numérique d’ordre fractionnaire idéal z-α pour 0 <α < 1 de 

F(z) par un filtre numérique RII [76]. 

 

4.2.2.1 Utilisation de la transformation bilinéaire     

Dans ce cas, l’opérateur de retard numérique d’ordre fractionnaire idéal z-α de la 

transformation d'Euler d'ordre fractionnaire définie par l’équation (4.2) est approximé en 

utilisant la transformation bilinéaire. De l’équation (3.34), pour 0 <α <0.5, on a : 
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En remplaçant l’équation (4.7) dans l’équation (4.2), l'approximation de la transformation 

d’Euler fractionnaire idéal par un filtre numérique RII est alors donnée comme :  

( ) ( )
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αT
1(z)F

αT
z1   (4.8)

Premièrement, le paramètre α, pour 0 < α < 0.5, doit être choisi pour que l'erreur relative entre 

le dérivateur analogique s = jω et l’approximation de la transformation d'Euler fractionnaire 

)e(zF jω
1

Τ−=  soit minimale. Figure (4.1) montre les réponses en amplitude de s = jω et 

)e(zF jω
1

Τ−=  de l'équation (4.8) pour T = 1s, N = 1 et différentes valeurs du paramètre α. On 

note que la transformation d’Euler fractionnaire (z)F1 a été multipliée par un facteur F0 pour 

éliminer le peu de biais qui existait. 

 
Figure (4.1) : Réponse en amplitude du dérivateur analogique s = jω, de la  
 Transformation d’Euler ( )

T
z1−  et la transformation d’Euler  

 fractionnaire F1(z) pour différentes valeurs de α  
 

Comme nous pouvons voir de la Figure (4.1) que la transformation d’Euler fractionnaire  

F1(z) approxime mieux le dérivateur analogique s = jω quand le paramètre α est compris entre 
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0,25 et 0,35. Donc, le meilleur paramètre α est obtenu quand l'erreur relative moyenne Erm(α) 

définie par l'équation suivante sera minimale. 

 
∑
=

Τ−=−
=

Ne

1i i

jω
1i

m jω

)e(zFjω

Ne
1)(αEr

i

 (4.9)

Figure (4.2) montre l'erreur Erm(α) en fonction de α, pour 0,25 < α < 0,35, avec un pas de 

0,001, Ne est le nombre de points ωi dans la bande de fréquence [0, π] et T = 1s , N= 1. 

 
Figure (4.2) : L'erreur relative moyenne Erm(α) en fonction du paramètre α 

 
Comme on peut le voir de la Figure (4.2) que l'erreur relative moyenne Erm(α) a une valeur 

minimale de 0,005 se produisant à αmin = 0,2885. Nous notons que le facteur multiplicatif F0 

utilisé pour éliminé le biais est F0 = 0,8631. Par conséquent, la transformation d’Euler  

fractionnaire (z)F1 qui  approxime le dérivateur analogique s = jω est donnée par:   
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Pour  m = 2α = 0.577, T = 1s et une erreur d'approximation y = 1dB, les paramètres a, b, p0, 

z0 et N sont a=1.7235, b=1.4904, p0=2.4417 rad/s, z0 = 4.2082 rad/s et N = 1. Puis, les pôles, 

les zéros et les résidus sont donnés, pour i = 0 et 1, comme:  
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(4.11)

Donc, le dérivateur numérique conçu à partir de la transformation d'Euler fractionnaire est 

donné par  N= 1 : 
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4.2.2.2 Utilisation de la transformation avant   

Dans le même contexte, la transformation avant a été utilisée pour l’approximation de 

l’opérateur de retard numérique d’ordre fractionnaire idéal z-α de la transformation d'Euler 

d'ordre fractionnaire définie par l’équation (4.2). De l’équation (3.26), pour 0 <α < 1, on a : 
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En remplaçant l’équation (4.13) dans l’équation (4.2), l'approximation de la transformation 

d’Euler fractionnaire idéal par un filtre numérique RII est alors donnée, dans ce cas, comme :  
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Dans ce cas aussi, l’objectif est de déterminer la valeur de α pour que l'erreur relative 

moyenne Erm(α) entre le dérivateur analogique s = jω et l’approximation de la transformation 
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d'Euler fractionnaire )e(zF jω
2

Τ−= soit minimale. Le tracé des réponses en amplitude de (z)F2  

de l'équation (4.14) et s = jω sont donnés dans la figure (4.3), pour T = 1s, N= 1 et différentes 

valeurs du paramètre α. On note que la  transformation d’Euler fractionnaire (z)F2 a été 

multipliée par un facteur F0 pour éliminer  le biais qui existait. 

 

 
Figure (4.3) : Réponse en amplitude du dérivateur analogique s = jω, de la  

 Transformation d’Euler ( )
T
z1 -1−  et la transformation d’Euler  

 fractionnaire F2(z) pour différentes valeurs de α  
 
 
De la figure (4.3), on remarque que la transformation F2(z) approxime mieux le dérivateur 

analogique s = jω quand le paramètre α est compris entre 0,6 et 0,8. Donc, le meilleur 

paramètre α est obtenu quand l'erreur relative moyenne Erm(α) définie par l'équation suivante 

sera minimale. 
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Figure (4.4) montre l'erreur Erm(α) en fonction de α, pour 0,67 < α < 0,75, avec un pas de 

0,001, Ne est le nombre de points ωi dans la bande de fréquence [0, π], T = 1s et N=1. 
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Figure (4.4) : L'erreur relative moyenne Erm(α) en fonction du paramètre α 

 
 
Comme on peut le voir de la Figure (4.4) que l'erreur relative moyenne Erm(α) a une valeur 

minimale de 0,0106 se produisant à αmin = 0,701. Nous notons que le facteur multiplicatif F0 

utilisé pour éliminé le biais est F0 = 0,815. Par conséquent, la transformation d’Euler  

fractionnaire (z)F2 qui  approxime le dérivateur analogique s = jω est donnée par:   
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Pour  m = α = 0.701, T = 1s et une erreur d'approximation y = 0.305 dB, les paramètres a, b, 

p0, z0  et N sont a=1.2648, b=1.1045, p0=1.0514 rad/s, z0 = 1.3297 rad/s et N=1. Puis, les 

pôles, les zéros et les résidus sont donnés, pour i= 0 et 1, comme:  
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Donc, le dérivateur numérique conçu à partir de la transformation d'Euler fractionnaire est 

donné par N= 1: 
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4.2.3 Exemples et comparaisons  

Dans cette section, on présentera quelques exemples illustratifs pour démontrer l'efficacité de 

l’approche proposé pour la conception de la transformation d'Euler fractionnaire par un filtre 

numérique RII, cela pour approximer numériquement le différentiateur analogique s = jω. On 

présentera aussi des comparaisons de cette transformation du domaine analogique au domaine 

discret avec des techniques très récentes.  

 

4.2.3.1 Exemples: 

Dans la section (4.2.2), les filtres numériques RII obtenus pour la conception de la 

transformation d'Euler fractionnaire sont donnés par les équations (4.12) et (4.18). Ce 

pendant, des implémentations d’ordre réduit pour N =1 de la transformation d'Euler 

fractionnaire sont conçues à partir de ces équations comme : 

 
21

21

1 0.05133z0.6158z1
0.4997z0.6503z1.15(z)F

−−

−−

++
−−

=  (4.19)

 
21

21

2 0.02413z0.5212z1
0.4174z0.7452z1.163(z)F

−−

−−

++
−−

=  (4.20)

Figure (4.5) montre les réponses en amplitude du dérivateur analogique s = jω, de la 

transformation d’Euler régulière )z-(1 -1  et de la transformation d’Euler fractionnaire 

proposée F1(z) de l'équation (4.19).  
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Figure (4.5) : Réponse en amplitude de dérivateur analogique s = jω, de la transformation 
 d’Euler )z-(1 -1  et de la transformation d’Euler fractionnaire F1(z)  

 
 

Figure (4.6) montre les réponses en amplitude du dérivateur analogique s = jω, de la 

transformation d’Euler régulière )z-(1 -1  et de la transformation d’Euler fractionnaire 

proposée F2(z) de l'équation (4.20). 
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Figure (4.6) : Réponse en amplitude de dérivateur analogique s = jω, de la transformation 
 d’Euler )z-(1 -1  et de la transformation d’Euler fractionnaire F2(z)  
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Des figures (4.5) et (4.6), on peut très clairement voir que la transformation d’Euler 

fractionnaire proposée par les deux techniques améliore nettement l’exactitude de la 

transformation analogique numérique dans les hautes fréquences par rapport à la 

transformation d’Euler conventionnelle )z-(1 -1 . 

Comme second exemple, on a considéré la conception numérique du dérivateur analogique du 

second ordre s2 = (jω) 2. Alors, les fonctions de transfert des dérivateurs numériques 

équivalents au dérivateur analogique s2 = (jω) 2 obtenus en utilisant la transformation d’Euler 

régulière )z-(1 -1  et de la transformation d’Euler fractionnaire proposée F1(z) et F2(z) des 

équations (4.19) et (4.20), respectivement, sont données comme suit :  

 ( ) ( )2121
EuSD z2z1z1(z)F −−−

− +−=−=
 

 

(4.21)

 

4321

4321

2

21

21

1FSD

0.002635z0.06322z0.4819z1.232z1
0.2497z0.6499z0.7264z1.496z1.322

0.05133z0.6158z1
0.4997z0.6503z1.15(z)F

−−−−

−−−−

−−

−−

−

++++
++−−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
−−

=

 

 

(4.22)

 

4321

4321

2

21

21

2FSD

0.0005823z0.02515z0.3199z1.042z1
0.1742z0.6221z0.4155z1.733z1.353

0.02413z0.5212z1
0.4174z0.7452z1.163(z)F

−−−−

−−−−

−−

−−

−

++++
++−−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
−−

=

 

 

(4.23)

 

Figure (4.7) montre les réponses en amplitude des dérivateurs analogique s2 = (jω) 2, 

numérique (z)F EuSD− , numérique (z)F 1FSD− et numérique (z)F 2FSD− . 
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Figure (4.7) : Réponses en amplitude des dérivateurs analogique s2 = (jω) 2,  
 numérique (z)F EuSD− , numérique (z)F 1FSD− et numérique (z)F 2FSD−  

 

De la figure (4.7), on peut aussi très clairement voir que les dérivateurs numériques 

(z)F 1FSD− et (z)F 2FSD− équivalents au dérivateur analogique s2 = (jω) 2 obtenus en utilisant la 

transformation d’Euler fractionnaire proposée sont très performants par rapport au dérivateur 

numérique (z)F EuSD− obtenus en utilisant la transformation d’Euler régulière )z-(1 -1 . 

Le troisième exemple concerne la conception numérique de l’intégrateur analogique 1/s = 

1/(jω). Les fonctions de transfert des intégrateurs numériques équivalents à l’intégrateur 

analogique 1/s = 1/(jω) obtenus en utilisant la transformation d’Euler régulière )z-(1 -1  et de 

la transformation d’Euler fractionnaire proposée F1(z) et F2(z) des équations (4.19) et (4.20), 

respectivement, sont données comme suit :  

 ( ) 1
-11

EuI z1
1z1(z)F −

−
− −

=−=
 

(4.24)

 [ ] 21

21
1

1F1I 0.4997z0.6503z1.15
0.05133z0.6158z1(z)F(z)F

−−

−−
−

− −−
++

== (4.25)

 [ ] 21

21
1

2F2I 0.4174z0.7452z1.163
0.02413z0.5212z1(z)F(z)F

−−

−−
−

− −−
++

== (4.26)
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Figure (4.8) montre les réponses en amplitude de l’intégrateur analogique 1/s = 1/(jω), 

numérique (z)F EuI− , numérique (z)F 1FI− et numérique (z)F 2FI− . 

 
 

Figure (4.8) : Réponses en amplitude des intégrateurs analogique 1/s = 1/(jω), 
 numérique (z)F EuI− , numérique (z)F 1FI− et numérique (z)F 2FI− . 

 

De la figure (4.8), on peut aussi remarquer que les intégrateurs numériques (z)F 1FSD− et 

(z)F 2FSD− équivalents à l’intégrateur analogique 1/s = 1/(jω) obtenus en utilisant la 

transformation d’Euler fractionnaire proposée sont plus performants que l’intégrateur 

numérique (z)F EuSD− obtenus en utilisant la transformation d’Euler régulière )z-(1 -1 . 

Dans le quatrième exemple la transformation d’Euler fractionnaire proposée est appliquée au  

filtre passe-haut de Butterworth analogique du second ordre
11.4142ss

s(s)H 2

2

B
++

=
  

, cela 

pour le calcul de son équivalent numérique RII. Pour T = 0.1s et N =1, les fonctions de 

transfert des filtres numériques RII équivalents à HB(s) obtenus en utilisant la transformation 

d’Euler régulière )z-10(1 -1  et de la transformation d’Euler fractionnaire proposée F1(z) et 

F2(z) des équations (4.19) et (4.20), respectivement, sont données par :  

1z 2.141z1.151
1z 2z 

)z1(01s(s)H(z)H 2

2

1BEuB +−
+−

=−== −−
                  

(4.27) 
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0.2461z 0.6023z0.8406z1.475z1.495
0.2642z 0.6876z 0.7686z 1.582z 1.399

(z)Fs(s)H(z)H 234

234

1
BF1B ++−−

++−−
===−

      
 (4.28) 

 

0.1728z 0.589z0.5223z1.743z1.527
0.1843z 0.6582z 0.4397z 1.834z 1.431

(z)Fs(s)H(z)H 234

234

2
BF2B ++−−

++−−
===−

     
 (4.29) 

Figure (4.9) montre les réponses en amplitude du filtre passe-haut de Butterworth analogique 

du second ordre HB(s), des filtres numériques (z)H EuB− , (z)H 1FB− et (z)H F2B− . 
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Figure (4.9) : Réponses en amplitude des filtres HB(s), numérique (z)H EuB− ,  

 numérique (z)H 1FB− et numérique (z)H F2B− . 

 
 
De la figure (4.9), on peut aussi très clairement voir que les filtres numériques (z)H 1FB− et 

(z)H F2B− équivalents au filtre passe-haut de Butterworth analogique (s)HB obtenus en 

utilisant la transformation d’Euler fractionnaire proposée sont très performants par rapport au 

filtre numérique (z)H EuB− obtenus en utilisant la transformation d’Euler régulière 10 )z-(1 -1 . 

 
4.2.3.2 Comparaisons  

Dans cette section, on présente une étude comparative des deux techniques de la 

transformation d’Euler fractionnaire proposée pour la transformation du domaine analogique 

au domaine discret F1(z) et F2(z) des équations (4.19) et (4.20) données par : 
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21

21

1 0.05133z0.6158z1
0.4997z0.6503z1.15(z)F

−−

−−

++
−−

=  21

21

2 0.02413z0.5212z1
0.4174z0.7452z1.163(z)F

−−

−−

++
−−

=  

avec les méthodes de transformation proposées par Ngo [80] et par Pei & Hsu [40] qui sont, 

respectivement, données par les fonctions suivantes: 

 ( )
( )( )( )1j0.94271j0.94271

1

Ngo z0.2167e1z0.2167e11/2.3658z1
z1

2.3658
2.7925(z)F −−−−

−

−−+
−

=  (4.30)

 21

21

Hsu & Pei 0.0027z0.0332z0.1050
0.5950z0.4900z0.1050

14.7467-
3.0572(z)F

−−

−−

+−−
−+

×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (4.31)

A partir de ces équations, on note que le degré de complexité de la méthode de la 

transformation du domaine analogique au domaine discret proposée est inférieur ou égal au 

degré de complexité des deux méthodes de transformation utilisées pour la comparaison. 

Figures (4.10) et (4.11) montrent, respectivement, les réponses en amplitude et en phase du 

dérivateur analogique s = jω, des transformations d’Euler fractionnaire proposées F1(z) et 

F2(z), de la transformation de Ngo FNgo(z) et de la transformation de Pei & Hsu FPei&Hsu(z).  
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Figure (4.10) : Réponses en amplitude du dérivateur analogique s = jω, des transformations 

  proposées F1(z) et F2(z), de Ngo FNgo(z) et de Pei & Hsu FPei&Hsu(z).   
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Figure (4.11) : Réponses en phase du dérivateur analogique s = jω, des transformations 
  proposées F1(z) et F2(z), de Ngo FNgo(z) et de Pei & Hsu FPei&Hsu(z).   

 

Pour évaluer les performances et l'efficacité de la méthode de transformation analogique 

numérique proposée comparée aux méthodes de transformation de Ngo [80] et de Pei & Hsu 

[40], on utilise la fonction erreur absolue d'amplitude définie par: 

 jω)(e FE jω
ab −=  (4.32)

Ainsi, en substituant F(ejω) par une des quatre fonctions F1(ejω), F2(ejω), FNgo(ejω) et 

FPei&Hsu(ejω) des équations (4.19), (4.20), (4.30) et (4.31) on obtient les quatre fonctions erreur 

absolue d'amplitude qui sont montrées dans la Figure (4.12). 
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Figure (4.12) : Fonctions erreur absolue en amplitude Eab des méthodes de transformation 

proposées F1(z), F2(z), de Ngo FNgo(z) et de Pei & Hsu FPei&Hsu(z)  
 
 
De la Figure (4.12), on peut clairement voir que l’erreur absolue de la transformation d’Euler 

fractionnaire proposée et représentée par les deux fonctions F1(z) ou F2(z) est plus petite que 

l’erreur des transformations de Ngo FNgo(z) et de Pei & Hsu FPei&Hsu(z). De la Figure (4.11), 

on note aussi que la phase du dérivateur analogique s = jω a une phase constante égale à 90°. 

Par contre, les phases des quatre fonctions de transformation F1(z), F2(z), FNgo(z) et FPei&Hsu(z) 

ont des phases approximativement linéaires. Les phases de la transformation d’Euler 

fractionnaire représentée par les fonctions F1(z) et F2(z) et celle de Ngo FNgo(z) sont presque 

égaux et nettement meilleures que ceux de Pei & Hsu FPei&Hsu(z). 

Pour quantifier la mesure de l’erreur, on calcule l’intégrale de l'erreur absolue IEA comme 

suite : 

 
dωjω)(e FEAI

π

0

jω∫ −=  (4.33)

Les résultats obtenus pour la transformation d’Euler fractionnaire proposée représentée par les 

fonctions F1(z) ou F2(z) et les transformations de Ngo FNgo(z) et de Pei & Hsu FPei&Hsu(z) sont 

résumés dans la Table (4.1).   
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Table (4.1): IEA des méthodes de transformation proposées F1(z), F2(z),  
 de Ngo FNgo(z) et de Pei & Hsu FPei&Hsu(z)  

 
Méthode 

 

 
F1(z) 

 
F2(z) 

 
FNgo(z) 

 
FPei&Hsu(z) 

 
IEA 

 

 
0,0278 

 
0,0432 

 
0,0732 

 
0,1170 

 

Les résultats de la table (4.1) montrent que la transformation d’Euler fractionnaire proposée 

est plus performante que celles proposées par Ngo [80] et Pei & Hsu [40]. Par conséquent, on 

peut dire que la transformation d’Euler fractionnaire proposée, avec un degré de complexité 

au plus égal, est mieux que  les deux autres méthodes de transformation de Ngo FNgo(z) et de 

Pei & Hsu FPei&Hsu(z). 

 

4.3 Conception du filtre peigne 

 
4.3.1 Introduction [35] 

Dans plusieurs applications du traitement du signal il est nécessaire d’enlever des 

harmoniques d’interférence d’un signal à large bande sans le changer. Par exemple, la 

principale source d’interférence dans le signal électrocardiographique (ECG) est le secteur 

avec une fréquence fondamentale de 50 ou 60 Hz. Dans ce cas, le signal à traiter est 

généralement donné sous la forme suivante :  

 

I(n)s(n)

)φnsin(kωAs(n)x(n) k0

M

0k
K

+=

++= ∑
=  (4.34)

où s(n) est le signal désiré et I(n) est le signal des harmoniques de l’interférence de fréquence 

fondamentale ω0. La méthode d'extraction du signal s(n) à partir du signal corrompu x(n) sans 

distorsion est le filtrage de x(n) par un filtre numérique dit filtre peigne idéal défini par : 

⎩
⎨
⎧ =ω=ω

=ω
ailleurs,1

M...,,1,0kpourk,0
)H( 0  (4.35)

avec M est généralement choisi comme la partie entière de la valeur de (π/ω0). La fonction de 

transfert numérique qui approxime H(ω) aussi bien que possible est donnée par [35]: 
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DD-

D

C zρ1
z1(z)H

−

−

−
−

=  (4.36)

où D = (2π/ω0) est la longueur du retard (en échantillon) et 0 < ρ < 1 est le facteur de gain 

appliqué au signal retardé. La réponse en fréquence de l’amplitude du filtre peigne est 

représentée dans la figure (4.13) pour ω0 =0.2225π et ρ= 0.99. 
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Figure (4.13) : La réponse en fréquence de l’amplitude du filtre peigne 

 

Comme le montre la figure (4.13), le filtre peigne se présente sous la forme de pics 

régulièrement espacés, d’où la nomination de filtre peigne. L’espacement des pics et la 

largeur du filtre dépend de la fréquence ω0 et donc du retard D.  

 

4.3.2 Conception du filtre peigne 

Le but de cette section est d’approximer le filtre peigne par un filtre numérique RII en se 

basant sur les approximations du retard numérique d’ordre fractionnaire proposées dans les 

chapitres précédents. Le retard D peut s’écrire sous la forme : 

 D = d + m (4.37)

où d  est la partie entière du retard et m est la partie fractionnaire du retard tel que 0 < m < 1. 

Ainsi, le retard fractionnaire z-D pour D > 1 peut être implémenté comme suit : 

( )( )md zzz D −−=−  (4.38)

Les trois filtres numériques proposés pour la conception du retard numérique d’ordre 

fractionnaire z-m obtenus par discrétisation d’un système d’ordre fractionnaire en utilisant les 
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fonctions génératrices la transformation Avant, la transformation d’Euler et la transformation 

bilinéaire ou de Tustin sont donnés à partir des équations (3.26), (3.33) et (3.36) comme:   

 
( )∑

=

−

+
==

N

0i i

im
F pz

kz(z)D   avec  1(ab)Tpp i
0i

_
−=  et i

0ii
_

(ab)Tpkk =  (4.39)
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 (4.40)
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_

p
(ab)Tpkk =  

(4.41)

Ces différents filtres RII vont être utilisés pour approximer le filtre peigne de l'équation (4.36) 

par des filtre numérique RII comme suit : 

- En utilisant (z)DF de (4.39) 

( )

( )⎥⎦
⎤

⎢
⎣

⎡
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−
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(z)H(z)H  (4.42)

- En utilisant (z)DT de (4.40) 
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T
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pz
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pz
1zk

z1
(z)H(z)H  (4.43)

- En utilisant (z)DE de (4.41) 
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4.3.3 Exemples de conception 

Le premier exemple de conception du filtre peigne est obtenu en utilisant la fonction (z)HF
C de 

l’équation (4.42) où l’approximation du retard numérique d’ordre fractionnaire z-m, 0 < m < 1, 

par un filtre numérique RII est faite en utilisant la transformation Avant. Donc, pour ω0= 

0.2225π le retard D est D = (2π/ω0) = 8,9888 et pour ρ = 0.99, la fonction de transfert (z)HC  

du filtre peigne est donnée par : 
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Pour une erreur d’approximation du PPF y = 0.015 et une période d'échantillonnage T = 1s, 

les paramètres a, b, p0, N, les pôles i

_
p  et les résidus i

_
k sont obtenus comme : 

a = 1.3612     ,     b = 1.0035     ,     p0 = 30.2187 rad/s     ,     N = 2 
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Figure (4.14) montre les réponses en fréquence d’amplitude et de phase du filtre peigne idéal 

(z)HC et son approximation par un filtre numérique RII (z)HF
C . 
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Figure (4.14) : Les réponses en fréquence du filtre peigne idéal (z)HC (trait plein) et de 

 son approximation par un filtre numérique RII (z)HF
C

 
(trait discontinu) 

 
De cette figure, on peut facilement voir que les réponses en fréquence du filtre peigne idéal 

(z)HC et du filtre numérique RII (z)HF
C sont superposées.  

 

Comme second exemple, on a considéré l’approximation du filtre peigne (z)HC par le filtre 

(z)HT
C de l’équation (4.43) où l’approximation du retard numérique d’ordre fractionnaire z-m, 

0 < m < 0.5, par un filtre numérique RII est obtenue par la transformation bilinéaire. Pour le 

but d’illustration on a pris ω0= 0.2217π, alors le retard D est D = (2π/ω0) = 9.0212 et ρ = 0.99, 

la fonction de transfert (z)HC  du filtre peigne est donnée par : 
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Pour une erreur d’approximation du PPF y = 1dB et une période d'échantillonnage T = 1s, les 

paramètres a, b, p0, N, les pôles i

_
p  et les résidus i

_
k sont obtenus comme : 

a = 1.2718     ,     b = 228.2919     ,     p0 = 30.2187 rad/s     ,     N = 1 
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Figure (4.15) montre les réponses en fréquence d’amplitude et de phase du filtre peigne idéal 

(z)HC et son approximation par un filtre numérique RII (z)HT
C . 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

A
m

pl
itu

de
 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-100

-50

0

50

100

Fréquence Normalisée (x pi) 

Ph
as

e 

 

Figure (4.15) : Les réponses en fréquence du filtre peigne idéal (z)HC (trait plein) et de 
 son approximation par un filtre numérique RII (z)HT

C

 
(trait discontinu) 

La superposition des deux réponses en fréquence, dans la Figure (4.15),  montre l’exactitude 

de la méthode d’approximation. 

Le troisième exemple concerne la conception numérique du filtre peigne (z)HC  en utilisant la 

fonction (z)HE
C de l’équation (4.44) où l’approximation de z-m, 0 < m < 1, par un filtre 

numérique RII est faite en utilisant la transformation d’Euler. Donc, pour ω0= 0.221π, le 

retard D est D = (2π/ω0) = 9.05 et pour ρ = 0.99, la fonction de transfert (z)HC  du filtre 

peigne est donnée par : 
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Pour une erreur d’approximation du PPF y = 1 dB et une période d'échantillonnage T = 1s, les 

paramètres a, b, p0, N, les pôles i

_
p  et les résidus i

_
k sont obtenus comme : 

a = 1.2743     ,     b = 100     ,     p0 = 10 rad/s     ,     N = 1 
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Figure (4.16) montre les réponses en fréquence d’amplitude et de phase du filtre peigne idéal 

(z)HC et son approximation par un filtre numérique RII (z)HE
C . 
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Figure (4.16) : Les réponses en fréquence du filtre peigne idéal (z)HC (trait plein) et de 
 son approximation par un filtre numérique RII (z)HE

C

 
(trait discontinu) 
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Les réponses en fréquence représentées en Figure (4.16) montrent que le filtre numérique RII 

(z)HE
C est une très bonne approximation du filtre peigne idéal (z)HC .  

En conclusion, ces simulations valident l'efficacité de la méthode de conception du retard 

numérique d’ordre fractionnaire dans la réalisation des systèmes numériques. 

 

4.4. Conclusion 

 
L’objectif de ce chapitre est la validation des méthodes d’approximation du retard 

numérique d’ordre fractionnaire dans la réalisation des systèmes numériques.  

Dans la première partie de ce chapitre, une nouvelle technique de transformation du domaine 

analogique au domaine discret basée sur le retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-m 

(0 < m < 1) dite transformation d'Euler d'ordre fractionnaire a été proposée. Elle est similaire 

à la transformation d'Euler ordinaire, où l'opérateur de  retard numérique z-1 est remplacé par 

l'opérateur de retard fractionnaire numérique z-m. La conception de cette transformation 

d'Euler d'ordre fractionnaire a été obtenue en utilisant l’implémentation par un filtre 

numérique RII du retard numérique d’ordre fractionnaire idéale. Les simulations réalisées ont 

montrés une nette amélioration de la transformation analogique-numérique proposée dans les 

hautes fréquences par rapport à la transformée d'Euler classique. Des comparaisons avec des 

méthodes très récentes dans la littérature ont été aussi faites et les résultats obtenus étaient très 

satisfaisants. Les implémentations numériques du retard d’ordre fractionnaire idéal                 

z-m (0 < m < 1) proposées ont été utilisés, par la suite, dans la conception d’un filtre peigne 

numérique RII. Des simulations ont été faites et les résultats obtenus ont été excellents.   
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1. Conclusion 
 

L’objectif de ce travail porte essentiellement sur le développement de techniques  

d’implémentation du retard numérique d’ordre fractionnaire idéal z-m, pour  0 < m < 1, ainsi 

que son application. À cause de sa représentation par une fonction irrationnelle, le retard 

numérique d’ordre fractionnaire idéal z-m, pour 0 < m < 1, ne peut pas être exactement 

implémenté, seulement une implémentation limitée peut être accomplie en utilisant les 

techniques d’approximation. Plusieurs techniques de conception ont été proposées pour 

l’approximation du retard numérique d’ordre fractionnaire idéal par des filtres numériques. 

Mais la majorité de ces techniques de conception conduisent à des filtres numériques RIF et à 

des filtres numériques RII passe-tout ou à phase non minimale. Ces raisons nous ont motivés 

pour proposer de nouvelles méthodes d’implémentation numérique du retard idéale z-m en 

utilisant des filtres numérique RII stables, causales et à phase minimale. 

Alors, notre contribution a porté sur l’application des concepts des opérateurs et des 

systèmes d’ordre fractionnaire dans la conception et l’implémentation du retard numérique 

d’ordre fractionnaire idéal  z-m (0 < m < 1) par des filtres RII stables, causales et à phase 

minimale ; ainsi que son analyse et applications dans certains types de systèmes numériques. 

Dans la première partie de notre contribution, on a démontré que pour des conditions bien 

précises l’opérateur de retard numérique d’ordre fractionnaire idéal z-m, pour 0 < m < 1, peut 

être obtenu par discrétisation d’un système d’ordre fractionnaire analogique en utilisant les 

fonctions génératrices suivantes : 

- la transformation Avant. 

- la transformation d’Euler. 

- la transformation bilinéaire ou de Tustin.   

Donc, trois différentes implémentations de l’opérateur de retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéal z-m  pour 0 < m < 1, par des filtres numériques à réponse impulsionnelle 

infinie (RII) ont été obtenues par discrétisation de la fonction rationnelle analogique 

approximant la fonction de transfert irrationnelle analogique du système d’ordre fractionnaire, 

en utilisant les fonctions génératrices précédentes. Pour justifier l’efficacité et la précision des 

méthodes proposées pour concevoir un filtre numérique RII stable, causale et à phase 

minimale approximant le retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-m, pour 0<m<1, des 

simulations et des comparaisons avec deux méthodes très récentes ont été faites et les résultats 

obtenus ont été très satisfaisants.  
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 Dans la seconde partie de notre contribution, en premier lieu, une technique de 

transformation du domaine analogique au domaine discret basée sur le retard numérique 

d’ordre fractionnaire idéale z-m (0 < m < 1) dite transformation d'Euler d'ordre fractionnaire a 

été proposée. La conception de cette transformation a été obtenue en utilisant 

l’implémentation par un filtre numérique RII du retard numérique d’ordre fractionnaire idéal. 

Les simulations réalisées ont montrés une nette amélioration de la transformation 

analogique/numérique proposée dans les hautes fréquences par rapport à la transformée 

d'Euler classique. Des comparaisons avec des méthodes très récentes dans la littérature ont été 

aussi faites et les résultats obtenus étaient très satisfaisants. Ensuite, les implémentations 

numériques du retard d’ordre fractionnaire idéal z-m (0 < m < 1) proposées ont été utilisés 

dans la conception d’un filtre peigne numérique RII. Des simulations ont été faites et les 

résultats obtenus ont été excellents.   

 

2. Perspectives et suggestions 

 

Dans la continuité des travaux de cette thèse, les perspectives et les suggestions des 

travaux de recherche que l’on peut envisager sont cités au dessous comme: 

• Amélioration des techniques d’approximation proposées par optimisation des 

erreurs entre le retard numérique d’ordre fractionnaire idéal  z-m (0 < m < 1) et 

son implémentation par des filtres numériques RII. 

• Extension des résultats obtenus pour l’implémentation du retard numérique 

d’ordre fractionnaire idéal  z-m (0 < m < 1) par des filtres numériques RIF. 

• Applications des résultats obtenus dans d’autres systèmes numériques contenant 

des retards numériques d’ordre fractionnaire idéal. 

• Extension des travaux à l’implémentation numérique du retard numérique idéal   

z-m d’ordre fractionnaire variable pour 0 < m < 1. 

• Extension des résultats obtenus pour l’implémentation de l’avance numérique 

d’ordre fractionnaire idéal  zm (0 < m < 1) par des filtres numériques RII. 
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Résumé 
 

Dans les dernières décennies, le concept du retard numérique d’ordre fractionnaire a été 

trouvé utile dans plusieurs problèmes pratiques dans différents domaines de l’ingénierie. La 

fonction de transfert de ce retard numérique d’ordre fractionnaire idéale est donnée par : 
mzD(z) −=    ,  avec 0 < m < 1 

A cause de sa représentation par une fonction irrationnelle, le retard numérique d’ordre 

fractionnaire idéal ne peut pas être exactement implémenté, seulement une implémentation 

limitée peut être accomplie en utilisant les méthodes d’approximation.  

Dans cette thèse des méthodes de conception de filtres numériques RII stable, causale et à 

phase minimale, en se basant sur les opérateurs et les systèmes d’ordre fractionnaire, 

approximant le retard numérique d’ordre fractionnaire idéale z-m (0 < m <1) sont présentées. 

Des exemples illustratifs et des applications ont été présentés pour démontrer l’efficacité et 

l’exactitude des méthodes de conception du retard numérique d’ordre fractionnaire idéale 

proposées. Les résultats des simulations obtenus ont été discutés et comparés avec des 

méthodes d’implémentation du retard numérique d’ordre fractionnaire idéale très récentes 

dans la littérature. 

 

 
Mots Clés : 
Approximation de Charef, Filtre numérique RII, Pôle à puissance fractionnaire,  

Retard numérique d’ordre fractionnaire, Transformation analogique numérique 
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Abstract 
 

In the recent years, the fractional order digital delay concept has been found to be useful in 

several practical problems in different fields of engineering. The transfer function of this ideal 

fractional order digital delay is given by: 
mzD(z) −=    , with  0 < m < 1 

Because of its representation by an irrational transfer function, the ideal fractional order 

digital delay cannot be exactly implemented; only a limited implementation may be 

accomplished using approximation methods. 

In this thesis design methods of stable, causal and minimum phase digital IIR filter, based on 

fractional order systems and operators, approximating the ideal fractional order digital delay 

z-m (0 < m <1) are presented. Illustrative examples and applications have been presented to 

demonstrate the effectiveness and the exactitude of the proposed fractional delay digital filter 

design methods. The simulation results obtained have been discussed and compared to the 

most recent implementation methods of the ideal fractional order delay in the literature. 

 

 

 

Key Words: 

Analog to digital transform, Charef’s approximation, Fractional order digital delay, 

Fractional power pole, IIR digital filter 
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  ملخص
  

 تطبيقيةال سائلذو الدرجة الناطقة مفيد في العديد من الم لوحظ في العقود الأخيرة أن مفھوم التأخير الرقمي

 :كما يلي  كونت ذو الدرجة الناطقة ل لھذا التأخير الرقمي المثاليدالة التحوي  .في مختلف مجالات الھندسة

0 < m < 1   مع   ,    mzD(z) −=  

 يمكن لا لذلك ,نطقةيمثل بواسطة دالة تحويل غير م ذو الدرجة الناطقة الرقمي المثالي لأن ھذا التأخير

  .تقريبيةالطرق الباستخدام  مكن إنجازهيد فقط وإنشاء محد بل ,علي نحو دقيقجازه نا

و ذات طور ذي الحد  ةسببي, مستقرةرقمية  IIR مرشحات في ھذه الأطروحة قمنا بعرض طرق لتصميم

ذو الدرجة  التأخير الرقمي المثاليتقرب  إلى أنظمة وعوامل ذات درجة ناطقة بالاستنادوذلك , الأدنى

  .(m <1 > 0)الناطقة 

التأخير الرقمي  تصميمل ساليب المقترحةدقة الأفعالية و للتدليل على بيقاتو تط و لقد قدمنا أمثلة توضيحية

 تنفيذ مع أساليب ومقارنتھا التي تم الحصول عليھا نتائج المحاكاة ونوقشت .ذو الدرجة الناطقة المثالي

  .جدا الحديثة مناشير العلميةال في الموجودة ذو الدرجة الناطقة التأخير الرقمي المثالي
 

 

  :المفاتيح كلمات

   التأخير الرقمي ذو الدرجة الناطقة، ،ذو درجة ناطقة قطب الرقمي، IIR مرشح ,شارفمقاربة 

 التماثلي الرقمي التحويل
 

 

 

 

 

  
 

 
 




