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Résumé 
La contribution à travers le travail développé dans cette thèse concerne la proposition et le 

développement de différentes approches pour la synchronisation de systèmes non linéaires sur 

des trajectoires stables ou instables ainsi que pour la chaotification et l’hyperchaotification 

des systèmes non linéaires. Plusieurs approches sont proposées ; elles correspondent aux 

points suivants : 

 L’utilisation de l’algorithme backstepping pour le contrôle des systèmes chaotiques 

continus. L’efficacité de cette méthode récursive que ce soit pour la stabilisation du système 

sur son point fixe ou pour la poursuite d’une référence prédéterminée est montrée avec un 

exemple d’application. La méthode offre une stabilité asymptotique garantie car les lois de 

contrôle qui sont tirées directement de la fonction de Lyapunov, en satisfont les conditions de 

stabilité.  

 L’utilisation d’une méthode de contrôle qui se base sur une combinaison intéressante de 

la logique floue et le contrôle prédictif basé sur un régulateur classique PID ; notre objectif est 

d’étudier les performances de la méthode pour le contrôle des systèmes chaotiques discrets. 

La méthode est très efficace surtout lorsque la prédiction est faite par un modèle non linéaire. 

 L’application des méthodes de contrôle pour la synchronisation des systèmes chaotiques. 

Des méthodes basées sur les méthodes de contrôle actif, hybride à rétroaction, backstepping et 

mode glissant ont été ainsi développées et testées sur des systèmes discrets et continus. Le cas 

des systèmes avec des paramètres incertains a été particulièrement abordé et représente une 

part importante de notre contribution. Ces méthodes sont appliquées pour la synchronisation 

des systèmes identiques, systèmes différents, systèmes hyperchaotiques et les systèmes 

incertains. 

 L’anti-contrôle ou chaotification des systèmes. Cette partie consiste à générer le chaos 

dans des systèmes n'ayant aucun comportement chaotique dans leur dynamique. Les 

approches développées se basent sur une amélioration de la méthode d’anti contrôle impulsif 

et la méthode par retour d’état développée dans le mémoire de magister d’une part, et la 

proposition de techniques telles que l’introduction d’une perturbation périodique avec une 

fréquence d’oscillation différente sur l’une des variables, d’autre part. 

 La dernière partie est consacrée à l’hyperchaotification des systèmes chaotiques. Deux 

méthodes ont été présentées : le contrôle par retour d’état et le contrôle par perturbation 

paramétrique du système. Les deux méthodes sont appliquées sur des exemples de systèmes 

chaotiques et les résultats obtenus sont très satisfaisants.
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Introduction générale 
 

L'invention des ordinateurs dans les années 50 a été un tournant dans l'histoire des systèmes 

dynamiques. L'ordinateur a rendu possible ce qui ne l’était pas avant, c'est-à-dire les calculs 

rapides et les simulations numériques des équations. C’est d’ailleurs ce qui a permis  le 

développement important des travaux sur les systèmes non linéaires et a conduit à la 

découverte de la dynamique chaotique, par Lorenz en 1963 [1]. Ce dernier a été le premier à 

mettre en évidence l'extrême sensibilité aux perturbations d'un simple modèle de calcul de la 

convection atmosphérique.  

Le travail de Lorenz n'a eu que peu d'impact à ce moment là et ce n’est qu'au début des années 

1970, que les recherches sur le chaos ont véritablement démarré. En 1971, Ruelle et Takens 

ont proposé une nouvelle théorie concernant l'initialisation de la turbulence dans les fluides, 

basée sur la considération d'attracteurs étranges [2]. En 1975, Li et York ont été les premiers à 

utiliser le terme "chaos" pour exprimer un comportement plus compliqué que l’équilibre, le 

périodique et le quasi-périodique [3]. Un an après, May a trouvé des exemples de chaos dans 

les applications itératives modélisant des interactions de populations en biologie et il a écrit 

un article important décrivant comment un simple système non linéaire peut avoir un 

comportement complexe et chaotique [4]. Ensuite, le physicien Feigenbaum a découvert qu'il 

y a des lois universelles qui gouvernent la transition d'un comportement régulier vers un 

comportement chaotique [5]. Ses travaux ont permis d'établir une relation entre ce qui est 

appelé "cascade de doublements de période" et le chaos et cela a conduit les physiciens à 

s'intéresser à l'étude des systèmes dynamiques. 

Parallèlement aux travaux sur le chaos, une autre notion a été développée dans le domaine des 

systèmes dynamiques dans les années 1970, c’est celle des fractales. Mandelbrot a produit sur 

ordinateur des graphiques de ces fractales et a montré comment cette notion peut être utilisée 

dans différents domaines [6]. En particulier, en biologie mathématique, Arthur Winfree a 

appliqué des méthodes géométriques aux oscillations biologiques, entre autres les rythmes 

biologiques et les rythmes cardiaques pour caractériser des fractales [7].  

Les effets chaotiques dans les circuits électroniques ont été constatés pour la première fois par 

Van der Pol en 1927 [8]. En 1983, Chua et Matsumoto ont synthétisé le premier circuit 

électronique, autonome et chaotique, l'oscillateur double spiral, maintenant connu sous la 



________________________________________________________________ Introduction générale 

2 

 

dénomination "circuit de Chua". Il est maintenant étudié comme un circuit électronique 

chaotique modèle [9].  

Depuis sa découverte, le chaos a été considéré comme un comportement incontrôlable et 

imprédictible : Incontrôlable parce que une petite perturbation peut conduire le système à un 

état totalement différent du premier ; Imprédictible parce que une petite différence dans les 

conditions initiales ou dans les paramètres du système, provoque une évolution différente 

dans la trajectoire du système.  Le premier pas dans le domaine de contrôle du chaos a été fait 

en 1989 [10], mais c’est Ott, Grebogi et York en 1990 qui publient le premier article sur le 

contrôle du chaos [11]. Ils ont montré qu’une telle dynamique complexe pouvait être 

stabilisée par une méthode simple et efficace, ce qui a vraiment intéressé les chercheurs du 

domaine. Pendant le même temps Pecora et Carroll ont travaillé sur la synchronisation du 

chaos. Ils ont montré que malgré la dynamique très complexe des systèmes chaotiques, il était 

possible de les synchroniser, même s’ils évoluaient initialement de deux états différents [12].  

En 1996, Chen et Lai ont proposé une méthode de génération du chaos à partir d’un système 

non chaotique. Le principe consiste à appliquer sur le système, une loi de commande tirée de 

la condition de stabilité de Lyapunov pour déstabiliser le système de sa position d’équilibre 

sans divergence [13]. 

A partir de là, beaucoup de recherche ont été développées sur le contrôle, la synchronisation, 

la chaotification ou anti-contrôle des systèmes dynamiques non linéaires.  

Un certains nombre de ces recherches concerne l’application de la synchronisation du chaos, 

dans les communications sécurisées où le signal chaotique est utilisé pour masquer les 

messages à transmettre. Perez et Cerderia [14] ont prouvé que le masquage des messages par 

un système chaotique normal (possédant un seul exposant de Lyapunov positif) n’était pas 

toujours efficace. Puis Pecora a montré que ce problème pouvait être résolu en utilisant un 

système chaotique de dimension élevée c'est-à-dire avec plusieurs exposants de Lyapunov 

positifs. Ceci a conduit aux travaux sur l’hyperchaotification. Le comportement dynamique 

des systèmes hyperchaotiques est plus compliqué que celui d’un simple système chaotique. 

C’est pour cette raison que ces systèmes offrent plus de sécurité dans le domaine de la 

communication.   

Notre contribution à travers le travail développé dans le cadre de cette thèse concerne la 

proposition et le développement de nouvelles approches pour le contrôle, la synchronisation 
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des systèmes chaotiques ainsi que la chaotification et l’hyperchaotification. Notre contribution 

porte sur les points suivants : 

- L’application de l’algorithme backstepping pour le contrôle des systèmes chaotiques 

d’ordre élevé.  

- L’application du contrôle prédictif flou pour le contrôle des systèmes discrets 

- L’étude des différents problèmes de synchronisation des systèmes chaotiques. 

- Le développement d’une méthode adaptative basé sur l’algorithme backstepping pour 

la synchronisation des systèmes chaotiques à paramètres incertains. 

- L’amélioration de la méthode du contrôle actif en intégrant une action  adaptative pour 

la synchronisation des systèmes continus d’ordre supérieur. 

- La génération de la dynamique chaotique par des méthodes à retour d’état et 

l’illustration de leurs efficacités pour la génération du comportement hyperchaotique. 

Le travail est présenté en cinq chapitres.  

Le premier chapitre est consacré à l’introduction des éléments fondamentaux associés aux 

systèmes dynamiques en général et aux systèmes chaotiques en particulier. Ainsi les modèles 

généraux qui définissent les systèmes dynamiques en temps continu et en temps discret sont 

présentés en même temps que les notions d’espace de phase et de trajectoire. Les outils 

d’analyse des systèmes chaotiques sont abordés, en particulier les exposants de Lyapunov et 

les diagrammes de bifurcation qui par leurs caractéristiques offrent une solution facile et très 

fiable. 

Nous présentons dans le deuxième chapitre le principe de contrôle des systèmes chaotiques. 

Trois méthodes de contrôle sont développées. Une description complète de la méthode de 

contrôle OGY est faite. La méthode est appliquée pour le contrôle du système discret de 

Hénon où un choix judicieux de la loi de contrôle permet de supprimer le chaos le plus 

rapidement possible. L’algorithme backstepping est utilisé pour le contrôle des systèmes 

chaotiques continus, et nous montrons grâce à un exemple d’application, l’efficacité de la 

méthode récursive que ce soit pour la stabilisation du système sur son point fixe ou pour la 

poursuite d’une référence prédéterminée. La méthode offre une stabilité asymptotique 

garantie car les lois de contrôle qui sont tirées directement de la fonction de Lyapunov 

satisfont les conditions de stabilité. Le chapitre se termine par la présentation d’une méthode 

de contrôle qui se base sur une combinaison intéressante de la logique floue et du contrôle 

prédictif basé sur un régulateur classique PID ; notre objectif est d’étudier les performances 
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de la méthode pour le contrôle des systèmes chaotique discrets. La méthode est très efficace 

surtout lorsque la prédiction est faite par un modèle non linéaire. 

Nous consacrons le troisième chapitre à la synchronisation des systèmes chaotiques continus 

et discrets. Nous  présentons quelques méthodes telles que le contrôle actif, le backstepping, 

le mode glissant, le contrôle non linéaire et le contrôle hybride. Ces méthodes sont appliquées 

pour la synchronisation des systèmes identiques, différents, hyperchaotiques et incertains. 

La chaotification des systèmes non linéaires est abordée dans le chapitre quatre. Dans le cas 

discret, une description de la méthode d’anti-contrôle proposée par Chen, basée sur le choix 

des valeurs des exposants de Lyapunov est détaillée. La méthode est appliquée sur des 

systèmes chaotiques d’ordre élevé et sur des systèmes qui n’admettent aucun comportement 

chaotique. Dans le cas continu, Plusieurs méthodes ont été appliquées, en particulier: la 

méthode Delay Feedback Control, la méthode basée sur la perturbation d’un paramètre du 

système, l’anti-contrôle impulsif et autre extension de l’algorithme d’anti-contrôle. 

Le dernier chapitre est consacré à la théorie de l’hyperchaotification des systèmes chaotiques. 

Des méthodes de contrôle par retour d’état sont appliquées afin d’augmenter la dimension du 

système qui devient ainsi hyper chaotique, grâce à un bon choix du paramètre de contrôle. 

Enfin, on termine par une conclusion générale ainsi que quelques perspectives qui peuvent 

être abordées ultérieurement.    
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Chapitre I : Généralités sur les systèmes chaotiques  
I.1 Introduction 
Le but de ce chapitre est de mieux faire connaître les conditions nécessaires pour qu’un 

système ait un comportement chaotique. Nous partirons de quelques définitions préliminaires 

permettant de cerner les caractéristiques essentielles des systèmes dynamiques. L’étude 

rigoureuse de ce type de système étant en général délicate, nous nous limiterons à une étude 

qualitative purement graphique. Pour cela, nous introduisons le diagramme de phase, le 

diagramme de bifurcation, l’exposant de Lyapunov, la section de Poincaré, afin de formuler 

les critères permettant de caractériser les mouvements réguliers et les mouvements 

chaotiques.  

I.2 Le chaos 

Il n’existe pas de définition à la fois formelle et générale du chaos. Cependant, le chaos est 

défini généralement comme un comportement particulier d’un système dynamique qui inclut: 

 La non-linéarité. Si le système est linéaire, il ne peut pas être chaotique. 

 Le déterminisme. Un système chaotique a des règles fondamentales déterministes 

(plutôt que probabilistes). 

 La sensibilité aux conditions initiales. De très petits changements sur l’état initial 

peuvent mener à un comportement radicalement différent dans son état final. 

 L’imprévisible. En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent être 

connues seulement à un degré fini de précision. 

 L’irrégularité. Ordre caché comprenant un nombre infini de modèles périodiques 

instables  (ou mouvements). Cet ordre caché forme l’infrastructure des systèmes 

chaotiques 

Pratiquement, une dynamique chaotique peut être identifiée, en première analyse, par la 

reconnaissance de propriétés caractéristiques : attracteur étrange, spectre, sensibilité aux 

conditions initiales … etc.  

I.3 Quelques définitions   

I.3.1 Systèmes dynamiques  

Du point de vue mathématique, un système dynamique est défini à partir d’un ensemble de 

variables qui forment le vecteur d’état 𝑋 =  𝑥𝑖 ∈  ℝ , 𝑖 = 1, … , 𝑛 où 𝑛 représente la 

dimension du vecteur.  
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Ces variables caractérisent complètement l’état instantané du système dynamique. En 

associant en plus un système de coordonnées, on obtient l’espace d’état qui est également 

appelé l’espace de phase. 

En plus de l’espace d’état, un système dynamique est défini par une loi d’évolution, 

généralement désignée par dynamique, qui caractérise l’évolution de l’état du système au 

cours du temps.  

La notion de déterminisme provient du fait que le système considéré est complètement 

caractérisé par son état initial et sa dynamique. 

Les systèmes dynamiques sont classés en deux catégories : 

  Systèmes dynamiques discrets, 

 Systèmes dynamiques continus. 

I.3.2 Systèmes dynamiques discrets 

Un système dynamique discret est représenté par des équations aux différences de la forme 

[15], [16] :  

𝑥 𝑘 + 1 = 𝐺(𝑥 𝑘 , 𝑘)   (I.1) 

Où 𝐺: ℝ𝑛 × ℤ+ → ℝ𝑛  désigne la dynamique du système en temps discret. 

Si on associe à cette dynamique un état initial 𝑥0 = 𝑥(𝑘0), alors pour chaque couple (𝑥0, 𝑘0) 

donné, on peut identifier une solution unique 

 𝛷𝐺 . ; 𝑥0, 𝑘0 : ℤ+ → ℝ𝑛      (I.2) 

Telle que :  

𝛷𝐺 𝑘0; 𝑥0 , 𝑘0 = 𝑥0     et    𝛷 
𝐺 𝑘 + 1; 𝑥0, 𝑘0 = 𝐺(𝛷𝐺 𝑘; 𝑥0 , 𝑘0 , 𝑘)  (I.3) 

En temps discret on définit également le système autonome comme une dynamique qui ne 

dépend pas de l’instant k : 

𝑥 𝑘 + 1 = 𝐺(𝑥 𝑘 )   (I.4) 

I.3.3 Systèmes dynamiques continus 

Un système dynamique continu est décrit par un système d’équations différentielles de la 

forme [17]:  

𝑥 (𝑡) = 𝐹(𝑥 𝑡 , 𝑡)        (I.5) 

Où  𝐹: ℝ𝑛 × ℝ+  → ℝ𝑛  représente la dynamique du système. 

 

Si on associe à cette dynamique un état initial 𝑥0 = 𝑥(𝑡0), alors pour chaque couple (𝑥0, 𝑡0) 

on peut identifier une solution unique 𝛷 . ; 𝑥0 , 𝑡0 : ℝ+ → ℝ𝑛  telle que : 
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𝛷𝐹 𝑡0; 𝑥0 , 𝑡0 = 𝑥0          

𝛷 
𝐹 𝑡; 𝑥0, 𝑡0 = 𝐹(𝛷𝐹 𝑡; 𝑥0 , 𝑡0 , 𝑡)         (I.6) 

L'évolution des ensembles d’états successifs occupés par le système à chaque instant 𝑡 

représente la trajectoire du système. 

I.3.4 Systèmes autonomes et non autonomes 

Soit le système dynamique suivant : 

   ),()()( txf
dt

tdxtx        (I.7) 

Lorsque le champ de vecteurs f ne dépend pas explicitement du temps, on dit que le système 

dynamique est autonome. Dans le cas contraire il est non autonome.  

Par un changement de variable approprié, on peut toujours transformer un système dynamique 

non autonome de dimension n en un système dynamique autonome équivalent de dimension

1n . 

I.3.5 Système déterministe  

Soit U  l’ensemble des conditions initiales et soit Ux 0 , Alors, si pour tout 0x ,  0, xtx  existe 

et est unique, le système est dit déterministe. Lorsque le chaos se développe dans un tel 

système, on parle alors de chaos déterministe. 

I.4 Techniques de caractérisation du comportement chaotique 

L’identification des caractéristiques des systèmes non linéaires à partir d’observations peut se 

faire grâce à des outils issus du domaine des dynamiques non linéaires tels que : la section de 

Poincaré, l’espace des phases, le diagramme de bifurcation, les exposants de Lyapunov [18], 

[19]. 

I.4.1 La section de Poincaré 

La section de Poincaré est un outil mathématique simple permettant de transformer un 

système dynamique continu en un système dynamique discret. Cette transformation s'opère 

via une réduction d'une unité de l'ordre du système. 

Soit un système dynamique continu, décrit dans un espace d'état de dimension n  et une 

surface de dimension ( 1n ) définie dans cet espace. L’application de Poincaré est le système 

dynamique en temps discret dont la suite des itérés correspond aux coordonnées des points 

d'intersection successifs de la trajectoire avec cette surface. 
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Fig. I.1. La section de Poincaré 

 

L'ensemble des points d'intersections, situés sur la surface représente la section de Poincaré. 

Dans un espace euclidien, le plan de la section doit être choisi de manière à garantir 

l’existence d’intersections avec la trajectoire Φ et de telle sorte que celle-ci le traverse 

alternativement dans un sens puis dans l'autre.  

On peut définir trois applications différentes de Poincaré.  
p décrit les points où Φ traverse le plan dans le sens du vecteur normal,  
p dans le sens contraire  
p décrit la suite des points d'intersection quel que soit le sens de traversée.   

Si Φ est bornée sans tendre asymptotiquement vers un équilibre et définie sur un espace 

euclidien, alors il existe toujours une surface pour laquelle les trois applications de Poincaré 

sont définies. 

I.4.2 L’espace de phases  

A partir d’un état initial 𝑥0 et après un régime transitoire, la trajectoire d’un système 

dynamique atteint une région limitée de l’espace de phase. Ce comportement asymptotique 

obtenu pour 𝑡, 𝑘 → ∞ est une des caractéristiques les plus importantes à étudier pour tout 

système dynamique. Si dans le cas d’un système linéaire la solution asymptotique est unique 

et indépendante de la condition initiale, en présence de non-linéarités, il existe une plus 

grande variété de régimes permanents, parmi lesquels:  

 Les points fixes ou points d’équilibre 

 Les solutions périodiques  

 Les solutions quasi-périodiques  

 Le chaos 

Points d’intersections 

Trajectoire du système 
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 Point fixe ou point d’équilibre 

Un point fixe ou point d’équilibre est une solution constante du système. Il est obtenu en 

résolvant le système d’équations : 

 Cas discret : 

𝑋 = 𝐺(𝑋)                (I.8) 

 Cas continu : 

   𝑋 = 𝐹 𝑋 ⇒ 𝑥  𝑡 = 0               (I.9) 

Dans l’espace de phase, le point fixe se représente par un point. Sa valeur est déterminée en 

fonction de la condition initiale choisie. Ainsi, pour des conditions initiales différentes on peut 

retrouver plusieurs points d’équilibre. De même, ces points peuvent être stables ou instables 

suivant que les trajectoires voisines convergent ou divergent entre-elles. 

 Solution périodique  

Le régime asymptotique permanent périodique correspond à une trajectoire dont les répliques 

d’une portion élémentaire sont espacées à des intervalles 𝑛𝑇, 𝑛 ∈ ℕ+ et 𝑇 la période de la 

solution.  

Dans l’espace de phase, l’ensemble limite correspondant à cette solution est une courbe 

fermée. Si l’espace de phase est de dimension 2, la solution périodique sera un cercle, une 

ellipse, ou toute autre forme géométrique fermée. Pour revenir à son état précédent, le 

système met exactement une période. 

Si on travaille dans un espace de phase de dimension supérieur à 2, il faut tenir compte de 

certaines subtilités. En effet, dans un tel espace, une trajectoire périodique ne se situe pas 

nécessairement dans un même plan et elle peut se développer dans différentes formes 

fermées, il est parfois impossible d’étudier la trajectoire générée par le système dans l’espace 

de phase. Pour éviter ce problème on utilise la section de Poincaré. 

 Solution quasi-périodique  

Une solution quasi-périodique correspond à une somme de solutions périodiques dont le 

rapport des périodes est un nombre irrationnel. Un régime quasi-périodique est représenté 

dans l’espace d’état par un tore. 

 Solution chaotique  

Une telle solution a une trajectoire asymptotique bornée avec une extrême sensibilité aux 

conditions initiales. Ainsi, deux trajectoires de phases initialement voisines s’écartent 

toujours l’une de l’autre, et ceci quelle que soit leur proximité initiale.  
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La moindre erreur ou imprécision sur la condition initiale peut mener à un comportement très 

différent ce qui ne permet pas de faire une prédiction sur le comportement à long terme du 

système. Ainsi, bien que l’on traite de systèmes déterministes, il est impossible de prévoir à 

long terme leurs comportements.  

 

 

 

 

 

 

 

 

                        
                                   a)                                                                 b) 
  

 

 

 

 

 

 

 
c) 

Fig. I.2 Comportement dynamique : a) point fixe, b) orbite périodique, c) attracteur chaotique 

 

L’espace de phases est un outil qui permet d’avoir une évaluation qualitativement de la 

solution obtenue. La théorie des équations différentielles linéaires à coefficients constants 

montre que la solution générale est obtenue à partir des valeurs propres de l’équation 

caractéristique déduite de la matrice des dérivées partielles du système. Ainsi, la méthode de 

l’espace de phase qui est une technique qualitative simple et efficace permet la détermination 

du type de stabilité du point d’équilibre, à partir de la nature des valeurs propres de la matrice 

Jacobienne de la fonction f  linéarisée au tour du point d’équilibre eqx . 

La linéarisation revient à poser :  
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  xxx eq        (I.10) 

Ce qui donne 

  xxx eq         (I.11) 

On obtient donc : 

   xxfxx eqeq          (I.12) 

Par le développement de Taylor du premier ordre de  xf , on obtient 

        eqeqeqeq xxxfxfxxf  .      (I.13) 

D’où 

    ,xxDfx eq      00 xx       (I.14) 

 xDf  représente la matrice jacobienne de  xf  par rapport à x , tel que 

  ,













j

i

dx
df

Df   njni ,,2,1;,,2,1       (I.15) 

Cette équation montre l’évolution dans le temps d’une perturbation 0x  au voisinage du point 

d’équilibre. Il a été démontré que les parties réelles des valeurs propres de  eqxDf  

représentent la vitesse d’expansion   ,0Re i ou de contraction   0Re i d’une spirale 

alors que les parties imaginaires indiquent la fréquence de rotation [20]. 

Combinant les résultats démontrés pour des valeurs propres réelles et ceux correspondant à 

des valeurs propres complexes, il a été établi que quelle que soit la nature des valeurs propres, 

le type de stabilité est déterminé comme suit : 

- Si   ,0Re i pour toutes les valeurs propres, alors, toute perturbation suffisamment 

petite tend vers 0 quand t . On dit que le point eqx est asymptotiquement stable. 

Toute les trajectoires tendent vers ce point quelque soient les conditions initiales. 

- Si   ,0Re i  pour toutes les valeurs propres, alors n’importe quelle perturbation peut 

augmenter quand t . On dit que le point eqx est instable ; Les trajectoires de phase 

s’éloignent du point considéré. 

- S’il existe i  et j  tel que     ,0Re,0Re  ji   alors il s’agit d’un point d’équilibre 

non stable. 
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I.4.3 Les exposants de Lyapunov 

L’exposant de Lyapunov sert à mesurer le degré de stabilité d’un système. Un système  

sensible à de très petites variations de la condition initiale aura un exposant positif (système 

chaotique). En revanche, l’exposant est négatif si le système n’est pas sensible à des petites 

variations des conditions initiales, les trajectoires se rapprochent et on perd l’information sur 

les conditions initiales.   

Un système de dimension n possède n exposants de Lyapunov qui mesurent le taux de 

divergence suivant un des axes de l’espace de phase. L’apparition du chaos exige l’existence 

d’un exposant positif selon au moins un axe [21], tout en rendant compte que la somme des 

exposants est négative (respectivement nulle) pour les systèmes dissipatifs (respectivement 

conservatifs).  

Un exposant de Lyapunov positif (respectivement négatif) selon une direction, indique que la 

divergence entre deux trajectoires voisines augmente (respectivement diminue) 

exponentiellement avec le temps [22]. C’est une caractéristique d’un attracteur.  

A titre d’exemple, les types d’attracteurs d’un système tridimensionnel en fonction des signes 

des exposants de Lyapunov sont donnés dans le tableau suivant. 

Type d’attracteur Signe des exposants de Lyapunov 

Point fixe -  -  - 

Cycle limite 0  -  - 

Attracteur étrange +  0  - 

Tableau I.1: Caractérisation des attracteurs. 

 

 Calcul des exposants de Lyapunov 

Les exposants de Lyapunov sont généralement calculés par l’algorithme de Wolf [23]. 

On considère un système discret à n dimensions  

   ,1 kk xfx    ,2,1,0k     (I.16) 

Le i-ème exposant de Lyapunov est défini en fonction du taux de croissance du ième  axe 

principale iv  par la formule [24] 

  
 

 
,

0
log1lim

i

i

ni v
Nv

n
  ni ,,2,1     (I.17) 

Les vecteurs  kvi  se transforment d’après la formule 

       kvkJkv ii 1 ,  ni ,,2,1      (I.18) 
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Où   kJ  est la jacobienne de f  au point kx  

A 0k  les vecteurs nivi ,,2,1,   sont définis par : 

  

 

 

 1,,0,0,0,0

0,,0,0,1,0
0,,0,0,0,1

2

1















nv

v
v

      (I.19) 

Pour éviter la divergence, à chaque itération les vecteurs      kvkvkv n,,, 21   seront 

orthonormés par le procédé de Gram Schmidt : 

  
 
 

   
   

.
,,
,,

,
,
,

,

1111

1111

1122

1122
2

1

1
1

vvvvvvv
vvvvvvv

v

vvvv
vvvvv

v
vv

nnnnn

nnnnn
n























   

    (I.20) 

 

Le calcul des exposants de Lyapunov d’un système d’équations différentielles de la forme:   

   ,xf
dt
dx

  nn RRf :       (I.21) 

Se fait de façon analogue. Seulement, les équations (I.17) et (I.18) seront remplacées par : 

   

 
,log1lim

0tv
tv

t i

i

ti


   ni ,,2,1      (I.22) 

       ,tvxJtv ii   ni ,,2,1      (I.23) 

I.4.4 Le diagramme de bifurcation 

 Stabilité structurelle et bifurcation 

Un système est dit structurellement stable sur une portion de l'espace des paramètres si une 

petite perturbation du système ne modifie pas le comportement global de la dynamique sur 

cette portion. 

Tant que le système est structurellement stable, les variations de paramètres produisent des 

changements quantitatifs de la solution: coordonnées d’un point fixe, amplitude ou fréquence 

d’une solution périodique. Cependant, on peut aussi avoir qu’une infime variation de 

paramètres produise un changement qualitatif de la solution : changement de stabilité d'un 

ensemble limite. 
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A la valeur particulière du paramètre où la solution change subitement de nature, le système 

est structurellement instable ce qui autorise un brusque changement de type de la solution. Ce 

phénomène est appelé bifurcation et les points où il se produit sont les points de bifurcation. 

 Diagramme de bifurcations 

Le diagramme de bifurcation est un outil efficace pour évaluer rapidement l’ensemble des 

solutions possibles d’un système en fonction des variations de l’un de ses paramètres. Il 

permet de repérer les valeurs particulières du paramètre qui induisent des bifurcations. C’est 

un diagramme qui porte les valeurs du paramètre en abscisse et des valeurs particulières d’une 

des variables d’état en ordonnée lorsque le régime asymptotique est atteint. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
Fig. I. 3 Diagramme de bifurcation: a) système de Hénon pour 𝐛 = 𝟎. 𝟑, b) Système de Rössler pour 𝒂 = 𝟎. 𝟐 

et 𝒃 = 𝟎. 𝟐. 

- Dans le cas d'un système autonome ces valeurs particulières peuvent être obtenues en 

travaillant avec une section de Poincaré. Pour un système excité par une fonction 

périodique, on les obtient en échantillonnant la variable à la fréquence d’excitation. On 

obtient ainsi pour chaque valeur du paramètre la suite des états discrets de la variable 

lorsque le régime asymptotique est atteint. 

- Un seul point sur une verticale indique un fonctionnement périodique fondamental. En 

effet, si pour une valeur donnée du paramètre le régime est périodique, la variable 

échantillonnée à la fréquence fondamentale f prend une valeur unique. Les n  points de 

même abscisse se superposent donc exactement. 

- Lorsque les points se répartissent densément sur un segment de la verticale, on peut en 

déduire que la solution est apériodique mais il n’est pas possible de préciser si elle est 

quasi périodique ou chaotique. 

a) b) 
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I.5  Exemples de systèmes chaotiques 
 

Pour illustrer les comportements évoqués ci-dessus, nous présentons deux exemples de 

systèmes chaotiques ; l’un discret et l’autre continu. 

I.5.1 Exemple de systèmes discrets 

On considère l’équation logistique définie par l’expression suivante [25]: 

𝑥 𝑘 + 1 = 𝑝 𝑥(𝑘)(1 − 𝑥 𝑘 )     (I.24) 

L’équation logistique admet des points fixes obtenus par la résolution de l’équation  

𝑥 = 𝑝𝑥 1 − 𝑥       (I.25) 

Cette équation admet une solution 𝑥𝑓1
= 0, et d’autres solutions qui dépendent de la valeur du 

paramètre 𝑝 :  𝑥𝑓2
= 1 −

1

𝑝
. 

La figure (I.4) montre la dynamique de l’équation logistique ainsi que certains modes 

asymptotiques particuliers.   

La figure (I.4.c) nous donne un aperçu de la nature de la trajectoire pour différentes valeurs du 

paramètre p appelé paramètre de bifurcation. On remarque que pour toute valeur de 𝑝 ∈ [1,3], 

le régime permanent est formé par un point limite stable. Ainsi pour 𝑝 = 2, on observe 

qu’après une période de transition relativement courte la séquence se stabilise autour du point 

fixe 𝑥𝑓 = 0.5. Pour 𝑝 = 3.3 et 𝑝 = 3.55,  le diagramme de bifurcation fait ressortir des 

comportements différents. Pour le premier cas, l’ensemble des états limites est une solution 

périodique formé par deux points (figure I.4.b). Pour le deuxième cas, on observe une 

augmentation de la dimension de l’ensemble des états limites et la période de répétition à 8 

(figure I.4. e). Par contre, pour 𝑝 = 4 le système est dans état chaotique (figure I.4.f). Ce 

comportement est justifié par la valeur positive de l’exposant de Lyapunov représenté par la 

figure (I.4.d) 

Le phénomène de sensibilité aux conditions initiales est illustré par la figure (I.5). Pour des 

conditions initiales très proches (une différence de l’ordre de 10−4), les deux systèmes 

évoluent de la même manière dans un premier temps; mais très vite, leur comportement 

devient différent. 
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a) b) 

 

 

 

 

 

 

  

 

 
 c)  d) 

 

 

 

 

  

 

 

   

                                
                                    e)      f) 

Fig. I. 4 Comportement dynamique de l’équation logistique : c) diagramme de bifurcation. d) exposant de 

Lyapunov. a, b, e, f) : évolution du système pour 𝒑 = 𝟐, 𝒑 = 𝟑. 𝟑, 𝒑 = 𝟑. 𝟓𝟓, 𝒑 = 𝟒. 
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Fig. I. 5 Sensibilité aux conditions initiales de la fonction logistique pour 𝒑 = 𝟒 

 

I.5.2 Exemple de systèmes Continus 

On considère l’exemple du célèbre système de Lorenz donné par les équations suivantes [1]: 

 

(I.26) 
 

 

Les paramètres pour l’exemple dont la trajectoire est donnée dans la figure suivante sont les 

suivants : 28,3/8,10  rb  avec la condition  𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 = (−5, −5,10). 

Généralement, ce type de système est qualifié d’autonome, puisque la dynamique estr de la 

forme: 

𝑥 (𝑡) = 𝐹(𝑥 𝑡 )     (I.27) 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. I. 6 Trajectoire du système de Lorenz dans l’espace de phase 
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Les points fixes sont la solution de l’équation : 

                 
𝜎 𝑦 − 𝑥 = 0
 𝑟 − 𝑧 𝑥 − 𝑦 = 0
𝑥𝑦 − 𝑏𝑧 = 0

      ⇒        

𝑥 = 𝑦
𝑧 = (𝑟 − 1)

𝑦2 = 𝑏𝑧

      (I.28) 

Pour 𝑟 = 1 on a le point fixe 𝑥𝑓1
= (0,0,0) 

Dans le cas général: 

             
𝑥 = 𝑦
𝑧 = (𝑟 − 1)

𝑦2 = 𝑏𝑧

             ⇒        

𝑥 = 𝑦
𝑧 = (𝑟 − 1)

𝑦 = ± 𝑏(𝑟 − 1)

     (I.29) 

Donc le système admet en général trois points fixes : 

𝑥𝑓1
= (0,0,0),𝑥𝑓2

= ( 𝑏 𝑟 − 1 ,  𝑏(𝑟 − 1), 𝑟 − 1),𝑥𝑓3
= (− 𝑏 𝑟 − 1 , − 𝑏 𝑟 − 1 , 𝑟 − 1),    
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  e) 

Fig. I. 7 Comportement dynamique du système de Lorenz : c) diagramme de bifurcation. d) exposant de 

Lyapunov pour 𝒓 = 𝟐𝟖. e) section de Poincaré.  a, b) : évolution du système pour 𝒓 = 𝟏𝟓, 𝒓 = 𝟐𝟖. 

Pour = 10, 𝑏 = 8/3 , le diagramme de bifurcation est celui de la figure (1.7.c). Il fait ressortir 

deux types de comportement : Ainsi pour = 15 , le plus grand exposant du système est nul, 

donc il converge dans ce cas vers une orbite périodique alors que pour 𝑟 = 28 , le système est 

en plein chaos ; il a un exposant positif.  La solution périodique et l’attracteur chaotique sont 

représentés respectivement par les figure (I.7.a) et (I.7.b). La figure (I.7.e) représente les 

points d’intersection de l’attracteur chaotique avec la section du Poincaré. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. I. 8 Sensibilité aux conditions initiales du système de Lorenz 

La figure (I.8) illustre la sensibilité aux conditions initiales. Cependant, une autre 

caractéristique des systèmes chaotiques peut être observée sur les courbes précédentes. 

En effet, un système chaotique évolue d’une manière qui semble aléatoire. La figure (I.9) 

permet de comparer une évolution simple, périodique et donc prédictible d’un système 

classique avec l’évolution plus complexe, non périodique et non prédictible d’un système 

chaotique. Notons que les systèmes chaotiques obéissent tout de même aux lois de la 
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x: une variable du système chaotique de Lorenz

y: une fonction sinusoidale

physique. Si on se place dans l’approximation de la physique classique, on peut affirmer que 

le système est totalement déterministe. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Fig. I. 9 Comparaison de l’évolution d’un système non chaotique et un système chaotique 
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Chapitre II : Contrôle des systèmes chaotiques 
II.1 Introduction  

Depuis les travaux de Ott, Grebogi et York en 1990, beaucoup d’intérêt a été manifesté pour 

le contrôle des systèmes chaotiques. Les différents travaux publiés sur le sujet, montrent 

qu’un système chaotique peut être contrôlé de deux manières:  

 Par perturbation d’un des paramètres du système. Cette perturbation doit être bornée et 

très petite par rapport au paramètre perturbé 

 Par stabilisation d’une des orbites périodiques instables du système en appliquant une 

méthode de contrôle par retour d’état. C’est une méthode simple à mettre en œuvre, 

mais qui nécessite un choix judicieux du gain et du retard, dans la boucle de retour. 

Ce chapitre aborde l’aspect contrôle des systèmes chaotiques par stabilisation et suppression 

du chaos.  Il sera consacré à la présentation des principaux travaux publiés sur ce sujet. Trois 

méthodes seront présentées dans le détail : la méthode de Ott-Grebogi-Yorke [11], la méthode 

Backstepping [26] ainsi qu’une méthode de contrôle prédictif flou PD+I que nous avons 

développée. Le problème d’optimisation relatif à la manière d’amener la trajectoire au 

voisinage de l’endroit désiré ainsi que  le temps qui doit s’écouler avant le déclenchement du 

contrôle seront discutés.  

II.2 Contrôle par stabilisation et suppression du chaos 

L’objectif  de la stabilisation du chaos est d'éliminer le mouvement chaotique. Une des 

caractéristiques qui distingue les systèmes chaotiques d'autres systèmes non linéaires est la 

notion d’attracteur chaotique. L’idée du contrôle est donc d’exploiter cette notion pour 

concevoir un contrôleur.  De plus, l'instabilité d'un système chaotique se traduit en général  

par la divergence de trajectoires voisines, quelle que soit la nature de l'état en question. Pour 

contrer cette instabilité, il suffit donc d’appliquer au système une perturbation afin de l’y 

ramener de nouveau toutes les fois où le système s'écarte de l'état considéré. 

La méthode OGY est une méthode de stabilisation qui se base sur l’idée suivante : pour un 

point qui appartient à  un attracteur chaotique, il existe une orbite périodique stable ou 

instable qui passe surement au voisinage de ce point. Ainsi, si un paramètre du système est 

légèrement perturbé, les trajectoires du système vont se réunir sur la même orbite périodique, 

et à long terme la trajectoire du système devient une orbite périodique et le système devient 
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stable. Cette méthode de stabilisation est adaptée seulement aux systèmes de petites 

dimensions où les variables d’état observés ne sont soumises à aucun bruit.  

La remarque la plus importante concernant la méthode OGY, est que les orbites périodiques 

instables utilisées dans le calcul numérique, représentent des approximations des orbites 

réelles ce qui a pour conséquence, la convergence de l'état contrôlé vers des approximations 

d’orbites. Donc, la performance de la méthode OGY dépend de la précision des 

approximations. De plus cette méthode est une méthode locale ; on peut donc attendre 

longtemps avant que le système passe au voisinage de l’orbite et que le contrôle ne se 

déclenche.  

Pour améliorer l’efficacité de la méthode OGY, différentes approches ont été proposées dans 

la littérature [27-31]. En particulier, Shinbort , Ott, Grebogi et York ont proposé des 

approches pour réduire le temps d’attente et conduire la trajectoire vers le voisinage désiré 

dans un temps très court [32],[33]. Cependant, des problèmes comme la difficulté à obtenir les 

paramètres du système ou même lorsqu’ils sont bien identifiés, il est très difficile de les 

introduire comme lois de commande, peuvent être rencontrées.   

Reyl et al [34] ont montré que des valeurs propres complexes survenaient pour des orbites de 

période 3 ou plus. Ils ont donc suggéré de revoir l’algorithme OGY pour qu’il puisse 

s’accommoder de plusieurs directions instables. Ils ont donc développé une méthode connue 

sous le nom MED (Minimal Expected Deviation). 

Pour la définition de l’orbite périodique, Hao a proposé une méthode analytique [35]. 

Osipanko a utilisé une représentation graphique pour identifier l’orbite périodique. L’idée de 

la méthode est basée sur la construction d’une représentation graphique de la dynamique du 

système étudié [36]. Dans [37], Davidchack et al ont introduit des transformations sur le 

système chaotique original en gardant toujours la structure topologique de l’espace d’état. 

Donc, cette transformation agit seulement sur la stabilité des orbites.  

Pour éviter le problème d’identification de l’orbite périodique, beaucoup de chercheurs ont 

pensé à utiliser des méthodes qui réalisent les deux objectifs à la fois. C'est-à-dire, identifier 

l’orbite périodique et stabiliser le système. Le  contrôle à retour d’état (feedback contrôle FC) 

est une méthode de la forme deux en un. La procédure d’identification de l’orbite périodique 

est combinée avec l’algorithme de stabilisation [38-45]. 

Pyragas a proposé une méthode simple et très efficace qui repose sur l’injection des états 

retardés sur l’entrée du système [46]. 
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Dans cette méthode, l'entrée du contrôle est basée sur la différence entre un état retardé de 

temps 𝑇 et l'état courant, où 𝑇 dénote une période des orbites périodiques instables. Donc, 

c’est une méthode de contrôle en boucle fermée avec retard. La commande appliquée au 

système est donnée par : 

𝑢 𝑘 = 𝐾(𝑥 𝑘 − 𝑇 − 𝑥 𝑘 )    (II.1) 

𝐾: gain de retour 

 

 

 

 

 
Fig. II. 1 Structure de contrôle proposé par Pyragas. 

Le principe de la méthode est que l’erreur est approximée par la différence entre l’état courant 

𝑥 𝑘 et l’état retardé 𝑥(𝑘 − 𝑇), lorsque la trajectoire est au voisinage du point fixe.  

Par la suite, plusieurs alternatives à la méthode originale de Pyragas ont été publiées. Par 

exemple, Yamamoto et al ont introduit l’aspect prédictif de la manière suivante [47]: 

 

 

 

 

 
 

Fig. II. 2 structure de contrôle prédictif. 

La loi de commande dans ce cas est : 

𝑢 𝑘 = 𝐾(𝑥  𝑘 + 1 − 𝑥 𝑘 )     (II.2) 

En 1991, Hunt a introduit une méthode de contrôle à retour d’état occasionnelle (Occasional 

Proportional Feedback OPF) [48]. Il a essayé de réduire un attracteur a une application 

unidimensionnelle autour d’un point fixe 𝑥𝑓  . Tout d’abord la coordonnée du point fixe doit 

être connue. L’application du i ème  retour peut être décrite autour du point fixe 𝑥𝑓  par : 

Système chaotique 

Modèle de prédiction 

𝐾 
- 

+ 

𝑥(𝑘) 

𝑥 (𝑘 + 1) 

Système chaotique 

𝑍−𝑇  𝐾 

𝑥(𝑘) 

𝑥(𝑘 − 𝑇) + 

- 
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𝑥𝑛+𝑖 = 𝑢  𝑥𝑛 − 𝑥𝑓 𝑝𝑛  + 𝑥𝑓(𝑝𝑛)     (II.3) 

𝑝: est un paramètre accessible du système. 

Le point fixe est instable si la grandeur de la pente  𝑢 > 1 . il peut être stabilisé si l’on 

déplace le point fixe actuel du système à un autre situé à :   

𝑥𝑓 = 𝑥𝑓 𝑝0 + 𝛿𝑝 = 𝑢 𝑢 − 1 −1  𝑥𝑛 − 𝑥𝑓 𝑝0  + 𝑥𝑓 𝑝0    (II.4) 

Le déplacement du point fixe est effectué par perturbation paramétrique, i.e. que  

𝛿𝑝𝑛
=

𝑢
 𝑢−1 𝑑𝑥𝑓

𝑑𝑝

(𝑥𝑛 − 𝑥𝑓 𝑝0 ) ≡
(𝑥𝑛 −𝑥𝑓 𝑝0 )

𝑘
    (II.5) 

𝑘:est le facteur de proportionnalité. 

Nitsche et Dressler ont amélioré la méthode OPF en RPF (Recurssive Proportional Feedback) 

[49], en intégrant la notion de récursivité  pour prendre en considération le déplacement d’une 

application sur une section de Poincaré sous un changement paramétrique. 

L’avantage majeur de la stratégie du contrôle par retour d’état, c’est que l’amplitude de la loi 

de commande calculée est très petite par rapport à l’état du système, et dans ce cas elle ne va 

pas détruire la dynamique originale du système. D’où la désignation de contrôle non 

destructif.  

De plus, une fois le système stabilisé,  le contrôle peut être relâché, ce qui donne un autre 

avantage économique à la méthode. Cependant, après le relâchement du contrôle, la 

surveillance de l’état contrôlé doit se faire d’une manière permanente, ce qui est très difficile 

à réaliser pour des applications réelles et expérimentales. Pour remédier à ce problème, 

plusieurs stratégies du contrôle en boucle ouverte (Non-Feedback Control : NFC) ont été  

proposées. On citera à titre d’exemple, les travaux de Mirus et al où un signal périodique a été 

appliqué pour supprimer le chaos [50] ou les travaux de Ramesh et al, où c’est un bruit qui a 

été suggéré au lieu du signal périodique [51]. Ce type de stratégies ne nécessite aucune 

analyse supplémentaire pour comprendre la dynamique chaotique du système étudié. 

De plus, du point de vue implémentation de la stratégie de contrôle, le NFC offre plus de 

simplicité par rapport au contrôle FC, puisque pour ce dernier, on a parfois besoin de valeurs 

difficilement mesurables. Le contrôle NFC permet de supprimer le chaos ou donner un 

mouvement périodique au système. Mais pour faire la poursuite d’une trajectoire, il est 

nécessaire de faire une analyse complète pour comprendre la dynamique du système et 

introduire aussi quelques modifications sur la stratégie de contrôle comme indiqué dans [52-

54]. 
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D’autres méthodes ont été proposées et développées pour réaliser le contrôle du chaos dans 

divers systèmes dynamique non linéaires. en 1999, Chen a proposé une combinaison 

prédictive flou pour le contrôle des systèmes incertains définis par des séries de données [55]. 

Udatawa a développé un contrôleur  flou pour les systèmes chaotiques [56]. Puis dans [57], 

Park a proposé une autre structure adaptative d’un contrôleur flou pour le contrôle des 

systèmes chaotiques incertains. Ramesh et al ont utilisé un réseau neuronal pour le contrôle du 

chaos dans l’oscillateur de Van Der Pol [58], puis Ren et al ont utilisé le réseau neuronal pour 

l’identification et le contrôle des systèmes chaotiques continus [59]. D’autres approches 

comme, le backstepping [60-63], le mode glissant [64-66], la commande adaptatif [67-70], 

ont été également utilisées. 

Il est important de préciser que la littérature dans ce domaine est très large et les 

méthodologies décrites dans cette thèse ne représentent qu’une partie d’entre elle. Dans ce qui 

suit, nous décrivons trois méthodes de contrôle de systèmes chaotiques avec application sur 

des exemples de systèmes continus et discrets. Il s’agit de la méthode OGY qui est très 

connue, la méthode de contrôle Backstepping et d’une méthode qui combine le  contrôle flou 

et le contrôle prédictif basée sur un régulateur PID. 

II.3 Méthodes de contrôle des systèmes chaotiques  

II.3.1 La méthode OGY 

La méthode Ott-Grebogi-Yorke ou OGY est une méthode qui se base sur l’idée suivante :  

- déterminer quelques orbites périodiques instables, les examiner, puis choisir une qui 

représente les performances du système. 

- ajuster les paramètres de perturbation, en un temps relativement court, dans le but de 

stabiliser l’orbite périodique instable.  

On considère le système suivant : 

),( pxFx  ,   ,NRx         (II.6) 

Où  p représente le paramètre du contrôle.  

La section de Poincaré du système est représentée par : 

),,(1 pxFx nMn 
  1 NRx      (II.7) 

Chaque point périodique dans la section représente une orbite périodique instable(UPO)  

Soit fx  un point fixe dans la section de Poincaré 

  ),,( off pxFx         (II.8) 
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Où op  représente la valeur nominale du paramètre 

La stratégie de contrôle va donc consister à trouver une loi de contrôle et de stabilisation par 

retour d’état, définie au voisinage de l’orbite choisi. 

Le système étudié présente un phénomène chaotique, donc nous garantissons le passage au 

voisinage du point fixe. Une fois que le système rentre dans le voisinage du fx , la procédure 

du contrôle est déclenchée pour amener le système vers l’orbite désirée. 

Dans ce cas, on a : 

  fnn xxx  ,        (II.9) 

Et 

  ,onn ppp         (II.10) 

Le système est linéarisé autour du point fx   

  ,1 nnn pBxAx  
       (II.11) 

Avec  

  )(xFDA x ,        (II.12) 

  ,/ pFB          (II.13) 

La matrice 𝐴  représente deux directions propres, une direction stable se (valeur propre <1) et 

une direction instable ue (valeur propre >1). 

Les corrections sont donc à appliquer sur la direction instable. 

On pose les notations suivantes : 

:s  Valeur propre 1 s . 

:u  Valeur propre 1.u  

:se  Vecteur propre correspond à la valeur propre s  

:ue  Vecteur propre correspond à la valeur propre u  

Donc, on peut mettre la matrice A sous la forme 

  uuusss fefeA           (II.14) 

Où us ff , représentent les vecteurs covariances. 

Avec  1 uuss efef ,        

  ,0 suus efef  

Alors, l’équation (II.11) devient : 

    nnsssuuun pBxfefex  1 ,    (II.15) 
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En multipliant (II.15) par uf  : 

    ],[1 nnsssuuuunu pBxfefefxf  
    (II.16) 

La stratégie de la méthode OGY consiste à ajuster le paramètre du contrôle p , afin de 

stabiliser le système sur le point fx , c'est-à-dire, il faut que 01 nx . 

Alors 

    ,0][  nnsssuuuu pBxfefef      (II.17) 

Sachant que :  

  1 uuss efef , 

  ,0 suus efef  

Alors : 

  ,0 nunuu pBfxf              (II.18) 

L’ajustement sur le paramètre du contrôle est donné par : 

  n
u

uu
n x

Bf
f

p 





 ,       (II.19) 

Si on pose :     ,
Bf

f
k

u

uu
  

Alors on obtient : 

  nn xkp   ,        (II.20) 

Avec la condition suivante : 

  ,on pp          (II.21) 

:  Paramètre prédéfini, qui détermine le voisinage du fx . 

On peut également, écrire : 

  , nxk         (II.22) 

L’incrément du contrôle est donc donné par : 

  


 


ailleurs

xxksixxkp fnfn
n 0

)()( 


     (II.23) 

 Contrôle du système de Hénon par la méthode OGY 

Le système de Hénon est décrit par : 

 














nn

nnn

xy
byxax

1

2
1         (II.24) 
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Où a et b représentent les paramètres de contrôle 

- point fixe : 

Pour déterminer les points fixes on pose nn xx 1  et nn yy 1 , on obtient donc: 









xy
byxax 2

        (II.25) 

C’est à dire :  

     abbyx ff 






4

1
2

1,
2

      (II.26) 

En posant :   
2

1 bc 
  

On obtient :   accyx ff  2,                              (II.27) 

- application de l’algorithme de contrôle : 

L’algorithme de contrôle est appliqué au système  avec 4.1a  et 3.0b  pour assurer la 

présence du phénomène chaotique.  

Le contrôle par la méthode OGY consiste à effectuer les opérations suivantes :  

a- identification d’orbite périodique à stabiliser : 

Remplaçant a  et b dans l’équation (II.26) on obtient 

  8839.0, 11 ff yx        (II.27) 

  5839.1, 22 ff yx        (II.28) 

Dans notre cas on choisit le point 1fx  

b- calcul des matrices A et B : 

On a )(xDxFA     et  pFB  /  

  










01
2 1 bx

A f , 









0
1

B       (II.29) 

Donc   











01
3.07678.1

A        (II.30) 

c- calcul des valeurs propres 𝝀𝒖et 𝝀𝒔 

u  et s sont définis par  

  bxx ffus  2
11,       (II.31) 

Soit : 
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  1559.0s  et 9237.1u      (II.32) 

d- calcul des vecteurs  propres { se , ue } et les vecteurs  covariances { us ff , } : 

Les vecteurs propres sont calculés à partir de l’équation suivante : 

    0 eAI         (II.33) 

Le vecteur propre est choisi de la forme : 

  









1


e  Avec  









1
s

se
  et  











1
u

ue
  

Alors :               

  









1
1559.0

se , 









1
9237.1

ue     (II.34) 

Sachant que : 1 uuss efef      et 0 suus efef  

Ce qui donne : 

  











su

u

us
sf







1  et 











us

s

su
uf







1  

   9250.04808.0sf   et  0746.04787.0uf  

e- calcul de  k : 

Le paramètre k  est représenté par  

   suu

us

s

su

us

s

su
u

u

uu

Bf
f

k 
















































0
11

1

  (II.35) 

   3011.09237.1k       (II.36) 

On choisit  01.0  

- Résultats de simulations 

L’algorithme appliqué avec la boucle de test : Si  nxk  
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Fig. II. 3 Contrôle du système de Hénon par la méthode OGY 

On remarque qu’au environ de la 554eme itération, le système se stabilise à la valeur 

8839.0nx  après deux déclenchements du contrôle. 

Pour activer le contrôle plus tôt et pour éviter le double déclenchement du contrôle, on change 

la condition de test dans l’algorithme par : 

  
2

1
2

1)( fnfn yyxx      (II.37) 

 
Fig. II. 4 Contrôle de l’attracteur de Hénon par la deuxième condition 
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Dans ce deuxième cas, on remarque que le déclenchement du contrôle se produit une seule 

fois. Le système se stabilise à la valeur 8839.0nx  après 79 itérations seulement, cela 

signifie l’efficacité de cette deuxième condition au voisinage du point fixe 1fx . 

II.3.2 La méthode Backstepping 

L’algorithme backstepping est un algorithme récursif qui repose sur le choix de la fonction de 

Lyapunov pour le calcul du contrôleur.  

A l’étape i, le ième sous système de dimension i est stabilisé à l’aide d’un contrôleur virtuel 𝛼𝑖  

et de la commande 𝑢𝑖  qui est calculée à partir de la fonction de Lyapunov en satisfaisant les 

conditions de stabilité.  

 Application de l’algorithme Backstepping pour le contrôle du système de Lorenz 

Le modèle mathématique du système de Lorenz est donné par : 















,
,

),(

bzxyz
yrxxzy

yxax







        (II.38)      

rba ,,  : les paramètres du système. 

Le système possède trois points fixes : 

)0,0,0(1 fx ,     ))1(,)1(,)1((2  rrbrbx f ,    ))1(,)1(,)1((3  rrbrbx f  
a- Contrôle du système sur un point fixe ou une orbite périodique  

Soit ),,( fff zyxO l’orbite périodique instable, On peut donc écrire : 















ffff

fffff

fff

bzyxz
yrxzxy

xyax





 )(
       (II.39) 

Pour que le système (II.38) se stabilise sur l’orbite périodique O  il faut que 0lim 


OX
t

, 

avec TzyxX ),,( . 

Le système contrôlé est défini par : 

(II.40) 

 

 

Où 321 ,, uuu représentent les lois de contrôle ; elles sont calculées par l’algorithme de 

backstepping. 

Soient : fff zzeyyexxe  321 ,,  les erreurs de contrôle.  















,
,

,)(

3

2

1

ubzxyz
uyrxxzy

uyxax









Chapitre II _________________________________________________ Contrôle des systèmes chaotiques 

 

32 

 

La dynamique de l’erreur est donnée par le système suivant: 















3213213

2313212

1211

)(
ueebeexeye

ueeexeezre
uaeaee

ff

ff






     (II.41) 

Pour concevoir un simple contrôleur on pose .01 u   

- Etape 1 : 

On pose : 11 ez  , sa variation est : 

121 azaez          (II.42) 

Où )( 112 ze  est considérée comme un contrôleur virtuel qui doit être choisi de telle façon à 

ce que le sous système 1z  soit stable. Pour cela, on considère la fonction de Lyapunov 

suivante : 

2

2
1

1
zV          (II.43) 

11
2
11 azazV          (II.44) 

Si on choisit 01  , 1V est définie négative, ce qui implique que le sous système 1z est 

asymptotiquement stable.  

La fonction )( 11 z est une fonction d’estimation, lorsque 2e  est considérée comme contrôleur. 

On définit 2z l’erreur entre 2e et )( 11 z  

122  ez       (II.45) 

On obtient, le sous système suivant 









2313212

121

)( uezexzzzrz
azazz

ff

     (II.46) 

Où 3e est considéré comme un contrôleur virtuel 

),( 2123 zze        (II.47) 

- Etape 2 : 

Pour stabiliser le sous système ),( 21 zz on définit la fonction de Lyapunov suivante : 

2

2
2

12
zVV        (II.48) 

Ce qui implique: 
2
22212221

2
12 )(])[( zzzzxzuzzrazV ff       (II.49) 

pour 02   et 12 )( zzru f  on a : 
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2
2

2
12 zazV   02 V      (II.50) 

Donc le sous système ),( 21 zz est asymptotiquement stable.  

Nous savons que : 233  ez , car 2 est une fonction d’estimation. On obtient le sous système 

suivant : 















3213213

3122

121

)(
uzzbzzxzyz

zzxzz
azazz

ff

f






     (II.51) 

- Etape 3 : 

Afin de stabiliser le sous système ),,( 321 zzz  on choisit la fonction de Lyapunov suivante : 

2

2
3

23
z

VV        (II.52) 

Ce qui donne : 

332121
2
3

2
2

2
13 )( zuzzzxzybzzazV ff     (II.53) 

Pour  21213 zzzxzyu ff   la dérivée de la fonction de Lyapunov est définie semi-négative, 

ce qui implique la stabilité du sous système ),,( 321 zzz . 

02
3

2
2

2
13  bzzazV      (II.54) 

 

b- Contrôle du système sur une trajectoire  

Dans cette partie, le système de Lorenz est contrôlé pour suivre une trajectoire désirée )(txd  

- Etape 1 : 

Soit dxxx 1 l’erreur entre la variable x et la trajectoire désirée. La dérivée est donnée par : 

dxxyax   )(1      (II.55) 

)( 11 xy  est considéré comme contrôleur virtuel.  

Si on considère la fonction de Lyapunov suivante : 

2

2
1

1
xV         (II.56) 

Alors : 

dd xxxaxaxV 
111

2
11 )(        (II.57) 

Pour 
a
axx dd 


1 , le sous système 1x est stable parce que 02

11  axV . 

)( 11 xy   est une fonction d’estimation. Donc on peut définir la variable d’erreur suivante : 

12  yx       (II.58) 



Chapitre II _________________________________________________ Contrôle des systèmes chaotiques 

 

34 

 

Ce qui nous donne le sous système : 









211212

211

)())(( uxzrxxx
axaxx

d  


   (II.59) 

Avec ),( 212 xxz  est vu comme un contrôleur virtuel. 

- Etape 2 : 

Pour calculer la loi de contrôle qui stabilise le système ),( 21 xx , on considère la fonction de 

Lyapunov suivante : 

2

2
2

12
xVV        (II.60) 

Sa dérivée est donnée par : 

2211221
2
12 ])())([( xuxrxxaxV d       (II.61) 

On choisissant : 02   et 1112 )(   dxxru , alors : 

02
2

2
12  xaxV , ce qui assure que le sous système ),( 21 xx est asymptotiquement stable. 

2  est une fonction d’estimation dont la variable d’erreur est donnée par :  23  zx  















331213

2312

211

))((
)(

ubxxxxx
xxxxx

axaxx

d

d







    (II.62) 

- Etape 3 : 

Soit 3V une fonction de Lyapunov: 

2

2
3

23
xVV        (II.63) 

Sa dérivée est donnée par : 

]))([( 331213
2
2

2
13 ubxxxxxxaxV d      (II.64) 

Pour ))(( 1213  xxxu d  on obtient : 

02
3

2
2

2
13  bxxaxV      (II.65) 

Ce qui garantit que le sous système ),,( 321 xxx est asymptotiquement stable. 
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Fig. II. 5 Contrôle du système de Lorenz sur un point fixe 

Bien que le calcul de la loi de commande a été basé seulement sur la stabilisation de la 

variable x, on remarque que le chaos est supprimé et la variable y suit une trajectoire 

sinusoïdale. Ce résultat est un cas particulier pour le système de Lorenz parce que dans ce 

dernier la variable x et y varient toujours de la même manière. Par contre dans la figure(II.6), 

le chaos a été supprimé, mais la variable z ne suit pas la sinusoïde, mais elle se stabilise sur le 

point fixe origine.  
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Fig. II. 6 Contrôle sur une trajectoire 

II.3.3 Le contrôle prédictif flou PD+I 

Le contrôle prédictif est une stratégie de contrôle basée sur la prédiction de la sortie du 

système sur un horizon étendu dans le futur, elle permet au contrôleur de prédire le 

changement de la grandeur à commander et de baser les actions du contrôle sur la prédiction. 

Le principe est de réaliser des prédictions à partir d’un modèle mathématique du système et de 

déterminer à chaque période d’échantillonnage la commande qui minimise un critère 

contenant la somme quadratique des erreurs sur l’horizon de prédiction et l’effort de la 

commande pondéré.  Par ailleurs, le contrôle prédictif de type PID, et le contrôle prédictif 

basé sur la logique floue et les réseaux de neurones ont attirées beaucoup d’attentions [71-73]. 

La logique introduite par L. Zadeh est utilisée avec succès pour le contrôle des systèmes non 

linéaires dont les modèles des systèmes sont inconnus [74].  La combinaison de la logique 

floue avec le contrôle prédictif peut aider à résoudre le problème de la commande prédictive 

non linéaire. Pour cette raison, le contrôle prédictif flou est devenu de plus en plus intéressant. 

Par la suite, plusieurs combinaisons du contrôle flou PID ont été développées, elles ont une 

structure analytique et une stabilité garantie, elles ont donné de bonnes performances pour le 

contrôle des systèmes non linéaires. 

En se basant sur ce qui précède, une combinaison intéressante du contrôle flou PID avec le 

GPC (Generalized Predictive Control) a été proposée dans [75]. Dans cette partie, on se 

propose d’appliquer cette approche pour le contrôle des systèmes chaotiques. 

Le contrôleur prédictif flou PD+I est composé : 

- D’un modèle de prédiction. 

- D’un contrôleur flou PD. 

- D’un contrôleur flou I. 
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- D’un critère de coût  J (Optimal Cost Index J) à minimiser en ligne. 

Dans la figure (II.7), 𝑅𝑗 (𝑘) est la référence, 𝑦(𝑘) est la sortie du système, 𝑢 𝑘  est la commande 

du système, 𝑦 (𝑘 + 1) est la valeur prédite de la sortie du système basée sur un modèle de 

prédiction qui peut être linéaire ou non-linéaire, 𝑅𝑦 𝑘 + 1 , 𝑅𝑦 𝑘 , … , 𝑅𝑦 (𝑘 − 𝑚) sont les 

référence de 𝑦 pour des différents temps d’échantillonnage et ∆𝑢 𝑘  est l’incrément de la  

commande. 

La théorie du contrôleur repose sur deux stratégies différentes mais complémentaires qui sont 

la prédiction et la logique floue. Pour atteindre l’objectif, on utilise un modèle comme 

prédicteur pour estimer  𝑦 (𝑘 + 1) . Pour que le contrôleur ait les mêmes caractéristiques que le 

GPC, un critère de coût optimal a été intégré directement. Cette intégration permet d’avoir 

une prédiction similaire à celle du GPC en réduisant considérablement le coût en calcul. 

Cette structure de commande a deux objectifs, le premier c’est de forcer la sortie du système à 

suivre sa référence connue 𝑅𝑦 , l’autre c’est de forcer le coût 𝐽 à suivre une référence 𝑅𝐽 , pour le 

rendre le plus petit possible. L’erreur de 𝐽 et sa dérivée sont utilisées comme des entrées pour 

le contrôleur flou PD+I, puis les paramètres du contrôleur sont ajustés  pour forcer le coût 𝐽 à 

tendre vers sa référence lorsque le temps tend vers l’infini. 

Cependant, l’ajustement des paramètres doit se faire de telle façon à ce que la sortie du 

système 𝑦 se rapproche à sa référence 𝑅𝑦 . Le fait d’ajuster les paramètres selon cette condition 

garantit la convergence de 𝐽 vers sa référence 𝑅𝐽 . Autrement dit, quand l’erreur de 𝑦 et sa 

dérivée tendent vers zéro, l’erreur de 𝐽 et sa dérivée doivent eux aussi tendre vers zéro. Donc 

l’ajustement des paramètres d’un seul contrôleur PID permet de réaliser les deux objectifs 

cités précédemment. Ceci est l’avantage principal de cette théorie. 

Pour la prédiction, il est possible d’utiliser des modèles linéaires ou non linéaires. Par 

exemple dans le cas linéaire, on peut utiliser le modèle CARMA « Controlled Auto-

Regressive Moving Average model ». Dans le cas non-linéaire, on peut utiliser le modèle du 

système lui-même comme prédicteur. Pour la stabilité du contrôle prédictif, le critère de coût 

optimal à optimiser est défini par : 

𝐽 =  (𝑟 𝑘 − 𝑖 − 𝑦 𝑘 − 𝑖 )2 +  (∆𝑢 𝑘 − 𝑗 )2𝐻𝑐
𝑗 =0

𝐻
𝑖=−1    (II.66) 

=  𝑒2 𝑘 − 𝑖 +  (∆𝑢 𝑘 − 𝑗 )2𝐻𝑐
𝑗 =0

𝐻
𝑖=−1     (II.67) 

𝑟: la référence, ∆𝑢: l’incrément de commande, 𝑦 𝑘 − 𝑖 , 𝑖 = 0, … , 𝐻 ∶ les sorties du système. 

𝑒: l’erreur entre 𝑦 et 𝑟.  

𝐻: l’horizon de prédiction, 𝐻𝑐 : l’horizon de commande. 
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Fig. II. 7 Le contrôleur prédictif flou PD+I. 
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Fig. II. 8 Le contrôleur flou PD+I 

 

Dans ce qui suit, nous présentons les résultats de simulation du contrôle du système de Hénon 

choisi comme exemple. L’équation récurrente qui décrit le système de Hénon est : 

𝑦 𝑘 = 1.3 − 1.3 𝑦2 𝑘 − 2 − 0.065 𝑦 𝑘 − 3 + 𝑢(𝑘 − 1)   (II.68) 

𝑢(𝑘) : la loi de commande. 

Le critère d’optimalité est défini comme suit : 

𝐽 𝑘 =  𝑒2 𝑘 − 𝑖 +  (∆𝑢 𝑘 − 𝑗 )23
𝑗=0

3
𝑖=−1     (II.69) 

On essayera de comparer les résultats obtenus par le contrôle prédictif flou PID avec des 

résultats obtenus par un contrôleur flou PID. 

Le calcul des paramètres et l’étude de la stabilité des contrôleurs est fait de la même manière 

que dans [76]. Pour le régulateur prédictif flou PID les paramètres sont optimisés comme 

suit : 

Contrôleur 

flou PD 

𝑍−1 

𝑍−1 

1 𝑇  𝑘𝑝  

𝑘𝑑  
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𝑍−1 

𝑘𝑢𝐼  

𝑘 

 

𝑑(𝑘) 𝑒(𝑘) 
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+ 
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𝑢𝑃𝐷(𝑘) 

𝑢𝐼(𝑘) 
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+ 

+ 

+ 

+ 
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𝑇 = 0.1, 𝑘𝑖 = 60, 𝑘 = 3, 𝑘𝑝 = 0.0001, 𝑘𝑑 = 0.0002, 𝑘𝑢𝐼 = 0.2, 𝑘𝑢𝑃𝐷 = 0.001  

Pour le régulateur non prédictif flou PID, les paramètres sont : 

𝑇 = 0.1, 𝑘𝑖 = 1.55, 𝑘 = 0.0775, 𝑘𝑝 = 0.0007, 𝑘𝑑 = 0.002, 𝑘𝑢𝐼 = 0.1, 𝑘𝑢𝑃𝐷 = 0.1 

Pour la prédiction le système est lui-même utilisé comme prédicteur, donc la prédiction est 

faite par un modèle non linéaire. 

Les résultats de simulation sont représentés par les figures (II.9) et (II.10). On remarque que 

le contrôleur flou PID ne contrôle pas bien le système sur la trajectoire désirée. La figure 

(II.9) nous montre que le système se stabilise sur son point fixe zéro, mais une fois que la 

référence change, le système contrôlé devient instable.  

Par contre, dans le cas du contrôleur prédictif flou PD+I, le système suit parfaitement la 

référence ce qui explique l’efficacité de l’action de prédiction introduite par la minimisation 

du coût 𝐽, et aussi le calcul des paramètres à partir de la fonction de Lyapunov ce qui offre 

plus de stabilité à la méthode de contrôle. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 
 

Fig. II. 9 Contrôle du système chaotique de Hénon par un contrôleur flou PD+I 
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Fig. II. 10 Contrôle du système chaotique de Hénon par un contrôleur prédictif flou PD+I 
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Chapitre III : Synchronisation des systèmes chaotiques 
 

III. 1 Introduction 
 
La synchronisation du chaos est une suite de développement de la théorie du contrôle. Les 

méthodes de stabilisation du chaos ont prouvé non seulement la possibilité de stabiliser un 

système chaotique sur une orbite périodique, mais aussi pour faire une poursuite d’une 

trajectoire périodique. Ce phénomène de contrôle peut donc être considéré comme un 

phénomène de synchronisation d’un système chaotique avec un signal périodique.  

La synchronisation chaotique c’est lorsque le signal périodique est remplacé par un signal 

chaotique. Si l’on s’arrête à la propriété de sensibilité aux conditions initiales des systèmes 

chaotiques, cette synchronisation parait difficile à réaliser car à la différence de la 

synchronisation où l’on cherche à reproduire juste une période d’oscillation, la 

synchronisation chaotique présente plus de contraintes.  

Dans la littérature plusieurs concepts de synchronisation chaotique ont été proposés en 

premier par Yamada et Fujisaka [77]-[78]. Par la suite des concepts importants liés à la 

synchronisation chaotique ont été développés par Afraimovich et al dans [79] et 

ultérieurement Pecora et Carroll [80] ont défini la synchronisation chaotique connue sous le 

nom de synchronisation identique, développée sur la base de circuits chaotiques couplés, avec 

l’un maître et l’autre esclave. Cette structure de synchronisation souvent désignée par P-C 

synchronisation est globalement asymptotiquement stable. La synchronisation est obtenue si 

tous les exposants de Lyapunov du système esclave sont négatifs. Après cette découverte, 

plusieurs méthodes de suppression de chaos ont été appliquées pour la synchronisation 

chaotique puisqu’un problème de synchronisation peut être aussi transformé en un problème 

de contrôle de l’erreur pour qu’elle se stabilise à l’origine.  

Il existe deux types de synchronisation : la synchronisation unidirectionnelle et la 

synchronisation bidirectionnelle. Dans la synchronisation bidirectionnelle la boucle de retour 

est appliquée sur les deux systèmes à la fois [81]. Par contre, dans le cas de la synchronisation 

unidirectionnelle la boucle de retour est appliquée sur l’un des deux systèmes. 

On considère les deux systèmes décrits respectivement par (III.1) et (III.2): 

𝑥  𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝑓 𝑥 𝑡  + 𝐾1(𝑦 𝑡 − 𝑥 𝑡 )   (III.1) 

𝑦  𝑡 = 𝐴𝑦 𝑡 + 𝑓 𝑦 𝑡  + 𝐾2(𝑥 𝑡 − 𝑦 𝑡 )   (III.2) 
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Avec 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛  est une matrice constante, et 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑛  une fonction non linéaire continue. 

𝑘1, 𝑘2 matrices de gain de retour. 

On note l’erreur de synchronisation par : 

 𝑒 𝑡 = 𝑦 𝑡 − 𝑥(𝑡)     (III.3) 

Et 

 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 = 𝐸𝑥𝑦      (III.4) 

La dynamique de l’erreur de synchronisation est donnée par : 

𝑒  𝑡 =  𝐴 + 𝐸𝑥,𝑦 −  𝐾1 + 𝐾2  𝑒(𝑡)   (III.5) 

Théorème : S’ il existe une matrice constante 𝑃 et un 𝜀 > 0 tels que [62]: 

 𝐴 + 𝐸𝑥,𝑦 −  𝐾1 + 𝐾2  
𝑇

𝑃 + 𝑃  𝐴 + 𝐸𝑥,𝑦 −  𝐾1 + 𝐾2  < −𝜀𝐼  (III.6) 

Où 𝐼 est la matrice identité. 

Alors, la dynamique du système d’erreur est globalement stable, ce qui implique la 

synchronisation des deux systèmes. 

La synchronisation unidirectionnelle est un cas particulier de la synchronisation 

bidirectionnelle, elle est définie si 𝐾1 = 0 ou 𝐾2 = 0. 

III.2 Méthodes de synchronisation 

Diverses stratégies de synchronisation ont été proposées et étudiées sur la base de modèles 

simples ou de circuits électroniques générateurs de chaos. Certaines méthodes ont mis un 

accent particulier sur l’effet des incertitudes des paramètres des systèmes, lesquels impliquent 

en général une différence entre systèmes maître et esclave.  

Parmi les approches proposées dans la littérature pour synchroniser les systèmes chaotiques 

identiques , non identiques, incertains, hyper-chaotiques, les oscillateurs à excitation… etc. 

nous pouvons citer les méthodes de synchronisation basées sur : le contrôle non linéaire [82-

84], le contrôle adaptatif [85]-[86], le contrôle par mode glissant [87]-[88], le contrôle 

actif [89]-[90], le contrôle Backstepping [91]-[92], , le contrôle à retour d’état [93], …, etc. 

Ce chapitre est consacré à la présentation des méthodes les plus performantes et les plus 

rencontrées. 

III.2.1 Le contrôle actif 

L’application du contrôle actif pour la synchronisation des systèmes chaotiques a été proposée 

par Bai et Lonngren [94], c’est une technique efficace qui a montré sa puissance non 
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seulement pour la synchronisation des systèmes non identiques, mais aussi pour la 

synchronisation des systèmes hyper-chaotiques. De plus, cette méthode offre une simplicité 

remarquable pour l’implémentation de l’algorithme. Des variations adaptatives ont été 

introduites sur la méthode, afin de l’appliquer à la synchronisation des systèmes incertains. Le 

principe de l’algorithme est le suivant : 

Soit deux systèmes chaotiques à synchroniser. Un  système maître défini par : 

𝑥1 𝑘 + 1 = 𝑓 𝑥1 𝑘 , 𝛼      (III.7) 

Et un système esclave défini par : 

𝑥2 𝑘 + 1 = 𝑓 𝑥2 𝑘 , 𝛼      (III.8) 

𝑥(𝑘) représente le vecteur d’état du système, 𝑓 une fonction non linéaire et 𝛼 le paramètre de 

contrôle. 

Afin de synchroniser les deux systèmes, on applique sur l’esclave la fonction du contrôle actif 

𝑠(𝑘) 

𝑥2 𝑘 + 1 = 𝑓 𝑥2 𝑘 , 𝛼 + 𝑠(𝑘)     (III.9) 

Pour que les deux systèmes se synchronisent, il faut que l’erreur entre les trajectoires des deux 

systèmes converge vers zéro lorsque le temps tend vers l’infini. 

Cette erreur est obtenue en faisant la soustraction entre (III.7) et (III.8) 

𝑥𝑠 𝑘 + 1 = 𝑓 𝑥2 𝑘 , 𝛼 − 𝑓 𝑥1 𝑘 , 𝛼 + 𝑠(𝑘)    (III.10) 

Elle peut être exprimée comme suit : 

𝑥𝑠 𝑘 + 1 = 𝐿 𝑥𝑠 𝑘 , 𝛼 + 𝐺 𝑥𝑠 𝑘 , 𝛼 + 𝑠(𝑘)    (III.11) 

Où 𝐿 𝑥𝑠 𝑘 , 𝛼  représente la partie linéaire et 𝐺 𝑥𝑠 𝑘 , 𝛼  la partie non linéaire. 

On définit la fonction du contrôle actif par : 

𝑠 𝑘 = −𝐺 𝑥𝑠 𝑘 , 𝛼 + 𝑈(𝑥𝑠)     (III.12) 

On obtient donc : 

𝑥𝑠 𝑘 + 1 = 𝑔𝑖𝑥𝑠(𝑘)     (III.13) 

Pour :𝑔𝑖 < 1, 𝑖 =  1,2, …  , 𝑥𝑠 → 0  lorsque 𝑘 → ∞, La synchronisation entre les deux 

systèmes est alors réalisée. 

III.2.2 Le contrôle hybride à rétroaction 

On considère le système chaotique dont la forme est la suivante: 

𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑔(𝑥)      (III.14) 

Où 𝑥 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ,   𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚 ,    𝑔 𝑥 : ℝ𝑛 → ℝ𝑚 , est une fonction non-linéaire. 

Pour la synchronisation, ce système est considéré comme maître et le système suivant est le 

système comme esclave : 
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𝑦 = 𝐴𝑦 + 𝐵[𝑔 𝑦 + 𝑢]     (III.15) 

Avec 𝑢 la loi de commande. 

Pour mieux illustrer le principe de cette méthode, on considère à titre d’exemple un système 

de dimension 3. 

L’erreur de synchronisation entre les deux systèmes dans ce cas est définie par: 

𝑒 = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3)𝑇 = (𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2, 𝑥3 − 𝑦3)𝑇    (III.16) 

Et sa dynamique donnée par : 

𝑒 = 𝐴𝑒 + 𝐵[𝑔 𝑥 − 𝑔 𝑦 − 𝑢]     (III.17) 

Pour rendre le système d’erreur contrôlable, la loi de commande 𝑢 doit être convenablement 

choisie. 

On pose :  

𝑢 = 𝑢1 + 𝑢2      (III.17) 

Où 

𝑢1 = 𝑔 𝑥 − 𝑔(𝑦)     (III.18) 

𝑢2 = 𝐾 𝑥 − 𝑦 =  𝑘1, 𝑘2, 𝑘3  

𝑥1 − 𝑦1

𝑥2 − 𝑦2

𝑥3 − 𝑦3

    (III.19) 

𝑘 =  𝑘1, 𝑘2, 𝑘3  : est le vecteur de rétroaction. 

𝑢1 est un  contrôleur non-linéaire, et  𝑢2 un contrôleur linéaire. Le contrôleur global  𝑢 est dit 

contrôleur hybride. 

la stabilité asymptotique du système d’erreur est garantie si toutes les valeurs propres de la 

matrice (𝐴 − 𝐵𝐾) ont des parties réelles négatives. Si on applique les lois de commande sur 

le système d’erreur, sa dynamique devient : 

𝑒 =  𝐴 − 𝐵𝐾 𝑒     (III.20) 

En s’appuyant sur la théorie du contrôle linéaire, la synchronisation est obtenue si les parties 

réelles des valeurs propres de la matrice (𝐴 − 𝐵𝐾) sont toutes négatives. 

III.2.3 La méthode du Backstepping 

La méthode du backstepping est une méthode récursive qui se base sur le choix d’une 

fonction de Lyapunov avec la conception du contrôleur nécessaire. Il existe plusieurs 

avantages dans cette méthode : 

- Elle présente une procédure systématique pour la sélection du contrôleur 
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- Elle peut être appliquée à différents systèmes chaotiques : systèmes identiques, 

différents, hyper-chaotiques, avec excitation extérieur. 

- Elle offre la possibilité de réaliser la synchronisation avec un seul contrôleur quelque 

soit la dimension des systèmes à synchroniser. 

- Le contrôleur calculé ne contient pas de dérivée ce qui offre une simplicité dans 

l’implémentation de l’algorithme.   

En considère un système défini comme suit : 

 

𝑥 1 = 𝑓1 𝑥1, 𝑥2                                 

𝑥 2 = 𝑓2 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3                          
⋮                           

𝑥 𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 + 𝑓𝑛+1(𝑡)

     (III.21) 

𝑓1 est une fonction linéaire, et 𝑓𝑖  (𝑖 = 2,3, … , 𝑛)   sont des fonction non-linéaires. Pour 

certains systèmes tels que celui de Lorenz ou de Rossler, 𝑓𝑛+1 𝑡 = 0. 

On considère un système maître représenté par (III.21) et  un système esclave défini par : 

  

𝑦 1 = 𝑓1 𝑦1, 𝑦2                                         

𝑦 2 = 𝑓2 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3                                   
⋮

𝑦 𝑛 = 𝑓𝑛 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 + 𝑓 𝑛+1 𝑡 + 𝑢

     (III.22) 

𝑓 𝑛+1 𝑡  a les même caractéristiques que 𝑓𝑛+1 𝑡 , et 𝑢 est une loi de commande qui doit être 

choisie convenablement pour obtenir la synchronisation. 

L’erreur de synchronisation  s’écrit : 

𝑒1 = 𝑦1 − 𝑥1     𝑒2 = 𝑦2 − 𝑥2     …     𝑒𝑛 = 𝑦𝑛 − 𝑥𝑛      (III.23) 

Et la dynamique du système: 

 

𝑒 1 = 𝑔1 𝑒1, 𝑒2                                                                                     

𝑒 2 = 𝑔2 𝑥1, 𝑥2 , 𝑥3, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3                                                             
⋮                                                                           

𝑒 𝑛 = 𝑔𝑛 𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 , 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛 + 𝑓 𝑛+1 𝑡 − 𝑓𝑛+1 𝑡 + 𝑢

   (III.24) 

𝑔1 est une fonction linéaire, et 𝑔𝑖  (𝑖 = 2,3, … , 𝑛) sont des fonctions non-linéaires.  

L’objectif est de calculer une loi de commande 𝑢 qui assure la convergence du système 

𝑒𝑖 (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) vers l’origine en utilisant l’algorithme backstepping. 

Pour cela, le système d’erreur (III.24) doit être décomposé en sous système: 

𝑒1,  𝑒1, 𝑒2 ,  𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 , …  , (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, … , 𝑒𝑛)    (III.25) 
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Et pour chaque sous système on définit une fonction de Lyapunov 𝑉  positive: 

𝑉𝑗 = 𝑕𝑗 (𝑒, 𝑥, 𝑦, 𝑢𝑗 , 𝛼𝑗 )     (III.24) 

𝑗 : l’ordre du sous-système. 

 𝑢𝑗 , 𝛼𝑗  : représentent respectivement la loi de commande et le contrôleur virtuel du sous 

système d’ordre 𝑗. 

Les lois de commandes et les contrôleurs virtuels sont calculés à chaque fois de tel sorte que 

la dérivée de la fonction de Lyapunov soit strictement négative 𝑉 
𝑗 < 0. 

III.2.4 la méthode du mode glissant  

Soit deux systèmes chaotiques de dimension 𝑛 : 

𝑥  𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝑓 𝑥 𝑡       (III.25) 

Et  

𝑦  𝑡 = 𝐴𝑦 𝑡 + 𝑓 𝑦 𝑡  + 𝑢(𝑡)     (III.26) 

Avec 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛  une matrice constante. 

 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑛  une fonction non linéaire continue, et 𝑢 ∈ ℝ𝑛une loi de commande. 

On a : 

 𝑒 𝑡 = 𝑦 𝑡 − 𝑥(𝑡)       (III.27) 

Et 

 𝐸𝑥𝑦 = 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥       (III.28) 

La dynamique de l’erreur s’écrit : 

𝑒  𝑡 = 𝐴𝑒 𝑡 + 𝐸𝑥𝑦 + 𝑢(𝑡)     (III.29) 

Si on se base sur le principe du contrôle actif pour éliminer la partie non-linéaire du système 

d’erreur, la loi de commande 𝑢(𝑡) est choisie comme suit : 

𝑢 𝑡 = 𝐵𝑣 𝑡 − 𝐸𝑥𝑦       (III.30) 

Avec 𝐵 un vecteur constant de gain qui doit être calculé de telle sorte que le couple (𝐴, 𝐵) 

soit contrôlable.  

𝑒  𝑡 = 𝐴𝑒 𝑡 + 𝐵 𝑣(𝑡)     (III.31) 

Le calcul du contrôleur est souvent basé sur la méthode donnée par Hung et al [95]. 
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Soit 𝑠(𝑒) la surface de glissement : 

𝑠 𝑒 = 𝐶𝑒(𝑡)        (III.32) 

𝐶: vecteur constant. 

Le système contrôlé doit satisfaire : 

𝑠 𝑒 = 0,              𝑠  𝑒 = 0     (III.33) 

Donc on peut écrire : 

𝑠  𝑒 = 𝐶 𝐴𝑒(𝑡) + 𝐵𝑣(𝑡) = 0     (III.34) 

La loi de commande équivalente est : 

𝑣 𝑡 = −(𝐶𝐵)−1𝐶 𝐴 𝑒(𝑡)     (III.35) 

L’existence de (𝐶𝐵)−1 est une condition nécessaire.  

La nouvelle forme de l’erreur de synchronisation est : 

𝑒 (𝑡) =  𝐼 − 𝐵 𝐶𝐵 −1𝐶 𝐴 𝑒(𝑡)      (III.36) 

Pour assurer la stabilité asymptotique du système contrôlé, la matrice 𝐶 doit être choisie de 

telle sorte que les parties réelles des valeurs propres de la matrice   𝐼 − 𝐵 𝐶𝐵 −1𝐶 𝐴 soient 

toutes négatives,  

Dans [96], Young et al ont  proposé un contrôleur en mode glissant de la forme: 

𝑠 = −𝑞 𝑠𝑔𝑛 𝑠 − 𝑘 𝑠      (III.37) 

Où 𝑠𝑔𝑛(. ) est la fonction signe, et 𝑞 > 0, 𝑘 > 0 sont des constantes. 

La loi de commande dans ce cas est : 

𝑣(𝑡) = −(𝐶𝐵)−1[𝐶 𝑘𝐼 + 𝐴 𝑒(𝑡) + 𝑞 𝑠𝑔𝑛 𝑠 ]    (III.38) 

Ce qui est équivalent à : 

𝑣(𝑡) =  
−(𝐶𝐵)−1 𝐶 𝑘𝐼 + 𝐴 𝑒(𝑡) + 𝑞       𝑠𝑖  𝑠(𝑒) > 0 

−(𝐶𝐵)−1 𝐶 𝑘𝐼 + 𝐴 𝑒(𝑡) − 𝑞       𝑠𝑖  𝑠(𝑒) < 0 
    (III.39) 

Pour observer la stabilité de la dynamique  de l’erreur de synchronisation, on considère la 

fonction de Lyapunov suivante : 

 𝑉 =
𝑠2

2
       (III.40) 

d’où 
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 𝑉 = −𝑘𝑠2 − 𝑞 𝑠𝑔𝑛 𝑠  𝑠     (III.41) 

la dérivée est toujours négative, puisque 𝑠𝑔𝑛 𝑠  𝑠 est toujours positive tant que 𝑒 ≠ 0 et 

𝑞, 𝑘 > 0. 

Les constantes 𝑞, 𝑘 doivent être choisies judicieusement pour minimiser le « chattering 

mode » et améliorer le « reaching mode »  

III.3 Les types de synchronisation 

Parallèlement au développement des méthodes, différents type de synchronisation ont été 

proposés : la synchronisation en phase (PS), la synchronisation Lag, la synchronisation 

généralisée (GS), la synchronisation complète (CS)… etc, [97-99]. 

III.3.1 La synchronisation identique (PC) 

La synchronisation identique a été proposée par Pecora et Carroll. Elle a l’avantage de 

représenter une solution de synchronisation simple et performante. Elle permet à l’esclave de 

reproduire le plus fidèlement possible l’état du maître, après un régime transitoire. 

L’idée de la synchronisation identique est de diviser le système initial en deux sous-systèmes. 

Cette opération peut être réalisée d’une manière arbitraire. 

La figure suivante représente le processus de décomposition en sous-systèmes. 𝑦 représente la 

variable d’état qui commande le sous-système esclave 𝑠𝑠
2 

Le sous-système réplique 𝑠𝑠
2est un candidat susceptible de se synchroniser avec la dynamique 

complète initiale. Pecora et Carroll ont démontré que la condition nécessaire et suffisante pour 

que cette proposition soit vraie est que le sous-système 𝑠𝑠
2soit stable; cette hypothèse est 

équivalente avec la condition qui dit que l’ensemble des coefficients de Lyapunov du sous-

système 𝑠𝑠
2 soient négatifs. Une synchronisation parfaite peut alors être obtenue puisque  les 

trajectoires sont asymptotiquement convergentes : 

lim𝑡→∞ 𝑥 2 𝑡 − 𝑥2(𝑡) = 0     (III.42) 
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Fig. III. 1 Structure de synchronisation par décomposition en sous-système proposée par Pecora et Carroll 

 

Pour illustrer ce mécanisme de synchronisation on considère comme exemple le système de 

Lorenz défini par les équations (I.26) (  𝑎 = 10, 𝑏 = 8/3, 𝑟 = 28). Le maître et l’esclave sont 

initialisés séparément avec des conditions initiales très proches. Pour une durée de 10 

secondes on les laisse fonctionner indépendamment, les trajectoires des deux systèmes 

deviennent alors assez vite divergentes.  

A l’instant 𝑡 = 10𝑠, on supprime la dimension 𝑥 du système esclave et on le remplace par 

l’état correspondant côté maître ; Cette opération va forcer les états 𝑦 et 𝑧 du système esclave 

à converger asymptotiquement vers les états correspondants du système maître. La garantie de 

cette convergence est donnée par les valeurs négatives 𝜆2, 𝜆3 ≤ 0 des exposants de Lyapunov 

associés au système esclave. La figure suivante montre qu’après une période de transition, le 

système esclave converge asymptotiquement vers l’état du maître, et les deux se retrouvent 

parfaitement synchronisés.  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 
Fig. III. 2 Synchronisation maître esclave P-C du système de Lorenz 

 

𝑥  𝑡 = 𝑓(𝑥 𝑡 ) 

Système initial 

𝑥  2 = 𝑓2(𝑥1, 𝑥 2) 

 Sous-système 𝑠𝑠
2 

𝑥 1 = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2) 

 Sous-système 𝑠𝑚
1  

𝑥 2 = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) 

 Sous-système 𝑠𝑚
2  

𝑥2 𝑥1 

𝑦 = 𝑥1 

Système maitre 

Système esclave 
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Bien que les deux systèmes aient été initialisés différemment, ils ont fini par se rattraper et 

avoir la même trajectoire. Ce type de synchronisation est dite unidirectionnel, car le système 

maître représente la source et le système esclave le destinataire.  

Par la suite Carroll a proposé un système de communication crypté basé sur l'exemple de 

Pecora et illustré par la figure suivante. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 
Fig. III. 3 Système de communication chaotique proposé par Pecora et Carroll [100] 

 

Le transmetteur ajoute un signal chaotique au message à transmettre et envoie au récepteur le  

résultat en plus du signal de couplage. Ce dernier est composé d'une partie dupliquée du 

système de transmission, le signal chaotique est alors régénéré puis retranché au signal reçu 

pour avoir le message original.  

 

 

Signal de couplage 

Message source Message décodé 

Signal chaotique 
Message crypté 

 

Signal chaotique     
synchronisé 

Etage émetteur Etage récepteur 

Signal de couplage 
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Fig. III. 4 Transmission chaotique d’une sinusoïde selon la structure de Pecora et Carroll 

Pour illustrer cette architecture de communication chaotique on représente un exemple de 

simulation, en prenant comme message source, une sinusoïde de la forme 𝑚 𝑡 = 8cos⁡(4𝑡). 
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Le message source est mélangé avec la deuxième variable 𝑦 du système, et la variable 𝑥 est 

utilisée comme signal de couplage. 

Les résultats de simulation sont représentés par la figure (III.4). On remarque qu’après 

seulement quelque seconde on reconstruit exactement le même message émis.  

Pour éviter l’état transitoire (dead bit synchronization) il est conseillé d’introduire le message 

utile au milieu de la porteuse chaotique.   

 

III.3.2 La synchronisation  complète (CS) 

On considère un système maître représenté par les équations suivantes : 

𝑥 = 𝑓 𝑡, 𝑥 ,   𝑦 = 𝑕 𝑥        𝑥 ∈ ℝ𝑛 ,      𝑕: ℝ𝑛 → ℝ𝑚    (III.43) 

Et un système esclave donné par : 

𝑥  = 𝑓  𝑡, 𝑥 , 𝑦 ,   𝑦 = 𝑕  𝑥         𝑥 ∈ ℝ𝑝 ,      𝑕: ℝ𝑝 → ℝ𝑞   (III.44) 

Où (𝑥, 𝑥 ) sont les états des systèmes et (𝑦, 𝑦 ) sont les sorties. 

Soit 𝜑 une fonction continue, qui décrit la relation entre le maître et l’esclave lors de la 

synchronisation : 

𝑦 = 𝜑 𝑦 ,   𝜑: ℝ𝑚 → ℝ𝑞      (III.45) 

La synchronisation est dite complète si 𝑥 (𝑡)  = 𝑥 𝑡 . 

Ce qui implique que ; 𝑚 = 𝑞 et 𝜑 est une identité.  

Si 𝑓 = 𝑓, la relation devient une synchronisation complète identique.  

Si 𝑓 ≠ 𝑓 c’est une synchronisation complète non identique.  

La synchronisation complète est donc une coïncidence complète entre les variables d’état des 

deux systèmes synchronisés. Les méthodes de synchronisation complète sont typiquement 

associées avec la synchronisation des systèmes identiques. 

 La majorité des concepts de synchronisation complète utilise un schéma de rétroaction et sont 

considérées comme étant bidirectionnels, car les deux systèmes sont à la fois source et 

destination. 
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III.3.3 La synchronisation généralisée (GS) 

La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la synchronisation 

complète pour synchroniser des systèmes chaotiques de modèle différent. Elle se manifeste 

par une relation fonctionnelle entre deux systèmes chaotiques couplés. 

 

III.3.4 La synchronisation Lag 

Elle est définie pour le cas où  𝑥 (𝑡) ≈ 𝑥(𝑡 − 𝜏), avec 𝜏 est un nombre positif  très petit. 

 

III.3.5 La synchronisation anticipée 

Comme dans le cas de la synchronisation Lag, la relation entre les variable d’état des 

systèmes maître et esclave est donnée par : 

𝑥  𝑡 ≈ 𝑥 𝑡 + 𝜏 ,                 𝜏 > 0.     (III.46) 

 

III.3.6 La synchronisation de phase (PS) 

Soit 𝜑1 et 𝜑2 les phases des systèmes maître et esclave respectivement. La synchronisation de 

phase est réalisée si pour deux nombres entiers 𝑚  et 𝑛, il existe un nombre positive très petit 

𝜀 tel que : 

 𝑚𝜑1 − 𝑛𝜑2 < 𝜀.     (III.47) 

Le phénomène de synchronisation de phase est totalement différent de ceux présentés 

précédemment. Généralement, lorsque la synchronisation chaotique est obtenue, les exposants 

de Lyapunov du système esclave sont tous négatifs. Donc le système esclave est un système 

non chaotique avec une sortie chaotique. Cependant, dans le cas de la synchronisation de 

phase, les exposants de Lyapunov peuvent prendre des valeurs positives. 

III.3.7 L’anti-synchronisation 

Théoriquement, deux systèmes sont anti-synchronisés si d’une part, le système maître et le 

système esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue mais avec des signes 

opposés et que d’autre part, la somme des vecteurs d’état des deux systèmes tend vers zéro 

lorsque le temps tend vers l’infini. L’erreur d’anti-synchronisation peut donc être définie 

comme suit [101]: 

𝑒𝑖 =  𝑥𝑚𝑖 + 𝑥𝑠𝑖 ,         𝑖 = 1, … , 𝑛    (III.48) 

𝑥𝑚𝑖  , 𝑥𝑠𝑖  : l’état du système maître et esclave respectivement. 
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𝑛 : la dimension des systèmes. 

III.4 Résultats de simulation 
Pour illustrer les principes des différentes méthodes énumérées précédemment, nous 

présentons dans ce qui suit les résultats obtenus pour différents cas de simulation. 

III.4.1 Synchronisation des systèmes chaotiques identiques 

a- Synchronisation par la méthode du contrôle actif  

Exemple 1 : Système discret de dimension 2 

On considère le système de Hénon suivant : 

 𝑥1 𝑘 + 1 = 𝑎 − 𝑥1
2 𝑘 + 𝑏𝑦1 𝑘      (III.49) 

            𝑦1 𝑘 + 1 = 𝑥1(𝑘)        

Avec 𝑎 = 1.4 et 𝑏 = 0.3. 

Ce système représente le maître et le système esclave est défini par : 

𝑥2 𝑘 + 1 = 𝑎 − 𝑥2
2 𝑘 + 𝑏𝑦2 𝑘 + 𝑆1(𝑘)    (III.50) 

                        𝑦2 𝑘 + 1 = 𝑥2 𝑘 + 𝑆2(𝑘) 

L’erreur entre les deux systèmes s’écrit : 

𝑥𝑠 𝑘 + 1 = 𝑥1
2 − 𝑥2

2 + 𝑏𝑦𝑠 𝑘 + 𝑆1(𝑘)    (III.51) 

                      𝑦𝑠 𝑘 + 1 = 𝑥𝑠 𝑘 + 𝑆2(𝑘) 

Donc, la loi de contrôle doit être sous la forme 

𝑆1 𝑘 = 𝑈1 𝑘 +  𝑥2
2 − 𝑥1

2 − 𝑏𝑦𝑠 𝑘     (III.52) 

 𝑆2 𝑘 = 𝑈2 𝑘 − 𝑥𝑠 𝑘       (III.53) 

Où 

𝑈1 𝑘 = 𝑔1𝑥𝑠(𝑘)       (III.54) 

𝑈2 𝑘 = 𝑔2𝑦𝑠 𝑘        (III.55) 

Alors 

𝑥𝑠 𝑘 + 1 = 𝑔1𝑥𝑠(𝑘)       (III.56) 

𝑦𝑠 𝑘 + 1 = 𝑔2𝑦𝑠 𝑘        (III.57) 

Pour la simulation, on prend: 

𝑔1 = 𝑔2 = 0.1,   𝑥1 0 = 0.1, 𝑦1 0 = 0.2, 𝑥2 0 = 0.4,  𝑦2 0 = 0.5 . 
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L’algorithme de synchronisation est appliqué sur le système esclave à l’itération 𝑖 = 50. On 

remarque alors qu’après quelques itérations, l’erreur de synchronisation converge rapidement 

vers zéro, et le système esclave se synchronise parfaitement avec le maître bien que les 

conditions initiales soient totalement différentes.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. III. 5 Synchronisation du système de Hénon par le contrôle actif pour  𝒂 = 𝟏. 𝟒. 

Exemple 2 : Système discret de dimension 3 

Le système considéré est celui de Kokame, décrit par [102] : 

 

𝑥1 𝑘 + 1 = 𝑓 𝑥1 𝑘 , 𝑎 + 0.4𝑦1 𝑘 − 0.5𝑧1 𝑘 

𝑦1 𝑘 + 1 = 0.3𝑥1 𝑘 + 𝑓 𝑦1 𝑘 , 𝑏                       

 𝑧1 𝑘 + 1 = 0.1𝑥1 𝑘 − 0.2𝑧1 𝑘                            

    (III.58)                                 

Avec 

𝑓 𝛼, 𝑣 =  
𝑣 𝛼 + 1        𝑠𝑖 𝛼 < −0.5
𝑣𝛼                    𝑠𝑖 𝛼 ≤ 0.5
𝑣 𝛼 − 1           𝑠𝑖 𝛼 > 0.5

      (III.59) 

Et 𝑎 = 𝑏. 

le système esclave est défini comme suit:  

 

𝑥2 𝑘 + 1 = 𝑓 𝑥2 𝑘 , 𝑎 + 0.4𝑦2 𝑘 − 0.5𝑧2 𝑘 + 𝑠1(𝑘)

𝑦2 𝑘 + 1 = 0.3𝑥2 𝑘 + 𝑓 𝑦2 𝑘 , 𝑎 + 𝑠2 𝑘                       

𝑧2 𝑘 + 1 = 0.1𝑥2 𝑘 − 0.2𝑧2 𝑘 + 𝑠3 𝑘                            

                        (III.60) 

L’erreur de synchronisation est alors la suivantes: 

 

  𝑥𝑠 𝑘 + 1 = 𝑓 𝑥2 𝑘 , 𝑎 − 𝑓 𝑥1 𝑘 , 𝑎 + 0.4𝑦𝑠 𝑘 − 0.5𝑧𝑠 𝑘 + 𝑠1(𝑘)

 𝑦𝑠 𝑘 + 1 = 0.3𝑥𝑠 𝑘 + 𝑓 𝑥2 𝑘 , 𝑎 − 𝑓 𝑥1 𝑘 , 𝑎 + 𝑠2 𝑘                     

𝑧𝑠 𝑘 + 1 = 0.1𝑥𝑠 𝑘 − 0.2𝑧𝑠 𝑘 + 𝑠3 𝑘                                                    

  (III.61)  
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Pour satisfaire la condition de synchronisation, on utilise la loi de contrôle suivante : 

 

𝑠1 𝑘 = 𝑓 𝑥1 𝑘 , 𝑎 − 𝑓 𝑥2 𝑘 , 𝑎 − 0.4𝑦𝑠 𝑘 + 0.5𝑧𝑠 𝑘 + 𝑔1𝑥𝑠(𝑘)

𝑠2 𝑘 = −0.3𝑥𝑠 𝑘 − 𝑓 𝑥2 𝑘 , 𝑎 + 𝑓 𝑥1 𝑘 , 𝑎 + 𝑔2𝑦𝑠 𝑘                   

𝑠3 𝑘 = −0.1𝑥𝑠 𝑘 +  𝑔3 + 0.2 𝑧𝑠 𝑘                                                         

   (III.62) 

Pour la simulation on choisit:  

𝑎 = 2, 𝑏 = 2, 𝑔1 = 0.01, 𝑔2 = 0.01, 𝑔3 = 0.01. 

 𝑥1 0 , 𝑦1 0 , 𝑧1 0  =  0.1,0.1,0.1 ,   𝑥2 0 , 𝑦2 0 , 𝑧2 0  =  0.2,0.3,0.25  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. III. 6 Synchronisation de système de Kokame pour 𝒂 = 𝟐,  

 

Exemple 3 : Anti-synchronisation de systèmes chaotiques continus 

Les lois de commande qu’on doit appliquer sur l’esclave afin d’assurer l’anti-synchronisation 

sont calculées à l’aide de l’algorithme du contrôle actif. 

𝑧𝑠  

𝑥𝑠  𝑦𝑠  
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Soit les systèmes maître et esclave représentés respectivement par les équations suivantes : 















,
,

),(

1111

1111
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bzyxz
cyzxy
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





        (III.63) 















,
,

,)(

32222

22222

1222

Sbzyxz
Scyzxy

Sxyax







      (III.64) 

Où TSSSS ],,[ 321  représente la fonction du contrôle actif à calculer. 

Contrairement à la synchronisation, l’erreur d’anti-synchronisation est donnée par : 















123

212

211

zze
yye
xxe

         (III.65) 

Sa dynamique est : 








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



123

212

211

zze
yye
xxe
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



         (III.66) 

Ce qui donne 












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31223213
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Sxxybeexe
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
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      (III.67) 

Pour obtenir l’anti-synchronisation il faut que : 

0)3,2,1(lim 


ieit
        (III.68) 

Pour éliminer les termes non linéaires dans l’équation (III.67), la fonction du contrôle actif est 

choisi, telle que: 



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
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

31223

22122

11

)(
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vxxyS
vxxzS
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        (III.69) 

où 21,vv  et 3v  sont les lois de contrôle. 
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En remplaçant (III.69) dans (III.67), on obtient : 





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
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        (III.70) 

Dans ce cas, le problème d’anti-synchronisation se transforme en un problème de contrôle de 

l’erreur pour la  stabiliser à la valeur zéro.  

Pour définir les lois de contrôle, on choisit la fonction de Lyapunov suivante : 

 )(
2
1)( 2

3
2
2

2
1 eeetf          (III.71) 

Dont la forme générale de la dérivée est la suivante : 

)()()(

)(

32133231221121

332211

vexbeevexceevaeaee

eeeeee
dt

tdf



 
    (III.72) 

Si on choisit : 

 














123

2312

21

2
xev

ceexv
aev

        (III.73) 

La dérivée de la fonction de Lyapunov devient : 

         2
3

2
2

2
1

)( beceae
dt

tdf
         (III.74) 

Si on  pose 

  cbar ,,min       (III.75) 

Alors : 

rteftf

trfeeer
dt

tdf

2

2
3

2
2

2
1

)0()(

)(2)()(




      (III.76) 

Ce qui assure que pour t , l’erreur 0)3,2,1( iei . 

C'est-à-dire l’anti-synchronisation des deux systèmes est réalisée. 
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Fig. III. 7 Anti-synchronisation du système de Lü par le contrôle actif. 

b- Synchronisation par le contrôle non-linéaire  

Pour illustrer cette partie nous avons choisi le système hyperchaotique de Lü. Les systèmes 

maître et esclave sont représentés respectivement par  les équations (III.77) et (III.78):  

 

𝑥 1 = 𝑎 𝑦1 − 𝑥1 + 𝑢1

𝑦 1 = −𝑥1𝑧1 + 𝑐𝑦1      
𝑧 1 = 𝑥1𝑦1 − 𝑏𝑧1         
𝑢 1 = 𝑥1𝑧1 + 𝑑𝑢1         

      (III.77) 

 

𝑥 2 = 𝑎 𝑦2 − 𝑥2 + 𝑢2 + 𝑣1

𝑦 2 = −𝑥2𝑧2 + 𝑐𝑦2 + 𝑣2       
𝑧 2 = 𝑥2𝑦2 − 𝑏𝑧2 + 𝑣3           
𝑢 2 = 𝑥2𝑧2 + 𝑑𝑢2 + 𝑣4          

     (III.78) 

Où 𝑣1 , 𝑣2, 𝑣3 et 𝑣4sont les lois de contrôle. 

L’erreur de synchronisation entre les deux systèmes s’écrit sous la forme : 
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𝑒𝑥 𝑡 = 𝑥2 𝑡 − 𝑥1(𝑡)

𝑒𝑦 𝑡 = 𝑦2 𝑡 − 𝑦1(𝑡)

𝑒𝑧 𝑡 = 𝑧2 𝑡 − 𝑧1(𝑡)

𝑒𝑢 𝑡 = 𝑢2 𝑡 − 𝑢1(𝑡)

      (III.79) 

Pour que les deux systèmes se synchronisent il faut que lim𝑡→∞ 𝑒𝑖(𝑖 = 1, … ,4) → 0. Dans ce 

cas le problème de synchronisation se transforme à un problème de contrôle de l’erreur pour 

qu’elle se stabilise à la valeur zéro. 

L’expression (III.80) représente la dynamique de l’erreur entre les deux systèmes 

 
 
 

 
 𝑒 𝑥 = −𝑎 𝑒𝑥 − 𝑒𝑦 + 𝑒𝑢 + 𝑣1   

𝑒 𝑦 = −𝑧1𝑒𝑥 + 𝑐𝑒𝑦 − 𝑥2𝑒𝑧 + 𝑣2

𝑒 𝑧 = 𝑦1𝑒𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 𝑏𝑒𝑧 + 𝑣3   

𝑒 𝑢 = 𝑧1𝑒𝑥 + 𝑥2𝑒𝑧 + 𝑑𝑒𝑢 + 𝑣4   

     (III.80) 

Pour définir la loi de contrôle, on choisit la fonction de Lyapunov suivante : 

𝑓 𝑡 =
1

2
(𝑒𝑥

2 + 𝑒𝑦
2 + 𝑒𝑧

2 + 𝑒𝑢
2)    (III.81) 

Dont la forme générale de la dérivée est la suivante : 

  𝑑𝑓 𝑡 

𝑑𝑡
= 𝑒𝑥𝑒 𝑥 + 𝑒𝑦𝑒 𝑦 + 𝑒𝑧𝑒 𝑧 + 𝑒𝑢𝑒 𝑢                                 

     = 𝑒𝑥 −𝑎 𝑒𝑥 − 𝑒𝑦 + 𝑒𝑢 + 𝑣1 + 𝑒𝑦 −𝑧1𝑒𝑥 + 𝑐𝑒𝑦 − 𝑥2𝑒𝑧 + 𝑣2                  (III.82) 

    +𝑒𝑧 𝑦1𝑒𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 𝑏𝑒𝑧 + 𝑣3 + 𝑒𝑢(𝑧1𝑒𝑥 + 𝑥2𝑒𝑧 + 𝑑𝑒𝑢 + 𝑣4)    

Si on pose : 

𝑣1 = −𝑒𝑦 𝑎 + 𝑦1                

𝑣2 = −2𝑐𝑒𝑦 + 𝑧1𝑒𝑥             
𝑣3 = −𝑥2𝑒𝑢                           
𝑣4 = −2𝑑𝑒𝑢 − 𝑒𝑥(𝑧1 + 1)

     (III.83) 

La dérivée de la fonction de Lyapunov devient : 

𝑑𝑓 (𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑎𝑒𝑥

2 − 𝑐𝑒𝑦
2 − 𝑏𝑒𝑧

2 − 𝑑𝑒𝑢
2    (III.84) 

Si on pose  𝑟 = min⁡{𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} 

Alors : 

𝑑𝑓 𝑡 

𝑑𝑡
≤ −𝑟 𝑒𝑥

2 + 𝑒𝑦
2 + 𝑒𝑧

2 + 𝑒𝑢
2 = −2𝑟𝑓 𝑡    (III.85) 

⇒ 𝑓 𝑡 ≤ 𝑓(0)𝑒−2𝑟𝑡  
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Ce qui assure que pour 𝑡 → ∞ l’erreur 𝑒 → 0, c'est-à-dire la synchronisation des deux 

systèmes est obtenue. 

Les figures suivantes représentent les résultats de simulation obtenus pour des conditions 

initiales  différentes 

Les différentes figures montrent que les trajectoires des variables d’état (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢) des 

systèmes maître et esclave divergent avant le déclenchement du contrôle. Ceci est dû à la 

sensibilité aux conditions initiales. Une fois le contrôle déclenché, ces mêmes trajectoires 

convergent rapidement et deviennent identiques dans un  temps réduit. 
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Fig. III. 8 Synchronisation et erreurs de synchronisation du système hyper-chaotique de Lü 

 

c- Synchronisation par le contrôle hybride à rétroaction  

On considère le système chaotique suivant : 

 
𝑥 1 = 𝑎 𝑥2 − 𝑥1         
𝑥 2 = 𝑥1𝑥3 − 𝑥2          
𝑥 3 = 𝑏 − 𝑥1𝑥2 − 𝑐𝑥3

       (III.86) 

Où 𝑎, 𝑏, 𝑐 sont les paramètres du système. Pour 𝑎 = 5, 𝑏 = 16, 𝑐 = 1 le système est dans un 

état chaotique. 

 

 

 

 

 

 
Fig. III. 9 Attracteur chaotique et représentation temporelles des états du système 

Ce système peut être représenté sous la forme suivante: 

 
𝑥 1
𝑥 2
𝑥 3

 =  
−𝑎 𝑎 0
0 −1 0
0 0 −𝑐

  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 +  
0 0
1 0
0 1

  
𝑥1 𝑥3

𝑏 − 𝑥1𝑥2
    (III.87) 

Si on compare cette équation avec la forme définie précédemment, on obtient: 
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𝐴 =  
−𝑎 𝑎 0
0 −1 0
0 0 −𝑐

 ,    𝐵 =  
0 0
1 0
0 1

 ,        𝑔 𝑥 =  
𝑥1 𝑥3

𝑏 − 𝑥1𝑥2
   (III.88) 

Soit 𝐾 un contrôleur tel que :  

𝐾 =  
𝑘1 𝑘2 𝑘3

0 0 0
       (III.89) 

Alors : 

𝐴 − 𝐵𝐾 =  
−𝑎 𝑎 0
0 −1 0
0 0 −𝑐

 −  
0 0
1 0
0 1

  
𝑘1 𝑘2 𝑘3

0 0 0
    (III.90) 

Pour 𝑎 = 5, 𝑏 = 16, 𝑐 = 1 on a : 

𝐴 − 𝐵𝐾 =  
−5 5 0
−𝑘1 −1 − 𝑘2 −𝑘3

0 0 −1
      (III.91) 

L’équation caractéristique de (𝐴 − 𝐵𝐾) est donnée par : 

det 𝜆𝐼 −  𝐴 − 𝐵𝐾  = 𝜆3 + 𝜆2 𝑘2 + 7 + 𝜆 5𝑘1 + 6𝑘2 + 11 + 5(𝑘1 + 𝑘2 + 1)    (III.91) 

Où 𝐼 est la matrice identité de dimension (3 × 3) et 𝜆 la matrice des valeurs propres du 

système. 

En utilisant la table de Routh, les gains 𝑘𝑖  peuvent être choisis comme suit : 

𝑘1 = 1, 𝑘2 = 3, 𝑘3 = 3     (III.92) 

On considère le système esclave suivant : 

 
𝑦 1 = 𝑎 𝑦2 − 𝑦1         
𝑦 2 = 𝑦1𝑦3 − 𝑦2          
𝑦 3 = 𝑏 − 𝑦1𝑦2 − 𝑐𝑦3

       (III.93) 

Comme pour le système maître, le système esclave est mis sous la forme : 

 

𝑦 1
𝑦 2
𝑦 3

 =  
−𝑎 𝑎 0
0 −1 0
0 0 −𝑐

  

𝑦1

𝑦2

𝑦3

 +  
0 0
1 0
0 1

  
𝑦1 𝑦3

𝑏 − 𝑦1𝑦2
    (III.94) 

  𝑔 𝑦 =  
𝑦1 𝑦3

𝑏 − 𝑦1𝑦2
       (III.95) 

La synchronisation des deux systèmes revient à appliquer sur le système esclave une loi de 

commande 𝑢 = 𝑢1 + 𝑢2.  
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Où 

 𝑢1 = 𝑔 𝑥 − 𝑔(𝑦)       (III.96) 

Et 

 𝑢2 = 𝐾(𝑥 − 𝑦)      (III.97) 

Dans notre cas, on a : 

𝑢1 =  
𝑥1  𝑥3 − 𝑦1𝑦3

−𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2
 ,       𝑢2 =  

 𝑥1 − 𝑦1 + 3 𝑥2 − 𝑦2 + 3(𝑥3 − 𝑦3)
0

   (III.98) 

Donc, le système contrôlé est donné par : 

 
𝑦 1 = 𝑎 𝑦2 − 𝑦1 + 𝑥1 𝑥3 − 𝑦1𝑦3 +  𝑥1 − 𝑦1 + 3 𝑥2 − 𝑦2 + 3(𝑥3 − 𝑦3)
𝑦 2 = 𝑦1𝑦3 − 𝑦2 − 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2                                                                              
𝑦 3 = 𝑏 − 𝑦1𝑦2 − 𝑐𝑦3                                                                                                

  (III.99) 

Pour illustrer l’efficacité de la méthode, quelques résultats de simulation sont représentés par 

les figures suivantes. 

Au départ les deux systèmes évoluent de deux conditions initiales différentes 

(𝑥1 0 , 𝑥2 0 , 𝑥3(0)) = (2,2,1) et (𝑦1 0 , 𝑦2 0 , 𝑦3(0)) = (−2, −2, −1).  

Les lois de commande sont appliquées sur le système esclave dès le départ. On remarque que 

pour les premières secondes les deux systèmes varient selon une dynamique différente, mais 

dans un temps très court les trajectoires commencent à se rapprocher et deviennent identiques 

à l’instant 𝑡 = 7𝑠. 
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Fig. III. 10 Synchronisation des systèmes chaotique par le contrôle hybride à rétroaction 

  

d- Synchronisation par la méthode du backstepping 

Soient les systèmes maître et esclave représentés respectivement par (III.100) et (III.101). 















,
,

),(

1111

1111

111

bzyxz
cyzxy

xyax







      (III.100) 















,
,

,)(

32222

22222

1222

ubzyxz
ucyzxy

uxyax







     (III.101)

 

Où 321 ,, uuu sont les lois de contrôle, calculées par l’algorithme de backstepping.

 

 

Si on désigne les erreurs de synchronisation entre les deux systèmes par : 

123122121 ,, zzeyyexxe       (III.102) 

La dynamique de l’erreur est alors définie par: 
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













3321123

2312122

1121

ubeexeye
uexceeze

uaeaee






                 (III.103) 

Pour concevoir un contrôleur simple on pose .01 u  

Etape 1 : 

On pose 11 e , alors : 

121  aae         (III.104) 

Où )( 112 e  est considéré comme contrôleur virtuel. 

Pour définir la condition de stabilité du sous système 1 , on définit la fonction de Lyapunov: 

2

2
1

1


V        (III.105) 

Dont la  dérivée est: 

2
1111  aaV        (III.106) 

Si 01  , on a 02
11  aV . Donc, le sous système 1 est asymptotiquement stable. 

L’équation (III.107) représente l’erreur entre la variable d’état et la fonction d’estimation 

122   e        (III.107) 

Ce qui nous donne le sous système suivant 












2312122

121
uexcz

aa








                (III.108) 

),( 2123 e est un contrôleur virtuel. 

Etape 2 : 

On considère la fonction de Lyapunov: 

2

2
2

12


VV        (III.109) 

Sa dérivée est: 

2221212
2

12 ][  uxczaV           (III.110) 
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Pour 02   et 2122 )1(   czu , le sous système ),( 21   est asymptotiquement stable 

car : 

02
2

2
12  aV        (III.111) 

On désigne par : 233   e , l’erreur entre la variable d’état et la fonction d’estimation. 

Donc, le nouveau sous système est donné par : 















3321123

3122

121

ubxy

x

aa













      (III.112) 

Etape 3 : 

Soit la fonction de Lyapunov suivante : 

2

2
3

23


VV        (III.113) 

Donc :  

332112
2
3

2
2

2
13 )(  uxybaV           (III.114) 

Si on choisit :  

21123  xyu         (III.115) 

On obtient:  

02
3

2
2

2
13   baV       (III.116) 

Ce qui implique une stabilité du sous système ),,( 321  , et donc la synchronisation des 

deux systèmes.  

 

 

 

 

  

 
         Fig. III. 11 Synchronisation de la variable 𝒙           Fig. III. 12 Synchronisation de la variable 𝒚 
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       Fig. III. 13 Synchronisation de la variable 𝒛             Fig. III. 14 Erreurs de synchronisation. 

 

III.4.2 Synchronisation de systèmes chaotiques différents 

Dans cette partie, le contrôle actif est appliqué à la synchronisation de deux systèmes 

différents. Le système hyper-chaotique de Lü est choisi comme système maître et le système 

chaotique de Qi comme esclave. Lorsque les deux systèmes sont synchronisés, le système 

chaotique de Qi va suivre une trajectoire hyper-chaotique. 

Les équations suivantes décrivent la dynamique du système de Qi [103]: 
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       (III.117) 

Pour 𝑎2 = 30, 𝑏2 = 10, 𝑐2 = 1, 𝑑2 = 10, le système est chaotique. 

Le système  maître est défini par:  
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         (III.118) 

Et le système esclave par: 
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                     (III.119) 
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La fonction du contrôle actif appliquée sur l’esclave est :  



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
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    (III.120) 

Avec:            
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      (III.121) 

Les résultats de simulation de la synchronisation du système hyper-chaotique de Lü avec le 

système chaotique de Qi sont représentés sur les figures suivantes: 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. III. 15 Synchronisation du système hyper-chaotique de Lü avec le système chaotique de Qi 
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Fig. III. 16 Erreurs de synchronisation 

Les figures montrent l’efficacité du contrôle actif même lorsqu’il s’agit  de synchroniser des 

systèmes différents et de dynamique plus complexe. On remarque que le contrôleur calculé a 

parfaitement conduit le système esclave à suivre des trajectoires hyper-chaotiques. De plus la 

stabilité est garantie puisque les lois de commande sont tirées de la fonction de Lyapunov, ce 

qui assure une stabilité asymptotique. 

III.5  Synchronisation des systèmes incertains 

Dans cette partie nous nous intéressons aux systèmes chaotiques incertains, c'est-à-dire dans 

lesquelles les paramètres du système sont incertains ou partiellement connus. 

Pour illustrer le principe de la synchronisation de ce type de système nous avons choisi deux 

exemples de systèmes, le système de Lorenz et le système de Chen [104] 

III.5.1  Synchronisation des systèmes chaotiques incertains par le contrôle Backstepping 

adaptatif  

Exemple 1 : synchronisation de systèmes de Lorenz incertains 

On considère deux systèmes, un système maître avec l’indice m et un système esclave avec 

l’indice s. 

Le système maître s’écrit donc: 


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                         (III.122) 
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Et le système esclave: 


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uzbyxz
uyxrzxy

uxyax
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ssusss

ssus


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

                      (III.123) 

où uuu bra ,, sont les paramètres incertains à estimer , et 321 ,, uuu  sont les lois de commande à 

calculer pour réaliser la synchronisation. 

Soit : 

bberreaae uburua  ,,               (III.124) 

L’erreur de synchronisation est donnée par : 

mszmsymsx zzeyyexxe  ,,             (III.125) 

Et sa variation est: 








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
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)()(

uzebeexeye
uxeexeezre

uxyeeeae

sbzysxmz

srzsyxmy

ssaxyx







            (III.126) 

On pose xe1  

Donc:  

111 )()( uxyeea ssay                       (III.127) 

où  )( 11 ye est considéré comme contrôleur virtuel. 

Pour étudier la stabilité du sous-système )( 1 , on considère la fonction de Lyapunov 

suivante:  

22

22
1

1
aeV 

                                      (III.128) 

aassa eeuaayxeV   ])([ 11111          (III.129) 

Pour : 

0,0 11  u    et )(1 ssa yxe    

On obtient : 
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02
11  aV                                    (III.130) 

Ainsi, le sous-système )( 1 est asymptotiquement stable.  

On note par 2 l’erreur entre ye et la fonction d’estimation )( 11   

12   ye                                      (III.131) 

On obtient le nouveau sous-système  21,   








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2212

121
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)()(

uxeexzr

xyea

srzsm

ssa








           (III.132) 

Où ),( 212 ze est le contrôleur virtuel. 

Afin de stabiliser le sous-système ),( 21  , on considère la fonction de Lyapunov 2V  

22

22
2

12
reVV 

                               (III.133) 

Dont la dérivée est : 

rrsrsm eeuxexzraV   ])[( 22212
2

12     (III.134) 

Pour   122 )(,0  mzru        et     sr xe 2  

On a: 

02
2

2
12    aV                             (III.135) 

Donc, avec ces conditions le sous-système ),( 21  est asymptotiquement stable. 

soit 23   ze l’erreur entre ze et ),( 212   

le nouveau sous-système est donné par: 


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







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121 )()(
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      (III.136) 

Soit  3V  une fonction de Lyapunov telle que: 

22

22
3

23
be

VV 
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                             (III.137) 
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Et dont la variation est: 

bbsbms eeuzeybxaV   ][ 31323
2
2

2
13      (III.138) 

Pour  )( 123  ms yxu    et  sb ze 3  

On a : 

02
3

2
2

2
13   baV                        (III.139) 

Pour cela, le sous-système ),,( 321  est asymptotiquement stable. 

Ainsi, les lois de commandes qui réalisent la synchronisation sont: 

)(
)(

3

2

xmys

xm

eyexu
ezru




      (III.140) 

Et les lois d’adaptation des paramètres incertains sont: 

szb

syr

ssxa

zee
xee

yxee











 )(
      (III.141) 

Pour la simulation, les paramètres du maître sont : 28,3/8,10  rba , et les valeurs 

initiales des paramètres incertain de l’esclave sont : 13,8,6  uuu rba .  

Pour des conditions initiales différentes, la simulation donne les résultats représentés par les 

figures suivantes 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. III. 17 Synchronisation des variables 𝒙𝒎 et 𝒙𝒔        Fig. III. 18 Synchronisation des variables 𝒚𝒎 et 𝒚𝒔 
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  Fig. III. 19 Synchronisation des variables 𝒛𝒎 et 𝒛𝒔              Fig. III. 20 Erreurs de synchronisation. 

 

  

                      

 

 

 

 

 

 

 

             Fig. III. 21 Estimation du paramètre 𝒂𝒖                Fig. III. 22 Estimation du paramètre 𝒓𝒖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. III. 23 Estimation du paramètre 𝒃𝒖 

 

Au départ, les deux trajectoires sont divergentes. Une fois le contrôle déclenché à 𝑡 = 3𝑠, les 

trajectoires commencent à se rapprocher est deviennent identiques après quelques secondes, et 
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l’erreur de synchronisation se stabilise à l’origine. Les figures (III.21) à (III.23) représentent 

l’estimation des paramètres incertains du système esclave. On remarque que les paramètres 

incertains se stabilisent exactement sur les mêmes valeurs que celles du système maître. 

 

Exemple 2 : Synchronisation des systèmes de Chen incertains 

Comme dans l’exemple précèdent, on considère deux systèmes de Chen, le premier est 

considéré comme maître et le deuxième comme esclave. 
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                    (III.142) 

Et  


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
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


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uzbyxz
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uxyax
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sussuus

ssus







            (III.143) 

Où uuu cba ,, sont les paramètres incertains, et 321 ,, uuu  les lois de commande. 

La dynamique de l’erreur de synchronisation est donnée par: 





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


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uxeyxeexceezace

uxyeeeae

sbzysxmz

sassczmyxsy

ssaxyx







   (III.144) 

Avec  

ccebbeaae ucubua  ,,                (III.145) 

Soit xe1  

Alors 

111 )()( uxyeea ssay            (III.146) 

)( 11 ye  est considéré comme contrôleur virtuel. 

Pour étudier la stabilité du sous-système )( 1 une fonction de Lyapunov  1V  est choisie telle 

que: 
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22

22
1

1
ae

V 
              (III.147) 

Sa dérivée est: 

aassa eeuaayxeV   ])([ 11111       (III.148) 

Si on choisit: 

0,0 11  u                   (III.149) 

Et  

)(1 ssa yxe                   (III.150) 

Le sous-système )( 1 est asymptotiquement stable car: 

02
11  aV             (III.151) 

L’erreur entre ye et la fonction d’estimation est décrit par: 

122   e                 (III.152) 

Ainsi, le nouveau sous-système est donné par: 
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






2212

121

)()(

)()(

uxeyxeexczac

xyea

sassczms

ssa









   (III.53) 

Et ),( 212 ze est le contrôleur virtuel 

Afin de trouver les conditions de stabilité  qui stabilise le sous-système ),( 21  , on considère 

la fonction de Lyapunov 2V   

22

22
2

12
ce

VV 
                        (III.154) 

 
ccsascms eeuxeysxexczacaV   ])()[( 22212

2
12   (III.155) 

Pour 

sas xeczacu  )1()(,0 2122  ,    (III.156) 

Et  

)(2 ssc yxe             (III.157) 
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On obtient 

 02
2

2
12    aV              (III.158) 

Donc, le sous-système ),( 21  est asymptotiquement  stable puisque la dérivée de la fonction 

de Lyapunov est définie négative. 

Soit  3 l’erreur entre ze et ),( 212   

23   ze                (III.159) 

Le nouveau système obtenu  ),,( 321  est déterminé par 
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      (III.160) 

On choisit la fonction de Lyapunov comme suit: 

22

22
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23
beVV 

                (III.161) 

bbsbsm eeuzebxyaV   ][ 33213
2
2

2
13 

   (III.162)
 

Si )( 123  ms yxu    et  sb ze 3 , le sous-système ),,( 321  est asymptotiquement stable 

car la dérivée de la fonction de Lyapunov est définie négative. 

02
3

2
2

2
13   baV                     (III.163) 

Les lois de contrôle qui assurent la synchronisation des deux systèmes sont: 
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Et les lois d’adaptations des paramètres incertains sont: 
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       (III.165) 
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Pour la simulation, les paramètres du système maître sont 28,3,35  cba . Pour le 

système esclave les valeurs initiales des paramètres incertains sont 18,1,30  uuu cba .  

  

 

 
 
 
 
 
 
  
Fig. III. 24 Synchronisation des variables 𝒙𝒎 et 𝒙𝒔       Fig. III. 25 Synchronisation des variables 𝒚𝒎 et 𝒚𝒔        

 
 
 
 
 
 
 
  
 
Fig. III. 26 Synchronisation des variables 𝒛𝒎 et 𝒛𝒔               Fig. III. 27 Erreurs de synchronisation.  

 
 
 
 
 
 
 

 
     

      Fig. III. 28 Estimation du paramètre 𝒂𝒖                           Fig. III. 29 Estimation du paramètre 𝒄𝒖 
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                                                 Fig. III. 30 Estimation du paramètre 𝒃𝒖 

 

La différence entre les  trajectoires avant l’activation du contrôle est due à la sensibilité aux 

conditions initiales. Une fois le contrôle déclenché les trajectoires de l’esclave suivent 

parfaitement le maître et l’erreur de synchronisation se stabilise sur la valeur zéro. Les 

paramètres incertains aussi se stabilisent à la limite sur les mêmes valeurs que celles du 

maître. 

 

III.5.2 Synchronisation des systèmes chaotiques incertains par le contrôle actif adaptatif  

Exemple 1 : Synchronisation des systèmes de Lorenz incertains [105] 

Comme défini précédemment, la dynamique de l’erreur de synchronisation est donnée par: 














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)(
)()(
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uxyeeeae

sbzysxmz

srzsyxmy

ssaxyx







         (III.166) 

Pour éliminer les termes non-linéaires, on prend: 














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vu
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zsxm                      (III.167) 

Le système obtenu est un système linéaire avec les lois de commande 𝑣1, 𝑣2et 𝑣3 
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                (III.168) 

On considère la fonction de Lyapunov suivante: 

)(2
1)( 222222

rbazyx eeeeeetf            (III.169) 

bbsbzz

rrsryxy

aassaxyx

rrbbaazzyyxx
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dt

tdf
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              (III.170) 

Pour assurer la stabilité du système, les lois de contrôle sont choisies comme suit: 





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              (III.171) 

Et les lois d’adaptations des paramètres:     





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


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szb

yr

ssxa

zee
xsee

yxee





 )(
              (III.172) 

Pour la simulation, les valeurs des paramètres du système maître sont 𝑎 = 10, 𝑏 =
8

3
, 𝑟 = 28 

Pour l’esclave, les valeurs initiales des paramètres incertains sont 𝑎𝑢 = 6, 𝑏𝑢 = 8, 𝑟𝑢 = 13.  

Les figures suivantes montrent que la synchronisation se produit rapidement. On peut alors 

déduire qu’avec le contrôle actif la synchronisation se fait beaucoup plus rapidement qu’avec 

l’algorithme backstepping. 
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Fig. III. 31 Synchronisation des systèmes de Lorenz par le contrôle actif adaptatif et estimation des 

paramètres incertains. 

Exemple2 : Synchronisation des systèmes de Chen incertains 

Pour ce système, la dynamique de l’erreur de synchronisation est donnée par:  


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      (III.173) 

Pour éliminer la partie non linéaire on choisit: 


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       (III.174) 

La fonction de Lyapunov est:  

)(2
1)( 222222

cbazyx eeeeeetf               (III.175) 

D’où sa dérivée: 
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   (III.176) 

On obtient alors les lois de commandes suivantes: 
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Et les paramètres incertains s’adaptent selon les lois: 
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               (III.178) 

On obtient une forme simplifiée de la fonction de Lyapunov, dont la dérivée est toujours 

négative. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

Fig. III. 32 Synchronisation des systèmes de Chen par le contrôle actif adaptatif et estimation des paramètres 

incertains. 
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Pour la simulation les valeurs des paramètres du système maître sont 28,3,35  cba , et les 

valeurs initiales des paramètres incertains de l’esclave sont :  18,1,30  uuu cba .  

Comme pour l’exemple précèdent le contrôle actif adaptatif permet la synchronisation de 

deux systèmes de Chen, avec une incertitude dans les paramètres de l’esclave. Le temps de 

synchronisation est très court par rapport aux méthodes déjà étudiées.  
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Chapitre IV : Chaotification ou anti-contrôle des systèmes non 

linéaires 

IV.1 Introduction 

Depuis le développement des théories de stabilisation et de synchronisation du chaos, l’anti-

contrôle ou chaotification des systèmes non-linéaires est devenu un sujet de recherche et 

d’application très important. Contrairement au contrôle par suppression du chaos, la 

chaotification désigne le processus de génération du comportement chaotique pour un système 

stable ou le rehaussement du comportement chaotique dans un système qui est déjà chaotique. 

Au début, la difficulté a été au niveau de la définition du chaos lui-même. En fait, il s’agissait 

de trouver comment garantir que le comportement généré à partir d’un système non-linéaire 

soit un comportement chaotique.   

La première définition du chaos a été proposée par Li et York en 1975 [106], puis Marrotto a 

généralisé cette définition pour les systèmes de dimension supérieure [107]. Une autre 

variante a été proposée par Denavey [108], et qui est la plus utilisée pour le moment surtout 

après l’amélioration introduite par Wiggins [109]. Cependant, ces définitions sont toutes 

développées pour des systèmes discrets, il n’existe aucun critère ou définition pour prouver 

l’existence du chaos dans un système continu. Le seul moyen est de calculer l’exposant de 

Lyapunov ; une valeur positive de l’exposant signifie la présence du chaos [110]. Cette 

méthode de calcul dépend de l’algorithme numérique utilisé et de la précision du calculateur, 

ce qui rend la conception d’un contrôleur basé sur l’exposant de Lyapunov pratiquement 

impossible. Dans certains systèmes, la génération du chaos est possible en faisant varier l’un 

de ses paramètres. Mais il existe des systèmes qui ne sont pas sensible à cette variation 

paramétrique, ce qui explique la limitation de la méthode. 

En se basant sur le critère de définition du chaos, les méthodes de chaotification qui existent 

sont divisées en deux catégories : 

 Le système contrôlé doit posséder au moins un exposant positif et évoluer dans un 

espace borné. En général, un système chaotique évolue dans une région bornée et très 

sensible aux conditions initiales, donc dans cette catégorie, le principe de 

chaotification va reposer sur le fait d’assurer l’existence d’un exposant positif dans le 

système contrôlé en gardant toujours un espace de variation borné.  
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 Introduire une dynamique chaotique sur le système: Parmi les approches proposées 

pour introduire la dynamique chaotique on peut citer  

- Le contrôle à  retour d’état [111] ; le principe de cette méthode se base sur la 

transformation d’un système chaotique connu en une forme normale RNF 

(Rational Normal Form) [112], puis extraire les termes non linéaires obtenu par 

cette transformation et les utiliser comme une partie du contrôleur. L’autre partie 

du contrôleur est calculée pour stabiliser le système contrôlé. Le rôle du contrôleur 

est de stabiliser la dynamique du système étudié et d’introduire une dynamique 

chaotique extraite à partir d’un système chaotique. 

- Le contrôle impulsif [113]: dans ce cas, la loi de commande est composée de deux 

parties : une partie pour éliminer la dynamique du système original, et une autre 

pour générer le chaos. 

- Le contrôle à retard [114]: Quelques travaux ont proposé d’introduire un élément 

de retard  dans une boucle de retour. Si un élément de retard est appliqué sur un 

système de dimension finie, alors le système contrôlé devient de dimension infinie, 

ce qui permet d’obtenir une dynamique plus complexe. 

La première approche dans le domaine de chaotification a été proposée par Chen et Lai [115]. 

Ces auteurs ont développé une méthode basée sur les exposants de Lyapunov. L’idée est 

d’injecter un exposant positif dans une loi de commande composée d’une matrice de gain 

bornée et d’une action modulo pour garantir la convergence de l’algorithme. Cette action 

modulo est remplacée dans certains travaux par un contrôleur de faible amplitude.  

A la suite de ces travaux, beaucoup de méthodes ont été développées parmi lesquelles: le 

contrôle à retour d’état, le contrôle à retard, le contrôle adaptatif, le contrôle non linéaire 

[116-119]. Les méthodes présentées précédemment sont valables pour les systèmes décrits par 

un modèle mathématique. Pour les systèmes incertains ou à modèle inconnu, des méthodes 

basées sur la logique floue sont présentées dans [120].  

Le présent chapitre est consacré à la présentation de quelques méthodes de chaotification ou 

d’anti-contrôle de système continus et discrets. 

IV.2 Les méthodes de chaotification  

IV.2.1 La méthode de Chen-Lai 

On considère le système dynamique discret suivant : 
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𝑥 𝑘 + 1 = 𝑓 𝑥 𝑘  ,                   𝑥(𝑘) ∈ ℝ𝑛 ,         𝑥 0 = 𝑥0   (IV.1) 

Avec 𝑓 une fonction dérivable. 

On applique sur le système une loi de commande à retour d’état de la forme : 

𝑢 𝑘 = 𝐵 𝑘 𝑥(𝑘) (IV.2) 

𝐵 est une matrice de gain de dimension (𝑛 × 𝑛)  

Le système contrôlé est donc le suivant: 

𝑥 𝑘 + 1 = 𝑓 𝑥 𝑘  + 𝑢 𝑘 ,              𝑥 𝑘 ∈ ℝ𝑛 ,             𝑥 0 = 𝑥0  (IV.3) 

𝑥 𝑘 + 1 = 𝑓 𝑥 𝑘  + 𝐵 𝑘 𝑥(𝑘),    𝑥 𝑘 ∈ ℝ𝑛 ,              𝑥 0 = 𝑥0  (IV.4) 

Si on définit par 𝑓 (𝑥𝑓) la matrice Jacobienne du système non contrôlé autour du point fixe   

𝑥𝑓  

𝑓  𝑥𝑓 =  𝜕𝑥 (𝑘+1)

𝜕𝑥 (𝑘)
 
𝑥=𝑥𝑓

  (IV.5) 

Et par 𝐽 la matrice Jacobienne du système contrôlé 

𝐽 = 𝑓  𝑥𝑓 + 𝐵(𝑘)  (IV.6) 

Alors, les exposants de Lyapunov sont donnés par : 

𝜆𝑖 = lim𝑘→∞
1

𝑘
ln 𝐽 ,                           𝑖 = 1,2, … , 𝑛    (IV.7) 

Les exposants de Lyapunov sont choisis tels que : 

0 < 𝛼 < 𝜆𝑖 < ∞ (IV.8) 

∝ étant une constante strictement  positive. 

L’algorithme de chaotification consiste à appliquer d’une part, la séquence  𝐵(𝑘) 𝑘=0
∞  en 

imposant qu’au moins un exposant soit positif et assurer la convergence de l’algorithme 

d’autre part. La séquence  𝐵(𝑘) 𝑘=0
∞   doit être bornée. 

𝑠𝑢𝑝0≤𝑘<∞ 𝐵(𝑘) ≤ 𝑀 < ∞ (IV.9) 

𝑀 : constante 

A chaque itération et avec une valeur désirée de l’exposant de Lyapunov, la matrice du gain 

est calculé par : 
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𝐵 𝑘 = −𝑓  𝑥 𝑘  +  
𝑒𝜆1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑒𝜆𝑛

 ,        𝑘 = 0, … , 𝑛    (IV.10) 

Pour borner la loi de commande sur un intervalle rétréci, et éviter la divergence du système, 

l’action modulo (𝑚𝑜𝑑)est appliquée sous cette forme : 

𝑥 𝑘 + 1 = 𝑓 𝑥 𝑘  + 𝐵 𝑘 𝑥 𝑘 𝑚𝑜𝑑(𝜀) (IV.11) 

𝜀 : constante positive très petite      0 < 𝜀 < 1. 

IV.2.2 La méthode Delay Feedback 

On considère le système dynamique décrit par : 

𝑥  𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡  ,          𝑥 ∈ ℝ 𝑛   ,             𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑛    (IV.12) 

𝑥 : un vecteur d’état 

𝑓 : fonction continue  

Le principe de la méthode est d’appliquer sur le système, une loi de commande 𝑢(𝑡) telle 

que : 

𝑥  𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡  + 𝑢(𝑡) (IV.13) 

Où 

𝑢 𝑡 = 𝑘[𝑥 𝑡 − 𝑥 𝑡 − 𝜏 ] (IV.14) 

𝑘 : gain de retour 

𝜏 : temps de retard. 

Le système contrôlé est donné sous la forme 

𝑥  𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡  + 𝑘[𝑥 𝑡 − 𝑥 𝑡 − 𝜏 ] (IV.15) 

Cette méthode peut être utilisée pour la suppression du chaos ou pour la chaotification. Les 

gains de retour et les temps de retard doivent être convenablement choisis. Leurs choix se fait 

généralement en s’aidant du diagramme de bifurcation   
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Fig. IV. 1 Schéma bloc de la méthode Delay Feedback 

 

IV.2.3 La méthode de l’anti-contrôle impulsif 

Soit un système continu autonome de dimension 3n  décrit par : 

  )),(()( txftx         (IV.16) 

Où  

nRx  et nn RRf   fonction continue. 

L’anti-contrôle impulsif consiste à injecter dans le système stable des impulsions d’une 

manière périodique, ce qui va forcer la carte de Poincaré du système stable à ressembler à une 

carte chaotique désirée. Il faut donc choisir une carte chaotique de dimension )1( n  comme 

suit : 

  ),()()1( iuiBqiq    1)(),(  nRiuiq   (IV.17) 

B  : Matrice constante 

Avec  

  )mod()()()( riqeNiu c       (IV.18) 

cr, représentent des nombres positifs choisis. 

Chen et Lai ont montré que tous les exposants de la carte contrôlée sont strictement positifs et 

que l’orbite contrôlé est toujours bornée [115]. 

Alors, l’injection du contrôleur impulsif dans le système original donne : 

 





1

)())(()(
i

i iTtgtxftx  ,   n
i Rg     (IV.19) 

 𝑥(𝑡 − 𝜏)  𝑘[𝑥 𝑡 − 𝑥 𝑡 − 𝜏 ] + 

- 

Retard (𝜏) 

 𝑥(𝑡) 
Système Chaotique 

𝑘 
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:)(t Impulsion de Dirac. 

Les perturbations sont appliquées au système aux  instants   ,,, iTT  

Pour rendre la carte du système contrôlé similaire à la carte pré désignée, les perturbations ig  

doivent avoir la forme suivante : 

    kxixkiqiqIIg ni ))1(()()1(,, 11    

  kxixkiqUBIIg JBni ))1(()(,, ,
1

11  

       (IV.20) 

     kxixkxixIIUBIIg T
nJBni ))(())((,,,, 11,

1
11  



        

Où 

:I Matrice identité 

:x Point appartenant au cycle limite stable 

A titre d’exemple, on considère le système dynamique non linéaire suivant : 

  














zz
yxyyxy
yxxyxx







)(10
)(10

22

22

      (IV.21) 

Ce système est toujours stable sur un cycle limite   : Ttttp )0,10sin),10(cos()(   de période

2.0T .  

On prend comme condition initiale )0,0,1(),,( 000 zyx  et on trace les réponses temporelles et 

le diagramme de phase du système. 

 

 

 

 

 
Fig. IV. 2 Diagramme de phase du système sans anti-contrôle 
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Fig. IV. 3 Réponses  temporelles du système sans anti-contrôle 

Les figures montrent que le système n’admet aucun comportement chaotique et aucune 

variation sur l’axe .z  Pour rendre ce système chaotique, on utilise la loi de contrôle suivante 

[121] : 

 ),())(()( iutXftX        (IV.22) 

Où  
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i
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On choisit le point )0,0,1(x qui appartient au cycle stable. 

On fixe 
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Fig. IV. 4 Diagramme de phase du système sous anti-contrôle 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. IV. 5 Réponses temporelles du système sous anti-contrôle 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. IV. 6 Section de Poincaré du système sous anti-contrôle. 
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A chaque période du système, on applique une impulsion qui sert à déstabiliser le système de 

son orbite périodique, c’est pour cela qu’on observe des pics sur les sommets de la 

représentation temporelle du système contrôlé. 

 La représentation du système dans le plan de phase nous montre l’apparition du phénomène 

chaotique, dans ce cas l’anti-contrôle impulsif oblige le système à suivre plusieurs orbites 

périodiques instables. La section de Poincaré montre que les orbites instables varient selon les 

trois axes au lieu de deux, mais elles sont toujours bornées grâce à la fonction modulo.  

   

IV.3 Chaotification des systèmes discrets  

IV.3.1 Exemple 1  

Le système considéré pour cet exemple est le système de Hénon, défini par : 

  














nn

nnn

xy
byxax

1

2
1        (IV.24) 

Ce système possède aussi trois zones de stabilité en fonction du paramètre a , un point fixe, 

une orbite stable et une trajectoire chaotique. La variation de l’exposant de Lyapunov en 

fonction de 𝑎 met bien en évidence ces trois états. 

 
Fig. IV. 7 Exposant de Lyapunov 

Les étapes de calcul sont les mêmes que celles effectuées dans l’exemple précédent, c'est-à-

dire : 

  JkfkB  )()(       (IV.25) 
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Avec  

  ,
01

)(2
)( 










bkx
kf         

    ,
0

0
2

1















e
e

J
 

Pour garantir l’apparition du phénomène chaotique on donne à 1 une valeur strictement 

positive, par exemple 25.01  . La valeur de 2 garde la valeur originale c'est-à-dire

31.22  . La loi de contrôle appliquée au système est donc la suivante : 

  mod
)(
)(

)()( 









ky
kx

kBku ,      (IV.26) 

Les résultats de simulation pour les différents cas sont représentés dans les figures (IV.8) à 

(IV.10). Pour un fonctionnement sans anti-contrôle on a : 

- pour 2.0a  et 3.0b  , le système converge vers un point fixe. 

- pour 6.0a  et 3.0b  , le système stabilise sur une orbite périodique. 

- pour 4.1a  et 3.0b  , le système suit une trajectoire chaotique. 

Avant l’activation du contrôle, les deux systèmes suivent une trajectoire identique. Au 

moment du déclenchement du contrôle le système sous anti-contrôle obtient un exposant 

positif qui l’oblige à suivre une trajectoire différente et plus précisément chaotique, donc il va 

perdre sa stabilité soit sur le point fixe ou sur l’orbite périodique. Mais dés que le contrôle est 

relâché le système récupère ses caractéristiques originales de stabilité, donc il revient à son 

état avant contrôle. 
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Fig. IV. 8 Réponse temporelle du système sous anti-contrôle pour 𝑎 = 0.2 

 

 
Fig. IV. 9 Réponse temporelle du système sous anti-contrôle pour 𝑎 = 0.6 
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Fig. IV. 10 Réponse temporelle du système sous anti-contrôle pour 𝒂 = 𝟏. 𝟒 

IV.3.2  Exemple 2  

On considère le système du deuxième ordre suivant : 

  
 

  bab
k

a
k

b
k

ab
k

bk

xAx

xxA
x












)1(1

)1(
1

1
212      (IV.27) 

Où 

 ,A  a et b sont les paramètres du système. 

Si 3A , 6.1a et 4.0b le système est stable sur une orbite de deux cycles, et il 

n’accepte aucun comportement chaotique quelque soit la condition initiale 0x . Pour cela on 

essaye de tracer la population  
0kkx pour différentes conditions initiales. 

On fait varier 0x entre 0.1 et 1 puis on observe les différentes réponses du système.  

On remarque que, quelque soit la condition initiale le système est toujours stable sur un point 

fixe 2.0fx  ou sur une orbite périodique. Donc pour ces conditions le système  ne peut 

jamais être chaotique. 
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Fig. IV. 11 Réponses du système pour différentes valeurs de 0x  

 

Pour appliquer l’algorithme d’anti-contrôle on prend le cas où 6.00 x . 

La matrice jacobienne du système est alors : 

2.00 x  

3.00 x  6.00 x  

10 x  

8.00 x  

1.00 x  
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   ,
01

),2(0







 


kkS
f       (IV.28) 

Et      ,)()1()(
)(

)2(
)(1

)2(1),2( akxbaakxba
kx

kx
kx

kxkkS 





  

Pour ces paramètres et cette condition initiale, les exposants de Lyapunov du système sont les 

suivants : 

  ,6418.01    6931.02  , 

Les deux exposants sont négatifs, ce qui signifie que le système est stable. ¨Pour  chaotifier  le 

système il faut qu’au moins un exposant soit positif. Alors, on inverse le signe de l’un des 

deux exposants, ce qui donne la matrice J suivante : 

  ,
0

0
6931.0

6418.0











e
e

J   6418.01     (IV.29) 

La loi d’anti-contrôle appliquée est : 

  mod)()()( kxkBku  ,  1.0    (IV.30) 

La fonction modulo est ajoutée pour borner la matrice de gain B  

La matrice B est calculée à chaque itération par 

  JfkB )(  

 
    ,

0
0

01

)()()1(
)(

)2(
)(1

)2(10)(
2

1





































e
eakxbaakxba

kx
kx

kx
kx

kB  

Les figures suivantes représentent les résultats de simulation du système sans et sous anti-contrôle. On 

remarque que le système original se stabilise sur une orbite périodique d’amplitude maximale égale à 

0.799. 

Dès le départ, Le système sous anti-contrôle suit une trajectoire chaotique avec une amplitude 

supérieure à celle du système original (varie entre 0 et 1). Ensuite, la réponse du système contient 

plusieurs sommets différents, ce qui signifie le comportement chaotique de la séquence 
0kkx  .    
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Fig. IV. 12 Réponse du système sans anti-contrôle. 

 
Fig. IV. 13 Les  sommets  du système sans anti-contrôle. 

 

 

Fig. IV. 14 Réponse du système sous anti-contrôle 
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.  
Fig. IV. 15 Les sommets  du système sous anti-contrôle 

 

IV.3.3  Exemple 3  

Le système de Kokame est décrit par : 















)(2.0)(1.0)1(
)),(()(3.0)1(

)(5.0)(4.0)),(()1(

kzkxkz
akyfkxky

kzkyakxfkx
     (IV.31) 

Avec 















),1(
,

),1(
),(









v
v
v

vf   
5.0
5.0
5.0











si
si
si





     (IV.32) 

Et a paramètre du système 

Donc pour 5.0)( kx  et 5.0)( ky  le système de Kokame admet un point fixe )0,0,0(fp . 

Pour voir le comportement dynamique du système, on trace le diagramme de bifurcation de la 

variable x  en fonction du paramètre a .  
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Fig. IV. 16 Diagramme de bifurcation du système de Kokame 

 

On remarque deux zones de stabilité  

  66.0,0a  , le système se stabilise sur son point fixe )0,0,0(fp  

  2,66.0a  , le système présente un phénomène chaotique.   

 

 
Fig. IV. 17 Le système de Kokame pour 𝒂 = 𝟎. 𝟑 
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Fig. IV. 18 Le système de Kokame pour 𝒂 = 𝟐 

Les figures (IV.17) et (IV.18) représentent les réponses du système pour différentes valeurs de

a . Pour 3.0a  le système est stable et ne présente aucun comportement chaotique. Le but de 

la chaotification est de faire basculer le système vers un état chaotique dans cette partie stable.  

L’algorithme de chaotification utilisé est le même que celui des exemples précédents ; la loi 

de contrôle est la suivante : 

  mod)()()( kxkBku        (IV.33) 

Avec 

  JfkB )(        (IV.34) 

Où 

  



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















2.001.0
03.0
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a

a
f        (IV.35) 
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Soient 21,  et 3 , les trois exposants de Lyapunov du système. On dit que le système est 

chaotique si est seulement si [122] : 

  0,0,0 321     et 0321       (IV.36) 

Le système possède les exposants suivants : 

,2.11   2.12  , ,6.13   

Alors, pour rendre le système chaotique on peut faire le choix suivant : 

  ,2.11   2.12  , ,6.13    

D’où 

  ,
00

00
00

6.1

2.1

2.1






















e
e

e
J        (IV.37) 

Le système sous anti-contrôle s’écrit alors, comme suit [123]: 

)mod(
)(
)(
)(

00
00
00

2.001.0
03.0

5.04.0

)(
)(
)(

)1(
)1(
)1(
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

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

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


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


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























kz
ky
kx

e
e

e
a

a

kz
ky
kx

kz
ky
kx

,  (IV.38) 

Avec :   =1 

La figure (IV.19) montre que le système sous anti-contrôle avec 3.0a  est en plein chaos. 

Ce phénomène est dû à l’exposant positif injecté par la procédure d’anti-contrôle. Dans ce 

cas, le système obtient une valeur propre à l’extérieur du cercle unitaire qui force le système à 

perdre sa stabilité pour suivre une trajectoire chaotique.      

 

 

 

 

 

 

Fig. IV. 19 Le système de Kokame sous anti-contrôle pour 𝒂 = 𝟎. 𝟑 



Chapitre IV ______________________________________________ Chaotification des systèmes non-linéaires 

 

104 

 

 

IV.4 Chaotification des systèmes continus 

IV.4.1 Chaotification des systèmes continus par la méthode DCF (Delayed Control 

Feedback)  

Soit un  système dynamique continu de dimension n (n≥3)  

                 tXftX          (IV.39) 

X : Vecteur d’état  nRX    

f  : Fonction continue  nRnRf :  

Le principe de la méthode (DCF) c’est d’appliquer sur le système continu une loi de 

commande  tU , tel que [124]: 

                            tUtXftX        (IV.40) 

Avec                       tXtXKtU  

K  : Le gain de retour 

  : Temps de retard 

Donc, le système contrôlé devient  

                                    tXtXKtXftX       (IV.41) 

De cette équation on peut conclure que le résultat du contrôle (ou de la chaotification) des 

systèmes continus repose sur le bon choix des deux paramètres K  et . 

IV.4.2 Exemple  de chaotification  

L’exemple considéré est le système de Lü défini  par: 

  














bzxyz

cyxzy

xyax





 )(

         (IV.42) 

𝑎, 𝑏, 𝑐: paramètres du système 

Pour 𝑎 = 36, 𝑏 = 3, 𝑐 = 20 le système de Lü est en plein chaos. 
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Fig. IV. 20 Diagramme de bifurcation du système de Lü 

Le système de Lü contrôlé a  la forme suivante : 

 
    
    

    













33

22

11)(







tztzkbzxyz
tytykcyxzy

txtxkxyax






      (IV.43) 

Avec 1k , 2k , 3k  : gains de retour  

1 , 2 , 3  : temps de retard  

Dans ce qui suit nous allons montrer l’effet du choix des gains ik , et des retards i  sur le 

comportement du système.  

a- L’effet du retard 

1°cas)  On fixe 0,0,0,0,1 32321  kkk  et on fait 1  varie dans l’intervalle [0,1].   

 

 

 

 

 

 

 
Fig. IV. 21 Diagramme de bifurcation en fonction de 𝛕𝟏  
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Le comportement dynamique du système en fonction du temps de retard 𝜏1 est représenté 

dans la figure(IV.21). Au départ le système est dans un état chaotique, puis il se stabilise sur 

une orbite périodique pour 𝜏1 = 0.0025𝑠 . En augmentant le temps de retard 𝜏1, le système 

rentre à nouveau dans une zone chaotique (par exemple pour  𝜏1 = 0.1𝑠) afin de se stabiliser 

une autre fois sur une orbite périodique (𝜏1 = 0.17𝑠) . L’incrémentation de  𝜏1 par contre, fait 

changer le comportement dynamique du système et il va suivre cette fois la route vers le 

chaos (𝜏1 = 0.5𝑠) . Les trajectoires du système pour les différents temps de retard sont 

représentées dans la figure (IV.22).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. IV. 22 Diagramme de phase pour 𝑎) 𝜏1 = 0.0025𝑠, 𝑏) 𝜏1 = 0.1𝑠, 𝑐) 𝜏1 = 0.17𝑠, 𝑑) 𝜏1 = 0.5𝑠.  

2°cas) On fixe 0,0,0,1,0 31321  kkk  et on laisse 2  varie dans l’intervalle [0, 1]. 

Dans cette partie la boucle de retour est appliquée seulement sur la deuxième équation. La 

figure(IV.23) représente les points de Poincaré 𝑌 𝑛𝑇 en fonction du temps de retard 𝜏2. On 

remarque dans cette figure l’apparition de plusieurs zones stables et chaotiques, par exemple 

pour 𝜏2 = 0.2𝑠, 𝜏2 = 0.48𝑠, 𝜏2 = 0.8𝑠  le système se stabilise toujours sur des orbites 

périodiques, par contre pour  𝜏2 = 0.3𝑠, 𝜏2 = 0.6𝑠, 𝜏2 = 1𝑠 le système est en plein chaos. Les 

diagrammes de phase pour les différents temps de retard sont représentés dans la 

figure(IV.24).  

a
) 

b
) 

c
) 

d
) 
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Fig. IV. 23 Diagramme de bifurcation en fonction de 𝝉𝟐  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. IV. 24 Diagramme de phase pour 𝑎) 𝜏2 = 0.2𝑠, 𝑏) 𝜏2 = 0.3𝑠, 𝑐) 𝜏2 = 0.48𝑠, 𝑑) 𝜏2 = 0.6𝑠, 𝑒)𝜏2 = 0.8𝑠,

𝑓) 𝜏2 = 1𝑠. 

a
) 

b
) 

c
) 

d
) 

e
) 

f
) 

 



Chapitre IV ______________________________________________ Chaotification des systèmes non-linéaires 

 

108 

 

3°cas) On fixe 0,0,1,0,0 21321  kkk  et on laisse 3  varie dans l’intervalle [0, 1]. 

 

  

 

 

 

 

 
Fig. IV. 25 Diagramme de bifurcation en fonction de 𝝉𝟑 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. IV. 26 Diagramme de phase pour a) τ3 = 0.075s, b) τ3 = 0.1s, c) τ3 = 0.255s, d) τ3 = 0.55s, e)τ3 =

0.75s, f) τ3 = 1s. 
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La boucle de retour est appliquée cette fois sur la troisième équation. Le comportement 

dynamique du système est représenté dans la figure (IV.25). On remarque qu’il existe 

plusieurs valeurs de 𝜏3 pour lesquelles le système se stabilise sur des différentes orbites 

périodiques, par exemple pour 𝜏3 = 0.255𝑠 le système se stabilise sur une orbite périodique 

de deux cycles, par contre pour  𝜏3 = 0.75𝑠 il se stabilise sur deux  orbites périodiques de 

deux cycles. Le diagramme de bifurcation montre aussi plusieurs zones chaotiques (𝜏3 =

0.1𝑠, 𝜏3 = 0.55𝑠, 𝜏3 = 1𝑠). Les trajectoires suivis pour les différents temps de retard sont 

représentées dans la figure (IV.26).  

4°cas) On fixe  3,2,,1,1,1 321321  kkk  et on laisse   varie dans l’intervalle [0, 

1]. 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. IV. 27 Diagramme de bifurcation en fonction de 𝝉 

Dans ce cas, le contrôle est appliqué sur les trois variables au même temps, donc il s’agit cette 

fois du multiple time delay. La dynamique du système est représentée dans la figure (IV.27). 

On remarque que le système est toujours chaotique sauf pour quelques petits intervalles où il 

se stabilise sur des orbites périodiques comme pour 𝜏 = 0.03, 𝜏 = 0.13, 𝜏 = 0.22. Pour la 

partie chaotique on remarque cette fois que le comportement chaotique est un plus rehaussé, 

puisque les attracteurs plus larges dans l’espace de phase et possèdent une amplitude un peu 

grande par rapport à celle de l’attracteur représenté original. Les attracteurs obtenus pour les 

différents valeurs de   sont représentés dans la figure (IV.28).  
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Fig. IV. 28 Diagramme de phase pour a) τ = 0.03s, b) τ = 0.1s, c) τ = 0.13s, d) τ = 0.16s, e)τ = 0.22s,

f) τ = 1s 
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b- L’effet du Gain 

On fixe 0,0,1.0,0,0 32132   skk  et on laisse 1k  varie dans l’intervalle [0, 1]. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. IV. 29 Diagramme de bifurcation en fonction de 𝐤𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. IV. 30 Diagramme de phase pour a) 𝑘1 = 0.05 b)𝑘1 = 0.2 c)𝑘1 = 0.6 

Contrairement aux parties précédentes où l’étude est basée seulement sur les temps de retard, 

cette partie est consacrée à l’étude de la dynamique du système en fonction des gains de 

retour. Pour cela, la boucle de retour est appliquée seulement sur la première équation où le 

a
) 

b
) 

c
) 

 



Chapitre IV ______________________________________________ Chaotification des systèmes non-linéaires 

 

112 

 

temps de retard est fixé à 𝜏1 = 0.1𝑠.  A partir du diagramme de bifurcation de la figure 

(IV.29) on remarque que le système au départ est dans un état chaotique  (𝑘1 = 0.05), mais 

lorsque le gain de retour augmente le comportement chaotique commence à disparaître 

jusqu’à ce que le système se stabilise sur une orbite périodique (𝑘1 = 0.2). Avec 

l’augmentation du gain de retour le système va perdre sa stabilité et rentre à nouveau dans une 

zone chaotique (𝑘1 = 0.6). Les trajectoires obtenus dans ce cas sont représentées dans la 

figure(IV.30). 

c- Chaotification du système 

Dans cette partie on applique le retour d’état dans la zone où le système n’admet aucun 

comportement chaotique. D’après le diagramme de bifurcation de la figure (IV.20) on 

remarque que pour 𝑐 = 34 le système se stabilise sur une orbite périodique. 

Pour mieux voir la dynamique du système contrôlé dans cette zone, on fait appel au 

diagramme de bifurcation pour les valeurs des paramètres: 

𝑘1 = 0.1,  𝑘2 = 0.1, 𝑘3 = 0.1,  𝜏1 = 𝜏,  𝜏2 = 2 ∗ 𝜏,  𝜏3 = 3 ∗ 𝜏 et 𝜏 ∈  0,1   

Bien que le système soit dans sa partie stable, on observe sur le diagramme de bifurcation de 

la figure (IV.31) l’apparition de plusieurs zones chaotiques générées par la variation du temps 

de retard 𝜏. Les attracteurs chaotiques obtenus  représentés dans la figure (IV.31) n’ont pas la 

même forme que l’attracteur de Lü original mais montrent que le système est en plein chaos.  

Pour les parties stables on remarque que le système se stabilise pratiquement sur des orbites 

périodiques de la même forme. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. IV. 31 Diagramme de bifurcation en fonction de 𝛕 pour 𝑐 = 34 
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Fig. IV. 32 Diagrammes de phase pour 𝒂) 𝜏 = 0.5𝑠, 𝑏) 𝜏 = 0.6𝑠, 𝑐) 𝜏 = 0.7𝑠, 𝑑) 𝜏 = 0.8𝑠, 

𝑒) 𝜏 = 0.93𝑠, 𝑓)𝜏 = 1𝑠. 

On constate que le bon choix des gains de retour 𝑘𝑖   et des temps de retard  𝜏𝑖   permet le 

contrôle (suppression du chaos) ou la chaotification (génération ou rehaussement du chaos) du 

système de Lü même s’il est choisi dans une zone stable.    

IV.4.2 Suppression et génération du chaos par perturbation paramétrique  

Le contrôle ou la chaotification des systèmes dynamiques est généralement obtenue au moyen 

de méthodes de contrôle à retour d’état. Nous présentons dans cette partie, une méthode de 

a
) 

c
) 

e
) 

f
) 

d
) 

b
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contrôle par application des petites perturbations sur le paramètre le plus sensible du système. 

La perturbation appliquée doit être bornée et très petite par rapport au paramètre perturbé. Les 

perturbations de type sinusoïdales représentent un bon exemple et peuvent être utilisées car 

elles sont toujours bornées.  

Soit le système de Lorenz: 

  














,
,

),(

bzxyz
yrxxzy

yxax







       (IV.44)  

 rba ,,  : Paramètres du système. 

Le paramètre r est le paramètre le plus sensible dans le système de Lorenz. L’étude sera donc 

basée sur la variation de ce paramètre. 

Pour  3/8,10  ba  , le diagramme de bifurcation est représenté dans la figure (IV.33). Il 

représente deux types de comportement, stable et chaotique. Ainsi pour 15r , le système 

converge dans ce cas vers un point fixe alors que pour 28r ,  le système est en plein chaos.  

 
Fig. IV. 33 Diagramme de bifurcation du système de Lorenz 

Le but de la méthode de contrôle est de supprimer le chaos dans les zones chaotiques et 

générer le chaos dans les parties stables, par exemple rendre le système chaotique pour 15r  

et le stabiliser pour 28r . 

On applique une perturbation sinusoïdale sur le paramètre r de la façon suivante : 
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      (IV.45)    

:, Paramètres de perturbation. 

L’introduction de la perturbation )sin( t transforme le système de Lorenz autonome en un 

système non autonome, qui est équivalent à un système autonome de dimension 4. Dans ce 

cas le système a quatre exposants 321    et .04   

 On fixe 10,1.0   et on fait varier r dans l’intervalle [2,30] 

Le diagramme de bifurcation et les diagrammes de phase du système perturbé sont représentés 

dans les figures suivantes. 

 
 

 

 

 

 

 

Fig. IV. 34 Diagramme de bifurcation du système perturbé pour 𝜺 = 𝟎. 𝟏, 𝝎 = 𝟏𝟎 

  

 

 

 

 

 

 
Fig. IV. 35 Diagramme de phase : a) 𝒓 = 𝟏𝟓, b) 𝒓 = 𝟐𝟖 

 

a) b) 
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Dans le diagramme de bifurcation de la figure (IV.34) on remarque que : 

Pour      30,4.203.10,15.105.8,2 r  le système perturbé est stable sur une orbite 

périodique. 

Pour    4.20,3.1015.10,5.8 r  le système perturbé présente un phénomène chaotique. 

Par cette perturbation,  on a donc réussi à stabiliser le système dans la zone où il était en plein 

chaos, et le chaotifier dans la zone où il était stable.  

Pour voir l’efficacité de la méthode on fixe 26r  et on cherche les valeurs des paramètres de 

perturbation nécessaires pour déstabiliser le système une nouvelle fois et générer un attracteur 

chaotique similaire à celui du système original de Lorenz.    

b) on fixe 10,26  r et on varie   dans l’intervalle [0,1] 

 
Fig. IV. 36 Diagramme de bifurcation du système perturbé pour 𝒓 = 𝟐𝟔 et 𝝎 = 𝟏𝟎 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. IV. 37 Diagramme de phase: a) 𝛆 = 𝟎. 𝟑, b) 𝛆 = 𝟎. 𝟔 
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Dans le diagramme de bifurcation de la figure (IV.36) on remarque que : 

Pour    78.0,495.0165.0,0   le système perturbé est déstabilisé de son orbite périodique 

et présente un phénomène chaotique. 

Pour    1,78.0495.0,165.0   le système perturbé reste toujours stable sur son orbite 

périodique. 

Pour améliorer la forme de l’attracteur on fixe 6.0  et on cherche la valeur de   qui 

génère  un attracteur chaotique presque identique à l’attracteur de Lorenz.    

 On fixe 6.0,26  r et on varie   dans l’intervalle [0,100] 

Le diagramme de bifurcation, les exposants de Lyapunov et les diagrammes de phase sont 

représentés dans les figures suivantes. 

 
Fig. IV. 38 Diagramme de bifurcation du système perturbé pour 𝐫 = 𝟐𝟔 et 𝛆 = 𝟎. 𝟔 

  

 

 

 

 

 
 

Fig. IV. 39 Diagramme de phase: a) 𝝎 = 𝟏𝟔, b) 𝝎 = 𝟏𝟎𝟎 
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 De la figure (IV.38) on constate que : 

- Pour      100,2.182.12,8.84.3,0   le système est chaotique. 

- Pour    2.18,2.128.8,4.3   le système se stabilise sur une orbite périodique. 

Ce qui nous intéresse dans notre étude c’est la partie chaotique, pour cela on va prendre la 

valeur maximale de  où le système est en plein chaos. On remarque que l’attracteur 

chaotique obtenu pour 100  est presque identique au fameux attracteur de Lorenz 

représenté dans la figure (IV.39.b).  

On peut donc conclure que l’application d’une perturbation sinusoïdale sur  le paramètre d’un 

système chaotique autonome est très efficace aussi bien pour la stabilisation (suppression du 

chaos) que pour la chaotification (génération ou rehaussement du chaos) du système. 

IV.4.4 Chaotification des oscillations harmoniques : 

On considère le système dynamique suivant :  

 
𝑥 = 𝑦 + 𝜇 arctan⁡(𝑥)

𝑦 = −𝛿 𝑥 + 𝑦            
       (IV.46) 

Avec 𝜇, 𝛿 des coefficients constants. 

Le système d’équation précédent représente un système à deux états stables, déterminés par 

les conditions initiales des variables d’état et les paramètres du système. Donc, l’apparition du 

chaos dans la dynamique de ce système est impossible.  

 

 

 

 

 

 

 
Fig. IV. 40 . Les deux états stables des harmoniques 𝜇 = 𝛿 = 1.6 

Afin d’obtenir des oscillations chaotiques, on introduit une variation périodique sur l’une des 

variables du système comme suit : 
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𝑥 = 𝑦 + 𝜇 arctan 𝑥            
𝑦 = −𝛿[𝑥 𝑐𝑜𝑥 (𝜔0 𝑡) + 𝑦]

       (IV.47) 

Où 𝜔0 est la fréquence de la perturbation périodique. 

Pour trouver la valeur de la fréquence 𝜔0 pour laquelle le système est en plein chaos, il faut 

étudier la dynamique du système en fonction de la variation de la fréquence 𝜔0, pour cela, on 

trace le diagramme de bifurcation, en faisant varier 𝜔0dans l’intervalle[0.75 , 0.9]. 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. IV. 41 Diagramme de bifurcation du système contrôlé 

Le diagramme de bifurcation montre que le système est dans un état chaotique si 𝜔0 ∈

 0.7735 , 0.812 . A l’extérieur de cet intervalle, il garde toujours son état périodique.  

La représentation temporelle et la structure des oscillations pour les différentes valeurs de la 

fréquence 𝜔0 sont représentées par les figures (IV.42) et (IV.43). Pour 𝜔0 = 0.76 le système 

oscille sur une orbite double période, par contre pour 𝜔0 = 0.9 le système suit des oscillations 

régulières. La transition des oscillations périodiques vers le régime chaotique est faite par le 

doublement de périodes qui se multiplient en fonction de la variation de la fréquence 

d’oscillation. 

 

 

 

 

 

 

Fig. IV. 42  Diagramme de phase et représentation temporelle dans le cas de double période 𝝎𝟎 = 0.76 
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Fig. IV. 43 Diagramme de phase et série temporelle dans le cas chaotique 𝝎𝟎 = 0.8 

  

 

 

 

 

 

 
Fig. IV. 44 Diagramme de phase et série temporelle dans le cas d’oscillation régulière 𝝎𝟎 = 0.9 

IV.4.5 Génération du chaos à partir de systèmes stables : 

Soit le système continu suivant : 

 
𝑥 = 𝑥 − 10𝑦 − 𝑥(𝑥2 + 𝑦2)

𝑦 = 𝑦 + 10𝑥 − 𝑦(𝑥2 + 𝑦2)
𝑧 = −𝑧                                     

       (IV.48) 

Ce système d’équations représente un cylindre dans l’espace et la projection des trajectoires 

du système sur le plan (𝑥, 𝑦) nous donne un cercle unitaire. D’après la figure (IV.45), le 

système est toujours stable. Donc l’apparition d’une dynamique quasi-périodique ou 

chaotique parait impossible. 

Pour la génération du caractère chaotique dans un système qui ne  l’est pas, on introduit des 

perturbations périodiques avec des fréquences d’oscillations différentes pour donner plus de 

complexité à la dynamique du système. 
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Fig. IV. 45 Représentation temporelle et diagramme de phase du système stable 

Le système contrôlé est donné par :   

 

𝑥 = 𝑥 𝑝1 − 10𝑦 − 𝑥 𝑝1((𝑥 𝑝1) 2 + 𝑦2)

𝑦 = 𝑦 𝑝2 + 10𝑥 − 𝑦 𝑝2(𝑥 2 + (𝑦 𝑝2)2)
𝑧 = −𝑧  𝑝3                                                   

      (IV.49) 

Avec : 

  
 𝑝1 = cos(𝜔1𝑡)

 𝑝2 = cos(𝜔2𝑡)
 𝑝3 = cos(𝜔3𝑡)

       (IV.50) 

L’idée de la méthode est d’appliquer la variation périodique seulement sur la variable 𝑥𝑖  qui 

se trouve dans l’équation de 𝑥 𝑖  (𝑥 : variable d’état). Pour notre application, les fréquences 

d’oscillation sont choisies comme suit :  

𝜔1 = 0.01, 𝜔2 = 0.3, 𝜔3 = 0.9     (IV.51) 

Les 𝜔𝑖  ont été choisis, après une étude de la dynamique du système en fonction de la variation 

des 𝜔𝑖  à l’aide du diagramme de bifurcation. 
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Fig. IV. 46 Représentation temporelle et diagrammes de phase du système chaotifié 



Chapitre V ____________________________________________ Hyperchaotification des systèmes chaotiques 

 

123 

 

Chapitre V : Hyperchaotification des systèmes chaotiques 
 

V.1 Introduction 
Le comportement hyperchaotique a été étudié dans différentes applications telles que: 

l’oscillateur  de Colpitts [125], les circuits non-linéaires [126]-[127], les systèmes de 

communications et la synchronisation [128]-[129]. Pour cela, la génération de ce 

comportement dynamique complexe devient un sujet de recherche très important.  

Le comportement hyperchaotique a été découvert pour la première fois par Rössler en 1979 

[130] par une boucle de retour appliquée sur son système original. Cette découverte a ouvert 

un autre horizon de recherche dans la théorie du chaos. 

Ces dernières années, les systèmes chaotiques ont été beaucoup plus utilisés pour le cryptage 

des données dans les communications sécurisées.  Dans la communication chaotique 

sécurisée, le signal chaotique est utilisé pour masquer les messages à transmettre. Perez et 

Cerderia [14] ont prouvé que le masquage des messages par un système chaotique normal 

(possédant un seul exposant de Lyapunov positif) n’était pas toujours efficace. Puis Pecora a 

montré que ce problème pouvait être résolu en utilisant un système chaotique de dimension 

élevée c'est-à-dire avec plusieurs exposants de Lyapunov positifs.  

Un système hyperchaotique est un système dynamique qui possède au moins deux exposants 

de Lyapunov positifs. Le comportement dynamique des ces systèmes est donc plus compliqué 

que celui d’un simple système chaotique. C’est pour cette raison que ces systèmes offrent plus 

de sécurité dans le domaine de la communication.   

Pour générer un comportement hyperchaotique à partir d’un système chaotique, il faut que les 

deux conditions suivantes soit satisfaites [131]: 

 La dimension du système doit être supérieure ou égale à 4 et l’ordre de chaque 

équation doit être supérieur ou égale à 2. 

 Le système doit avoir au moins deux exposants positifs et la somme de tous les 

exposants doit être négative. 

Ce chapitre est consacré au développement de méthodes qui permettent d’obtenir ce 

comportement à partir de systèmes chaotiques classiques.  
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V.2  Hyper-chaotification des systèmes chaotiques par le contrôle par retour d’état 
Dans cette partie nous présentons une méthode de contrôle par retour d’état où le système de 

Lorenz est considéré comme exemple. Le système de Lorenz est un système de dimension 3, 

donc pour générer le comportement hyper-chaotique il faut qu’on augmente sa dimension. Il 

existe plusieurs possibilités de l’application de la loi de commande. Dans ce qui suit, on 

applique sur le système deux lois de commandes différentes de deux manières différentes afin 

d’obtenir des dynamiques hyper-chaotiques différentes à partir du même système. Dans le 

premier cas, on utilise une loi de commande quadratique simple de la forme 𝑢 = 𝑑𝑦𝑧 

appliquée sur la deuxième équation du système original. Dans le deuxième cas on applique 

sur la première équation du système une loi de commande de la forme 

 𝑢(𝑡) = −𝑥(𝑡 − 1)𝑧(𝑡 − 1) + 𝑑𝑢(𝑡 − 1). 

V.2.1 Hyper-chaotification par la commande 𝒖(𝒕) = 𝒅𝒚(𝒕 − 𝟏)𝒛(𝒕 − 𝟏) 
Le système de Lorenz est donné par : 

 
𝑥 = 𝑎  𝑦 − 𝑥      
𝑦 = 𝑟𝑥 − 𝑥𝑧 + 𝑦
𝑧 = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧        

        (V.1) 

𝑎, 𝑏, 𝑟 ∶ les paramètres du système 

Le contrôleur à retour d’état est introduit de la manière suivante : 

   

𝑥 = 𝑎  𝑦 − 𝑥              
𝑦 = 𝑟𝑥 − 𝑥𝑧 + 𝑦 − 𝑢
𝑧 = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧               
𝑢 = 𝑑𝑦𝑧                        

        (V.2) 

𝑑  est le paramètre de contrôle. 

On remarque que le système contrôlé possède un point fixe à l’origine, en résolvant : 

   

𝑎  𝑦 − 𝑥 = 0             
𝑟𝑥 − 𝑥𝑧 + 𝑦 − 𝑢 = 0
𝑥𝑦 − 𝑏𝑧 = 0               
𝑑𝑦𝑧 = 0                        

        (V.3) 

On remarque tout de suite que le point 𝑝𝑓1
 0,0,0,0  est un point fixe. 

Du système (V.3) un autre point fixe est donné par: 

𝑝𝑓2
= (𝑏, 𝑏, 𝑏𝑑, 𝑏 𝑟 − 𝑏𝑑 + 1 ) 



Chapitre V ____________________________________________ Hyperchaotification des systèmes chaotiques 

 

125 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-10

-5

0

5

10

15

20

25

d

X
(T

n
)

La matrice Jacobienne du système contrôlé est :     

𝐽 =  

−𝑎 𝑎 0 0
𝑟 − 𝑧 1 −𝑥 −1

𝑦 𝑥 −𝑏 0
0 𝑑 𝑧 𝑑 𝑦 0

      (V.4) 

Autour du point fixe 𝑝𝑓1
 on a: 

𝐽𝑝𝑓1
=  

−𝑎 𝑎 0 0
𝑟 1 0 −1
0 0 −𝑏 0
0 0 0 0

      (V.5) 

En résolvant : 

det 𝜆𝐼 − 𝐽 =  𝜆 + 𝑎 + 𝑎 𝜆  𝜆 − 1  𝜆 + 𝑏 − 𝑟𝑎 𝜆 𝜆 + 𝑏 = 0   (V.6) 

On obtient les valeurs propres suivantes: 

𝜆1 = 13,1139,       𝜆2 = 0,        𝜆3 = −2.6667,          𝜆4 = −22.1139 

Pour faire une analyse complète de la dynamique du système contrôlé en s’appuyant sur les 

diagrammes de bifurcation, les exposants de Lyapunov et les diagrammes de phase.  

Le diagramme de bifurcation du système contrôlé en fonction du paramètre de contrôle  est 

représenté par la figure suivante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. V. 1 Diagramme de bifurcation du système contrôlé 

Au départ, le système contrôlé évolue d’un état chaotique et passe rapidement vers un état 

hyper-chaotique. Puis il  reprend une nouvelle fois son comportement chaotique pour ensuite 
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se stabilise sur des orbites périodiques par le phénomène de doublement de période inverse.  

L’incrémentation du paramètre du contrôle 𝑑 influe sur la stabilité du système qui sort de son 

état stable vers un état chaotique, et à la limite il se stabilise sur une orbite périodique de 

période 1. 

L’objectif de l’application de cette méthode de contrôle était la génération du comportement 

hyper-chaotique, mais  on remarque également que la méthode permet aussi de supprimer le 

chaos et stabiliser le système sur des orbites périodiques de formes différentes.  

Dans un diagramme de bifurcation il est très difficile de différentie le comportement 

chaotique du comportement hyper-chaotique. Donc,  pour étudier le comportement du 

système dans les différentes zones de stabilité et plus précisément pour justifier l’apparition 

de l’état hyper-chaotique, on  doit calculer les exposants de Lyapunov du système contrôlé.  

 

𝒅 𝝀𝟏 𝝀𝟐 𝝀𝟑 𝝀𝟒 comportement 

0.1 0.7124 0.0760 0.0049 -12.4500 Hyper-chaotique 

0.22 0.0352 -0.4592 -0.7236 -10.5670 périodique 

0.25 0.0132 -0.0916 -0.3581 -11.2279 périodique 

0.45 0.5017 -0.0009 -0.3696 -11.7951 chaotique 

0.7 0.0099 -0.9740 -0.9788 -9.7224 périodique 
Tableau. V. 1 

Du tableau (V.1) on remarque que pour 𝑑 = 0.1 le système possède deux exposants positifs  

𝜆1 = 0.7124 et 𝜆2 = 0.0760. Un système de dimension 4 avec deux exposants positifs est 

une condition suffisante pour affirmer que le comportement obtenu dans ce cas est un 

comportement hyper-chaotique. Les figures suivantes représentent l’évolution du systèmes 

dans le plan de phase ainsi que l’exposant de Lyapunov pour les différentes valeurs de 𝑑. 
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Fig. V. 2 Attracteur hyper-chaotique pour 𝑑 = 0.1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. V. 3 orbite périodique pour 𝑑 = 0.22 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. V. 4 Orbite périodique pour 𝑑 = 0.25 
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Fig. V. 5 Attracteur chaotique pour 𝑑 = 0.45 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. V. 6 Orbite périodique pour 𝑑 = 0.7 
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Fig. V. 7 Attracteur hyper-chaotique dans les différents plans de phase 

 

V.2.2 Hyper-chaotification par la commande 𝒖(𝒕) = −𝒙(𝒕 − 𝟏)𝒛(𝒕 − 𝟏) + 𝒅𝒖(𝒕 − 𝟏). 
Dans cet exemple la loi de contrôle est appliquée sur le système comme suit : 

 

𝑥 = −𝑎 𝑥 − 𝑦 + 𝑢
𝑦 = −𝑥𝑧 + 𝑟𝑥 − 𝑦
𝑧 = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧
𝑢 = −𝑥𝑧 + 𝑑𝑢

        (V.7) 

Les points fixes du système sont les solutions du système : 

 

−𝑎 𝑥 − 𝑦 + 𝑢 = 0
−𝑥𝑧 + 𝑟𝑥 − 𝑦 = 0
𝑥𝑦 − 𝑏𝑧 = 0
−𝑥𝑧 + 𝑑𝑢 = 0

        (V.8) 

Il est évident que le point 𝑝𝑓1
(0,0,0,0) est un point fixe.  

La matrice jacobienne du système contrôlé est décrite par : 

𝐽 =  

−𝑎 𝑎 0 1
𝑟 − 𝑧 −1 −𝑥 0

𝑦 𝑥 −𝑏 0
−𝑧 0 −𝑥 𝑑

       (V.9) 

Autour du point 𝑝𝑓1
 la Jacobienne du système devient: 

 𝐽𝑝𝑓1
=  

−𝑎 𝑎 0 1
𝑟 −1 0 0
0 0 −𝑏 0
0 0 0 𝑑

        (V.10) 

Les valeurs propres sont calculées par : 
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det 𝜆𝐼 − 𝐽 =  𝜆 + 𝑎  𝜆 + 𝑏  𝜆 + 𝑑  𝜆 + 1 − 𝑎𝑟 𝜆 + 𝑏  𝜆 − 𝑑 = 0  (V.11) 

Les valeurs propres sont donc fonction des paramètres du système et du paramètre de contrôle

d , donc les valeurs propres du système varie avec la variation du paramètre de contrôle.  

Alors, avec ce paramètre on peut choisir des valeurs propres à partie réelle positive ou 

négative (ce qui signifie la stabilité et l’instabilité du système) 

Pour analyser la dynamique du système en fonction du paramètre de contrôle 𝑑 on fait varier 

𝑑 dans l’intervalle [0.2, 1.3] puis on trace le diagramme de bifurcation représenté dans la 

figure suivante. 
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Fig. V. 8 Diagramme de bifurcation du système sous contrôle. 

On constate que pour 𝑑 < 0.49 le système est défini dans une zone chaotique. Si on choisit 𝑑 

dans l’intervalle [0.49, 0.75] le système chaotique peut être stabilisé sur une orbite périodique 

de deux cycles, mais en augmentant 𝑑 jusqu’à > 0.75 , le système va perdre sa stabilité et 

rentre de nouveau dans une zone chaotique, pour devenir à la limite hyper chaotique. 

 

𝒅 𝝀𝟏 𝝀𝟐 𝝀𝟑 𝝀𝟒 comportement 

0.4 0.3034 0.0009 -0.4456 -13.1269 Chaotique 

0.6 0.0047 -0.1553 -0.1669 -12.7468 périodique 

1.3 0.3570 0.2144 0.0016 -12.9377 Hyper chaotique 

Tableau. V. 2 
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Fig. V. 9 Attracteur chaotique pour 𝑑 = 0.4 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. V. 10 Orbite périodique pour 𝑑 = 0.6 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. V. 11 Attracteur hyper-chaotique pour 𝑑 = 1.3 

D’après les résultats représentés dans le tableau (V.2) et par les figures (V.9) à (V.11), on 

remarque que pour 𝑑 = 0.4 le système contrôlé possède un seul exposant positif, le système 

se trouve donc dans un état chaotique. Pour 𝑑 = 0.6  le plus grand exposant du système est 
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pratiquement nul, alors le système cette fois est stable sur une orbite de deux cycles.  Pour 

𝑑 = 1.3  le système possède deux exposants positifs qui sont suffisants pour conduire le 

système vers un état hyper chaotique 

Pour l’attracteur hyper chaotique on observe l’apparition de plusieurs branches 

supplémentaires qui n’existe pas dans l’attracteur chaotique. L’apparition de ces branches 

prouve que les systèmes hyper chaotiques ont un comportement plus compliqué par rapport  

aux systèmes chaotiques normaux. Pour mieux voir la différence, on fait appel à la section de 

Poincaré, la figure (V.13) représente les sections de Poincaré du système dans son état 

chaotique et hyper chaotique.      
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Fig. V. 12 Section de Poincaré pour 𝑑 = 0.4 et 𝑑 = 1.3 

                                                                                                                                

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. V. 13 Attracteur hyper-chaotique pour 𝑑 = 1.3 
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V.3  Hyperchaotification par perturbation paramétrique  
 

Dans cette partie on s’intéresse à la génération du comportement hyperchaotique en utilisant 

une perturbation sinusoïdale appliquée sur l’un des paramètres du système. L’efficacité de 

cette technique est illustrée par un exemple de simulation du système de Chen-Lee. 

On considère le système de Chen-Lee donné par : 

 

𝑥 = −𝑦𝑧 + 𝑎𝑥
𝑦 = 𝑥𝑧 − 𝑏𝑦

𝑧 =  
1

3
 𝑥𝑦 − 𝑐𝑧

       (V.11)  

  : les paramètres du système. 

Dans le système de Chen-Lee le paramètre 𝑐 est considéré comme le paramètre le plus 

sensible, donc notre étude va être basée sur la perturbation de ce paramètre. Afin de 

déterminer les différentes zones de stabilité du système, on trace le diagramme de bifurcation 

en fonction du paramètre  𝑐. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. V. 14 Diagramme de bifurcation du système de Chen-Lee 

La perturbation sinusoïdale est appliquée sur le système comme suit : 

             
𝑥 = −𝑦𝑧 + 𝑎𝑥
𝑦 = 𝑥𝑧 − 𝑏𝑦

𝑧 =  
1

3
 𝑥𝑦 − 𝑐(1 + 𝜀 sin 𝜔𝑡 )𝑧

     (V.12) 
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𝜀, 𝜔 : paramètres de perturbation. 

Après l’introduction de la perturbation  𝜀sin⁡(𝜔𝑡) le système autonome devient non 

autonome. Il devient donc équivalent à un système autonome de dimension 4. Le système 

perturbé dans ce cas possède quatre exposants de Lyapunov  où  La 

génération d’un comportement hyperchaotique est alors possible, ceci dépend bien sûr du 

choix des paramètres de bifurcation  de manière à ce que le système ait deux exposants 

positifs à la fois. 

a) Effet du paramètre 𝒄 On fixe 𝜀 = 0.5  et  𝜔 = 23 on fait varier  dans l’intervalle [0, 6] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. V. 15 Diagramme de bifurcation du système contrôlé pour  𝜀 = 0.5 et 𝜔 = 23 

Dans la figure (V.16) on remarque que la dynamique du système a été complètement changée.  

En particulier, des parties stables sont devenues chaotiques et des parties chaotiques  se sont 

stabilisées. 

 

𝒄 𝝀𝟏 𝝀𝟐 𝝀𝟑 𝝀𝟒 Comportement 

2 1.3435 0.03870 0 -8.3803 Hyperchaotique 

3.75 0.3003 0 -0.2389 -6.8078 Chaotique 

3.8 0 -0.9944 -2.2031 -5.5990 Périodique 
Tableau. V. 3 

 

 



Chapitre V ____________________________________________ Hyperchaotification des systèmes chaotiques 

 

135 

 

0 50 100 150 200 250 300
-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

Temps (s)

E
x
p
o
s
a
n
t 

d
e
 L

y
a
p
u
n
o
v

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
0

5

10

15

20

25

30

35

x

z

0 50 100 150 200 250 300
-15

-10

-5

0

5

10

Temps (s)

E
x
p
o
s
a
n
t 

d
e
 L

y
a
p
u
n
o
v

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
0

5

10

15

20

25

x

z

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

x

z

0 50 100 150 200 250 300
-15

-10

-5

0

5

10

Temps (s)

E
x
p
o
s
a
n
t 

d
e
 L

y
a
p
u
n
o
v

 

 

 

 

 

 

 

  

  

 

 
Fig. V. 16 Attracteur hyperchaotique et exposant de Lyapunov pour  𝑐 = 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. V. 17 Attracteur chaotique et exposant de Lyapunov pour  𝑐 = 3.75 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. V. 19 Orbite périodique et exposant de Lyapunov pour  𝑐 = 3.8 

b) Effet du paramètre 𝜺 On fixe 𝑐 = 3.8  et  𝜔 = 23 on fait varier 𝜀 dans l’intervalle 
    [0,1] 

Dans ce qui suit, on va chercher à déterminer les valeurs de  pour laquelle le système 

contrôlé devient chaotique ou hyper chaotique, alors qu’il est sur une orbite stable. 
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Fig. V. 20 Diagramme de bifurcation pour 𝒄 = 𝟑. 𝟖, 𝝎 = 𝟐𝟑 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. V. 21 Orbite périodique et exposant de Lyapunov pour  𝜺 = 𝟎. 𝟔 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. V. 22 Attracteur chaotique et exposant de Lyapunov pour  𝜀 = 1 
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𝜺 𝝀𝟏 𝝀𝟐 𝝀𝟑 𝝀𝟒 Comportement 

0.6 0 -1.0042 -1.0322 -6.7602 Périodique  

1 1.3488 0 -0.1995 -9.9421 Chaotique 
Tableau. V. 4 

On remarque que lorsque le système est défini dans une zone stable, la variation du paramètre 

𝜀 pour obtenir un comportement hyperchaotique n’est pas efficace. La dynamique du système 

bascule entre état stable et état chaotique comme nous montre les figures précédentes. Pour 

cela on va choisir pour le cas suivant le système défini dans une zone chaotique (par exemple 

pour 𝑐 = 2.5) et on cherche la valeur de la fréquence 𝜔 qui permet d’avoir l’hyperchaos. 

c) Effet du paramètre 𝝎  On fixe 𝑐 = 2.5  et  𝜀 = 0.5 on fait varier 𝜔 dans l’intervalle 

[0,100] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. V. 23 Diagramme de bifurcation pour 𝑐 = 2.5, 𝜀 = 0.5 

La figure (V.23) montre la disparition du régime périodique sauf autour de  𝜔 = 9.7. Pour le 

reste, le comportement du système varie entre l’état chaotique et hyperchaotique. 

 

𝝎 𝝀𝟏 𝝀𝟐 𝝀𝟑 𝝀𝟒 Comportement 

5 1.0831 0 -0.2071 -8.3700 Chaotique 

9.7 0 -1.0484 -1.0708 -5.3801 Périodique 

12 1.2873 0.1292 0 -8.9132 Hyperchaotique 

20 1.3475 0.1415 0 -8.9849 Hyperchaotique 
Tableau. V. 5 

𝜔 
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Fig. V. 24 Attracteur chaotique et exposant de Lyapunov pour  𝜔 = 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. V. 25 Orbite périodique et exposant de Lyapunov pour  𝜔 = 9.7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. V. 26 Attracteur hyperchaotique et exposant de Lyapunov pour  𝜔 = 12 
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Fig. V. 27 Attracteur hyperchaotique et exposant de Lyapunov pour  𝜔 = 20 

 

Après cette étude détaillée de la génération des comportements hyperchaotiques on remarque 

que l’application d’un contrôleur à retour d’état ou d’une perturbation paramétrique avec 

augmentation de la dimension du système pour les systèmes chaotiques de dimension 3, 

permet non seulement l’hyperchaotification mais aussi la stabilisation des systèmes 

(suppression du chaos) par un bon choix du paramètre de contrôle. Ce dernier peut être bien 

défini à partir du diagramme de bifurcation et des exposants de Lyapunov.  
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Conclusion générale 

Le travail développé dans cette thèse concerne la proposition et le développement de 

différentes approches pour la synchronisation de systèmes non linéaires sur des trajectoires 

stables ou instables ainsi que pour la chaotification et l’hyperchaotification des systèmes non 

linéaires. Plusieurs approches sont proposées. 

L’algorithme backstepping est utilisé pour le contrôle des systèmes chaotiques continus. 

L’efficacité de cette méthode récursive que se soit pour la stabilisation du système sur son 

point fixe ou pour la poursuite d’une référence prédéterminée est montrée avec un exemple 

d’application. La méthode offre une stabilité asymptotique garantie car les lois de contrôle 

sont tirées directement de la fonction de Lyapunov en satisfont les conditions de stabilité.  

L’efficacité des méthodes de contrôle non linéaire est illustrée par une combinaison 

intéressante de la logique floue et le contrôle prédictif basé sur un régulateur classique PID ; 

notre objectif était de mettre en évidence les performances de la méthode pour le contrôle des 

systèmes chaotique discrets. La méthode est très efficace surtout lorsque la prédiction est faite 

par un modèle non linéaire. 

La grande partie de ce travail était la synchronisation des systèmes chaotiques. Des approches 

basées sur les méthodes de contrôle actif, hybride à rétroaction, backstepping et mode glissant 

ont été ainsi développées et testées sur des systèmes discrets et continus. Le cas des systèmes 

avec des paramètres incertains a été particulièrement abordé et représente une part importante 

de notre contribution. Ces méthodes sont appliquées pour la synchronisation des systèmes 

identiques, systèmes différents, systèmes hyperchaotiques et les systèmes incertains. 

L’anti-contrôle ou la chaotification des systèmes consiste à générer le chaos dans des 

systèmes n'ayant aucun comportement chaotique dans leur dynamique. Les approches 

développées se basent une amélioration de la méthode d’anti contrôle impulsif et la méthode 

par retour d’état d’une part, et la proposition de techniques telles que l’introduction d’une 

perturbation périodique avec une fréquence d’oscillation différente sur l’une des variables, 

d’autre part. 

Dans la dernière partie consacrée à l’hyperchaotification des systèmes chaotiques. Deux 

méthodes ont été développées : le contrôle par retour d’état et le contrôle par perturbation 

paramétrique du système. Les deux méthodes sont appliquées sur les systèmes exemples de 

systèmes chaotiques et les résultats obtenus sont très satisfaisants.   
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 ملخص
 

زِ انشسانت  ق فٙ ْ ٕٚش طشق يشالبت إنَٗخطش حٔط َظًت ششح  مٛاحٓا خاصت فٙ يشالبت ٔ الأ حٔطب  انًخخهفت 

َظًتيزايُت  خٙ حًخهك خصائص حمٕسٛتالأبؼاد نالخطٛت راث الأ ُا بخطبٛك .  انؼهٛا ٔ ان لً بانُسبت نهًشالبت 

ٛادة يخاسج  م ل ٍ اج د طشق ي َظًتال َماطٓا إحباع إنٗ الأ ػهٗ ادذ  ٔ جؼهٓا يسخمشة   يساساث يذذدة ا

جانطشق انالثت . انثابخت أنخذكى أثبخ طُك انغايض  ٍٛ انً ُٛت ب ٚخؼهك بانطشٚمت انٓج َجاػخٓا خاصت فًٛا   

٘ خٙ انخبُؤ ج ان ُظاو ػهٗ يساساث يذذدةٔ نٙأثبخ ٛادة ان  ٔ يذٕس ْزِ انشسانت الأساسٙانشطش . َخٓا فٙ ل

ػهٗ يزايُت  َظًتٚخشكز  جَ يخطابمت أ يخخهفتالأ ٛمٓا يغ .  انخمٕسٛت سٕاء كا  أيثهتػذة طشق حى حطب

ُا بخظ. يخػُٕت لً َظًتشٚ بؼض انطشق نًزايُت ٔكًا  ٕٖ الأ ػهٗ يسخ ٕلؼت  زٛ بخغشٛاث غشٛ يخ خٙ حخً  ان

خٓا ٛ ُايٛك ٚ م د خٙ حثً ٛغ ان                                                                                                .انص

الَخشاس انٕاسغ  َظًتَظشا  ٍأل ٚ ٛاد حٓا فٙ يخخهف انً مٛا لٕ أصبخ,  انخمٕسٛت ٔ حطب ٍ انضشٔس٘ انذص  ي

ُايٛكٛت انًؼمذة ٚ زِ انذ ُا . ػهٗ ْ لً ٛاث بذساست أٚضانزنك  اجم انذصٕل ػهٗ آن َظًت ضذ انخذكى يٍ   راث أ

َطلالا يٍ  ٕسٙ ا َظًتطابغ حم                                                                                  .  يسخمشةأ

م  َظًتغانبا يا حسخؼً خٓاالأ ٚ ٌ سش ٌ الاحصالاث  لصذ حشفٛش انًؼهٕياث ٔ ضًا ذٛا نكٍ .  انخمٕسٛت فٙ ي

َا ٛا ٛش كافٛت باسخؼًال أد ٌٕ غ َظًت دسجت انخشفشٛ حك ٍٛ لأجم.  انخمٕسٛت انؼادٚتالأ شٛ يٍ انبادث  رنك نجأ كث

َظًت انذصٕل ػهٗ إنٗ زْا يا حى دساسخّ فٙ انشطش أكثش حمٕسٛت أ ذٛا ٔ زِ انشسانتالأخٛش حؼم ْ ٍ .         ي

                                                                      



 

152 

 

Abstract 

 

The main contribution reported in this work concern the development and the suggestion of 

various approaches using in the control and the synchronization of nonlinear systems on 

stable or unstable trajectories, as well as for the chaotification and the hyper-chaotification of 

nonlinear systems. These approaches are presented as follows: 

 The use of the backstepping algorithm for the control of the continuous chaotic 

systems. The efficiency of this iterative method to stabilize the system on its fixed 

point or for the tracking of desired reference as shown in the application example. This 

method offers an asymptotic stability because the control laws are directly calculated 

from the Lyapunov function satisfying in the same time the stability conditions. 

 The use of a control method which bases on an interesting combination of the fuzzy 

control and the predictive control based on a classical PID regulator. So, our objective 

is the study of the method performances in order to control the discrete chaotic 

systems. This method is very effective especially when a nonlinear model is used for 

the  prediction. 

 The application of a chaos control methods for the synchronization of the chaotic 

systems. Some chaos control methods based on the active control, hybrid feedback 

control, backstepping algorithm and sliding mode control were also developed. 

Moreover, these methods were tested on discrete and continuous systems. The case of 

the systems with uncertain parameters was particularly developed, as well as, our 

contribution takes an important part in this case. These methods are applied for the 

synchronization of the identical, different, hyper-chaotic and the uncertain systems. 

 The anti-control or the chaotification of the nonlinear systems which consists to 

generate the chaos in the systems having non-chaotic behavior in their dynamics. 

Different approaches are developed: the impulsive anti-control, the delay feedback 

method and the suggestion of techniques such as the introduction of a periodic 

disturbance with a different oscillation frequency on ones of the system variables. 

 The last part of this work is devoted to the hyper-chaotification of the chaotic systems. 

Thus, two methods were presented: the feedback control and the control by the 

perturbation of the system parameter. Both methods are applied to continuous chaotic 

systems. 


