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Résumé
La contribution a travers le travail développé dans cette thése concerne la proposition et le
développement de différentes approches pour la synchronisation de systémes non linéaires sur
des trajectoires stables ou instables ainsi que pour la chaotification et 1’hyperchaotification
des systémes non linéaires. Plusieurs approches sont proposées ; elles correspondent aux
points suivants :
e L’utilisation de 1’algorithme backstepping pour le controle des systémes chaotiques
continus. L’efficacité de cette méthode récursive que ce soit pour la stabilisation du systéme
sur son point fixe ou pour la poursuite d’une référence prédéterminée est montrée avec un
exemple d’application. La méthode offre une stabilit¢ asymptotique garantie car les lois de
contrdle qui sont tirées directement de la fonction de Lyapunov, en satisfont les conditions de
stabilité.
e L’utilisation d’une méthode de contrdle qui se base sur une combinaison intéressante de
la logique floue et le controle prédictif basé sur un régulateur classique PID ; notre objectif est
d’étudier les performances de la méthode pour le contrdle des systemes chaotiques discrets.
La méthode est tres efficace surtout lorsque la prédiction est faite par un modéle non linéaire.
e L’application des méthodes de contrdle pour la synchronisation des systémes chaotiques.
Des méthodes basées sur les méthodes de contrdle actif, hybride a rétroaction, backstepping et
mode glissant ont été ainsi développées et testées sur des systémes discrets et continus. Le cas
des systémes avec des parameétres incertains a été particuliecrement abordé et représente une
part importante de notre contribution. Ces méthodes sont appliquées pour la synchronisation
des systémes identiques, systemes différents, systemes hyperchaotiques et les systémes
incertains.
e [’anti-contréle ou chaotification des systeémes. Cette partie consiste a générer le chaos
dans des systtmes n'ayant aucun comportement chaotique dans leur dynamique. Les
approches développées se basent sur une amélioration de la méthode d’anti controle impulsif
et la méthode par retour d’état développée dans le mémoire de magister d’une part, et la
proposition de techniques telles que I’introduction d’une perturbation périodique avec une
fréquence d’oscillation différente sur I’une des variables, d’autre part.
e La derni¢re partie est consacrée a I’hyperchaotification des systemes chaotiques. Deux
méthodes ont été présentées : le controle par retour d’état et le contréle par perturbation
paramétrique du systeme. Les deux méthodes sont appliquées sur des exemples de systémes

chaotiques et les résultats obtenus sont trés satisfaisants.
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Introduction générale

Introduction générale

L'invention des ordinateurs dans les années 50 a €té un tournant dans 1'histoire des systémes
dynamiques. L'ordinateur a rendu possible ce qui ne 1’était pas avant, c'est-a-dire les calculs
rapides et les simulations numériques des €quations. C’est d’ailleurs ce qui a permis le
développement important des travaux sur les systémes non linéaires et a conduit a la
découverte de la dynamique chaotique, par Lorenz en 1963 [1]. Ce dernier a été le premier a
mettre en évidence 1'extréme sensibilité aux perturbations d'un simple modele de calcul de la
convection atmosphérique.

Le travail de Lorenz n'a eu que peu d'impact a ce moment la et ce n’est qu'au début des années
1970, que les recherches sur le chaos ont véritablement démarré. En 1971, Ruelle et Takens
ont proposé une nouvelle théorie concernant 1'initialisation de la turbulence dans les fluides,
basée sur la considération d'attracteurs étranges [2]. En 1975, Li et York ont été les premiers a
utiliser le terme "chaos" pour exprimer un comportement plus compliqué que 1’équilibre, le
périodique et le quasi-périodique [3]. Un an apres, May a trouvé des exemples de chaos dans
les applications itératives modélisant des interactions de populations en biologie et il a écrit
un article important décrivant comment un simple systéme non linéaire peut avoir un
comportement complexe et chaotique [4]. Ensuite, le physicien Feigenbaum a découvert qu'il
y a des lois universelles qui gouvernent la transition d'un comportement régulier vers un
comportement chaotique [5]. Ses travaux ont permis d'établir une relation entre ce qui est
appelé "cascade de doublements de période" et le chaos et cela a conduit les physiciens a
s'intéresser a l'é¢tude des systémes dynamiques.

Parall¢lement aux travaux sur le chaos, une autre notion a été développée dans le domaine des
systetmes dynamiques dans les années 1970, c’est celle des fractales. Mandelbrot a produit sur
ordinateur des graphiques de ces fractales et a montré comment cette notion peut étre utilisée
dans différents domaines [6]. En particulier, en biologie mathématique, Arthur Winfree a
appliqué des méthodes géométriques aux oscillations biologiques, entre autres les rythmes
biologiques et les rythmes cardiaques pour caractériser des fractales [7].

Les effets chaotiques dans les circuits électroniques ont été constatés pour la premicre fois par
Van der Pol en 1927 [8]. En 1983, Chua et Matsumoto ont synthétisé le premier circuit

électronique, autonome et chaotique, l'oscillateur double spiral, maintenant connu sous la



Introduction générale

dénomination "circuit de Chua". Il est maintenant étudi¢ comme un circuit électronique

chaotique modele [9].

Depuis sa découverte, le chaos a été considéré comme un comportement incontrolable et
imprédictible : Incontrélable parce que une petite perturbation peut conduire le systéme a un
¢tat totalement différent du premier ; Imprédictible parce que une petite différence dans les
conditions initiales ou dans les paramétres du systéme, provoque une évolution différente
dans la trajectoire du systéme. Le premier pas dans le domaine de contrdle du chaos a été fait
en 1989 [10], mais c’est Ott, Grebogi et York en 1990 qui publient le premier article sur le
controle du chaos [11]. Ils ont montré qu’une telle dynamique complexe pouvait étre
stabilisée par une méthode simple et efficace, ce qui a vraiment intéressé les chercheurs du
domaine. Pendant le méme temps Pecora et Carroll ont travaillé sur la synchronisation du
chaos. Ils ont montré que malgré la dynamique trés complexe des systémes chaotiques, il était

possible de les synchroniser, méme s’ils évoluaient initialement de deux états différents [12].

En 1996, Chen et Lai ont proposé une méthode de génération du chaos a partir d’un systéme
non chaotique. Le principe consiste a appliquer sur le systéme, une loi de commande tirée de
la condition de stabilité de Lyapunov pour déstabiliser le systeme de sa position d’équilibre

sans divergence [13].

A partir de 1a, beaucoup de recherche ont été développées sur le contrdle, la synchronisation,

la chaotification ou anti-controle des systémes dynamiques non lin€aires.

Un certains nombre de ces recherches concerne I’application de la synchronisation du chaos,
dans les communications sécurisées ou le signal chaotique est utilisé pour masquer les
messages a transmettre. Perez et Cerderia [14] ont prouvé que le masquage des messages par
un systeme chaotique normal (possédant un seul exposant de Lyapunov positif) n’était pas
toujours efficace. Puis Pecora a montré que ce probléme pouvait étre résolu en utilisant un
systeme chaotique de dimension élevée c'est-a-dire avec plusieurs exposants de Lyapunov
positifs. Ceci a conduit aux travaux sur I’hyperchaotification. Le comportement dynamique
des systemes hyperchaotiques est plus compliqué que celui d’un simple systeme chaotique.
C’est pour cette raison que ces systemes offrent plus de sécurité dans le domaine de la

communication.

Notre contribution a travers le travail développé dans le cadre de cette thése concerne la

proposition et le développement de nouvelles approches pour le controle, la synchronisation
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des systemes chaotiques ainsi que la chaotification et I’hyperchaotification. Notre contribution

porte sur les points suivants :

- L’application de 1’algorithme backstepping pour le controle des systémes chaotiques
d’ordre ¢levé.

- L’application du controle prédictif flou pour le contrdle des systémes discrets

- L’¢étude des différents problémes de synchronisation des systémes chaotiques.

- Le développement d’une méthode adaptative basé sur 1’algorithme backstepping pour
la synchronisation des systémes chaotiques a parametres incertains.

- L’amélioration de la méthode du contréle actif en intégrant une action adaptative pour
la synchronisation des systémes continus d’ordre supérieur.

- La génération de la dynamique chaotique par des méthodes a retour d’état et

I’illustration de leurs efficacités pour la génération du comportement hyperchaotique.

Le travail est présenté en cinq chapitres.

Le premier chapitre est consacré a I’introduction des éléments fondamentaux associés aux
systémes dynamiques en général et aux systémes chaotiques en particulier. Ainsi les mod¢les
généraux qui définissent les systémes dynamiques en temps continu et en temps discret sont
présentés en méme temps que les notions d’espace de phase et de trajectoire. Les outils
d’analyse des systémes chaotiques sont abordés, en particulier les exposants de Lyapunov et
les diagrammes de bifurcation qui par leurs caractéristiques offrent une solution facile et tres
fiable.

Nous présentons dans le deuxieme chapitre le principe de contrdle des systémes chaotiques.
Trois méthodes de controle sont développées. Une description compléte de la méthode de
controle OGY est faite. La méthode est appliquée pour le contrdle du systéme discret de
Hénon ou un choix judicieux de la loi de contrdle permet de supprimer le chaos le plus
rapidement possible. L’algorithme backstepping est utilisé pour le contrdle des systemes
chaotiques continus, et nous montrons grace a un exemple d’application, 1’efficacit¢ de la
méthode récursive que ce soit pour la stabilisation du systéme sur son point fixe ou pour la
poursuite d’une référence prédéterminée. La méthode offre une stabilité asymptotique
garantie car les lois de controle qui sont tirées directement de la fonction de Lyapunov
satisfont les conditions de stabilité. Le chapitre se termine par la présentation d’une méthode
de controle qui se base sur une combinaison intéressante de la logique floue et du controle

prédictif basé sur un régulateur classique PID ; notre objectif est d’étudier les performances
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de la méthode pour le controle des systémes chaotique discrets. La méthode est trés efficace
surtout lorsque la prédiction est faite par un modele non linéaire.

Nous consacrons le troisieme chapitre a la synchronisation des systémes chaotiques continus
et discrets. Nous présentons quelques méthodes telles que le controle actif, le backstepping,
le mode glissant, le controle non linéaire et le contréle hybride. Ces méthodes sont appliquées

pour la synchronisation des systémes identiques, différents, hyperchaotiques et incertains.

La chaotification des systémes non linéaires est abordée dans le chapitre quatre. Dans le cas
discret, une description de la méthode d’anti-contrdle proposée par Chen, basée sur le choix
des valeurs des exposants de Lyapunov est détaillée. La méthode est appliquée sur des
systémes chaotiques d’ordre élevé et sur des systémes qui n’admettent aucun comportement
chaotique. Dans le cas continu, Plusieurs méthodes ont été¢ appliquées, en particulier: la
méthode Delay Feedback Control, la méthode basée sur la perturbation d’un parameétre du

systeme, 1’anti-contrdle impulsif et autre extension de 1’algorithme d’anti-contrdle.

Le dernier chapitre est consacré a la théorie de I’hyperchaotification des systémes chaotiques.
Des méthodes de controle par retour d’état sont appliquées afin d’augmenter la dimension du

systeéme qui devient ainsi hyper chaotique, grace a un bon choix du parameétre de contrdle.

Enfin, on termine par une conclusion générale ainsi que quelques perspectives qui peuvent

étre abordées ultérieurement.



Chapitre 1 Généralités sur les systemes chaotiques

Chapitre I : Généralités sur les systémes chaotiques

I.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de mieux faire connaitre les conditions nécessaires pour qu’un
systéme ait un comportement chaotique. Nous partirons de quelques définitions préliminaires
permettant de cerner les caractéristiques essentielles des systémes dynamiques. L’étude
rigoureuse de ce type de systéme étant en général délicate, nous nous limiterons a une étude
qualitative purement graphique. Pour cela, nous introduisons le diagramme de phase, le
diagramme de bifurcation, I’exposant de Lyapunov, la section de Poincaré, afin de formuler
les criteres permettant de caractériser les mouvements réguliers et les mouvements

chaotiques.

1.2 Le chaos
Il n’existe pas de définition a la fois formelle et générale du chaos. Cependant, le chaos est
défini généralement comme un comportement particulier d’un systéme dynamique qui inclut:

e Lanon-linéarité. Si le systeme est linéaire, il ne peut pas étre chaotique.

e Le déterminisme. Un systeme chaotique a des reégles fondamentales déterministes
(plutot que probabilistes).

e La sensibilit¢ aux conditions initiales. De trés petits changements sur 1’état initial
peuvent mener a un comportement radicalement différent dans son état final.

e L’imprévisible. En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent étre
connues seulement a un degré fini de précision.

e L’irrégularité. Ordre caché comprenant un nombre infini de modeles périodiques
instables (ou mouvements). Cet ordre caché forme I’infrastructure des systémes
chaotiques

Pratiquement, une dynamique chaotique peut étre identifiée, en premiere analyse, par la
reconnaissance de propriétés caractéristiques : attracteur étrange, spectre, sensibilité aux

conditions initiales ... etc.

I.3 Quelques définitions

I.3.1 Systémes dynamiques

Du point de vue mathématique, un systéme dynamique est défini a partir d’un ensemble de
variables qui forment le vecteur d’état X = {x; € R},i =1,..,n ol n représente la

dimension du vecteur.



Chapitre 1 Généralités sur les systemes chaotiques

Ces variables caractérisent complétement 1’état instantané du systeme dynamique. En
associant en plus un systéme de coordonnées, on obtient I’espace d’état qui est également
appelé l’espace de phase.

En plus de I’espace d’état, un systéme dynamique est défini par une loi d’évolution,
généralement désignée par dynamique, qui caractérise 1’évolution de 1’état du systéme au
cours du temps.

La notion de déterminisme provient du fait que le systéme considéré est complétement

caractérisé par son état initial et sa dynamique.

Les systémes dynamiques sont classés en deux catégories :
e Systémes dynamiques discrets,

e Systemes dynamiques continus.

1.3.2 Systémes dynamiques discrets
Un systeme dynamique discret est représenté par des équations aux différences de la forme
[15],[16]:

x(k+1) =G(x(k), k) (L)
Ou G:R™ X Z* —» R" désigne la dynamique du systéme en temps discret.
Si on associe a cette dynamique un état initial xo = x(k,), alors pour chaque couple (xg, k)
donné, on peut identifier une solution unique

De(5x0, k) ZY > R" (1.2)
Telle que :

®g(ko; xo, ko) =x9 et Dg(k + 1;x0, ko) = G(Pg (k; X0, ko), k) (13)

En temps discret on définit également le systéme autonome comme une dynamique qui ne
dépend pas de I’instant & :

x(k+1) =G(x(k)) (1.4)

1.3.3 Systémes dynamiques continus
Un systeme dynamique continu est décrit par un systéme d’équations différentielles de la
forme [17]:

x(t) = F(x(t),t) (1.5)

Ou F:R" x R — R" représente la dynamique du systéme.

Si on associe a cette dynamique un état initial x, = x(t), alors pour chaque couple (x, ty)

on peut identifier une solution unique ®(.; xg, ty): Rt - R" telle que :

6
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P (to; X0, to) = Xo
®p(t; %0, to) = F(@p(t; %o, t), £) (1.6)
L'évolution des ensembles d’états successifs occupés par le systéme a chaque instant t

représente la trajectoire du systéme.

1.3.4 Systémes autonomes et non autonomes
Soit le systéme dynamique suivant :

==y

= f(x,0) (L7)

Lorsque le champ de vecteurs f ne dépend pas explicitement du temps, on dit que le systéme
dynamique est autonome. Dans le cas contraire il est non autonome.

Par un changement de variable approprié, on peut toujours transformer un systéme dynamique
non autonome de dimension zen un systéme dynamique autonome €quivalent de dimension

n+1.

1.3.5 Systéme déterministe

Soit U 1’ensemble des conditions initiales et soitx, € U, Alors, si pour tout x, , x(¢, x, ) existe

et est unique, le systéme est dit déterministe. Lorsque le chaos se développe dans un tel

systéme, on parle alors de chaos déterministe.

1.4 Techniques de caractérisation du comportement chaotique

L’identification des caractéristiques des systeémes non lin€aires a partir d’observations peut se
faire grace a des outils issus du domaine des dynamiques non linéaires tels que : la section de
Poincaré, I’espace des phases, le diagramme de bifurcation, les exposants de Lyapunov [18],

[19].

I.4.1 La section de Poincaré

La section de Poincaré est un outil mathématique simple permettant de transformer un
systétme dynamique continu en un syst¢tme dynamique discret. Cette transformation s'opere
via une réduction d'une unité de 1'ordre du systéme.

Soit un systtme dynamique continu, décrit dans un espace d'état de dimension n et une
surface de dimension (# —1) définie dans cet espace. L application de Poincaré est le systeme
dynamique en temps discret dont la suite des itérés correspond aux coordonnées des points

d'intersection successifs de la trajectoire avec cette surface.
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Points d’intersections

N

Trajectoire du systéme

Fig. I.1. La section de Poincaré

L'ensemble des points d'intersections, situés sur la surface représente la section de Poincaré.
Dans un espace euclidien, le plan de la section doit étre choisi de mani¢re a garantir
I’existence d’intersections avec la trajectoire @ et de telle sorte que celle-ci le traverse
alternativement dans un sens puis dans l'autre.

On peut définir trois applications différentes de Poincaré.

p " décrit les points ou @ traverse le plan dans le sens du vecteur normal,
p  dans le sens contraire

p* décrit la suite des points d'intersection quel que soit le sens de traversée.

Si @ est bornée sans tendre asymptotiquement vers un équilibre et définie sur un espace
euclidien, alors il existe toujours une surface pour laquelle les trois applications de Poincaré

sont définies.

1.4.2 L’espace de phases
A partir d’un état initial x, et aprés un régime transitoire, la trajectoire d’un systéme
dynamique atteint une région limitée de I’espace de phase. Ce comportement asymptotique
obtenu pour t,k — o est une des caractéristiques les plus importantes a étudier pour tout
systeme dynamique. Si dans le cas d’un systeme linéaire la solution asymptotique est unique
et indépendante de la condition initiale, en présence de non-linéarités, il existe une plus
grande variété de régimes permanents, parmi lesquels:

= Les points fixes ou points d’équilibre

= Les solutions périodiques

= Les solutions quasi-périodiques

=  [e chaos
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= Point fixe ou point d’équilibre
Un point fixe ou point d’équilibre est une solution constante du systéme. Il est obtenu en
résolvant le systéme d’équations :
= Cas discret :
X=GX) (1.8)
= Cas continu :
X=FX)=>x(t)=0 (1.9)
Dans I’espace de phase, le point fixe se représente par un point. Sa valeur est déterminée en
fonction de la condition initiale choisie. Ainsi, pour des conditions initiales différentes on peut
retrouver plusieurs points d’équilibre. De méme, ces points peuvent étre stables ou instables

suivant que les trajectoires voisines convergent ou divergent entre-elles.

= Solution périodique

Le régime asymptotique permanent périodique correspond a une trajectoire dont les répliques
d’une portion élémentaire sont espacées a des intervalles nT,n € Nt et T la période de la
solution.

Dans I’espace de phase, 1’ensemble limite correspondant a cette solution est une courbe
fermée. Si I’espace de phase est de dimension 2, la solution périodique sera un cercle, une
ellipse, ou toute autre forme géométrique fermée. Pour revenir a son état précédent, le
systéme met exactement une période.

Si on travaille dans un espace de phase de dimension supérieur a 2, il faut tenir compte de
certaines subtilités. En effet, dans un tel espace, une trajectoire périodique ne se situe pas
nécessairement dans un méme plan et elle peut se développer dans différentes formes
fermées, il est parfois impossible d’étudier la trajectoire générée par le systéme dans I’espace

de phase. Pour éviter ce probléme on utilise la section de Poincaré.

= Solution quasi-périodique
Une solution quasi-périodique correspond a une somme de solutions périodiques dont le
rapport des périodes est un nombre irrationnel. Un régime quasi-périodique est représenté

dans I’espace d’état par un tore.

= Solution chaotique
Une telle solution a une trajectoire asymptotique bornée avec une extréme sensibilité aux
conditions initiales. Ainsi, deux trajectoires de phases initialement voisines s’écartent

toujours 1’une de I’autre, et ceci quelle que soit leur proximité initiale.
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La moindre erreur ou imprécision sur la condition initiale peut mener & un comportement tres
différent ce qui ne permet pas de faire une prédiction sur le comportement a long terme du
systeme. Ainsi, bien que 1’on traite de systémes déterministes, il est impossible de prévoir a

long terme leurs comportements.

]
w 122

| V]
T/ = A\

4 BRI a
\ /

\ /

\ /

4
\ay

-9 112
-8.5 -8 -7.5 -7 -6.5 -6 -5.5 -5 -4.5 -4 -30 -20 -10 0 10 20 30

a) b)
== ]
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Fig. .2 Comportement dynamique : a) point fixe, b) orbite périodique, c) attracteur chaotique

L’espace de phases est un outil qui permet d’avoir une évaluation qualitativement de la
solution obtenue. La théorie des équations différentielles linéaires a coefficients constants
montre que la solution générale est obtenue a partir des valeurs propres de 1’équation
caractéristique déduite de la matrice des dérivées partielles du systéme. Ainsi, la méthode de
I’espace de phase qui est une technique qualitative simple et efficace permet la détermination
du type de stabilité du point d’équilibre, a partir de la nature des valeurs propres de la matrice

Jacobienne de la fonction f linéarisée au tour du point d’équilibre x,,, .

La linéarisation revient a poser :

10
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X=x, +ox
Ce qui donne
X=X, +ox
On obtient donc :
%, + 8= f(x, +5)
Par le développement de Taylor du premier ordre de f(x), on obtient
o, + )= e, )+ £, Mo —x,)
D’oul
g =Df(x, o, a(0)=d,

Df (x) représente la matrice jacobienne de f (x) par rapport a x, tel que

df,
pr=19\, i=1,2,m5j =12,,n
dx,

(1.10)

(L11)

(1.12)

(L13)

(L14)

(L15)

Cette équation montre 1’évolution dans le temps d’une perturbation dx, au voisinage du point

d’équilibre. 11 a été démontré que les parties réelles des valeurs propres de Df (xeq)

représentent la vitesse d’expansion [Re(4, ) 0] ou de contraction [Re(4, )~ 0]d’une spirale

alors que les parties imaginaires indiquent la fréquence de rotation [20].

Combinant les résultats démontrés pour des valeurs propres réelles et ceux correspondant a

des valeurs propres complexes, il a été établi que quelle que soit la nature des valeurs propres,

le type de stabilité est déterminé comme suit :

- Si Re(/“tl.)-< 0, pour toutes les valeurs propres, alors, toute perturbation suffisamment

petite tend vers 0 quandz — 0. On dit que le point x, est asymptotiquement stable.

Toute les trajectoires tendent vers ce point quelque soient les conditions initiales.

- Si Re(/tl. ) > 0, pour toutes les valeurs propres, alors n’importe quelle perturbation peut

augmenter quand ¢ — . On dit que le point x,, est instable ; Les trajectoires de phase

s’¢loignent du point considéré.

- Sil existe i et j tel que Re(1,)<0, Re(ﬂ,j)>— 0, alors il s’agit d’un point d’équilibre

non stable.

11
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1.4.3 Les exposants de Lyapunov

L’exposant de Lyapunov sert a mesurer le degré de stabilit¢ d’un systéme. Un systéme
sensible a de trés petites variations de la condition initiale aura un exposant positif (systeme
chaotique). En revanche, I’exposant est négatif si le systéme n’est pas sensible a des petites
variations des conditions initiales, les trajectoires se rapprochent et on perd I’information sur

les conditions initiales.

Un systéme de dimension n posséde n exposants de Lyapunov qui mesurent le taux de
divergence suivant un des axes de 1’espace de phase. L’apparition du chaos exige 1’existence
d’un exposant positif selon au moins un axe [21], tout en rendant compte que la somme des
exposants est négative (respectivement nulle) pour les systémes dissipatifs (respectivement

conservatifs).

Un exposant de Lyapunov positif (respectivement négatif) selon une direction, indique que la
divergence entre deux trajectoires voisines augmente (respectivement diminue)

exponentiellement avec le temps [22]. C’est une caractéristique d’un attracteur.

A titre d’exemple, les types d’attracteurs d’un systéme tridimensionnel en fonction des signes

des exposants de Lyapunov sont donnés dans le tableau suivant.

Type d’attracteur Signe des exposants de Lyapunov
Point fixe .- -
Cycle limite 0 - -
Attracteur étrange + 0 -

Tableau I.1: Caractérisation des attracteurs.

= Calcul des exposants de Lyapunov
Les exposants de Lyapunov sont généralement calculés par I’algorithme de Wolf [23].
On considére un systeme discret a n dimensions
X = f(x,): k=02, (1.16)
Le i-éme exposant de Lyapunov est défini en fonction du taux de croissance du i™™ axe
principale v, par la formule [24]

3 = tim Lo 1Y)
n g ||v[ (0]

: i=12,--n (117)

Les vecteurs v, (k) se transforment d’aprés la formule
v.(k+1)=J(kW,(k), i=12,--,n (1.18)

12
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Ou J(k) est la jacobienne de / au point x,

A k=0 les vecteurs v,,i =1,2,---,n sont définis par :

v, =(1,0,0,0,---,0)
v, =(0,1,0,0,---,0) (L19)
v, =(0,0,0,0,--.1)

Pour éviter la divergence, a chaque itération les vecteurs v,(k),v,(k),---,v,(k) seront

orthonormés par le procédé de Gram Schmidt :

A%
r_ 1
Vl =,
||v1
(va, v
V! Vo =i

’ (1.20)

2=” _( ’)v'
Vy =WV Vi V)

_ ( ' )V’ o ( ')V'
r vn vn ’vn—l n—1 vn 5v1 1
v = .
n _( ’ )Vl _.“_( ')V'"
Vn vn ’Vn—l n-1 vn 9v1 1

Le calcul des exposants de Lyapunov d’un systeme d’équations différentielles de la forme:

dx

—=f(x), f:R">R" (1.21)
dt
Se fait de fagcon analogue. Seulement, les équations (1.17) et (I.18) seront remplacées par :
(¢ )
2, = Tim Llog () o i=12,n (122)
t—0 f v, (tox
b @O)=J(W@)  i=12n (1.23)

1.4.4 Le diagramme de bifurcation

= Stabilité structurelle et bifurcation

Un systeme est dit structurellement stable sur une portion de l'espace des parameétres si une
petite perturbation du systéme ne modifie pas le comportement global de la dynamique sur
cette portion.

Tant que le systeéme est structurellement stable, les variations de parameétres produisent des
changements quantitatifs de la solution: coordonnées d’un point fixe, amplitude ou fréquence
d’une solution périodique. Cependant, on peut aussi avoir qu’une infime variation de
parameétres produise un changement qualitatif de la solution : changement de stabilité d'un

ensemble limite.

13
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A la valeur particuliére du parametre ou la solution change subitement de nature, le systéme
est structurellement instable ce qui autorise un brusque changement de type de la solution. Ce

phénomene est appelé bifurcation et les points ou il se produit sont les points de bifurcation.

* Diagramme de bifurcations

Le diagramme de bifurcation est un outil efficace pour évaluer rapidement 1’ensemble des
solutions possibles d’un systéme en fonction des variations de 1’un de ses paramétres. Il
permet de repérer les valeurs particulieres du parameétre qui induisent des bifurcations. C’est
un diagramme qui porte les valeurs du parametre en abscisse et des valeurs particuliéres d’une

des variables d’état en ordonnée lorsque le régime asymptotique est atteint.

Fig. . 3 Diagramme de bifurcation: a) systéme de Hénon pour b = 0.3, b) Systéme de Rdssler pour a = 0.2
eth=0.2.

- Dans le cas d'un systeme autonome ces valeurs particulieres peuvent étre obtenues en
travaillant avec une section de Poincaré. Pour un systeme excit¢ par une fonction
périodique, on les obtient en échantillonnant la variable a la fréquence d’excitation. On
obtient ainsi pour chaque valeur du paramétre la suite des états discrets de la variable
lorsque le régime asymptotique est atteint.

- Un seul point sur une verticale indique un fonctionnement périodique fondamental. En
effet, si pour une valeur donnée du parametre le régime est périodique, la variable

échantillonnée a la fréquence fondamentale 7 prend une valeur unique. Les n points de

méme abscisse se superposent donc exactement.
- Lorsque les points se répartissent densément sur un segment de la verticale, on peut en
déduire que la solution est apériodique mais il n’est pas possible de préciser si elle est

quasi périodique ou chaotique.

14
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I.5 Exemples de systemes chaotiques

Pour illustrer les comportements €voqués ci-dessus, nous présentons deux exemples de

systémes chaotiques ; I’un discret et 1’autre continu.

1.5.1 Exemple de systémes discrets
On considére 1’équation logistique définie par I’expression suivante [25]:

x(k+1)=px(k)(1—x(k)) (1.24)

L’équation logistique admet des points fixes obtenus par la résolution de 1’équation
x=px(1—x) (1.25)
Cette €quation admet une solution xz, = 0, et d’autres solutions qui dépendent de la valeur du

1
aramétre p : xp, =1 —-.
p p- X P

La figure (I.4) montre la dynamique de 1’équation logistique ainsi que certains modes
asymptotiques particuliers.

La figure (I.4.c) nous donne un apercu de la nature de la trajectoire pour différentes valeurs du
parametre p appelé paramétre de bifurcation. On remarque que pour toute valeur de p € [1,3],
le régime permanent est formé par un point limite stable. Ainsi pour p = 2, on observe
qu’apres une période de transition relativement courte la s€quence se stabilise autour du point
fixe xf = 0.5. Pour p=3.3 et p=3.55 le diagramme de bifurcation fait ressortir des
comportements différents. Pour le premier cas, I’ensemble des états limites est une solution
périodique formé par deux points (figure 1.4.b). Pour le deuxiéme cas, on observe une
augmentation de la dimension de ’ensemble des états limites et la période de répétition a 8
(figure 1.4. e). Par contre, pour p =4 le systéme est dans état chaotique (figure 1.4.f). Ce
comportement est justifié¢ par la valeur positive de I’exposant de Lyapunov représenté par la
figure (1.4.d)

Le phénomene de sensibilité aux conditions initiales est illustré par la figure (I.5). Pour des
conditions initiales trés proches (une différence de I’ordre de 107%), les deux systémes
é¢voluent de la méme manicere dans un premier temps; mais trés vite, leur comportement

devient différent.
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Fig. I. 4 Comportement dynamique de 1’équation logistique : ¢) diagramme de bifurcation. d) exposant de

Lyapunov. a, b, ¢, f) : évolution du systéme pour p = 2,p = 3.3,p = 3.55,p = 4.
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T T T T
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09l M systéme pour x0=0.9001 ‘7

081

< o6f

051

0.4

0.3r M

0.2

I I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
k

Fig. . 5 Sensibilité aux conditions initiales de la fonction logistique pour p = 4

1.5.2 Exemple de systémes Continus

Généralités sur les systemes chaotiques

On consideére I’exemple du célebre systeme de Lorenz donné par les équations suivantes [1]:

x:a(y—x),
y=(r=z)x-y,
z=xy—bz,

(126)

Les parametres pour I’exemple dont la trajectoire est donnée dans la figure suivante sont les

suivants : o =10,b=8/3,r =28 avec la condition (xy, ¥o,z9) = (—5,—5,10).

Généralement, ce type de systeme est qualifié d’autonome, puisque la dynamique estr de la

forme:

x(t) = F(x(t))

50 (xc;,Vt;Zt)
/a

40 %

30

gl S =

10 X0, Y0rZg) |
_23 » 20

-10 0

10
20 -40
y
X

Fig. I. 6 Trajectoire du systéme de Lorenz dans I’espace de phase
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Les points fixes sont la solution de I’équation :

oly—x)=0 xX=y
r—-2x—y=0 = {z=(@-1)
xy—bz=0 y? = bz

Pour 7 = 1 on a le point fixe xf, = (0,0,0)

Dans le cas général:

X =7y X =Yy
Z:(‘r—]_) = Z:(T—l)
y% = bz y =+/b(r—1)

Donc le systéme admet en général trois points fixes :

Généralités sur les systemes chaotiques

(1.28)

(129)

xp, = (0,0,0),x7, = (/b(r — 1),{/b(r — 1),7 — 1),xz, = (—/b(r — 1), —/b(r — 1),7 — 1),

L 1,=0.85922

-10

%,=-0.0015763

%5=-14.5208 |

: : -16
20 25 30 0

I I
50 100
r

c)
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Fig. I. 7 Comportement dynamique du systéme de Lorenz : ¢) diagramme de bifurcation. d) exposant de

Lyapunov pour r = 28. ¢) section de Poincaré. a, b) : évolution du systéme pour r = 15,17 = 28.

Pour = 10,b = 8/3 , le diagramme de bifurcation est celui de la figure (1.7.c). Il fait ressortir
deux types de comportement : Ainsi pour = 15 , le plus grand exposant du systéme est nul,

donc il converge dans ce cas vers une orbite périodique alors que pour r = 28 _le systeme est

en plein chaos ; il a un exposant positif. La solution périodique et I’attracteur chaotique sont
représentés respectivement par les figure (I.7.a) et (I.7.b). La figure (I.7.e) représente les

points d’intersection de I’attracteur chaotique avec la section du Poincaré.
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systéme pour x0=-5.0001, yo=-5.0001,z0=-10.0001
—— sytéme pour x0=-5, yo=-5, z0=-10
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Fig. I. 8 Sensibilité aux conditions initiales du systéme de Lorenz

La figure (1.8) illustre la sensibilit¢ aux conditions initiales. Cependant, une autre
caractéristique des systémes chaotiques peut étre observée sur les courbes précédentes.

En effet, un systéme chaotique évolue d’une maniére qui semble aléatoire. La figure (1.9)
permet de comparer une évolution simple, périodique et donc prédictible d’un systéme
classique avec 1’évolution plus complexe, non périodique et non prédictible d’un systéme

chaotique. Notons que les systemes chaotiques obéissent tout de méme aux lois de la
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physique. Si on se place dans I’approximation de la physique classique, on peut affirmer que

le systéme est totalement déterministe.

20

T T T T
—— X: une variable du systéeme chaotique de Lorenz
------ y: une fonction sinusoidale
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Fig. I. 9 Comparaison de 1’évolution d’un systéme non chaotique et un systéme chaotique
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Chapitre I1 : Controle des systémes chaotiques

I1.1 Introduction
Depuis les travaux de Ott, Grebogi et York en 1990, beaucoup d’intérét a ét¢ manifesté pour
le contréle des systémes chaotiques. Les différents travaux publiés sur le sujet, montrent
qu’un systéme chaotique peut étre controlé de deux maniéres:
e Par perturbation d’un des parameétres du systéme. Cette perturbation doit étre bornée et
trés petite par rapport au parametre perturbé
e Par stabilisation d’une des orbites périodiques instables du systéme en appliquant une
méthode de contrdle par retour d’état. C’est une méthode simple a mettre en ceuvre,
mais qui nécessite un choix judicieux du gain et du retard, dans la boucle de retour.
Ce chapitre aborde 1’aspect controle des systémes chaotiques par stabilisation et suppression
du chaos. Il sera consacré a la présentation des principaux travaux publié€s sur ce sujet. Trois
méthodes seront présentées dans le détail : la méthode de Ott-Grebogi-Yorke [11], la méthode
Backstepping [26] ainsi qu’une méthode de controle prédictif flou PD+I que nous avons
développée. Le probleme d’optimisation relatif a la maniére d’amener la trajectoire au
voisinage de I’endroit désiré ainsi que le temps qui doit s’écouler avant le déclenchement du

controle seront discutés.

I1.2 Controle par stabilisation et suppression du chaos

L’objectif de la stabilisation du chaos est d'éliminer le mouvement chaotique. Une des
caractéristiques qui distingue les systemes chaotiques d'autres systémes non linéaires est la
notion d’attracteur chaotique. L’idée du controle est donc d’exploiter cette notion pour
concevoir un contréleur. De plus, l'instabilité¢ d'un systeme chaotique se traduit en général
par la divergence de trajectoires voisines, quelle que soit la nature de 1'état en question. Pour
contrer cette instabilité, il suffit donc d’appliquer au systéme une perturbation afin de I’y

ramener de nouveau toutes les fois ou le systéme s'écarte de 1'état considéré.

La méthode OGY est une méthode de stabilisation qui se base sur 1’idée suivante : pour un
point qui appartient & un attracteur chaotique, il existe une orbite périodique stable ou
instable qui passe surement au voisinage de ce point. Ainsi, si un paramétre du systéme est
légérement perturbé, les trajectoires du systéme vont se réunir sur la méme orbite périodique,

et a long terme la trajectoire du systéme devient une orbite périodique et le systeme devient
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stable. Cette méthode de stabilisation est adaptée seulement aux systémes de petites

dimensions ou les variables d’état observés ne sont soumises a aucun bruit.

La remarque la plus importante concernant la méthode OGY, est que les orbites périodiques
instables utilisées dans le calcul numérique, représentent des approximations des orbites
réelles ce qui a pour conséquence, la convergence de I'état contrdlé vers des approximations
d’orbites. Donc, la performance de la méthode OGY dépend de la précision des
approximations. De plus cette méthode est une méthode locale ; on peut donc attendre
longtemps avant que le systétme passe au voisinage de ’orbite et que le contréle ne se

déclenche.

Pour améliorer I’efficacité de la méthode OGY, différentes approches ont été proposées dans
la littérature [27-31]. En particulier, Shinbort , Ott, Grebogi et York ont proposé¢ des
approches pour réduire le temps d’attente et conduire la trajectoire vers le voisinage désiré
dans un temps trés court [32],[33]. Cependant, des problémes comme la difficulté a obtenir les
paramétres du systéme ou méme lorsqu’ils sont bien identifiés, il est trés difficile de les

introduire comme lois de commande, peuvent étre rencontrées.

Reyl et al [34] ont montré que des valeurs propres complexes survenaient pour des orbites de
période 3 ou plus. Ils ont donc suggéré de revoir 1’algorithme OGY pour qu’il puisse
s’accommoder de plusieurs directions instables. IlIs ont donc développé une méthode connue

sous le nom MED (Minimal Expected Deviation).

Pour la définition de ’orbite périodique, Hao a proposé une méthode analytique [35].
Osipanko a utilisé une représentation graphique pour identifier I’orbite périodique. L’idée de
la méthode est basée sur la construction d’une représentation graphique de la dynamique du
systeme étudié [36]. Dans [37], Davidchack et al ont introduit des transformations sur le
systtme chaotique original en gardant toujours la structure topologique de I’espace d’état.

Donc, cette transformation agit seulement sur la stabilité des orbites.

Pour éviter le probléme d’identification de I’orbite périodique, beaucoup de chercheurs ont
pensé a utiliser des méthodes qui réalisent les deux objectifs a la fois. C'est-a-dire, identifier
I’orbite périodique et stabiliser le systéme. Le controle a retour d’état (feedback contrdle FC)
est une méthode de la forme deux en un. La procédure d’identification de I’orbite périodique

est combinée avec 1’algorithme de stabilisation [38-45].

Pyragas a proposé une méthode simple et trés efficace qui repose sur 1’injection des états

retardés sur ’entrée du systéme [46].
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Dans cette méthode, 1'entrée du controle est basée sur la différence entre un état retardé de
temps T et I'état courant, ou T dénote une période des orbites périodiques instables. Donc,
c’est une méthode de contrdle en boucle fermée avec retard. La commande appliquée au

systéme est donnée par :
u(k) =Kx(k —T) — x(k)) (IL.1)

K: gain de retour

x(k)

v

> Systéme chaotique

\ 4
+ p—
K 4_©: x(k =T 4T

Fig. II. 1 Structure de contrdle proposé par Pyragas.

Le principe de la méthode est que I’erreur est approximée par la différence entre 1’état courant

x(k)et I’état retardé x(k — T), lorsque la trajectoire est au voisinage du point fixe.

Par la suite, plusieurs alternatives a la méthode originale de Pyragas ont été publiées. Par

exemple, Yamamoto et al ont introduit I’aspect prédictif de la maniére suivante [47]:

x(k)
> Systéme chaotique >
K i \ 4
4 + X+ 1) Modéle de prédiction
Fig. II. 2 structure de contrdle prédictif.
La loi de commande dans ce cas est :
u(k) =K&xk +1) —x(k)) (IL.2)

En 1991, Hunt a introduit une méthode de contrdle a retour d’état occasionnelle (Occasional
Proportional Feedback OPF) [48]. Il a essayé¢ de réduire un attracteur a une application

unidimensionnelle autour d’un point fixe x¢ . Tout d’abord la coordonnée du point fixe doit

étre connue. L application du i ™ retour peut étre décrite autour du point fixe Xr par :

23



Chapitre I1 Controle des systemes chaotiques

Xnti = U (xn — X (pn)) + Xf (pn) (H~3)
p: est un parameétre accessible du systéeme.

Le point fixe est instable si la grandeur de la pente |u| > 1 . il peut étre stabilisé si 1’on

déplace le point fixe actuel du systéme a un autre situé a :

% = xp(po + 8p) = u(w — 17 (%, — 2 (po) ) + 2 (po) (114)
Le déplacement du point fixe est effectué¢ par perturbation paramétrique, i.e. que
_ (ep—x5r(P0))
8p,, = e (o — % (P0)) = —— (IL5)
dp

k:est le facteur de proportionnalité.

Nitsche et Dressler ont amélioré la méthode OPF en RPF (Recurssive Proportional Feedback)
[49], en intégrant la notion de récursivité pour prendre en considération le déplacement d’une
application sur une section de Poincaré sous un changement paramétrique.

L’avantage majeur de la stratégie du controle par retour d’état, ¢’est que 1’amplitude de la loi
de commande calculée est tres petite par rapport a 1’état du systéme, et dans ce cas elle ne va
pas détruire la dynamique originale du systéme. D’ou la désignation de contrdle non
destructif.

De plus, une fois le systéme stabilisé, le controle peut étre relaché, ce qui donne un autre
avantage économique a la méthode. Cependant, aprés le relachement du contrdle, la
surveillance de 1’état controlé doit se faire d’une maniere permanente, ce qui est trés difficile
a réaliser pour des applications réelles et expérimentales. Pour remédier a ce probléme,
plusieurs stratégies du contréle en boucle ouverte (Non-Feedback Control : NFC) ont été
proposées. On citera a titre d’exemple, les travaux de Mirus et al ou un signal périodique a été
appliqué pour supprimer le chaos [50] ou les travaux de Ramesh et al, ou c’est un bruit qui a
été suggéré au lieu du signal périodique [51]. Ce type de stratégies ne nécessite aucune
analyse supplémentaire pour comprendre la dynamique chaotique du systeme étudié.

De plus, du point de vue implémentation de la stratégie de contrdle, le NFC offre plus de
simplicité par rapport au contrdle FC, puisque pour ce dernier, on a parfois besoin de valeurs
difficilement mesurables. Le controle NFC permet de supprimer le chaos ou donner un
mouvement périodique au systéme. Mais pour faire la poursuite d’une trajectoire, il est
nécessaire de faire une analyse compléte pour comprendre la dynamique du systéme et
introduire aussi quelques modifications sur la stratégie de contrdle comme indiqué dans [52-

54].
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D’autres méthodes ont été proposées et développées pour réaliser le controle du chaos dans
divers systémes dynamique non linéaires. en 1999, Chen a proposé une combinaison
prédictive flou pour le controle des systémes incertains définis par des séries de données [55].
Udatawa a développé un contrdleur flou pour les systémes chaotiques [56]. Puis dans [57],
Park a proposé une autre structure adaptative d’un contréleur flou pour le contrdle des
systémes chaotiques incertains. Ramesh et al ont utilisé un réseau neuronal pour le controle du
chaos dans ’oscillateur de Van Der Pol [58], puis Ren et al ont utilisé le réseau neuronal pour
I’identification et le controle des systémes chaotiques continus [59]. D’autres approches
comme, le backstepping [60-63], le mode glissant [64-66], la commande adaptatif [67-70],
ont été également utilisées.

Il est important de préciser que la littérature dans ce domaine est trés large et les
méthodologies décrites dans cette theése ne représentent qu'une partie d’entre elle. Dans ce qui
suit, nous décrivons trois méthodes de contrdle de systémes chaotiques avec application sur
des exemples de systémes continus et discrets. Il s’agit de la méthode OGY qui est tres
connue, la méthode de controle Backstepping et d’'une méthode qui combine le controle flou

et le controle prédictif basée sur un régulateur PID.
I1.3 Méthodes de controle des systéemes chaotiques

I1.3.1 La méthode OGY
La méthode Ott-Grebogi-Yorke ou OGY est une méthode qui se base sur 1’idée suivante :
- déterminer quelques orbites périodiques instables, les examiner, puis choisir une qui
représente les performances du systéme.
- ajuster les parametres de perturbation, en un temps relativement court, dans le but de
stabiliser 1’orbite périodique instable.

On considére le systeme suivant :
x=F(x,p), xeR", (I1.6)
Ou p représente le parameétre du controle.
La section de Poincaré du systéme est représentée par :
X, =F,(x,,Dp), xeRY (IL7)
Chaque point périodique dans la section représente une orbite périodique instable(UPO)

Soit x, un point fixe dans la section de Poincaré

x, =F(x;,p,), (IL.8)
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Ou p, représente la valeur nominale du parametre

La stratégie de contréle va donc consister a trouver une loi de contrdle et de stabilisation par
retour d’état, définie au voisinage de 1’orbite choisi.
Le systéme étudi¢ présente un phénoméne chaotique, donc nous garantissons le passage au

voisinage du point fixe. Une fois que le systeme rentre dans le voisinage dux, , la procédure

du contrdle est déclenchée pour amener le systéme vers I’orbite désirée.

Dans ce cas, on a :

X, =X, =X, (IL9)

Et

Py =Dy~ Po (11.10)
Le systéme est linéaris¢ autour du point x,

&, =Ad, +Bdp,, (IL11)
Avec

A=D F(x), (I1.12)

B =0F/op, (IL13)

La matrice A représente deux directions propres, une direction stable e (valeur propre <1) et
une direction instable e, (valeur propre >1).

Les corrections sont donc & appliquer sur la direction instable.

On pose les notations suivantes :

A : Valeur propre | A s| <1.

A, : Valeur propre| 1u|- =1

e, : Vecteur propre correspond a la valeur propre A,
e, : Vecteur propre correspond a la valeur propre A,

Donc, on peut mettre la matrice A sous la forme

A=2Ae.f,+4e, (IL.14)

Ou £,, f, représentent les vecteurs covariances.

Avec f.e,=fe, =1,
fie, = f.e, =0,
Alors, I’équation (II.11) devient :
&, =(Le.f, + e, )8, + Bdp,, (IL15)
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En multipliant (I.15) par £, :

fu8%, = fl(Ae, S, + Ae f,), + Bp,], (IL.16)
La stratégie de la méthode OGY consiste a ajuster le paramétre du contrdle p, afin de
stabiliser le systéme sur le pointx , , c'est-a-dire, il faut que o, =0.
Alors

fl(Ae, f, +Ae S, ), + Bdp,]1=0, (IL17)

Sachant que :
fe,=r.e =1,
fe, = 1. =0,
Alors :
f. A6, + f,Bdp, =0, (I1.18)

L’ajustement sur le parametre du contrdle est donné par :

-f.A
&, = it g (IL19)
/.B
) -fA
Si on pose : k=L,
1.B

Alors on obtient :

p, =—kox,, (I1.20)
Avec la condition suivante :

Py, =P, RE (I1.21)
¢ : Parametre prédéfini, qui détermine le voisinage dux, .
On peut également, écrire :

lkeie,| < &, (11.22)
L’incrément du contrdle est donc donné par :

& = —k(x,—x,) sz‘k(xn — X, )‘ <& (I1.23)

0 ailleurs
e Controéle du systeme de Hénon par la méthode OGY
Le systeme de Hénon est décrit par :
o 2
{xnﬂ =a—x, + byn (1124)
yn+1 = xn
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Ou a et b représentent les paramétres de controle

- point fixe :

Pour déterminer les points fixes on pose x,,, =x, ety ., = y,, on obtient donc:

_ 2
xX=a—-x"+by (I1.25)
y=x
C’est a dire :
2
Xp2Yy = —(1;b)i ( _4b) +a (11.26)

Enposant: c= %
On obtient : Xy, =—ctNc’ +a (I1.27)

- application de I’algorithme de contrdle :
L’algorithme de contrdle est appliqué au systétme avec a=1.4 et b=0.3 pour assurer la
présence du phénomene chaotique.
Le controdle par la méthode OGY consiste a effectuer les opérations suivantes :
a- identification d’orbite périodique a stabiliser -
Remplagant a et b dans 1’équation (I1.26) on obtient
X, =0.8839 (I1.27)

Xys Yy =—1.5839 (I1.28)
Dans notre cas on choisit le point x

b- calcul des matrices A et B :

Ona A=DxF(x) et B=0F/op

I e S (I1.29)
1 0 0
Donc
Az -1.7678 0.3 (IL30)
1 0
c- calcul des valeurs propres 4,et A
A, et sont définis par
Qg ==X £x7, +b (11.31)

Soit :
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A, =0.1559 et A =-19237

d- calcul des vecteurs propres {e_,e, } et les vecteurs covariances { /., f }:

Les vecteurs propres sont calculés a partir de 1’équation suivante :
[AI—A4le=0

Le vecteur propre est choisi de la forme :

e= A Avec e, = ls et e = ﬂ’”
1 1 ! 1
{0.1559} [—1.9237}
es = 1 ’ eu = 1

Sachantque : fe = fe, =1 et fe,=fe =0

Alors :

Ce qui donne :

1 A 1 A,
= u et = bl
/s Ls—zu /”Lu—/lj fu Lu—z,_ A —zj

f. =[0.4808 0.9250] et f, =[-0.4787 0.0746]

e- calculde k:

Le parameétre k est représenté par

S A,
ﬂ’u ﬁl ! AU - l&' 2‘S - ﬂll

k: =
/.B 1 2, |1
A=A A =2, |0

k=[-1.9237 0.3011]

On choisit 0 =0.01
- Résultats de simulations

L’algorithme appliqué avec la boucle de test : Si |ké§cn| <&
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Fig. II. 3 Controle du systéme de Hénon par la méthode OGY

On remarque qu’au environ de la 554°™° itération, le systéme se stabilise a la valeur

x, = 0.8839 apres deux déclenchements du controle.

Pour activer le contrdle plus tot et pour éviter le double déclenchement du contrdle, on change

la condition de test dans 1’algorithme par :

(xn _'xfl)2 +(yn _yfl )2 <& (1137)

Fig. II. 4 Contrdle de I’attracteur de Hénon par la deuxiéme condition
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Dans ce deuxiéme cas, on remarque que le déclenchement du controle se produit une seule

fois. Le systeme se stabilise a la valeur x, =0.8839 apres 79 itérations seulement, cela

signifie I’efficacité de cette deuxiéme condition au voisinage du point fixe x ;.

11.3.2 La méthode Backstepping

L’algorithme backstepping est un algorithme récursif qui repose sur le choix de la fonction de
Lyapunov pour le calcul du contrdleur.

A Détape i, le i™ sous systéme de dimension i est stabilisé a I’aide d’un contrdleur virtuel a;
et de la commande u; qui est calculée a partir de la fonction de Lyapunov en satisfaisant les
conditions de stabilité.

e Application de I’algorithme Backstepping pour le contréle du systéme de Lorenz

Le modéle mathématique du systéme de Lorenz est donné par :

X =-a(x-y),
y=-xz+rx—y, (I1.38)
z=xy—bz,

a,b,r : les parametres du systeme.

Le systéme possede trois points fixes :

x5 =(0,0,0),  x,, = (b —1) b =1),(r=1)s x5 =(—/b(r—1),~/b(r—1),(r 1)
a- Controle du systeme sur un point fixe ou une orbite périodique
Soit O(x;.y,.z,)I’orbite périodique instable, On peut donc écrire :
X/» = a(y/ _xf)

Yy ==Xy Zp 01X, =y,

Z,=X0Y, —bzf

(I1.39)

Pour que le systéme (I1.38) se stabilise sur 1’orbite périodique 0O il faut que lim|x-0|=0,
t—00

avec X = (x,y,2)" .

Le systeme controlé est défini par :

(I1.40)

x=—a(x-y)+u,
y=—xz+rx—y+u,,
z=xy—bz+u,,
Ou u,,u,,u,représentent les lois de controle ; elles sont calculées par I’algorithme de
backstepping.
Soient : ¢, = x—x

e, =y—y,,e, =z—z, leserreurs de controle.
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La dynamique de I’erreur est donnée par le systéme suivant:

e, =—ae +ae, +u,
e, =(r—z,)e—e,—x,e;—ee; +u, (IL41)
e, =-y,e +x,e —be; +ee, +u,
Pour concevoir un simple controleur on pose u, =0.
- Etapel:
On pose : z, =¢,, sa variation est :
z, =ae, —az, (11.42)

Ou e, = (7)) est considérée comme un contrdleur virtuel qui doit étre choisi de telle fagon a

ce que le sous systeme z soit stable. Pour cela, on considére la fonction de Lyapunov

suivante :
2
=2 (11.43)
2
=V, =—az! +az,a, (IL.44)

Si on choisite, =0, V,est définie négative, ce qui implique que le sous systéme z, est
asymptotiquement stable.

La fonction ¢, (z,)est une fonction d’estimation, lorsque e, est considérée comme controleur.
On définit z, erreur entre €, et «,(z,)
Z, =6 -a (IL45)

On obtient, le sous systéme suivant

{Z' =4z, az, (I1.46)

Z,=(r—z,)z,—z, —x,e; —ze; +u,
Ou e, est considéré comme un contréleur virtuel
ey =a,(z,,2,) (I1.47)

- Etape?2:
Pour stabiliser le sous systéme (z,,z,)on définit la fonction de Lyapunov suivante :

2

vV, =V + %2 (11.48)

Ce qui implique:
Vz = —azl2 +[(r—z,)z, +u,lz, —(x,z, + 2,2,), — zf (11.49)

pour a, =0 et u, =—(r—z,)z, ona:
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V,=-az} -z} =V, <0 (I1.50)
Donc le sous systeme (z,,z,) est asymptotiquement stable.

Nous savons que : z, =e, —a,, car g,est une fonction d’estimation. On obtient le sous systéme

suivant :
z, =az, —az, 1151
Zy ==z, =(x, +2)z, (IL51)
Zy==y,z,+Xx,2,—bz; +2,2, +u,
- Etape3:
Afin de stabiliser le sous systéme (z,,z,,z;) on choisit la fonction de Lyapunov suivante :
ZZ
V.=V, +—= (11.52)
2
Ce qui donne :
V3 =—az] —z; — bz} + (=, 2z +Xx,2, + 2,2, Huy)z, (I1.53)

Pour u, =y, z —x,z,—zz, la derivée de la fonction de Lyapunov est définie semi-négative,
ce qui implique la stabilité du sous systeme (z,,z,,z;).

V,=-azl —z3 —bz: <0 (I1.54)

b- Controle du systéme sur une trajectoire

Dans cette partie, le systéme de Lorenz est contr6lé pour suivre une trajectoire désirée x, ()

- Etapel:
Soit x; = x—x,erreur entre la variable x et la trajectoire désirée. La dérivée est donnée par :
X, =a(y—x)—x, (I1.55)
y =a,(x,)est considéré comme contrdleur virtuel.

Si on considere la fonction de Lyapunov suivante :

y=2 (11.56)
2
Alors :
Vi =—axi +ax, (&, —x,) — 5%, (IL.57)
X, +ax \ . 5
Pour o, == ——"4  ]e sous systeme x, est stable parce que ¥, = -ax} <0.

a

y=a,(x,) est une fonction d’estimation. Donc on peut définir la variable d’erreur suivante :

X, =y—aq, (I1.58)
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Ce qui nous donne le sous systéme :

{)'cl =—ax, +ax, (IL59)

X, =(x +x,)r-z)—-(x, +a,)—a, +u,
Avec z=a,(x,,x,)est vu comme un controleur virtuel.

- Etape2:

Pour calculer la loi de contrdle qui stabilise le systéme (x,,x,), on considére la fonction de

Lyapunov suivante :
x2
V,=V, +=% (I1.60)
2
Sa dérivée est donnée par :
V, =—ax] +[(x, +x,)(r—a,) —(x, +a,) — &, +u,]x, (I1.61)
On choisissant : @, =0 et u, =—r(x, +x,)+a, +,, alors :
V, =—ax] —x3 <0, ce qui assure que le sous systéme (x,, x, ) est asymptotiquement stable.
a, est une fonction d’estimation dont la variable d’erreur est donnée par: x; =z—q,

X, =—ax, +ax,
X, =—(x, +x,)x; — x, (11.62)

X, =(x +x,)(x, +a,)—bx; +u,

- Etape3:
Soit 7, une fonction de Lyapunov:

2

v, =V, +x73 (I1.63)
Sa dérivée est donnée par :
V, =—ax} —x3 +x,[(x, +x,)(x, + ;) —bx; +u,] (I.64)
Pour u, =—(x, +x,)(x, +,) on obtient :
V,=—ax] —x; —bx; <0 (IL.65)

Ce qui garantit que le sous systeme (x,,x,,x;) est asymptotiquement stable.
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Fig. II. 5 Contrdle du systéme de Lorenz sur un point fixe

Bien que le calcul de la loi de commande a été basé seulement sur la stabilisation de la
variable x, on remarque que le chaos est supprimé et la variable y suit une trajectoire
sinusoidale. Ce résultat est un cas particulier pour le systtme de Lorenz parce que dans ce
dernier la variable x et y varient toujours de la méme manicre. Par contre dans la figure(IL.6),
le chaos a été supprimé, mais la variable z ne suit pas la sinusoide, mais elle se stabilise sur le

point fixe origine.
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Fig. II. 6 Contrdle sur une trajectoire

11.3.3 Le contréle prédictif flou PD+I
Le controle prédictif est une stratégie de controle basée sur la prédiction de la sortie du
systtme sur un horizon étendu dans le futur, elle permet au controleur de prédire le
changement de la grandeur & commander et de baser les actions du controle sur la prédiction.
Le principe est de réaliser des prédictions a partir d’'un modele mathématique du systéme et de
déterminer a chaque période d’échantillonnage la commande qui minimise un critére
contenant la somme quadratique des erreurs sur 1’horizon de prédiction et 1’effort de la
commande pondéré. Par ailleurs, le controle prédictif de type PID, et le contrdle prédictif
basé sur la logique floue et les réseaux de neurones ont attirées beaucoup d’attentions [71-73].
La logique introduite par L. Zadeh est utilisée avec succes pour le controle des systeémes non
linéaires dont les modeles des systemes sont inconnus [74]. La combinaison de la logique
floue avec le contrdle prédictif peut aider a résoudre le probléme de la commande prédictive
non linéaire. Pour cette raison, le contrdle prédictif flou est devenu de plus en plus intéressant.
Par la suite, plusieurs combinaisons du contrdle flou PID ont été¢ développées, elles ont une
structure analytique et une stabilité garantie, elles ont donné de bonnes performances pour le
contrdle des systémes non linéaires.
En se basant sur ce qui précede, une combinaison intéressante du contrdle flou PID avec le
GPC (Generalized Predictive Control) a été proposée dans [75]. Dans cette partie, on se
propose d’appliquer cette approche pour le controle des systemes chaotiques.
Le controleur prédictif flou PD+I est composé :

- D’un mode¢le de prédiction.

- D’un contréleur flou PD.

- D’un controleur flou 1.
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- D’un criteére de colt J (Optimal Cost Index J) a minimiser en ligne.

Dans la figure (I1.7), R; (k) est la référence, y(k) est la sortie du systéme, u(k) est la commande
du systeme, 9(k + 1) est la valeur prédite de la sortie du systeme basée sur un modele de
prédiction qui peut étre linéaire ou non-lin€aire, R,(k +1), R,(k),..,R,(k —m) sont les
référence de y pour des différents temps d’échantillonnage et Au(k) est I’incrément de la
commande.
La théorie du contrdleur repose sur deux stratégies différentes mais complémentaires qui sont
la prédiction et la logique floue. Pour atteindre 1’objectif, on utilise un modele comme
prédicteur pour estimer $(k + 1) . Pour que le controleur ait les mémes caractéristiques que le
GPC, un critére de colt optimal a été intégré directement. Cette intégration permet d’avoir
une prédiction similaire a celle du GPC en réduisant considérablement le cott en calcul.
Cette structure de commande a deux objectifs, le premier c’est de forcer la sortie du systéme a
suivre sa référence connue Ry, I’autre c’est de forcer le colit J a suivre une référence R, pour le
rendre le plus petit possible. L’erreur de J et sa dérivée sont utilisées comme des entrées pour
le contréleur flou PD+I, puis les paramétres du controleur sont ajustés pour forcer le colt J a
tendre vers sa référence lorsque le temps tend vers 1’infini.
Cependant, ’ajustement des parametres doit se faire de telle facon a ce que la sortie du
systéme y se rapproche a sa référence R,. Le fait d’ajuster les paramétres selon cette condition
garantit la convergence de J vers sa référence R;. Autrement dit, quand I’erreur de y et sa
dérivée tendent vers zéro, I’erreur de J et sa dérivée doivent eux aussi tendre vers zéro. Donc
I’ajustement des paramétres d’un seul controleur PID permet de réaliser les deux objectifs
cités précédemment. Ceci est I’avantage principal de cette théorie.
Pour la prédiction, il est possible d’utiliser des modeles linéaires ou non linéaires. Par
exemple dans le cas linéaire, on peut utiliser le modele CARMA « Controlled Auto-
Regressive Moving Average model ». Dans le cas non-linéaire, on peut utiliser le modele du
systetme lui-méme comme prédicteur. Pour la stabilité du controle prédictif, le critére de cotit
optimal a optimiser est défini par :

J =3k — ) =yl — D)2 + i (Aulk — )))? (I1.66)

=3 e?(k — i) + X (Bulk — ))? (IL67)

r: la référence, Au: I’incrément de commande, y(k —i),i = 0, ..., H : les sorties du systéme.
e: erreur entre y et 7.

H: I’horizon de prédiction, H,.: I’horizon de commande.
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Fig. II. 7 Le controleur prédictif flou PD+I.
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Fig. II. 8 Le contrdleur flou PD+I

Dans ce qui suit, nous présentons les résultats de simulation du contrdle du systéme de Hénon
choisi comme exemple. L’équation récurrente qui décrit le systéeme de Hénon est :

y(k) =13 -13y%(k—2) —0.065y(k —3) + u(k — 1) (11.68)
u(k) : la loi de commande.
Le critére d’optimalité est défini comme suit :

JU) = B3y e2(k — i) + Ti_p(Auk — ) (1.69)

On essayera de comparer les résultats obtenus par le contrdle prédictif flou PID avec des
résultats obtenus par un contréleur flou PID.
Le calcul des parametres et I’étude de la stabilité des controleurs est fait de la méme maniere
que dans [76]. Pour le régulateur prédictif flou PID les parametres sont optimisés comme

suit :
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T =0.1,k; = 60,k = 3,k, = 0.0001,k; = 0.0002, k,; = 0.2, k,pp = 0.001

Pour le régulateur non prédictif flou PID, les paramétres sont :

T = 0.1,k; = 155,k = 0.0775,k, = 0.0007,ky = 0.002,k,; = 0.1,k pp = 0.1

Controle des systemes chaotiques

Pour la prédiction le systéme est lui-méme utilis¢é comme prédicteur, donc la prédiction est

faite par un modé¢le non linéaire.

Les résultats de simulation sont représentés par les figures (I1.9) et (I1.10). On remarque que

le controleur flou PID ne contrdle pas bien le systéme sur la trajectoire désirée. La figure

(II.9) nous montre que le systéme se stabilise sur son point fixe zéro, mais une fois que la

référence change, le systéme controlé devient instable.

Par contre, dans le cas du contréleur prédictif flou PD+I, le systeme suit parfaitement la

référence ce qui explique I’efficacité de I’action de prédiction introduite par la minimisation

du cott J, et aussi le calcul des parameétres a partir de la fonction de Lyapunov ce qui offre

plus de stabilité a la méthode de controle.
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Chapitre I1I : Synchronisation des systemes chaotiques

III. 1 Introduction

La synchronisation du chaos est une suite de développement de la théorie du controle. Les
méthodes de stabilisation du chaos ont prouvé non seulement la possibilité de stabiliser un
systétme chaotique sur une orbite périodique, mais aussi pour faire une poursuite d’une
trajectoire périodique. Ce phénomene de controle peut donc étre considéré comme un
phénomeéne de synchronisation d’un systéme chaotique avec un signal périodique.

La synchronisation chaotique c’est lorsque le signal périodique est remplacé par un signal
chaotique. Si I’on s’arréte a la propriété de sensibilité aux conditions initiales des systémes
chaotiques, cette synchronisation parait difficile a réaliser car a la différence de la
synchronisation ou 1’on cherche a reproduire juste une période d’oscillation, la
synchronisation chaotique présente plus de contraintes.

Dans la littérature plusieurs concepts de synchronisation chaotique ont été proposés en
premier par Yamada et Fujisaka [77]-[78]. Par la suite des concepts importants liés a la
synchronisation chaotique ont été développés par Afraimovich et al dans [79] et
ultérieurement Pecora et Carroll [80] ont défini la synchronisation chaotique connue sous le
nom de synchronisation identique, développée sur la base de circuits chaotiques couplés, avec
I’un maitre et I’autre esclave. Cette structure de synchronisation souvent désignée par P-C
synchronisation est globalement asymptotiquement stable. La synchronisation est obtenue si
tous les exposants de Lyapunov du systeéme esclave sont négatifs. Aprés cette découverte,
plusieurs méthodes de suppression de chaos ont été appliquées pour la synchronisation
chaotique puisqu’un probléme de synchronisation peut étre aussi transformé en un probléme
de contrdle de I’erreur pour qu’elle se stabilise a I’origine.

Il existe deux types de synchronisation: la synchronisation unidirectionnelle et la
synchronisation bidirectionnelle. Dans la synchronisation bidirectionnelle la boucle de retour
est appliquée sur les deux systémes a la fois [81]. Par contre, dans le cas de la synchronisation
unidirectionnelle la boucle de retour est appliquée sur I’un des deux systémes.

On considére les deux systemes décrits respectivement par (II1.1) et (I11.2):
x(t) = Ax(6) + f(x(@®) + K1 (¥ (£) — x(D)) (IL.1)
y(®) = Ay(®) + fF(y(©)) + K> (x(8) — y (1)) (I11.2)
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Avec A € R™ " est une matrice constante, et f: R™ — R" une fonction non linéaire continue.
k4, k, matrices de gain de retour.
On note I’erreur de synchronisation par :

e(t) = y(t) —x(t) (II1.3)
Et

fO)—f(x) =Ey (I1L.4)

La dynamique de I’erreur de synchronisation est donnée par :
é(t) = (A + B,y — (K + KZ)) e(t) (I1L.5)
Théoréme : S’ il existe une matrice constante P et un € > 0 tels que [62]:
(4+E,, — (K + KZ))T P+P(A+E,, — (K +K)) < —el (11L6)
Ou [ est la matrice identité.
Alors, la dynamique du systéme d’erreur est globalement stable, ce qui implique la
synchronisation des deux systémes.

La synchronisation unidirectionnelle est un cas particulier de la synchronisation

bidirectionnelle, elle est définie si K; = 0 ou K, = 0.

I11.2 Méthodes de synchronisation

Diverses stratégies de synchronisation ont été proposées et étudiées sur la base de modeles
simples ou de circuits électroniques générateurs de chaos. Certaines méthodes ont mis un
accent particulier sur I’effet des incertitudes des parameétres des systémes, lesquels impliquent

en général une différence entre systémes maitre et esclave.

Parmi les approches proposées dans la littérature pour synchroniser les systemes chaotiques
identiques , non identiques, incertains, hyper-chaotiques, les oscillateurs a excitation... etc.
nous pouvons citer les méthodes de synchronisation basées sur : le contrdle non linéaire [82-
84], le contrdle adaptatif [85]-[86], le controle par mode glissant [87]-[88], le controle
actif [89]-[90], le contrdole Backstepping [91]-[92], , le contrdle a retour d’état [93], ..., etc.

Ce chapitre est consacré a la présentation des méthodes les plus performantes et les plus

rencontrées.

1I1.2.1 Le controle actif

L’application du contrdle actif pour la synchronisation des systémes chaotiques a été proposée

par Bai et Lonngren [94], c’est une technique efficace qui a montré sa puissance non
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seulement pour la synchronisation des systémes non identiques, mais aussi pour la
synchronisation des systémes hyper-chaotiques. De plus, cette méthode offre une simplicité
remarquable pour I’implémentation de 1’algorithme. Des variations adaptatives ont ¢été
introduites sur la méthode, afin de ’appliquer a la synchronisation des systémes incertains. Le
principe de 1’algorithme est le suivant :

Soit deux systémes chaotiques a synchroniser. Un systéme maitre défini par :

x1(k+1) = fx(k), a] (11L.7)
Et un systéme esclave défini par :
X, (k + 1) = fx,(k), a] (11L.8)

x (k) représente le vecteur d’état du systéme, f une fonction non linéaire et a le paramétre de
controdle.
Afin de synchroniser les deux systémes, on applique sur I’esclave la fonction du contrdle actif
s(k)

x(k + 1) = flxy(k), a] + s(k) (I11.9)
Pour que les deux systémes se synchronisent, il faut que I’erreur entre les trajectoires des deux
systémes converge vers zéro lorsque le temps tend vers 1’infini.

Cette erreur est obtenue en faisant la soustraction entre (II1.7) et (I1L.8)

xs(k + 1) = fxy(k), a] — flx1(k),a] + s(k) (TI1.10)
Elle peut étre exprimée comme suit :
x;(k +1) = L[x,(k), a] + G[x,(k), a] + s(k) (IIL.11)

Ou L[x,(k), a] représente la partie linéaire et G [x,(k), a] la partie non linéaire.
On définit la fonction du contrdle actif par :
s(k) = =G[x,(k), a] + U(xy) (IT1.12)
On obtient donc :
x,(k+1) = gix; (k) (IT1.13)
Pour:g; <1, i=(12,..), x; >0 lorsque k - o, La synchronisation entre les deux

systémes est alors réalisée.

I11.2.2 Le contréle hybride a rétroaction
On considére le systeme chaotique dont la forme est la suivante:
x =Ax + Bg(x) (I11.14)
Oux € R™*™, B e R™™, g(x): R" -» R™, est une fonction non-linéaire.
Pour la synchronisation, ce systeéme est considéré comme maitre et le systéme suivant est le

systéme comme esclave :
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y=Ay +B[g(y) + u] (IIL.15)

Avec u la loi de commande.
Pour mieux illustrer le principe de cette méthode, on considére a titre d’exemple un systéme
de dimension 3.

L’erreur de synchronisation entre les deux systémes dans ce cas est définie par:

e = (e, eze3)" = (X1 — Y1, %2 — Y2, %3 — y3)" (IIL.16)
Et sa dynamique donnée par :
é =Ae+ B[g(x) —g(y) —u] (111.17)
Pour rendre le systéme d’erreur contrdlable, la loi de commande u doit étre convenablement
choisie.
On pose :
u=u; +u (O1.17)
Ou
u =g(x)—gW) (IIL.18)
X1 =N
u; = K(x —y) = (kq, ko, k3) <xz - }’2> (II1.19)
X3—Y3

k = (kq, k,, k3) : est le vecteur de rétroaction.
uq est un contréleur non-linéaire, et u, un contrdleur linéaire. Le controleur global u est dit

controleur hybride.

la stabilité asymptotique du systéme d’erreur est garantie si toutes les valeurs propres de la
matrice (A — BK) ont des parties réelles négatives. Si on applique les lois de commande sur

le systéme d’erreur, sa dynamique devient :
é =(A—BK)e (11L.20)

En s’appuyant sur la théorie du contrdle linéaire, la synchronisation est obtenue si les parties

réelles des valeurs propres de la matrice (A — BK) sont toutes négatives.

I11.2.3 La méthode du Backstepping

La méthode du backstepping est une méthode récursive qui se base sur le choix d’une
fonction de Lyapunov avec la conception du controleur nécessaire. Il existe plusieurs

avantages dans cette méthode :

- Elle présente une procédure systématique pour la sélection du contrdleur
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- Elle peut étre appliquée a différents systemes chaotiques: systémes identiques,
différents, hyper-chaotiques, avec excitation extérieur.

- Elle offre la possibilité de réaliser la synchronisation avec un seul controleur quelque
soit la dimension des systémes a synchroniser.

- Le controleur calculé ne contient pas de dérivée ce qui offre une simplicité¢ dans

I’implémentation de 1’algorithme.

En considére un systéme défini comme suit :

X1 = f1(x1,x2)

Xy = fo(x1, %2, x3) (111.21)
xn = ﬁl(xlixZJ "-'xn) + fn+1(t)

fi est une fonction linéaire, et f; (i = 2,3,...,n) sont des fonction non-linéaires. Pour

certains systémes tels que celui de Lorenz ou de Rossler, f,,.1(t) = 0.
On considére un systéme maitre représenté par (II1.21) et un systéme esclave défini par :

y1 =0 y2)
V2 = f2 (yl,yz,ys): (111.22)

Vn = fn(J’LYZ; ---:yn) +fn+1(t) +u

f11(t) a les méme caractéristiques que f,41(t), et u est une loi de commande qui doit étre

choisie convenablement pour obtenir la synchronisation.
L’erreur de synchronisation s’écrit :
€1 =Y1— X1 e =Y, —Xy .. €, =Y, X, (I11.23)

Et la dynamique du systeéme:

é; = g1(ey,e2)
éz = gZ(xlﬁxZ’x3'elleZ'e3) (11124)

én =0On (xlf X2y ey X, €1, €2, w1, en) + fn+1 (t) - fn+1(t) tu
g1 estune fonction linéaire, et g; (i = 2,3, ...,n) sont des fonctions non-linéaires.

L’objectif est de calculer une loi de commande u qui assure la convergence du systéme

e; (i =1,2,...,n) vers l'origine en utilisant 1’algorithme backstepping.
Pour cela, le systéme d’erreur (I11.24) doit étre décomposé en sous systeme:

€1, (81,82), (81,82,63),... ,(81,62,83,...,€n) (IH25)
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Et pour chaque sous systéme on définit une fonction de Lyapunov V' positive:
v, = hj (e, x,y, W, aj) (I11.24)
j : Pordre du sous-systeme.

u;, a; : représentent respectivement la loi de commande et le controleur virtuel du sous

systeme d’ordre j.

Les lois de commandes et les controleurs virtuels sont calculés a chaque fois de tel sorte que

la dérivée de la fonction de Lyapunov soit strictement négative V; < 0.

I11.2.4 1a méthode du mode glissant

Soit deux systémes chaotiques de dimension n :

x(t) = Ax () + f(x(0)) (I11.25)
Et

y(t) = Ay@®) + fF(y(@®) + u(t) (I111.26)
Avec A € R™™ ™ une matrice constante.

f:R"™ - R" une fonction non linéaire continue, et u € R"une loi de commande.
Ona:

e(t) = y(t) — x(t) (111.27)
Et

Ewy =f —fk) (II1.28)
La dynamique de I’erreur s’écrit :

é(t) = Ae(t) + E,y + u(t) (111.29)

Si on se base sur le principe du contrdle actif pour éliminer la partie non-linéaire du systeme

d’erreur, la loi de commande u(t) est choisie comme suit :
u(t) = Bv(t) — Ey, (111.30)

Avec B un vecteur constant de gain qui doit étre calculé de telle sorte que le couple (4, B)

soit controlable.
é(t) = Ae(t) + Bv(t) (IT1.31)

Le calcul du contrdleur est souvent basé sur la méthode donnée par Hung et al [95].
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Soit s(e) la surface de glissement :
s(e) = Ce(t) (111.32)
C: vecteur constant.
Le systéme contrdlé doit satisfaire :
s(e) =0, s(e) =0 (II1.33)
Donc on peut écrire :
s(e) = C(Ae(t) + Bv(t)) =0 (I11.34)
La loi de commande équivalente est :
v(t) = —(CB)"IC Ae(t) (111.35)
L’existence de (CB) ™! est une condition nécessaire.
La nouvelle forme de I’erreur de synchronisation est :
é(t) =[I-B(CB)ClAe(t) (111.36)

Pour assurer la stabilité asymptotique du systéme controlé, la matrice C doit étre choisie de
telle sorte que les parties réelles des valeurs propres de la matrice [I — B(CB)™!C]A soient

toutes négatives,
Dans [96], Young et al ont proposé un contréleur en mode glissant de la forme:
s=—qsgn(s)—ks (IT1.37)
Ou sgn(.) est la fonction signe, et ¢ > 0, k > 0 sont des constantes.
La loi de commande dans ce cas est :
v(t) = —(CB)YC(KI + A)e(t) + q sgn(s)] (I11.38)
Ce qui est équivalent a :

—(CB)[C(kI + A)e(t) +q] sis(e)>0

—(CB)Y[C(KI + A)e(t) —q] si s(e) <0 (I11.39)

v(t) = {

Pour observer la stabilit¢ de la dynamique de I’erreur de synchronisation, on considére la

fonction de Lyapunov suivante :
V== (I11.40)

d’ou
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V =—ks?> —qsgn(s) s (111.41)

la dérivée est toujours négative, puisque sgn(s) s est toujours positive tant que e # 0 et

q, k> 0.

Les constantes q,k doivent étre choisies judicieusement pour minimiser le « chattering

mode » et améliorer le « reaching mode »

II1.3 Les types de synchronisation

Parallélement au développement des méthodes, différents type de synchronisation ont été
proposés : la synchronisation en phase (PS), la synchronisation Lag, la synchronisation
généralisée (GS), la synchronisation complete (CS)... etc, [97-99].

II1.3.1 La synchronisation identique (PC)

La synchronisation identique a été proposée par Pecora et Carroll. Elle a 1’avantage de
représenter une solution de synchronisation simple et performante. Elle permet a 1’esclave de

reproduire le plus fidelement possible 1’état du maitre, aprés un régime transitoire.

L’idée de la synchronisation identique est de diviser le systéme initial en deux sous-systémes.
Cette opération peut étre réalisée d une maniére arbitraire.

La figure suivante représente le processus de décomposition en sous-systemes. y représente la
variable d’état qui commande le sous-systéme esclave s2

Le sous-systéme réplique sZest un candidat susceptible de se synchroniser avec la dynamique
complete initiale. Pecora et Carroll ont démontré que la condition nécessaire et suffisante pour
que cette proposition soit vraie est que le sous-systéme sZsoit stable; cette hypothése est
équivalente avec la condition qui dit que I’ensemble des coefficients de Lyapunov du sous-
systéme s2 soient négatifs. Une synchronisation parfaite peut alors étre obtenue puisque les
trajectoires sont asymptotiquement convergentes :
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1

Sous-systeme Sy, y=x
» T 1
%1 = f1(x1,%2) v
S eme 52
ous-systeme Sy,

Xy = f(x1,%3) Systeme esclave

Systéme initial :> X2 x| | Sous-systéme 5¢
(1) = f(x(0)) | | %2 = f2( %)

Systéme maitre

Fig. III. 1 Structure de synchronisation par décomposition en sous-systéme proposée par Pecora et Carroll

Pour illustrer ce mécanisme de synchronisation on considére comme exemple le systeme de
Lorenz défini par les équations (1.26) ( a = 10,b = 8/3,r = 28). Le maitre et I’esclave sont
initialisés séparément avec des conditions initiales trés proches. Pour une durée de 10
secondes on les laisse fonctionner indépendamment, les trajectoires des deux systémes
deviennent alors assez vite divergentes.

A Dinstant t = 10s, on supprime la dimension x du systéme esclave et on le remplace par
1’¢état correspondant c6té maitre ; Cette opération va forcer les états y et z du systeme esclave
a converger asymptotiquement vers les €tats correspondants du systéeme maitre. La garantie de
cette convergence est donnée par les valeurs négatives A,, A3 < 0 des exposants de Lyapunov
associés au systeme esclave. La figure suivante montre qu’apres une période de transition, le
systetme esclave converge asymptotiquement vers 1’état du maitre, et les deux se retrouvent

parfaitement synchronisés.

40 T T T T T T T T 60
déclenchement du controle emmeteur déclenchement du controle emmeteur
récepteur | | 50 \ récepteur ||
40 | | i
“ ‘ "\ ‘ W
® o 30 H ‘
£ ELA R
= = il ¥l
o o 20 | \ ‘ B
> N | |
B B ! l \ J Vo v
> N 10 | 4
J
0 4
\ il 101 1
30 I I I I I I I I 20 I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temps(s) temps(s)

Fig. I1II. 2 Synchronisation maitre esclave P-C du systéme de Lorenz
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Bien que les deux systémes aient été initialisés différemment, ils ont fini par se rattraper et
avoir la méme trajectoire. Ce type de synchronisation est dite unidirectionnel, car le systéme
maitre représente la source et le systéme esclave le destinataire.

Par la suite Carroll a proposé¢ un systéme de communication crypté basé¢ sur I'exemple de

Pecora et illustré par la figure suivante.

Etage émetteur Etage récepteur
Signal de couplage
. . Message crypté Signal chaotique
Signal chaotique synchronisé
Message source Message décodé

Fig. I1I. 3 Systéme de communication chaotique proposé par Pecora et Carroll [100]

Le transmetteur ajoute un signal chaotique au message a transmettre et envoie au récepteur le
résultat en plus du signal de couplage. Ce dernier est composé d'une partie dupliquée du
systeme de transmission, le signal chaotique est alors régénéré puis retranché au signal recu

pour avoir le message original.
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Fig. III. 4 Transmission chaotique d’une sinusoide selon la structure de Pecora et Carroll

Pour illustrer cette architecture de communication chaotique on représente un exemple de

simulation, en prenant comme message source, une sinusoide de la forme m(t) = 8cosii(4t).
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Le message source est mélangé avec la deuxieme variable y du systéme, et la variable x est

utilisée comme signal de couplage.

Les résultats de simulation sont représentés par la figure (II1.4). On remarque qu’apres

seulement quelque seconde on reconstruit exactement le méme message émis.

Pour éviter 1’état transitoire (dead bit synchronization) il est conseillé¢ d’introduire le message

utile au milieu de la porteuse chaotique.

II1.3.2 La synchronisation complete (CS)
On considére un systeme maitre représenté par les équations suivantes :

x=f(tx), y=h(x) x€R", hR'->R" (111.43)
Et un systeme esclave donné par :

£=ftRy), y=h@®) XER’, hRP->RI (I11.44)
Ou (x, X) sont les états des systémes et (y, y) sont les sorties.
Soit ¢ une fonction continue, qui décrit la relation entre le maitre et I’esclave lors de la

synchronisation :

y=0(), ¢:R™ - RY (I11.45)

La synchronisation est dite compléte si X(t) = x(t).

Ce qui implique que ; m = q et @ est une identité.

Si f = f, la relation devient une synchronisation compléte identique.
Si f # f c’est une synchronisation compléte non identique.

La synchronisation compléte est donc une coincidence compléte entre les variables d’état des
deux systemes synchronisés. Les méthodes de synchronisation compléte sont typiquement

associées avec la synchronisation des systemes identiques.

La majorité des concepts de synchronisation complete utilise un schéma de rétroaction et sont
considérées comme étant bidirectionnels, car les deux systémes sont a la fois source et

destination.
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I11.3.3 La synchronisation généralisée (GS)
La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la synchronisation
compléte pour synchroniser des systémes chaotiques de modele différent. Elle se manifeste

par une relation fonctionnelle entre deux systémes chaotiques couplés.

I11.3.4 La synchronisation Lag

Elle est définie pour le cas ou X(t) = x(t — 1), avec T est un nombre positif trés petit.

I11.3.5 La synchronisation anticipée

Comme dans le cas de la synchronisation Lag, la relation entre les variable d’état des

systémes maitre et esclave est donnée par :

x(t) = x(t+1), T>0. (I11.46)

II1.3.6 La synchronisation de phase (PS)

Soit ¢4 et ¢, les phases des systémes maitre et esclave respectivement. La synchronisation de
phase est réalisée si pour deux nombres entiers m et n, il existe un nombre positive trés petit

¢ tel que :
Ime, — ne,| < e. (111.47)

Le phénomene de synchronisation de phase est totalement différent de ceux présentés
précédemment. Généralement, lorsque la synchronisation chaotique est obtenue, les exposants
de Lyapunov du systéme esclave sont tous négatifs. Donc le systeme esclave est un systeme
non chaotique avec une sortie chaotique. Cependant, dans le cas de la synchronisation de
phase, les exposants de Lyapunov peuvent prendre des valeurs positives.

I11.3.7 L’anti-synchronisation

Théoriquement, deux systémes sont anti-synchronisés si d’une part, le systeme maitre et le
systeme esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue mais avec des signes
opposés et que d’autre part, la somme des vecteurs d’état des deux systémes tend vers zéro
lorsque le temps tend vers I’infini. L’erreur d’anti-synchronisation peut donc étre définie

comme suit [101]:
e; = (xm; + xs;), i=1,..,n (I11.48)

xm,; , xs; : ’état du systéme maitre et esclave respectivement.
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n : la dimension des systémes.

111.4 Résultats de simulation

Pour illustrer les principes des différentes méthodes énumérées précédemment, nous

présentons dans ce qui suit les résultats obtenus pour différents cas de simulation.

II1.4.1 Synchronisation des systémes chaotiques identiques
a- Synchronisation par la méthode du controle actif
Exemple 1 : Systéme discret de dimension 2

On considére le systéeme de Hénon suivant :
x1(k+1) =a—x#(k) + by, (k)
y1(k + 1) = x1 (k)
Aveca =14ethb =0.3.
Ce systéme représente le maitre et le systéme esclave est défini par :
x,(k + 1) = a—x%(k) + by, (k) + S, (k)
y2(k +1) = x5(k) + S2(k)
L’erreur entre les deux systémes s’écrit :
x;(k +1) = x2 — x% + by, (k) + S;(k)
ys(k +1) = x;(k) + S (k)
Dongc, la loi de contrdle doit étre sous la forme
S1(k) = Uy (k) + (xF — x{) — bys (k)
Sz (k) = Up (k) — x5(k)
Ou
Ui (k) = g1x5(k)
Uy (k) = g2ys(k)
Alors
xs(k +1) = g1x;(k)
Ys(k + 1) = g2y (k)

Pour la simulation, on prend:

g1 =9 = 01, xl(O) = Ol,yl(O) = O.Z,XZ(O) = 04’, yz(O) =0.5.
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L’algorithme de synchronisation est appliqué sur le systéme esclave a I’itération i = 50. On

remarque alors qu’aprés quelques itérations, I’erreur de synchronisation converge rapidement

vers zéro, et le systéme esclave se synchronise parfaitement avec le maitre bien que les

conditions initiales soient totalement différentes.

”ﬁ il =l j ol ”‘JW“ ﬂ;\ Ll L |
s R G L e
: LI TE] = R ey By LR (T
[ AR FF T T | 1
FHL R
o ol A o oha il M,
o T
2 i 2 f
Fig. I1I. 5 Synchronisation du systéme de Hénon par le contrdle actif pour a = 1.4.
Exemple 2 : Systéme discret de dimension 3
Le systéme considéré est celui de Kokame, décrit par [102] :
x1(k+1) = f(x1(k),a) + 0.4y, (k) — 0.5z, (k)
y1(k + 1) = 0.3x1(k) + f(y1(k), b) (I11.58)
Avec
vie+1) sia<-—-0.5
fla,v) ={va sila] < 0.5 (I11.59)
via—1) sia>0.5
Eta =b.
le systeme esclave est défini comme suit:
xZ(k + 1) = f(xz(k), a) + 04y2(k) - 05Z2(k) + Sl(k)
y2(k +1) = 0.3x,(k) + f(y,(k),a) + s, (k) (I11.60)
Zy (k + 1) = 0.1.7(,'2 (k) - 0.222 (k) + S3 (k)
L’erreur de synchronisation est alors la suivantes:
xs(k +1) = f(xa(k), @) — f(x1(k), @) + 0.4y5(k) — 0.5z;(k) + s1(k)
Yk +1) = 03x,(k) + f(xy(k),a) — f(x1(k),a) + s,(k) (II1.61)

z,(k+1) = 0.1x,(k) — 0.2z,(k) + s3(k)
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Pour satisfaire la condition de synchronisation, on utilise la loi de contrdle suivante :

s1(k) = f(x1(k),a) — f(x2(k), @) — 0.4y, (k) + 0.5z, (k) + g1x,(k)
sy(k) = —0.3x,(k) — f(x2(k), @) + f(x1(k), a) + g, ys (k) (I11.62)
s3(k) = —0.1x,(k) + (g3 + 0.2)z,(k)

Pour la simulation on choisit:

a=2b=2g, =001,g, = 001,95 = 0.01.
(xl(o))yl(o))zl(o)) = (01101101)3 (xZ(O)' 3’2(0),22(0)) = (02'03;025)

2 i 2
*+ Control on X £ L Control on 4 — VY1
" A+ 1H f bt 4 I H Y2
~ i
: s Ml L)
- -0 ke
% g N Y AT
1 ¥ +

“o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
iteration iteration

0.3

Control on A
0.2 / —F—22

0A1¢4fI4§] " il P

71,722

01T ‘ *44

0.2
0

0.3

0.2

0.1 , ,

0.2
0

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
iteration

Fig. I1II. 6 Synchronisation de systeme de Kokame pour a = 2,

Exemple 3 : Anti-synchronisation de systémes chaotiques continus

Les lois de commande qu’on doit appliquer sur 1’esclave afin d’assurer 1’anti-synchronisation

sont calculées a 1’aide de 1’algorithme du controle actif.
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Soit les systemes maitre et esclave représentés respectivement par les équations suivantes :

x =a(y, —x),
Y, =—Xx,z, +¢y,, (1IL.63)
z, =xy, —bz,

X, :a(yz _'x2)+S19
Y, ==Xz, +cy, +85,,

Zy, =X, _bzz +S3> (HI64)

Ou S =[S,,S,,S,]" représente la fonction du contrdle actif a calculer.
Contrairement a la synchronisation, I’erreur d’anti-synchronisation est donnée par :

e =x+x,
e =y+, (1IL.65)
e, =2z,+7z

Sa dynamique est :
é =X +Xx,
& =n+0 (IIL.66)
e =2z,+2z

Ce qui donne

e =ae, —ae + 3,
e, =ce, —xe;+2z,(x, —x,)+ S, (I11.67)

&y =xe; —be; + y,(x, —x) + S,
Pour obtenir I’anti-synchronisation il faut que :
lime, (i =1,2,3)=0 (I11.68)
t—>©

Pour ¢éliminer les termes non linéaires dans 1’équation (I11.67), la fonction du contrdle actif est

choisi, telle que:

S, =,
S, =—z,(x;, = x,) +v, (I11.69)
Sy ==1,(% —x)+v,

ou v,,v, et v; sont les lois de contrdle.
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En remplagant (I11.69) dans (II1.67), on obtient :

é =ae, —ae +v,
e, =ce, —xe; +Vv, (1IL.70)

é, = x,e, —be, +v;,

Dans ce cas, le probléme d’anti-synchronisation se transforme en un probléme de contrdle de

I’erreur pour la stabiliser a la valeur zéro.

Pour définir les lois de contrdle, on choisit la fonction de Lyapunov suivante :
f(t):%(el2 +el+el) (II1.71)

Dont la forme générale de la dérivée est la suivante :

df (t) ) . )
— = + +
g 0T Tes (11L.72)
=e (ae, —ae, +v,)+e,(ce, —x,e; +v,)+e,(~be, +x,e, +v,)
Si on choisit :
v, =—ae,
v, =X, —2ce, (I1L.73)
V3 = 76X
La dérivée de la fonction de Lyapunov devient :
LA =—ae] —ce; —be; (111.74)
dt
Sion pose
r :mm{a,b,c} (III.75)
Alors :
df (1) 22,
—=<—r(e +e, +e;)=—"2rf(t
% (ef +e; +e3) 1) (I1L76)
f()< f(0)e "

Ce qui assure que pour 1 —>o Derreur ¢,(i=123) —>0.

C'est-a-dire 1’anti-synchronisation des deux systémes est réalisée.
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Fig. ITI. 7 Anti-synchronisation du systéme de Lii par le contrdle actif.

b- Synchronisation par le contrdle non-linéaire

Pour illustrer cette partie nous avons choisi le systéme hyperchaotique de Lii. Les systémes

maitre et esclave sont représentés respectivement par les équations (I11.77) et (II1.78):

(X1 =a(y; —x1) +uy
o +
= "anTon (I1.77)
Z1 = x1y1 — bzy
Kul = X1Zq + dul
(%, = a(y; —x2) +uz + vy
Yo = —XZy + ¢y, + v,
Z.Z = nyz - bZZ + V3 (III78)

1y, = X372y +duy + vy
Ou vy, v, v3 et vysont les lois de contrdle.

L’erreur de synchronisation entre les deux systémes s’€crit sous la forme :
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(€x () = x5(t) — x1(t)
{ ey (£) = y,(t) — y1(t)
e, (t) = z,(t) — z1(¢t)
ey (£) = uy(t) —uy (t)

(11L.79)

Pour que les deux systémes se synchronisent il faut que lim;_, €;(i = 1, ...,4) = 0. Dans ce
cas le probléme de synchronisation se transforme a un probléme de contrdle de I’erreur pour

qu’elle se stabilise a la valeur zéro.

L’expression (II1.80) représente la dynamique de 1’erreur entre les deux systémes

!éx = —a(ex —ey) +e, + 1y

€, = —z1e, + ce, — Xy, + 1

(111.80)
| €2 = yiex + x2e, — be, + v3
ke’u = z1e, + xye, +de, + v,
Pour définir la loi de contrdle, on choisit la fonction de Lyapunov suivante :
f(6) =3(e2+el +el+ed) (IIL.81)
Dont la forme générale de la dérivée est la suivante :
—d’;?) =eyex tee, +ee, teey
=e,(—a(e, —e)) +e, +v1) +e,(—z1e, + ce, — xze, +v;) (111.82)
+e,(y1ex + x2e, — be, + v3) + e, (216, + xz2€, + de, + vy)
Si on pose :
v; = —ey(a+y)
vy = —2cey, + z1e, (IT1.83)
V3 = —Xze, '
vy, = —2de, —e,(z1 +1)
La dérivée de la fonction de Lyapunov devient :
—d];g) = —ae} — ce; — be; — de; (111.84)
Sion pose r = mini{n, b, ¢, d}
Alors :
df (t)
LO < —r(ef + e} +e? +el) = —2rf(t) (I11.85)

= f() < f(0)e™?"
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Ce qui assure que pour t — o l’erreur e — 0, c'est-a-dire la synchronisation des deux

systémes est obtenue.

Les figures suivantes représentent les résultats de simulation obtenus pour des conditions

initiales différentes

Les différentes figures montrent que les trajectoires des variables d’état (x,y,z,u) des
systémes maitre et esclave divergent avant le déclenchement du controle. Ceci est di a la
sensibilité¢ aux conditions initiales. Une fois le controle déclenché, ces mémes trajectoires

convergent rapidement et deviennent identiques dans un temps réduit.
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Fig. I1I. 8 Synchronisation et erreurs de synchronisation du systéme hyper-chaotique de Lii

c- Synchronisation par le contréle hybride a rétroaction
On considére le systéme chaotique suivant :
x1 = alx; —xq)
3&'2 = X1X3 — X3 (11186)

X3 =b — X1Xy —CX3

Ou a, b, ¢ sont les paramétres du systeme. Pour a = 5,b = 16,c¢ = 1 le systéme est dans un

¢tat chaotique.

15

X1

X2

X3

5 10 15 20 25 30
Time (s)

Fig. III. 9 Attracteur chaotique et représentation temporelles des états du systéme

Ce systéme peut étre représenté sous la forme suivante:
*1 —-a a 07[1* 0 0 X; X3
BHl=[o -1 of|x[+|1 o, —xlxz] (111.87)
X3 0 0 —cllxs 0 1

Si on compare cette équation avec la forme définie précédemment, on obtient:
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~ —a a 0 ~ 0 0 [
A=lo -1 ol B=|1 of, g(x)—[b_xlxz] (I11.88)
0 0 -c 0 1
Soit K un controleur tel que :
_[k1 k2 k3
K_[O 2 (I11.89)
Alors :
—a a 0 0 0
A-BK=|0 -1 0|-|1 0 [kl ko ks (111.90)
0 0 0
o 0 - lo 1
Poura=5b=16,c=1o0na:
-5 5 0
A—BK =|-k, —1—k, —k3] (IIL91)
0 0 ~1

L’équation caractéristique de (A — BK) est donnée par :
det(Al — (A—BK)) = 23 + 22(ky + 7) + A(5ky + 6k; + 11) + 5(ky + k; + 1) (IIL91)

Ou [ est la matrice identité de dimension (3 X 3) et A la matrice des valeurs propres du

systeme.
En utilisant la table de Routh, les gains k; peuvent étre choisis comme suit :

ki =1, k, =3, k3 =3 (111.92)
On considére le systeme esclave suivant :

i =a(y; —y1)
V2 =Y1Y3 — Y2 (1IL.93)
Y3 =b—y1y, —cy;3

Comme pour le systéme maitre, le systéme esclave est mis sous la forme :

V1 —a a 01 0 0
7y =[o -1 0] v2 |+ |1 0] b}_“;fyz] (I11.94)
V3 0 0 —cllyl lo 1
[ Y3
gy) = [b _ ylyz] (111.95)

La synchronisation des deux systemes revient a appliquer sur le systeme esclave une loi de

commande u = uy + u,.
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Ou
u =g —g) (I11.96)
Et
U, =Kx-—y) (1.97)
Dans notre cas,on a :
Uy = [f;f;)z;};ﬁz]’ uy = [(xl —y1) +3(x; g)’z) + 3(x3 — J’3)] (I11.98)

Donc, le systéme contrdlé est donné par :

y1=a(yz —y1) +x1x3 —y1¥3 + (g —y1) + 3(xz — y2) + 3(x3 — ¥3)
Y2 =Y1Y3 — Y2 — X1X2 + Y12 (II1.99)
Y3 =Db—y1y; —cy3

Pour illustrer I’efficacité de la méthode, quelques résultats de simulation sont représentés par

les figures suivantes.

Au départ les deux systémes évoluent de deux conditions initiales différentes
(x1(0),x2(0), x3(0)) = (2,2,1) et (y1(0),¥2(0),y3(0)) = (=2, -2,-1).

Les lois de commande sont appliquées sur le systeme esclave des le départ. On remarque que
pour les premicres secondes les deux systémes varient selon une dynamique différente, mais
dans un temps tres court les trajectoires commencent a se rapprocher et deviennent identiques

al’instant t = 7s.

10 T T T T T 16

141

X1, Y1
e1=(X1-Y1)

I I I I I I I I I I
5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Time (s) Time (s)
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Fig. ITI. 10 Synchronisation des systémes chaotique par le controle hybride a rétroaction

d- Synchronisation par la méthode du backstepping

Soient les systémes maitre et esclave représentés respectivement par (I11.100) et (II1.101).

xl = a(yl _xl)a
Y ==Xz ey,
A=x0—bz, (I11.100)
X, =a(y, —x,) +u,,
Wy ==Xz, + ey, +uy,
22 =%y, ~bz +u, (IL.101)
Ou u,,u,,u,sont les lois de contrdle, calculées par 1’algorithme de backstepping.
Si on désigne les erreurs de synchronisation entre les deux systémes par :
€ =X, —X,8, =Y, —V,6; =2, —Z, (II1.102)

La dynamique de I’erreur est alors définie par:
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é, =ae,—ae, +u,
e, =-z,e +ce,—xe, +u, (II1.103)
é, =y,e +xe,—be +u,
Pour concevoir un controleur simple on pose u, =0.
Etape 1 :
On pose S, =e¢,, alors :
B =ae, —ap, (I11.104)

Ou e, =,(f,) est considéré comme contrdleur virtuel.

Pour définir la condition de stabilité du sous systéme /£, , on définit la fonction de Lyapunov:

2
y =P (IIL.105)
2
Dont la dérivée est:
V. =Baa, —aB’ (I11.106)

Si @, =0,0naV, =—af’ <0.Donc, le sous systéme }, est asymptotiquement stable.
L’équation (III.107) représente 1’erreur entre la variable d’état et la fonction d’estimation
p,=e, —q, (I11.107)

Ce qui nous donne le sous systeme suivant

Py =ab,=ah (1IL.108)
ﬂz = —zzﬁl + cﬂz —Xe +u2
e, = a,(p,, 3,) est un contrdleur virtuel.
Etape 2 :
On considére la fonction de Lyapunov:
2
V,=V + '872 (IT1.109)
Sa dérivée est:
Vo ==af +[-2,5 +cf, —xa, + 1,1, (ITL.110)
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Pour a, =0 et u, =z,0, —(c+1)f,, le sous systetme(f3,3,) est asymptotiquement stable

car :
V,=-apl - p; <0 (IIL111)
On désigne par : S, =e, —,, 'erreur entre la variable d’état et la fonction d’estimation.

Donc, le nouveau sous systéme est donné par :

B =ap,—ap,

B ==B, —xp, (IIL.112)

By =8+ x5, —bp; +u,

Etape 3 -

Soit la fonction de Lyapunov suivante :

V3=V2+%32 (I1.113)
Donc :
V,=—af — f; —bBi + (0B, +x,B, +u,) f (111.114)
Si on choisit :
us =—np —xp (IIL.115)
On obtient:
V,=—afi} - 5 —bB; <0 (IIL.116)

Ce qui implique une stabilit¢ du sous systeme (f3,, 5,,/3;), et donc la synchronisation des

deux systémes.

25 25

Control on ——| ‘ — x1

J —yl
20 [

x| 20l { — 2 H

151 ‘ 151

i Al ‘\ i
0 i 0 \

, 1 [y
” [ |

-15

101

5

x1,x2
yly2

-15

-201

-20 L L L 25 L L L L
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

time time

Fig. III. 11 Synchronisation de la variable x Fig. III. 12 Synchronisation de la variable y
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Fig. III. 13 Synchronisation de la variable z Fig. I1I. 14 Erreurs de synchronisation.

I11.4.2 Synchronisation de systémes chaotiques différents

Dans cette partie, le contrdle actif est appliqué a la synchronisation de deux systémes
différents. Le systéme hyper-chaotique de Lii est choisi comme systéme maitre et le systéme
chaotique de Qi comme esclave. Lorsque les deux systémes sont synchronisés, le systéme

chaotique de Qi va suivre une trajectoire hyper-chaotique.

Les équations suivantes décrivent la dynamique du systéme de Qi [103]:

sz = az(yz —x2)+y222u2
yz :bz(xz +y2)_x222u2 (111117)
22 =-C,z, + X, y,u,

1’22 = _dzuz X027,
Pour a, = 30,b, = 10,c; = 1,d, = 10, le systéme est chaotique.

Le systéme maitre est défini par:

X =a(y, —x)
Y =—xz, ¢y +u, (I11.118)
z,=xy, — bz

u, ==y,z, +du,
Et le systeme esclave par:

X, =a,(y, —x,)+y,z,u, +s,
v, =b,(x,+y,)—x,z,u, +s, (.119)
Z'2 = _CZZZ +x2y2u2 +S3

u, =—du, +x,y,z, +s,
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La fonction du contréle actif appliquée sur I’esclave est :

Avec:

S ==Y,2,U,

—a,y, —a,x, +a,x, +v

$, =€y, —=byy, =byx, +x,2,u,— Xz, +u; +v,

(I11.120)
Sy =02, — bz, —x,y,u, + Xy, + vy
Sy =dyu; +du, —x,y,z, = y,z, +v,
v =(a,+a,—e, —(a +a,e,
v, ==(b,+¢ +1e, (ITL121)

vy =(c, +b — e,
v, =(d,—d, —1e,

Les résultats de simulation de la synchronisation du systéme hyper-chaotique de Lii avec le

systéme chaotique de Qi sont représentés sur les figures suivantes:

40 T T T 40 T
«—— Control on — x1 —y
201 — Xz | 20 H — y2 |{
o N N/
g Oty 1 Zof
x >
Y
20 R -20 4
_40 L L L L L L L L »40 L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
20 40
201 1
0fy I
0 G
x = N
[} €]
20+ B
20+ i
40} 1
_40 L L L L L L L L _60 L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
time time
50 T
401
o 30F N
N 3
- o
N 20+ =1
10r,
0 | | | | | | | I -100 I I I I I | | L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 80
0 60 B
J_/_\[_’w
4t .
3 -10 7 3
20t 1
204 1 o
20 | | | | | | | | 20 | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

time time
Fig. III. 15 Synchronisation du systéme hyper-chaotique de Lii avec le systéme chaotique de Qi
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Fig. I1I. 16 Erreurs de synchronisation

Les figures montrent 1’efficacité du contrdle actif méme lorsqu’il s’agit de synchroniser des
systemes différents et de dynamique plus complexe. On remarque que le contrdleur calculé a
parfaitement conduit le systéme esclave a suivre des trajectoires hyper-chaotiques. De plus la
stabilité est garantie puisque les lois de commande sont tirées de la fonction de Lyapunov, ce

qui assure une stabilité asymptotique.

ITL.S Synchronisation des systémes incertains

Dans cette partie nous nous intéressons aux systemes chaotiques incertains, c'est-a-dire dans

lesquelles les parametres du systéme sont incertains ou partiellement connus.

Pour illustrer le principe de la synchronisation de ce type de systéme nous avons choisi deux

exemples de systemes, le systeme de Lorenz et le systeme de Chen [104]

I11.5.1 Synchronisation des systémes chaotiques incertains par le controle Backstepping
adaptatif

Exemple 1 : synchronisation de systemes de Lorenz incertains

On considére deux systémes, un systéme maitre avec I’indice m et un systéme esclave avec

I’indice s.
Le systéme maitre s’écrit donc:

xrn = a(ym _xﬂl

YV =—X,2 +7')Cm -y

m—m

(II1.122)

m

Zn = xmym _me

n
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Et le systeme esclave:

'X".s :au(ys _xs)+u1
J';S =—Xz, +rx, —y, tu, (HI.123)

z =xy,—b,z +u,
ou a,,r,,b,sont les parameétres incertains a estimer , et u,,u,,u, sont les lois de commande a
calculer pour réaliser la synchronisation.
Soit :
e,=a,—a, e, =r,—r, e, =b, —b (II1.124)
L’erreur de synchronisation est donnée par :
e, =X, —X,,e, =y —y,,e =z —Z, (ITL.125)

Et sa variation est:

e, =ale,—e)+e,(y,—x)+uy
e, =(r—z,)e, —e, —xe +ex +u, (111.126)

e, =y,e txe, —be. —e,z, +u,
On pose [, =e,

Donc:

pi=ale,—pB)+e,(y,—x,)+u, (I1.127)

ou e, =, (f)est considére comme controleur virtuel.

Pour étudier la stabilit¢é du sous-systéme (/f,), on considere la fonction de Lyapunov

suivante:
2 2
N (I1.128)
2 2
Vl :ﬂl[—ea(xs —ys)—aﬂl +aq, +u1]+eaéa (HI.129)
Pour :

o, =0u, =0 ete, =p(x,-y,)

On obtient :
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Vi=—ap’ <0 (I1.130)
Ainsi, le sous-systéme (p,) est asymptotiquement stable.

On note par 8, ’erreur entre e et la fonction d’estimation ¢, (53,)
b, =e, —a (IIL.131)

On obtient le nouveau sous-systéme (,Bl, ﬂz)

{;ﬁl =a(B, = B)+e, (v, —x) (1L132)
By =(r—2,)p, ~ B —x.e. +e.x, +u,
Ou e, = a,(f,,S,)est le contrdleur virtuel.
Afin de stabiliser le sous-systéme (f3,, 3,), on considere la fonction de Lyapunov 7

V2=Vl+%"2+% (I11.133)
Dont la dérivée est :

Vy==af} +Bl(r—z,) B — By —x,0, +e.x, +u,] +e,é, (IIL.134)

Pour o, =0,u,=—(r—-z,)B et € =-p,x,
On a:

V,==ap’ - p; <0 (I11.135)

Donc, avec ces conditions le sous-systéme (f3,, ) est asymptotiquement stable.
soit S, =e, —a, ’erreur entre e_et o, (S, 5,)

le nouveau sous-systeme est donné par:

Bi=a(f,—p)+e,(y, —x,)
By =P, —x,B; +e.x, (1IL.136)

By =y, B +xB,—bps—e,z, +u,

Soit ¥, une fonction de Lyapunov telle que:

2 2
v, =V2+'%3+e—b (IIL137)
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Et dont la variation est:
V,==af} - B; + Bix. B, —bfs + v, B —e,z, +u;]+e,é, (I11.138)
Pour u, =—(x B, +y,B,) et & =p;z,
Ona:
Vy=—aB} -5 —bp; <0 (I1.139)
Pour cela, le sous-systéme (43, 5,, ;) est asymptotiquement stable.

Ainsi, les lois de commandes qui réalisent la synchronisation sont:

u,=—(r—z,)e,

(I11.140)
u, = —(xsey +y,€e.)
Et les lois d’adaptation des parametres incertains sont:
éa = ex(‘xs _y.S)
e, =—e.x, (IIL.14T1)

eb = ezZs
Pour la simulation, les paramétres du maitre sont: a=10,b=8/3,r=28, et les valeurs
initiales des parametres incertain de 1’esclave sont : a, =6,b, =8,r, =13.

Pour des conditions initiales différentes, la simulation donne les résultats représentés par les

figures suivantes

— ys

S—- 40 : : ; ; ; ; :
— XS - ym

ol |

g 0 “u\ “ r‘\M\}’ﬁ | 10 | | ‘ \

-20

0 5 10 15 20 2 30 35 40 -40 . L L - L L .
time 0 5 10 15 20 25 30 35 40
time

Fig. ITI. 17 Synchronisation des variables x,, et xg Fig. ITI. 18 Synchronisation des variables y,, et y,
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Fig. I1I. 19 Synchronisation des variables z,, et z; Fig. I11. 20 Erreurs de synchronisation.
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-20 q

30 I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

time

Fig. I1I. 23 Estimation du paramétre b,

Au départ, les deux trajectoires sont divergentes. Une fois le contréle déclenché a t = 3s, les

trajectoires commencent a se rapprocher est deviennent identiques aprés quelques secondes, et
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I’erreur de synchronisation se stabilise a ’origine. Les figures (II1.21) a (II1.23) représentent
I’estimation des parameétres incertains du systéme esclave. On remarque que les parameétres

incertains se stabilisent exactement sur les mémes valeurs que celles du systéme maitre.

Exemple 2 : Synchronisation des systémes de Chen incertains

Comme dans I’exemple précedent, on considére deux systémes de Chen, le premier est

considéré comme maitre et le deuxiéme comme esclave.

X, =a(y, —x,)
y,=(—-a-z)x, +cy, (I11.142)

Zm = ‘xmym _me

Et
xs = au(ys _xs)+u1
y,=(,—a, —z,)x, +c,y, +u, (111.143)
Zs = xsys _buzs +l/l3

Ou a,,b,,c, sont les paramétres incertains, et u,,u,,u, les lois de commande.

La dynamique de I’erreur de synchronisation est donnée par:

éx :a(ey _ex)+ea(ys _x‘v)—’_ul
e,=(c—a-z)e +ce —x,e +e(x +y)—ex +u, (111.144)

e, =y,e txe, —be, —e,z_ +u,

Avec
e,=a,—a,e,=b,—be =c,—c (II1.145)
Soit g, =e,
Alors
Bl =ale,—p)+e,(y,—x)+uy (I11.146)

e, = o, (p,) est considéré comme contrdleur virtuel.

Pour étudier la stabilité du sous-systeme (B,)une fonction de Lyapunov 7, est choisie telle

que:
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v, = 712 + % (I11.147)
Sa dérivée est:
Vo= pBl-e,(x,—y)—aB +aca, +ul+eeé, (I11.148)
Si on choisit:
a,=0,u, =0 (I11.149)
Et
e, =p(x,—y,) (I11.150)

Le sous-systéme (f3,) est asymptotiquement stable car:

V.=—afl <0 (IIL.151)
L’erreur entre e, et la fonction d’estimation est décrit par:

B, =e, —q, (IT.152)

Ainsi, le nouveau sous-systéme est donné par:

181 =a(p, _ﬂl)_'_ea(ys _xs)
pr=(c—a—z)f, +cf, —x,e. +e(x, +y,)—e,x, +u, (111.53)

Et e, =, (B, 5,) est le contrdleur virtuel

Afin de trouver les conditions de stabilité¢ qui stabilise le sous-systeme (53,,3,), on considere

la fonction de Lyapunov ¥,

2 2
"V, =V1+%2+% (I11.154)

V,=—aP} + Bl(c—a—z)p, +cB, —x,a, +e (x, +ys)—e,x, +u,|+ee.  (IL155)
Pour
a,=0u,=—(c—a—-z)p, - p,(c+)+e,x_, (ITL.156)
Et
e, =—p,(x,+y,) (II1.157)
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On obtient
V, =—ap’ —p; <0 (I11.158)

Donc, le sous-systeme (/f,, f3,) est asymptotiquement stable puisque la dérivée de la fonction

de Lyapunov est définie négative.

Soit p,lerreur entre e, et a,(f,,[,)
Bi=e —a, (II1.159)

Le nouveau systeme obtenu (f3,, 5,, ;) est déterminé par

181 =a(f, - B +e,(y, —x,)

By =y, B +xB,-bp—e,z +u,

On choisit la fonction de Lyapunov comme suit:

B, &
V=V, +—=+-—=> II.161
=ry+ s (IL161)
Vy==aPl = B; + By, B +x.B —bP —e,z, +us]+e8,
(IIL.162)

Siuy =—(x, 5, +y,,0,) et e, =p;z,,lesous-systetme (S, 5,, ;) est asymptotiquement stable

car la dérivée de la fonction de Lyapunov est définie négative.
V,=—af3’ - fB; —bB; <0 (I11.163)
Les lois de controle qui assurent la synchronisation des deux systémes sont:
u,=—(c—a-zye —e,(c+l)+e,ux,
uy =—(xe, +y,€,) (I11.164)
Et les lois d’adaptations des parameétres incertains sont:

éa =ex(xS _yb)

éc = _ey (xs + yv)

eb = ezZs (III 1 65)
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Pour la simulation, les paramétres du systéme maitre sont a=35,b=3,c=28. Pour le

systeme esclave les valeurs initiales des parameétres incertains sont a, =30,b, =1,c, =18.

Fig. I1I. 26 Synchronisation des variables z,, et z

au

Xxm,xs
=)

time

Fig. I1I. 24 Synchronisation des variables x,, et X

time

. . .
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time

Fig. I1I. 28 Estimation du parameétre a,,
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Fig. I1I. 25 Synchronisation des variables y,, et y,
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Fig. I1I. 27 Erreurs de synchronisation.
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Fig. I1I. 29 Estimation du paramétre c,,
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Fig. III. 30 Estimation du paramétre b,,

La différence entre les trajectoires avant I’activation du controle est due a la sensibilité aux
conditions initiales. Une fois le contrdle déclenché les trajectoires de 1’esclave suivent
parfaitement le maitre et ’erreur de synchronisation se stabilise sur la valeur zéro. Les
parametres incertains aussi se stabilisent a la limite sur les mémes valeurs que celles du

maitre.

I11.5.2 Synchronisation des systémes chaotiques incertains par le controle actif adaptatif
Exemple 1 : Synchronisation des systémes de Lorenz incertains [105]

Comme défini précédemment, la dynamique de 1’erreur de synchronisation est donnée par:

éx =a(ey _er)—i_ea(y_g _xb)—l_ul
e, =(r-z,)e, —e, —xe +ex +u, (I11.166)

e.=y,e txe, —be, —e,z. +u,
Pour éliminer les termes non-linéaires, on prend:

u, =v
u,=z.e +xe +v, (1I1.167)

u3 = _ymex _‘xsey +V3

Le systéme obtenu est un systéme linéaire avec les lois de commande vy, vyet v
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é. =a(ey —e )+e,(y, —x,)+v

e, =re,—e +ex +v, (1II.168)

e, =—be —ez +v,

On considére la fonction de Lyapunov suivante:

f(t)z%(ef +e +el+e +e +e) (IIL.169)
daf (¢
= % =ee tee +ee +ee tee, +ee,
! _ (111.170)
=efale, —e)+e (v, —x)+v]+ee,
tefre, —e +ex +v,]+ee,
+e[-be. —ez, +v,]+eé,
Pour assurer la stabilité du systéme, les lois de controle sont choisies comme suit:
v, =—ae
v, =-re, (IIL.171)
v, =0
Et les lois d’adaptations des parameétres:
éa :ex(xs _yS)
e, =—exs (11.172)
éb =e, Zs
. . \ \ A 8
Pour la simulation, les valeurs des paramétres du systéme maitre sont a = 10,b = 37 = 28

Pour I’esclave, les valeurs initiales des parametres incertains sont a, = 6, b, = 8,1;, = 13.

Les figures suivantes montrent que la synchronisation se produit rapidement. On peut alors
déduire qu’avec le contrdle actif la synchronisation se fait beaucoup plus rapidement qu’avec

I’algorithme backstepping.

Xm,xs
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_40 L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
4 20
2 q 10 q
30 2 0
2 J -101 J
81
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time (s) time (s)
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Fig. I1I. 31 Synchronisation des systémes de Lorenz par le contrdle actif adaptatif et estimation des

Exemple2 : Synchronisation des systémes de Chen incertains

parameétres incertains.

Pour ce systeme, la dynamique de I’erreur de synchronisation est donnée par:

Pour éliminer la partie non lin€aire on choisit:

e = a(ey —e )+e, (¥, —x,)+u,

e, =(c—a-z)e +ce,—x.e +e(x +y)-ex +u,

z

u, =v
u, =ze, +xmez +V2

M3 = _ymex _xsey + v3

La fonction de Lyapunov est:

1
f(t)zz(ef+ef,+ef+ej+e§+ef)

D’ou sa dérivée:

g
dt

=y,e txe —be. —ez tu

=eé +tee tee +tee tee +ee,
X yoy z7z aa c ¢

=elale, —e)te,(y, —x)+v]+ee,

te, [(c—a)e, + ce, +e, (x,+y)—ex +v,]+ee,

+e.[-be. —ez +v,]+e,e,

On obtient alors les lois de commandes suivantes:
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Chapitre 111 Synchronisation des systemes chaotiques

v, =-ae,

v, =(a-c)e, —2ce, +e,x, (O1.177)

v, =0
Et les parametres incertains s’adaptent selon les lois:

éa :ex(‘xs _yb)
e.=—e, (xs+y,) (1.178)

€ =€.2;

On obtient une forme simplifiée de la fonction de Lyapunov, dont la dérivée est toujours

negative.
40 40
xm ym
201 xs 20 —ys ||
£ 0 ?‘ g ° (
X >
-20 B 220 il
_40 L L L L L L L _40 I L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
1 6
05 1 4 i
0 WWU\JWW
3 & 2 1
0.5 1
1 ] 0
15 L L L L L L L 2 L I L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
time (s) time (s)
60 40
zm
40 alll 35}
0
N
20 30 i
25 1
0 L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 0z
3 20+ 8
5
2 ©
15+ 1
1 ]
101 au |
B 0 |
bi
-1 B 5p 4l
_2 L L L L L L L 0 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 20 35 0
time (s) time (s)

Fig. I1I. 32 Synchronisation des systémes de Chen par le contréle actif adaptatif et estimation des parametres

incertains.
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Pour la simulation les valeurs des paramétres du systéme maitre sont a =35, =3,c =28, et les

valeurs initiales des paramétres incertains de I’esclave sont : a, =30,b, =1,¢, =18.

Comme pour I’exemple précédent le controle actif adaptatif permet la synchronisation de
deux systemes de Chen, avec une incertitude dans les parameétres de 1’esclave. Le temps de

synchronisation est trés court par rapport aux méthodes déja étudices.
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Chapitre IV Chaotification des systemes non-linéaires

Chapitre IV : Chaotification ou anti-controle des systémes non
linéaires
IV.1 Introduction

Depuis le développement des théories de stabilisation et de synchronisation du chaos, 1’anti-
controle ou chaotification des systémes non-linéaires est devenu un sujet de recherche et
d’application trés important. Contrairement au contréle par suppression du chaos, la
chaotification désigne le processus de génération du comportement chaotique pour un systeme
stable ou le rehaussement du comportement chaotique dans un systéme qui est déja chaotique.
Au début, la difficulté a été au niveau de la définition du chaos lui-méme. En fait, il s’agissait
de trouver comment garantir que le comportement généré a partir d’un systéme non-linéaire

soit un comportement chaotique.

La premicre définition du chaos a été proposée par Li et York en 1975 [106], puis Marrotto a
généralis¢ cette définition pour les systémes de dimension supérieure [107]. Une autre
variante a ¢té¢ proposée par Denavey [108], et qui est la plus utilisée pour le moment surtout
aprés 1’amélioration introduite par Wiggins [109]. Cependant, ces définitions sont toutes
développées pour des systémes discrets, il n’existe aucun critére ou définition pour prouver
I’existence du chaos dans un systeme continu. Le seul moyen est de calculer ’exposant de
Lyapunov ; une valeur positive de I’exposant signifie la présence du chaos [110]. Cette
méthode de calcul dépend de 1’algorithme numérique utilisé et de la précision du calculateur,
ce qui rend la conception d’un controleur basé sur ’exposant de Lyapunov pratiquement
impossible. Dans certains systémes, la génération du chaos est possible en faisant varier I’un

de ses parametres. Mais il existe des systemes qui ne sont pas sensible a cette variation

paramétrique, ce qui explique la limitation de la méthode.

En se basant sur le critére de définition du chaos, les méthodes de chaotification qui existent
sont divisées en deux catégories :

e Le systeme contrdlé doit posséder au moins un exposant positif et évoluer dans un
espace borné. En général, un systeéme chaotique évolue dans une région bornée et tres
sensible aux conditions initiales, donc dans cette catégorie, le principe de
chaotification va reposer sur le fait d’assurer 1’existence d’un exposant positif dans le

systéme controlé en gardant toujours un espace de variation borné.
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Chapitre IV Chaotification des systemes non-linéaires

e Introduire une dynamique chaotique sur le systéme: Parmi les approches proposées
pour introduire la dynamique chaotique on peut citer

- Le contrdle a retour d’état [111]; le principe de cette méthode se base sur la
transformation d’un systéme chaotique connu en une forme normale RNF
(Rational Normal Form) [112], puis extraire les termes non linéaires obtenu par
cette transformation et les utiliser comme une partie du controleur. L’autre partie
du contrdleur est calculée pour stabiliser le systéme controlé. Le réle du controleur
est de stabiliser la dynamique du systéme étudié et d’introduire une dynamique
chaotique extraite a partir d’un systéme chaotique.

- Le controle impulsif [113]: dans ce cas, la loi de commande est composée de deux
parties : une partie pour éliminer la dynamique du systéme original, et une autre
pour générer le chaos.

- Le contrdle a retard [114]: Quelques travaux ont proposé d’introduire un ¢lément
de retard dans une boucle de retour. Si un élément de retard est appliqué sur un
systéme de dimension finie, alors le systéme controlé devient de dimension infinie,

ce qui permet d’obtenir une dynamique plus complexe.

La premicre approche dans le domaine de chaotification a été proposée par Chen et Lai [115].
Ces auteurs ont développé une méthode basée sur les exposants de Lyapunov. L’idée est
d’injecter un exposant positif dans une loi de commande composée d’une matrice de gain
bornée et d’une action modulo pour garantir la convergence de 1’algorithme. Cette action

modulo est remplacée dans certains travaux par un controleur de faible amplitude.

A la suite de ces travaux, beaucoup de méthodes ont été développées parmi lesquelles: le
contrdle a retour d’état, le controle a retard, le contrdle adaptatif, le controle non linéaire
[116-119]. Les méthodes présentées précédemment sont valables pour les systemes décrits par
un modele mathématique. Pour les systemes incertains ou a modele inconnu, des méthodes

basées sur la logique floue sont présentées dans [120].

Le présent chapitre est consacré a la présentation de quelques méthodes de chaotification ou

d’anti-controle de systéme continus et discrets.
IV.2 Les méthodes de chaotification

1V.2.1 La méthode de Chen-Lai

On considére le systéme dynamique discret suivant :
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x(k +1) = f(x(k)), x(k) € R, x(0) = x, (IV.1)
Avec f une fonction dérivable.
On applique sur le systéme une loi de commande a retour d’état de la forme :
u(k) = B(k)x(k) (Iv.2)
B est une matrice de gain de dimension (n X n)
Le systéme contrdlé est donc le suivant:
x(k+1) = f(x(k)) + u(k), x(k) € R", x(0) = x, (IV.3)
x(k+1) = f(x(k)) + B(k)x(k), x(k) € R, x(0) = x (IV.4)

Si on définit par f (x) la matrice Jacobienne du systeme non contr6l¢ autour du point fixe

Xf
fl) = 5 . (IV.5)
Et par J la matrice Jacobienne du systéme controlé
J = f(x;) + B(k) (IV.6)
Alors, les exposants de Lyapunov sont donnés par :
A = limk_m%ln{]}, i=12..,n (IV.7)
Les exposants de Lyapunov sont choisis tels que :
0<a<i <o (IV.8)

oC étant une constante strictement positive.

L’algorithme de chaotification consiste a appliquer d’une part, la séquence {B(k)};i-, en
imposant qu’au moins un exposant soit positif et assurer la convergence de 1’algorithme

d’autre part. La séquence {B(k)};—, doit étre bornée.
SUPo<k<aolIBR)|| < M < o0 (IV.9)
M : constante

A chaque itération et avec une valeur désirée de 1’exposant de Lyapunov, la matrice du gain

est calculé par :
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10
: ] k=0,..,n (IV.10)
0 e/ln

e

B(k) = —f (x(k)) +

Pour borner la loi de commande sur un intervalle rétréci, et éviter la divergence du systéme,

I’action modulo (mod)est appliquée sous cette forme :
x(k + 1) = f(x(k)) + B(k)x(k)mod(e) (IV.11)

€ : constante positive tres petite 0 < e < 1.

IV.2.2 La méthode Delay Feedback
On considére le systéme dynamique décrit par :
x(t) = f(x(@®), x€ER", f:R® - R" (IV.12)
x : un vecteur d’état
f : fonction continue

Le principe de la méthode est d’appliquer sur le systéme, une loi de commande u(t) telle

que :
x(t) = f(x(®) +u(®) (IV.13)
Ou
u(t) = k[x(t) —x(t —1)] (IV.14)
k : gain de retour
T : temps de retard.
Le systéme controlé est donné sous la forme
x(t) = f(x(@®) + k[x(6) — x(t — )] (IV.15)

Cette méthode peut Etre utilisée pour la suppression du chaos ou pour la chaotification. Les
gains de retour et les temps de retard doivent étre convenablement choisis. Leurs choix se fait

généralement en s’aidant du diagramme de bifurcation
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()
77

v

Y

Systéme Chaotique

A 4

Retard (1)

k[x(t) — x(t — 0] /‘L+ X(t = 1)
ko< D

Fig. IV. 1 Schéma bloc de la méthode Delay Feedback

I1V.2.3 La méthode de I’anti-controle impulsif

Soit un systéme continu autonome de dimension n >3 décrit par :

x(t) = f(x(2)), (IV.16)
Ou
xeR" et feR" — R" fonction continue.

L’anti-contréle impulsif consiste a injecter dans le systeme stable des impulsions d’une
maniere périodique, ce qui va forcer la carte de Poincaré du systeme stable a ressembler a une

carte chaotique désirée. Il faut donc choisir une carte chaotique de dimension (n—1) comme

suit :

q(i +1) = Bq (i) +u(i), q(i),u(i) e R"" (Iv.17)
B : Matrice constante
Avec

u(@) =(N +e“)g(i)mod(r) (IV.18)
r,c représentent des nombres positifs choisis.

Chen et Lai ont montré que tous les exposants de la carte controlée sont strictement positifs et

que I’orbite controlé est toujours bornée [115].

Alors, I’injection du contréleur impulsif dans le systéme original donne :
(1) = f(x(0)) + > g,0(t —iT), g eRr" (IV.19)
i=l1
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o(t) : Impulsion de Dirac.
Les perturbations sont appliquées au systéme aux instants {T EEEN ¥ A }

Pour rendre la carte du systeme contr6lé similaire a la carte pré désignée, les perturbations g,

doivent avoir la forme suivante :
g =11, JqG+1) — q() - k(x(i +1) - %)k

g =11, ]B"U, ,q(i) - k(x(i +1) - X)k (IV.20)

g =l 1, 87U, ] () = 3) = K@) - )k
Ou
I :Matrice identité
x :Point appartenant au cycle limite stable
A titre d’exemple, on considere le systéme dynamique non linéaire suivant :

x=x-10y —x(x* +y?)
y=10x+y—y(x*> + %)

z=-z

(IV.21)

Ce systéme est toujours stable sur un cycle limite v : p(¢) = (cos(10¢),sin10£,0)" de période

T=02r.

On prend comme condition initiale (x,,y,,z,) = (1,0,0) et on trace les réponses temporelles et

le diagramme de phase du systeme.

ki

¥ . 1A
Fig. IV. 2 Diagramme de phase du systéme sans anti-controle
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Fig. IV. 3 Réponses temporelles du systéme sans anti-contréle

Les figures montrent que le systéme n’admet aucun comportement chaotique et aucune
variation sur I’axe z. Pour rendre ce systéme chaotique, on utilise la loi de contrdle suivante

[121]:

X =f(X@®)+u(), (IV.22)

ou
u(i) = i g,0(t—iT), (IV.23)

On choisit le point x = (1,0,0) qui appartient au cycle stable.
On fixe

r=02,c=1, N=e"" et (x,,1,,2,) = (1.05,0,0.03)
Alors

™ 0 1 0 1)) O0

_ 027 027 1 1 O O . _ _ . .
g =| 0 e e +e 01 0 x(iT)—| 0 | |mod(0.2) 0l xGT)—[0]|| 0
0 0 0 1 0/N\1

91



Chapitre IV Chaotification des systemes non-linéaires

a2
Fig. IV. 4 Diagramme de phase du systéme sous anti-contrdle

0 5 10 15 20 25 30
0.5
0 M
-0.5
5 10 15 20 25 30
temps(s)

Fig. IV. 5 Réponses temporelles du systéme sous anti-controle

Fig. IV. 6 Section de Poincaré du systéme sous anti-controdle.
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A chaque période du systéme, on applique une impulsion qui sert a déstabiliser le systéme de
son orbite périodique, c’est pour cela qu’on observe des pics sur les sommets de la

représentation temporelle du systéme controlé.

La représentation du systéme dans le plan de phase nous montre 1’apparition du phénomene
chaotique, dans ce cas I’anti-contréle impulsif oblige le systéme a suivre plusieurs orbites
périodiques instables. La section de Poincaré montre que les orbites instables varient selon les

trois axes au lieu de deux, mais elles sont toujours bornées grace a la fonction modulo.

IV.3 Chaotification des systémes discrets
IV.3.1 Exemple 1

Le systéme considéré pour cet exemple est le systéme de Hénon, défini par :

{xnﬂ =a-— xn2 + byn (IV24)

yn+1 = xn

Ce systeme possede aussi trois zones de stabilité en fonction du parametrea, un point fixe,
une orbite stable et une trajectoire chaotique. La variation de I’exposant de Lyapunov en

fonction de a met bien en évidence ces trois états.

Fig. IV. 7 Exposant de Lyapunov

Les étapes de calcul sont les mémes que celles effectuées dans 1’exemple précédent, c'est-a-

dire :
Bky=-f"(k)+J (IV.25)
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Avec

Pour garantir ’apparition du phénomene chaotique on donne & A,une valeur strictement
positive, par exemple A, =0.25. La valeur de A,garde la valeur originale c'est-a-dire

A, ==2.31. La loi de controle appliquée au systeme est donc la suivante :

x(k)

u(k) = B(k){y(k)} mod &, (IV.26)

Les résultats de simulation pour les différents cas sont représentés dans les figures (IV.8) a
(IV.10). Pour un fonctionnement sans anti-contréle on a :

- pour a=0.2 et b=0.3 , le systéme converge vers un point fixe.

- pour a=0.6 et b=0.3 , le systéme stabilise sur une orbite périodique.

- pour a=14 et b=0.3 , le systéme suit une trajectoire chaotique.

Avant DPactivation du controle, les deux systemes suivent une trajectoire identique. Au
moment du déclenchement du controle le systeme sous anti-contrdle obtient un exposant
positif qui I’oblige a suivre une trajectoire différente et plus précisément chaotique, donc il va
perdre sa stabilité soit sur le point fixe ou sur I’orbite périodique. Mais dés que le contrdle est
relaché le systeme récupere ses caractéristiques originales de stabilité, donc il revient a son

état avant controle.
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Fig. IV. 8 Réponse temporelle du systéme sous anti-contréle pour a = 0.2

Fig. IV. 9 Réponse temporelle du systéme sous anti-contréle pour a = 0.6
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Fig. IV. 10 Réponse temporelle du systéme sous anti-contrdle pour a = 1.4

IV.3.2 Exemple 2
On considére le systéme du deuxiéme ordre suivant :

1
P A )"
a+b
[+ Axe (- x,)"]

Xpy = (IV.27)

1

Ou
A, aetb sont les paramétres du systéme.

Sid=3, a=1.6et b=-0.41le systtme est stable sur une orbite de deux cycles, et il

n’accepte aucun comportement chaotique quelque soit la condition initiale x,,. Pour cela on

essaye de tracer la population {xk }::O pour différentes conditions initiales.
On fait varier x,entre 0.1 et 1 puis on observe les différentes réponses du systéme.

On remarque que, quelque soit la condition initiale le systéme est toujours stable sur un point

fixe x, =0.2 ou sur une orbite périodique. Donc pour ces conditions le systéme ne peut

jamais étre chaotique.
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Fig. IV. 11 Réponses du systeme pour différentes valeurs de x,,

Pour appliquer I’algorithme d’anti-contr6le on prend le cas oux, =0.6.

La matrice jacobienne du systeéme est alors :
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(IV.28)

, [0 Stk+2.k)
f—L O }

—x(k+2) x(k+2) i )
1-— x(k) X(k) [(a + b)X(k + 1) a][(a + b)X(k) al

1
Et Stk+2,k)=
Pour ces paramétres et cette condition initiale, les exposants de Lyapunov du systéme sont les
suivants :
A, =—0.6418, A, =—0.6931,

Les deux exposants sont négatifs, ce qui signifie que le systéme est stable. "Pour chaotifier le
systeme il faut qu’au moins un exposant soit positif. Alors, on inverse le signe de 1’'un des

deux exposants, ce qui donne la matrice J suivante :

60.6418 O
J { . aO-”“} = 1, =0.6418 (IV.29)

La loi d’anti-contrdle appliquée est :
u(k) = B(k)x(k)mod ¢, e=0.1 (IV.30)
La fonction modulo est ajoutée pour borner la matrice de gain B

La matrice B est calculée a chaque itération par

Bky==f"+J
1-x(k +2) x(k +2) ) ) ,
B(k) = — <) ) (@ + )k +1) —al(a+b)xk) - a] | | [eo e(:q }
I 0

Les figures suivantes représentent les résultats de simulation du systéme sans et sous anti-controle. On

remarque que le systéme original se stabilise sur une orbite périodique d’amplitude maximale égale a

0.799.

Dés le départ, Le systeme sous anti-controle suit une trajectoire chaotique avec une amplitude

supérieure a celle du systéme original (varie entre 0 et 1). Ensuite, la réponse du systéme contient

plusieurs sommets différents, ce qui signifie le comportement chaotique de la séquence {xk }ZO:O .
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Fig. IV. 12 Réponse du systéme sans anti-contréle.

Fig. IV. 13 Les sommets du systéme sans anti-controle.

Fig. IV. 14 Réponse du systéme sous anti-controle
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Fig. IV. 15 Les sommets du systéme sous anti-contrdle

IV.3.3 Exemple 3

Le systéme de Kokame est décrit par :

x(k +1) = f(x(k),a) +0.4y(k) — 0.5z(k)
Yk +1) = 0.3x(k) + f(v(k),a) (IV.31)
z(k +1) = 0.1x(k) — 0.2z(k)

Avec
v(a +1), sia <—-0.5
fa,v)=1va, sila <0.5 (IV.32)
wa -1), sia > 0.5

Et a parametre du systéme
Donc pour |x(k)| <05 et | y(k)| <0.5 le systéme de Kokame admet un point fixe p ,(0,0,0).

Pour voir le comportement dynamique du systéme, on trace le diagramme de bifurcation de la

variable x en fonction du parameétre a.
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15

Fig. IV. 16 Diagramme de bifurcation du systéme de Kokame

On remarque deux zones de stabilité

e age [0,0.66] , le systéme se stabilise sur son point fixe p,(0,0,0)

e ae ]0.66,2] , le systéme présente un phénoméne chaotique.

0.2

-0.2
-0.4
(o}

o 500 1000 1500 2000 2500 3000
itération

Fig. IV. 17 Le systéme de Kokame pour a = 0.3
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Fig. IV. 18 Le systeme de Kokame pour a = 2

Les figures (IV.17) et (IV.18) représentent les réponses du systeme pour différentes valeurs de

a.Pour a =0.3 le systéme est stable et ne présente aucun comportement chaotique. Le but de

la chaotification est de faire basculer le systéme vers un état chaotique dans cette partie stable.

L’algorithme de chaotification utilisé est le méme que celui des exemples précédents ; la loi

de contrdle est la suivante :

u(k) = B(k)x(k)mod &

Avec
Blky==f"+J
Ou
a 04 -05
/=103 a 0
01 0 -02
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Soient 4,,4, et

chaotique si est seulement si [122] :

Chaotification des systemes non-linéaires

A, les trois exposants de Lyapunov du systéme. On dit que le systéme est

A, >=0,4,=0,4, <0et A, +4,+4, <0 (Iv.36)
Le systéme possede les exposants suivants :
A, =-1.2, A, =-12, A, =-16,
Alors, pour rendre le systéme chaotique on peut faire le choix suivant :
A, =12, A ==12, 1, =-16,
D’ou
e 0 0
J=|0 e 0 | (Iv.37)
0 0 -1.6
Le systéme sous anti-contrdle s’écrit alors, comme suit [123]:
x(k+1)] [x(k) a 04 -05] |2 0 0 || x(k)
yk+1D) =] y&) [+| =103 a 0 [+| 0 e 0 || k) |mod(e) (IV.38)
z2(k+1)| | z(k) 01 0 -02 0 0 e z(k)
Avec : ¢=1

La figure (IV.19) montre que le systéme sous anti-contrdle avec a = 0.3 est en plein chaos.
Ce phénomene est dii a ’exposant positif injecté par la procédure d’anti-controle. Dans ce
cas, le systeéme obtient une valeur propre a I’extérieur du cercle unitaire qui force le systeme a

perdre sa stabilité pour suivre une trajectoire chaotique.
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Fig. IV. 19 Le systéme de Kokame sous anti-contrdle pour a = 0.3
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IV.4 Chaotification des systémes continus

IV.4.1 Chaotification des systémes continus par la méthode DCF (Delayed Control
Feedback)

Soit un systéme dynamique continu de dimension n (n>3)

X(e) =[x ()] (IV.39)
X : Vecteur d’état (X < R")
f : Fonction continue (f :R" > R" )

Le principe de la méthode (DCF) c’est d’appliquer sur le systéme continu une loi de

commande U(¢), tel que [124]:
() = f[x(e)]+ ule) (IV.40)
Avec ulr) = k[x(e)- x(r-2)]
K : Le gain de retour
¢ : Temps de retard
Donc, le systéme controlé devient
(o) = rlx(@)]+ k[x()- x( - )] (VA1)

De cette équation on peut conclure que le résultat du contrdle (ou de la chaotification) des

systémes continus repose sur le bon choix des deux parametres K etz .

IV.4.2 Exemple de chaotification

L’exemple considéré est le systeme de Lii défini par:

Xx=a(y—x)
y=-xz+cy (Iv.42)
z=xy—bz

a, b, c: paramétres du systéme

Pour a = 36,b = 3,c = 20 le systéme de Lii est en plein chaos.
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35

301 - 1

10 15 20 25 30 35

Fig. IV. 20 Diagramme de bifurcation du systéme de Lii
Le systéme de Lii contr6lé a la forme suivante :

k= a(y=x)+ky[x(e) - x(e-7))]
y:—xz+cy+k2[y(t)—y(t—r2)] (1V.43)
z=xy—bz+k, [z(t)—z(t—r3 )]

Avec k,, k,, k, : gains de retour

7, 7,, 7, : temps de retard

Dans ce qui suit nous allons montrer 1’effet du choix des gains k,, et des retards ¢, sur le

comportement du systéme.

a- L’effet du retard

1°cas) On fixe k, =1,k, =0,k, =0,7, =0,7, =0 et on fait 7, varie dans I’intervalle [0,1].

Fig. IV. 21 Diagramme de bifurcation en fonction de T4
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Le comportement dynamique du systéme en fonction du temps de retard 7, est représenté
dans la figure(IV.21). Au départ le systéme est dans un état chaotique, puis il se stabilise sur
une orbite périodique pour 7; = 0.0025s . En augmentant le temps de retard 74, le systéme
rentre & nouveau dans une zone chaotique (par exemple pour 7; = 0.1s) afin de se stabiliser
une autre fois sur une orbite périodique (t; = 0.17s) . L’incrémentation de t; par contre, fait
changer le comportement dynamique du systéme et il va suivre cette fois la route vers le
chaos (t; = 0.5s) . Les trajectoires du systéme pour les différents temps de retard sont

représentées dans la figure (IV.22).

2% 2 15 o 5 a 5 10 15 20

Fig. IV. 22 Diagramme de phase pour a) t; = 0.0025s, b) t; = 0.1s, ¢) 1y = 0.17s, d) 7; = 0.5s.

2°cas) On fixe k, =0,k, =Lk, =0,z, =0,7, =0 et on laisse 7, varie dans I’intervalle [0, 1].

1

Dans cette partie la boucle de retour est appliquée seulement sur la deuxiéme équation. La
figure(IV.23) représente les points de Poincaré Y (nT)en fonction du temps de retard ;. On
remarque dans cette figure I’apparition de plusieurs zones stables et chaotiques, par exemple
pour 7, = 0.25,7, = 0.48s,7, = 0.8s le systtme se stabilise toujours sur des orbites
périodiques, par contre pour 7, = 0.35,7, = 0.6s,7, = 1s le systéme est en plein chaos. Les
diagrammes de phase pour les différents temps de retard sont représentés dans la

figure(IV.24).
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Fig. IV. 24 Diagramme de phase pour a) t, = 0.2s, b) 7, = 0.3s, ¢) 1, = 0.48s, d) 7, = 0.6s5, e)r, = 0.8s,
f) 1, =1s.
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3°cas) On fixe k, =0,k, =0,k, =1,z, =0,7, =0 et on laisse z, varie dans I’intervalle [0, 1].

BVARNTA

r2
]

12 1 | 1 I 1 I
-15 10 5 0 5 10 15 20 0 L L L L 1
y 30 20 -10 0 10 20 30

Fig. IV. 26 Diagramme de phase pour a) 13 = 0.075s, b) 13 = 0.1s, ¢) T3 = 0.255s, d) t3 = 0.55s, e)13 =
0.75s, f) 13 = 1s.
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La boucle de retour est appliquée cette fois sur la troisiéme équation. Le comportement
dynamique du systeéme est représenté¢ dans la figure (IV.25). On remarque qu’il existe
plusieurs valeurs de 73 pour lesquelles le systéme se stabilise sur des différentes orbites
périodiques, par exemple pour 73 = 0.255s le systéme se stabilise sur une orbite périodique
de deux cycles, par contre pour 73 = 0.75s il se stabilise sur deux orbites périodiques de
deux cycles. Le diagramme de bifurcation montre aussi plusieurs zones chaotiques (73 =
0.1s,73 = 0.555,73 = 15). Les trajectoires suivis pour les différents temps de retard sont

représentées dans la figure (IV.26).

4°cas) On fixe k, =Lk, =1Lk, =1,7, = 7,7, = 27,7, =3¢ et on laisse ¢ varie dans I’intervalle [0,

1].

-35

A0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Fig. IV. 27 Diagramme de bifurcation en fonction de T

Dans ce cas, le contrdle est appliqué sur les trois variables au méme temps, donc il s’agit cette
fois du multiple time delay. La dynamique du systéme est représentée dans la figure (IV.27).
On remarque que le systéme est toujours chaotique sauf pour quelques petits intervalles ou il
se stabilise sur des orbites périodiques comme pour T = 0.03,7 = 0.13,7 = 0.22. Pour la
partie chaotique on remarque cette fois que le comportement chaotique est un plus rehaussé,
puisque les attracteurs plus larges dans ’espace de phase et possédent une amplitude un peu
grande par rapport a celle de I’attracteur représenté original. Les attracteurs obtenus pour les

différents valeurs de r sont représentés dans la figure (IV.28).
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25 20 15 10 0 ) 10 15 30 -20 10 0 10 20 30 40
v Yy
32 45 T T T
e P
30 40 =t f

Fig. IV. 28 Diagramme de phase pour a) T = 0.03s, b) t = 0.1s, ¢) T = 0.13s, d) T = 0.16s, e)T = 0.225s,
HHt=1s
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b- L’effet du Gain

On fixe k, =0,k, =0,7, =0.1s,7, = 0,7, =0 et on laisse &, varie dans I’intervalle [0, 1].

Fig. IV. 30 Diagramme de phase pour a) k; = 0.05 b)k; = 0.2 ¢)k; = 0.6
Contrairement aux parties précédentes ou 1’é¢tude est basée seulement sur les temps de retard,
cette partie est consacrée a I’étude de la dynamique du systeéme en fonction des gains de
retour. Pour cela, la boucle de retour est appliquée seulement sur la premicre équation ou le
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temps de retard est fixé a 7; = 0.1s. A partir du diagramme de bifurcation de la figure
(IV.29) on remarque que le systéme au départ est dans un état chaotique (k; = 0.05), mais
lorsque le gain de retour augmente le comportement chaotique commence a disparaitre
jusqu’a ce que le systéme se stabilise sur une orbite périodique (k; = 0.2). Avec
I’augmentation du gain de retour le systéme va perdre sa stabilité et rentre a nouveau dans une
zone chaotique (k; = 0.6). Les trajectoires obtenus dans ce cas sont représentées dans la

figure(IV.30).
c- Chaotification du systéme

Dans cette partie on applique le retour d’état dans la zone ou le systtme n’admet aucun
comportement chaotique. D’aprés le diagramme de bifurcation de la figure (IV.20) on

remarque que pour ¢ = 34 le systéme se stabilise sur une orbite périodique.

Pour mieux voir la dynamique du systeme controlé dans cette zone, on fait appel au

diagramme de bifurcation pour les valeurs des parameétres:
ki =01k, =01, k3=01,71 =17, T, =2%17, T3 =3*1et7 € [0,1]

Bien que le systéme soit dans sa partie stable, on observe sur le diagramme de bifurcation de
la figure (IV.31) ’apparition de plusieurs zones chaotiques générées par la variation du temps
de retard 7. Les attracteurs chaotiques obtenus représentés dans la figure (IV.31) n’ont pas la
méme forme que Pattracteur de Lii original mais montrent que le systéme est en plein chaos.
Pour les parties stables on remarque que le systeme se stabilise pratiquement sur des orbites

périodiques de la méme forme.

YinT)
]

Fig. IV. 31 Diagramme de bifurcation en fonction de T pour ¢ = 34
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Fig. IV. 32 Diagrammes de phase pour @) 7 = 0.5s,b) T = 0.6s,c) 7 = 0.7s,d) T = 0.8s,
e)t=0.93s,f)r = 1s.

On constate que le bon choix des gains de retour k; et des temps de retard 7; permet le
contrdle (suppression du chaos) ou la chaotification (génération ou rehaussement du chaos) du

systeme de Lii méme s’il est choisi dans une zone stable.

1V.4.2 Suppression et génération du chaos par perturbation paramétrique

Le contrdle ou la chaotification des systeémes dynamiques est généralement obtenue au moyen

de méthodes de controle a retour d’état. Nous présentons dans cette partie, une méthode de
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contrdle par application des petites perturbations sur le parametre le plus sensible du systéme.
La perturbation appliquée doit étre bornée et trés petite par rapport au parameétre perturbé. Les
perturbations de type sinusoidales représentent un bon exemple et peuvent étre utilisées car

elles sont toujours bornées.

Soit le systéme de Lorenz:

Xx=—a(x—-y),
y=—Xz4+rx-y, (IV.44)
z=xy—bz,

a,b,r : Parameétres du systeme.

Le parametre 7 est le parametre le plus sensible dans le systeme de Lorenz. L’étude sera donc
basée sur la variation de ce parametre.
Pour a=10,b=8/3 , le diagramme de bifurcation est représenté dans la figure (IV.33). Il

représente deux types de comportement, stable et chaotique. Ainsi pour » =15, le systéme

converge dans ce cas vers un point fixe alors que pour » =28, le systéme est en plein chaos.

20

15

10

210 I I I I I
5 10 15 20 25 30

Fig. IV. 33 Diagramme de bifurcation du systéme de Lorenz

Le but de la méthode de controle est de supprimer le chaos dans les zones chaotiques et
générer le chaos dans les parties stables, par exemple rendre le systeme chaotique pour » =15

et le stabiliser pourr = 28.

On applique une perturbation sinusoidale sur le parameétre » de la fagon suivante :
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x=—a(x—y),
y=—xz +r[l + esin(or) x - y, (IV.45)
z=xy—bz,

&, w :Parametres de perturbation.

L’introduction de la perturbation &sin(ar)transforme le systéme de Lorenz autonome en un
systéme non autonome, qui est équivalent a un systétme autonome de dimension 4. Dans ce

cas le systéme a quatre exposants 4, =~ 4, = 4, et 4, =0.

e On fixe £ =0.1,w=10e¢t on fait varier » dans I’intervalle [2,30]

Le diagramme de bifurcation et les diagrammes de phase du systeme perturbé sont représentés

dans les figures suivantes.

20

Fig. IV. 34 Diagramme de bifurcation du systéme perturbé pour € = 0.1, w = 10

30 50

i = a = . b)
i i |
\

LN AW,
INRNERY

|
|
| |
| |
-15 -10 -5 0 5 10 15 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
X X

Fig. IV. 35 Diagramme de phase : a) r = 15, b) r = 28
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Dans le diagramme de bifurcation de la figure (IV.34) on remarque que :

Pour re[28.5[U[10.15,10.3]U[20.4,30] le systéme perturbé est stable sur une orbite

périodique.

Pour r € [8.5,10.15]u ]10.3,20.4[ le systéme perturbé présente un phénomene chaotique.

Par cette perturbation, on a donc réussi a stabiliser le systéme dans la zone ou il était en plein

chaos, et le chaotifier dans la zone ou il était stable.

Pour voir I’efficacité de la méthode on fixe » =26 et on cherche les valeurs des parameétres de

perturbation nécessaires pour déstabiliser le systéme une nouvelle fois et générer un attracteur

chaotique similaire a celui du systéme original de Lorenz.

b) on fixe » =26,w =10e¢t on varie £ dans I’intervalle [0,1]

45

30

Fig. IV. 36 Diagramme de bifurcation du systéme perturbé pour r = 26 et w = 10
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Fig. IV. 37 Diagramme de phase: a) € = 0.3,b) € = 0.6
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Dans le diagramme de bifurcation de la figure (IV.36) on remarque que :

Pour ¢ e [0,0.165[u]0.495,0.78[ le systéme perturbé est déstabilisé de son orbite périodique

et présente un phénomene chaotique.
Pour 86[0.165,0.495]U[0.78,1] le systeme perturbé reste toujours stable sur son orbite
périodique.

Pour améliorer la forme de I’attracteur on fixe £ =0.6 et on cherche la valeur de @ qui
génere un attracteur chaotique presque identique a I’attracteur de Lorenz.

e On fixe r =26, =0.6¢t on varic @ dans I’intervalle [0,100]

Le diagramme de bifurcation, les exposants de Lyapunov et les diagrammes de phase sont

représentés dans les figures suivantes.

o |
i |
HANAN /]
N34\ / .
IR /
1\ Ay

’ \/
26 0
-15 -10 5 0 5 10 15 20 -15 -10 5 0 5 10 15 20

X X

Fig. IV. 39 Diagramme de phase: a) w = 16,b) w = 100
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De la figure (IV.38) on constate que :

- Pour w€[0,3.4]U[8.8,12.2]U[18.2,100] le systéme est chaotique.

- Pour @€ 3.4,8.8U12.2,18.2] le systéme se stabilise sur une orbite périodique.

Ce qui nous intéresse dans notre étude c’est la partie chaotique, pour cela on va prendre la
valeur maximale de wou le systéme est en plein chaos. On remarque que D’attracteur
chaotique obtenu pour @ =100 est presque identique au fameux attracteur de Lorenz

représenté dans la figure (IV.39.b).

On peut donc conclure que I’application d’une perturbation sinusoidale sur le parameétre d’un
systéme chaotique autonome est trés efficace aussi bien pour la stabilisation (suppression du

chaos) que pour la chaotification (génération ou rehaussement du chaos) du systéme.
IV.4.4 Chaotification des oscillations harmoniques :
On considere le systéme dynamique suivant :

{x = y + p arctani{x) (IV.46)

y=-6(x+y)
Avec u, 6 des coefficients constants.

Le systeme d’équation précédent représente un systeme a deux états stables, déterminés par
les conditions initiales des variables d’état et les parametres du systeme. Donc, I’apparition du

chaos dans la dynamique de ce systéme est impossible.

2 2
L
15 15
— (x0,y0)=(0.1, -0.1) — (x0,y0)=(0.1, -0.1)
— (x0,y0)=(-0.1, 0.1) — (x0,y0)=(-0.1, 0.1)
1 1
0.5 0.5
x 0 >~ 0
0.5 -0.5
-1 1
-1.5 -1.5
i
2 -2
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 10( 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
time (s) time (s)

Fig. IV. 40 . Les deux états stables des harmoniques 4 = 6§ = 1.6

Afin d’obtenir des oscillations chaotiques, on introduit une variation périodique sur [’une des

variables du systéme comme suit :
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{5( = y 4 parctan(x) (IV.47)

y = —=6[x cox (wy t) +y]
Ou w, est la fréquence de la perturbation périodique.

Pour trouver la valeur de la fréquence w, pour laquelle le systéme est en plein chaos, il faut
¢tudier la dynamique du systéme en fonction de la variation de la fréquence w,, pour cela, on

trace le diagramme de bifurcation, en faisant varier wgdans I’intervalle[0.75, 0.9].

10

-40t

50 I I
0.75 0.8 0.85 0.9

wo

Fig. IV. 41 Diagramme de bifurcation du systéme contr6lé

Le diagramme de bifurcation montre que le systetme est dans un état chaotique si wg €

[0.7735,0.812]. A I’extérieur de cet intervalle, il garde toujours son état périodique.

La représentation temporelle et la structure des oscillations pour les différentes valeurs de la
fréquence w, sont représentées par les figures (IV.42) et (IV.43). Pour wy = 0.76 le systéme
oscille sur une orbite double période, par contre pour w, = 0.9 le systéme suit des oscillations
régulieres. La transition des oscillations périodiques vers le régime chaotique est faite par le
doublement de périodes qui se multiplient en fonction de la variation de la fréquence

d’oscillation.

50 100
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Fig. IV. 42 Diagramme de phase et représentation temporelle dans le cas de double période wy = 0.76
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Fig. IV. 43 Diagramme de phase et série temporelle dans le cas chaotique wy = 0.8
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Fig. IV. 44 Diagramme de phase et série temporelle dans le cas d’oscillation réguliére wy = 0.9

IV.4.5 Génération du chaos a partir de systémes stables :
Soit le systéme continu suivant :

x=x—10y — x(x? + y?)

y=vy+10x — y(x? + y?) (IV.48)

zZ=-zZ
Ce systeme d’équations représente un cylindre dans ’espace et la projection des trajectoires
du systeme sur le plan (x,y) nous donne un cercle unitaire. D’apres la figure (IV.45), le
systtme est toujours stable. Donc [’apparition d’une dynamique quasi-périodique ou

chaotique parait impossible.

Pour la génération du caracteére chaotique dans un systéme qui ne 1’est pas, on introduit des
perturbations périodiques avec des fréquences d’oscillations différentes pour donner plus de

complexité a la dynamique du systéme.
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Fig. IV. 45 Représentation temporelle et diagramme de phase du systéme stable
Le systéme controlé est donné par :

x=xp; —10y —xp;((xp1) 2 +y%)
y=yp,+10x —ypp(x %+ (y p2)%) (IV.49)
Z=-2p;3

Avec :

p1 = cos(w1t)
p2 = cos(wyt) (IV.50)
p3 = cos(wst)

L’idée de la méthode est d’appliquer la variation périodique seulement sur la variable x; qui

se trouve dans I’équation de x; (x : variable d’état). Pour notre application, les fréquences

d’oscillation sont choisies comme suit :
w; =0.01, w, =03, w3 =09 (IV.51)

Les w; ont été choisis, apres une étude de la dynamique du systéme en fonction de la variation

des w; a I’aide du diagramme de bifurcation.
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Fig. IV. 46 Représentation temporelle et diagrammes de phase du systéme chaotifié
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Chapitre V : Hyperchaotification des systémes chaotiques

V.1 Introduction

Le comportement hyperchaotique a été étudi¢ dans différentes applications telles que:
I’oscillateur de Colpitts [125], les circuits non-linéaires [126]-[127], les systémes de
communications et la synchronisation [128]-[129]. Pour cela, la génération de ce

comportement dynamique complexe devient un sujet de recherche trés important.

Le comportement hyperchaotique a ét¢ découvert pour la premiére fois par Rossler en 1979
[130] par une boucle de retour appliquée sur son systéme original. Cette découverte a ouvert

un autre horizon de recherche dans la théorie du chaos.

Ces dernieres années, les systémes chaotiques ont été¢ beaucoup plus utilisés pour le cryptage
des données dans les communications sécurisées. Dans la communication chaotique
sécurisée, le signal chaotique est utilisé pour masquer les messages a transmettre. Perez et
Cerderia [14] ont prouvé que le masquage des messages par un systéme chaotique normal
(possédant un seul exposant de Lyapunov positif) n’était pas toujours efficace. Puis Pecora a
montré que ce probléme pouvait étre résolu en utilisant un systéme chaotique de dimension

¢levée c'est-a-dire avec plusieurs exposants de Lyapunov positifs.

Un systéme hyperchaotique est un systéme dynamique qui possede au moins deux exposants
de Lyapunov positifs. Le comportement dynamique des ces systemes est donc plus compliqué
que celui d’un simple systéme chaotique. C’est pour cette raison que ces systemes offrent plus

de sécurité dans le domaine de la communication.

Pour générer un comportement hyperchaotique a partir d’un systéme chaotique, il faut que les
deux conditions suivantes soit satisfaites [131]:

e L[a dimension du systeme doit étre supérieure ou égale a 4 et ’ordre de chaque
équation doit étre supérieur ou égale a 2.

e [e systetme doit avoir au moins deux exposants positifs et la somme de tous les

exposants doit étre négative.

Ce chapitre est consacré au développement de méthodes qui permettent d’obtenir ce

comportement a partir de systémes chaotiques classiques.
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V.2 Hyper-chaotification des systémes chaotiques par le controle par retour d’état

Dans cette partie nous présentons une méthode de contrdle par retour d’état ou le systéme de
Lorenz est considéré comme exemple. Le systéeme de Lorenz est un systéeme de dimension 3,
donc pour générer le comportement hyper-chaotique il faut qu’on augmente sa dimension. Il
existe plusieurs possibilités de 1’application de la loi de commande. Dans ce qui suit, on
applique sur le systéeme deux lois de commandes différentes de deux manieres différentes afin
d’obtenir des dynamiques hyper-chaotiques différentes a partir du méme systéme. Dans le
premier cas, on utilise une loi de commande quadratique simple de la forme u = dyz
appliquée sur la deuxiéme équation du systéme original. Dans le deuxiéme cas on applique

sur la premiere équation du systeme une loi de commande de la forme

u(t) =—x(t—1)z(t—1) +du(t — 1).

V.2.1 Hyper-chaotification par la commande u(t) = dy(t —1)z(t — 1)

Le systeme de Lorenz est donné par :

x=a(y—x)
y=rx—xz+Yy (V.1)
z=xy—bz

a, b, r : les parametres du systéme
Le controleur a retour d’état est introduit de la maniére suivante :

x=aly—x)
y=rx—xz+y-—u
z=xy—bz
u=dyz

(V.2)

d est le paramétre de controdle.
On remarque que le systeme contrdlé possede un point fixe a I’origine, en résolvant :

a(y—x)=0
rx—xz+y—u=20
xy—bz=0
dyz=20

(V.3)

On remarque tout de suite que le point pg, (0,0,0,0) est un point fixe.

Du systeme (V.3) un autre point fixe est donné par:

ps, = (b,b,bd,b(r — bd + 1))
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La matrice Jacobienne du systéme controlé est :

J = y x —=b 0 (V.4)
0 dz dy 0
Autour du point fixe ps, on a:
—a a O 0
_|lr 1 0 -1
bri=lo o —p o (V.5)
0 0 0 0
En résolvant :
det(Al =) =A+a)+al(A—-1)(A+b)—rai(A+b)=0 (V.6)

On obtient les valeurs propres suivantes:
A =13,1139, 4, =0, A3 =-2.6667, A4y = —22.1139

Pour faire une analyse compléte de la dynamique du systéme controlé en s’appuyant sur les

diagrammes de bifurcation, les exposants de Lyapunov et les diagrammes de phase.

Le diagramme de bifurcation du systéme contr6lé en fonction du parametre de controle est

représenté par la figure suivante.

X(Tn)

Fig. V. 1 Diagramme de bifurcation du systéme controlé

Au départ, le systeme controlé évolue d’un état chaotique et passe rapidement vers un état

hyper-chaotique. Puis il reprend une nouvelle fois son comportement chaotique pour ensuite
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se stabilise sur des orbites périodiques par le phénoméne de doublement de période inverse.
L’incrémentation du parametre du contrdle d influe sur la stabilité du systéme qui sort de son
¢tat stable vers un état chaotique, et a la limite il se stabilise sur une orbite périodique de

période 1.

L’objectif de I’application de cette méthode de contrdle était la génération du comportement
hyper-chaotique, mais on remarque également que la méthode permet aussi de supprimer le

chaos et stabiliser le systéme sur des orbites périodiques de formes différentes.

Dans un diagramme de bifurcation il est tres difficile de différentie le comportement
chaotique du comportement hyper-chaotique. Donc, pour étudier le comportement du
systtme dans les différentes zones de stabilité et plus précisément pour justifier I’apparition

de I’état hyper-chaotique, on doit calculer les exposants de Lyapunov du systéme controlé.

d Aq Y A3 Ay comportement
0.1 0.7124 0.0760 0.0049 -12.4500 Hyper-chaotique
0.22 0.0352 | -0.4592 -0.7236 -10.5670 périodique
0.25 0.0132 | -0.0916 -0.3581 -11.2279 périodique
0.45 0.5017 | -0.0009 -0.3696 -11.7951 chaotique
0.7 0.0099 | -0.9740 -0.9788 -9.7224 périodique
Tableau. V. 1

Du tableau (V.1) on remarque que pour d = 0.1 le systéme posséde deux exposants positifs

A1 =0.7124 et 1, = 0.0760. Un systeme de dimension 4 avec deux exposants positifs est
une condition suffisante pour affirmer que le comportement obtenu dans ce cas est un
comportement hyper-chaotique. Les figures suivantes représentent 1’évolution du systémes

dans le plan de phase ainsi que I’exposant de Lyapunov pour les différentes valeurs de d.
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V.2.2 Hyper-chaotification par la commande u(t) = —x(t—1)z(t—1) + du(t — 1).

Dans cet exemple la loi de controle est appliquée sur le systéme comme suit :

x=—alx—y)+u
y=—-xz+rx—y
Z=xy—bz
u=-xz+du

V.7)

Les points fixes du systéme sont les solutions du systéme :

—alx—y)+u=0
—xz+rx—y=20
xy—bz=0
—xz+du=0

Il est évident que le point pg, (0,0,0,0) est un point fixe.

(V.8)

La matrice jacobienne du systéme contrdlé est décrite par :

—a a 0 1
_|lr—z -1 —x 0
/= y x —-b 0
—Z 0 —x d

Autour du point py, la Jacobienne du systeme devient:

—-a a 0 1

|lr =1 0 o
Jps = 0 0 —-b 0
0 0 0 d

Les valeurs propres sont calculées par :
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detAl =) =L+ a)A+Db)A+d)A+1)—ar(A+b)(A1—-d) =0 (V.11)

Les valeurs propres sont donc fonction des paramétres du systéme et du parametre de controle
d , donc les valeurs propres du systéme varie avec la variation du paramétre de controle.
Alors, avec ce paramétre on peut choisir des valeurs propres a partie réelle positive ou

négative (ce qui signifie la stabilité et 1’instabilité du systeme)

Pour analyser la dynamique du systéme en fonction du parameétre de contrdle d on fait varier
d dans Dl’intervalle [0.2,1.3] puis on trace le diagramme de bifurcation représenté dans la

figure suivante.

Il Il Il
0.8 1 1.2
d

Fig. V. 8 Diagramme de bifurcation du systéme sous contrdle.

On constate que pour d < 0.49 le systéme est défini dans une zone chaotique. Si on choisit d
dans I’intervalle [0.49, 0.75] le systéme chaotique peut &tre stabilisé sur une orbite périodique
de deux cycles, mais en augmentant d jusqu’a > 0.75 , le systéme va perdre sa stabilité et

rentre de nouveau dans une zone chaotique, pour devenir a la limite hyper chaotique.

d Aq A, A3 Ay comportement
0.4 0.3034 0.0009 | -0.4456 | -13.1269 Chaotique
0.6 0.0047 | -0.1553 -0.1669 | -12.7468 périodique
1.3 0.3570 0.2144 0.0016 | -12.9377 | Hyper chaotique

Tableau. V. 2
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Fig. V. 11 Attracteur hyper-chaotique pour d = 1.3

D’apres les résultats représentés dans le tableau (V.2) et par les figures (V.9) a (V.11), on
remarque que pour d = 0.4 le systéme contrdlé posséde un seul exposant positif, le systeme

se trouve donc dans un état chaotique. Pour d = 0.6 le plus grand exposant du systéme est
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pratiquement nul, alors le systéme cette fois est stable sur une orbite de deux cycles. Pour
d = 1.3 le systéme posséde deux exposants positifs qui sont suffisants pour conduire le

systéme vers un état hyper chaotique

Pour [Dattracteur hyper chaotique on observe [D’apparition de plusieurs branches
supplémentaires qui n’existe pas dans I’attracteur chaotique. L’apparition de ces branches
prouve que les systémes hyper chaotiques ont un comportement plus compliqué par rapport
aux systémes chaotiques normaux. Pour mieux voir la différence, on fait appel a la section de
Poincaré, la figure (V.13) représente les sections de Poincaré du systéeme dans son état

chaotique et hyper chaotique.
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V.3 Hyperchaotification par perturbation paramétrique

Dans cette partie on s’intéresse a la génération du comportement hyperchaotique en utilisant
une perturbation sinusoidale appliquée sur ’'un des parameétres du systéme. L’efficacité de

cette technique est illustrée par un exemple de simulation du systéme de Chen-Lee.

On considere le systéme de Chen-Lee donné par :

X =-yz+ax
y ==xz—by (V.11)
z= (l)x —cz

3) XY

a, b, ¢ : les paramétres du systéme.

Dans le syst¢tme de Chen-Lee le paramétre ¢ est considéré comme le parametre le plus
sensible, donc notre étude va étre basée sur la perturbation de ce parameétre. Afin de

déterminer les différentes zones de stabilité du systéme, on trace le diagramme de bifurcation

en fonction du parameétre c.

100

X(nT)

Fig. V. 14 Diagramme de bifurcation du systeme de Chen-Lee
La perturbation sinusoidale est appliquée sur le systéme comme suit :

X =-yz+ax

y ==xz—by (V.12)
. 1 :

Z= (5) xy — c(1 + esin(wt))z
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&, w : parameétres de perturbation.

Apreés D’introduction de la perturbation

Hyperchaotification des systemes chaotiques

esinifwt) le systéme autonome devient non

autonome. Il devient donc équivalent & un systéme autonome de dimension 4. Le systeme

perturbé dans ce cas posséde quatre exposants de Lyapunov 4;i=1,...,4 ou 4, =0. La

génération d’un comportement hyperchaotique est alors possible, ceci dépend bien sir du

choix des parametres de bifurcation de maniére a ce que le systéme ait deux exposants

positifs a la fois.

a) Effet du paramétre ¢ On fixe € =

100

80

X(nT)

-100
0

0.5 et w = 23 on fait varier ¢ dans I’intervalle [0, 6]

Fig. V. 15 Diagramme de bifurcation du systéme contrdlé pour ¢ = 0.5 et w = 23

Dans la figure (V.16) on remarque que la dynamique du systéme a été complétement changée.

En particulier, des parties stables sont devenues chaotiques et des parties chaotiques se sont

stabilisées.
c Aq A, A3 Ay Comportement
2 1.3435 0.03870 0 -8.3803 Hyperchaotique
3.75 0.3003 0 -0.2389 -6.8078 Chaotique
3.8 0 -0.9944 -2.2031 -5.5990 Périodique
Tableau. V. 3
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b) Effet du paramétre £ On fixe ¢ = 3.8 et w = 23 on fait varier € dans I’intervalle
[0,1]

Dans ce qui suit, on va chercher a déterminer les valeurs de £ pour laquelle le systéme

controlé devient chaotique ou hyper chaotique, alors qu’il est sur une orbite stable.
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£ A4 A, A3 Ay Comportement
0.6 0 -1.0042 -1.0322 -6.7602 Périodique
1 1.3488 0 -0.1995 -9.9421 Chaotique
Tableau. V. 4

On remarque que lorsque le systéme est défini dans une zone stable, la variation du parametre
€ pour obtenir un comportement hyperchaotique n’est pas efficace. La dynamique du systéme
bascule entre état stable et état chaotique comme nous montre les figures précédentes. Pour
cela on va choisir pour le cas suivant le systéme défini dans une zone chaotique (par exemple

pour ¢ = 2.5) et on cherche la valeur de la fréquence w qui permet d’avoir I’hyperchaos.

¢) Effet du paramétre @ On fixe c = 2.5 et € = 0.5 on fait varier w dans I’intervalle

[0,100]

80

X(nT)

Fig. V. 23 Diagramme de bifurcation pour ¢ = 2.5, = 0.5

La figure (V.23) montre la disparition du régime périodique sauf autour de w = 9.7. Pour le

reste, le comportement du systéme varie entre 1’état chaotique et hyperchaotique.

w Aq A, A3 Ay Comportement
5 1.0831 0 -0.2071 -8.3700 Chaotique
9.7 0 -1.0484 -1.0708 -5.3801 Périodique
12 1.2873 0.1292 0 -8.9132 | Hyperchaotique
20 1.3475 0.1415 0 -8.9849 | Hyperchaotique
Tableau. V. 5
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Apres cette étude détaillée de la génération des comportements hyperchaotiques on remarque
que I’application d’un controleur a retour d’état ou d’une perturbation paramétrique avec
augmentation de la dimension du systéme pour les systémes chaotiques de dimension 3,
permet non seulement I’hyperchaotification mais aussi la stabilisation des systemes
(suppression du chaos) par un bon choix du parameétre de contrdle. Ce dernier peut étre bien

défini a partir du diagramme de bifurcation et des exposants de Lyapunov.
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Conclusion générale

Le travail développé dans cette thése concerne la proposition et le développement de
différentes approches pour la synchronisation de systémes non linéaires sur des trajectoires
stables ou instables ainsi que pour la chaotification et I’hyperchaotification des systémes non
linéaires. Plusieurs approches sont proposées.

L’algorithme backstepping est utilisé pour le controle des systémes chaotiques continus.
L’efficacité¢ de cette méthode récursive que se soit pour la stabilisation du systéme sur son
point fixe ou pour la poursuite d’une référence prédéterminée est montrée avec un exemple
d’application. La méthode offre une stabilité asymptotique garantie car les lois de contrdle
sont tirées directement de la fonction de Lyapunov en satisfont les conditions de stabilité.
L’efficacit¢ des méthodes de controle non linéaire est illustrée par une combinaison
intéressante de la logique floue et le controle prédictif basé sur un régulateur classique PID ;
notre objectif était de mettre en évidence les performances de la méthode pour le contrdle des
systémes chaotique discrets. La méthode est trés efficace surtout lorsque la prédiction est faite

par un mode¢le non linéaire.

La grande partie de ce travail était la synchronisation des systémes chaotiques. Des approches
basées sur les méthodes de contrdle actif, hybride a rétroaction, backstepping et mode glissant
ont été ainsi développées et testées sur des systemes discrets et continus. Le cas des systemes
avec des parameétres incertains a été particulierement abordé et représente une part importante
de notre contribution. Ces méthodes sont appliquées pour la synchronisation des systémes

identiques, systémes différents, systemes hyperchaotiques et les systémes incertains.

L’anti-controle ou la chaotification des systémes consiste a générer le chaos dans des
systétmes n'ayant aucun comportement chaotique dans leur dynamique. Les approches
développées se basent une amélioration de la méthode d’anti controle impulsif et la méthode
par retour d’état d’une part, et la proposition de techniques telles que I’introduction d’une
perturbation périodique avec une fréquence d’oscillation différente sur 1’une des variables,
d’autre part.

Dans la derniére partie consacrée a I’hyperchaotification des systémes chaotiques. Deux
méthodes ont été développées : le contrdle par retour d’état et le contrdle par perturbation
paramétrique du systéme. Les deux méthodes sont appliquées sur les systeémes exemples de

systémes chaotiques et les résultats obtenus sont tres satisfaisants.
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Abstract

The main contribution reported in this work concern the development and the suggestion of

various approaches using in the control and the synchronization of nonlinear systems on

stable or unstable trajectories, as well as for the chaotification and the hyper-chaotification of

nonlinear systems. These approaches are presented as follows:

The use of the backstepping algorithm for the control of the continuous chaotic
systems. The efficiency of this iterative method to stabilize the system on its fixed
point or for the tracking of desired reference as shown in the application example. This
method offers an asymptotic stability because the control laws are directly calculated
from the Lyapunov function satisfying in the same time the stability conditions.

The use of a control method which bases on an interesting combination of the fuzzy
control and the predictive control based on a classical PID regulator. So, our objective
is the study of the method performances in order to control the discrete chaotic
systems. This method is very effective especially when a nonlinear model is used for
the prediction.

The application of a chaos control methods for the synchronization of the chaotic
systems. Some chaos control methods based on the active control, hybrid feedback
control, backstepping algorithm and sliding mode control were also developed.
Moreover, these methods were tested on discrete and continuous systems. The case of
the systems with uncertain parameters was particularly developed, as well as, our
contribution takes an important part in this case. These methods are applied for the
synchronization of the identical, different, hyper-chaotic and the uncertain systems.
The anti-control or the chaotification of the nonlinear systems which consists to
generate the chaos in the systems having non-chaotic behavior in their dynamics.
Different approaches are developed: the impulsive anti-control, the delay feedback
method and the suggestion of techniques such as the introduction of a periodic
disturbance with a different oscillation frequency on ones of the system variables.

The last part of this work is devoted to the hyper-chaotification of the chaotic systems.
Thus, two methods were presented: the feedback control and the control by the
perturbation of the system parameter. Both methods are applied to continuous chaotic

systems.
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