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Chapitre 1 

 

Introduction Générale 

 

 

 
1.1 Introduction 

 

De nos jours, les systèmes physiques animés par une commande automatique sont très 

répandus dans l’industrie et ils nous côtoient également dans la vie quotidienne. Exprimé de manière 

très laconique, l’objectif premier de l’automatique est l’étude et la conception d’algorithmes 

appropriés, afin que la sortie mesurée d’un processus, appelée grandeur à commander, suive une 

trajectoire désirée, en dépit de perturbations éventuelles. Le développement récent de la théorie des 

systèmes, de moyens informatisés, des processeurs et par conséquent de la puissance de calcul, ont 

considérablement amplifié l’utilisation de cette science pour la commande de processus.  

 L'une des théories qui peut être considérée aussi bien ancienne que nouvelle et qui connaît 

actuellement une grande popularité parmi les chercheurs dans les sciences fondamentales et en 

ingénierie, est celle du calcul d’ordre fractionnaire qui étend la dérivation et l’intégration aux ordres 

fractionnaires (voir historique à la section 2.1.1). 

 La naissance du calcul d’ordre fractionnaire remonte à l'année  1695 [1], quand Leibniz a 

soulevé la question suivante dans une lettre à  L‘Hôspital, " Peut la signification des dérivés avec 

ordre entier n

n

dt
tyd )(

 être généralisée aux dérivés avec des ordres non entier?". L‘Hôspital, a soulevé 

une question en réponse: "  Qu’en est il  si l'ordre sera  1/2? ". La réponse historique de Leibniz était, 

" Il mènera à un  paradoxe, duquel un jour des conséquences utiles seront tirées. ". 
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Dans les dernières décennies un intérêt considérable a été porté au calcul d’ordre 

fractionnaire par l’application de ces concepts dans différents domaines de la physique et de 

l’ingénierie [2]. Beaucoup de systèmes physiques ont affiché un comportement dynamique d’ordre 

fractionnaire, tels que les systèmes viscoélastique, la polarisation d’électrode électrolyte, 

polarisation d’interfaces, le comportement cardiaque [3]. Dans les dernières années, les chercheurs 

ont pu trouver un progrès significatif de travaux théoriques qui peuvent servir comme fondation 

pour un nombre d’applications dans la théorie des systèmes et la théorie de commande   [4, 5].  

Le concept de commande d'ordre fractionnaire signifie que les systèmes commandés et/ou 

les correcteurs sont décris par des équations différentielles d'ordre fractionnaire. Un travail de 

recherche intensif est encore en cours dans plusieurs domaines d’ingénierie pour l’application de ce 

concept d’ordre fractionnaire, le but principal est d'améliorer les performances des systèmes de 

commande classique par l'introduction des opérateurs d'ordre fractionnaire dans les algorithmes de 

commande (voir aperçu à la section 3.2). 

 Historiquement, le premier qui a vraiment présenté un correcteur d’ordre fractionnaire est 

Oustaloup  [6]. Il a développé le correcteur de commande robuste  d'ordre non entier (CRONE) et 

appliqué ce correcteur dans divers domaines des  systèmes de commande [6]. Plus récemment, 

Podlubny a proposé une généralisation  du correcteur PID classique, à savoir le correcteur 

PIλDµ  d’ordre fractionnaire, qui implique une action d’intégration d’ordre fractionnaire λ et une 

action  de différentiation d’ordre fractionnaire µ [7]. Beaucoup de chercheurs ont été intéressés à  

l'utilisation ou réglage du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire. L'intérêt de ce type de correcteurs 

est justifié par une  meilleure flexibilité, puisqu'il a deux paramètres supplémentaires qui sont une 

action d’intégration d’ordre fractionnaire λ et une action  de différentiation d’ordre fractionnaire µ. 

Ces paramètres peuvent être employés pour remplir des caractéristiques additionnelles pour 

l’amélioration ou l’optimisation des performances ou d’autres conditions intéressantes pour le 

système à commander. Ces dernières années, les chercheurs ont annoncé que les correcteurs utilisant 

de dérivée et d’intégrale d'ordre fractionnaire pourraient assurer des performances  et une robustesse 

supérieure à celles obtenus avec les correcteurs classiques (d’ordre entier). 

 Aujourd’hui, l’intérêt de la dérivation d’ordre fractionnaire ne cesse de grandir, notamment 

dans le domaine de l’automatique pour la modélisation, l’identification et la commande des 

systèmes. Des symposiums  internationaux spécialisés et des ateliers organisés par ASME et IFAC 

ont été tenus pour promouvoir l'échange international et la coopération de recherche dans le 

domaine des dérivés fractionnaires et leurs applications.  
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1.2 Objectifs de la thèse 
  

Ce travail porte essentiellement sur la contribution au développement des techniques de la 

commande classique en utilisant les concepts de la théorie des dérivées, intégrales et des systèmes 

d’ordre fractionnaire. En effet, de nouvelles techniques de réglage des correcteurs d’ordre 

fractionnaire sont proposées dans ce sens, tout en montrant leurs avantages en les appliquant aux 

différents types de systèmes dynamiques. Les travaux de recherches de cette thèse ont été basés sur 

l’utilisation des opérateurs et des systèmes d’ordre fractionnaire dans les schémas de commande 

classique pour obtenir un correcteur d’ordre fractionnaire. 

 Comme premier objectif de ce travail, une nouvelle méthode pour la conception des 

correcteurs d’ordre fractionnaire et plus concrètement pour le réglage du correcteur PIλDµ d’ordre 

fractionnaire d’un système de commande classique à retour unitaire a été proposée. La stratégie 

d’ajustement adoptée dans la dite méthode de réglage est basée, en premier lieu, sur la méthode de 

réglage de Ziegler-Nichols pour calculer les paramètres KP, KI, et KD du correcteur PIλDµ d’ordre 

fractionnaire pour λ=µ=1 qui signifie faire la conception du correcteur PID classique. Puis, en 

utilisant les paramètres KP, KI, et KD obtenus dans la première étape, le critère de minimisation ISE 

est formulé dans le domaine fréquentiel en utilisant la méthode de Hall-Sartorius pour calculer les 

ordres fractionnaires λ et µ du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire qui sont choisis tel que 0<λ<1 

et 0<µ<1. Cette stratégie a été appliquée pour différents types de modèles des processus existants 

dans la littérature. Malgré que la méthode classique de Ziegler-Nichols a été employée pour le 

réglage des paramètres KP, KI, et KD pour λ=µ=1 du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire dans ce 

travail, notre méthode de conception proposée peut employer toutes les autres techniques classiques 

de réglages existantes dans la littérature. Comme les correcteurs PID classiques sont généralement 

les plus utilisés dans pratiquement toutes les applications industrielles de commande, notre méthode 

de conception du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire sera très appropriée aux correcteurs PID 

classiques déjà réglés. Ainsi, des considérations d’implémentation des correcteurs PIλDµ d’ordre 

fractionnaire avec les correcteurs PID déjà existants ont été aussi présentées. Une des très 

importantes propriétés des méthodes de réglage des correcteurs est la robustesse contre les erreurs 

du modèle du processus utilisé. Dans le but d’évaluer la robustesse du correcteur PIλDµ d’ordre 

fractionnaire et faire une comparaison avec le correcteur PID classique, une étude des différentes 

réponses a été faite.  
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 Le second objectif concerne le réglage des correcteurs PIα-PDβ d'ordre fractionnaire. Dans 

cette approche nous proposons une nouvelle structure de commande d’ordre fractionnaire basée sur 

la structure de commande PI-PD classique existante. Cette méthode traite le réglage du correcteurs 

PIα-PDβ d'ordre fractionnaire dans lequel les ordres des actions d’intégration et de différentiation α 

et β, respectivement, sont des nombres réels. Ce correcteur est une généralisation d’un correcteur PI-

PD classique, (α =β =1). La méthode de réglage est basée sur la solution d’un problème de 

minimisation. Le correcteur  PIα-PDβ d'ordre fractionnaire a six paramètres  à régler (i.e., KPIF, KIF, 

α, KPDF, KDF, β). Pour régler les six paramètres du correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire, la 

méthode proposée est basée sur la minimisation de deux critères de performance, le premier est basé 

sur l’intégrale du carré de l’erreur, le deuxième est une combinaison linéaire de l’intégrale du carré 

de l’erreur et l’intégrale du carré de l’effort de commande, ceci est pour deux cas d’étude, la 

méthode de Hall-Sartorius est utilisée pour évaluer les critères utilisés. 

La comparaison des résultats pour les deux méthodes de réglage proposées à des schémas de 

commande d'ordre entier classique montre une nette amélioration des performances fréquentielles et 

temporelles. Une bonne robustesse aux incertitudes des paramètres de la fonction de transfert des 

systèmes de commande est justifiée aussi. 

 

1.3 Structure de la thèse 
 
Cette thèse  est organisée de la manière suivante : 

Le chapitre 2 rappelle quelques notions de base sur le calcul d’ordre fractionnaire, dans le but de 

simplifier la compréhension de ce qui suivra. Une présentation de la méthode de fonction de 

singularité est donnée pour être utilisé comme méthode d’approximations des opérateurs d’ordre 

fractionnaire. Enfin, l’implémentation analogique des opérateurs d’ordre fractionnaire, ainsi que 

l’approximation des opérateurs d’intégration et de dérivée d’ordre fractionnaire, sont considérés en 

fin de chapitre. 

Le chapitre 3 est consacré à la description des correcteurs d’ordre fractionnaire dans deux 

structures de commande, ceci est après un aperçu sur les techniques de commande d’ordre 

fractionnaire. Les deux structures de commande PIλDµ et PIα-PDβ d’ordre fractionnaire sont 

illustrées ainsi que les fonctions de transfert des deux correcteurs PIλDµ et PIα-PDβ d’ordre 

fractionnaire. L’approximation des correcteurs PIλDµ et PIα-PDβ d’ordre fractionnaire par des 
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fonctions de transfert rationnelles est montrée aussi pour des ordres fractionnaires variables dans 

l’intervalle [0, 2]. 

Le chapitre 4 est la première partie essentielle et elle est consacré à la présentation de la méthode 

proposée pour le réglage des correcteurs PIλDµ d’ordre fractionnaire, la méthode est basée sur les 

paramètres des correcteurs PID classiques existants et la minimisation d’un critère de performance. 

Une comparaison avec la structure PID classique y est également présentée pour montrer l’intérêt 

des correcteurs PIλDµ d’ordre fractionnaire notamment vis a vis des variations des paramètres du 

système à commander. 

Le chapitre 5 est la deuxième  partie essentielle et elle présente la méthode développée pour le 

réglage des correcteurs PIα-PDβ d’ordre fractionnaire par minimisation des critères de performances. 

Une comparaison avec d’autres structures de commande y est également présentée pour montrer 

l’intérêt des correcteurs PIα-PDβ d’ordre fractionnaire, des tests de robustesse ont été présentés aussi. 

Le chapitre 6 donne les perspectives de ce travail et tire quelques conclusions. 
L’annexe A étudie la méthode de Hall- Sartorius utilisée dans cette thèse.  

 

   

 



 

Chapitre 2 

 

Calcul d’ordre fractionnaire 

 

 

 
2.1 Introduction 
 
2.1.1 Historique 

  
Le calcul d’ordre fractionnaire est le domaine des mathématiques qui traite l'étude et 

l'application des intégrales et dérivées d'ordre arbitraire. Il est considéré comme un ancien 

concept. Les graines du calcul d’ordre fractionnaire ont été plantées il y a 300 années. De 

nombreux mathématiciens  comme, N.H. Abel, M. Caputo, L. Euler, J. Fourier, A.K. Grünwald, 

J. Hadamard, G.H. Hardy, O. Heaviside, H. J. Holmgren, P.S. Laplace, G.W. Leibniz, A.V. 

Letnikov, J. Liouville, B. Riemann, M. Riesz et H. Weyl ont contribué à ce développement 

jusqu'à la moitié du siècle passé [8]. Cependant, on peut considérer le calcul d’ordre 

fractionnaire  comme un nouvel axe de recherche, puisque ce n'est que depuis un peu plus d'une 

trentaine d'années qu'il fait l'objet de beaucoup de travaux. Le premier livre dédié au calcul 

d'ordre fractionnaire a été publié en 1974, il revient à K.B. Oldham et J. Spanier [2], après un 

travail de collaboration entamé en 1968. Sur le plan mathématique, il faut citer l'ouvrage russe de 

Samko, Kilbas et Marichev [3] paru en 1993, qui regroupe un ensemble de définitions et de 

théories importantes sur le calcul d'ordre fractionnaire. Aujourd’hui, l’intérêt du calcul d’ordre 

fractionnaire et ces applications ne cesse de grandir, dans plusieurs domaines. A partir de 2004, 

un workshop, qui se déroule tous les deux ans, spécialement dédié au calcul d’ordre fractionnaire 

et ses applications, a été crée. 
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2.1.2 Applications du calcul d'ordre fractionnaire 

  
Pendant la décennie passée le calcul d’ordre fractionnaire a été  appliqué à presque 

chaque domaine de la science, l’ingénierie,  et les mathématiques. Le calcul d’ordre fractionnaire 

a fait un impact  profond dans les domaines de  viscoélasticité et  rhéologie,  génie électrique, 

électrochimie, biologie, biophysique et technologie  biologique, traitement de signal et d'image, 

mécanique, mécatronique,  physique, et théorie de commande. Bien que certaines issues 

mathématiques restent non  résolues, la plupart des difficultés ont été surmontées, et la  plupart 

des problèmes mathématiques principaux documentés dans le  domaine du calcul d’ordre 

fractionnaire ont été résolues à un point où plusieurs outils  mathématiques pour le calcul d’ordre 

entier et fractionnaire sont identiques [9]. 

 Les livres et les monographies de Oldham and Spanier [2], Oustaloup [6, 10], Miller et 

Ross [4], Samko, Kilbas, et Marichev [3], Gorenflo et Mainardi [8], Podlubny [5], et Hilfer [11] 

ont été utiles  pour l'introduction du calcul d'ordre fractionnaire aux communautés d’ingénierie, 

de science,  d’économie et finances, de  mathématiques théoriques et appliquées. Le progrès dans 

ce domaine continue. Quatre livres récents  dans ce domaine sont édités par Petras, Podlubny, 

O’Leary,  Dorcak, et Vinagre [12], Kilbas, Srivastava et  Trujillo [13], et Magin [14]. 

 Malgré le progrès accompli dans le domaine du calcul d’ordre fractionnaire et ses 

applications, beaucoup de  chercheurs continuent à demander: "Quelles sont les applications de 

ce domaine?". La réponse peut être  trouvée dans [9]. Ce livre contient des travaux de recherches 

sur les applications du calcul  d’ordre fractionnaire. Ces travaux de recherches ont été divisés en 

sept catégories basées sur leurs  thèmes et applications, à savoir, techniques analytiques et 

numériques, mécanique classique et physique de particules, systèmes  diffusifs, medias 

viscoélastiques et désordonnés, systèmes  électriques, modélisation, et commande. Les 

applications, les théories, et les algorithmes présentés dans [9] sont contemporains, et elles 

avancent l'état de la  connaissance dans le domaine du calcul  d’ordre fractionnaire et ses 

applications. 

 

2.2 Définitions de l’intégration et de la dérivation d’ordre fractionnaire  
 Il existe plusieurs définitions mathématiques pour l'intégration et la dérivation d'ordre 

fractionnaire. On peut mentionner les trois définitions suivantes: 
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2.2.1 Définition de Grünwald-Letnikov 
 
 La dérivation d’ordre fractionnaire  est la généralisation de la fonction de dérivation 

entière à des ordres fractionnaires quelconques. Une autre généralisation, basée sur la définition 

usuelle de la dérivation entière, est proposée par Grünwald-Letnikov [4], donnée par : 
 

( )
)()1(1

0
lim

)(
)(

0

0

0

0
khty

kh
h

dt
tyd

tyD
N

k

k

ttNh

tt
tt −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

→
== ∑

=

−=

α
αα

α
α  (2.1)

 

Où                               ,1
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛α
!

)1)...(1(
k

k
k

+−−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ αααα
, , et 1≥k tt p0 C∈α  

 
Cette définition provient de la généralisation aux ordres fractionnaires de la formule donnant la 

dérivée d’ordre entier supérieur n d’une fonction continue y(t), soit : 
 

∑
=

→
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

n

k

k
nh

n khty
k
n

h
tyD

00
)()1(1lim)(  , ℵ∈n  (2.2)

 

Sous la condition que les dérivées  )()( ty k )1,...,2,1( += mk  sont continues dans [ ]tt ,0               

avec 1)( +ℜ≤ mm pα , la définition de Grünwald-Letnikov peut être aussi donnée par [5]: 
 

τττ
αα

α
α

α dyt
mk

ttty
tyD m

t

t

m
m

k

kk

tt )()(
)1(

1
)1(

))((
)( )1(

0

00
)(

0

0

+−

=

+−

∫∑ −
++−Γ

+
++−Γ

−
=  (2.3)

 

Où  )(αΓ est la fonction Gamma généralisée aux nombres fractionnaires, définie par : 

dxxe x∫
∞

−−=Γ
0

1)( αα  

2.2.2 Définition de Caputo 
  

A la fin des années 60, dans le cadre de ses travaux sur la dissipation dans un matériau 

viscoélastique linéaire, Caputo a introduit une autre définition de la dérivation d’ordre 

fractionnaire [15]. L’expression mathématique de cette définition est : 
 

τττ
α

αα dft
r

tfD r
t

t

r
t

C
t )()(

)(
1)( )(1

0

0 ∫ −−−
−Γ

=  (2.4)

 

Avec r est un entier positif vérifiant l’inégalité rr ppα)1( − . 
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f(r)(τ), étant la dérivée d’ordre entier r, par rapport a τ, de la fonction f(τ). , désigne la 

dérivée d’ordre fractionnaire α de la fonction f(t) entre t

)(
0

tfDt
C
t

α

0 et t selon la définition de Caputo. 
 

2.2.3 Définition de Riemann-Liouville 
 
L’expression mathématique de l’intégrale de Riemann-Liouville  est donnée par [5]: 
 
Définition 1 : Soient  C et  les anneaux des nombres complexes et réels respectivement, 

symbolise la partie réelle d'un nombre complexe. Soient 

R

(.)ℜ ∈α C avec 0)( fαℜ , Rt ∈0  et f  

une fonction localement intégrable définie sur [ )+∞,0t . L'intégrale d'ordre α  de f de borne 

inférieure  est définie par : 0t

∫ −−
Γ

≡
t

t
tRL dfttfI

0

0
)()()(

)(
1)( 1 ξξξ
α

αα  (2.5)

 

Avec et Γ  est la fonction gamma d'Euler. 0tt ≥

 

Définition 2 : Soient ∈α C avec 0)( fαℜ , n un entier positif, et f une fonction 

localement intégrable définie sur

Rt ∈0

[ )+∞,0t . La dérivée d'ordre α de f de borne inférieure est 

définie par : 

0t

 

∫ −−−
−Γ

≡
t

t

n
n

n

tRL dft
dt
d

n
tfD

0

0
)()()(

)(
1)( 1 ξξξ
α

αα  (2.6)

 

Où le nombre entier n est tel que nn ppα)1( − . 

 

2.3 Quelques propriétés de la dérivation d’ordre fractionnaire 
 

Les principales propriétés des dérivées et intégrales d'ordre fractionnaire sont les suivantes [5]: 
 
2.2.1 Linéarité 

La dérivation non entière est un opérateur linéaire. Ainsi, si f et g sont deux fonctions continues 

et  des nombres réels, on a : ( ba, )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )gDbfDagbfaD ααα .... +=+  (2.7)

 
2.2.2. Opérateur identité 

Pour α =0, l’opération  est l’opérateur identité : ( )0D
( ) ( ) ( )tftfD =0  (2.8)
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2.2.3. La loi additive d’index :              

( ) ( ) )(00000 tfDtfDDtfDD ttttt
βααββα +==  (2.9)

Avec α et β deux nombres réels. 
 

2.2.4. Transformée de Laplace : 

La transformée de Laplace F, fonction de l’opérateur de Laplace s, d’une fonction f, dépendant 

du temps t, est définie par la relation : 

{ } dtetfstfLsF ts .).();()(
0

.∫
∞

−==  (2.10)

 
La transformation de Laplace d’une dérivée d'ordre β de la fonction f est donnée par la relation : 
 

[ ]{ } { }stfLsstfDL );(.;)()( ββ =  (2.11)

 

                                                                                                     
2.4 Équations différentielles d’ordre fractionnaires et fonctions de transfert 
 

Un système d'ordre fractionnaire peut être décrit par une équation différentielle d’ordre 

fractionnaire de la forme [12]: 
 

)(...)()()(...)()( 0101
0101 tuDbtuDbtuDbtyDatyDatyDa mmnn

mmnn
βββααα +++=+++ −−

−−  (2.12)
 
Ou par une fonction de transfert continue de la forme [12]: 
 

01

01

01

01

...
...)( ααα

βββ

sasasa
sbsbsbsG

nn

mm

nn

mm

+++
+++

=
−

−

−

−  (2.13)

 

Où ......; aγγ
tDD 0≡ k (k=0,... n), bk (k=0,... m) sont des constantes; et αk (k=0,…n), βk (k=0,…m) 

sont des nombres réels arbitraires. 

 

2.5 Méthodes d’approximation analogique des opérateurs fractionnaires 
 
 D’habitude les simulations sont  effectuées avec un logiciel préparé pour traiter 

seulement les puissances d'ordre entier de s. Alors il est très important de trouver des 

approximations d'ordre entier pour des fonctions de transfert d’ordre fractionnaire. Autrement 

dit, lorsque  les simulations doivent être exécutées ou les correcteurs doivent être implémentés, 

les fonctions de transfert d’ordre fractionnaire sont remplacées par des fonctions de transfert 

d’ordre entier, avec un comportement  assez identique à celles désirées, mais beaucoup plus 
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facile à manipuler. Il existe différentes méthodes pour trouver de telles approximations, les 

approximations disponibles dans le domaine s sont appelées des approximations analogiques ou 

des approximations du domaine fréquentiel. Dans la référence [12], on peut trouver un très bon 

résumé des méthodes d'approximation analogique des systèmes d'ordre fractionnaire, existantes 

dans la littérature. Ces méthodes d'approximation analogique sont : 

• Méthode EFC (Expansion Fractionnaire Continue) 

• Méthode de Carlson 

• Méthode de Matsuda 

• Méthode d' Oustaloup 

• Méthode de Charef 

• Autres méthodes (Roy,Wang, Jones...) 

La méthode de Charef est plus élaborée et plus pratique pour les approximations des fonctions de 

transferts d'ordre fractionnaire, c'est pourquoi nous l'avons utilisée pour l'implémentation de nos 

schémas de commande et nous la présenterons en détail dans la suite. 

 
2.5.1 Méthode de Charef : fonction de singularité 
 
 Dans le but d'implémenter des modèles d'ordre fractionnaire dans les schémas de 

commande présentés dans ce travail, nous utiliserons la méthode appelée "méthode de la 

fonction de singularité" développée par Charef et al. [16, 17] qui est présentée dans cette section. 

Cette approche repose sur une méthode graphique, elle consiste à approximer la ligne  de pente 

fractionnaire sur le tracé de Bode de la fonction de transfert irrationnelle par un nombre de lignes 

sous forme de Zig–Zag, produite par une alternance de pente correspondant à une alternance de 

pôles et de zéros.  

 
a. Approximation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire  
 

La fonction de transfert de l’opérateur intégrale d’ordre fractionnaire est représentée dans 

le domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante : 
 

( )
βs

sH I
1

=  (2.14)

 

Avec ωjs =  la fréquence complexe et β  est un nombre positif tel que 10 pp β . 

Dans une bande de fréquence donnée [ ]hb ωω , ,  cet opérateur d’ordre fractionnaire peut être 

modelé dans le domaine fréquentiel par un pôle à puissance fractionnaire (PPF) comme suit :   
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( ) β

ω ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

c

I

s

KsH

1
I  (2.15)

 

Si on suppose que pour [ ]hb ωωω ,∈  on a ω >> cω  , on peut écrire :        

                                         

( )
ββ

β

β

ω

ω

ss
K

s

K
sH cI

c

I
I

1
==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (2.16)

 

Avec ( )βω cIK /1=  et cω  est la fréquence de coupure du PPF, obtenue à partir de la basse 

fréquence bω  ; 110 10 −=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β

ε

ωω bC  où ε  est l’erreur maximale permise entre la pente de 

l’opérateur de puissance fractionnaire de l’équation (2.14) et le PPF de l’équation (2.15) dans 

une bande de fréquence donnée [ hb ]ωω , . Dans le but de représenter le pôle d’ordre fractionnaire 

de l’équation (2.15), et par conséquent  l’intégrateur d’ordre fractionnaire, par un système 

linéaire invariant dans le temps, il est nécessaire d’approximer sa fonction de transfert 

irrationnelle par une fonction de transfert rationnelle. La méthode d’approximation consiste à 

approximer la pente de -20β dB/dec sur le tracé de Bode du PPF par un nombre de ligne sous 

forme de Zig-Zag, produite par une alternance de pente -20 dB/dec et 0 dB/dec correspondant à 

une alternance de pôles et de zéros sur l’axe réel négative du plan s tel que p0 < z0 < p1 < z1 < . . . 

< zN-1 < pN. 

D’où l’approximation suivante : 
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β

ω

 (2.17)

 

Les  et les  sont les pôles et les zéros de l’approximation. ip iz

En utilisant une méthode graphique simple [16], les pôles et les zéros de l’approximation 

s’avèrent sous une forme d’une progression géométrique. Cette méthode graphique 

d’approximation a commencé par une erreur d’approximation y en dB et une bande de fréquence 

d’approximation maxω . Le choix des singularités pour l'approximation en maintenant un écart 

constant entre la ligne à -20β dB/dec et les lignes droites en zig-zag est présenté par la figure 

Fig.2.1. 
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Fig. 2.1: Choix des singularités pour l'approximation d’un intégrateur d’ordre fractionnaire 

 

Pour déterminer le nombre N, la bande de fréquence sur laquelle l'approximation est faite doit 

être spécifiée, soit " maxω " cette bande, telle que maxω est pris 100 fois égal à hω  son expression 

est donnée par [16]: 

( ) 1
log

log
0

max

+

⎥
⎥
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⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎢
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⎣
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⎢
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⎡

=
ab
p
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ω
 

(2.18)

 
L'arrangement des singularités (pôles-zéros) est établi selon les deux progressions géométriques 

suivantes : 

( ) 0pabp i
i =    , pour Ni ,...,1,0=      

( ) 0apabz i
i =    , pour   1,...,1,0 −= Ni        

 

Où a et b sont appelés les rapports de position, leurs expressions en fonction de y et β  sont 

donnée par : 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= β11010

y

a , 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

= β1010
y

b     
 
Et  le premier  pôle p0 et le premier zéro z0 sont donnés par [16]:   

bcω=0p ,    00 apz =    
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La figure Fig.2.2 présente le diagramme de Bode de β)1(
1

TP
s+

avec une pente de -20β dB/dec et 

son approximation par des lignes droites en zig-zag avec des pentes individuelles de -20 dB/dec 

et 0 dB/dec.        

  

 

Fig. 2.2: Tracé de Bode de β)1(
1

TP
s+

et son approximation 

 

Afin de connaître la contribution de chaque pôle au processus de relaxation. On doit décomposer 

la fonction rationnelle en somme de fractions élémentaires : 
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Où les coefficients hi sont les résidus et qui sont déterminés par : 
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Cette équation correspond à l'impédance d'un réseau RC du type Foster de  la  forme dont le 

schéma est représenté dans la figure Fig.2.3  [18]. 

ére1

 

 
Fig. 2.3: Réseau équivalent d'un intégrateur d'ordre fractionnaire 

 

L'impédance de ce réseau est donnée par :  
  

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
N

i ii

i

CsR
R

sZ
0 1

)(  (2.21)

 
Que l'on peut faire correspondre à l’équation (2.19) en mettant : 
 

ii hR =    ,   
0)(

1
pabh

C i
i

i =     Pour Ni ,...1,0=  (2.22)

 

b. Approximation du dérivateur d’ordre fractionnaire  

 
La fonction de transfert du dérivateur d’ordre fractionnaire est représentée dans le 

domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante : 
 

βssG D =)(  (2.23)
 

Avec ωjs =  : la fréquence complexe et β  : est un nombre réel positive tel que 10 pp β .  

Dans une bande de fréquence donnée [ ]hb ωω , , cet opérateur d’ordre fractionnaire peut être 

modelé dans le domaine fréquentiel par un zéro à puissance fractionnaire (ZPF) comme suit [17]:    
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sKsG 1  (2.24)

 

Si on suppose que pour [ hb ]ωωω ,∈  on a ω >> cω  , on peut écrire : 
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Avec  et βωcDK = cω  est la fréquence de coupure de ZPF qui est obtenue à partir de la basse 

fréquence bω  ; 110 10 −=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β

ε

ωω bC  où ε   est l’erreur maximale permise entre la pente de 

l’opérateur de puissance fractionnaire de l’équation (2.23) et le ZPF de l’équation (2.24) dans 

une bande de fréquence donnée [ ]hb ωω , . 

Dans le but de représenter le zéro d’ordre fractionnaire de l’équation (2.24), et par 

conséquent  le dérivateur d’ordre fractionnaire, par un système linéaire invariant dans le temps, il 

est nécessaire d’approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une fonction de transfert 

rationnelle. La méthode d’approximation consiste à approximer la pente de 20β dB/dec sur le 

tracé de Bode du ZPF par un nombre de ligne sous forme de Zig-Zag, produite par une 

alternance de pente 20 dB/dec et 0 dB/dec correspondant à une alternance de pôles et de zéros sur 

l’axe réel négative du plan s tel que z0<p0<z1<p1< . . . <zN-1<pN  [16].  

D’où l’approximation suivante : 
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 (2.26)

 
En utilisant une méthode graphique simple [16], les pôles et les zéros de l’approximation 

s’avèrent sous une forme d’une progression géométrique. Cette méthode graphique 

d’approximation a commencé par une erreur d’approximation y en dB et une bande de fréquence 

d’approximation   maxω . 

Pour déterminer le nombre ' N ', la bande de fréquence sur laquelle l'approximation est faite doit 

être spécifiée, soit " maxω " cette bande, tel que maxω est pris 100 fois égal à hω  son expression est 

donnée par [17]: 

( ) 1
log

log
0

max

+

⎥
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⎥
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⎦

⎤
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⎢
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⎣

⎡
⎥
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⎤
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⎡

=
ab
z

entierepartieN

ω
 (2.27)

 
L'arrangement des singularités (pôles-zéros) est établi selon les deux progressions géométriques 

suivantes : 

( ) 0zabz i
i = , pour Ni ...,2,1,0=  

    ( ) 0azabp i
i = , pour Ni ...,2,1,0=  

 

Avec : bz cω=0   et  00 azp =
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Par conséquent, la fonction rationnelle d’approximation dans une bande de fréquence donnée 

sera : 

( ) ( )
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 (2.28)

Pour des raisons concernant la réalisation, on doit décomposer la fonction rationnelle 
( )

s
sGD   en 

fonctions élémentaires, alors : 

( ) ∏
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
N

i
i

i

D
D

azab
s

ab
s

K
ss

sG
0

0

0

)(
1

z)(
1

..1  (2.29)

 
Calculant les résidus des pôles, on obtient : 
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(2.30)

Avec   , et                           DKG =0
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.  , Pour Ni ,...,1,0=  (2.31)

 

Cette équation correspond à l'admittance d'un réseau du type Foster de la  forme, dont le 

schéma est représenté à la figure Fig.2.4 [17]. 

ème2

 
Fig. 2.4: Réseau équivalent d'un dérivateur d'ordre fractionnaire 
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L'admittance de ce réseau est de la forme :  

∑
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i ii

i
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Que l'on peut faire correspondre à l’équation (2.30) en mettant : 
 

ii gC =     ,  
ii

i pg
R 1

=   et 0GRP =    Pour Ni ,...1,0=  (2.33)

 

2.6 Discrétisation des opérateurs d’ordre fractionnaire  
  

L'étape clé dans l'implémentation numérique d'un correcteur d’ordre fractionnaire est 

l'évaluation numérique ou la discrétisation des dérivations d'ordre fractionnaire " ". En 

général, il y a deux types de méthodes de discrétisation : la discrétisation directe et la 

discrétisation indirecte. Dans les méthodes de discrétisation indirecte, deux étapes sont 

nécessaires, l'approximation analogique du dérivateur puis la discrétisation de la fonction de 

transfert en s obtenue. Les méthodes de discrétisation directe existantes incluent l'application du 

développement direct en série de puissances de l'opérateur d'Euler, le développement 

fractionnaire continu de l'opérateur de Tustin et les méthodes basées sur l'intégration numérique 

[19, 20]. 

βs

 Cependant, comme il est noté dans [21], le schéma de discrétisation basé sur l'opérateur 

de Tustin, présente de trop grandes erreurs en hautes fréquences. Un nouveau schéma mixte 

utilisant simultanément les opérateurs d'Euler et de Tustin est proposé, qui utilise l'opérateur dit 

d'Al-Alaoui [21]. Ces méthodes de discrétisation de " " sont sous forme de réponse 

impulsionnelle infinie (RII) [22]. D'autres méthodes ont été développées ces dernières années 

pour obtenir directement la différentiation numérique d'ordre fractionnaire sous forme de réponse 

impulsionnelle finie (RIF) [23]. 

βs

Un système de commande d'ordre fractionnaire peut être décrit par une équation différentielle 

d'ordre fractionnaire de la forme [12]: 
 

)(...)()()(...)()( 0101
0101 tuDbtuDbtuDbtyDatyDatyDa mmnn

mmnn
βββααα +++=+++ −−

−−  (2.34)
 
Ou par une fonction de transfert continue de la forme [12] : 
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Pour obtenir les modèles discrets des systèmes d'ordre fractionnaire, il est  nécessaire d'utiliser 

des approximations discrètes des dérivées et intégrales d'ordre fractionnaire. En faisant cela dans 

l'équation (2.35) de G(s), une expression générale pour la fonction de transfert discrète du 

système d'ordre fractionnaire G(z), peut être obtenue sous la forme : 
 

01

01

))((...))(())((
))((...))(())(()( 1

0
1

1
1

1
0

1
1

1
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−

−

−−
−

−

+++
+++

=
−

−

zwazwazwa
zwbzwbzwbzG

nn

mm

nn

mm  (2.36)

 

Où représente l'équivalent discret de l'opérateur de Laplace s, exprimé comme une 

fonction de la variable complexe  ou l'opérateur de décalage . Comme on peut le voir dans 

les expressions précédentes, un système d'ordre fractionnaire possède une fonction de transfert 

continue irrationnelle dans le domaine de Laplace et une fonction de transfert discrète de 

dimension infinie dans le domaine de Z. En d'autres termes, un système d'ordre fractionnaire a 

une mémoire illimitée, au contraire des systèmes d'ordre entier où la mémoire est limitée. Il est 

évident que seulement dans le cas des systèmes d'ordre entier, on peut réaliser exactement une 

fonction de transfert en utilisant les éléments électriques conventionnels (résistances, 

inductances, et capacités dans le cas des réalisations analogiques), ou en utilisant les procédures 

conventionnelles (équations aux différences d'ordre fini ou filtres numériques dans le cas des 

réalisations discrètes). La dernière étape dans l'implémentation d'un système de commande 

d'ordre fractionnaire exige une forme réalisable de celui-ci, c’est pour cela que nous nous 

sommes intéressés aux approximations d'ordre entier discrètes des opérateurs et fonctions d'ordre 

fractionnaire. En effet, une difficulté majeure avec les modèles d'ordre fractionnaire est la 

simulation dans le domaine temporel. Souvent, l'expression analytique de la sortie d'un modèle 

n'est pas simple à implémenter.  

))(( 1−zw

z 1−z

 Durant les 20 dernières années, des algorithmes numériques ont été développés en 

utilisant des modèles rationnels, soit continus ou discrets qui approximent les systèmes d'ordre 

fractionnaire, comme exemples, Vinagre et al. [24] ont développé une nouvelle méthode pour la 

discrétisation des opérateurs d'ordre fractionnaire en utilisant l'approche de Tustin. Ferdi [25] a 

récemment présenté une méthode de calcul de la dérivée et l'intégrale d'ordre fractionnaire par le 

développement en séries de puissances et la modélisation du signal. Charef et al. [26, 27, 28] ont 

proposé une nouvelle méthode pour la discrétisation de l’opérateur d’ordre fractionnaire, qui est 

basée sur les travaux de Charef [17] et qui donne une fonction rationnelle continue, l’opérateur 

de Laplace est substitué par son équivalent discret, ce dernier est calculé en utilisant de 

diverses méthode d’approximations, les plus récents sont Backward (Euler), Bilinéaire (Tustin), 

Simpson, Al-Alaoui [29, 30, 31, 32].   

s
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Nous présentons dans la suite trois méthodes classiques de discrétisation (la méthode Backward 

(Euler) [29], la méthode Bilinéaire (Tustin) [29], la méthode Al-Alaoui [32].  Les deux fonctions 

rationnelles de l’intégrateur et du dérivateur d’ordre fractionnaire obtenus par la méthode 

d'approximation de Charef sont données par [17]: 

Pour l'intégrateur d'ordre fractionnaire : 
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Pour le dérivateur d'ordre fractionnaire :  
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2.6.1 Discrétisation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire par la transformation  

         Bilinéaire, Backward et Al-Alaoui 

  
L’étape de l’implémentation numérique de l’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire 

sert à la discrétisation de la fonction rationnelle  par les trois méthodes suivantes : )(zH I

-1- La transformation Bilinéaire est connue dans la littérature souvent sous le nom de la méthode 

trapézoïdale d’intégration, ou la méthode de transformation de Tustin. L’équation de la 

transformation bilinéaire est donnée par : 

1

1

1
12

−

−

+
−

=
z
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T
s  (2.39)

 
-2- La transformation Backward (Euler) est une méthode simple de discrétisation qui produit un 

filtre discret stable à partir d’un filtre analogique stable. L’équation de la transformation 

Backward est donnée par :  

T
zs

11 −−
=  (2.40)

 
-3- L’équation de la transformation Al-Alaoui est donnée par :  
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Où jws =  est la fréquence complexe et )..exp( Twjz = est une variable complexe, T est la 

période d’échantillonnage pour les trois méthodes de discrétisation. 

Donc, les discrétisations de l’intégrateur d’ordre fractionnaire par les transformations 

précédentes sont données par : 
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Elle donne le filtre RII (Réponse Impulsionnelle Infinie) suivant :        
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On pose:    
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i
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Par substitution des équations (2.48), (2.49), (2.50) dans les équations (2.45), (2.46), (2.47) 

respectivement on obtient : 
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La transformée en  inverse des équations (2.51), (2.52) et (2.53) donnes les résultats  suivants : z
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Où est la fonction échelon unitaire. )(ku

La troncation des filtres RII de longueur infinie ou de longueur finie "" L  permet d’aboutir aux 

filtres RIF (Réponse Impulsionnelle Finie) suivants :    
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2.6.2 Discrétisation du dérivateur d'ordre fractionnaire par la  transformation       

         Bilinéaire,  Backward  et   Al-Alaoui  

 
La discrétisation du dérivateur fractionnaire par les trois transformations précédentes suit 

cet acheminement : 

Bilinéaire: 

 1
12

01
12

1

1

1

1

1
)(

−

−

−

−

+

−
=

=+

−
= ∑

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+≅=

z
z

T
s

N

i

i

i
D

z
Z

T
sDD

p
s
sgKsKsG β  (2.60)

 

Backward: 
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Al-Alaoui: 
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On trouve les filtres RII suivants : 
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Par substitution des équations (2.66), (2.67), (2.68) dans les équations (2.63), (2.64), (2.65) 

respectivement on obtient : 
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La transformée en  inverse des équations (2.63), (2.64) et (2.65) donnes les résultats  suivants : z
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Avec est la fonction échelon unité, est l’impulsion Dirac. )(ku )(ke
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La troncation des filtres  RII de longueur  infinie  ou de longueur finie ""L  permet d’aboutir aux 

filtres RIF (Réponse Impulsionnelle Finie) suivants :   
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2.7 Conclusion 
Ce chapitre est une introduction aux éléments de base du calcul d’ordre fractionnaire. Nous 

y répertorions quelques notions essentielles sur le calcul d'ordre fractionnaire  nécessaire pour la 

compréhension de notre travail sur la commande d'ordre fractionnaire. Après un historique sur le 

calcul d'ordre fractionnaire, nous avons présenté les définitions des opérateurs d'ordre 

fractionnaire. Les caractéristiques et les méthodes de représentation et d'approximation de ces 

opérateurs sont également étudiées.  
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3.1 Introduction 
  

Malgré un éventail très large de processus existants et malgré les diverses formulations 

envers les exigences requises, le correcteur proportionnel intégral dérivé (PID), dont 

l’architecture relativement dépouillée consiste en seulement trois termes distincts, s’est imposé 

dans plus de 90% des boucles de contre-réaction. La prédominance incontestée de ce type de 

correcteur provient, outre de sa simplicité extrême, des performances qu’il peut offrir aux 

systèmes en boucle fermée, satisfaisant très souvent les cahiers des charges, si ses paramètres 

sont choisis judicieusement [33]. 

 La possibilité de percevoir le correcteur PID sous plusieurs angles radicalement différents 

explique que la littérature regorge de méthodes de synthèse, offrant une complexité et des 

performances très variables, pour répondre aux divers problèmes rencontrés. Le correcteur PID 

peut être vu, très intuitivement, comme un outil dont le réglage peut être accompli en considérant 

indépendamment l’effet produit par chacun de ses paramètres. Un tel regard débouche sur des 

règles et des formules empiriques encore très appréciées actuellement. Enfin, il peut être 

considéré sous différents aspects plus mathématiques dans le but d’optimiser ses performances 

ou d’être rendu robuste. 

 De manière grossière, les méthodes existantes peuvent être classifiées en deux catégories: 

la première considère le réglage en se basant sur un modèle du système à commander, alors que 

la seconde propose une synthèse directe, fondée sur les données obtenues directement à partir de 

mesures. Bien que ces deux domaines aient été diversement étudiés dans la littérature, aucune 

méthode ne constitue à ce jour la panacée universelle, et tous les problèmes n’ont de loin pas 

encore été résolus. Preuve en sont les récentes constatations, affirmant que les correcteurs PID 



Chapitre 3 : Correcteurs d’ordre fractionnaire______________________________________ 27

sont encore souvent mal réglés dans l’industrie et qu’un gain de productivité non négligeable est 

ainsi sacrifié. Une cause majeure est certainement que nombre de méthodes modernes ne sont 

peu ou pas utilisées, car souvent restreintes à un type de système bien particulier. Leur mise en 

oeuvre est, de plus, régulièrement jugée trop complexe par la communauté industrielle. Enfin, 

certaines d’entre elles ne considèrent pas l’essence du problème, à savoir la stabilité, la 

robustesse ainsi que les performances temporelles. 

 Lorsqu’une structure en rétroaction doit être utilisée, il est légitime de se poser les 

questions suivantes : pourquoi utiliser un correcteur de type PID? Une telle architecture est-elle 

suffisante pour la commande du processus considéré ? Bien qu’à ce jour il n’existe aucune 

caractérisation formelle des systèmes pour lesquels l’utilisation de correcteurs PID s’avère 

judicieuse, des réponses partielles à ces questions peuvent être trouvées dans la littérature. 

 Quant à la question de savoir si un correcteur PID est suffisant pour la commande d’un 

système considéré, une étude qualitative est proposée en [33]. Elle souligne que, lorsque la 

dynamique d’un système est essentiellement du premier ordre, un correcteur PI est adéquat. 

C’est également le cas pour un correcteur PID, quand la dynamique dominante est du second 

ordre. Par contre, si l’ordre du système est plus élevé, les performances peuvent être améliorées 

par l’utilisation d’autres architectures de contre-réaction. Il résulte également des performances 

limitées lors de l’emploi de correcteurs PID avec des systèmes possédant des modes oscillants. 

Les systèmes dominés par un retard pur engendrent évidemment des difficultés, la prédiction 

linéaire de l’écart futur par le terme dérivé ne permet pas de résoudre le problème de manière 

satisfaisante. La structure linéaire du correcteur PID n’est pas adaptée aux systèmes fortement 

non linéaires. Parfois, d’excellents résultats peuvent néanmoins être obtenus avec d’autre 

structure de commande. Enfin, bien que plusieurs méthodes de réglage du correcteur PID soient 

proposées dans la littérature pour commander les systèmes instables [34, 35, 36, 37], les 

performances obtenues sont souvent modestes. 

 Notons finalement que les exigences en terme de performances sont, pour beaucoup 

d’applications, très élevées. Malgré toutes les techniques existantes pour le réglage des 

paramètres du correcteur PID, un travail continu et intensif de recherches est en cours vers le 

perfectionnement de la qualité de commande des systèmes et l’amélioration des performances. 

Une des possibilités d’améliorer le correcteur PID est d’utiliser une commande d’ordre 

fractionnaire avec des parties de dérivation et d’intégration d’ordre fractionnaire. 
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3.2 Commande d’ordre fractionnaire : un aperçu 
 

La décennie précédente a connu des efforts de recherche très remarquable reliés au calcul 

d’ordre fractionnaire et son application dans la théorie de commande des systèmes. Clairement, 

pour une boucle fermée de commande des systèmes, il existe quatre situations : (1) système 

d’ordre entier avec correcteur d’ordre entier, (2) système d’ordre entier avec correcteur d’ordre 

fractionnaire, (3) système d’ordre fractionnaire  avec correcteur d’ordre entier, et (4) système 

d’ordre fractionnaire avec correcteur d’ordre fractionnaire. Dans la pratique de commande des 

systèmes, on considère uniquement le correcteur d'ordre fractionnaire. Ceci est en raison que le 

modèle du système peut être déjà obtenu comme un modèle d'ordre  entier dans le sens classique. 

Du point de vue ingénierie, la signification de commande d'ordre fractionnaire est que c'est une 

généralisation de la théorie de commande d'ordre entier classique qui pourrait mener à une 

modélisation plus adéquate et des performances de commande plus robuste. En effet, l’intérêt 

majeur de la commande d’ordre fractionnaire est l’amélioration ou l’optimisation des 

performances en utilisant les concepts de la théorie des dérivées, intégrales et des systèmes 

d’ordre fractionnaire. Les premières tentatives d’appliquer le calcul d’ordre fractionnaire pour la 

commande des systèmes peuvent être trouvées dans [38, 39].  

Du point de vue historique, ils existent dans la littérature,  quatre structures principales  de 

commande d’ordre fractionnaire  [40]:  

 La première structure de commande d’ordre fractionnaire est le correcteur CRONE 

(Commande Robuste d’Ordre Non Entier) [6],  était proposé par Alain Oustaloup au début des 

années 1990, et il a démontré la supériorité des performances du correcteur proposée en 

comparaison avec le correcteur PID classique. En profitant des propriétés avantageuses des 

systèmes d'ordre fractionnaire, ce correcteur permettait d'assurer la robustesse de la commande 

dans une bande de fréquences donnée, en imposant un gabarit fractionnaire au système de 

commande en boucle fermée. La réussite de cette approche fut énorme, plusieurs variantes de 

cette commande ont vu le jour (1ère, 2ème et 3ème générations) et des applications aussi bien en 

laboratoire qu'en industrie ont été développées, à titre d’exemple la commande de la suspension 

de voiture [41]. 

 La deuxième structure de commande d’ordre fractionnaire est le correcteur PIλDµ d’ordre 

fractionnaire [7], proposé par Igor Podlubny en 1999, ce correcteur est une généralisation  du 

correcteur PID, comprenant une action d’intégration d’ordre fractionnaire λ et une action  de 

différentiation d’ordre fractionnaire µ. Il a aussi démontré la meilleure réponse de ce type de 

correcteurs, en comparaison avec le correcteur PID classique, pour la commande des systèmes 

d'ordre fractionnaire. 
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 La troisième structure de commande d’ordre fractionnaire est le correcteur TID [42], ce 

correcteur a une structure semblable à un correcteur PID classique, mais la composante 

proportionnelle est remplacée d'un composant ayant une fonction de transfert ns
T

/1 , où T est une 

constante du correcteur et n est un nombre réel non nul, de préférence entre 2 et 3. La fonction de 

transfert du correcteur TID rapproche plus étroitement  la fonction de  transfert optimale  de la 

boucle définie par Bode, réalisant de ce fait l’amélioration des performances de commande  en 

rétroaction. De plus, par rapport aux correcteurs PID, le  correcteur TID assure un  meilleur rejet 

de perturbation, et de plus légers effets des  variations de paramètres du système sur la réponse 

en boucle fermée.  L'objectif du correcteur TID est de fournir un correcteur amélioré de la boucle  

de rétroaction ayant les avantages du correcteur PID, mais fournissant une réponse qui est plus 

proche de  la réponse optimale théorique [42].  

 La quatrième structure de commande d’ordre fractionnaire est le correcteur avance-retard 

de phase d’ordre fractionnaire, étudié dans [43] et [44], ce correcteur est une généralisation du 

correcteur avance-retard de phase classique, une technique d’auto-réglage est donnée dans [44]. 

Le correcteur avance-retard de phase classique est une méthode de conception populaire des 

boucles de commande, le correcteur avance-retard de phase d’ordre fractionnaire devrait avoir 

son valeur égale comparée aux correcteurs CRONE et PIλDµ. Cependant,  des méthodes 

systématiques de conception plus  intuitives sont nécessaires.  

 

3.3 Correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire 
 

3.3.1 Structure du correcteur PIλDµ  
 

Aujourd’hui, le correcteur PID est la structure de  commande la plus utilisée dans les 

boucles de rétroaction. Plus de 90% des boucles d'asservissement sont des correcteurs PID.  

Généralement, le correcteur PID classique est implémenté dans des systèmes de commande à 

retour unitaire classique donné par la figure Fig.3.1. Où u(t) désigne le signal de commande et 

e(t) l’écart résultant de la différence entre la consigne r(t)  et la grandeur à commander y(t), C(s) 

est la fonction de transfert du correcteur,  Gp(s) est la fonction de transfert de système. 
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Fig. 3.1: Système de commande à retour unitaire classique 

 

Le correcteur proportionnel intégral dérivé (PID) classique est  basée sur le présent (P), le passé 

(I) et le future (D) de l’erreur de commande e(t), son comportement peut être décrit par 

l’équation suivante : 
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Les paramètres du correcteur associés à ces différents termes sont le gain proportionnel KP, la 

constante d’intégration TI et la constante de dérivation TD. Les trois termes proportionnel, 

intégral et dérivé possèdent des caractéristiques différentes et agissent de manière 

complémentaire. 

La partie proportionnelle constitue la forme la plus élémentaire de rétroaction, où le 

signal de commande est simplement l’écart entre la consigne et la grandeur à commander, 

multiplié par le gain KP. L’intuition veut qu’en augmentant ce gain, le signal de commande 

agisse de manière plus forte sur le système et ainsi atténue plus rapidement l’écart. D’un autre 

côté, un correcteur agissant trop fortement donnera naissance à des comportements oscillatoires, 

témoins d’une diminution, voire d’une perte de stabilité. L’apparition d’un signal de commande 

non nul, dans le cas d’un correcteur proportionnel, est soumise à l’existence d’un écart entre la 

consigne et la grandeur à commander. La suppression de celui-ci est assurée par l’utilisation du 

terme intégral. Ce dernier génère, à partir d’un moindre signal d’erreur de signe constant, une 

commande dont l’amplitude ne cesse de croître. Cela aura pour conséquence de supprimer tout 

écart permanent. Pour cette raison, le terme intégral est souvent interprété dans la littérature 

comme un ajustement automatique du point de fonctionnement du correcteur. Mais il engendre 

un effet déstabilisant. Au contraire, l’objectif premier de l’élément dérivé est d’accroître la 

stabilité en boucle fermée. L’idée du terme dérivé est de prédire l’erreur future afin de pouvoir la 

corriger directement, sans attendre son apparition [33].  
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Afin d'améliorer le comportement du  correcteur PID, on propose la version du correcteur d'ordre 

fractionnaire. La forme la plus commune d'un correcteur d'ordre fractionnaire est le correcteur 

PIλDµ d'ordre fractionnaire  [7], impliquant un intégrateur d'ordre λ et un différentiateur d'ordre 

µ, où λ et µ sont n'importe quels nombres réels.  

L'équation de la sortie du correcteur  PIλDµ d'ordre fractionnaire dans le domaine de temps est 

donnée sous la forme: 
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λ est l’ordre fractionnaire de l'action d'intégration tel que 0< λ <1 et µ est l’ordre fractionnaire de 

l'action de différentiation tel que 0< µ <1. 

L’algorithme du correcteur PIλDµ  d'ordre fractionnaire tel que décrit en équation (3.2) peut être 

représenté par la fonction de transfert suivante : 
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Une expression équivalente, où les paramètres apparaissent de manière linéaire, est souvent plus 

appréciée pour les calculs analytiques. Une telle formulation est donnée par la forme parallèle : 
 

µ
λ
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K
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Les gains d’intégration KI et de dérivation KD sont liés aux paramètres de la forme standard par 

les relations suivantes : 

I

P
I T

K
K =  (3.5)

DPD TKK =  (3.6)

 

La figure Fig.3.2, présente la structure interne du correcteur PIλDµ d'ordre fractionnaire, elle 

consiste on la connexion parallèle des parties proportionnelle, intégrale d'ordre fractionnaire et 

dérivée d'ordre fractionnaire. 
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Fig. 3.2: Structure du correcteur PIλDµ  d’ordre fractionnaire 

 En tenant compte de la discussion précédente, le tracé asymptotique de Bode  du 

correcteur PIλDµ d'ordre fractionnaire de l’équation (3.4) peut être obtenu dans la figure Fig.3.3. 

On peut observer les pentes de -20λ dB/dec et 20µ dB/dec des parties intégrale et dérivée, 

respectivement, du correcteur PIλDµ d'ordre fractionnaire. 

Les tracés exacts du correcteur PIλDµ d'ordre fractionnaire (amplitude et  phase) sont représentés 

dans la figure Fig.3.4. Par comparaison avec celles du correcteur PID, on peut observer l’effet 

des ordres fractionnaires sur les pentes des parties intégrale et dérivée, du correcteur PIλDµ 

d'ordre fractionnaire. 

 

 

Fig. 3.3: Un exemple du module asymptotique  du correcteur  PIλDµ  d’ordre fractionnaire 
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Fig. 3.4: Tracés d’amplitude et de phase : (___ : PID  et … : PIλDµ   pour λ=0.8 et µ =0.7)  
 

 Comme indiqué dans la figure Fig.3.5, le correcteur PIλDµ d'ordre fractionnaire généralise 

le correcteur PID classique et l'étend du point à un plan. Cette expansion pourrait fournir 

beaucoup plus de flexibilité dans la conception de commande PID. Clairement, choisissant λ =1 

et µ =1, un correcteur PID classique peut être récupéré. Utilisant λ=1 et µ=0, et    λ=0 et µ=1, 

respectivement, correspond à des correcteurs PI et PD classiques. Tous ces types de correcteurs 

PID classiques sont les cas spéciaux du correcteur PIλDµ d'ordre fractionnaire donné par 

l’équation (3.4).  

Pour un exemple, KP=0.309, KI= 4.5 et KD=0.0006 sont  choisis  comme paramètres de 

base d’un correcteur PIλDµ d'ordre fractionnaire. Par comparaison des figures Fig.3.6 et  Fig.3.7, 

on  peut voir que  l’utilisation des parties intégrales et dérivées d’ordre fractionnaire peut ajuster  

les réponses fréquentielles du correcteur PID classique d’une  manière beaucoup plus 

significative que de  changer les coefficients KP, KI, et KD.   Le changement des réponses en 

fréquence est également  plus prévisible.  

 

 
Fig. 3.5: Correcteur PIλDµ  avec les ordres fractionnaires 
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Fig. 3.6: Changement de KP, KI  et KD du correcteur PID classique 
 
 
 

 
 

Fig. 3.7: Changement de λ et µ du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire 
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 Un des avantages les plus importants du correcteur  PIλDµ d’ordre fractionnaire  est sa 

possibilité de bien commander la dynamique des systèmes d'ordre fractionnaire. Un autre 

avantage se trouve dans le fait que les correcteurs  PIλDµ d’ordre fractionnaire  sont moins 

sensibles aux changements des paramètres d'un système commandé, ce qui donne une 

amélioration de la robustesse. Ceci est parce  que les correcteurs  PIλDµ d’ordre fractionnaire  

ayant deux degrés de liberté supplémentaires pour mieux ajuster les propriétés dynamiques de 

systèmes de commande d'ordre fractionnaire. Puisque les ordres λ et µ sont des nombres réels 

arbitraires, le correcteur PIλDµ d'ordre fractionnaire est plus flexible et donne l’avantage de 

mieux régler les propriétés dynamiques des systèmes [7]. Des activités de recherche sont dirigées 

pour définir de nouvelles techniques de réglage des correcteurs PIλDµ d’ordre fractionnaire par   

l’extension de la théorie de commande classique. 
 

3.3.2 Chronologie des techniques de réglage du correcteur PIλDµ  
 

Afin d’améliorer les performances des systèmes de commande et assurer les 

spécifications désirées, plusieurs structures de commande utilisant l'idée de correcteur PIλDµ 

d’ordre fractionnaire ont été étudiées par les chercheurs. Dans [45], l'extension de dérivation et 

d'intégration de l’ordre  entier à l’ordre fractionnaire fournit une stratégie de réglage plus flexible 

et donc un accomplissement plus facile d'exigences de commande par rapport aux correcteurs 

classiques. 

Un correcteur PID optimal d’ordre fractionnaire basé sur des marges de phase et de gain 

spécifiées avec optimisation de l’intégrale du carré de l’erreur est conçu dans [46]. La variation 

des ordres fractionnaires des parties intégrales et dérivées des correcteurs PIλDµ d’ordre 

fractionnaire et leurs effets sur les systèmes de commande d’ordre fractionnaire ont été 

principalement étudiés par une analyse qualitative et étude de simulation [47]. Une autre 

approche est l'utilisation d'une nouvelle stratégie de commande pour les systèmes du premier 

ordre avec un long temps de retard  [48]. Une contrainte de robustesse intéressante est considérée 

dans ce dernier travail, en forçant la phase du système en boucle ouverte d’être plate à la 

fréquence de coupure. Dans [49], le réglage des correcteurs PI
λ
D

µ
 d’ordre fractionnaire a été mis 

en oeuvre comme une boucle  QFT (Quantitative Feedback Theory). Cette vue du problème de 

réglage  étend les techniques de réglage  existantes pour considérer les problèmes de commande 

robuste, où l'incertitude des systèmes est donnée  dans la forme du modèle QFT (incluant, par 

exemple, l'incertitude paramétrique). Dans [50], deux ensembles de règles d’ajustement des 

paramètres des correcteurs PIλDµ d’ordre fractionnaire,  qui dépendent uniquement des mêmes 

données de la réponse  temporelle du système utilisée par les règles de Ziegler-Nichols pour les 
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correcteurs PID classique, ont été présentées. Dans ce cas-là, aucun modèle du système n'a été 

nécessaire; seulement une réponse temporelle a été utilisée. Dans [51], le processus de réglage 

optimal des paramètres en utilisant l’algorithme d’optimisation par essaim particulaires (PSO) a 

été utilisé pour ajuster les paramètres du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire. L'idée du 

correcteur PIλDµ adaptatif d'ordre fractionnaire est étudiée dans [52], elle a pour but d'améliorer 

les performances des systèmes de commande adaptative classique par l'introduction des 

opérateurs d'ordre fractionnaire dans les algorithmes de commande. Dans [53], l’auteur a 

proposé une nouvelle méthode de dimensionnement du correcteur IP d’ordre fractionnaire par 

l’utilisation des algorithmes génétiques (GA). 

Quelques méthodes de conception des correcteurs  PI
λ
D

µ
 d'ordre fractionnaire sont basées 

sur une extension de la théorie de commande PID classique, la conception des correcteurs  PI
λ
D

µ
 

d’ordres fractionnaires basée sur des méthodes d'optimisation est une des tendances 

intensivement développées. Une grande contribution à ce secteur a été les travaux de [54], 

avaient orienté vers la conception basée sur l’optimisation,  ils existent plusieurs critères de 

qualité de commande pour évaluer les performances  de correcteurs et concevoir les paramètres 

de correcteurs PI
λ
D

µ
 d'ordre fractionnaire par optimisation. Dans [55], le correcteur PIλDµ 

d’ordre fractionnaire a été conçu pour accomplir quelques spécifications du système de 

commande, tels que la robustesse aux incertitudes du modèle et le bruit de haute fréquence. En 

plus, les auteurs ont proposé une méthode d’autoréglage pour ce type de correcteur.  

Cette liste est tout à fait loin de viser l'état complet, en manquant de mentionner des centaines 

d'autres textes publiés rattachés au calcul d’ordre fractionnaire et ses applications. La raison 

principale pour laquelle ils ne sont pas mentionnés ici, est que leurs sujets ne sont pas pertinents 

pour le but de cette thèse. 

 

3.4 Approximation par fonction rationnelle du correcteur PIλDµ 

 

L’implémentation des correcteurs d’ordre fractionnaires nécessite de remplacer  les 

fonctions de transfert d’ordre fractionnaires par des fonctions de transfert d’ordre entier avec un 

comportement  assez similaire à celui désiré, mais beaucoup plus facile à manipuler. Ils existent 

plusieurs méthodes pour trouver une telle approximation, une très bonne révision des méthodes 

d’approximations continues et discrètes des systèmes d'ordre fractionnaire est donnée dans [12, 

56].  

Dans le but d'implémenter le correcteur d'ordre fractionnaire dans le schéma de 

commande présenté dans cette thèse, nous utiliserons la méthode appelée "méthode de la 
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fonction de singularité" développée par Charef et al. [16, 17], présentée dans la section 2.5.1. 

L’approximation des opérateurs d’intégration et de dérivée d’ordre fractionnaires est donnée 

par : 
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Selon les variations des paramètres λ  et µ dans l’intervalle [0, 2], ils existent quatre cas pour 

obtenir l’approximation de la fonction de transfert du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire : 
 

Cas 1:  0 < λ < 1 et 0 < µ < 1: L'approximation de la fonction C(s), dans une bande de fréquence 

donnée d'intérêt pratique [ωL, ωH], est donnée comme : 
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Cas 2:  1 < λ < 2 et 0 < µ < 1: L'approximation de la fonction C(s), dans une bande de fréquence 

donnée d'intérêt pratique [ωL, ωH], est donnée comme : 
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Case 3:  0 < λ < 1 et 1 < µ < 2: L'approximation de la fonction C(s), dans une bande de 

fréquence donnée d'intérêt pratique [ωL, ωH], est donnée comme : 
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Case 4:  1 < λ < 2 et 1 < µ < 2: L'approximation de la fonction C(s), dans une bande de 

fréquence donnée d'intérêt pratique [ωL, ωH], est donnée comme : 
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Les figures Fig.3.8, Fig.3.9, Fig.3.10 et Fig.3.11 présentent les tracés de Bode des fonctions 

rationnelles du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire pour différentes valeurs des ordres 

fractionnaires  λ et µ, on peut constater l’effet de changement de λ et µ sur les pentes des actions 

intégrale et dérivée du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire.  
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Fig. 3.8: Tracés de Bode des correcteurs : (---: PID, ___: PI0.5D0.5) 
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Fig. 3.9: Tracés de Bode des correcteurs : (---: PID, ___: PI1.5D0.5) 
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Fig. 3.10: Tracés de Bode des correcteurs : (---: PID, ___: PI0.5D1.5) 
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Fig. 3.11: Tracés de Bode des correcteurs : (---: PID, ___: PI1.5D1.5) 

 

3.5 Correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire 
 

3.5.1 Correcteur PI-PD classique 
 

Malgré les événements significatifs des années récentes dans la théorie de commande,           

le correcteur PID est le plus industriellement employé comme algorithme de commande. On peut 

expliquer cela par sa simplicité et la capacité de résoudre la plupart des problèmes de commande 

[33]. Cependant, la conception de commande des systèmes avec résonance, des fonctions de 

transfert avec intégration ou instables,  est souvent  face aux difficultés [57]. 

Historiquement, Benouarets [58] était le premier qui a mentionner la  structure de commande PI-

PD classique, cette structure utilise une boucle de réactions intérieure. Malheureusement, le  vrai 

potentiel du correcteur PI-PD n'a pas été identifié parce qu'il était employé pour commander des 

systèmes avec des fonctions de transfert de pôles simple et stable  où ses  avantages sont 

relativement mineurs.  

 Plus tard, [59] et [60] utilisent une  structure de commande PID-P classique pour la 

commande des  systèmes instables et avec intégration. En outre, ils emploient un correcteur  

proportionnel seulement pour obtenir la stabilité des systèmes instables ou avec intégration de la 

boucle  ouverte et puis employer  le correcteur  PID pour une commande efficace du système 



Chapitre 3 : Correcteurs d’ordre fractionnaire______________________________________ 41

global.  Il vaut mieux d'employer une boucle de rétroaction intérieure avec  un correcteur PD à la 

place d’un correcteur P seulement, ceci assure non seulement la stabilité des  systèmes instables 

ou avec intégration de la  boucle ouverte  mais garantit également un placement approprié des  

pôles.  

Le correcteur PI-PD proposé par Majhi [61] est une forme modifiée du correcteur PID. Le 

correcteur PI-PD, qui correspond à la commande PI de la fonction de transfert du système 

changée par le retour de la commande PD, peut produire une commande améliorée dans 

plusieurs situations. De plus loin, le correcteur PD dans la boucle de réaction intérieure peut 

permettre le placement des pôles de la boucle ouverte dans des positions appropriées, fournissant 

ainsi la bonne qualité de commande des systèmes ayant des fonctions de transfert en boucle 

ouverte instable, avec intégration ou résonance  [62]. 
 

3.5.2 Structure du correcteur PIα-PDβ   
 

 Les objectifs d’une telle structure de commande sont le perfectionnement de la qualité de 

commande des systèmes et l’amélioration des performances. Dans ce contexte, nous proposons 

une généralisation du correcteur PI-PD, à savoir le correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire, 

impliquant une action d'intégration d'ordre fractionnaire α et une action de différentiation d'ordre 

fractionnaire β. L'intérêt pour ce type de correcteur est justifié par une meilleure flexibilité, 

puisqu'il a encore deux paramètres qui sont l'ordre fractionnaire de l'action d'intégration α et 

l’ordre fractionnaire β de l’action de différentiation. Ces paramètres peuvent être employés pour 

accomplir des spécifications complémentaires pour la conception ou d'autres exigences 

intéressantes pour le système à commander. La présence de six paramètres à régler fait la tâche 

de conception du correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire plus stimulante que du correcteur     

PI-PD classique, aussi que d'autres correcteurs d’ordre entier et fractionnaire. 

 Le correcteur  PIα-PDβ d’ordre fractionnaire est implémenté dans deux étapes: la première 

est pour la sortie du correcteur PIα d’ordre fractionnaire et la seconde pour la sortie du correcteur  

PDβ d’ordre fractionnaire. Le correcteur  PIα-PDβ d’ordre fractionnaire final  combine l’ensemble 

de ces deux correcteurs individuals  d'une façon appropriée comme indiqué dans la figure 

Fig.3.12.  
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Fig. 3.12: Le système de commande  PIα-PDβ d’ordre fractionnaire 

 
 
La fonction de transfert  du correcteur PIα  d’ordre fractionnaire est donnée comme:  
 

)(  (s)CPIF αs
KK IF

PIF +=  (3.13)

 

Où KPIF et KIF sont les gains proportionnel et intégral, respectivement, α est l’ordre fractionnaire 

de l'action d'intégration,  avec 0 < α < 1. 

La fonction de transfert  du correcteur PDβ  d’ordre fractionnaire est donnée comme:  
 

)(  (s)CPDF
βsKK DFPDF +=  (3.14)

 
Où KPDF et KDF sont les gains proportionnel et dérivée, respectivement, β est l’ordre fractionnaire 

de l'action de différentiation,  avec 0 < β < 1.  

La fonction de transfert du signal  de sortie du correcteur PIα-PDβ  d’ordre fractionnaire est 

donnée par: 

= U(s) )()( sE
s
K

K IF
PIF α

+ )Y(s)( - βsKK DFPDF +  (3.15)

 
Prenons, α=1 et β=1, nous obtenons le correcteur PI-PD classique. Si α=1, β=0, nous 

obtenons le correcteur PI-P. Si α=0, β=1, nous obtenons le correcteur P-PD. Tous ces types de 

correcteurs PI-PD classiques  sont des cas particuliers du correcteur PIα-PDβ d'ordre 

fractionnaire. Pour un exemple, KPIF =0.309, KIF = 4.5, KPDF =0.309 et KDF =0.0006 sont  choisis  

comme paramètres de base d’un correcteur PIα-PDβ d'ordre fractionnaire. Par comparaison des 

figures Fig.3.13, Fig.3.14 et Fig.3.15 on  peut voir que  l’utilisation des parties intégrales et 

dérivées d’ordre fractionnaire peut ajuster  les réponses fréquentielles des correcteurs PI  et PD 

d’une  manière beaucoup plus significative que de  changer les coefficients KPIF, KIF, KPDF  et 

KDF.   Le changement des réponses en fréquence est également  plus prévisible.  
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Fig. 3.13: Changement de K P et KI du correcteur PI classique 

 

 
Fig. 3.14: Changement de KP et KD du correcteur PD classique 

 

 
 

Fig. 3.15: Changement de α et β des correcteurs PIα et PDβ d’ordre fractionnaire 
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3.6 Approximation par fonction rationnelle du correcteur PIα-PDβ  
  

Dans le but d'implémenter le correcteur PIα-PDβ d'ordre fractionnaire dans le schéma de 

commande présenté dans cette thèse, nous utiliserons la méthode appelée "méthode de la 

fonction de singularité" développée par Charef et al. [16, 17], qui est présentée dans la section 

2.5.1. L’approximation des opérateurs d’intégration et de dérivée d’ordre fractionnaire est  

donnée par : 
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Selon les variations des paramètres α  et β dans l’intervalle [0, 2], ils existent quatre cas pour 

obtenir la fonction de transfert du signal de sortie du correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire: 
 

Cas 1: 0 < α < 1 et 0 < β < 1: L'approximation de la fonction du signale U(s), dans une bande de 

fréquence donnée d'intérêt pratique [ωL, ωH], est donnée comme : 
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Cas 2: 1 < α < 2 et 0 < β < 1: L'approximation de la fonction du signale U(s), dans une bande de 

fréquence donnée d'intérêt pratique [ωL, ωH], est donnée comme : 
 

)(
1

1
)( U(s)

0

1

0 sE

p
s

z
s

sK
K

sEK
I

I

N

i iI

N

i iI

IF

I
PIF

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+=

∏

∏

=

−

= )(
1

1
K)(

0

0
D sY

p
s

z
s

KsYK
D

D

N

i iD

N

i iD
DFPDF

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−−

∏

∏

=

= (3.19)

 

 



Chapitre 3 : Correcteurs d’ordre fractionnaire______________________________________ 45

Case 3: 0 < α < 1 et 1 < β  < 2: L'approximation de la fonction du signale U(s), dans une bande 

de fréquence donnée d'intérêt pratique [ωL, ωH], est donnée comme : 
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Case 4: 1 < α < 2 et 1 < β < 2: L'approximation de la fonction du signale U(s), dans une bande 

de fréquence donnée d'intérêt pratique [ωL, ωH], est donnée comme : 
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Les figures  Fig.3.16, Fig.3.17, Fig.3.18 et Fig.3.19 présentent les tracés de Bode des fonctions 

rationnelles des correcteurs PIα et PDβ d’ordre fractionnaire, on peut constater l’effet de 

changement des ordres fractionnaires  α et β sur les pentes des actions intégrale et dérivée. 
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Fig. 3.16 : Tracés de Bode des correcteurs : (---: PI, ___: PI0.5) 
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Fig. 3.17 : Tracés de Bode des correcteurs : (---: PI, ___: PI1.5) 
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Fig. 3.18 : Tracés de Bode des correcteurs : (---: PD, ___: PD0.5) 
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Fig. 3.19 : Tracés de Bode des correcteurs : (---: PD, ___: PD1.5) 
 

3.7 Conclusion 
Ce chapitre est une présentation des deux structures de commande d’ordre fractionnaire 

proposées. La première concerne le correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire, et la deuxième 

concerne le correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire. Après un aperçu sur la commande d’ordre 

fractionnaire, nous avons présenté, pour différents cas, les fonctions de transfert  rationnelles des 

correcteurs proposées. 



 

Chapitre 4 

 

Réglage des correcteurs PIλDµ d’ordre fractionnaire 

 

 

 
4.1 Motivation de base  
 

Une précision insuffisante, une stabilité trop relative (instabilité), un temps de réaction 

trop lent, un dépassement trop important, sont des qualités qui peuvent être inacceptables au 

regard d’un cahier des charges. Il est donc souvent nécessaire d’intégrer dans le système asservis 

un réseau correcteur dont l’objectif est d’améliorer un ou plusieurs de ces différents paramètres 

sans bien sûr le faire au détriment des autres. Si l’on souhaite améliorer les caractéristiques de 

précision, stabilité, rapidité du système il est nécessaire  d’introduire un correcteur dans la boucle 

de commande. Ces correcteurs doivent permettre de réaliser le meilleur compromis entre 

précision, stabilité et rapidité du système étudié. Les correcteurs PID étaient les plus populaires 

du siècle passé. Ils resteront dominants à cause de leur remarquable efficacité, simplicité de mise 

en œuvre et la large applicabilité. Bien qu'ils soient devenus commercialement disponibles dans 

les années 1930, l'intérêt à leur conception reste  très haut même aujourd'hui.  

Les méthodes d’ajustement fondées sur les mesures trouvent leur origine au début des années 

1940 avec la méthode de Ziegler-Nichols [63]. Ils ont proposé deux approches expérimentales 

destinées à ajuster rapidement les paramètres des correcteurs P, PI et PID. La première, dite la 

méthode de Ziegler-Nichols en boucle ouverte, nécessite l’enregistrement de la réponse 

indicielle du système à commander seul, alors que la deuxième, dite méthode de Ziegler-Nichols 

en boucle fermée,  demande d’amener le système en boucle fermée à sa limite de stabilité. Cette 

méthode nécessite de boucler le système sur un simple correcteur proportionnel dont on 

augmente le gain jusqu’à amener le système à osciller de manière permanente ; on se trouve ainsi 

à la limite de stabilité du système. Le choix des paramètres du correcteur est alors donné par des 

formules d’essence empirique. Ces règles, très appréciées pour leur simplicité, sont aussi 
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connues pour leurs résultats souvent modestes en termes de robustesse et de performances en 

poursuite de trajectoire. 

En [33], la méthode dite de Kappa-Tau, de nature empirique, propose de simples lois 

d’ajustement qui attribuent à un système inconnu approximativement une valeur donnée pour la 

norme infinie de la fonction de sensibilité. La méthode de Cohen-Coon [64], est basée sur un 

modèle de premier ordre avec temps de retard du procédé est son critère principal est le rejet de 

perturbation. Elle pourrait être considérée aussi dans la classe des méthodes de placement des 

pôles. Les correcteurs PI et PID prennent en compte la minimisation de l’intégrale de l’erreur. 

Les paramètres du correcteur PID ont été déduits par des règles de nature empirique. Cette 

méthode donne pourtant un coefficient d’amortissement trop faible, ce qui signifie une boucle 

fermée mal amortie et une haute sensibilité.  

Les méthodes empiriques de réglage  sont largement référencées parce qu'elles sont basées sur la 

caractérisation de la dynamique de processus par quelques paramètres et des équations simples 

pour les paramètres du correcteur et ils donnent un bon réglage seulement dans des situations 

limitées. Un effort énorme et continu a été dépensé dans la conception des correcteurs PID pour 

l’amélioration de qualité de commande des systèmes et l’amélioration des performances.  

Une des possibilités d'améliorer les correcteurs PID est d’utiliser les correcteurs d'ordre 

fractionnaire. Le premier qui a vraiment présenté le correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire,  une 

généralisation du correcteur PID classique, impliquant une action d'intégration d'ordre λ et une 

action de différentiation d'ordre µ  était Igor Podlubny [7, 65]. Beaucoup de chercheurs ont été 

intéressés par l'utilisation et la conception  de ce type de correcteur. L'intérêt de ce type de 

correcteur est justifié par une meilleure flexibilité, puisqu'il a encore deux paramètres à régler,  

qui sont l'ordre fractionnaire λ de l'action d'intégration et l’ordre fractionnaire µ de l'action de 

différentiation. Ces deux paramètres peuvent être employés pour accomplir des spécifications 

complémentaires pour la conception ou d'autres exigences intéressantes pour le système à 

commander.  

Différemment  au correcteur PID classique, il n'y a aucune méthode de réglage systématique 

existant pour le correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire. Donc, la motivation de base dans notre 

méthode de conception du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire est le développement de règles 

empiriques de réglage  qui sont presque aussi simples que les règles de Ziegler-Nichols pour 

améliorer la qualité de commande des systèmes comparée au correcteur PID classique. 

Autrement dit, exprimer les cinq paramètres du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire en 

fonction des caractéristiques du système à commander.  
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Dans ce travail nous proposons une nouvelle méthode de conception du correcteur PIλDµ  

d’ordre fractionnaire  d'un système de commande à retour unitaire classique, montré dans la 

figure Fig.3.1, la méthode de  réglage de Ziegler-Nichols sera utilisé pour l’ajustement des trois 

paramètres du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire pour λ= µ=1. 

Pour cela, la fonction de transfert Gp(s) du système à commander est un système de premier 

ordre avec ou sans temps de retard : 
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P e
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K
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+
=

)1(
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 (4.1)

Ou un système premier ordre avec un intégrateur avec ou sans temps retard: 
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Avec K0 est le gain statique, τ est la constante de temps et L est le temps de retard  qui peut être 

zéro.  La fonction de transfert C(s) du correcteur PIλDµ  d’ordre fractionnaire est donnée par :  
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Avec KP est la constante proportionnel, TI est la constante d'intégration, TD est la constante de 

différentiation, λ est l'ordre fractionnaire de l’action d'intégration tel que   0 < λ < 1 et  µ est 

l'ordre fractionnaire de l'action de différentiation tel que 0 < µ < 1. 

 
4.2 Ajustement des paramètres du correcteurs PIλDµ  
 

La méthode proposée pour l’ajustement des paramètres du correcteurs PIλDµ est 

composée de deux étapes, la première sert à ajuster les paramètres  KP, TI et TD d’un correcteur 

PID classique pour λ= µ=1, la deuxième sert à ajuster les paramètres λ et µ. 
 

4.2.1 Ajustement des paramètres KP, TI  et TD 

 

Dans la première étape de notre méthode de conception nous avons utilisés les règles de 

la méthode de Ziegler-Nichols pour l’ajustement des paramètres KP, TI et TD du correcteur PIλDµ  

d’ordre fractionnaire donné par l’équation (4.3), avec λ=µ=1, ce qui signifie l’ajustement des 

paramètres d'un simple correcteur PID classique.  

Notre méthode de conception peut être généralisée par l’utilisation des paramètres KP, TI et TD  

ajustés par d’autres méthodes de conception qui existent dans la littérature. 
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4.2.2 Ajustement des paramètres λ et µ 
 

Par l’utilisation des paramètres KP, TI et TD obtenus dans la première étape de conception, 

la deuxième étape sert à ajuster les deux paramètres λ et µ minimisant un critère de performance. 

Dans notre travail, l’intégrale du carrée de l'erreur  (ISE) est utilisé comme critère de 

performance, la méthode de Hall-Sartorius [66], est utilisée pour calculer la valeur de ce critère 

pour un système de commande à retour d'unité classique présenté par la  figure Fig.3.1, pour une 

entrée échelon unité.  

L’intégrale du carrée de l'erreur  (ISE) est donné par: 
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Où  e(t)=[r(t)–y(t)] est le signal d’erreur. 

De l’équation (4.4), l’intégral complexe J(λ,µ) est défini  par: 
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De la figure Fig.3.1, le signal de l’erreur E(s) est obtenu comme: 
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Pour calculer l’intégral complexe J(λ,µ) par l'utilisation de la méthode de Hall-Sartorius 

présentée dans l’Annexe. A, le signal de l’erreur E(s) doit être une fonction rationnelle.    Mais la 

fonction de transfert du correcteur PIλDµ  d’ordre fractionnaire C(s) donné par l'équation (4.3) 

est une fonction irrationnelle et la fonction de transfert du système Gp(s) est aussi une fonction 

irrationnelle, si elle est avec temps de retard .  Lse−

Pour régler ce problème, le temps de retard  de la fonction de transfert du système GLse −
p(s) est 

remplacé par une fonction rationnelle, obtenue par la méthode d'approximation de Padé du 

premier ordre définie par : 
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Ainsi, la fonction de transfert du système Gp(s) devient une fonction rationnelle et elle sera 

définie dans le contexte suivant par :  
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)(
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p
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La fonction de transfert  irrationnelle du correcteur  PIλDµ  d’ordre fractionnaire de l'équation 

(4.3) est approximée par une  fonction rationnelle en utilisant la méthode présentée dans la 

section 2.5.1.  

La fonction de transfert du système Gp(s) peut être avec ou sans intégrateur, pour cela, nous  

considérerons deux manières pour l'approximation de la fonction de transfert C(s) du correcteur 

PIλDµ  d’ordre fractionnaire:  

 
a.  Système sans intégrateur 
 

Quand la fonction de transfert du système Gp(s) est sans intégrateur, l'intégrateur d'ordre 

fractionnaire λs
1  doit être implémenté comme λ

λ
−= 111 s

ss
 pour assurer la convergence de 

l’algorithme de Hall-Sartorius  employé pour  calculer la valeur du critère ISE. Par conséquent, 

la fonction de transfert du correcteur  PIλDµ  d’ordre fractionnaire C(s) sera : 
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La fonction C(s) a maintenant deux  différentiateurs d'ordre fractionnaire  s(1-λ) et sµ , donc par 

l’utilisation de la fonction rationnelle du  différentiateur d'ordre fractionnaire donnée dans la 

section 2.5.1,  nous pouvons approximer la fonction irrationnelle C(s) du correcteur 

PIλDµ d’ordre fractionnaire de l'équation  (4.3) par la fonction rationnelle suivante:  
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b.  Système avec intégrateur 
 

Dans le cas d’une fonction de transfert du système Gp(s) avec intégrateur, la convergence 

de l'algorithme  de Hall-Sartorius employé pour calculer la valeur du critère ISE est assurée. Par 

conséquent, nous pouvons  approximer la fonction de transfert irrationnelle C(s) de l'équation 

(4.3)  du correcteur PIλDµ  d’ordre fractionnaire par une fonction  rationnelle comme montré 

dans la section 3.4 :  
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Pour les deux manières d'approximation du correcteur PIλDµ  d’ordre fractionnaire par une 

fonction rationnelle, l’approximation est faite dans une bande de fréquence  d'intérêt pratique   

[ωL , ωH]  choisie autour de la fréquence de  coupure du gain unité ωu  de la  fonction de transfert 

en boucle ouverte C(s)Gp(s), avec C(s) est le correcteur PID classique, pour λ=µ=1, et la bande 

[ωL , ωH]=[ωL=0.1ωu, ωH=10ωu].  

Alors, pour  les deux manières d'approximation de  la fonction de transfert C(s) du correcteur 

PIλDµ  d’ordre fractionnaire par une fonction  rationnelle, le signal d'erreur E(s) devient une 

fonction rationnelle  donné par : 
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Par conséquent, l'intégrale complexe J(λ,µ) peut être calculée comme montré dans [66]:  
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L’objectif de l’ajustement de l’ordre fractionnaire λ de l’action d’intégration et l’ordre 

fractionnaire µ de l’action de différentiation consiste à trouver le couple (λ , µ ) qui réduisent au 

minimum l'index J(λ,µ) de l'équation (4.13).  Pour la tache de minimisation, nous avons changer 

les valeurs des paramètres λ  et µ  de 0 à 1  avec un pas de  0,05 et pour chaque valeur des 
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couples (λ , µ) nous calculons l'index  correspondant J(λ,µ) de l’intégrale du carré de l’erreur 

(ISE). Avec une  comparaison simple  de tout les index J(λ,µ) calculés, nous pouvons obtenir 

l’index minimum J(λ,µ) et l’ajustement des deux paramètres λ et µ du correcteur  PIλDµ  d’ordre 

fractionnaire. 

 
4.2.3 Exemples de simulation 
 

Dans cette section, nous présenterons trois exemples de  simulation pour montrer l'efficacité de 

la méthode proposée pour le réglage des paramètres de correcteurs PIλ/PIλDµ d’ordre 

fractionnaire  dans une boucle de commande à retour unitaire.  
 

a. Exemple 1: Système du premier ordre avec temps de retard [67] 

 

La fonction de transfert du système est donnée par [68]: 
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Dans [68], le correcteur PI classique (λ = 1, µ = 0 et TD=0) est utilisé pour la commande du 

système précédant. Par l’utilisation des règles de  la méthode de Ziegler-Nichols, les paramètres 

KP, TI du correcteur PI classique trouvés sont  KP =0.73 et TI =0.69.  

De là, la fonction de transfert C1(s) du correcteur PI classique obtenue est : 
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Par l’utilisation des paramètres KP, TI trouvés pour le correcteur PI classique, la fonction de 

transfert C2(s) du correcteur PIλ d’ordre fractionnaire est donnée alors par : 
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Le plus petit index J du critère ISE de l’équation (4.13) est obtenu pour le paramètre λ = 0.95. 

Alors la fonction de transfert C2(s) du correcteur  PIλ d’ordre fractionnaire demandée est donnée 

par : 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 95.02 69.0

1173.0)(
s

sC  (4.17)

 



Chapitre 4 : Réglage des correcteurs PIλDµ d’ordre fractionnaire______________________  55

La figure Fig.4.1 présente les tracés de Bode de la fonction de transfert C(s)Gp(s) en boucle 

ouverte pour les deux correcteurs, PI classique C1(s) et PIλ d’ordre fractionnaire C2(s) dans sa 

forme en fonction rationnelle. 

La figure Fig.4.2 présente les réponses indicielles du système en boucle fermée quant C(s) est le 

correcteur PI classique C1(s) et quant C(s) est le correcteur PIλ d’ordre fractionnaire C2(s) dans 

sa forme en fonction rationnelle. 
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Fig. 4.1: Tracés de Bode  du système en boucle ouverte : (… : PI, __ : PI0.95) 
 

 
 

Fig. 4.2: Réponses indicielles du système en boucle fermée: (… : PI, __ : PI0.95) 
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Pour la comparaison de l’amélioration des performances du système de commande, 

quelques caractéristiques de performance pour le système de commande avec les deux 

correcteurs, quant C(s) est le correcteur PI classique C1(s) et quant C(s) est le correcteur 

PIλ  d’ordre fractionnaire C2(s) dans sa forme en fonction rationnelle, sont récapitulés dans la  

table Tab.4.1, en terme de fréquence de coupure à gain unité ωu, marge de phase PM, marge de 

gain GM, temps de réponse ts, et dépassement  P. 

Les résultats de comparaison sont donnés comme suit : 

- La fréquence de coupure à gain unité a été changée de 1.51%.  

- La marge de phase du système de commande à retour unitaire avec le correcteur PI0.95 

d’ordre fractionnaire a augmenté de 6.19% et la marge de gain a diminué de 4.44%.  

- Le temps de réponse du système de commande à retour unitaire avec le correcteur PI0.95 

d’ordre fractionnaire est 16.26% plus petit que celui avec le correcteur PI classique. 

- Le dépassement du système de commande de retour unitaire avec le correcteur PI0.95 

d’ordre fractionnaire est 33.33% plus petit que celui avec le correcteur PI classique.  
 
 

Tab. 4.1: Caractéristiques de performance des correcteurs PI  et PI0.95 

 
Correcteur 

C(s) 
ωu 

(rad/s) 
PM 

(deg) 
GM 
(dB) 

ts  
(s) 

P  
(%) 

PI 0.922 53.8 13.5 4.12 12 

PI0.95 0.936 57.2 12.9 3.45 8 
 
 

b. Exemple 2: Système du premier ordre avec temps de retard [69]  
 
Dans cet exemple, la fonction de transfert du système est considérée comme [70] :  
  

s
p e

s
sG 5

)201(
1)( −

+
=  (4.18)

 

Pour l’ajustement des paramètres KP, TI et TD  du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire nous 

considérons  λ =µ = 1, ce qui signifie le cas d’un correcteur PID classique.    

Par l’utilisation des règles de la méthode de Ziegler-Nichols, les paramètres KP, TI et TD s'avèrent 

KP = 4.0588, TI = 9.2500, TD = 2.3125. 

Pour ce cas, les tracés de Bode de la fonction de transfert en boucle ouverte sont montrés sur la 

figure Fig.4.3. La fréquence de coupure à gain unité est ωu= 0.198 rad/s. 

Une fois les paramètres KP, TI et TD sont ajustés, la fonction de transfert C(s) du correcteur PIλDµ 

d’ordre fractionnaire devient :  
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⎟
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⎛ ++= µ
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3125.2
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114.0588  C(s)  (4.19)

 
Pour ajuster les paramètres λ et µ en utilisant la méthode de conception proposée, le temps de 

retard  de la fonction de transfert Gs5e−
p(s) du système et la fonction de transfert C(s) du 

correcteur PIλDµ  d’ordre fractionnaire doivent être rationnelles. 

Ainsi, le temps de retards est approximé par une fonction rationnelle obtenue par 

l’approximation de Padé du premier ordre et le correcteur C(s) est approximé par une fonction 

rationnelle définie dans la section 3.4. 

Puisque la fonction de transfert Gp(s) du système est sans intégrateur, l’intégrateur λs
1  d’ordre 

fractionnaire doit être implémenté comme λ
λ

−= 111 s
ss

 pour assurer la convergence de 

l’algorithme Hall-Sartorius utilisé pour calculer la valeur du critère ISE.  

Par conséquent, la fonction de transfert C(s) du correcteur PIλDµ  d’ordre fractionnaire sera : 
 

⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
++=

−
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λ

s
s

s 3125.2
25.9

14.0588  C(s)
1

 (4.20)

 

Dans notre cas l’intégrateur et le différentiateur d’ordre fractionnaire de C(s) sont approximés 

dans la bande de fréquence [ωL, ωH] = [0.1ωu, 10ωu] = [0.0198 rad/s, 1.98 rad/s] avec une erreur 

d’approximation y=0.75dB et une fréquence ωmax=100ωH = 198.00 rad/s.  

D’après les résultats de simulation, le plus petit  index J(λ,µ) du critère ISE obtenu correspond à 

un couple  (λ , µ) = (0.90, 0.90). 

Donc, la fonction de transfert C(s) du correcteur PIλDµ  d’ordre fractionnaire requis est donnée 

par: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 90.0
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110588.4  C(s) s
s

ss
s

 (4.21)

 

Ainsi, la fonction rationnelle de l’approximation du correcteur PI0.90D0.90 d’ordre fractionnaire 

est donnée par :  
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En plus du tracé de Bode de la fonction de transfert en boucle ouverte C(s)Gp(s) pour le 

correcteur PID classique  de la première étape d’ajustement, la figure Fig.4.3 présente aussi le 

tracé de Bode de la fonction de transfert en boucle ouverte C(s)Gp(s) avec C(s) le correcteur 

PI0.90D0.90 d’ordre fractionnaire dans sa forme rationnelle. La figure Fig.4.4 présente les réponses 

indicielles du système en boucle fermée avec les deux correcteurs, le correcteur PID classique et 

le correcteur  PI0.90D0.90 d’ordre fractionnaire dans sa forme de fonction rationnelle. Les signaux 

des actions de commande du système en boucle fermée  avec les deux correcteurs PID classique 

et   PI0.90D0.90 d’ordre fractionnaire dans sa forme de fonction rationnelle sont présentés dans la 

figure Fig.4.5. 

Pour la comparaison de l’amélioration des performances du système de commande, Nous 

avons récapitulé quelques caractéristiques  de performance dans la table Tab.4.2 du système de 

commande pour les deux correcteurs, en terme de fréquence de coupure à gain unité ωu, marge 

de phase PM, marge de gain GM, temps de réponse ts, et dépassement  P.  

Les résultats de comparaison sont donnés comme suit : 

- La fréquence de coupure à gain unité a été changée de 18%.  

- La marge de phase du système de commande à retour unitaire avec le correcteur PI0.90D0.90 

d’ordre fractionnaire a augmenté de 10% et la marge de gain a diminué de 2%.  

- Le temps de réponse du système de commande à retour unitaire avec le correcteur 

PI0.90D0.90 d’ordre fractionnaire est 26% plus petit que celui avec le correcteur PID 

classique. 

- Le dépassement du système de commande à retour unitaire avec le correcteur PI0.90D0.90 

d’ordre fractionnaire est 55% plus petit que celui avec le correcteur PID classique.  

De la figure Fig.4.5, nous pouvons voir que le signal de commande du correcteur PI0.90D0.90 

d’ordre fractionnaire est beaucoup plus petit et significativement plus lisse que celui du 

correcteur PID classique réglé par la méthode de Ziegler-Nichols.  
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Fig. 4.3: Tracés de Bode du système en boucle ouverte : (--: PID, __ : PI0.90D0.90) 

 

 
 

Fig. 4.4: Réponses indicielles du système en boucle fermée :(-- : PID, __ : PI0.90D0.90) 
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Fig. 4.5: Signal de commande du système en boucle fermée : (-- : PID, __ : PI0.90D0.90) 

 

Tab. 4.2: Caractéristiques de performance des  correcteurs PID et PI0.90D0.90

Correcteur 
C(s) 

ωu 
(rad/s) 

PM 
(deg) 

GM 
(dB) 

ts  
(s) 

P  
(%) 

PID 0.198 46.50 6.57 27.10 22.00 

PI0.90D0.90 0.233 51.00 6.47 20.00 10.00 
 

 

c. Exemple 3: Système du deuxième ordre avec temps de retard [69] 
 

La fonction de transfert du système est donnée comme [64] : 
 

s
p e

ss
sG −

+
=

)21(
1)(  (4.23)

 

Pour λ= µ= 1, les paramètres KP, TI et TD  du correcteur PID  classique sont ajustés à KP = 0.444, 

TI = 6.0 et TD = 1.5, par l’utilisation des règles de  la méthode de Ziegler-Nichols.  

La figure Fig.4.6 présente le  tracé de Bode de la fonction de transfert en boucle ouverte 

C(s)Gp(s) avec le correcteur PID classique obtenu ci-dessus. Dans ce cas, la fréquence de 

coupure à gain unité est ωu= 0.361 rad/s.  
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Une fois KP, TI et TD sont ajusté, la fonction de transfert C(s) du correcteur PIλDµ  est donnée  

par: 

⎟
⎠
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⎛ ++= µ

λ
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s
sC 5.1

0.6
11444.0)(  (4.24)

 

Pour ajuster les paramètres λ et  µ par l’utilisation de la méthode de conception proposée, le 

temps de retards  de la fonction de transfert Gse−
p(s) du système est approximée par une 

fonction rationnelle par l’utilisation de l’approximation de Padé du premier ordre et la fonction 

irrationnelle du correcteur C(s) ci-dessus est aussi approximée par l’utilisation de la méthode 

présentée dans la section 3.4 

Les opérateurs d’ordre fractionnaire du correcteur C(s) ci-dessus sont approximés dans une 

bande de fréquence [ωL, ωH] = [0.1ωu, 10ωu] = [0.0361 rad/s, 3.61 rad/s] avec une erreur 

d’approximation y=0.75dB pour l’intégrateur d’ordre fractionnaire et y=1.50 pour le 

différentiateur d’ordre fractionnaire et la fréquence ωmax=100ωH = 361.00 rad/s.  

D’après les résultats de simulation, le plus petit index J(λ,µ) du critère ISE obtenu correspond au 

couple (λ , µ) = (0.06, 0.95). Alors  la fonction de transfert C(s) du correcteur PIλDµ  d’ordre 

fractionnaire exigée est  donnée par: 

⎟
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On peut dire que le  correcteur C(s) ci-dessus se comporte de la même façon qu’un correcteur PD 

classique, puisque l'ordre de la partie intégrale est très petit (λ=0.06) et l'ordre de la partie 

dérivée est presque l'unité (µ=0.95). La présence d’un intégrateur d'ordre fractionnaire garantit 

toujours une erreur statique nulle pour le système de commande, même pour une valeur basse du 

paramètre λ.  

Donc, l’approximation de la fonction rationnelle du correcteur PI0.06D0.95 d’ordre fractionnaire 

est donnée par : 
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La figure Fig.4.6 présente le tracé de Bode de la fonction de transfert C(s)Gp(s) en boucle 

ouverte  des deux correcteurs, PID classique et PI0.06D0.95 d’ordre fractionnaire dans sa forme de 
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fonction rationnelle. La figure Fig.4.7 présente les réponses indicielles de la boucle fermée du 

système de commande des deux correcteurs, PID classique et PI0.06D0.95 d’ordre fractionnaire 

dans sa forme de fonction rationnelle. Les actions de commande du système de commande en 

boucle fermée avec les deux correcteurs, PID classique et PI0.06D0.95 d’ordre fractionnaire sont 

présentées dans la figure  Fig.4.8. 

Pour la comparaison de l’amélioration des performances du système de commande, Nous avons 

récapitulé quelques caractéristiques  de performance dans la table Tab.4.3 du système de 

commande pour les deux correcteurs, en terme de fréquence de coupure à gain unité ωu, marge 

de phase PM, marge de gain GM, temps de réponse ts, et dépassement  P.  

On donne les résultats de comparaison comme suit : 

- La fréquence de coupure à gain unité a été changée de 28%.  

- La marge de phase du système de commande à retour unitaire avec le correcteur PI0.06D0.95 

d’ordre fractionnaire a augmenté de 38% et la marge de gain a diminué de 16%.  

- Le temps de réponse du système de commande à retour unitaire avec le correcteur 

PI0.06D0.95 d’ordre fractionnaire est 59% plus petit que celui avec le correcteur PID 

classique. 

- Le dépassement du système de commande à retour unitaire avec le correcteur PI0.06D0.95 

d’ordre fractionnaire est 55% plus petit que celui avec le correcteur PID classique.  

De la figure Fig.4.8, nous pouvons voir que le signal de commande du correcteur PI0.06D0.95 

d’ordre fractionnaire est beaucoup plus petit et significativement plus lisse que celui du 

correcteur PID classique ajusté par la méthode de Ziegler-Nichols.  

 

 
Tab. 4.3: Caractéristiques de performance pour des  correcteurs PID et PI0.06D0.95

Correcteur 
C(s) 

ωu 
(rad/s) 

PM 
(deg) 

GM 
(dB) 

ts  
(s) 

P  
(%) 

PID 0.361  38.30 14.80 22.80 41.00 

PI0.06D0.95 0.462  53.00 12.50 9.34 13.00 
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Fig. 4.6: Diagrammes de Bode du système en boucle ouverte: (-- : PID, __ : PI0.06D0.95) 

 

 
 

 

Fig. 4.7: Réponses indicielles du système en boucle fermée : (-- : PID, __ : PI0.06D0.95) 
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Fig. 4.8: Signal de commande du système en boucle fermée : (-- : PID, __ : PI0.06D0.95) 

 

4.2.4 Test de robustesse 
 

La robustesse des systèmes de commande aux perturbations et  aux incertitudes est un 

objectif important dans les boucles de commande. La rétroaction ne serait pas nécessaire pour la  

plupart des systèmes de commande s’il n'y avait aucune perturbation  et incertitude. En général, 

la conception des correcteurs est effectuée en  utilisant les valeurs nominales des paramètres du 

processus  à commander. Cependant, ils existent toujours des incertitudes sur les  valeurs de ces 

paramètres. Nous pouvons  dire qu’une conception est robuste, si elle garde les performances du 

système de commande pour la variation  substantielle en valeurs des paramètres du processus.  

Pour ce troisième exemple de simulation, nous comparerons les  performances du 

système de commande pour les deux  correcteurs, le correcteur PID classique et le correcteur 

PI0.06D0.95 d’ordre fractionnaire, avec la variation du gain K0 du processus. Les figures Fig.4.9 et 

Fig.4.10, présentent les réponses  indicielles  du système de commande en boucle fermée avec 

les  correcteurs PID classique et PI0.06D0.95 d’ordre fractionnaire, respectivement, pour trois 

valeurs différentes  du gain K0; la valeur nominale K0= 1, 50% plus de la valeur  nominale K0 = 

1,5 et 50% moins de la valeur nominale K0 = 0,50.  A partir des figures Fig.4.9 et Fig.4.10, nous 

pouvons facilement voir que le  système de commande avec le correcteur PI0.06D0.95  d’ordre 

fractionnaire a beaucoup moins  de changements de ses caractéristiques de performances pour 

des variations du gain K0 que le système de commande  avec le correcteur PID classique.  Alors, 
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nous  pouvons dire que l'utilisation du correcteur PI0.06D0.95  d’ordre fractionnaire fournit de 

bonnes performances  et robustesse. 
 

 
 

Fig. 4.9: Réponses indicielles du système en boucle fermée avec le correcteur PI0.06D0.95 : 
 (… : K0=0.5, __ : K0=1, --- : K0=1.5) 

 

 
 

Fig. 4.10: Réponses indicielles du système en boucle fermée avec le correcteur PID: 
 (… : K0=0.5, __ : K0=1, --- : K0=1.5) 
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4.3 Considérations d'implémentation  
 

Malgré que les règles de la méthode de Ziegler-Nichols sont employée pour l’ajustement  

des paramètres KP, TI et TD pour λ= µ =1  du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire,  notre 

méthode de conception proposée peut  employer tous les autres techniques classiques 

d’ajustement qui existent dans la littérature. Par conséquent nous pouvons employer directement 

les  paramètres KP, TI et TD de n'importe quel correcteur  PID classique du  système de 

commande [71].  

Comme les correcteurs PID classique sont généralement les plus utilisés dans 

pratiquement toutes les applications industrielles de  commande, notre méthode de conception 

des correcteurs PIλDµ  d’ordre fractionnaire   sera très appropriée aux correcteurs PID classiques 

déjà réglés. Ainsi des considérations d'implémentation des correcteurs  PIλDµ d’ordre 

fractionnaire avec les correcteurs  PID déjà existants seront présentées. Supposez que nous avons 

un système de commande classique  à retour unitaire déjà réglé avec un correcteur PID classique  

comme correcteur. La fonction de transfert de ce correcteur  PID classique est donnée par :  
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Où KI=Kp/TI et KD= KpTD.  

La structure du correcteur  PID classique de l'équation  (4.27) consiste en la connexion parallèle 

des parties proportionnelles, intégrales et dérivées comme donné dans la figure Fig.4.11. 

Dans notre méthode de conception, nous avons dit que nous  pouvons employer directement les 

paramètres KP, TI et TD déjà réglés du correcteur  PID classique du système de commande  à  

étudié pour ajuster l'ordre fractionnaire λ (0 < λ < 1) de l'action d'intégration et l'ordre  

fractionnaire µ (0 < µ < 1)   de l'action de différentiation du correcteur PIλDµ d’ordre 

fractionnaire. Une fois que les paramètres λ  et  µ  sont ajustés, la fonction de transfert du 

correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire est donnée  comme :   
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La structure du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire de l'équation (4.28) est le  raccordement 

parallèle des parties proportionnelle,  intégrale d’ordre fractionnaire et dérivée d’ordre 

fractionnaire comme donné dans la figure  Fig.4.12.  
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Dans notre implémentation, nous voulons employer le correcteur PID déjà  existant  pour mettre 

en application notre correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire, donc nous transformerons  la 

fonction de transfert du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire de l'équation (4.28) à  l'équation 

suivante :  

                      )1(
)1( C(s) µ

λ
−

− ++=
s

sKs
s

KK DI
p  (4.29)

 

L’équation (4.29) signifie que nous implémentons juste le  différentiateur d'ordre fractionnaire 

 (0 < λ < 1)  en cascade avec l’action d’intégration K)1( λ−s I/s déjà existante du correcteur PID 

classique pour obtenir l’action intégral KI/sλ d’ordre fractionnaire du correcteur PIλDµ d’ordre 

fractionnaire,  et l’intégrateur )1(

1
µ−s

 (0 < µ< 1) d’ordre fractionnaire en cascade avec l’action 

dérivée KDs déjà existante du correcteur PID classique pour obtenir l’action dérivée KDsµ d’ordre 

fractionnaire du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire. Par conséquent, la nouvelle structure 

interne du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire de la figure Fig.4.12 avec ces opérateurs 

d'ordre fractionnaire  sera donnée comme  dans la figure Fig.4.13.  

 

 

Fig. 4.11: Structure du correcteur PID  classique 

 

 

Fig. 4.12: Structure du correcteur PIλDµ  d’ordre fractionnaire 
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Fig. 4.13: Nouvelle structure du correcteur PIλDµ  d’ordre fractionnaire 

    

4.4 Conclusion  
 

Dans ce chapitre, une nouvelle méthode de conception du correcteur PIλDµ  d’ordre 

fractionnaire est présentée pour l’amélioration de la qualité de commande et les performances  

d’un système de commande classique à retour unitaire. Les idées de base sont basées sur les 

règles de la méthode de Ziegler-Nichols et la minimisation du critère ISE. La formulation de 

cette nouvelle méthode de conception a été dérivée par l’utilisation des  fonctions rationnelles 

des opérateurs d’intégration et de différentiation d’ordre fractionnaire, dans une bande de 

fréquence donnée d'intérêt pratique. Des exemples explicatifs sont présentés pour exposer 

l'efficacité et la simplicité de la méthode proposée. Comme on peut voir des résultats de 

simulation, les correcteurs PIλ/PIλDµ  d’ordre fractionnaire ont significativement amélioré les 

caractéristiques de fonctionnement des systèmes de commande comparés aux correcteurs PI/PID 

classique et le système commandé par l’utilisation du correcteur PIλDµ   d’ordre fractionnaire est 

robuste aux incertitudes du modèle. Notre technique de conception sera très appropriée pour des 

correcteurs PI/PID déjà réglé parce que pour implémenter le correcteur PIλ/PIλDµ  d’ordre 

fractionnaire nous employons le correcteur PI/PID classique déjà existant avec deux 

différentiateurs d’ordre fractionnaire  donnés. 

 



 

Chapitre 5 

 

Réglage des correcteurs PIα-PDβ d’ordre fractionnaire 

 

 

 
5.1 Introduction 
 
5.1.1 Motivation 
 

Le correcteur standard le plus utilisé dans l’industrie est le correcteur PID, car il permet 

de régler à l’aide de ses trois paramètres les performances du système de commande. Si la 

dynamique dominante du système à commander est supérieure au deuxième ordre, ou si le 

système contient un retard important ou plusieurs modes oscillants, le correcteur PID n’est plus 

adéquat et un correcteur plus complexe (avec plus de paramètres) doit être utilisé [33]. Majhi 

[61], a proposé le correcteur PI-PD, une forme modifiée du correcteur PID. Le correcteur PI-PD, 

correspond à la commande PI de la fonction de transfert du système changée par le retour de la 

commande PD. Ce correcteur peut produire une commande améliorée dans plusieurs situations.  

Les objectifs d’une telle structure de commande sont le perfectionnement de la qualité de 

commande des systèmes et l’amélioration des performances. Dans ce contexte, nous proposons 

une généralisation du correcteur PI-PD, à savoir le correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire, 

impliquant une action d'intégration d'ordre fractionnaire α et une action de différentiation d'ordre 

fractionnaire β. Ces deux paramètres peuvent être employés pour accomplir des spécifications 

complémentaires pour la conception ou d'autres exigences intéressantes pour le système à 

commander, que dans le cas d'une structure de commande  PI-PD classique (α =1, β =1). 

Le réglage du correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire, détaillé dans la section 3.5, sert à ajuster 

les six paramètres pour assurer des spécifications désirées. Une de ces spécifications est la 

minimisation d’un critère de performances, dans ce contexte, notre technique de réglage 

proposée, est basée. 
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5.1.2 Critères intégrales 
 

Au cours des années, beaucoup de méthodes d’optimisation d’un critère intégral ont été 

étudiées, une approche commune est  de réduire au minimum un index de performance. Ces 

méthodes s’appuient sur des critères d’optimisation d’une des spécifications de performances, 

considérée la plus importante. Elles sont applicables à condition que l’on puisse avoir une 

paramétrisation du critère en fonction des paramètres du correcteur. 

Le but d'une méthode de réglage est de déterminer les valeurs  des paramètres de correcteur qui 

minimisent un certain critère. Ce critère  J  est une fonction du vecteur P des  paramètres du 

correcteur  et, par conséquence, ce  but peut être exprimé mathématiquement par: 
 

)(PJMin
P

 (5.1)

Les critères les plus connus peuvent être décrits par leurs dénominations suivantes : 

-Integrated Error (IE) qui représente l’intégrale de l’erreur : 
 

∫
∞

=
0

)( dtteIE  (5.2)

-Integrated Absolute Error (IAE) qui représente l’intégrale de la valeur absolue de l’erreur : 
 

∫
∞

=
0

)( dtteIAE  (5.3)

-Integrated Square Error (ISE) qui représente l’intégrale de l’erreur quadratique : 
 

∫
∞

=
0

2 )( dtteISE  (5.4)

-Integrated Time multiplied Square Error (IT2SE) qui représente l’intégrale de l’erreur 

quadratique multipliée par le temps :      
 

∫
∞

=
0

2))(( dttteISE   (5.5)

-Integrated Time multiplied Absolute Error (ITAE) qui représente l’intégrale de l’erreur absolue 

multipliée par le temps :    
    

∫
∞

=
0

)( dttetITAE  (5.6)
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La méthode de minimisation du critère ISE a certains avantages tels que le calcul  simple dans le 

domaine de fréquence, quant  la  fonction de transfert du système est connue. Une solution 

analytique peut être obtenue dans [66]. 

Dans notre cas d’étude, nous proposons, d’une part, la minimisation de l’intégrale du carrée de 

l’erreur  ISE définie par:  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∫

∞

0

2
11 )( dttewMinJMin

PP
 (5.7)

 

D’autre part, et pour éviter le grand effort de commande, la minimisation du critère de  qualité de 

commande suivant est proposé: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∫

∞

0

2
22 )( dttuwMinJMin

PP
 (5.8)

 

Donc, pour obtenir une bonne performance dynamique et éviter le  grand effort de commande, 

nous pouvons proposer un critère général  avec une combinaison linéaire des critères J1 et J2:  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= ∫∫

∞∞

0

2
2

0

2
1 )()( dttuwdttewMinJMin

PP
 (5.9)

 

Le critère J   peut répondre  à l'exigence du concepteur en utilisant les valeurs des facteurs de 

pondérations w1 et  w2.  Le critère de performance défini par l’équation (5.9) comporte deux 

limites, la signification de chacune est déterminée par un facteur wi. Le concepteur doit définir 

les facteurs de pondérations w1 et  w2 correctement afin d'obtenir les caractéristiques désirées. 

Une augmentation de wi aura comme  conséquence une certaine amélioration du dispositif 

correspondant  mais peut dégrader d'autres critères. 

 

5.2 Ajustement des paramètres du correcteur PIα-PDβ  
 

5.2.1 Technique d’ajustement proposée  
 

La méthode de réglage proposée du correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire est basée sur 

la solution d’un problème de minimisation.  Ainsi, l’ajustement des six paramètres KPIF, KIF, 

KPDF, KDF, α et β. Le correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire a six paramètres  à ajuster (i.e., 

KPIF, KIF, α, KPDF, KDF, β), ceci peut souvent être fait par la solution d'un problème  de 

minimisation. Pour l’ajustement des six paramètres du correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire, 
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la technique proposée est basée  sur la minimisation du critère général donnée par l’équation 

(5.9). 

De la figure Fig.3.12, et pour une référence d’échelon unité, nous pouvons obtenir les fonctions 

de transfert de l’erreur et la commande comme suit : 
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Supposant que le processus et les correcteurs sont des  systèmes linéaires invariables dans le 

temps, nous pouvons employer  la méthode de Hall-Sartorius [66] pour évaluer le critère  général 

d’intégral donné par l’équation (5.9). 

De l’équation (5.9), l’intégrale complexe J est donnée comme : 
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Afin de calculer l'intégrale complexe J en utilisant la  méthode de Hall-Sartorius présentée dans 

l’annexe. A, les fonctions de transfert de E(s) et  U(s) doivent être rationnelles. Mais la fonction 

de transfert CPIF(s) du correcteur PIα d’ordre fractionnaire et la fonction de transfert CPDF(s) du 

correcteur PDβ d’ordre fractionnaire données par les équations (3.13) et (3.14) respectivement, 

sont irrationnelles et la fonction de transfert  Gp(s) du système est irrationnelle aussi quant elle 

est avec un temps de retard . Pour régler ce problème, le temps de retard   de la 

fonction de transfert  G

sLe− sLe−

p(s) du système approximé par une fonction rationnelle utilisant la 

méthode d’approximation de Padé du premier ordre comme :  
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Donc, la fonction de transfert  Gp(s) devient une fonction rationnelle. 

Les  fonctions de transfert irrationnelles des correcteurs  PIα et PDβ d’ordre fractionnaire des 

équations (3.13) et  (3.14) sont approximés par des fonctions rationnelles données par (3.16)  et 
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(3.17) respectivement. L’approximation du correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire par une  

fonction rationnelle est effectuée dans une bande de fréquence d’intérêt pratique [ωL, ωH].  

Les signaux d’erreur E(s) et de commande U(s) deviennent des fonctions rationnelles et sont 

données comme:   
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Par conséquent, les intégrales complexes J1   et J2  définis par les équations (5.7) et (5.8)  

respectivement, peuvent être calculées comme montré dans l’Annexe .A  par:  
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Le critère général J est donné par une combinaison linéaire des deux critères J1 et J2 comme suit: 
 

21 JJJ +=  (5.18) 

 

Ce critère est défini pour réduire au minimum  les énergies de l'erreur et de la commande (effort) 

respectivement. Dans le cas de notre étude, les choix sont w1=w2=1, prenant w1=1  et w2=0, nous 

obtiendrons J1. Les arrangements des six paramètres du correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire 

consistent à trouver ces paramètres qui réduisent au  minimum l'index J de l'équation (5.18).  

Pour la tâche de minimisation, nous avons changé les  valeurs des six paramètres chacune avec 

un pas de 0,01 et pour  chaque valeur des six paramètres; nous calculons l'index J   

correspondant. Avec un essai simple de comparaison de tous les index  J  calculés, nous pouvons 

obtenir l'index   minimum  et les arrangements correspondants des six  paramètres  du correcteur 

PIα-PDβ d’ordre fractionnaire. Pour réduire le temps de minimisation, l’intervalle  initial de 

chaque paramètres KPIF, KIF, KPDF et KDF est  choisi pour être centré en valeurs de paramètre de  

Ziegler-Nichols. L’intervalle de α et β est [0, 1]. 
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5.2.2 Exemples de simulation 

 
a. Exemple .1 Système avec intégrateur pur et temps de retard [72] 
 

Nous considérons le système donné par: 
 

s
esG

s

p

6

0506.0)(
−

=  (5.19)

                                                                                                                   
Cet exemple a été utilisé par Wang et Cluett [73], la fonction de transfert du système a un 

intégrateur pur et un temps de retard. Par l’utilisation de la méthode de réglage basée sur la 

minimisation du critère ISE : 

Les  paramètres KP et KI  du correcteur PI classique sont KP=3.982, KI=4.2048. Ainsi, le signal 

de sortie U1(s) du correcteur PI classique est donnée par: 
 

)(2048.4982.3)(1 sE
s

sU ⎟
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⎜
⎝
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Les paramètres KPI, KI et KPD du correcteur PI-P classique sont KPI=4.068, KI=2.7863, 

KPD=1.4125. Ainsi, le signal de sortie U2(s) du correcteur PI-P classique est donnée par: 
 

)(4125.1)(7863.2068.4)(2 sYsE
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Les paramètres KPIF, KIF, et KPDF du correcteur PIα-P d’ordre fractionnaire sont KPIF=3.0125, 

KIF=0.525, KPDF=1.125, α=0.7. Ainsi, le signal de sortie U3(s) du correcteur  PI0.7-P d’ordre 

fractionnaire est donné par: 

)(125.1)(525.00125.3)( 7.03 sYsE
s

sU −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=  (5.22)

 
Dans cet exemple d’application, les parties intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire  ont été  

implémentées dans une bande de fréquence donnée d’intérêt pratique par la méthode 

d’approximation de Charef de l’intégrateur et le dérivateur d’ordre fractionnaire présenté dans la 

section 2.5.1. La figure Fig.5.1 présente les réponses indicielles du système en boucle fermée 

pour les trois correcteurs. Nous pouvons dire que le correcteur PI0.7-P d’ordre fractionnaire a  

amélioré la réponse indicielle du système d’une façon considérable en termes de dépassement et 

temps de réponse.   
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Fig. 5.1: Réponses indicielles du système en boucle fermée: 
(___: PI0.7-P, ---: PI-P, …: PI) 

 

 

b. Exemple .2 
 

Le système suivant est utilisé pour l’évaluation des performances de la structure de 

commande  PIα-PDβ d’ordre fractionnaire proposée. Nous considérons un système du premier 

ordre plus intégrateur et temps de retard, donné par : 
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Asservissement typique de position [55]. Les résultats de simulation sont présentés pour deux 

cas : 
 

- Cas 1 [74] 
 

L’ajustement des six paramètres KPIF, KIF, α, KPDF, KDF et β, du correcteur PIα-PDβ 

d’ordre fractionnaire consiste à trouver ces paramètres qui réduisent au minimum l’indexe J1 de 

l’équation (5.7). Pour réduire le temps de minimisation, l’intervalle de variation des paramètres 

est choisie pour être centré aux valeurs des paramètres de Ziegler-Nichols, ceux-ci sont  KPIF Є� 

[0, 18], KIF Є [0, 20], KPDF Є [0, 18], KDF Є [0, 4]. L’intervalle de α et β est [0, 1].  
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Pour ajuster les six paramètres par l’utilisation de la méthode proposée dans la section 5.2, le 

temps de retard   de la fonction de transfert Gse 05.0−
p(s)  du système est remplacé par une fonction 

rationnelle obtenue par la méthode d’approximation de Padé du premier ordre. Le correcteur PIα-

PDβ d’ordre fractionnaire ci-dessus est remplacé aussi, par une fonction rationnelle dans une 

bande de fréquence [ωL,ωH] = [ωL=0.1ωu ,ωH =10ωu] = [.23 rad/s , 23 rad/s]. L’erreur spécifique 

de l’approximation y=0.75 dB pour la partie intégration et y  = 1.5 dB pour la partie 

différentiation. La fréquence maximale de l’approximation ωmax=100ωH = 2300 rad/s.  

Le plus petit index J1 est obtenu pour les paramètres KPIF= 10.1025, KIF= 3.050, KPDF= 0.2150, 

KDF= 2.325, α=0.80, β=0.75. A partir des paramètres obtenus, le signal de sortie  U1(s) du 

correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire est donnée par : 
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L’intégrateur d’ordre fractionnaire doit être implémenter comme α
α

−= 111 s
ss

, ceci pour assurer 

l’effet d’un intégrateur d’ordre entier  à très basses fréquences, donc le signal de sortie  Us/1 1(s) 

du correcteur PI0.8-PD0.75 d’ordre fractionnaire est donnée par : 

( ) )(235.2215.0)(050.31025.10)( 75.020.0
1 sYssEs

s
sU +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=  (5.25)

Dans ce cas d’étude, le correcteur PI0.80-PD0.75 d’ordre fractionnaire ajusté par la minimisation de 

l’index J1 est comparé au correcteur PID ajusté par l’utilisation des règles de la méthode de 

Ziegler-Nichols donné par: 

)(9732.12623.109)( sEs
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sU PID ⎟
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Et un correcteur PI-PD d’ordre entier ajusté par minimisation de l’index J1 donné par: 
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La figure Fig.5.2 présente les tracés de Bode des trois fonctions de transfert en boucle ouverte. 

Les figures Fig.5.3 et Fig.5.4 présentent les réponses indicielles et les signaux de commande des 

systèmes en boucle fermée. Nous pouvons dire que le correcteur PI0.80-PD0.75 d’ordre 

fractionnaire a  amélioré la réponse indicielle du système d’une façon considérable en terme de 

dépassement.   

 



Chapitre 5 : Réglage des correcteurs PIα-PDβ d’ordre fractionnaire____________________ 77

10-1 100 101 102
-100

-50

0

50

100

10-1 100 101 102
-200

-100

0

100

200

frequency (rad/s)  
Fig. 5.2: Tracés de Bode des systèmes en boucle ouverte: 

(___: PI0.80-PD0.75, ...: PI-PD, -.-. : PID ). 
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Fig. 5.3: Les réponses indicielles des systèmes en boucle fermée : 

(___: PI0.80-PD0.75, ---: PI-PD, …. : PID). 
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Fig. 5.4: Signaux de commande des systèmes en boucle fermée : 

(___ : PI0.80-PD0.75, --- : PI-PD, …. : PID). 
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Quelques caractéristiques de performances du systèmes de commande avec les correcteurs PI0.80-

PD0.75, PI-PD d’ordre entier et PID sont récapitulées dans les tables Tab.5.1 et Tab.5.2, en termes 

de fréquence de coupure à gain unité  ωu,  marge de phase PM, marge de gain GM, temps de 

monté Tr, temps de réponse Ts, dépassement P, index J1 et J. 

Nous pouvons voir des tables Tab.5.1 et Tab.5.2, que le correcteur PI0.80-PD0.75 d’ordre 

fractionnaire  donne le petit index J1, ceci parce que ce correcteur est ajusté par minimisation de 

cet index,  et un temps de réponse petit,  mais présente un grand effort de commande en 

comparaison avec ceux générés par les correcteurs PID et PI-PD d’ordre entier. Ceci mène à 

mettre en considération   la minimisation de l'effort de commande dans notre technique de 

conception. 

 
Tab. 5.1: Caractéristiques fréquentielles 

Correcteur 

C(s) 
ωu 

(rad/s)

PM 

(deg) 

GM 

(dB) 

PID 4.67 41.6 19.3 

PI-PD 0.433 93.0 17.7 

PI0.80-PD0.75 4.82 41.7 09.5 
 

Tab. 5.2: Caractéristiques temporelles. 

Correcteur 

C(s) 

Tr 

(sec) 

Ts

(sec) 

P 

(%) 

J1 J 

PID 0.20 2.02 38 0.3624 18.11 

PI-PD 5.26 9.51 0 0.3209 30.31 

PI0.80-PD0.75 0.7 6.4 4.0 0.2572 26.37 

 

- Cas 2 [74] 
 

L’ajustement des six paramètres KPIF, KIF, α, KPDF, KDF et β, du correcteur PIα-PDβ 

d’ordre fractionnaire consiste à trouver ces paramètres minimisant l’index J de l’équation (5.12), 

nous prenons en considération la minimisation des énergies de l'erreur et de l'effort de 

commande.  Comme discuté dans le  cas.1, pour réduire le temps de minimisation, les intervalles 

de variation des paramètres sont choisies pour être centrés aux valeurs des paramètres de 
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Ziegler-Nichols, avec ceux-ci sont  KPIF Є [0, 18], KIF Є [0, 20], KPDF Є [0, 18], KDF Є [0, 4]. 

L’intervalle de α et β est [0, 1]. 

Pour l’ajustement des six paramètres par l’utilisation de la méthode proposée dans la section 5.2, 

d’abord nous approximons le temps de retard  de la fonction de transfert Gse 05.0−
p(s) du système 

par une fonction rationnelle par l’utilisation de la méthode d’approximation de Padé du premier 

ordre. Nous nous approximons aussi le correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire ci-dessus par 

une fonction rationnelle dans une bande de fréquence [ωL,ωH] = [ωL=0.1ωu ,ωH =10ωu] = [.23 

rad/s , 23 rad/s]. L’erreur spécifique de l’approximation de la partie d’intégration est y =0.75 dB, 

y  = 75 dB est pour la partie de différentiation et la fréquence maximale de l’approximation  

ωmax=100ωH = 2300 rad/s.  

Le plus petit index J est obtenu pour les paramètres  KPIF= 0.432, KIF= 2.005, KPDF= 0.701, 

KDF=2.6025, α=0.64, β=0.74. Ainsi, le signal de sortie U1(s) du correcteur PIα-PDβ d’ordre 

fractionnaire est donnée par : 

( ) )(6025.2701.0)(005.2432.0)( 74.0
64.01 sYssE

s
sU +−⎟
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L’intégrateur d’ordre fractionnaire doit être implémenter comme α
α

−= 111 s
ss

, ceci pour assurer 

l’effet d’un intégrateur d’ordre entier  à très basses fréquences, donc le signal de sortie  Us/1 1(s) 

du correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire est donnée par : 
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Dans ce cas, le correcteur PI0.64-PD0.74 d’ordre fractionnaire ajusté par la minimisation de 

l’indexe J est comparé aux trois types de correcteurs : 

Un correcteur ajusté par l’utilisation des règles de la méthode  Ziegler-Nichols donné par: 
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Un correcteur PI-PD d’ordre entier ajusté par minimisation de l’index J, son signal de sortie est 

donnée par : 
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Un correcteur d’ordre fractionnaire présenté dans [75], ajusté pour des performances spécifiée: 

MG=60°, fréquence de coupure à gain unité ωu=2.3 rad/sec, et robustesse de variation du gain 

statique du système, donnée par: 

)(
10039.0
10350.414348.0)(

8160.08468.0

sE
s
s

s
ssU CF ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=  (5.32)

 

La figure Fig.5.5 présente les tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle ouverte. Les 

figures Fig.5.6, Fig.5.7, Fig.5.8 et Fig.5.9 présentent les réponses indicielles et les signaux de 

commande des systèmes en boucle fermée. On peut voir de ces figures que le correcteur  PI0.64-

PD0.74 d’ordre fractionnaire proposé  surpasse les trois autres correcteurs, et une réponse 

indicielle acceptable est tracée avec un minimum d’effort de commande. 
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Fig. 5.5: Tracés de Bode des systèmes en boucle ouverte : 

(___: PI0.64-PD0.74, …: PI-PD, ---: CF , -.-.: PID ). 
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Fig. 5.6: Les réponses indicielles des systèmes en boucle fermée : 

(___: PI0.64-PD0.74, ---: PI-PD, …:PID). 
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Fig. 5.7: Les signaux de commande des systèmes en boucle fermée :  

(___: PI0.64-PD0.74 , ---: PI-PD, …:PID). 
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Fig. 5.8: Les réponses indicielles des systèmes en boucle fermée : 

 (___ : PI0.64-PD0.74 , …: CF ). 
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Fig. 5.9: Les signaux de commande des systèmes en boucle fermée : 

(___ : PI0.64-PD0.74 , …: CF ). 
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Quelques caractéristiques de performance des système de commande avec le correcteur PI0.64-

PD0.74 d’ordre fractionnaire, le correcteur PID, le correcteur PI-PD d’ordre entier et le correcteur 

CF d’ordre fractionnaire sont récapitulé dans les tables Tab.5.3 et Tab.5.4, en termes de 

fréquence de coupure à gain unité  ωu,  marge de phase PM, marge de gain GM, temps de monté 

Tr. temps de réponse Ts, dépassement P, index J1 et J. 

On  peut voir de ces tables que le correcteur PI0.64-PD0.74 d’ordre fractionnaire donne le plus petit 

index J, cela parce que le correcteur est ajuté par minimisation de cet index. Par comparaison, le 

dépassement  maximal est donné par le PID. Cependant, le temps de monté et le temps de 

réponse du correcteur PI0.64-PD0.74 d’ordre fractionnaire proposé sont plus moins que du 

correcteur PI-PD d’ordre entier. Le correcteur d’ordre fractionnaire présenté dans [75], vérifie 

les spécifications désirées, mais avec un très large index J, ceci est parce que la méthode de 

conception n'a pas pris en considération la minimisation des énergies de l'erreur et l'effort de 

commande. 
Tab. 5.3: Caractéristiques fréquentielles 

Correcteur 

C(s) 
ωu 

(rad/s)

PM  

(deg) 

GM  

(dB) 

PID 4.67 41.6 19.3 

PI-PD 0.33 89.9 29.1 

CF 2.78 58.5 24 

PI0.64-PD0.74 0.72 67.9 22.7 
 

 

Tab. 5.4: Caractéristiques temporelles. 

Correcteur 

C(s) 
Tr 

(sec)

Ts

(sec)

P 

(%)

J1 J 

PID 0.2 2.0 38 0.3624 18.11 

PI-PD 6.55 11.8 0 0.7717 01.32 

CF 0.4 4.4 16 0.2479 57.66 

PI0.64-PD0.74 1.9 5.6 3.0 0.2572 01.29 
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5.3 Test de robustesse 
 

La robustesse des systèmes de commande aux perturbations et  aux incertitudes est un 

objectif important dans les boucles de commande. La rétroaction ne serait pas nécessaire pour la  

plupart des systèmes de commande s’il n'y avait aucune perturbation  et incertitude. En général, 

la conception des correcteurs est effectuée en  utilisant les valeurs nominales des paramètres du 

système  à commander. Cependant, ils existent toujours des incertitudes sur les  valeurs de ces 

paramètres. Nous pouvons  dire qu’une conception est robuste, si elle garde les performances du 

système de commande en présences des variations  substantielles en valeurs des paramètres du 

processus.  
          

5.3.1 Examples de simulation 
 

Pour évaluer la robustesse de la structure de commande PIα-PDβ d’ordre fractionnaire, les deux 

cas d’étude de l’exemple 2 sont utilisés :  
 

-Cas 1 [74]  
 

Pour ce cas, Nous comparerons les performances du système de commande avec le 

correcteur PI0.80-PD0.75 d’ordre fractionnaire pour une variation du gain  K0 du système. Les 

figures Fig.5.10 et Fig.5.11 représentent les réponses indicielles et les signaux de commande du 

système en boucle fermée avec le correcteur PI0.80-PD0.75 d’ordre fractionnaire, pour trois valeurs 

différentes du gain K0; la valeur nominal K0 = 1.4, 100% plus que la valeur nominal K0 = 2.8 et 

50% moins que la valeur nominal K0 = 0.7. De la figure Fig.5.10, nous pouvons facilement voire  

que le système de commande avec le correcteur PI0.80-PD0.75 d’ordre fractionnaire  a moins de 

changements de ses caractéristiques de fonctionnement.  Nous pouvons dire que l’utilisation du 

correcteur PI0.80-PD0.75 d’ordre fractionnaire  fournie de bonnes performances et robustesse. 
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Fig. 5.10: Réponses indicielles du système en boucle fermée avec le correcteur  PI0.80-PD0.75 : 

 variations du gain ( … : K0=0.7, ___ : K0=1.4, --- : K0=2.8 ) 
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Fig. 5.11: Signaux de commande du système en boucle fermée avec le correcteur  PI0.80-PD0.75 : 

variations du gain ( … : K0=0.7, ___ : K0=1.4, --- : K0=2.8 ) 
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-Cas 2 [74] 
 

Comme dans le cas. 1, Nous évaluerons la robustesse de notre correcteur PI0.64-PD0.74 

d’ordre fractionnaire pour des changements de gain K0, les mêmes variations que dans le cas.1 

seront considérées. Les réponses indicielles et les signaux de commande des systèmes en boucle 

fermée sont présentés sur les figures Fig.5.12 et Fig.5.13 respectivement.  De la figure Fig.5.12, 

nous pouvons facilement voire  que le système de commande avec le correcteur PI0.64-PD0.74 

d’ordre fractionnaire  a beaucoup moins de changements de ses caractéristiques de 

fonctionnement en termes de performances temporelles. Le correcteur PI0.64-PD0.74 d’ordre 

fractionnaire fournit une robustesse  acceptable.  
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Fig. 5.12: Réponses indicielles du système en boucle fermée avec le correcteur PI0.64-PD0.74 :  
Variation du gain (… : K0=0.7, ___ : K0=1.4, --- : K0=2.8) 
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Fig. 5.13: Signaux de commande du système en boucle fermée avec le correcteur PI0.64-PD0.74: 
Variation du gain (… : K0=0.7, ___ : K0=1.4, --- : K0=2.8) 

 

5.4 Conclusion  
 

Une nouvelle structure de commande PIα-PDβ d’ordre fractionnaire a été présentée. La 

nouveauté de la structure proposée consiste en  prolongation d'ordre d'intégration et de dérivation 

des ordres entiers  aux ordres fractionnaires. Le correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire proposé 

est une  généralisation du correcteur PI-PD classique. Ce fait ouvre la manière de concevoir 

d'une classe plus  flexible de correcteur, et donc vers la solution d'une plus grande  variété de 

problèmes de commande, comme par exemple, la commande  des processus avec des 

résonances, des intégrateurs et des fonctions de transfert instables. Nous avons décrit 

l’ajustement des paramètres du correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire et également étudié le 

mérite du correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire au-dessus des correcteurs  PI-PD 

conventionnel, PID de Ziegler-Nichols et d'autres correcteurs  d’ordre fractionnaire existants. La 

structure de commande  PIα-PDβ d’ordre fractionnaire proposée a assuré de bonnes performances 

et une robustesse acceptable. 
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Conclusion générale 

 

 

 
6 Conclusion générale 

Ce travail porte essentiellement sur la commande d’ordre fractionnaire. En effet de 

nouvelles techniques de réglage des correcteurs d’ordre fractionnaire sont proposées dans ce 

sens, tout en montrant leurs avantages en les appliquant aux différents procédés. Nous avons 

présenté deux contributions relatives à la commande d’ordre fractionnaire pour améliorer la 

qualité de commande des systèmes dynamiques. 

Notre première contribution concerne l'application du calcul d’ordre fractionnaire dans 

une structure de commande PID classique, une généralisation du correcteur PID d’ordre entier 

dans lequel les  ordres des actions dérivée et intégrale sont  fractionnaires, ce correcteur est 

nommé PIλDµ d’ordre fractionnaire. L’idée de base de la méthode de réglage proposée est 

d’utilisé le correcteur PID d’ordre entier déjà existant. Autrement dit, notre méthode proposée 

consiste à employer les paramètres KP, TI et TD pour ajuster les paramètres λ et µ minimisant 

l’intégrale du carrée de l'erreur  (ISE) du système de commande. Une étude comparative avec la 

structure de commande PID classique déjà existante nous a montré que cette nouvelle technique 

de réglage donne des résultats remarquables. 

La deuxième contribution concerne la proposition d’une nouvelle structure de commande 

PIα-PDβ d’ordre fractionnaire, cette structure est une  généralisation de la structure de commande 

PI-PD classique. Le correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire implique une action d'intégration 

d'ordre fractionnaire α et une action de différentiation d'ordre fractionnaire β. L'intérêt de ce type 

de correcteur est justifié par une meilleure flexibilité, puisqu'il a deux paramètres en plus, qui 

sont l'ordre fractionnaire α de l'action d'intégration et l’ordre fractionnaire β de l’action de 

différentiation. Ces paramètres peuvent être employés pour accomplir des spécifications 

complémentaires pour la conception ou d'autres exigences intéressantes pour le système de 
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commande. Pour vérifier les performances,  le correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire a été 

réglé pour différents modèles de systèmes de commande. Dans l’ensemble, nous pouvons dire 

que le correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire a  amélioré les performances et la robustesse du 

système de commande. 

La conception des correcteurs d’ordre fractionnaire est une matière sans  frontières. Cette 

thèse couvre seulement quelques aspects  pour le réglage des  correcteurs d’ordre fractionnaire. 

Davantage de recherche peut être prolongée au développement des méthodes de conception 

systématique, basées sur des règles pour l’ajustement des paramètres du correcteur PIλ/PIλDµ 

d’ordre fractionnaire, d’une part. D’autre part, l’algorithme de conception des correcteurs PIα-

PDβ d’ordre fractionnaire qui a  été employé dans cette thèse peut être amélioré en employant  

quelques algorithmes d'optimisation telle que les algorithmes génétiques GA et la méthode 

d’optimisation par essaim particulaires PSO. 

 

 



 

Annexe A 

 

A. Méthode de Hall-Sartorius  

 

 

 
1 Principe 
 

La méthode proposée par Hall et Sartorius consiste, pour un système linéaire, à 

rechercher un asservissement minimisant l’integrale du carré de l’erreur d’un système bouclé de 

la figure Fig. A.1, pour une entrée en échelon : 

[ ] [ ]∫∫
∞∞
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2 )()()( dttytrdtteJ  (A.1) 

 

Avec e(t)=[r(t) – y(t)] est le signal d’erreur. 

 

 
Fig. A.1: Système de commande à retour unitaire classique 

 

La méthode nécessite le calcul de l’integrale J sous forme littérale mettant en évidence les 

paramètres du système et du correcteur afin de déterminer les valeurs de ces paramètres 

minimisant l’intégrale. D’après les propriétés des transformées de Laplace l’intégrale J peut 

s’écrire : 
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La convergence de l’intégrale impliquant que E(s) ait tous ses pôles stables (à gauche de l’axe 

imaginaire dans le plan complexe), le calcul peut alors s’effectuer en utilisant le théorème des 

résidus qui conduit à la relation : 

∑=
i

iRJ  (A.3)

 
Avec Ri résidu relative au iième pole stable de E(s)E(-s). 

 

2. Calcul d’intégrales complexes 
 

Soit l’intégrale : 
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Il vient la formule générale:  
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nxnN
n ℜ∈∆  s’obtient en supprimant la dernière colonne et la dernière ligne de   et en 

remplaçant la dernière colonne de la matrice ainsi obtenue par le vecteur C

D
n∆

N : 

[ ]TnN cccC 110 ... −=  (A.10)

A titre d’exemple pour n=1 : 
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De même pour n=4 on obtient: 
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3. Exemples de mise en oeuvre: 
 

Considérons le système à retour unitaire admettant pour transmittance de la chaîne d’action 

l’expression : 

C(s)Gp(s)=T(s) (A.11)

 

Il vient, en posant E(s)=N(s)/D(s) et pour une entrée en échelon R(s)=1/s, les valeurs suivantes 

de l’intégrale J : 
 

T(s) J Optimum 

s
k  

k2
1  ↑k  

)1( ss
k
τ+

 )1(
2
1

k
+τ  ↓τ et  ↑k

)2( 22

2

nn

n

sss
k

ωζω
ω

++
 )

2
14/2(

2
1 2

k
k

n −
−+

ζ
ζζ

ω
 

↑nω , 5.0=ζ , 5.0=k  

 

Dans cette méthode les divers paramètres et en particulier ωn sont choisis en fonction des 

caractéristiques souhaitées, et notamment le temps de réponse désiré. 
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Résumé 
 

 

Le correcteur PID est la technique la plus utilisée dans l’asservissement des processus 

industriels pour des décennies. Récemment, un correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire qui est 

une généralisation du correcteur PID classique a été proposé. L’intérêt pour ce type de 

correcteur est justifié par une meilleure flexibilité dans la conception de la commande 

puisqu’il a deux paramètres en plus, les ordres fractionnaires des actions d’intégration et de 

dérivation. Ces paramètres peuvent êtres utilisés pour satisfaire des performances 

additionnelles dans la conception des systèmes asservis. Donc, le travail réalisé dans cette 

thèse présente essentiellement des idées nouvelles sur le réglage et l’implémentation des 

correcteurs d’ordre fractionnaire. Premièrement, une nouvelle stratégie de réglage des 

correcteurs PIλDµ d’ordre fractionnaire d’un système de commande  classique à retour unitaire  

a été présentée. La technique de réglage est basée sur la méthode d’ajustement de Ziegler-

Nichols pour calculer les paramètres KP, KI et KD pour λ=µ=1. Puis, le critère de minimisation 

ISE est formulé pour calculer les paramètres λ et µ. En seconde étape, une nouvelle structure 

de commande d’ordre fractionnaire, donnée par PIα-PDβ, a été présentée. Pour le réglage des 

six paramètres du correcteur PIα-PDβ d’ordre fractionnaire, la méthode proposée est basée sur 

la minimisation des critères de performance. La comparaison de ces résultats avec les 

schémas de commande d’ordre entier classique ont montré une nette amélioration des 

performances fréquentielles et temporelles et une meilleure robustesse aux incertitudes des 

paramètres des modèles des processus. 

 

 

Mots Clés : 

Intégrateur d’Ordre Fractionnaire, Différentiateur d’Ordre Fractionnaire,  Correcteur PIλDµ, 

Correcteur PIα-PDβ, Réglage de Correcteurs. 

 

 

 

 



 

 

Abstract 

 

The PID controllers have remained, by far, the most commonly and practically used in 

all industrial feedback control applications for decades. More recently, a fractional PIλDµ 

controller, a generalization of classical PID controller, has been proposed. The interest of this 

type of controller is justified by a better flexibility in the control design since it has two more 

tuning parameters, the fractional orders of the integration and differentiation actions. Theses 

parameters could be used to satisfy additional feedback control design performances. So, the 

work realized in this thesis presents essentially new tuning and implementation ideas of 

fractional order controllers. First, a new tuning strategy of the fractional order PIλDµ 

controllers of a classical unity feedback control system has been presented. The tuning 

method is based on the classical Ziegler-Nichols tuning method for setting the parameters KP, 
KI and KD for λ=µ=1. Then, the minimum ISE criterion is formulated to calculate the 

parameters λ and µ. Second, a new fractional order control structure, given by PIα-PDβ, has 

also been presented. For the tuning of the six parameters of this fractional order PIα-PDβ 

controller, the proposed method is based on performance minimization criterions. Comparison 

of these results to the classical integer order control structures has shown a clear frequency 

and temporal performance enhancement and a better robustness to the plant’s parameters 

variations. 

 

 

Key words: 

Fractional Order Integrator, Fractional Order Differentiator, PIλDµ Controller, PIα-PDβ 

Controller, Controller Tuning. 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 ملخص
 

.استعمالا في تحكم الأنظمة الصناعية من عشرات السنين الكلاسيكي  هو التقنية الأآثر المراقب  

.حاليا تم اقتراح المراقب الجزئي الذي هو تعميم للمراقب الكلاسيكي  

الجزئي  لتكامللك لوجود عاملان جديدان و هما اذا المراقب الجديد يظهر من خلال مرونة إنشاء التحكم و ذالاهتمام به

.و الاشتقاق الجزئي  

.ان العاملان يمكن استعمالهما في تحسين نماذج أنظمة التحكمذه  

.ه المذآرة يقدم أفكار جديدة حول إنشاء و تطبيق المراقب الجزئيذ العمل المقدم في ه‚إذن  

نيكلس و -إنشاء زآلر لك باستخدام طريقةذ تم تقديم طريقة جديدة لإنشاء  المراقب الجزئي لنظام تحكم آلاسيكي و ‚أولا

.ه الطريقة تكون مناسبة للمراقب الكلاسيكي الموجود حالياذه. تصغير المعيار  

باستخدام تصغير المعيار تكامل  ا النظام فان إنشاء العوامل الست يكونذتحكم الجزئي جديد و في ه  تم اقتراح نظام‚ثانيا

.المراقب مربع الخطأ و تكامل مربع إشارة خروج  

.الجزئي المقترح بالمقارنة مع ترآيبات التحكم الكلاسيكي يظهر واضحا تحسن أداء المراقب  

 

 ׃آلمات المفاتيح
.المراقب إنشاء  ‚جزئي  مراقب‚ اشتقاق جزئي‚جزئي تكامل  
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