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SOMMAIRE

Il existe un comportement entre la régularité rigide et ’aspect aléatoire. Ce com-
portement s’appelle : chaos. On a longtemps supposé que c’était de 'aléatoire et la vaste
théorie de la probabilité et des statistiques est appliquée. En fait, ¢’est un champ nouveau
d’investigation qui s’ouvrait en méme temps qu’une nouvelle maniére d’appréhender des
effets parfois méconnus depuis longtemps.

Bien que l'histoire de la théorie du chaos remonte a plus d’un siecle, la révolution de
I'ordinateur a donné naissance a leurs applications pratiques. Il y’a une variété d’applications
industrielles et commerciales, basée sur les différents aspects des systémes chaotiques (voir
les tableaux 1, 2 et 3).

Aprés une phase d’excitation ou les scientifiques cherchaient et trouvaient du chaos
presque partout; on s’est rendu compte que les outils de la théorie du chaos peuvent étre
appliqués pour la compréhension, la manipulation et le contréle d’'une variété de systemes
avec des applications pratiques intenses.

La motivation du controle du chaos vient du fait, que le chaos permet & un systéme
d’explorer chacune de ses dynamiques : lorsqu’il est sous controle, il fournit une variété de
propriétés passionnantes ce qui permet de donner des opportunités dans diverses applica-
tions technologiques. Aujourd’hui, on commence & réaliser que la conception traditionnelle
d’engineering qui essaye toujours de supprimer les comportements irréguliers et, par consé-
quent, d’éliminer le chaos afin d’éviter la complexité peut engendrer beaucoup d’incidents.
Ceci s’avere étre quelque chose d’impraticable, peu économique, et physiquement treés difficile
si ce n’est pas impossible. Dans la tentative de controler le chaos, les chercheurs essayent
d’apporter de nouvelles idées et techniques qui utilisent la nature elle méme du chaos afin

de le controler.



L’idée innovatrice du controle du chaos est que la trajectoire d’un systéme chaotique se
rapproche d’une facon ergodique d’une orbite périodique. Ce qui signifie que la dynamique
chaotique peut étre vue comme un comportement périodique a un moment donné puis passe
a un autre comportement périodique mais sans ordre déterminé, ce qui permet a la trajec-
toire de visiter toutes les orbites périodiques instables (UPOs) du systéme. Ce fait a suggéré
I'idée que la sensibilité aux conditions initiales, puisse étre, trés souhaitable dans des situa-
tions expérimentales pratiques. S’il est vrai, qu’une petite perturbation puisse provoquer une
réponse trés grande au cours du temps, il est également vrai qu’un choix judicieux d’une
telle perturbation peut diriger la trajectoire du systéme vers des états dynamiques désirés
[33]. C’est exactement 1'idée qui a amené & une nouvelle ére de Papplication des systémes
chaotiques.

Aujourd’hui, méme 16 ans aprés son apparition pour la premiére fois, le controle du
chaos reste un sujet d’actualité et ne cesse de se développer et une multitude de méthodes
de controéle sont proposées, se développent et s’appliquent sur les systemes biologiques, mé-
caniques, circuits électroniques et divers autres systémes.

Les systémes flous et les réseaux de neurones conviennent a un raisonnement incertain ou
approximatif. Ils nous permettent de représenter des expressions descriptives ou qualitatives
particulieres pour les systémes ayants un modéle mathématique difficile & définir. La logique
floue peut étre utilisée pour modéliser un systéme dynamique & comportement chaotique
complexe. Les réseaux de neurones sont modélisés sur les réseaux de neurones biologiques.
Ils peuvent mener & une meilleure compréhension d’un cerveau humain et apprennent eux-
mémes a construire des modeéles. Cet apprentissage peut étre appliqué a la modélisation,
la prédiction, et le controle des systémes chaotiques. D’un point de vue technologique, les
chercheurs ont commencés a créer des circuits chaotiques & 'aide de la logique floue et des
réseaux de neurones pour la modélisation et le controle des systémes complexes, le stockage
de 'information et divers autres applications.

Le controle du comportement chaotique a une autre application importante, a savoir, la



synchronisation des systémes chaotiques. Si on considére deux systémes chaotiques identiques
avec des conditions initiales différentes, la différence dans I’évolution de ces deux systémes va
se développer exponentiellement en fonction du temps, et chacun d’eux va évoluer d’une facon
tres différente. L’injection d’un élément perturbateur a I'un des deux systémes permettra t’il a
rendre leur évolution harmonique et réduire la différence a zéro et pousser les deux systémes
dans une tubulure synchronisée? S’il est possible de réaliser une telle application, il est
possible de communiquer & 'aide des signaux chaotiques et de porter un message utile sur
un signal chaotique puis le reconstituer a la réception. Ou mieux encore, utiliser le systéme
chaotique lui méme comme information. Reste a controler la trajectoire chaotique pour une
telle procédure.

L’anti-controle du chaos (ou encore chaotification) a le méme principe que le contrdle
du chaos. En effet, il s’agit d’appliquer une loi de controle sur un systéme stable pour le
déstabiliser au voisinage d’un état d’équilibre afin de le rendre chaotique. Dans d’autre
application, cela consiste & obtenir le chaos méme avant son apparition normale dans un
systéme chaotique.

Notre contribution & travers le travail développé dans cette thése concerne la proposition
et le développement de nouvelles approches et méthodes afin de pouvoir stabiliser, controler
et conduire la trajectoire des systémes chaotiques vers des trajectoires bien spécifiques. Ces
trajectoires sont les orbites périodiques instables du systeme chaotique. De plus, appliquer
le controle du chaos dans la synchronisation chaotique, la communication avec le chaos ainsi
que l'anti-controle.

Nous avons ainsi proposé plusieurs solutions, liées a des formes différentes des systémes
chaotiques. Ces solutions correspondent aux point suivants :

— La généralisation de la méthode de controle OGY pour parvenir a controler plusieurs

systémes chaotiques d’ordre élevé. Et plus encore, altérer la stabilisation du systéeme
d’une orbite périodique instable a une autre.

— Le développement d’une technique de controle prédictif pour les systémes chaotiques



continus d’ordre élevé.

— Dans des cas réels, le systéme est souvent représenté par un ensemble de données
d’entrées-sorties. Dans une telle situation, on a recours a des méthodes de modélisation.
La logique floue et les réseaux de neurones sont des candidats trés intéressants.

— Application du controéle du chaos pour la synchronisation des systémes chaotiques ainsi
qu’a la communication chaotique.

— Anti-controle du chaos. Ceci permet de générer le chaos dans des systémes n’ayant
aucun comportement chaotique dans sa dynamique. Ce qui permet de créer de nouvelles
approches mathématiques.

Le travail est présenté selon le plan suivant :

Au premier chapitre et dans un premier temps, nous rappelons les principales définitions
mathématiques relatives aux systémes chaotiques, notamment le théoreme de Li-Yorke [1]
et celui de Devaney [2]. Ensuite, nous consacrons la deuxiéme partie aux études antérieures
sur le controle du chaos ainsi que les différentes réalisations expérimentales.

Nous proposons, dans le chapitre 2, une extension de la méthode OGY originale pour
la stabilisation des orbites périodiques instables originales des systémes chaotiques d’ordre
élevé. Nous examinons Defficacité de cette méthode de controle sur des exemples d’applica-
tions.

Nous consacrons le chapitre 3 & une autre méthode de controle, & savoir le controle
prédictif des systémes chaotiques. On montre comment fournir les outils appropriés pour
diriger la trajectoire chaotique vers des trajectoires désirées.

Lorsque le systéme chaotique est représenté seulement par un ensemble de données
d’entrées-sorties, dans ce cas, I’équation mathématique du systéme chaotique est inconnue
et doit étre modélisée pour activer le controle, cela nécessite le recours a des approches intel-

ligentes telle que la logique floue et les réseaux de neurones. Ce qui fera 1’objet du chapitre

4.



Le chapitre 5 regroupe quelques applications du controle du chaos : A savoir la synchro-
nisation chaotique ainsi que la communication & 'aide des signaux chaotiques.

Dans le chapitre 6, nous présentons la notion de I’anti-contréle du chaos, et, comment
créer le comportement chaotique dans des systemes dynamiques non linéaire qui ne présente
pas un tel phénomeéne lors de leur évolution.

Et enfin, nous terminons cette thése par une conclusion générale.



TAB. 1: Historique du chaos

1890

Le Roi Oscar II de Suéde octroie un prix au premier chercheur qui pourrait
déterminer et résoudre le probléme des n-corps des orbites des corps célestes
et ainsi prouver la stabilité du systéme solaire. Jusqu’a ce jour, le probléme
n’a pas été résolu.

1890

Henri Poincaré gagne le premier prix du Roi Oscar II. Etant le plus proche
a résoudre le probléme de n-corps, il a découvert que l'orbite de trois corps
célestes agissantes I'une sur 'autre peut engendrer un comportement instable
et imprévisible. Ainsi, le chaos est nait (mais pas encore mentionné!).

1963

Edward Lorenz découvre le premier systéme chaotique dans la météo ou encore
appelé attracteur étrange.

1975

Tien-Yien Li et James A. Yorke ont présenté pour la premiére fois le terme
“chaos” dans un article intitulé “Period three implies chaos”.

1978

Mitchell Feigenbaum introduit un nombre universel associé au chaos.

1990

Edward Ott, Celso Grebogi et James A. Yorke. Introduisent la notion de
controle du chaos.

1990

Lou Pecora. Synchronisation des systémes chaotiques.

TAB. 2: Application du chaos

Controle Premiere application du chaos est le contréle du compor-

tement irrégulier dans les circuits et les systémes. Liste
des divers applications est inclue dans le tableau 3.

Synchronisation Communication sécurisée, cryptage, radio.

Traitement d’information Codage, décodage et stockage d’information dans des

systémes chaotiques, tel que les éléments de mémoires
et les circuits. Reconnaissance de forme.

Prédiction a court terme Les maladies contagieuses, température, économie.

TAB. 3: Domaine d’application du chaos

Engineering Controéle de vibration, stabilisation des circuits, réac-

tions chimiques, turbines, étages de puissance, lasers,
combustion, et beaucoup plus.

Ordinateurs Commutation des paquets dans des réseaux informa-
tiques. Cryptage. Controle du chaos dans les systémes
robotiques.

Communications Compression et stockage d’image. Conception et mana-
gement des réseaux d’ordinateurs.

Meédecine et biologie Cardiologie, analyse du rythme du cceur (EEG), prédic-
tion et controle d’activité irréguliere du coeur.

Management et finance Prévisions économiques, analyse financiére, et prévision
du marché.




Chapitre I

CONTROLE DU CHAOS : ETAT DE L’ART

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a un état de 'art sur le théeme du chaos. Pour cela, une vue
d’ensemble de I'impact potentiel du contréle du chaos sur les applications en science et
technologie, ainsi que les progres récents en ce qui concerne les méthodes de controle du chaos
y seront présentées. Parmi les méthodes de controle les plus connues et les plus efficaces,
deux méthodes sont présentées dans le détail : la méthode de Ott-Grebogi-Yorke [33] et
la méthode de Pyragas [52]. Le probléme d’optimisation relatif a la maniére d’amener la
trajectoire au voisinage de ’endroit désiré, le temps qui doit s’écouler avant le déclenchement
du controle, ainsi que l'influence du bruit sur I'efficacité du controle sont autant de points
que l'on discutera. Pour conclure, des applications expérimentales dans différents domaines

seront présentées.

1.2 Définitions du chaos

Comme pour beaucoup de limites en science, il n’y a aucune définition standard du chaos.
Néanmoins, les dispositifs typiques du chaos incluent :
— La non-linéarité. Si le systéme est linéaire, il ne peut pas étre chaotique.
— Le déterminisme. Un systéme chaotique a des régles fondamentales déterministes (plu-
tot que probabilistes).
— La sensibilité aux conditions initiales. de trés petits changements sur I’état initial

peuvent mener & un comportement radicalement différent dans son état final.

L imprévisible. En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent étre

connues seulement & un degré fini de précision.



— L’irrégularité. Ordre caché comprenant un nombre infini de modeles périodiques in-
stables (ou mouvements). Cet ordre caché forme linfrastructure des systémes chao-
tiques - “ordre dans le désordre” plus simplement.

Deux principes mathématiques importants expliquent le comportement chaotique, celui

de Li-Yorke [1] et celui de Devaney [2].
1.2.1 Chaos dans le sens de Li-Yorke

Li et Yorke ont introduit la premiére définition mathématique du chaos [1]. Ils ont établi
un critére trés simple "La présence de trois périodes impliquent le chaos". Ce critére joue un
role treés important dans ’analyse des systémes dynamiques chaotiques.

Soit une fonction discrete de dimension N = 1, décrite par la formule suivante :

x(i+1) = f(z(i), € R, i=1,2,... (1.1)

Théoréme de Li-Yorke Soit [ un intervalle dans R et f : I — [ une fonction continue.

Supposons qu’il y a un point a € I tel que :

b= f(a), c=f*(a) et d = f*(a) (1.2)
avec
d<a<b<ec (1.3)
Alors :
— pour chaque ¢ = 1,2,..., il y & un point périodique de période n.

— I’'ensemble S € I ne contient pas de points périodiques qui satisfassent les conditions
suivantes :

— pour chaque p,, g, € S avec p, # qs,

lim sup [f*(ps) = f*(g5)] > 0, (1.4)
Et
T}Lnolo inf |fn(ps) - fn(QS)| = 0. (15)



— pour chaque p; € S et point périodique gpe, € S, avec ps # Gper

Jim sup | *(ps) = " (gper)| > 0, (1.6)

Le théoréme peut étre généralisé par supposition que f : R — R et que f(I) C I. De
plus, la fonction f doit satisfaire :

GRIEY, (L.7)

afin qu’il contienne les points a, b, c et d.
1.2.2 Chaos dans le sens de Devaney

Soit S un ensemble dans un espace topologique R et soit f™ la fonction définie par :

f:85—S9 (1.8)
a savoir que :
fm=ffm™h, m=1,2,.. (1.9)
et
ff=1 (1.10)

Soit = € S, ce dernier est appelé point périodique d’une période m s’il satisfait :
T = f™(z), mais T # f*(z) pour 1 < k < m. (1.11)

si m = 1, alors le point Z est appelé un point fixe.

Théoréme de Devaney Une fonction f: S — S est chaotique si
— la fonction f est sensible aux conditions initiales, dans le sens que pour tout x € S et

au voisinage de x dans S, il existe un § > 0 tel que :

/™ () = S (y)] > 9, (1.12)

pour un point y € S et pour m > 0,



— la fonction f est topologiquement transitive, dans le sens que pour toute paire de sous-

ensembles ouverts U,V C S, il existe un nombre entier m > 0 tel que :

M U)nV #o¢, (1.13)

— les points périodiques de la fonction f sont denses dans S.

1.3 Techniques de contréle du chaos

Pour mieux comprendre la nature méme de contrdle du chaos, il est utile de distinguer

les approches du contréle du chaos, des approches de controle conventionnelles.

1. Dans le controle classique, une cible désirée est habituellement de valeur constante
qui n’est pas généralement un état du systéme donné, et le temps final du controle
est habituellement fini (par exemple, le concept élémentaire de la "controlabilité" est
typiquement défini en utilisant un temps final fini et fixe). Cependant, dans le controle
du chaos, la cible désirée n’est pas limitée aux valeurs constantes dans ’espace d’état ;
c’est souvent une orbite périodique instable du systéme. Ceci exige généralement la
réalisation de seulement une commande minuscule. Techniquement, ceci s’avére difficile
a cause de l'instabilité de la cible. D’autre part, dans les méthodes de controle du
chaos, le temps final est infini pour étre significatif et pratique, parce que la plupart
des comportements dynamiques tels que les états d’équilibre, les cycles limites, les

attracteurs et le chaos ont des propriétés asymptotiques.

2. Un systeme chaotique comporte plusieurs orbites périodiques instables, et est extré-
mement sensible aux petites perturbations de ses conditions initiales. Un tel compor-
tement, utile pour le controle du chaos, n’est pas disponible dans les systémes linéaires

ou nonlinéaires non-chaotiques.

3. Dans la plupart des méthodes de controle conventionnelle, on travaille habituellement
dans I'espace d’état. Dans le controle du chaos, on est amené a travailler dans 1’espace

de phase, I’espace paramétrique ainsi que la carte de Poincaré. De plus, les exposants

10



de Lyapounov et le diagramme bifurcation sont des outils typiques pour I’étude, mais

non conventionnels.

4. Les performances des méthodes de controle des systémes chaotiques peuvent étre dif-
férentes de celles des méthodes classiques. Le controle du chaos emploi des critéres tels
que les exposants de Lyapounov, 'ergodicité, et les changements de bifurcation, en plus
de ce qui est demandé pour une méthode de controéle classique, a savoir : la robustesse
de l'exécution, le stabilité du controle, 'optimum d’énergie, le temps de controle et

influence du bruit.

5. Un systéme controlé est non autonome et ne peut pas étre reformulé comme un systéme
autonome car le controle ne peut pas étre considéré comme une variable d’état du
systéme. Par conséquent, contrairement a ce qui peut paraitre, il est plus difficile de

concevoir un systéme chaotique controlé.

Le concept du controle du chaos s’est installé dans le jargon de la physique moderne pour
signifier tout processus ou mécanisme qui permet d’améliorer le chaos ou le stabiliser dans
un systéme dynamique, quand celui ci est bénéfique, ou le supprimer complétement quand il
est nocif. La compréhension et 'utilisation d’une telle dynamique est trés souhaitable dans
la théorie et les applications.

Par conséquent, il est clair que le comportement dynamique d'un systéme non linéaire
peut étre changé en changeant certaines valeurs de ces parametres, a condition que ces
derniéres soient accessibles pour 'ajustement. De ce fait, le contréle du chaos implique ’ex-
traction de mouvements périodiques désirés en dehors des zones chaotiques, par ’application
de petites perturbations judicieusement choisies. La suppression de la dynamique chaotique
dans un systeme dynamique est le seul but pour un probléme de controle.

Plusieurs méthodes et algorithmes ont été proposés et développés pour réaliser le controle
du chaos dans divers systémes dynamiques non linéaires. Parmi les nombreux articles, livres,
et publications disponibles sur ce théme, nous présentons dans ce qui suit les plus fiables et

les plus connues.
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Il est important de préciser que la littérature dans cette matiére est trés large et que les
méthodologies décrites ici ne sont nullement les seules valides. Néanmoins, nous espérons

avoir fait un tour d’horizon sur tout ce qui a été fait auparavant dans ce domaine.
1.3.1 Les méthodes de suppression du chaos

La premiere catégorie inclue les méthodes dans lesquelles le controle du chaos est réalisé en
convertissant le comportement chaotique en n’importe quel comportement périodique désiré.
Dans ce type d’algorithmes, le but est de faire en sorte que le flot x(¢) suit une dynamique

g(t) choisie au préalable [17]. Ceci implique 1’addition & I’équation du mouvement

Cé—j = F(x) (1.14)
d’un terme u(t) de tel sorte que
|z(t) — g(t)] — 0 lorsque t— oo (1.15)
Dans ce cas, les auteurs choisissent :
u(t) = dg/dt — F(g(t)). (1.16)

Le probleme est que la valeur de la perturbation u est généralement grande.

D’autres auteurs proposent des méthodes de perturbations périodiques [18, 20] ainsi que
des méthodes de perturbations stochastiques [21]. Dans ce type de méthodes, le comporte-
ment du systéme chaotique n’est plus le méme, mais peut mener par la suite au choix d'une
certaine orbite périodique instable. Quoiqu’elles ne puissent pas étre considérées comme des
trajectoires désirées, ce type de perturbations permet la suppression du chaos et générer un
nouveau comportement. Rajasekar et Lakshmanan [22] ont montré qu’'un systéme chaotique
peut étre rendu dans une forme réguliére par I’addition d’un bruit de type gaussien, grace a
I'utilisation d’une force périodique et d’algorithmes de controle adaptatif.

D’autres méthodes parviennent a supprimer le chaos par I'utilisation du couplage mutuel

d’un systéme chaotique avec un systéme périodique ayant des oscillations du méme type [23].
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Des modeles mathématiques peuvent étre également utilisés pour supprimer le chaos dans
les systémes dynamiques non linéaires. Parmi ces méthode, on peut citer les méthodes basées
sur les modeéles mathématiques classiques tel que le modele ARMA, le controle prédictif
généralisé (GPC) [26] ou la méthode de Melnikov basée sur le Hamiltonien des systémes
dissipatifs [30, 32].

Dubois [28] utilise une technique de controle anticipative qui consiste & introduire une an-
ticipation d’une variable d’état du systéme afin de supprimer son état chaotique. Le systéme

chaotique sous contréle anticipatif est donné par :

z(i+1) = f(x(i),u(q)) (1.17)

avec u(t) une entrée de controle donnée sous la forme :

(i) = f(a(i), 2(i + 1)) (1.18)

C’est a dire que le systéme chaotique contient un modéle prédictif de lui méme.
Pour illustrer ce principe, prenons ’exemple simple du controle de 1’équation logistique
définie par

(i + 1) = px(i)(1 — x(7)) (1.19)

avec p = 4.
Le systéme sous controle anticipatif consiste a changer une variable d’état du systéme

pour étre calculé & partir d’'une valeur prédite non contrélé comme suit :

(i +1) = pe(i)(1 — 2(i + 1)) (1.20)

Le controle permet de supprimer définitivement le chaos du systéme dynamique et le stabilise
sur une valeur fixe mais qui ne représente pas une orbite périodique instable ou un point fixe

instable propre au systéme étudié. Le résultat du controle est représenté par la figure (1.1).
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Figure 1.1 : Suppression du chaos par controle anticipatif.

1.3.2 Les méthodes de stabilisation des systémes chaotiques

La deuxiéme catégorie qui est la plus intéressante inclue les méthodes dans lesquelles
le contrdle du chaos est réalisé en stabilisant les orbites périodiques instables d’un systéme

chaotique.

1.3.2.1 La méthode de controle OGY

La méthode typique de cette classe est la méthode proposée par Ott, Grebogi et Yorke
(OGY) [33] et qui fut la premiere a évoquer la notion de controle des systémes dynamiques
a comportement chaotique.

L’idée développée par les auteurs sus-cités, est qu’'un systéme chaotique peut étre controlé

en appliquant une petite perturbation & certains parameétres du systeme.

a/ Le principe de la méthode

Soit un systéme dynamique non linéaire & comportement chaotique donné par :
z(i+1) = F(x(i), p), (1.21)

ol le vecteur x représente les variables d’états du systéme et p est un parameétre de controle

accessible de I'extérieur pour des petits ajustements.
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Le but du controle est de bien choisir ces ajustements afin de réaliser la stabilisation
d’une certaine orbite périodique instable (UPO) de l'attracteur chaotique.

Pour cela, on suppose que le parameétre de contrble p peut varier dans un petit intervalle
autour d’une certaine valeur nominale py et que le systéme chaotique admet des points fixes
instables dans la section de Poincaré.

Soit x; un point fixe donné. La linéarisation du systéme (1.21) autour de son point fixe
est donnée par :

dz(i+ 1) = Adx(d), (1.22.a)
ou
dr(i+1)=a(i+1) —xp(p) et A= Aeufu+ Ns€sfs. (1.22.b)
Si on applique des petits changements au parameétre p, alors la coordonnée du point fixe est
décalée également a un certain point voisin zg(p).

Autour de ce point, on peut écrire les approximations suivantes :

8xf

wlp) = o)+ 0-m) (5)
= w¢(p) + op(i)B (1.23)

N . _ ox
ou dp(i) = (p — po) et B = (a_pf> :
P=Po
La relation (1.22.a) peut alors étre réécrite sous la forme suivante :

dx(i+ 1) = dp(i) B + Aldx(i) — dp(i)B| (1.24.a)

Si on veut que la variation a imposer soit telle que le point x(i + 1) corresponde au point

fixe instable, ce qui signifie que la trajectoire du systéme suive la direction stable et que :
fuox(i+1)=0 (1.24.b)
On obtient alors :

)\u u
op(i) = W ffB

dx(i) = Kéx(i) (1.25)

Cette variation paramétrique est activée seulement lorsque x(7) est située dans un interval

102 (1) < 0Pmax-
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b/ Exemple de controle par la méthode OGY
Pour illustrer le principe de cette méthode, sur un exemple précis, on considére le modeéle
proposé par Ikeda [3] pour décrire la dynamique d’un laser. Ce dernier est représenté par

une équation dans le plan complexe telle que donnée par I'expression (1.26) :
z(i+1)=a+ bz(i)ej<k_m> (1.26)

avec j,z € C et a,b,k,p € R.

La variable d’état z(i) peut étre réécrite par :
2(i) = (1) + jy (i) (1.27)
ou x(i) et y(i) sont définis par les équations suivantes :

z(i+1)=a+blx(i) cos(d) — y(i) sin(6)]
y(i+1) = blz(i)sin(f) + y(i) cos(6)]

(1.28)

avec

B p
1+ 22(i) + y2(i)

0=k (1.29)

Pour des valeurs des paramétres a = 0.85,0 = 0.9,k = 0.4,p = 7.7 et une condition initiale
20 = (x0,%) = (0.1,0), Pattracteur d’Ikeda est chaotique et il se présente comme indiqué

par la figure (1.2).

attracteur d'lkeda
15¢ P

0.5F

L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

imag(z)
o

15 . . . . . ) _ | I I I I | ! | I
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
real(z) itérations

(a) (b)
Figure 1.2 : Attracteur d’Ikeda. (a) Plan de phase.(b) Variables d’états.
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L’application de la méthode OGY pour controler ce systéme revient a suivre la procédure

suivante [84] :

1. Choisir I'orbite périodique instable & stabiliser.

Dans ce cas, la détermination du point fixe revient a calculer :

)
zr=a+bzse ] (1.30)
avec
xr=a-+blrscos(f) — yrsin(0
f [ cos(6) — yy sin(0)] (1.31)
yr = b[zssin(f) + ys cos(6)]
Les calculs numériques donnent :
2. Calcul des matrices A et B.
La matrice jacobienne de I’attracteur d’Ikeda est donnée par :
b A Ay
A= : : : (1.33)
T2+ 70) | 4, 4,
avec
.
Ay = (1+ 22(0) + 42(i))” cos(0) — 2pa2(i) sin(0) — 2pz(i)y(i) cos(6)
) Ay = (1+ 22(i) + 42(i)) sin(0) — 2py2 (i) cos(0) — 2pa:(i)y(i) sin(6) (1.3
Ag = (1+22(3) 4+ 42(d))? sin(6) + 2pa2(i) cos(0) — 2px(i)y(i) sin()
| A= (1+ 22(i) + y2(i))” cos(8) — 2py2(i) sin(A) + 2px(i)y (i) cos(6)
Autour du point fixe 2y, les matrices A et B valent :
—1.5604 —2.5818 1
A= , B = (1.35)
—0.4057 —1.1901 0
3. Calcul des valeurs propres A, et ;.
Ay = —2.4151 et Ay = —0.3357 (1.36)
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4. Calcul des vecteurs propres {es, e, } et des vecteurs covariances { f,, fs} de la matrice

jacobienne A.

ew =[3.0200 1", e, = [-2.1162 1]*, f, = [0.1946 0.4120] et f, = [—0.1946 0.5876]
(1.37)

5. Calcul de K

Au fu

K:
)\u_lfuB

= [~2.4151 — 5.1131] (1.38)

Une fois qu’ on a déterminé la correction & apporter au systéme ; on choisit arbitrairement
une condition initiale dans le bassin d’attraction de 'attracteur. Si la trajectoire se trouve

dans la zone de controle, c’est a dire :
(2(1) — 2p)* < € (1.39)
ol € est un petit nombre positif (on prend ¢ = 0.01).
Le parameétre a sera perturbé par da(i) = —K{dz(i) qui sera injecté au parameétre a.

Le résultat du controle est représenté par la figure (1.3). On remarque qu’une fois le

controle déclenche, la trajectoire du systéme est stabilisée sur le point fixe.

2

real(z)

|
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

imag(z)

|
3000 4000 5000 6000

0.86
0.84} 1
«
0.82} E
08 Il Il Il Il Il
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
itérations

Figure 1.3 : Activation et relachement du controle.
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¢/ Influence du bruit
En présence du bruit externe, une trajectoire controlée sera occasionnellement mise hors du
voisinage de la trajectoire désirée. Si un tel phénomeéne se produit, le controle sera désactivé
et on est amené a attendre un autre passage dans I’espoir que la trajectoire chaotique entre
a nouveau dans le voisinage de ’orbite périodique désirée et soit controlée.

Cependant, il faut savoir que le bruit n’influe pas sur le comportement du systéme une
fois controlé. Dans le cas d'un systéme physique, on aurait a faire a des incertitudes relatives
a une plage de mesure plus restreinte. Le bruit tolérable estimé par rapport aux parametres

absolus doit étre largement inférieur & son équivalent en termes d’incertitude relative.

d/ Distance de controéle

On appelle distance de controle la distance entre le point courant et la trajectoire désirée.
En d’autres termes, lorsque le systéme évolue, on peut calculer la distance entre le point de
I’attracteur, correspondant a I’état courant, et la trajectoire désirée. Cette distance évolue
au cours du temps. Lorsqu’elle est suffisamment petite, on considére qu’on se trouve au voi-
sinage de cette trajectoire et que le controle peut étre appliqué. L’expression “suffisamment
petite” cache le nombre “distance de controle”.

On peut rendre la distance de controle trés faible et s’assurer ainsi que le controle une
fois déclenché, sera efficace. Seulement, dans ce cas, il faut attendre longtemps avant que le
systéme passe trés pres de cette trajectoire. Ce temps vite devient déraisonnable.

La probabilité que la trajectoire entre dans le voisinage du point fixe (UPO approprié)

est donnée par :

z(i)+e
P(e) = / o Plld =2 () (1.41)

ou p est la fréquence pour qu’une trajectoire chaotique visite le proche voisinage du point x
dans le systéme chaotique.

Il est clair que, plus la valeur de € est petite, plus le temps d’attente est long.
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e/ Remarques sur la méthode de contréle OGY
Il y a plusieurs facteurs qui doivent étre pris en considération lors de I'application de cette

méthode :

1. Le controle ne peut étre activé que si la trajectoire du systéme est suffisamment proche
de 'orbite désirée. Pour certains systemes, le proche voisinage du comportement désiré
n’est visité que trés rarement, on a dans ce cas une dynamique imperturbée qui dure
trés longtemps ce qui a pour conséquence un temps d’attente exagérément grand pour
Iopérateur afin d’appliquer le controle. En principe, la magnitude du controle dx,, doit
étre petite de fagon significatif pour que la trajectoire x(7) soit suffisamment proche du
point fixe désiré x(py). Cependant, le temps d’attente moyen pour que ceci se produise
peut étre assez long. Ainsi, il y a un temps mort entre la magnitude de perturbation et
le temps d’attente moyen. Il y a aussi des corrections non linéaires dans x (i) —x(p,) qui
sont typiquement quadratiques. Les corrections quadratiques sont importantes dans la

détermination du temps d’attente moyen avant que le controle soit achevé.

2. Le controéle n’est possible que si la trajectoire se trouve au voisinage du point fixe
désiré. Cette condition peut étre violée quand le point fixe du systéme est tel que les
vecteurs B et f, sont presque orthogonaux I'un sur I'autre. De tels points fixes sont

impossibles a controler par 1'utilisation de petites perturbations.

3. Dans le cas des systémes réels, il y a souvent présence du bruit. Par conséquent, une
trajectoire controlée sera occasionnellement mise hors du voisinage du point fixe. Si
un tel phénomeéne se produit, le controle sera désactivé et on est amené a attendre
un autre passage par le point fixe dans 'espoir que la trajectoire chaotique entre &

nouveau dans le voisinage de 'orbite périodique désirée et soit controlé.

4. Il peut y avoir des erreurs dans les mesures des états du systeme. Les coordonnées du
point fixe que nous souhaitons controler peuvent ainsi différer de ses vraies valeurs.
De méme, les quantités \,, Ay, ey, €5, [, et fs, sont nécessaires pour calculer les pertur-

bations a apporter et peuvent elles-mémes contenir certaines erreurs. Par conséquent,
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Iorbite converge vers ’orbite périodique instable estimée.

5. 1l faut noter que le controle ne fonctionne pas pour n’importe quelle condition initiale.

Cette derniére doit se situer dans le bassin d’attraction de ’attracteur.
1.3.2.2 Meéthodes dérivant de la méthode OGY

Le succes de la méthode OGY a été vite exploité et plusieurs algorithmes ont été proposés
et développé par la suite [34, 48].

Dans la référence [34], Hunt introduit la premieére modification a la méthode OGY, et
propose un algorithme de controle a retour d’état proportionnel occasionnel (OPF : Occa-
sional Proportional Feedback) qui utilise la carte de Poincaré pour représenter les systémes
dynamique fortement dissipatifs. Le retour d’état est proportionnel a la distance qui sépare
la trajectoire du systéme du point fixe. Afin de minimiser l'ordre de la perturbation du
parametre de controle, I'auteur propose de changer la condition sur la loi de controle en
définissant une fenétre au voisinage de l'orbite désirée. La largeur de cette fenétre représente
la perturbation maximal du parameétre. Le controle peut échouer lorsque un parameétre du
systéme est altéré entre plusieurs valeurs.

Rollins et al. [35] modifient la méthode OPF et proposent la méthode de controdle a retour
d’état proportionnel récursif (RPF : Recursive Proportional Feedback).

Dans le cas ot le systéeme chaotique ne posséde pas de parametre accessible de 1’extérieur,
les auteurs proposent d’appliquer le controle, en changeant une variable d’état du systéme;
cette méthode sera appelée méthode de retour d’état proportionnel perturbé (PPF : Pertur-
bed Proportional Feedback) [36].

Reyl et al. [37] ont introduit la méthode MED (Minimal Expected Deviation) pour contro-
ler les systemes chaotiques ayant des valeurs propres complexes ou des valeurs propres mul-
tiples.

Faute du temps d’attente qui peut étre assez long, Shinbrot et al. [40] proposent de

modifier le test concernant la détermination de la zone au voisinage du point fixe afin de
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minimiser le temps d’attente avant le déclenchement du contréle. Une extension du bassin
d’attraction est développée dans [47] pour activer le controle le plutdt possible.

Il faut noter que toute ces méthodes permettent de controler les systémes chaotiques de
dimension N < 2. Le controle des systémes chaotiques d’ordre élevé est plus difficile, ceci
est da a leurs nature compliquée. La méthode de controle OGY ne peut pas étre appliquée
directement en raison de la grande quantité d’informations (détermination des orbites pério-
diques instables, influence du parameétre de controle,...) qui doivent étre extraites du systéme.
Pour cela, plusieurs auteurs proposent des méthodes de controle des systémes dynamiques

non linéaire & comportement chaotique d’ordre élevé [38, 48|.

a/ OGY et directions instables

Romeiras et al. [38] proposent la méthode de placement des poles afin de généraliser la mé-
thode de controle OGY dans le sens ou elle tient compte de plusieurs directions instables
définies par la section de Poincaré. En introduisant des perturbations sur le paramétre,
on modifie le comportement du systéme de facon a ramener les valeurs propres, régissant
I’évolution dans le cercle unité.

La loi de controle est donnée par :
dx(i +1) = (A— BK)dx(i) (1.42)

ou K représente le vecteur gain.

Cette formule implique que le controle sera satisfaisant si et seulement si les valeurs
propres de (A — BK) sont dans le cercle unité.

Bien souvent, le calcul du point fixe ne se fait pas de maniére analytique; on doit donc
utiliser des calculs numériques. De plus, il n’y a pas de méthodes strictes pour le choix
des valeurs propres qu’on souhaite donner a la matrice A — BK. On proceéde a des choix
arbitraires. Par exemple, on a I'habitude d’imposer une valeur propre inverse pour toute

valeur propre instable.
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b/ OGY et variétés invariantes

Dans une référence récente [48], les auteurs utilisent une méthode de controle du chaos ba-
sée sur les variétés invariantes. Cette méthode utilise le concept de variété invariante afin
d’étendre la méthode OGY aux systémes chaotiques de dimension élevée. L’intérét de cette
méthode est que la variété invariante est construite indépendamment des valeurs propres et
vecteurs propres du systéme chaotique.

Lorsqu’on connait les variétés invariantes passant par le point fixe avec précision, cela
peut permettre de ramener rapidement le systéme au voisinage du point fixe, donc de réduire
considérablement le régime transitoire, inhérent aux méthodes de controle du chaos.

L’objectif est de trouver la correction Ap(i) & apporter pour obtenir une variété h inva-
riante.

h(i+1) = CAz(i+1) = CAAz(i) + CBAp(i) + Cp(i — 1) =0 (1.43)

C' est un vecteur de contrdle a déterminer. p(i — 1) est une erreur appropriée au modéle
glissant avec

pli—1)=z(i) — Az(i — 1) — Bu(i — 1) (1.44)

La loi de controle sera donnée par :

Ap(i) = —(CB) ' [CAAz(i) 4+ Cp(i — 1)] (1.45)
1.83.2.8 Méthode de Pyragas

D’autre auteurs proposent de déterminer 'orbite périodique a stabiliser par une loi de
controle a retour d’état [49, 65].

Ainsi, Pyragas [52] propose une méthode qui permet de stabiliser des orbites périodiques
instables, en se basant sur la connaissance de leur ordre mais sans connaitre leurs positions.
La méthode n’exige pas le recours a la section de Poincaré, ni le calcul des valeurs propres,
des vecteurs propres ou des vecteurs covariances. Elle se base simplement sur ’application

d’un terme de retard d’état, afin de forcer I’évolution dynamique du systéme a suivre une
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dynamique périodique désirée le long de sa période. Ainsi, le retard doit avoir la valeur exacte
de la période de l'orbite périodique instable & stabiliser.

Soit le systéme dynamique défini par :
z(i+1)=F(z(i)) + u(i); (1.46)

u(i) est une fonction qui perturbe I’évolution dynamique de la variable z. F' est une fonction
non linéaire.
Supposons que ce systéme se comporte de maniére chaotique pour u = 0. Par conséquent,

on peut extraire & partir de la variable x plusieurs orbites périodiques de la forme :
r=x;(1), x;(i +T3) = x;(d), (1.47)

ou T; représente la période de la i®™¢ orbite périodique instable.

Afin de stabiliser 'orbite périodique instable choisie, on concoit le controle a retour d’état
qui réinjecte dans le systéme la différence entre le signal x(i) et z(i — 7) comme signal de
controle :

u(i) = Klz(i — 7) — x(i)] (1.48)

ou K représente le gain du controle et 7 le retard d’état. La i“™¢ orbite périodique instable
se stabilise lorsque 7 est égale a la période T;. Cette loi de controle est appliquée lorsque la

trajectoire chaotique est autour de 'orbite périodique instable qui se définie par :
lz(i —7) —2(i)] < e (1.49)

avec € un petit nombre positif.
Une version plus générale de la méthode de Pyragas est donnée dans la référence [55].
Elle consiste & mettre

uw(i) = Klz(i — 1) — z(i)] + Kru(i — 1) (1.50)

avec |r| < 1.
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Dans la référence [56], pour stabiliser une solution périodique, la loi de controle est donnée
par :

u(t) = Gp)[x(i = 7) — (i) (1.51)

ou G(p) représente la fonction de transfert du filtre déterminée a partir de la stabilité du
systéme autour de sa solution périodique.

D’autres modifications ont été apportés a la méthode de Pyragas pour controler tout
type de systémes chaotiques. Ainsi, Nakajima & Ueda [58] 'appliquent aux systémes avec
symétrie. Konishi & Kokam [59] étendent la méthode et Pappliquent aux systéme couplés.
Les mémes auteurs proposent une extension de la méthode de Pyragas pour inclure un
observateur estimant la différence entre la variable d’état du systéme et la trajectoire instable

désirée [60]. Controle des systémes chaotiques a retard d’état [65] et divers autres extensions.
1.8.2.4  Autres méthodes

Plusieurs auteurs proposent et développent d’autres méthodes pour le probléme de sta-
bilisation dont on peut citer a titre d’exemple : le controle adaptatif [66, 67|, Papproche de
linéarisation entrée-sortie [68], I’'analyse dans le domaine fréquentiel [69, 70], la méthode ZSR
(Zero-Spectral-Radius) [71], le controle optimal [72], le controle adaptatif [73], le controle pic
a pic de la dynamique complexe [74],[77], le principe de séparation [76], par mode glissant

[80] et divers autres méthodes.

1.3.3 Applications expérimentales des méthodes de controdle des systémes chao-
tiques

Le controle du chaos a trouvé des applications expérimentales intenses dans divers do-
maines physiques. La premiére application expérimentale était réalisée a la fin de 1990 [97].
L’implantation du controle permet de stabiliser une orbite périodique dans la dynamique
d’un ruban magnétoélastique. Le ruban montre plusieurs changements lorsqu’il est excité
par des petits champs magnétiques. La loi de controle OGY est appliquée en prenant comme

parametre de controle 'amplitude de la composante du champs magnétique. Le controle
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est achevé apres 200000 itérations (64 heures environ) avec un maximum de perturbation

d’environ 9% sur le parameétre non perturbé.
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Figure 1.4 : Controéle de chaos (extraite de la réf. [97]). (a) Série temporelle avant et aprés

déclenchement du controle. (b) Section de Poincaré.

Cette expérience constitue la premiere évidence de la fiabilité de la technique OGY pour le
controle du chaos. Dés lors, les scientifiques cherchés a exploiter pleinement la dynamique

chaotique et a réaliser des comportements réguliers.
1.8.3.1 Controle du chaos dans les circuits électroniques

Dans une expérience citée dans la référence [34], 'auteur propose de stabiliser des com-
portements périodiques plus compliqués en utilisant la méthode OPF. Dans cette expérience,
la jonction p-n d’une diode est excitée par une tension harmonique, le comportement du sys-
téme montre une bifurcation par doublement de période, pour aboutir & un régime chaotique.
Le processus de controle est réalisé par 1'utilisation d’un convertisseur courant-tension qui
envoie le signal de sortie & un comparateur électronique, et qui fournit par la suite 'impul-
sion de commande. La durée de 'impulsion peut étre ajustée a& tout moment, mais elle est
toujours limitée pour étre petite en fonction des oscillations.

Les résultats prouvent que les petites perturbations (environ 0.5%) peuvent stabiliser les
orbites périodiques basses tandis que le controle des orbites périodiques élevées nécessite une

force de perturbation plus grande (environ 10%). De telles perturbations peuvent induire
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des modifications importantes dans la forme des orbites controlées.
Inaba et Nitanai [98] utilisait la méme technique OPF pour le controle du chaos dans un
circuit électronique contenant un générateur d’impulsions. Le circuit est donné par la figure

(1.5).

Figure 1.5 : Circuit électronique (extraite de la réf. [98]).

our, —g, L et C' représentent respectivement une résistance, un conducteur linéaire négatif,
une inductance et un condensateur. Le générateur d’impulsion contient un comparateur, un
monostable et un amplificateur.

Le générateur fournit une tension impulsif d’amplitude —F, et de magnitude Ty. Le

controle de ce circuit est réalisé par simulation ainsi que par expérimentation.

Figure 1.6 : Controle du circuit électronique (extraite de la réf. [98]).
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Le controle permet de générer une multitude d’orbites périodiques instables.

D’autre part, Ogorzalek [99] parvient expérimentalement a controler le célébre circuit
électronique a comportement chaotique connu sous le nom du circuit de Chua [9, 10]. Par
contre, le controle par simulation numérique ne pouvait que supprimer le chaos ou controler
le circuit sur une orbite périodique de bas dimension. A notre connaissance, les références
disponibles ne révelent aucune technique qui parvient a maintenir la trajectoire du systéme

sur l'orbite périodique instable originale.
1.3.3.2  Controle du chaos dans les systémes chimiques

L’existence du chaos dans les systémes chimiques est di généralement & la variation im-
prévisible de la concentration de quelques composants qui influent sur une réaction chimique.

La premiére expérience de controle a été réalisée par le groupe de Showalter [103] sur le
systéme chimique & comportement chaotique connu sous le nom de la réaction de Belousov-
Zhabotinsky (BZ), ot un acide d’oxydation ion-catalysé est produit dans un réacteur continu.
La perturbation Ap = (A, — A)/g est directement calculé comme fonction de A, qui
représente le potentiel dans une électrode de bromure, et A, la valeur du point fixe obtenue
a partir de la carte de Poincaré. Le facteur g est évalué en mesurant la distance entre deux
valeurs du parameétre A,. L’algorithme de controle a été mis en évidence afin de controler
une orbite de période 1 et une orbite de période 2.

Le controle d'une autre expérience chimique est développé dans la référence [104].
1.3.8.3 Controle du chaos dans les lasers

Le systéme chaotique est un laser a fibre (NDFL) pompé par une diode laser (DL) [105].
La stabilisation du laser est obtenue en contrélant celui-ci sur une orbite périodique instable
de période nT" par la technique de contre-réaction.

A chaque période de l'orbite considérée, on échantillonne le signal de sortie I, et on
mémorise sa valeur précédente Ij,_1, au moyen des deux échantillonneurs ECH1 et ECH2 (la

valeur de [ peut étre considérée comme une coordonnée dans la section de Poincaré). On
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applique & un parameétre de contrdle (ici la puissance de pompe) une impulsion d’amplitude
dp,, proportionnelle & I, — I;_;. En choisissant correctement la forme de l'impulsion et le
gain total de la contre-réaction, le laser se stabilise sur une orbite périodique.

Il est également possible de stabiliser le laser sur son état stationnaire instable en rem-

placant le dispositif de controle par un simple dérivateur analogique.

Figure 1.7 : Le principe du laser (extraite de la réf. [105]).

Ainsi, le laser a été stabilisé en considérant 'intensité I du laser comme variable dynamique
et la puissance de la pompe comme parameétre de controle (figure 1.7). Une correction propor-
tionnelle a la dérivée de l'intensité s’est avérée suffisante, permettant ici aussi de s’affranchir
de la détermination du point fixe I d’un amplificateur & gain variable. En choisissant un gain
suffisamment grand, le laser a pu étre stabilisé dans tout le domaine ot il avait précédemment
un comportement oscillant ou chaotique.

D’autres applications du controle du chaos dans les lasers peuvent étre consultés aux

références [106, 108].
1.8.83.4 Contréle du chaos dans les fluides

Les premiéres expériences de controle du chaos dans les fluides ont été rapportées par
Singer et al. [109]. Dans cette expérience, un fluide est trompé dans une cellule toroidal en
position verticale. La moitié inférieure de la cellule est entourée par un réchauffeur, tandis

que la partie supérieure est maintenue a une plus basse température par un bain thermique.
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Ce systéme particulier provoque une dynamique qui peut étre réduite au modele de Lorenz.
Le régime chaotique est constitué par des sauts entre deux bassins d’attraction correspondant
aux deux orientations possibles dans la direction de rotation du flux. Le paramétre de controle
est la puissance délivré au réchauffeur. L’algorithme de controle consiste en une perturbation
proportionnelle & la différence de température entre les régions ou le flux passe du haut a
la partie plus inférieure de la cellule. Le régime chaotique est dus aux changements de la

direction du flux. De telles oscillations chaotiques sont supprimées une fois le controle activé.
1.3.3.5 Controle du chaos dans les systémes biologiques

La premiére expérience dans ce cadre a été rapportée par Garfinkel et al. [36]. Les au-
teurs emploient la méthode OGY pour le controle d’'un muscle cardiaque d’un lapin. La
particularité de ce cas est que la perturbation, au lieu d’étre appliquée sur Iamplitude du
signal, elle est appliquée sur une variable du systéme dans le but de changer les intervalles
des battements du cceur.

Un autre exemple de controle du chaos dans les systémes biologiques est le controle de
lactivité neuronale réalisée par Schiff et al. [110].

Piccardi et Lazzaris [111] proposent une technique basée sur la méthode OGY pour la
réduction du chaos et I’épidémie chez les enfants, le modeéle utilisé est un modéle continu,
périodique et non linéaire. Quand il est incontrolé, le comportement du systéme peut étre
chaotique. L’objectif du controle consistait en la minimisation de la valeur moyenne du
nombre de cas infecté par an ainsi que la minimisation de nombre de cas détecté chaque

année.
1.83.3.6 Réalisations expérimentales du contréle a retour d’état

Les réalisations expérimentales du controle du chaos par la méthode de contréle a retour
d’état retardé ont été rapportées par Pyragas et Tamasevicius [112]. L’expérience consistait
en un oscillateur électronique non linéaire piloté par une diode tunnel. Les auteurs utilisent

essentiellement la méme diode que celle employée dans I'expérience réalisée dans [34] mais
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avec une fréquence plus élevée (de I'ordre de 10.3 M HZ). Le signal de controle est choisi en
comparant le signal de sortie au signal de retard d’un temps 7 correspondant & la période
de l'orbite désirée. En ces conditions, les auteurs pouvaient stabiliser plusieurs orbites de
périodicité différente.

La méme technique a été utilisée avec succeés pour le controle des systemes électriques et

électroniques [113], et beaucoup d’autres expériences [114, 119].
1.8.3.7 Autres expériences

On devrait mentionner ici le grand nombre des réalisations expérimentales de controle
du chaos.

Plus récemment, le controle du chaos a été réalisé dans les systémes d’ordre élevé, a savoir
le controle des convertisseur DC-DC [121], le controle du chaos dans un réacteur nucléaire
[122]. La suppression du chaos d’une convection magnétique [123], etc.

Pour amples détails sur les applications expérimentales du contréle du chaos, le lecteur

peut se référer aux références suivantes [124, 132].

1.4 Conclusion

Dans le présent chapitre, nous avons présenté les principales méthodes proposées dans la
littérature pour le contréle du chaos, ainsi que leurs applications expérimentales.

Le controle du chaos peut avoir un impact technologique considérable. Un systéme chao-
tique ayant une infinité d’orbites périodiques, il est en effet possible, par d’infimes varia-
tions des parameétres, de commuter d’une orbite a une autre, et de tirer ainsi d’un systéme
chaotique toute une harmonie de signaux périodiques différents. Il importe évidemment de
généraliser les méthodes actuelles, notamment pour stabiliser les orbites les plus instables,
ou, si 'on désire, controler des systémes a grand nombre de degrés de liberté, les orbites a
plusieurs directions instables. Considéré dans sa globalité, un attracteur chaotique ne révele
en toute rigueur cet ordre que dans la limite d’un temps infini. En le décomposant en orbites

périodiques instables, c’est un ordre local, a court terme, qui devient accessible.
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Nous soulignons que la pleine connaissance de la dynamique d’un systéme chaotique n’est
pas nécessaire afin de le controler. Ainsi, nous avons besoin seulement de savoir ’endroit
de l'orbite périodique désirée et la dépendance de cette derniére a la petite variation du

parameétre de controle.
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Chapitre II

CONTROLE DES SYSTEMES CHAOTIQUES

D’ORDRE ELEVE

2.1 Introduction

Parmi les différentes méthodes de controle existantes et d’aprés ce que 'on a pu lire, il
n’y a pas de méthode générale permettant de controler tous les systémes chaotiques. Chaque
systéme a ses propres caractéristiques intrinséques et se comporte de maniére trés différentes
par rapport aux autres systémes. C’est la raison pour laquelle il nous a semblé important de
consacrer ce chapitre a une contribution ayant pour finalité la proposition d’une procédure
de controle, capable de controler le comportement chaotique dans la plupart des systémes
chaotiques continus.

La technique proposée est simple et efficace qui se base sur la méthode OGY et la méthode
de controle a retard d’état afin de controler le plus de systémes chaotiques possibles et de
montrer son efficacité sur plusieurs exemples [82, 88]. Les applications seraient énormes,
s’étendant du controle des fluides turbulents, & la transmission des signaux chaotiques, au
codage et décodage d’informations, au controle des vibrations cardiaques, et ainsi de suite.

Le systeme controlé doit étre toujours dans un domaine ou il conserve naturellement
toutes ses propriétés dynamiques et chaotiques. On se propose, dans ces conditions, de lui
imposer une trajectoire définie (mais aussi imposée en partie par la méthode de controle).
Cette trajectoire constitue une orbite périodique instable et le systéme controlé évoluera de
maniére périodique et de maniére parfaitement prédictible.

pour cela, on s’impose les objectifs suivants :

— le controle doit toujours étre réalisable : le controle doit fonctionner sur un systéme
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chaotique indépendamment du temps ot ’algorithme de controle qui lui est appliqué.
— la transition entre 1’état libre et I’état controlé doit étre rapide : on doit pouvoir
appliquer rapidement ’algorithme de controle et celui-ci doit étre rapidement efficace.
— le controéle doit étre durable dans le temps : une fois que le controle devient effectif et
le systéme stabilisé, le systéme controle doit rester actif durablement.
— le controle doit étre non destructif : comme nous 'avons déja signalé, le systéme doit
conserver ses propriétés dynamiques et ne doit donc pas étre détruit ou modifié fonda-

mentalement par le controle.

2.2 Principe

Pour les systémes discrets, & chaque passage de la trajectoire & proximité du point fixe,

la correction agit instantanément.

Dans le cas d'un systéme dynamique continu, le systéme évolue en fonction du temps.

Le systéme doit donc mettre un certain temps pour réagir a cette action. Il est alors plus
cohérent de considérer qu’il existe un retard entre le calcul de la correction a appliquer et la
modification effective de la grandeur du controle. C’est un parameétre qui doit étre modifié.

Pour le controle de tels systémes, 1'algorithme de controle a été construit comme suit :

— Détecter I'instant ou la trajectoire du systéme passage par le point fixe : le point se
trouve dans un cercle unitaire autour du point fixe selon le plan de la variable d’état
choisie.

— Calculer la loi de controle.

— Contrairement a la méthode de Pyragas [52], le méme concept que celui de la méthode
de controle OGY est maintenu, sauf que le retard d’état est réalisé par 'introduction
d’un élément assurant le retardement du controle. C’est cette tache qui s’avere la plus
délicate une fois le controle est bien défini.

Etant donné qu’une orbite périodique est représentée par des points fixes dans la section

de Poincaré, on s’attend a ce que la trajectoire du systéme visite le voisinage de ces points
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selon la loi de controle. Lorsque la variable d’état du systéme entre cette région, on va
chercher a ce que la prochaine variable d’état suive la direction stable, en utilisant une petite
perturbation paramétrique. En d’autres termes, on apporte une déviation dx (i) = z(i) — xy
pour que la trajectoire se retrouve sur la direction stable linéarisée.

La loi de contrdle (2.1) est directement dérivée de la section de Poincaré :

Ip
op(i) = —(x(i) — x 2.1
i) = 5 -(ali) ) 21)
8871) représente l'influence d’une petite variation paramétrique sur la variation du point fixe.
s

Cette loi de controle agit instantanément sur le systéme. Cependant, dans de certains
cas réels, I’état futur d’un systeme chaotique dépend aussi bien de la variation paramétrique
courante que des variations paramétriques précédentes; le systéme va donc prendre un certain
temps pour réagir a la correction et suivre la trajectoire désirée. Il semble alors raisonnable,
d’attendre un peu de temps avant d’appliquer la loi de controéle et de modifier le parameétre
de controle. Ceci a pu étre réalisé en intégrant dans la loi de controle, la valeur précédente

du parameétre de controle. L'influence de cette valeur est définie par [87] :

3p(0) = S-(eli) = )+ 13pli = ) 22)

En termes de qualité, une fois le controle activé, le systéme est maintenu & sa nouvelle
trajectoire le long de son évolution. Ce critére de stabilité est assuré par un bon choix de
pour que chaque systéme chaotique soit parfaitement controlé.

La construction la loi de controéle est basée sur la linéarisation autour du point fixe. Le
controle est appliqué dans le voisinage local d’un point fixe. De ce fait, la région de controle

est définie par ’ensemble des points suivants :
{6:027(i) + ox3(i) < 1} (2.3)

qui définissent un cercle unitaire autour du point fixe & stabiliser. On assume que tout point
se trouvant dans le proche voisinage du point fixe, finira par la suite dans le voisinage local

et sera alors controlé.
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2.3 Applications aux systémes d’ordre élevé

Dans ce qui suit, on applique la méthode proposée pour le controle de quelques systémes

chaotiques d’ordre élevé.
2.3.1 Systéme de Chen

Le systéme de Chen [16] est un systéme chaotique continu défini par les équations (2.4) :

&= aly — )
g=(c—a—2)x+cy (2.4)
z=uxy — bz
La premiére étape de cette étude consiste a retrouver et identifier les principales propriétés
de ce systéme en se basant sur la théorie des systemes dynamiques non linéaires.
Ce systéme admet trois points d’équilibre qui sont P'origine C°(0,0,0), ainsi que deux

points fixes symétriques :

ct <\/b(20 —a), /b(2c — a), (2c — a))
Cc~ (— b(2¢ — a), —/b(2¢ — a), (2¢ — a)) (2.4.a)

2.8.1.1 La stabilité

Le stabilité du systéme dépend des paramétres a,b et ¢. Ont supposera que a et b sont
constants (a = 35 et b = 3) et que le parameétre ¢ est variable. L’étude de la stabilité du
systéme a été faite par deux méthodes : la méthode de Lyapounov et la méthode de ’espace

de phase.

a/ Méthode de I’exposant de Lyapounov

On considére deux conditions initiales trés proches : (zg, yo, z0) = (—3,2,20) et (o, Yo, Z0) =
(=3 +107°,2,20). Le calcule de I’exposant de Lyapounov se fait a partir d’'une simulation
numérique et la différence logarithmique entre 1’évolution des variables d’états du systéme

x,y et z, les résultats obtenus sont représentés par les figures 2.1 (a) et (b).
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Figure 2.1 : Exposants de Lyapounov du systéme de Chen.

(a). Exposant de Lyapounov pour ¢ = 19. (b). Exposant de Lyapounov pour ¢ = 25.

Dans le premier cas, et pour ¢ = 19, on voit bien que pour une différence de 1075 sur
la valeur initiale, la courbe est décroissante, avec une pente A = —0.44. Les deux orbites
se rapprochent 1'une de l'autre, le systéme est stable. Dans le deuxiéme cas, I’exposant de
Lyapounov est estimé a A = 1.48, un exposant positif implique la divergence des trajectoires
voisines c’est a dire que pour ces valeurs des paramétres du systéme, on a un comportement

chaotique.

b/ Méthode de ’espace de phase
La stabilité du systéme dépend essentiellement du parameétre c¢. Une fois les points fixes dé-
terminés, on peut calculer la matrice jacobienne du systéme.

Elle est donnée par :

—a a 0
J=|(c—a—2) ¢ —x (2.5)
Yy x —b

Pour étudier la stabilité du systéme, il faut calculer les valeurs propres du systéme pour
chaque point fixe. Cela revient a étudier le polyndome caractéristique de la matrice [\ — J|

pour chaque point fixe du systéme.
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1. Au point fixe C°(0,0,0) :

La Jacobienne est égale a :

—a a O
J=1(c—a) ¢ 0 (2.6)
0 0 —b
d’ou
Ata —a 0
M—=J=| ~(c—a) A—c 0 (2.7)
0 0 A+D
Le polynéme caractéristique est donné par :
p(\) =det [\ — J] = (A +b)(\* — (¢ — a)\ + a(a — 2¢)) (2.8)

Pour que le systéme soit stable, il faut que les parties réelles de toutes les valeurs propres
soient négatives.

La premiere valeur propre est :
M=-b=-3<0 (2.9)
Pour que le systéme soit stable, il faut que les racines de :
M — (c—a)\ +a(a — 2¢) (2.10)

solent & parties réelles négatives.

Les deux racines de ce polyndéme sont :

Nos = (c—a)£+/(c —2a)2 — 4a(a — 2¢) (2.11)

Elle sont négatives si ¢ < a/2 et positives si ¢ > a/2. Donc, le systéme est stable au point

fixe CY pour ¢ < 17.5 et instable pour ¢ > 17.5.
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2. Aux points fixes C* et C'~

Nous avons
Ata —a 0
M—J=| —(c—a—2) A—c -z (2.12)
—y —x A+b

En remplacant x,y et z par les valeurs des points fixes, on obtient :
p(A) = A+ (a+b— c)A\* + beh + 2ab(2¢ — a). (2.13)
Ce polynome a une racine réelle négative :
A =—b (2.14.a)
et deux racines complexes, qu’on désigne par :
Aoz =axjp (2.14.b)
Si «, la partie réelle de la racine complexe est positive, alors, les point fixes sont instables.
p(N) = (a£jB)*+ (a+b—c)(a+jB)*+ be(a £ jB) + 2ab(2c — a). (2.15)
Apres simplification, on obtient la formule de « :
&+ (a+b—c)a®+ i(a +b—c+ 2bc) + %(bc(a +b—c)—2ab(2c—a)) =0 (2.16)
La stabilité se définie par rapport & «, alors :
a=0=bc(a+b—c)—2ab(2c —a) =0 (2.17)

Donc :

&+ (3a — b)c — 2a* = 0. (2.18)

La stabilité des points fixes C* et C'~ dépend de la valeur du parameétre c. Par conséquent,
la valeur pour laquelle la partie réelle de la racine complexe s’annule, s’obtient & partir de

I'équation (2.18) comme suit :

C =

((b — 3a) + /17a2 — 6ab + b2> (2.19)

DN —

39



Par référence a la théorie des bifurcations, la valeur du parameétre de controle pour laquelle,
les racines du polynome caractéristique sont purement imaginaires s’appelle point de bifur-
cation de Hopf. Elle est égale dans notre cas ¢ = 20.070.

L’allure de la variation des valeurs propres en fonction du parameétre ¢ pour les différents

points fixes est représentée sur les figures suivantes :

30 151
— — 2
A3 A3

o 10F
20 B — A1

10

—10F

valeurs propres
valeurs propres

20}

30

-40 L L L L L | L L L L L |
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
parametre ¢ parameétre c

(a) (b)
Figure 2.2 : Variation des valeurs propres du systéme de Chen.

(a) Pour point fixe C°. (b) Pour points fixes C* et C.

Le systéme est stable sur son point fixe C° pour ¢ < 17.5, puis devient instable pour
¢ > 17.5. Pour les deux points fixes C et O, le systéme est stable pour ¢ < 20.07 et

instable pour ¢ > 20.07.
2.3.1.2 Diagramme de bifurcation

Afin de déterminer les changements qualitatifs dans la dynamique du systéme lors du
changement des valeurs du parameétre ¢ ainsi que le type de bifurcation et leur nature, nous
avons effectué des simulations en variant le parameétre ¢ de 0 & 30.

La figure (2.3) représente 1’évolution de la coordonnée z en fonction du parameétre c.
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Figure 2.3 : Diagramme de bifurcation du systéme de Chen.

Lors de I’évolution du systéme en fonction du parametre ¢, le comportement du systéme

subit trois changements qualitatifs :

1. Pour ¢ < 17.5 quelque soit le point initial, la trajectoire converge vers le point d’équi-

libre C°. Le systéme est stable autour de ce point d’équilibre.

I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
temps (s)

(a) (b)

Figure 2.4 : Evolution du systéme pour ¢ = 12. (a) Variable d’état =. (b) Espace de phase.

2. Pour 17.5 < ¢ < 20.07. Un changement de comportement se produit a partir de

c = 17.5. Le point C° n’est plus un point stable, et le systéme se stabilise sur 'un des
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points fixes C* ou C~ (C~ en particulier).

temps (s) X 5 -10

(a) (b)

Figure 2.5 : Evolution du systéme pour ¢ = 18. (a) Variable d’état . (b) Espace de phase.

3. A ¢ =20.07 les deux points fixes C* et C~ perdent leur stabilité en une bifurcation de
Hopf. Pour ¢ > 20.07, le systéme ne contient aucun point fixe stable et devient alors
chaotique. L’état du systéme change complétement. La trajectoire tourne toujours

autour de I'attracteur et les coordonnées calculées sont alors quelconques.
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Figure 2.6 : Evolution du systéme pour ¢ = 25. (a) Variable d’état z. (b) Espace de phase.
2.3.1.83 Controle du systéme de Chen
Pour des valeurs des parametres a = 35, b = 3 et ¢ = 28, la trajectoire du systéme est

gouvernée par un état chaotique. Afin de controler ou stabiliser le systéme sur son orbite
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périodique instable, on doit déterminer la section de Poincaré. Pour ce qui est de ce systéme,
la section de Poincaré correspond a I’ensemble des points de 'attracteur tel que 'attracteur

soit au maximum. C’est a dire : Z = Zmaz.

N 25

. . . . . .
-20 20 20 25 30 35 40 45 50 55
z(i)

Figure 2.7 : Section de Poincaré.

Le point fixe correspond a l'intersection de la courbe du systéme avec la diagonale. La

variable d’état z du point fixe obtenu, est :
zp = 27.2725 (2.20)

Pour déterminer I'influence du parameétre ¢ sur la loi de controle, nous prenons une valeur
proche ¢ = 28.10, on obtient :
zp = 27.5193 (2.21)

La loi de controle sera donnée par :

de(i) = aa—ch(z(z) — zf) +y0c(i — 1)
_ 27'72;2__227294(2(@) ) 4 eli— 1) (2.22)
c’est a dire :
dc(i) = 0.43(2(i) — zf) +yoc(i — 1) (2.23)

Le résultat du controle est montré dans la figure (2.8).
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control on

45—

40

35+

30

N25 -

20

154

10+

5= trajectoire suivie lors du controle

40
-30
20 5 5 0 0
-20 2o 10

X -40° 30 Y

Figure 2.8 : Controle du systéme de Chen.

On peut voir que, pour stabiliser le chaos sur I'une de ses orbites périodiques instables
(UPO), le controle génére un train d’impulsions. Chaque impulsion est activée automati-
quement de sorte que, pour une amplitude déterminée par la section de Poincaré a chaque
passage du point fixe, 'orbite du systéme converge vers 'UPO désirée. La méthode fonc-
tionne par application des impulsions périodiques aux variables du systéme. Cette stratégie
de controle est testée avec différentes conditions initiales et s’est avérée trés robuste.

Si, pour différentes raisons, on veut désactiver le controle aprés I'avoir maintenu actif
pendant un certains temps, le systéme reprend son état chaotique comme nous pouvons le

constater sur la figure (2.9).

control on control off
| \/
30 < T ! T
=< ol ‘ i
!
-30 \ - \ \ \ 1 \
0 10 1 20 30 40 50 60 70 80
30 T — T T : T T
> 1{‘ { ‘1‘
I I
-30 I | L L L L \ L
500 10 |20 30 40 50 60 70 80
: — : T : ,‘ T
I
N 25} ! i
i I
00 1b | 2‘0 3;0 46 5‘0 6<p 7‘0 80
28.5 ‘ = : : : \ ;
275 \ \ \ \ \ \ \
0 10 20 30 40 50 60 70 80
temps (s)

Figure 2.9 : Relachement du controle.
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2.3.2 Circuit de Chua

Le circuit de Chua [9, 10] est défini par 'ensemble des équations différentielles d’ordre 3

suivant :
t=a(y—z—g(z))
y=xr—y+=z2 (2.24)
=Py
ou
mg —m
g(x) =m1x+%(|x+1| — |z —1|) (2.25.)

représente 1’élément non linéaire du circuit avec
miz + (mg—my) sixz>1
9(x) =4 mez si || <1 (2.25.b)
mix — (mg—my) siz <1
Les points fixes du systémes sont donnés par :

Co = (0,0,0), ainsi que deux points fixes

Con (Tt g e o (g moe)

m1+1’ m1+1 m1+1’ m1+1

2.8.2.1 La stabilité

Pour I’étude du systéme, les parametres (3, mg et m; sont pris constant égaux a = 14.87,

mo = —1.27 et m; = —0.68 et « variable.

a/ Stabilité par exposant de Lyapounov
A partir de deux conditions initiales trés proches et pour a = 5 et o = 10, on mesure le taux
de divergence entre les deux orbites crées par les deux évolutions. Pour ces valeurs de «, le
systéme a deux comportements différents.

Les deux conditions initiales sont : (xq,yo,20) = (—0.1,—0.1,—0.1) et (&g, 7o, %0) =

(—=0.1+107%,-0.1,-0.1).
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Figure 2.10 : Exposants de Lyapounov du systéme de Chua.

(a). Exposant de Lyapounov pour a = 5. (b). Exposant de Lyapounov pour a = 10.

Les figures 2.10 (a et b), montrent que pour une valeur de @ = 5, la courbe est décroissante
avec une pente A = —0.25. La valeur négative signifie que les deux orbites se rapprochent
I'une de I'autre, alors le systeme est stable. Par contre, pour une valeur de a« = 10, I'exposant
de Lyapounov est estimé a A = 0.39. Cette valeur positive signifie une divergence entre les

deux orbites initiales, le systeme est chaotique.

b/ Méthode de ’espace de phase
Une fois les points fixes déterminés, on calcule la matrice Jacobienne du systéme pour ces

différents points fixes. La matrice Jacobienne est donnée par

a(-1—g¢g(x)) a 0

J = 1 -1 1 (2.26)
0 —5 0
1. Au point fixe ()
—a(l+mg) o 0 Ata(l+mg) —a 0
J = 1 -1 1| =N-J]= ~1 A+1 -1 (2.27)
0 -3 0 0 6] A
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Le polynéme caractéristique de la matrice [\ — J].

p(\) = det[M —J] = (A +a(l+mg)) AA+1) + B) — a

= N4 (a(l+mg) + D)X+ (B + amo)A + aB(1 +myg) (2.28)

2. Aux points (' et C_;

Nous obtenons :

—a(l+my) o 0 Ata(l+my) —a 0
J= 1 11| =N-J= ~1 A1 -1 (2.:29)
0 B 0 0 5 A

Ainsi, le polynéme caractéristique est donné par :
p(A) = detM[—J=A+a(l+m)) AMA+1)+5) —al
= X+ (a(l+my) + 1) N+ (B+am)A + aB(1l +my) (2.30)

La variation des valeurs propres Ai, A2 et A3 en fonction de o pour le point fixe Cy et pour

les points fixes C et C'_; sont représentées par figure 2.11(a et b) respectivement.

1r 5
or : \ 4
Ma
_1k . al
0 " )‘1
o 9]
‘51-2 Ay 5 2r \
g ~ 2
0 o
5 5
L _3L
i sy
4 or
/)‘2,3
5 -1
-6 i i i i i i > i
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
a a
(a) (b)

Figure 2.11 : Variation des valeurs propres du systéme de Chua.

Dans le premier cas, le point fixe Cj est stable pour o < 6.60, tandis que les points fixes
C1 et C'_1 sont instables car I'une des trois valeurs propres du systéme a toujours une partie

réelle positive.
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2.3.2.2  Diagramme de bifurcation

Pour retrouver les seuils de bifurcation ainsi que leur nature en fonction du paramétre
a, nous avons effectué des simulations en faisant varier le parameétre o de 6 & 10.5 avec un
pas d’itération de 0.01. La figure ci-dessous représente 1’évolution de la variable x obtenue
en fonction des valeurs du paramétre o & chaque itération.

35

1.5

0.5r

0 1 1 1 1 1
6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10 10.5

parameétre o

Figure 2.12 : Diagramme de bifurcation du systéme de Chua.

Le comportement du systéme peut varier d’un point fixe, d’une orbite périodique a celui
d’un attracteur chaotique.

Ce diagramme de bifurcation est différent du cas du systéme précédent. C’est une bifur-
cation & doublement de période. Nous remarquons ainsi les changements suivants : Avant le
doublement de période, toutes les trajectoires se stabilisent sur un point fixe pour des va-
leurs de « qui se situent dans U'intervalle [0, 6.845], et se stabilisent sur une orbite périodique
pour « € [6.85,7.727]. Un 2—cycle stable commence & o = 7.73 suivi d'un 4—cycle stable a
a = 7.8975 et ainsi de suite, la période continue de doubler pour aboutir & un comportement
chaotique a la valeur de a = 7.94.

La simulation de l'attracteur pour différentes valeurs du parameétre «, confirme ce qui
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vient d’étre expliqué.
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Figure 2.13 : Comportement du circuit de Chua pour différentes valeurs du parameétre .

2.3.2.8 Controle du systéeme de Chua

La section de Poincaré correspond a I’ensemble des points X = Xmazx.

35

25

X(i+1)

051

X(i)

Figure 2.14 : Choix de le section de Poincaré.

La variable d’état x du point fixe est déterminée par :
xp=2.707 (2.31)

Pour a = 10.2, on trouve :

#;=3.313 (2.32)

50



La loi de controle déduite est :

da(i) = g—;;(x(z) —xf) +yoa(i — 1)

10.2 — 10
3313 —2.707 () — #p) Hy0ali = 1)

= 0.331(z(i) — xy) +ya(i — 1) (2.33)
La région d’activation du controle est définie par :

(2(i) —p)® + (y(i) —yp)* <1 (2.34)

ou yy = 0.2787.
Partant de la méme condition initiale, le résultat de ’application du contréle est montré

dans la figure (2.15).

control on

x Ot
| 5
4l . . . | |
01 50 100 150 200 250 300
0.8 : . : T |
I
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I
-0.8L . . . L . N O
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5 : : r ;
I
I
" H
5L ) | \ \
0, 50 100 150 200 250 300
10.5 : : : T T -5
| -4
| -2 1
s 10 0 0.5
&JAJmJJJJjjiﬂﬂﬂdﬂmﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂjﬁﬁdﬁﬂﬂﬂmﬁﬁﬂﬂﬂﬂﬂJJJ 0
95 \ \ . \ | X 2 _05 v
0 50 100 150 200 250 300 4 1

Figure 2.15 : Controle du systéme de Chua.
2.3.3 Circuit de Chua a n-scroll

Le circuit de Chua généralisé, qui génére n scrolls est donné par les équations suivantes :

& =a(y— f(r))
y=r—y+z (2.35)
z=—Py
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avec

U (z — 2ac) si x > 2ac
f@) =9 —bsin(2+d) si —ac<z < 2ac (2.36)
¥ (2 4 2ac) si x < —2ac

Un attracteur a n scrolls est généré pour la relation suivante :

n=c+1 (2.37)

m, sin est impair

d— (2.38)
0, sin est pair

Les résultats d’une telle procédure sont donnés dans les figures suivantes.

I I I I I I I I I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

-1 I I I I I I I I I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

5 . . . . . . . . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
temps (s)

(a.1)

10

x 0
~10 . | . . h . .
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
2
> 0
2 . . . . . . .
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
~ -15] 2
-10 1
-5 o
20 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 o
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temps (s) X 10 -2
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. . . . .
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temps (s) x 10

(c.1) (c.2)
Figure 2.16 : Représentation de circuit de Chua a n-scroll.

(a) Circuit a 3-scroll. (b) Circuit a 5-scroll. (c) Circuit a 7-scroll.

Pour a = 10814, § = 14, a = 1.3, b = 0.11, ¢ = 7 et d = 0, le systéme admet un
comportement chaotique et génére un attracteur a 8-scrolls comme illustré dans la figure

(2.17), partant de I’état initiale (xq,yo, 20) = (0.1,0.1,0.1).

0.6 ‘ ‘
] WMWWWW
0.2r 100 200 300 400 500
O L
>
0.2
100 200 300 400 500
0.4 ‘ ‘ ‘ ‘
e o St P
-0.84 L L L L L L L L -50 L L L L
20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 0 100 200 300 400 500
X time (s)
(a) (b)

Figure 2.17 : Circuit de Chua & 8-scroll.

La section de Poincaré est choisie de la méme maniére que pour le systéme de Chua
original et représente la variable maximale courante z(i + 1) en fonction de la variable

maximale précédente z(i).
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Figure 2.18 : Section de Poincaré sur x.
Les points fixes sont obtenus & l'intersection avec la diagonale. Le premier point fixe obtenu
est :
xy = 4.507 (2.39)
Ensuite, on géneére la section de Poincaré, & une valeur proche de celle désirée, par exemple,

pour o = 10.914. Dans ce cas, on trouve :

x'fl = 4.810 (2.40)
La loi de controle est définie par :
da(i) = a—a(x(z) —xy) +yoa(i — 1)
8{L‘f
10.914 — 10.814
1810 —a507 ) — @) +rdali—1)
= 0.33(z(i) —xyp) +yoa(i — 1) (2.41)
La région d’activation est :
(w(i) —ap)® + (y(i) —yp)* < 1 (2.42)

avec yy = 0.2787.
Etant donné que le circuit a n-scrolls est dérivé directement du systéme de Chua original,
la loi de controle et la variable y du point fixe instable reste inchangés, seule la valeur de x

change, elle sera appropriée au point fixe que ’on désire stabiliser.
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Les résultats de controle sont représentées dans la figure (2.19).
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02 1% 50 100 150 200
-0.3 11.314 ! : :
o 510'814MLMMLMMM
05 10314 ‘ ‘ ‘
5 6 0 50 100 150 200
time (s)

(a) (b)
Figure 2.19 : Controle de la premiére UPO. (a) Plan de phase. (b) Variables d’états.

De la méme facon, et par exploration de la section de Poincaré & nouveau, on trouve :
To = 14.93 (2.43)

Le controleur stabilise la trajectoire sur 'orbite périodique instable appropriée.

0.5 20
0.4+ x10r
03 L 0 I I I I I
0.0 50 100 150 200 250 300
0zl ) : : ‘ ]
[
> 0
0.1 | |
05 ‘ ‘ \ ! ‘
> of s 50 100 150 200 250 300
—0.1}
N-10p g Mg g g My gy My Mg
_0.2 .
30 50 100 150 200 250 300
-0.3} 11.314 : ‘ : ‘ :
-0.5 10.314 : : ‘ : ‘
0 0 50 100 150 200 250 300
time (s)

(a) (b)
Figure 2.20 : Controéle de la seconde UPO. (a) Plan de phase. (b) Variables d’états.

Et dans le dernier cas, pour :

3 = —5.80 (2.44)

Les résultats de controle sont démontrés dans les figures 2.21 (a et b) :
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Figure 2.21 : Controle de la derniére UPO. (a) Plan de phase. (b) Variables d’états.

La méthode de controle proposée a permis la stabilisation de toutes les orbites périodiques
instables du systeme de Chua a n-scroll. Il est a noter que le controéle de ce type de systéme
est étudié pour la premiére fois dans la référence [81], les auteurs parviennent a supprimer
le chaos du systeme ou a le controler sur des orbites basses mais la stabilisation du systeme
sur ses orbites périodiques instables originales n’a été nullement réalisé auparavant.

Pour mieux voir 'efficacité de la loi de controle proposée, nous présentons maintenant les
résultats numériques dus au changement de la dynamique controlée d’une orbite périodique
instable & une autre [88].

En premier lieu, le controle s’active et stabilise la premiére UPO (point fixe instable ap-
proprié z ;1 ). Une fois le controle désactivé, le systéme reprend son comportement chaotique.
Lorsque le test (2.42) est vérifié & nouveau avec cette fois le deuxiéme point fixe instable s,
comme objectif, le controle conduit la trajectoire du systéme vers I’'UPO désirée. Le controle
est maintenu pour un méme temps que dans le premier cas puis relaché. La méme procédure
peut étre appliquée pour stabiliser la derniére orbite périodique instable (point fixe instable
zys3). La stabilisation est obtenue dans un temps minimum. Les résultats de controle sont

illustrés dans les figures 2.22 (a et b).
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Figure 2.22 : Transition d’'une UPO & une autre.
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2.4 Conclusion

Les résultats obtenus, montrent bien que le probléme de la stabilisation des orbites pé-
riodiques instables des systémes dynamiques non linéaires en générale, et les systémes dyna-
miques non linéaires continus en particulier, n’est pas aisée.

Notre contribution principale en ces résultats est 1’élaboration d’'une méthode de controle
du chaos, qui s’avere treés efficace et assez facile & mettre en oeuvre sans trop de soucis sur
les propriétés des systemes.

L’avantage principal de la méthode de controle proposée est qu’elle préserve le principe
de la méthode de controle originale OGY, qui exige seulement de petites perturbations d’un
parameétre de controle accessible de I'extérieur afin de stabiliser une orbite périodique instable
du systéme.

Nous constatons que le controle peut étre réalisé si on prend en compte les perturbations
paramétriques précédentes. Une fois que la section de Poincaré est déterminée, un choix
judicieux d’un parametre de stabilisation assure le retardement du controle.

L’algorithme de controle proposé, appliqué a plusieurs systémes non linéaires & compor-
tement chaotique, a montré son efficacité pour stabiliser des orbites périodiques instables des
systémes chaotiques. De plus, si le systeme chaotique contient plusieurs orbites périodiques

instables, le controle peut altérer entre différentes orbites périodiques instables du systéme.
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Chapitre II1

CONTROLE PREDICTIF

3.1 Introduction

La méthode de controle OGY a démontrée son efficacité et a permis d’innover la théorie
du chaos. Cependant, comme toute théorie mathématique, cette méthode a des limites.
En particulier, la différence entre les états actuels et les orbites a stabiliser est obtenue
par calcul numérique, c’est a dire, I'orbite périodique instable est estimée par calcul des
directions stables et directions instables. D’ott des approximations des orbites sont employées.
De plus, Nakajima [57] a prouvé que par appliquation de la méthode de Pyragas, les orbites
périodiques instables ne se stabilisent pas lorsque la matrice jacobienne possede un nombre
impair de valeurs propres réelles de valeurs superieur a 'unité.

Ushio et Yamamoto [62, 64] proposent un controleur dynamique a retour d’état prédictif
pour les systémes chaotiques basés sur le principe de la méthode de Pyragas [52]. La loi de
controle est calculée a partir de la différence entre I’état actuel et I’état futur du systéme
chaotique. Les états controlés par le controle prédictif convergeront vers les points fixes
stabilisés puisque les approximations ne sont pas employées dans la boucle de retour d’état,
qui est I'avantage de cette méthode.

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode de controle prédictif pour stabiliser les
systémes chaotiques discrets et nous développons la méthode pour stabiliser les systémes
chaotiques continus d’ordre élevé. Pour parvenir a cet objectif, nous présentons la condition
nécessaire et suffisante pour la stabilisation du systéme controlé. Une conclusion est donné

en fin du chapitre.
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3.2 Controéle prédictif des systémes discrets
3.2.1 Le principe de la méthode

Soit le systéme dynamique non linéaire discret de dimension N suivant :

x(i+1) = f(x(i),u(i)) (3.1)

ou x € RN représente le vecteur d’état du systéme et u le vecteur de controle. On assume
que f est différentiable.

Pour la méthode OGY, la loi de controle u(i) est déterminée a partir de I'influence du
paramétre de controle sur 'état actuel z(7) du systéme chaotique, puis ce controle sera injecté
comme une perturbation dans le parametre de controle du systéme accessible de I'extérieur.

Dans la méthode de Pyragas, I'idée essentielle est que le controle u(i) est déterminé par
la différence entre I’état retardé a T-pas x(i — T') et 1’état actuel z(i) puis ajoutée comme
parametre de controle au systéme.

Dans la méthode de controle prédictif, le controle u(i) sera déterminé par la différence
entre 'état actuel x(i) et I'état prédit incontrolé z,.

Le schéma représentatif de la méthode est donné par la figure (3.1).

|—> Systeme chaotique Y >
K
A
X+ y g .-
Prédiction |4
Xp

Figure 3.1 : Controle prédictif a retour d’état.

Le but est de stabiliser une orbite périodique instable du systéme chaotique.

Ainsi, le controle u est défini par :
u(i) = K(x, — x(2)). (3.2)
ou K représente le gain du controle.
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Soit T l'orbite périodique instable & stabiliser, elle satisfait :

T = f(z,0) (3.3)

En utilisant f(z(7),0) comme une prédiction de 'orbite périodique a stabiliser. L’état prédit
x, sera donnée par :

zp = f((),0) (3.4)

L’équation (3.2) devient alors :

u(@) = K(f(x(2),0) = 2(i), (3.5)

Cette loi de controle n’est valide que lorsque ’état du systéme est au voisinage de l'orbite

périodique instable a stabiliser. La zone de controle est déterminée par la relation suivante :
lx(i) —z(1 —1)| <e (3.6)

avec € nombre positif petit, (¢ = 0.01).

Finalement, le controle est défini comme suit :

K(f(x(2),0) —x(2 si|z(i) —x(i—1 €
(i) = (f(2(2),0) —x(@)) si |o(i) —x(i—1)] < (37

0 ailleurs

et le systeme chaotique contrélé sera donné par :

2(i+1) = f (2(0), K(f(2(i),0) — z(i))) - (3.8)

Ainsi, on a déterminé la correction & appliquer au systéme chaotique pour ramener la tra-

jectoire sur le point fixe ou 'orbite périodique instable désirée.

3.2.2 Applications
3.2.2.1 Exemple 1

On consideére I'exemple du systéme discret non linéaire & comportement chaotique & une

dimension suivant :

(i +1) = az(i)(1 — 2°(7)) (3.9)
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Pour a = 3, le systéme admet un comportement chaotique. L’évolution du systéme est

représentée par la figure (3.2).

15

0.5 |

_15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figure 3.2 : Systéme (3.9).

Le systéme admet trois points fixes xf1, 2.t ¢35

a—1

Tf1 = O,.TfQ = —Tf3 = (310)

a

Pour déterminer la correction a apporter a I’état actuel z(i) du systéme chaotique, on calcule

la loi de controle, qui est définie & partir de I’équation (3.7), on obtient :

2(i+1) = az(i)(1—2%(1)) + u(i) (3.11)
= ax(i)(1 — 22(1)) + K(2(i + 1) — 2(i))
Le systéme sous controle prédictif sera donné par :
2(i+1) = ax(i)(1 — 2°(1)) + K(az(i)(1 — 2%(i)) — 2(3)) (3.12)
La linéarisation autour des points fixes est donnée par :
~ Ox(i+1)

dx(i+1) = T(Z)(Sx(z) (3.13)
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avec
dx(i+1) =x(i) — zy (3.14)
On obtient :
6z(i + 1) = (=3a(l + K)z} + aK + a — K)dx(i) (3.15)
Le systéme se stabilise autour des points fixes par le controle prédictif a retour d’état si K

satisfait 1’égalité suivante :
|=3a(1+ K)z} +aK +a— K| <1, (3.16)
Afin de stabiliser le systéme sur le point fixe d’origine z;; = 0, la condition sur K devient :
2K +3[<1l= -2<K<-1 (3.17)

Dans ce cas, on choisit K = —1.5.

A partir d’une condition initiale xy = 0.4, on trouve que le test (3.6) est vérifié a l'ité-
ration ¢ = 69, ainsi le controle se déclenche et prend une valeur non nulle instantanée
u(69) = —5.6610~* puis revient & zéro. Cette minuscule perturbation permet de stabiliser la
trajectoire du systeme sur le point fixe instable z . Le résultat du controle est représenté

par la figure (3.3).

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
i

Figure 3.3 : Systéme chaotique sous controle. Evolution de x(7) et u(i).
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Il faut noter que le choix de la valeur du gain se fait d’une fagon arbitraire. Néanmoins, on
peut utiliser des méthodes d’optimisation classique pour déterminer la meilleure valeur qui
assure un bon contréle et une consommation d’énergie minimale.

Dans le deuxiéme cas, et afin de stabiliser le systéme sur 'un des deux points fixes

instables symétriques x 2 ou 3, la condition sur le gain K devient comme suit :
|—2a(1+ K)+2K +3| <1 (3.18)

Le choix de la valeur du gain se fait dans 'intervalle —1 < K < —0.5.

Ainsi, une fois le test (3.6) est vérifié et pour une valeur de K = —0.9, le controle prend
une valeur non nulle & ¢ = 69, mais la stabilisation échoue parce que 'état 2(69) n’est pas
au voisinage du point fixe z ¢, ou 23 mais au voisinage de ¢ qui ne se stabilise pas pour la
valeur de K choisit.

Lorsque 7 = 269, I’état £(269) est au voisinage du point fixe x5, dans ce cas, le controle
stabilise z¢o. Pour K = —0.85, le controle prédictif stabilise le point fixe 3.

Les résultats de simulations sont représentées sur les figures suivantes.

15 : ‘ ‘ ; ; ; ; ; ; 15
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100 200 300 400 500 600 700 80O 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

0.02

[ | 0
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-0.04-

-0.06

I I I I I I I I
~0.08 . . . . . . . . .
100 200 800 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(a) (b)
Figure 3.4 : Systéme chaotique sous controle. (a) Stabilisation sur x ;. (b) Stabilisation sur x fo.

3.2.2.2 Exemple 2

Dans cet exemple, on applique le controle prédictif & un oscillateur chaotique qui est un

systéme dynamique non linéaire & comportement chaotique du deuxiéme ordre décrit par les
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équations suivantes :

<Q(7;+ 1)) _ ( Q@) + ptan(Q0)) + w1 (7) )

(i +1) a®(i) — pycos(Q(i)) + ptan (Q(i)) + ug (i) (3.19)

avec p, et v sont les paramétres du systéme. Pour des valeurs de p = 7.1, = 0.8 et

~v = 0.225, l'oscillateur admet un comportement chaotique.

4000
3000
2000

< 1000
0

-1000

-2000 I I I I I I I I I
0

-4 L L L L L L I I I

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
i x 10

Figure 3.5 : L’oscillateur chaotique.

Dans le cas du systéme incontrolé (vecteur u(i) = [0 0]), les points fixes du systéme sont

Q; 1.7243
= 2
((I) f) (1.2219) (320
La loi de controle est définie par :

L (wm@)Y ki(ptan=1(Q2(7)))
uli) = <U2(l)> a <k‘2(04 —1)(Q(i) — pycos(Q2i)) + ptan‘%Q(i)))) (3.21)

donnés par :

et le systéme chaotique controlé sera géré par la formule suivante :

Qi +1)) _ Qi) + py (k1 + 1)ptan(Q(0))
(<I><z‘ + 1)) - ((a + ka(ar = 1))®(i) — py(ky + 1) cos(Q(i)) + ptanl(ﬂ(i))) (322)

Pour simplifier la tache, on prend ki = ko = k.
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Une fois le systéme linéarisé autour du point fixe et afin de le stabiliser, le gain k£ doit
satisfaire la condition suivante :
la+Ek(a—1) <1 (3.23)
D'ou :
-1<k<0 (3.24)

Pour un vecteur gain K = [-0.1 — 0.1}, une condition initiale (29, ®o) = (0,0) et pour

e = 0.01, la figure (3.6) représente le la trajectoire de I’état (i) soumise au controle prédictif

5000 3
4000 2
3000 1
x 2000 > |
1000{ —1
0 -2
1000 . . . . . . . . . 3 L L . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0.2 0.2
0 0.15
-0.2F 0.1
- ~
=1 =1
-0.4 0.05
-0.6 0
~08 . . . . . . . . . ~0.05 . . . . . . . . .
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
i i
(a) (b)

Figure 3.6 : Stabilisation du systeme (3.19) sur son point fixe (25, @) .

A Dlitération ¢ = 341, les états (€2(i), ®(7)) se trouvent aux voisinage du point fixe (Qf, ®).
A cet instant, le controle déclenche, mais ne stabilise totalement le systéme que lorsque
i = 410. Le vecteur de controle u(i) change de valeur puis se stabilise sur une valeur non

nulle qui maintienne (€2(i), ®(7)) sous controle toute au long de leurs évolution.

3.3 Contréle prédictif des systémes continus

Dans ce qui suit, nous développons la méthode de controle prédictif pour le controle des

systémes dynamiques non linéaires chaotiques continus d’ordre élevé.
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Il est a noter que la motivation de proposer une extension du controle prédictif pour
le controle des systémes chaotiques continus d’ordre élevé qui s’avére une déduction de la
méthode de Ushio et Yamamoto [62, 63] n’été utile que parce qu’elle n’a pas été proposée
auparavant.

Afin de tester l'efficacité de la méthode proposée, nous l'avons appliquée a plusieurs

systémes chaotiques continus [90, 92].
3.3.1 L’algorithme proposé

Soit le systéme dynamique non linéaire continu de dimension N, défini par 1’équation

suivante :
i(t) = f(z(t), u(t)) (3.25)

x(t) représente I'état actuel du systeéme et u(t) le controle.
Le principe de la méthode est le méme que celui des systémes discrets. Le controle est

donné par la relation

u(t) = K(z, — x(t)) (3.26)

z,(t) représente 'état prédit.

et le systéme chaotique controlé est ainsi donné par :
#(t) = f(x(t)) + K(zp — x(t)) (3.27)
En utilisant une prédiction d’un pas en avant, on obtient :
u(t) = K(&(t) — x(t)) (3.28)
Le systéeme chaotique contrélé devient
B(t) = f(x(t) + K(@(t) — (1)) (3.29)
Soit T 'orbite périodique instable a stabiliser, elle satisfait :
= f(z,0) (3.30)
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Le systéme controlé est linéarisé autour de 7 :

di(t) = Adx(t) + K(0x(t) — 0x(t))
= Adz(t) + K(Adx(t) — dz(t))

= (A+ K(A—I)sz(t) (3.31)

Suivant le méme principe que pour les systémes chaotiques discrets; le voisinage du point

fixe est déterminée par la relation suivante :
r(t) = |z(t) — z(t — 1) (3.32)
Le systéme controlé sera décrit par [92] :

o) = flz(t) +u(t) s ri)<e (3.3

f(z(t)) ailleurs

avec € un petit nombre positif.

3.3.2 Applications
3.3.2.1 Exemple 1 : Circuit de Chua

& =aly —x—g(z))

J=z—yt (3.34)
z= =Py
avec a = 10, 8 = 14.87, mg = —1.27, my; = —0.68
et
g(z) = myz + 2T (g 1 — o - 1))

I’élément non linéaire du circuit.

Les points d’équilibres du systéme sont :

(21,71, 21) = (0,0,0), (3.35)
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ainsi que les deux points fixes symétriques :

mp — Mo mo —my
m1+1 T m1+1

T
(T2, 72, 72) = ( ) — (1.8437,0,—1.8437)"

(mo—m1 mi; — Mo

T
— (—1.8437.0.1.8437)7 . 3.36
m1+1,,m1+1) ( 0, 1.8437) (3.36)

(T3, Y3, Z3)

Afin de controler le systéme sur 'un de ces trois points d’équilibres instables, on doit dé-
terminer d’abord la correction qui sera appliquée a 1’état actuel du systéme chaotique. Pour

cela, on détermine Ientrée de controle u(t) définie par 1’équation (3.28).

u(t) = k1 k2 k3] | (g —y) (3.37)

On choisit :

u(t) =4 ua(t) =0 (338)
ug(t) =0
Les simulations prouvent que ces valeurs du gain K assure une meilleur convergence de la
trajectoire vers les points d’équilibres.

Le systéme sous controle prédictif est alors donné par :
& =aly—z— f(2))+k(a(y —z— f(z) —x)
z=—Py
La variable d’état x du systéme est linéarisée autour de z par :

ox

al‘ T=T

ot dx (3.40)

Elle est linéarisée autour du premier point d’équilibre (z1, g1, z1) par :

0t = (a(—=1 —mp) + k1(a(—1 —myp) — 1))z (3.41)
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Le controéle prédictif stabilise ce point d’équilibre si la valeur du gain k; satisfait 1’'inégalité

suivante :
la(—=1 —myg) + k1(a(—1—mg) —1)| < 1 (3.42)
= 2176 < k3 < —1 (3.43)
En choisissant k1 = —1.5, le vecteur gain K = [—1.5 0 0] et a partir des conditions initiales

(0, Yo, 20) = (—0.1, —0.1, —0.1), les résultats obtenus suite a I’application de la loi de controle

prédictif sont représentés par la figure (3.7). Le controle est activé pour ¢ > 30.

5 ‘
< 0 M/\/\
_5 1 1 1 1
10 20 40 60 80 100
> OJ\MMN\N\/L
_1 1 1 1 1
50 20 40 60 80 100
) OW
_5 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100
005 T T T T
> 0 \r
_0.05 L L L L
20 40 60 80 100
temps (s)

Figure 3.7 : Controle prédictif du point d’équilibre (Z1, 1, 21)-

L’entrée du controle v prend des petites valeurs, les variables d’états x,y et z sont assez
proches du point d’équilibre (71, 71, Z1). Aprés un régime transitoire, la trajectoire se stabilise
sur ce point d’équilibre.

De la méme maniére, la variable d’état = est linéarisé autour de Z, et de x3 par
0t = (a(=1—my) + ki (a(—=1 —my) — 1))z (3.44)
Dans ce cas, k; doit satisfaire I'inégalité
la(—=1 —mq) + k(a(-1—my) —1)| < 1 (3.45)
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— —1<k; <—-0.523 (3.46)

En choisissant K = [—0.96 0 0] et & partir des mémes conditions d’initiales que le cas
précédent, les résultats de simulation pour stabiliser le systeme sur les points d’équilibres
(Z2, Yo, Z2) €t (T3, Y3, Z3) sont montrés dans la figure 3.8(a et b) respectivement. Le controle

est activé a t > 45 et ¢ > 50 respectivement.
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Figure 3.8 : Controle prédictif du circuit de Chua.

(a) Stabilisation de (Z2, 7, Z2). (b) Stabilisation de (Z3, 73, Z3).
Le controle prédictif stabilise le comportement chaotique du systéme de Chua sur tous
ses points d’équilibres.
3.3.2.2 Exemple 2 : Systéme de Rissler

Dans ce deuxiéme exemple, on choisit le systéme de Rossler donné par [4] :

=—(y+2)
Z=b+(x—c)z
ou a,b et c représentent les parametres de systéme. Pour des valeurs des parameétres a =

0.398,b = 2 et ¢ = 4, le systéeme de Rossler admet un comportement chaotique. Les points
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fixes instables du systéme sont donnés par :

(31,51, %) c+\/02—4.ab c Ve —4.ab ¢ +\/02—4.ab 4
€T A = —_ _—_—-san - _—
L1, 2 2 2 ' 2 2% ' 2a 2

= (3.790,—9.522,9.522)" |

(Z2, 5, 22) (c Ve —4.ab e +\/c2—4.ab c \/02—4.ab)T
2y Y2y <2 — ot — s - - _rX-

2 2 " 2a 2a "2a 2a
= (0.210,-0.527,0.527)" (3.48)

On remarque que ce systéme n’admet pas un point d’équilibre & I'origine.

Ce qui est du systéme de Rossler, le controle prédictif est appliqué a la deuxieme variable

d’état :
uy(t) =0 ui(t) =0
u(t) =9 ug(t) = ko(y —y) =19 wua(t) = ko(z +ay —y) (3.49)
ug(t) =0 ug(t) =0

Le systéme controlé sera donné par la formule suivante :

i=—(y+2)
y=x+ay+ ke(z+ ay —y) (3.50)

Z=b+(x—0)z

la variable d’état y est linéarisée autour de (Zs, 7o, Z2) par
.0y
oy = (9_y6y = (a+ ka(a —1))dy (3.51)
Le systeme est stabilisé autour de ce point fixe instable par application de la loi de controle

prédictive si ko satisfait 'inégalité
la+ ka(a—1)] < 1 (3.52)
Le gain doit satisfaire la condition :

10.398 — 0.602ky| < 1=> —1 < ky <0 (3.53)
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Pour un gain K = [-0.98 0 0] et a partir de (zg, ¥o, 20) = (—3,2,1), les figures 3.9 (a et b)

simulent le comportement du systéme lorsqu’on applique le controle & ¢ = 40 et & ¢t = 60

respectivement.
10 T T 10 T
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-10 L L -10 :
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Figure 3.9 : Controéle prédictif du systéme de Rossler.

(a) Stabilisation de (Z1, 71, Z1). (b) Stabilisation de (Z2, 72, Z2).

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité les problemes de conception de controleur des systéemes
chaotiques discrets ainsi que des systémes chaotiques continus d’ordre élevé, basés sur la
méthode de controle prédictif. L’avantage de cette méthode est qu’on a pas besoin de calculer
les valeurs propres, vecteurs propres et vecteurs covariances et de déterminer I'influence du
parameétre de controle sur I’évolution du systéme tel que pour la méthode OGY. De plus,
nous apportons la conditions nécessaire et suffisante pour la stabilisation des points fixes
instables symétriques. La méthode de controle proposée surmonte la limitation du retard
du controle et garanti la stabilité autour de la trajectoire stabilisée. L’application de la loi
de controéle sur quelques exemples de systéemes chaotiques discrets et continus d’ordre élevé

démontre son efficacité.
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Chapitre IV

CONTROLE PREDICTIF DES SYSTEMES
CHAOTIQUES DEFINIS PAR DES DONNEES

D’ENTREES-SORTIES

4.1 Introduction

Le controle prédictif prouve son efficacité comme un outil puissant dans le cas du controéle
a retour d’état. C’est une stratégie de controle qui est basée sur la prédiction de la sortie, ce
qui permet au contréleur de prévoir de futurs changements du signal de mesure et de baser
I’action de controle sur la prédiction.

Lors de son application aux systémes chaotiques, on n’a pas besoin de calculer les
trajectoires désirées, les états du systéme convergent immédiatement vers les points fixes
instables une fois le controle activé comme on a pu constater dans le chapitre précédent.

Cependant, cette méthode a besoin du modéle mathématique des systémes chaotiques.
Pour un systeme chaotique avec des incertitudes sur un ou plusieurs de ces parametres ou
qui n’a pas une représentation mathématique précise, ’application des méthodes de controle
directes s’avere tres difficile méme impossible.

La logique floue [134, 138] et les réseaux de neurones [145, 148] émergent comme des

approches prometteuses pour résoudre le probléme de contréle non linéaire.

4.2 Contréle flou

Les controleurs basées sur la logique floue peuvent étre apercu comme une étape vers un
lien entre le controle mathématique conventionnel précis et la décision humaine [138].

Depuis quelques années, on trouve sur le marché des appareils de grande consommation
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TAB. 4: Historique de la logique floue
1965 | Le Prof. L. A. Zadeh de I’Université de Berkeley (Californie) pose les bases
théoriques de la logique floue.
1973 | L. A. Zadeh propose d’appliquer la logique floue aux problémes de commande.
1974 | Premiére application de controle par la logique floue appliquée & une turbine
a vapeur. Suivie en 1980 par une application sur un four a ciment et en 1983
sur un épurateur d’eau.
1985 | Premiers produits industriels (Japon) utilisant le principe de la logique floue
appliqué au développement de processeurs dédiés a des applications de com-
mande par la logique floue.

(appareils photos, vidéo, ...) qui sont présentés comme faisant intervenir un controle par la
logique floue. Au dela de 'argument publicitaire, il est intéressant de comprendre ce concept

et de 'appliquer au contréle des systemes chaotiques.

Le principe du controle par logique floue part du constat suivant : dans les problémes de
controle auxquels il est confronté, I’homme ne suit pas, a I'image de ses inventions, un modéle
mathématique précis; fait de valeurs numériques et d’équations. Au contraire il utilise des
termes tel que «un peu trop chaud, aller beaucoup plus vite, freiner a fond, etc.» ainsi que
ses propres connaissances qu’il a dans le domaine. Ces connaissances sont, le plus souvent,
acquises de facon empirique.

Le principe de controle par la logique floue s’approche de la démarche humaine dans le
sens que les variables traitées ne sont pas des variables logiques (au sens de la logique binaire
par exemple) mais des variables linguistiques, proches du langage humain de tous les jours.
De plus, ces variables linguistiques sont traitées a I'aide de régles qui font référence a une
certaine connaissance du comportement du systéme & controler.

Quelques techniques de modélisation et de controle flou des systémes chaotiques ont été
approuveés [139, 144]. Dans ces techniques, 'accent est mis sur la suppression du chaos et de
maintenir la trajectoire sur des cibles désirées.

Dans ce qui suit, nous développons une méthode de controle en incorporant la méthode de
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controle prédictive avec la logique floue afin de stabiliser les points fixes instables inconnues
des systémes chaotiques inconnus [93, 94]. Mais tout d’abord, nous présentons quelques

définitions de la logique floue.
4.2.1 Définitions

La logique floue est une branche des mathématiques et, a ce titre, toute une série de
notions fondamentales sont développées. Ces notions permettent de justifier et de démontrer
certains principes de base. Dans ce qui suit, on ne retiendra que les éléments indispensables
a la compréhension du principe du controle par la logique floue. Ces éléments sont :

— Les variables floues

— Les regles d’inférences

Variables floues
Contrairement aux variables binaires qui sont définies par les deux états «vrai» ou «faux»,

les variables floues présentent toute une graduation entre la valeur «vrai» et la valeur «faux>.

Reégles d’inférence
On appelle régles d’inférence I’ensemble des différentes régles reliant les variables floues d’en-
trée d’un systéme aux variables floues de sortie de ce systéme. Ces régles se présentent sous

la forme :

Si condition 1 et/ou condition 2 et/ou...

Alors action sur les sorties

Ces regles permettent de relier les variables floues d’entrée aux variables floues de sortie

a l’aide de différents opérateurs.

Opérateurs
Les régles d’inférences font appel aux opérateurs. Le plus souvent, on utilise les opérateurs

minimum, maximum, produit et valeurs moyennes.
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Les opérations minimum et maximum présentent ’avantage de la simplicité lors du calcul,
par contre, elles privilégient I'une des deux variables. Les opérations de produit et valeurs
moyennes sont plus complexes & calculer mais elles produisent un résultat qui tient compte

des valeurs des deux variables.

Intervalles flous
Ces intervalles définissent le nombre de variables floues associées & une grandeur d’entrée.
La grandeur de sortie peut étre définie a I’aide d’un certain nombre d’intervalles flous et

diverses fonctions d’appartenances.

Fonctions d’appartenances

Les fonctions d’appartenances permettent de définir le degré de vérité de la variable floue en
fonction de la grandeur d’entrée. 1l s’agit d’établir une relation entre le degré de vérité de la
variable floue et la grandeur d’entrée correspondante (figure 4.1). On parle de fuzzification.

Degré de vérité de la
1 T variable floue

grandeur
0 >d’entrée

Figure 4.1 : Degré de vérité d’une variable floue.

On peut évidemment choisir n’importe quelle forme pour les fonctions d’appartenance, on

utilise généralement des formes trapézoidales ou triangulaires.

Défuzzification

Les différentes regles d’inférences produisent chacune une valeur. Ces différentes valeurs
doivent étre combinées afin d’obtenir les variables de sortie. Ensuite, ces variables floues
de sortie doivent étre converties en une grandeur de controle (tension, couple...) afin d’étre

appliquée au systéme a régler. On appelle cette derniere étape la défuzzification.
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Les valeurs obtenues lors de la combinaison des régles appliquées aux intervalles flous de
la variable de sortie défini une fonction d’appartenance. La défuzzification revient & convertir
cette information en une grandeur de sortie. Plusieurs facons de faire peuvent étre envisagées

mais, en pratique, on utilise surtout les deux méthodes suivantes :

Défuzzification par calcul du centre de gravité
Il s’agit de calculer le centre de gravité de la fonction d’appartenance de la variable de sortie.
Le calcul du centre de gravité permet d’obtenir une seule valeur pour la grandeur de sortie.
Ce calcul est relativement complexe puisqu’il nécessite le calcul d’une intégrale, ou dans le

cas simple d’une somme pondérée.

Défuzzification par calcul du maximum
L’opération de défuzzification consiste & prendre d’abord le minimum entre la valeur pro-
duite par la régle concernée et la valeur de la variable floue de sortie. La valeur de sortie est

définie par la valeur maximale des variables floues de sortie.

Les modéles flous

L’usage des ensembles flous pour la modélisation a été suggéré initialement par L.A. Zadeh
[135, 136] comme une nouvelle approche pour décrire le comportement des systémes suf-
fisamment complexes. Cette description est faite au moyen d’'un traitement approprié de
I'information basé sur des régles du type si... alors..., des parameétres d’incertitudes et/ou

et des mécanismes d’apprentissage comme suit :

Si condition 1 et/ou condition 2 ( et/ou...) alors action sur les sorties

Si condition 3 et/ou condition 4 ( et/ou...) alors action sur les sorties

La modélisation floue des systémes non linéaires se divise typiquement en deux catégories

qui different dans leur capacité de représenter les différents types d’informations : le modéle
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de Mamdani, basé sur I'expérience et le modele de Takagi-Sugeno, plus approprié pour une

approche basée sur les données.

Le modéle de type Mamdani
La premiére catégorie inclue les modeles de type Mamdani qui sont basés sur des collections

de j régles définies comme suit [133] :

Si {(X; est A}) et (X5 est Ab) et ...et (X, est AL)}

R (4.1)

Alors (Y est B})

Pour la régle R7, les p variables (X; a X,) qui interviennent dans I'antécédent sont associées
aux ensembles flous (A; & A,) et le conséquent Y est associé & un autre ensemble flou B,.
A’ et BJ représentent des termes linguistiques définis par des ensembles flous et caractérisés
par des fonctions d’appartenance.

Il est clair que 'antécédent et le conséquent sont des propositions floues avec des attributs
associés a des termes linguistiques et & un usage de raisonnement flou. Dans ce cas, le modéle
flou représente une expression qualitative qui décrit le comportement du systéme en utilisant

un langage naturel.

Le modeéle de type Takagi-Sugeno
La deuxieme catégorie des modeles flous est basée sur la méthode de raisonnement Takagi-
Sugeno (TS) [134].

Ce modele est formé des regles logiques qui ont un antécédent flou et un conséquent qui

est une fonction des variables qui interviennent dans I’antécédent, de la forme :

Si {(X; est A}) et (X, est Ab) et ...et (X, est AL)}

R (4.2)

Alors (Y = fi(Xq,..., X))

Cette parameétrisation est souhaitable dans la modélisation puisqu’elle permet de décomposer
un comportement non linéaire en sous modéles locaux linéaires. La figure (4.2) est un exemple

illustratif d’une fonction d’une seule variable représentée par trois régles de type TS :
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petit moyen grand
: N >< > X

Figure 4.2 : Approximation linéaire par trois régles floues de type TS

La différence principale avec le modeéle de Mamdani réside dans le fait que le conséquent Y
est une fonction f? dans laquelle interviennent les mémes variables que dans I’antécédent.

Les fonctions f* sont choisies sous forme d’une fonction paramétrique appropriée.

4.2.2 Modélisation floue

Soit un univers U. Dans cet univers, un ensemble flou F' est caractérisé par une fonction
d’appartenance (membership function) p,(z), ot pu¢(z) € [0, 1] pour n’importe quel z € U.

La base des régles comprend une collection de régles floues si... alors... de type Takagi-
Sugeno.

Un systéme flou d’ordre j est généralement décrit par

; J J
RO . si x; est Aj et ... et oy est A (4.3)
alors B? = g;(x)
ol x = [z1,79,...,2n]T € V C RY et y € W C R dénotent les variables linguistiques

lices aux entrées sortie du modele flou, A7 et B’ appartient aux ensembles flous V et W

respectivement, I'indice N dénote le nombre d’entrées (I =1,2..., N) et j dénote le nombre
de régles (j =1,2...,M). gj(x) est une fonction de la forme suivante :
g](l‘) = Q50 + a;1T1 + Aj2T2 —+ ...+ AjinlN, (4.4.)
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La formule mathématique du modele flou de Takagi-Sugeno (TS) pour la modélisation des
systémes chaotiques inconnus est donnée par :

Zgj (2)p; () Z (aj(] + Z ajlfcl) ()

=1

y=F(z)="1 = (4.5)

Z:U/j(x) Zﬂj(@")

ou y représente la sortie du modeéle flou.

La fonction d’appartenance ju;() est choisie de forme gaussienne avec une defuzzification
moyenne. La moyenne et la variance relatives de la fonction d’appartenance sont respective-

ment cj; et 0j;.

py(a(i)) = ﬁexp (—% (()a—‘)) (4.6

Soit le vecteur ¢ défini par :

()

G(x(i)) = - (4.7)
> ny(a(i))
j=1
De plus, soit le vecteur de paramétre 6 défini par :
0= [aw, ag0,y -y G700, 11,0215 ooy AM1y +ovy AIN, A2Ny ooy AMN T. (48)
La modele floue de TS sera représenté par l'expression (4.9) :
y(i) = Fa(i)) = 0" ¢(x(1)). (4.9)

une modélisation a chaque pas d’itération 1.

Pour obtenir le modéle flou, on doit estimer le vecteur 6 en déterminant les parameétres
aj; de la fonction g(z) et d’estimer les moyennes c¢;; et variances oj; des fonctions d’appar-
tenances gaussiennes aussi bien que le nombre d’ensembles flous N et le nombre maximum
de régles floues M. Pour cela, et pour un systéme chaotique inconnu donné par des paires de
données d’entrée-sortie mesurées, on cherche a réduire au minimum la fonction quadratique

(4.10), qui quantifie ’erreur entre la sortie actuelle y,(7) et la sortie du modele flou y(7) pour
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toutes les données mesurées a chaque itération i (i = 1,2,...,n).

=5 D D)~ ()", (4.10

en ajustant les différents parameétres du systéme flou, qui sont : aj;, c;i et 0ji.
L’optimisation de ces parameétres peut étre obtenu par diverses méthodes d’identification
telles que la méthode classique du gradient, la méthode du gradient conjugué, la méthode
des moindres carrés récursif (RLS), ou l'algorithmes de Levenberg-Marquardt [137, 138].
L’algorithme de Levenberg-Marquardt a la possibilité de former une approximation pré-
cise de n’importe quelle fonction non linéaire. [’équation itérative de ’algorithme pour 1’op-

timisation des parameétres est donnée par :

T

+ AN, e, (4.11)

T
Apew = Qpold — (J J Qold

Qold < Xold

ou [ représente la matrice identité et .J, la jacobienne pour chaque paramétre définie par :

o, = gy = (4.12)

8aji T e aCji
Généralement, le facteur \ appelé momentum term sert & maintenir la recherche de se dé-
placer dans la bonne direction.

L’algorithme de Levenberg-Marquardt est exécuté a plusieurs reprises afin d’entrainer
le systéme flou sur les paires de données d’entrées-sorties. L’algorithme fonctionne jusqu’a
ce que tous les parameétres cessent de changer ou changent trés peu sur une série de pas
d’itérations. Ceci indique que la valeur de 'erreur est réduite au minimum, ainsi 1’algorithme
a trouvé un minimum et il peut étre terminé. Les parametres seront réinitialisés si la recherche
du minimum n’aboutit pas au bout d’'un certain temps.

La figure (4.3) illustre le principe de la modélisation utilisée.
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Initialisation M,
ea é et Cmax

optimiser 0, & par | g

Levenberg-Marquardt

V.V X

Calculer y(i)

i € < €pax ;—» Temps dépasse
les limités
v
=it ] i<n Changer le nombre

de lois, temps = 0.

Figure 4.3 : Modélisation floue des systémes chaotiques.

Pour obtenir le modele flou d’un systéme chaotique, ’algorithme se résume comme suit :

N

1. Définition d’un ensemble de paires de données d’entrées-sorties a partir du systéme

réel.

2. Initialisation du systeme flou, en choisissant le nombre des régles M, en initialisant cj;
et 0j; des fonctions d’appartenances; en initialisant le vecteur des valeurs estimées 0
par l'initialisation des a;;. De plus, le nombre maximal d’itération ou I’erreur maximale

admissible e, doit étre spécifique.
3. Choix du facteur A. Prendre A = 0.01.
4. Définir le vecteur de la fonction d’appartenance gaussienne.
5. Calculer la sortie y(i) du modeéle flou a chaque itération.
6. Former le vecteur d’erreur e; et le Jacobien J des différents parametres a;;, ¢j; et oj;.

7. Chercher les nouveaux parameétres par minimisation de l'erreur par ’algorithme de

Levenberg-Marquardst.

8. Fin de la boucle principale.
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4.2.3 Controle prédictif flou

Le choix de la méthode de controle doit faire un compromis entre la complexité de la
tache et la performance de la modélisation. D’un autre coté, le temps de modélisation est
trés important. Si I’algorithme prend beaucoup de temps pour donner un résultat, il n’a pas
de valeur pratique.

Comme la performance du modele flou dépend des approximations des paramétres in-
connus, donc on peut constater que, plus le comportement chaotique est complexe, plus le
nombre d’ensembles flous est grand. Mais, en pratique, ceci n’est pas suggéré, car on doit
prendre en considération que, plus le nombre d’ensemble flou est grand, plus la modélisation
devient compliquée, car le nombre de paramétres dans la fonction d’appartenance devient
trés important.

Le but de la modélisation floue est donc d’obtenir un modéle qui caractérise le mieux le
systéme chaotique inconnu, ceci, par un choix adéquat des différents paramétres utilisés par
la modélisation.

En se basant sur ce modeéle flou, il est possible de prédire ’état futur du systéme a partir
des paires de données d’entrées-sorties du systéme chaotique inconnu. Une fois la prédiction
d’une variable d’état du systéme est achevée, elle sera d’une part injectée dans la loi de
controle pour activer le controle, et d’autre part, elle sera utilisée dans la chaine de retour
pour prédire la prochaine sortie soumise au controle w.

L’objectif du controle est de conduire le systéme chaotique inconnu d’un régime chaotique
vers un comportement régulier.

La figure (4.4) représente le schéma de base du controle prédictif flou ou le processus
sous controle est le systéme chaotique inconnu. y, représente la sortie du systéme réel, y est
la sortie floue, e; est I'erreur de modélisation, y, est la sortie prédite a partir du modele flou

et u représente ’entrée de controle.
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x(i)
— P Systéme chaotique inconnu

L »

>
wi) [P
K

—~ v(i)

Modélisation floue

V(i)

Prediction basée sur la modélisation floue

\ 4

Figure 4.4 : Schéma de base du controle prédictif flou.

Si on considére que la trajectoire du modele flou est dans un état chaotique, le but est
de concevoir un controleur u, pour étre introduit dans 1’équation (4.9), afin de stabiliser le

systéme controlé sur un point fixe instable.

y(i) = F(x(d)) + u(i) = 07 ¢(x(q)) + u(i) (4.13)

Le controleur prédictif flou est déterminé par la différence entre I'état prédit y, et 1'état

actuel y(i) comme suit :
u(i) = K (yp —y(1)) (4.14)
ou K est le gain de controle.

Basé sur le modele flou (4.9), la prédiction floue d’un état futur y, du systéme chaotique

inconnu non contrdlé est obtenue a partir de 1’état actuel y par :
Yp = y(i +p) = Fa(i+p)) = 0"¢(x(i +p)) (4.15)
Et le controleur u sera donné par :
u(d) = K (07¢(x(i + p)) — 07¢(x(1))) (4.16)

Pour un systéme chaotique inconnu modélisé par un systéme flou de type Takagi-Sugeno

décrit par les données d’entrées sorties (z(7),ys(i),s = 1,2...,n), ce systéme peut contenir
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des points fixes instables. Le but est de stabiliser le systéme flou sur un de ces points s’il
y’en a.

Soit y; un point fixe instable inconnu a stabiliser, il satisfait la relation :

yr = Flxg) = 0"(zy). (4.17)

Le controleur flou est choisi de telle maniére que la trajectoire du systéme non controlé
converge vers le point fixe instable inconnu y;. La linéarisation du modele flou autour de y

est donnée par :

dy(i) = AdF (x(i)), (4.18)
y(i) = y(i) — yg; 0F(x(i)) = F(x(i)) — zy, (4.19)

et A définie par
A=D,F(y)). (4.20)

est évalué autour du point fixe y;.
Pour que le controle soit simple a réaliser, nous utilisons une prédiction d’un pas, I'état

futur prédit sera donné par :
y(i+1) = 07¢(x(i +1)). (4.21)
La loi de controle prédictive floue sera sous la forme :
u(i) = K(y(i+1) —y(i))
= K(F(z(i+1) = F(z(i)))

= K(0"¢(a(i+1)) - 0" ¢(2(0))) (4.22)
et le systéme chaotique inconnu contrélé défini par :
y(i) = F(z(i) + K(0"¢(x(i + 1)) — 07 ¢((0))) (4.23)

Afin d’appliquer la loi de contrdle, nous supposons que la dynamique du systéme chaotique

non linéaire est approximativement linéaire dans le petit voisinage du point fixe.
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Ainsi, prés de ys, on peut utiliser 'approximation linéaire suivante :

Sy(i) = ASF(z(i)) + ou(i)
= ASF(x(i)) + K(6y(i + 1) — 6y(i))
= ASF(x(1)) + K(0F (x(i + 1)) — 0 F(x(i)))
= A0F(x(i)) + K(ASF (x(i)) — 0F (x(1)))

= (A+ K(A—-1))dF(x(i)) (4.24)

Le probléme de controle est de concevoir u(i) pour controler 'état y(i) du systéme pour
qu’elle tombe sur le point fixe instable inconnu y;.
Le gain K est calculé tel que I’équation (4.24) est exponentiellement stable. Ceci implique

que K doit satisfaire 1’'inégalité suivante :
A+ K(A-1)| <1 (4.25)

De plus, puisque le systeme chaotique n’a pas une représentation mathématique, on assume
que si :

ly(i) —yli —1)| <e (4.26)
pour un petit nombre positif e, alors 1’état y(i) est pres du point fixe instable inconnu que

I’on désire stabiliser et la valeur de A peut étre approximée autour de ce point par :

i +1) — yli
ATy 420

La stabilité est garantie dans le voisinage du point fixe stabilisé de méme sorte que dans [33]

et [62], et le systéme flou controlé devient comme suit :

. F(x(i) +u(i) st |y(i) —y(i—1)[ <e
y(i) = (4.28)
F(z()) ailleurs.
Nous avons ainsi proposé un algorithme de controle prédictif basée sur la modélisation floue

pour stabiliser les points fixes instables des systémes chaotiques inconnus [93, 94]. Afin de

tester cet algorithme, la simulation numérique sur quelques systémes s’aveére tres utile.
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4.2.4 Reésultats et interprétations

Pour étudier Defficacité de la méthode proposée pour la phase de modélisation et celle
du controéle prédictif flou, on 'applique sur quelques systémes chaotiques inconnus. De plus,

la comparaison avec d’autres méthodes de controle serait faite.
4.2.4.1 Ezemple 1

L’équation logistique donnée par :

Ys(i) = pys(0)(1 — s (7)) (4.29)

présente un comportement chaotique pour p = 4 et a deux point fixes instables x4 = 0; et
Tp=1—1/p.
Pour confirmer I’étude théorique, on suppose que le systéme chaotique inconnu est un

systéme de premier ordre et est représenté par les paires de données (z(7), ys(7)) comme suit :

w(i) = ys(i—1)

ys(1) = p@)(1—x(1)) (4.30)

En se basant sur ces paires de données d’entrée-sortie, le modele non linéaire est construit
dans la structure du systéme flou de type Takagi-Sugeno. Le systéme flou est décrit comme

suit :
 sixzest A
RY) | j=1,.,.M (4.31)
alors B7 = g,(z)
avec M = 3 régles d’inférences.

La fonction d’appartenance j;(x) est choisie de forme gaussienne avec une defuzzification

(i) = exp (—% (“0—‘)> (432

La formule mathématique du modeéle flou de Takagi-Sugeno (TS) pour la modélisation du

moyenne :
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systéme chaotique inconnu (4.30) & chaque itération i est donnée par :

S o) 3 (ol exe (-5(=2=)")

ys (i) = F(a(i)) = = = (4.33)

éwu» gexp (-5 (=2=)")

une modélisation a chaque pas d’itération (i = 1, ...,100).

L’algorithme de Levenberg-Marquardt est utilisé pour l'optimisation des parameétres
aji, Cj; €t ;.

La figure (4.5) représente les résultats de la modélisation floue. Dans la figure 4.5(a), la
sortie y; du systéme inconnu est représentée par un trait continue bleu et la sortie du modele
flou correspondante y est représentée par un trait pointillées rouge. Les deux trajectoires

sont identiques.
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Figure 4.5 : Modélisation floue de I’équation logistique. (a) Le modéle flou. (b) Erreur de

modélisation. (c) Fonctions d’appartenances (MF) initiales. (d) MF finales.
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TAB. 5: Paramétres de modélisation floue de I’équation logistique
‘ Nombre de loi M =3 | Nombre d’itérations 25 ‘ Erreur de modélisation 1.457 1073 ‘

Parameétres du modéle Valeurs initiales Valeurs finales
1,0 A2,0 A3,0 O, O, 0 —1.1885 1.5384 2.0054
ajq a1 as; 0,0,0 3.5371 0.2475 —3.5134
C11 C21 C31 0,0.5,1 —0.1984 0.5081 1.1504
011 021 031 0.15, 0.15, 0.15 0.6714 0.4511 0.6020

Les valeurs initiales utilisées dans la phase d’identification aussi bien que les valeurs des
parametres caractéristiques obtenus, le nombre d’itération et ’erreur de modélisation sont
indiquées dans le tableau 5.

Une fois le modeéle flou obtenu, le controle prédictif (i) est injecté afin de stabiliser les
points fixes instables inconnus.

A Titération ¢ = 27, le test (4.26) est vérifié et la sortie floue correspondante est y(27) =
0.0645. Ceci nous laisse supposer que le systéme contient un point fixe instable au environ
de cette valeur de y.

A partir de I'équation (4.27), la valeur de A est déduite :

y(i +1) —y(i)  0.2399 — 0.0645
A= = = 3.7563 4.34
y(i) —y(i—1) 0.0645 — 0.0177 (4:34)

La linéarisation autour de ce point donne :
0y (i) = (3.7563 — 2.7563 K ) F'(x(i)) (4.35)
et le point est stabilisé par la controle prédictif flou si :
|3.7563 — 2.7563 K| < 1 (4.36)
Pour que le systéme se stabilise, il faut que le gain K soit compris dans 'intervalle :
—1.7256 < K < —1 (4.37)
On choisit K = —1.3628.
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Apres application sur le modele flou, nous remarquons que le controle u prend une valeur
non nulle & la prochaine itération ¢ = 28 et stabilise la trajectoire du modéle flou sur le point
fixe instable inconnu yp; = —3.9532 107,

Dans le deuxiéme cas, le test se vérifie a I'itération ¢ = 30, la valeur de A est :

- 6745 — 0.7856
A= YBY=y(30) 0675 20 91984 (4.38)
y(30) — y(29) ~ 0.7856 — 0.7334

La linéarisation autour de ce point est donné par
0y(i) = (—2.1284 — 3.1284 K ) F'(x(i)) (4.39)
Ainsi, le gain K doit étre compris dans l'intervalle :

-1 < K < —0.3603 (4.40)

K = —0.6801 (4.41)

Expérimentalement, on trouve y¢ = 0.7502.

Les résultats de simulation sont donnés dans la figure (4.6).
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Figure 4.6 : Controdle de ’équation logistique (¢ = 0.25).(a,b) t = 25;7 = 27. (¢,d) t = 30;¢ = 30.
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Nous avons testé différente valeur de . Ainsi, les figures représentent les résultats obtenus
pour € = 0.25. Contrairement au premier cas, la trajectoire du systéme est au voisinage du
point fixe x ¢y a l'itération ¢ = 24. A cet instant, le controle v prend une valeur non nulle et
stabilise la trajectoire sur ce point fixe. Si on compare ce résultat avec celui de la méthode
de controle incursive [28], on remarque que le chaos est stabilisé sur un point fixe instable

par contre dans le cas du controle incursive, il le stabilise sur une valeur désirée.

, (a) 08 (b)

Al o

) I
I

/ 0.1

10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figure 4.7 : Controle de ’équation logistique (¢ = 0.5), t = 25.

4.2.4.2  Ezxemple 2

La méthode de controle flou proposée par Chen & Chen dans [140] utilise un contro-
leur prédictif basé sur la logique floue. Cette méthode s’avére trés efficace pour conduire la
trajectoire chaotique du systéme controlé vers tout comportement périodique. L’activation
du controleur se fait par choix propre a I'utilisateur. De ce fait, I’énergie consommeée par le
controleur peut étre non négligeable. De plus, lors de I'activation du controle, la trajectoire
passe par une phase transitoire pour se stabiliser ensuite sur la trajectoire désirée.

Pour comparer les résultats de cette méthode avec I’algorithme proposé, on étudie le
méme systéme chaotique que celui utilisée dans la référence [140].

Le systéme choisi est défini par une fonction quadratique de la forme (4.42) :
ys(1) = 0.96 sin(mys(i — 1)) (4.42)
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et présente un comportement chaotique.
Nous supposons que le systéme chaotique inconnu est représenté par 100 paires de données

d’entrées sorties (z(i),ys(i)) obtenus a partir de :

z(i) = y(i—1)

ys(i) = 0.96sin(7x(i)) (4.43)

La figure (4.8) représente les résultats de la modélisation floue.

o o
o o
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A ety floue
o
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I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
i

Figure 4.8 : Modélisation floue de 1'équation (4.43). (a) Paires de données d’entrées-sorties et le

modele flou. (b) Erreur de modélisation.

Une fois le modele flou obtenu, le contrdle prédictif (i) est ajouté afin de stabiliser les points
fixes instables inconnus.

A Titération ¢ = 45, I'inégalité (4.26) est vérifiée et la sortie floue y(45) = 0.7369. Ceci
nous laisse supposer que le systéme contient un point fixe instable au environ de cette valeur
de y.

A partir de 'approximation (4.27), la valeur de A est obtenue a partir de la simulation

comme suit :
y(i+1) —y(i) B 0.7061 — 0.7369

A pr— pr—
y(@) —y(i—1)  0.7369 — 0.7214

— —1.9871 (4.44)
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Le systéme controlé autour de son point fixe instable inconnu est donné par
0y(i) = (—1.9871 — 2.9871 K ) F'(x(i)) (4.45)
Le point fixe est stabilisé par la controle prédictif flou si :
|—1.9871 — 2.9871K| < 1 (4.46)

Ainsi, pour que le systéme se stabilise sur son point fixe instable, il faut que le gain K soit
compris dans l'intervalle :

~1< K < —0.3305 (4.47)

On choisit K = —0.8.

A T'itération i = 46, le controle u prend une valeur trés petite par rapport a celle obtenue
dans la référence [126] et permet de stabiliser la trajectoire sur le point fixe instable inconnu
du systéme flou. Les résultats de simulation sont donnés dans la figure (4.9).
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_15 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figure 4.9 : Modeéle flou sous controle prédictif. (a) La variable y(i). (b) Le controle u(7).

Expérimentalement, on trouve y; = 0.7268.
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4.2.4.3 FEzremple 3

Afin de comparer la méthode de controle prédictif floue proposée avec la méthode de

controle prédictif. On reprend le systéme (3.9) :

ys(i + 1) = 3y, (i)(1 — (i) (4.48)

qui peut étre réécrit par :

ys(i) = (i)

ys(i+1) = 32(i)(1 — 2°(1)) (4.49)

Les résultats de la modélisation sont données dans les figures suivantes :

15

y ety floue
o
T
L

-15 1 1
0 50 100 150

Il
0 50 100 150
i

Figure 4.10 : Modélisation floue de I'équation (4.49).

Ainsi, une fois le systéme flou obtenu. Nous constatons que le teste (4.26) peut étre vérifié

trois fois.

1. A Titération i = 69, le systéme controlé est donné par :
dy(i) = (4 + 3K)0F (x(3)). (4.50)
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en choisissant K = —1.5. Le controle u(i) stabilise le premier point fixe instable in-

connu Y.

15

50 100 150

-8

Figure 4.11 : Stabilisation du point fixe instable y;; = 0.

. A Titération ¢ = 91; y(91) =, d’ot on obtient :
Sy(i) = (—2.9259 — 3.9250K )3 F(x(i)) (4.51)

avec K = —0.9. Cette valeur de gain permet la stabilisation du deuxiéme point fixe

instable inconnu yr, du systéme chaotique inconnu.

15

-1.5 1 1
0 50 100 150

I I
0 50 100 150
i

Figure 4.12 : Stabilisation du point fixe instable yo = 0.8176.
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3. En explorant le systéme & nouveau, le test est vérifié & ¢ = 101 et on obtient :
dy(i) = (—4.297 — 5.297TK )6 F'(x(i)), (4.52)

Le gain K est choisi de méme valeur que dans le cas précédent mais cette fois u stabilise

Yrs-
15
> 0 B
-1.5 1 1
0 50 100 150
0.5
s 0.2 R
-0.1 : -
50 100 150

Figure 4.13 : Stabilisation du point fixe instable y3 = —0.8176.

4.2.4.4 FEzxemple 4
Soit le systéme de Hénon donné par :
ys(i) = 1.4 — y2(i — 1) 4+ 0.3y,(i — 2) (4.53)

Dans la phase de la modélisation, il est impossible de reconstruire le systéme chaotique
par modélisation flou en appliquant la méme procédure que celle utilisée dans les exemples
précédents. Ceci est dit & 'ordre du systéme qui n’est plus du premier ordre mais du deuxiéme

ordre.
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Le systéme est représenté par les équations suivante :

v1(i) = ys(i—1)

w2(i) = ys(i —2)

ys(i) = 1.4 —22(i) + 0.325(7) (4.54)
Dans ce cas, le systéme flou est caractérisé par deux entrées et une sortie. En prenant M =7,

les résultats de modélisation et de controle sont représentés par la figure (4.14) et regroupés

dans le tableau (6).
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Figure 4.14 : Modélisation floue de systéme de Hénon. (a) Le modele flou. (b) Erreur de

modélisation. (c) Fonctions d’appartenances (MF) initiales. (d) MF finales.

Ces résultats montrent que 1’algorithme d’optimisation fonctionne parfaitement méme
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TAB. 6: Paramétres de modélisation floue du systéme de Hénon
‘ Nombre de loi M =7 ‘ Nombre d’itérations 20 | Erreur de modélisation 1.2332 1074 |

Parameétres du modéle Valeurs initiales Valeurs finales
ajo Az -...az0 0,0,0,0,0,0,0 6.5822 7.6188 3.5434 0.1685
—0.0755 0.5650 0.8112
aji Gz ....a71 0,0,0,0,0,0,0 4.1672 5.5811 4.3659 2.0358
0.2304 —0.8244 —2.2396
€11 C21 C31 —2.5 —1.6667 —0.8333 0 | —2.4849 —1.6259 —0.6495 0.0047
0.8333 16667 2.5 0.7437 1.6724 2.4830
011 021 031 0.50.50.505050.50.5 0.5668 0.7029 0.6790 0.6417
0.6158 0.5510 0.5529

si le nombre de parameétres & identifier est important. Aprés uniquement deux itérations,
lerreur de modélisation décroit de 110 & 1072,

Les figures 4.15(a—b) montrent les résultats du controle. Le controle est activé pour i > 60
et pour ¢ égale respectivement & 0.25 et a 0.9.

Pour le premier cas, le systéme est a proximité d’un point fixe & i = 79. A cet instant,
I'entrée de commande devient active et stabilise le systéme sur le point fixe zy; = 0.8842.

La condition de stabilisation est :

~1< K <0.3196 (4.57)

Nous choisissons K = —0.65.

Pour le deuxiéme cas, le controle déclenche immédiatement & l’itération ¢ = 60 et la

trajectoire du systéme est stabilisée sur le point fixe x, = —1.5989. La condition sur le gain
K, est:

—9.0297 < K < —1; (4.58)
Nous choisissons K = —1.5.
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Figure 4.15 : Activation du contrdle a ¢t = 25. (a) € = 0.25. (b) € = 0.9.

4.2.4.5 Ezemple 5

Soit le systéme chaotique sous la forme suivante :

ys(i+ 1) = 1.9y,(i) — 32 (i) + 0.5y,(i — 1)

(4.59)

Nous supposons que le systéme chaotique inconnu est représenté par 200 paires de données

en utilisant les pairs de données d’entrées sorties (z(7), ys(i)) comme suit

ri(i) = ws(i—1)
va(i) = ys(i —2)

ys(1) = 1.921(i) — 23(4) + 0.525(d)

(4.60)

De ceci, le systéme flou sera est caractérisé par deux entrées et une sortie. Les résultats de

modélisation et de controle sont regroupés dans la figure (4.16).
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Figure 4.16 : (a) Le modele flou y et l'erreur de modélisation e;. (b) Le point fixe instable

inconnu stabilisé s = —1.9; gain K = —0.9. (c) ypo = 1.9; K = —0.9. (d) yr3 = 0; K = —1.1.

4.3 Contrdle neuronal

Les réseaux de neurones artificiels sont des circuits, des algorithmes d’ordinateur, ou des
représentations mathématiques de ’ensemble de neurones massivement reliées qui forment
un réseau de neurones biologiques. Ils se sont avérés utiles comme une technologie de calcul
alternative et prouvent leurs utilités dans une variété de domaines technologiques : identifi-
cation, traitement des signaux, problémes de controle, etc.

Récemment, les réseaux de neurones ont trouvé le succés comme matiére prometteuse

101



pour résoudre les problemes de controle fortement non linéaire [145, 148].

Leur application pour la controle de chaos a été réalisée avec succes [149, 152]. Dans [151],
les réseaux de neurones ont été employés pour controler les systémes dynamiques chaotiques
par la méthode OGY ainsi que par la méthode de Pyragas. Dans ces techniques, ’accent
est mis sur le controle d'un systéme chaotique sur une trajectoire désirée. Ren et al. [152]
ont proposés une méthode de controle dynamique par réseaux de neurones pour les systémes
non linéaires continus inconnus.

Dans ce qui suit, nous examinerons la possibilité de développer un modéle simple de
réseau neuronal pour la modélisation et le controle des systémes chaotiques. Ceci est fait
en combinant les réseaux de neurones avec le controleur prédictif pour controler le systéeme
chaotique inconnu sur une de ses orbites périodiques instables ou I'un de ses points fixes

instables.

4.3.1 Définitions
4.8.1.1 Neurone formel

Un neurone formel fait une somme pondérée des entrées qui lui parviennent (chacune
de ces entrées est une valeur numérique qui représente I’état du neurone qui ’a émis), puis
s’active suivant la valeur de cette sommation pondérée. Si cette somme dépasse un certain
seuil, le neurone est activé et transmet une réponse dont la valeur est celle de son activation.
Si le neurone n’est pas activé, il ne transmet rien.

De facon plus générale, on définit un neurone comme suit :

— La nature de ses entrées : les entrées peuvent étres binaires, réelles, stochastiques, etc.

La fonction d’entrée : elle est en général une somme pondérée des entrées.

La fonction d’activation qui définit son état interne en fonction de I’entrée.
— La fonction de sortie qui calcule la sortie du neurone en fonction de son état interne.

La nature de sa sortie.
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4.3.1.2  Réseau neuronal

Les neurones sont connectés en réseaux suivant des structures bien précises. Les deux
structures les plus utilisées sont le réseau entiérement connecté et le réseau & couches. Dans
le réseau entiérement connecté, la sortie de chaque neurone est connectée a I'entrée de tous
les autres neurones

Dans le réseau a couches, qui est inspiré par des structures biologiques, les neurones
sont regroupés en ensembles (couches) distincts. Généralement aucune connexion n’existe
entre deux neurones d’une méme couche, alors qu’il n’existe que des connexions allant d’un
neurone d’'une couche & un autre neurone de la couche suivante. La premiére couche du réseau
est appelée couche d’entrée, la derniére couche est appelée couche de sortie et les couches
intermédiaires sont dites couches cachées. Cette derniére structure sera utilisée dans le reste

de notre étude.
4.3.2 Modélisation par réseaux de neurones

Pour un réseau de neurones avec des données d’entrée-sortie (x(i),ys(i)), oui =1,2,....n
représente le nombre d’itérations et une couche cachée de j = 1,2, ..., M neurones.
Pour un tel réseau, 'entrée unité j* de la couche cachée dénotée par I; est la somme des

poids de tous les entrées ajoutée au biais comme suit :
n
i=1

ol w;; sont les poids d’interconnections & partir de la j* fonction et la i entrée.
Ensuite, 'entrée [; est injectée dans une fonction d’activation afin de générer la sortie

O; comme montré par la figure (4.17).
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Figure 4.17 : Réseau de neurones.

La fonction d’activation est représentée par la fonction F. La sortie O; est donnée par :

La sortie du réseau y est calculée pour chaque entrée x associée comme suit :
M
y(i) = F(x(i) = > wop;(x(i)) + bo (4.63)
j=1

Il existe plusieurs fagon pour définir la fonction d’activation. L’une parmi les plus utilisées

dans les réseaux de neurones est la fonction sigmoid qui est utilisée dans ce réseau.

1
a 1+ exp(—bﬂ- — wﬂ:c(z))

w;(x(i)) (4.64)

Le réseau de neurone est entrainé de facon a ce qu’il puisse performer la tadche de modélisation
ainsi que celle du contréle en méme temps.

Initialement, les poids et les biais wj;, w,, bj;, b, de la couche cachée et de la couche de
sortie sont assignées d’une fagon aléatoire.

Dans le but de minimiser l’erreur entre la sortie du réseau y(i) et celle du systéme réel
ys(7), les poids et les biais sont ajustés de fagon a minimiser le vecteur d’erreur ey,,, donné
par

1 n

s = 3 2 = 3 3" (0:00) — )? (4.65)

i=1
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On note que emax est une fonction de wj;, bji, w, et b,.
Afin d’optimiser les parametres wj;, bji, w, et b, et de minimiser I'erreur emyay, on utilise
la méthode de Levenberg-Marquardt utilisée dans la modélisation floue.

La Jacobienne pour chaque paramétre est définie par

_Opa(i)) . Op(x(@) , _ OF(x(1))
iji = aTji, iji = Tji’on - 77

_ OF(z(1))
awo et Jbo = 8[)0 (467)

L’algorithme de modélisation est montré par 'organigramme da la figure (4.18).

Inisialisation m,
Wi, bji, W,, b, and

emax

|
v i optimiser wy, b, w,, b,
par Levenberg-Marquardt

Tnon
Temps de
modélisation grand

loui

Changer le nombre de couche
cachées (m). temps= 0

Figure 4.18 : Algorithme de modélisation neuronale.

4.3.3 Controle prédictif neuronal

L’objectif du controle est de stabiliser le chaos, c’est a dire, de conduire le systéme
chaotique inconnu vers 'un de ses comportements réguliers (95, 96].
La figue (4.19) montre le schéma fonctionnel du controle prédictif neuronal, ys est la

sortie du systéme réel, y est la sortie neuronale, e; est 'erreur de modélisation, y, est la
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sortie prédite et u représente le controle.

x(i)
—

Systéme chaotique inconnu

\4—: Modélisation neuronale
u(i)
K

- y(i)

V(i) v

Prediction basée sur la modélisation neuronale

Figure 4.19 : Schéma bloque du controle prédictif neuronal.
On suppose que le modéle neuronal posséde un point fixe instable g, il satisfait :
gy = F(z) (4.68)

Le but de la loi de controle prédictive est d’assurer que le systeme converge asymptotiquement
vers ¢y en appliquant un contréleur u d’'une amplitude extrémement petite.

Le controleur u(i) est ajouté comme suit :
y(i) = F(x(i)) + u(i) (4.69)
u(i) € RN™ est déterminé par la différence entre 1'état prédit y, et 1'état actuel y(7).

u(i) = K(yp — y(i)) (4.70)

K est un gain de controleur réglable.
En se basant sur le modéle neuronal (4.63), la prédiction neuronale d’un état futur y, de

systéme chaotique inconnu non controlé est déterminée par

Yp = y(i +p) = F(x(i + p)) (4.71)

En utilisant une prédiction & pas unique, le systéme chaotique inconnu controlé est alors
donné par :

y(i) = F(x(i) + K(F(z(i + 1)) — F(2(i))) (4.72)



La procédure de controle est de méme type que dans le cas du controle prédictif floue. Sauf

que dans ce cas, le controle est appliqué sur le modeéle neuronal [96].

4.3.4 Résultats et interprétations
4.8.4.1 Ezemple 1

Dans cet exemple, on utilise 1’équation logistique :

ys(1) = 3.75x(i)(1 — z(7)). (4.73)

(x,y,) sont les données d’entrées-sorties obtenu & partir du systéme chaotique inconnu.
Premiérement, on géneére les pairs de données en utilisant le systéme réel, puis, ces mémes

données seront utilisées pour ’apprentissage du modeéle neuronal. Le réseau de neurone est

caractérisé par une entrée x, une couche cachée de 10 neurones (M = 10) et une sortie y.
Le modeéle neuronal résultant comparé aux pairs de données d’entrées sorties générées

a partir du systéme chaotique inconnu ainsi que ’erreur de modélisation sont données en

figures 4.20 (a, b).
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Figure 4.20 : Modélisation neuronale de ’équation logistique. (a) Pairs de données

d’entrées-sorties et le modele neurale. (b) Erreur de modélisation.
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Une fois la modélisation établie et afin d’appliquer la méthode de controle prédictif neuronal
proposée, on doit déterminer la correction a appliquer a proximité du point fixe pour ajuster
le prochain point pour qu’il tombe sur le point fixe. On doit calculer la jacobienne A et le
gain K.

A partir de zy = 0.7, a litération i = 216, le teste (4.27) est vérifie. Ceci indique
Iexistence d’un point fixe instable.

La valeur de A est obtenue & partir de la simulation comme suit :

1) —y(i)  0.7401 — 0.7294
A=Y+ —y() 0701 =0.7290 ) (4.74)
y(i) —y(i —1)  0.7294 — 0.7356

Le systéeme controlé autour de son point fixe instable inconnu est donné par
0y(i) = (—1.7258 — 2.7258 K ) F'(x(i)) (4.75)
Le point fixe est stabilisé par la méthode de controle proposée si
|—1.7258 — 2.7258 K| < 1 = —1 < K < —0.2663 (4.76)

On prend K = —0.65.
Les résultats de simulation suite & I'application de la loi de contréle sont montrés dans
les figues 4.21 (a, b). Ils montrent que le controle du systéme neuronal au point fixe inconnu

fonctionne trés bien.
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Figure 4.21 : (a) Controle prédictif du modeéle neuronal. (b) L’entrée de controle.
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4.3.4.2  Ezxemple 2

Les simulations sur des systémes d’ordre supérieur ont été également effectuées. L’ex-
périence prouve que plus la dimension est supérieur, plus le temps de simulation sera long.
Cependant, en termes de qualité de controle, elles sont identiques. On montre un exemple

discret d’ordre deux. Le systeme de Hénon qui est représenté par la relation :
vs(i) = a — yi (i — 1) + bys(i — 2) (4.77)

Pour a = 1.4 et b = 0.3, le systéme admet un régime chaotique. Il peut étre décrit par :

21(i) = ys(i = 1)
2(i) = ys(i — 2) (4.78)
ys(i) = a — 22(i) + by (i)
Dans la phase de modélisation, le réseau de neurone est caractérisé par deux entrées x; et
xg, une couche cachée de 30 neurones (M = 30) et une sortie y.
La simulation commence par x(0) = 0.01 et z(1) = 0.02. A l'itération ¢ = 80,y(80) =
0.8856. La valeur de A est estimée & A = —1.3023.

Le systéme controlé autour de son point fixe est donné par
oy (i) = (—1.3023 — 2.3023 K )5 F'(x(i)) (4.79)
Le point fixe est stabilisé si
| —1.3023 — 2.3023K| <1 = —1 < K < —0.1313 (4.80)

On choisit K = —0.8.
Les résultats de simulation de la phase de modélisation et controle neuronal du systéme

chaotique inconnu de Hénon sont récapitulés ensembles dans figure (4.22).
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Figure 4.22 : (a) Mode¢le neuronal et les pairs de donnée d’entrée sortie. (b) L’erreur de

modélisation. (c) Modele neuronal sous controle prédictif. (d) L’entrée de controle.

4.4 Conclusion

Lorsque le systéeme chaotique contient des incertitudes sur 1'un de ses parameétres ou plus
encore, lorsqu’il n’a pas une représentation mathématique, dans de telles situations, ’étude
devient plus compliquée et on a recours aux méthodes de modélisation mathématique.

Ainsi, dans ce chapitre, nous avons développé deux méthodes de modélisations et controle
des systémes chaotiques inconnus représentés uniquement par des pairs de données d’entrés
sorties : la modélisation floue et la modélisation neuronale. Ensuite, une loi de controle
prédictive sera appliquée sur ces modeéles afin de controler la trajectoire chaotique et la
stabiliser sur un point fixe instable inconnu.

A partir de toutes les simulations, on a obtenu des résultats trés satisfaisants. Les résultats
de simulation prouvent que ce procédé de controle fonctionne bien et permet la stabilisation

des points fixes instables.
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Chapitre V

APPLICATIONS DU CONTROLE DU CHAOS

5.1 Introduction

L’atout majeur des systémes chaotiques est la capacité de les réaliser au niveau circuit.
Ce domaine de recherche, qui n’en est encore qu’a ses débuts sur le plan international, est
certainement appelé a se développer de maniére importante dans les années a venir.

Parmi les potentialités du contréle du chaos est la résolution des problémes tels que la
synchronisation des systémes chaotiques [153, 159] ainsi que la communication chaotique
[160, 167].

Les oscillateurs chaotiques utilisés & I’émission réalisent simultanément deux fonctions : ils
étalent le spectre du signal tout en assurant une forme de cryptage. Ainsi, la transmission est
difficilement détectable et il est quasiment impossible de retrouver les symboles d’information
pour 'observateur qui ne connait pas les parametres de ’émetteur.

On peut dire que le but de la synchronisation chaotique est de pouvoir I'utiliser dans
plusieurs domaines dont la communication, cryptage, sécurité de communication, dynamique
des populations, physiologie humaine, problémes en électronique, mécanique, modélisées par
des équations discontinues, etc.

Dans le présent chapitre, nous donnons quelques applications du contréle du chaos, qui
consiste & concevoir un controleur afin de permettre la transmission d’une information d’un
émetteur de message vers un récepteur le long d’une ligne de communication. Pour que le
récepteur reconstruit 'information, cela nécessite une synchronisation avec le signal émis
afin d’extraire le signal information. De plus, le signal information peut étre lui méme un
signal chaotique, mais comme que le signal chaotique est originalement imprédictible, il sera

controlé de sorte qu’il ne change pas de comportement mais portant un signal bien utile.
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5.2 Application a la synchronisation chaotique

La synchronisation représente un mécanisme approprié afin de reconstruire I'état d’un
certain systéme sur la base d’un certain signal de mesure donné.

A priori, il parait impossible d’arriver a synchroniser deux exemplaires d’un méme sys-
téme chaotique. D’une part, parce que dans un cas réel, il est extrémement difficile de
construire deux circuits & 'identique a cause de la tolérance sur les composants ainsi que
da a la présence du bruit dans tout systeme électronique. D’autre part, la sensibilité des
systémes chaotiques aux conditions initiales. Une petite différence entre les conditions ini-
tiales de deux circuits conduira a des signaux totalement différents. Cela signifie que la
reproduction de ces conditions initiales dans un systéme réel est impossible.

L’idée d’utiliser un signal chaotique pour transmettre une information est apparue au
début des années 1990. Il a été prouvé que deux systémes chaotiques peuvent étre synchro-
nisés [153]. Dés lors, plusieurs méthodes ont été proposées dans le but de synchroniser des

signaux chaotiques et 'appliquer dans divers domaines technologiques [154, 159].
5.2.1 Le principe

On va maintenant présenter une méthode de controle du chaos pour des buts de synchro-
nisation basée sur la notion de “Maitre-Esclave” (Master-Slave).

Le message transmis est modulé en utilisant une porteuse chaotique. A la réception, le
message est extrait de la porteuse, la synchronisation permet de coordonner les deux signaux
chaotiques.

Soit le systéme donné par :
i = f() (5.1

Ce systéme sera nommé maitre. Et le systéeme :
i = g(Z,u) (5.2)

celui ci sera nommeé esclave.
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On suppose que x et T sont de méme dimension n. Le systéme esclave dépend d’une loi

de controle u de la forme :

u=a(Z, ) (5.3)

ou « est une fonction définie selon la forme de ’esclave et les mesures disponibles du systéme
maitre.

Le systéme esclave sous controle du maitre sera décrit par :
¥ = g(&, a(z,z)) (5.4)
Le but de la synchronisation est que I et coincide parfaitement avec x. C’est a dire :

lim ( — x) = 0 (5.5)

t—o00

Le probléeme majeur consiste a trouver, si c’est possible, une loi de controle a retour d’état
appropriée pour que les deux systémes (5.1) et (5.2) soient synchronisés.

Le probléme de trouver un contréleur approprié qui réalise la synchronisation entre I’émet-
teur et le récepteur est en général assez difficile. D’autre part, une analyse systématique

permet de résoudre de tels problémes. Par exemple, le choix de I’émetteur sera de la forme :

&t = Az +((Cx)

y = Czx (5.6)
Et la dynamique du récepteur est donnée par :
i = A%+ ({(Cx) + Bu. (5.7)

ou la variable y dépend du parametre C' convenablement choisi.
5.2.2 Applications

Dans ce qui suit, nous allons appliquer une méthode de controle du chaos pour la syn-

chronisation d’un systéme dynamique non linéaire & comportement chaotique [158].
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L’exemple choisi est appelé équation de Jerk et est une des représentations des circuits
électroniques non linéaires a comportement chaotique. Elle est donnée par un ensemble

d’équations différentielles ordinaires du 3¢ ordre décrit comme suit :

z=—pz—y+G(x)
G(z) est un élément non linéaire. Pour = 0.6, le systéme admet un comportement chao-

tique. Ce systéme peut étre réécrit sous la forme suivante :
T+ pi+ &= G(x), (5.9)

En fonction de I’élément non linéaire G(z), ’équation de Jerk a des comportement chaotiques

totalement différents ;

|z —2 (a)
G(zr) =4 —6max(z,0)+ 0.5 (b) (5.10)
—1.2x + 2sgn(x) (c)
Les figures (5.1) a (5.3) montrent le comportement du systéme pour chaque cas de 1’élément

non linéaire G(z) et sous des conditions initiales identiques : (o, yo, 20) = (0.01,0,0).
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Figure 5.1 : Elément non linéaire G(z) donné par (5.10.a).
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Figure 5.2 : Elément non linéaire G(z) dans le cas (5.10.b).
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Figure 5.3 : Elément non linéaire G(z) de la forme (5.10.c).
5.2.2.1 Synchronisation des nonlinéarités identiques :
Les équations qui décrivent le maitre sont les suivantes :
T =y
Y =% (5.11)
2 = —pz1 — 1 + G(xq)
et les équations qui décrivent 1’esclave sont données par :
Ty =Y + U
Yo = 22 + U (5.12)

Zo = —pzy — Yo + G(x2) + us
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Afin de déterminer les différents parametres uy, us et uz du contréleur, on examine la diffé-
rence entre les trois variables d’états :
T3 = Ty — T1
Y3 =Y2— U (5.13)
23 — 29 — 21

Si le controleur u choisi permet de satisfaire :
ltlim x3 = 0; tlim ys =0 et tlim 23=0 (5.14)

Alors, on peut dire que les deux systémes sont synchronisés et 1’esclave suit parfaitement le
maitre.

En utilisant (5.13) et les deux équations du maitre et 1’esclave, on obtient :

T3 =ys + u1,
Ys = 23 + g, (5.15)
Z3 = —pzz — Y3 + G(22) — G(21) + us.

Les parametres de controle sont choisis comme suit :
Uy = —T3 — Y3
U = —Y3 — 23 (5-16)
ug =ysz + (u— 1)z3 — G(x2) + G(11)

Et, le systéme (5.15) sera donné par :

jl'g = —T3
Us = —Ys3 (5.17)
2’3 = —Z3

L’esclave est sous synchronisation controlée définie par :

Ty = yo — (T2 — 1) — (Y2 — 1)
Vo =20 — (Y2 — 1) — (22 — 21) (5.18)

Zy=—pz2 — Yo+ (Y2 —y1) + (1 — 1)(22 — 21) + G(21)

116



Pour une condition initiale du maitre (xo1, %o1,201) = (0.01,0,0). Le controle est activé a

t = 100 et pour une condition initiale du systéme esclave donnée par

a. (o2, Y02, 202) = (—0.15,—1.5,0.9) ; on obtient les résultats suivants :

activation du contréle — maitre
5 —— esclave
T

“"‘ MMMM N
g
A

temps (s)

Figure 5.4 : Synchronisation du comportement chaotique. G(z) de la forme (5.10.a).

b. (o2, Y02, 202) = (—0.01,—0.01, 1) ; on obtient :

— maitre
5 T — esclave
|
|
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< 0 1

_5 1 1 1 1 ) 1 1 1 1
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|
|
I
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Figure 5.5 : Synchronisation du comportement chaotique. G/(x) de la forme (5.10.b).
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c. (o2, Yoz, 202) = (—0.1,—1,0.9) ; on trouve :

—— maitre
—— esclave

T
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x 0 | =
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Figure 5.6 : Synchronisation du comportement chaotique. G(z) de la forme (5.10.¢)

Dans chaque cas, on voit bien que les trajectoires des variables d’états (x,y, z) des sys-
témes maitre et esclave divergent avant le déclenchement du controle. Ceci est dii a la sensibi-
lité aux conditions initiales. Une fois le controle déclenche, ces mémes trajectoires convergent
rapidement et deviennent identiques ce qui prouve l'efficacité du controle du chaos pour la

synchronisation entre deux systémes chaotiques de linéarité identique.
5.2.2.2  Synchronisation des nonlinéarités non identiques :

Dans ce qui suit; on va traiter le controle du chaos pour la synchronisation de deux

systémes chaotiques de non linéarité différente. On reprend le systéme maitre :

1 =1
A (5.19)
7= —uz — 1y + G($1)7 avec G(‘Tl) = |‘T1| -2
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Et le systéme esclave :

T = Yo + Uy
Yo = 22 + Us (5:20)

29 = —pze — Yo + G(x2) + u3, avec G(x9) = —6max(x2,0) + 0.5
Dans ce cas, les parameétres de controle uq, us et us sont choisis de la forme suivante :
up = — (22 — 1) — (Y2 — Y1),

uy = —(y2 —y1) — (22 — 21), (5.21)

Uz = G(l'l) — G(JZ'Q)
L’esclave est sous controle de la forme suivante :
Ty =Yg — ($2 - $1) - (92 - ?/1)
Yo =20 — (Y2 — y1) — (22 — 21) (5.22)

Zy = —pzo — Yo + G(11)

Les systémes maitre et esclave ont la méme condition initiale : (21, Yo1, 201) = (T02, Yoz, 202) =

(0.01,0,0). Les résultats de simulation sont représentés dans la figure (5.7).

—— maitre
—— esclave
5 i

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
5 : : : : : : ‘ ‘ ‘
TR
S0 20 40 60 80 1&0 120 140 160 180 200
5 y y y ‘\
'\",V (V»’,V"'
S0 20 4 60 8 100 120 140 160 180 200
temps (s)

Figure 5.7 : Synchronisation des nonlinéarité non identiques
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Les deux systémes ont un comportement chaotique différent. Apres application du controle,

la convergence des trajectoires montre une synchronisation parfaite.

5.3 Application a la communication chaotique

Parmi les applications possibles pratiquement illimitées du controle du comportement
chaotique, qui a attiré considérablement la communauté scientifique au cours de ces derniéres
années ; a savoir le contréle du comportement chaotique pour la communication avec le chaos.
Dans ce cas, un systéme chaotique est commodément perturbé, afin de réaliser une trajectoire
chaotique particuliére diffusant un message donné.

Il y a un lien simple entre le chaos et la théorie de communication. Les systémes chaotiques
peuvent étre vu, en effet, comme émetteurs d’informations qui produisent naturellement des
signaux numériques. La dynamique symbolique du systeme devient une source de symbole.
Le controle doit prendre en compte la transmission d’un message désiré sans changer effec-
tivement les équations du systeme [160, 167].

Dans ce qui suit, nous développons une méthode de controle du chaos pour manipuler
la dynamique d’un systéme chaotique afin de permettre la transmission d’un signal utile en

appliquant seulement des petits perturbations.
5.3.1 L’algorithme de controéle

L’idée d’utiliser un signal chaotique pour transmettre une information est apparu avec
la nécessité de transmettre des messages confidentiels et les rendre plus difficile & détecter.
Ainsi, nous nous sommes intéressé a ce type d’application et nous avons essayé de proposer
une technique de controle simple afin de transmettre des signaux numériques qui portent des
messages utiles.

Pour illustrer le principe de la méthode proposée, on va s’intéresser a 1’équation logis-
tique. La dynamique symbolique de cette équation peut étre définie en mettant la partition
symbolique au point critique z. = 0.5. Les figures 5.8 (a , b) suivantes illustrent le choix de

ce point.
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Figure 5.8 : Choix de la barriére de controle.

Ces deux figures montrent ’évolution dynamique de la trajectoire sans controle.

Notre but est de controler cette trajectoire afin de porter un message numérique désiré.
Pour cela, on utilise des petites perturbations paramétriques pour que la trajectoire reste
chaotique. Donc, un point de la trajectoire porte le symbole “0j si x < z. et le symbole “1j
six > x,.

La procédure de controle est la suivante :

En premier lieu, le message a transmettre est converti en une séquence binaire en utilisant
le code ASCII standard. Ce message est stocker dans un registre symbolique. En second lieu,
en déclenchant le codage de I'information par la dynamique symbolique précitée, et & chaque
itération, on applique un test sur état futur x(i 4+ 1) du systéme. Si le symbole correspond
a la valeur de z(i) est identique a celui du bit du message, le systéme suit sa trajectoire
librement, sinon, le controle s’active pour forcer x(i 4 1) & prendre la valeur correspondante
au symbole du message. Ceci est réalisé par des perturbations dp sur le paramétre p.

Nous supposons que le message est stocké sous des symboles (bites) b(i), alors dp est
donné par :

p=————=— (5.23)

121



avec :
o — z(i+1,po) —x. si b(i) =0. (5.24)
z(i+1,p0) + 2. si b(i)=1,
ou :
x(i + 1, pg) présente la variable d’état a 'itération i + 1 dont le parameétre p est égale a
la valeur nominale py.

Z4es présente la variable d’état controlée a l'itération ¢ + 1 dont le parameétre p est égale

a Po + (5]?.
5.3.2 Applications

Pour la simulation, prenant & titre d’exemple 1’expression suivante : «Hello world !». Ce

message est écrit dans le code ASCII standard de la fagon suivante :

H e l l ) espace

P S U S U U — —
100100011001011101100110110011011110100000

w o r l d !
— e e e
111011111011111110010110110011001000100001 (5.25)
Afin de forcer la trajectoire chaotique a délivrer ce message, le controle approprié est activé

a 'itération ¢ = 20. Nous obtenons les résultats de la figure (5.9).

Hello world!

‘ 100100011001011101100110110011011110100000111011111011111l10010110110011001000100001
1

WAL A
IR il | “H'H !' ’ G

I
I
I
I
I
0 1
! 120
I
I
I
I

< 0.

(4]

6] 20 100

Il
0 20 40 60 80 100 120
itération i

Figure 5.9 : Le codage numérique de ’expression (5.25).
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Un autre exemple est de générer la séquence «SALAM>» donnée comme suit :
S A L A M
A e e e — e —
10100111000001100110010000011001101 (5.26)
Le controéle est activé au méme instant que dans le cas précédent, le résultat d’'une telle

procédure est donné dans la figure suivante :

SALAM
| 10100111000001100110010000011001101

10

a1
T

1
0 20 40 60 80 100 120
itération i

Figure 5.10 : Le codage numérique de 1'expression (5.26).

Les résultas montrent qu'on a contrélé la trajectoire chaotique afin de porter le message

désiré sans trop changer ’aspect chaotique.

5.4 Conclusion

Ce chapitre a permis de faire le lien entre les systémes dynamiques chaotiques et les
systémes de communication.

En utilisant les techniques numériques, nous avons démontré qu’il est possible de syn-
chroniser des comportements chaotiques dans des systémes non linéaires identiques et de
linéarité différente. La méthode de controle du chaos appliquée a la synchronisation est ba-
sée sur le principe de “Maitre-Esclave”. Reste a trouver les paramétres de controle adéquats

afin d’obtenir une synchronisation parfaite entre les deux systémes maitre et esclave.
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La deuxiéme partie de ce chapitre présente un systéme de communication chaotique
basé sur le codage numérique du chaos. Il s’agit d’'une méthode de contréle pour laquelle
on exploite la caractéristique de la sensibilité du chaos aux petites perturbations comme
un avantage pour manipuler le controle des dynamiques symboliques et de forcer le flot
chaotique & porter un message numérique désiré. Le récepteur reprend les mémes éléments
que ’émetteur et son architecture est identique a celle de ’émetteur. Ainsi, le message recu

est parfaitement reconstruit.
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Chapitre VI

ANTI-CONTROLE DU CHAOS

6.1 Introduction

Le chaos existe dans une grande variété de processus normaux, il peut également se
produire parce qu’on souhaite concevoir une expérience physique, biologique ou chimique,
avec un comportement chaotique.

En effet, il est parfois préférable de maintenir ou générer méme 1’état chaotique. Par
exemple, les processus épileptiques sont associés & une synchronisation périodique du réseau
neuronal. Pour éviter ce comportement naturellement périodique et éviter 1’épilepsie, on
peut mettre en application une technique semblable a celle de la méthode OGY qui génére
le chaos [110].

L’anticontréle ou la chaotification des systémes dynamiques est une méthode de controéle
qui permet de donner & un systéme non chaotique, un comportement chaotique.

Depuis Papparition de ce nouveau concept [168, 169], les chercheurs accordent de plus en
plus d’intérét a cet aspect [170, 175].

Comme pour le controle des systémes dynamiques non linéaire & comportement chaotique,
I’anti-controle est une tache difficile.

Dans ce qui suit, nous présentons les méthodes d’anti-controle les plus utilisées. La chao-
tification des systémes discrets est en générale plus simple que celle des systémes continus.
Pour ces derniers, il n’existe pas de méthode générale ; tout d’abord, on applique la méthode
de controdle proposée dans [169] pour 'anti-controle des systémes stables qui convergent vers
un cycle limite, puis, on se propose de développer une méthode pour chaotifier les systémes

chaotiques continus définis dans la zone non chaotique.
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6.2 Anti-contrdle des systémes discrets

Soit un systéme dynamique discret originellement stable et qui ne présente aucun com-

portement chaotique ou complexe lors de son évolution :

z(i+1) = fz(2)),

o donnée

(6.1)

x représente les variables d’état du systéme; xq 1’état initial et f une fonction continue et
différentiable.

Ce systéme peut étre linéaire ou non linéaire, variant ou invariant dans le temps.

Sachant que le systéme est originalement stable et que tous ses exposants de Lyapounov
sont négatifs, le but de la chaotification est de rendre un ou plusieurs de ces exposants plus
grand qu’une valeur positive donnée.

L’objectif est donc de concevoir un controleur u qui sera injecté dans ce systéme de sorte

que le nouveau systeme controlé :

2(i+1) = f(z(0)) + u(i) (6.2)

se comporte de maniére chaotique.

Il est important de noter que le controleur doit avoir une structure plus simple que celle
du systéme a controler lui méme. La raison principale, est que le controleur puisse étre
applicable & n’importe qu’elle forme de systéme dynamique et pratiquement réalisable pour
divers applications.

Le choix du controleur est généralement par retour d’état, de la forme [168] :
u(i) = B(1)z(q) (6.3)

ol B est une matrice gain dont la dimension N reste a déterminer et qui influe directement
sur le systéme.

Le systéme sous anti-controle est donné par :
x(i+1) = f(x(i)) + B(i)x(3) (6.4)
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La jacobienne du systéme contrélé autour d’un point d’équilibre z est donnée par :

Ox(i+1)
Ox (i) =z

xT

J = f(@)+B@i) / f'(zx) = (6.5)

ou

(6.6)

Les exposants de Lyapounov de Pensemble {z(7)};°, du systéme controlé (6.2) sont définis
comme suit :

1
Aj=lim—=In{J}, j=1,2,..,N (6.7)

Ces exposants sont choisis arbitrairement, avec la condition :
0<ec< )\ <0 (6.8)

¢ un nombre positif défini.
Le but de l'anti-controle est d’injecter la séquence {B(i)};-, de sorte qu'un ou plusieurs
exposant de Lyapounov du systéme, deviennent strictement positifs.

De plus, 'algorithme doit assurer que la séquence {B(7)}.°, soit uniforme et bornée.

sup [|B(i)|| < M < o0 (6.9)

0<i<oo
pour une constante M.

La séquence B(i) peut donc étre déterminée a chaque itérationi(i = 0, 1,2, ...), en posant :

A 0 0
B(i)=—=f(x@)+| 0 A 0 |, i=01..,j=1.,N (6.10)
0 0 Ay

On note que les exposants de Lyapounov obtenus {)\j}j.v:l , ont des valeurs bien définies et
strictement positives.

L’algorithme de I’anti-controle peut étre résumé comme suit :

Etape 1. Calculer la Jacobienne du systéme J.
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Etape 2. Concevoir le controleur par retour d’état en choisissant une constante A > 0 tel

que la matrice gain B soit uniformément bornée.
Etape 3. Appliquer le controle et retour & Etape 1.

Par cette démarche, on peut assurer que le systéme controlé garantisse la génération du
comportement chaotique dans le sens de Devaney et aussi de Li-Yorke.

La loi d’anti-controle peut étre réécrite sous la forme suivante :
x(i+1) = f(x(i)) + B(i)(z(i) mod &) (6.11)

ol mod est 'opération modulo qui permet de borner I'anti-contréle sur un petit intervalle

d’amplitude caractérisé par le nombre positif e.

6.2.1 Applications
6.2.1.1 FEzemple 1

Le modele étudié est un systéeme discret du deuxiéme ordre défini comme suit :

1

z(i+2) = yTeTRTET— (6.12)
[14+Aze (i) (1—(3))?] """
avec les valeurs des parameétres donnés par : A = 3, a = 1.6 et b = —0.4. Pour ces valeurs,

le systéme présente un comportement périodique comme représenté par la figure (6.1).

0.9
0.8 1
0.7 1

0.6} b

0.5H b

0.4 1

0.3F 1

0.2 !
0 20 40 60 80 100
itération i

Figure 6.1 : Représentation du systéme (6.12).
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Originalement, ce systéme n’admet aucun comportement chaotique quelque soit la valeurs
de ses parameétres. L’objectif est d’appliquer une loi de contréle afin de rendre le systéme
chaotique.

La Jacobienne du systéme est donnée par :

0 S@E+2,1 1—2(i+2 )+ 2
J= 6+24) /sty = (222 (RN gy 1) — ] [(a 4+ ) (i) -
1 0 1 — x(q) x(1)
(6.13)
ou
(6.14.a)
Apres calcul, on obtient les exposant de Lyapounov suivants :
A1 = —0.64 et Ay = —0.69 (6.14.b)

L’objectif est de rendre une des deux valeurs propres positive. De ce fait, Les valeurs choisies
sont A\; = 0.64 et Ay = —0.69.

Afin d’appliquer la loi d’anti-contrdle ; u(i) est donné par :

u(i) = B(i)z (i) (6.15)
, A0 0.64 —S(i+2,i)
B(i) = —f(z(i)) + = , (6.16)
0 A -1 —0.69

Donc la matrice gain B sera donnée par :
B(i) (6.17)

L’anti-controle est activé a ¢ = 0; la figure (6.2) représente les résultats de ’anti-controle.
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0.2+ b
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itération i

Figure 6.2 : Anti-controle du systéme (6.12).

6.2.1.2 FEzxemple 2

Dans cet exemple, on applique la loi de I’anti-contréle sur un systéme non linéaire chao-
tique mais dans sa partie stable.

Dans un premier lieu, on va considérer deux équations logistiques identiques. Les deux
systémes sont définis dans la partie stable. Le but est d’appliquer I’anti-controéle sur 'un des

deux systeémes (6.19). Puis, comparer les résultats avec ceux du systéme incontrolé (6.18).

(i +1) = pri(i)(1 —z1(7)), (6.18)
vt +1) = pra(i)(1 = 2(4)) + u(i) / u(i) = B(i)(xa(i) mode). (1)
(6.19)

: (6.20)

B(i) = = f'(z2(i)) + A / f'(@2(i) = p — 2px2(i) (6.21)
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J représente la jacobienne du systéme a chaque itération. Elle est donnée par :
(6.22)

et A représente ’exposant de Lyapounov souhaité qui doit étre de valeurs strictement positive
afin de générer le chaos.

Pour des valeurs différentes du parameétre p défini dans la partie non chaotique de 1’équa-
tion logistique (p < 3.56). L’anti-controle est activé a l'itération ¢ = 50. Dans toutes les
applications, on prend £ = 0.1. Les résultats de la simulation sont illustrés dans les figures
(6.3, 6.4 et 6.5). De plus, on représente la différence entre les deux trajectoires des deux

systémes par :

xo(i) — x1(7) (6.23)

0.2 T
0.15f |
1
01f !
|
|
|
005 |
x 0 |
|
|
-0.05F }
|
-0 !
-0.15 :

-0.2 L L ! L L

20 40 60 80 100
itérations i itérations i
Figure 6.3 : Anti-controle de ’équation logistique pour p = 2.9.
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Figure 6.4 : Anti-controle de ’équation logistique pour p = 3.1.
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Figure 6.5 : Anti-controle de I’équation logistique pour p = 3.5.

D’apreés les résultats de la simulation, on remarque qu’avant le déclenchement du controle,
les trajectoires des deux systémes se rapprochent I'une vers I'autre pour former un point
fixe ; une orbite périodique de 2—cycle ou une orbite périodique de 4—cycle. Une fois ’anti-
controle activé, a l'itération ¢ = 50; la trajectoire du deuxieme systeme diverge de celle du
premier et prend une forme chaotique dans toutes les applications; la différence entre ces
deux trajectoires devient chaotique et le systéme n’est plus stable sur ces points fixes et
orbites périodiques.

D’apres ces résultats ; on voit que 'anti-controle de I’équation logistique peut étre réalisé

et ceci quelque soit son état d’équilibre que se soit un point fixe ou une solution périodique.

6.3 Anti-controle des systémes continus
Dans cette section, on va aborder ’anti-controle des systémes dynamiques continus.

6.3.1 Anti-contrdle par application du contréle impulsif

6.3.1.1 Le principe

Soit le systéme dynamique continu de dimension N > 3 de la forme :

X(1) = f(X(1)), (6.24)



ot le vecteur X € RY et la fonction f : RN — R est une fonction continue.

Comme dans le cas des systémes discrets stables, ’'objectif consiste a appliquer des petites
perturbations au systéme stable pour le rendre chaotique. Dans cette premiére approche, le
controle u est appliqué d’'une maniére impulsive et périodique, afin de forcer la carte de
Poincaré du systéme & devenir identique a celle d’une carte chaotique pres désignée.

Cela revient & choisir une carte chaotique convenable de dimension (N — 1).

Pour une matrice B (N — 1) x (N — 1), la carte :
q(i + 1) = Bq(i) +u(i), q,ue€ RN (6.25.a)

peut étre chaotique si un controle approprié {u(i)};-, est appliqué.

En effet, on peut utiliser comme pour le cas discret, la formule suivante :
u(i) = (D + \)q(i) mode (6.25.b)

avec D et ¢ constantes positives convenablement choisies.
On peut vérifier que tous les exposants du Lyapounov de la carte controlée (6.25) sont
strictement positifs et que 'orbite controlée est bornée.

Ainsi, le controle impulsif u est ajouté au systéme de la maniére suivante :
X(t) = f(x(t)) + Y g:d(t —iT), (6.26)
i=1

(t) représente impulsion de Dirac, g € RY sont des vecteurs constants qui déterminent la
perturbation aux instants t =T,27, ..., 1T, ...

Pendant I'intervalle du temps ot le controleur n’applique pas les impulsions, le systéme
incontrolé (6.26) est de la méme forme que le systéme original (6.24).

Afin d’appliquer la loi d’anti-controle, ¢(i+1) doit satisfaire la carte chaotique pres choisie

(6.25). L’expression de g; est de la forme suivante :

9 = [y Inal (q(i + 1) = q(0)) =i (2(i) — 7) i
= [l Ina] B7'UB s (q(1) — i ((i) — T) i

= [I,...In1) B"'Us, ([[1, IH]T) (@(i) —7) —i(z(i) —7)i  (6.27)
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I est la matrice identité, T est un point fixe du systéme.
6.3.1.2 Application

Soit un systéme dynamique non linéaire d’ordre 3 représenté par un ensemble d’équations
différentielles ordinaires et n’admettant pas de comportement chaotique (systéme stable) lors

de son évolution :
=z — 10y — z(z* + y?)

v =10z +y — x(2? + ?) (6.28)
2=z
Ce systéme converge vers un cycle limite stable v : p(t) de période T > 0. La figure

(6.6) montre le comportement stable du systéme originale partant des conditions initiales

(0, %0, 20) = (1,0,0) :

15
x 0
-15 .
0 5 10 15 20 25 30
15 T
> 0
-15 I
0 5 10 15 20 25 30
15 T
N0

15 . . . . .
0 5 10 15 20 25 30
temps (s) -15 -15

Figure 6.6 : Représentation du systéme (6.28).

Afin de chaotifier le systéme ; on appliqué la loi de contrdle donnée par [175] :

&= f(x) + u(i) (6.29)
u(i) = Z gi6(t —iT), (6.30)
et

(B#2)%[(2%3)*3%1] —(3%1)*x1%3%x3x1
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1 00
g = 0 02 (e=P" +€') z(iT)—1 0 mod(0.2)(6.31)
010
0 0 0
0 1 0
—[o | |=GT)—| 0 0 (2)
1 0 1

avec les conditions initiales (1.05, 0, 0.03), et aprés déclenchement de I’anti-controle, on trouve

les résultats de la figure (6.7).

2

x 0

~0.02 . . . . .
0 5 10 15 20 25 30
temps (s) -2 -2

Figure 6.7 : Anti-controle du systéme (6.28).

La figure (6.7) montre bien 'apparition du comportement chaotique. L’anti-controle per-
met de chaotifier le comportement du systéme original par application des impulsions a
chaque période du systéme afin de le déstabiliser de son orbite périodique et de générer un

ensemble d’orbites périodiques instables (UPO).
6.3.2 Extension de I’algorithme d’anti-controéle
Cette méthode propose une modification de la loi d’anti-contréle comme suit :
X(t) = f(X(1) +ult) / ult) = g(KX(1)) (6.32)

avec

(6.33)
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ou K représente le gain d’anti-controle.
6.3.2.1 Anti-controle du systéme de Lorenz
L’application de cette loi d’anti-controéle sur le systéme de Lorenz est donnée par :
t=o0(y—x)+ ki(z/2)
y=(r—2z)x—y+k(z/2) (6.34)
Z=uxy —bz+ ks(x/2)
avec 0 = 10, b = 8/3, r = 0.8, et les parameétre de controleur donnés par k; = 0.25,ky = 1.5
et k3 = 0. La figures (6.8) montre 'efficacité de la méthode proposée pour la chaotification
du systéme de Lorenz afin de produire le chaos avant son apparition normale.

Si par intérét, on désire relacher le controle apres ’avoir maintenu pendant un certain

moment ; le systéme reprend sa trajectoire initiale qui est celle d'un point fixe.

T T T T T T T
10 il

x 0 25—
-10 4

. . . . . . .
10 20 30 40 50 60 70 80 20

T T T T T T T
10 b 15+
> 0ofF
N
—10} 4
10|
. . h . . . .

10 20 30 40 50 60 70 80

5T . 3 20

. . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 10 57 5
temps (s) X y

Figure 6.8 : L’anti-controle du systéme de Lorenz.

6.3.2.2 Anti-contréle du systéme de Chen

Dans le cas du systéme de Chen; on choisi les valeurs des parameétres a = 35, b = 3 et
¢ = 12; et les conditions initiales (xg, yo, 20) = (—3,2,10), le systéme est stable et converge

vers un point fixe.
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Pour produire le chaos, il faut appliquer la loi d’anti-controle donnée par :
t=o0(y—x)+ ki(z/2)
y=(c—a—2z)x—y+ks(z/z) (6.35)
z=u1xy —bz+ ks(x/2)
Le valeurs des parameétres de controle sont choisies par simulation : k; = 1.1, ks = 1.6 et
kg =0.
Le résultat de I’application de I’anti-controle est montré par la figure (6.9) :

30

I I I I I I I I I
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

I I I I I I I I I
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

. . . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
temps (s)

Figure 6.9 : L’anti-controle du systéme de Chen.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé les principales méthodes d’anti-controle des sys-
témes dynamiques non linéaires a temps discret et & temps continus. Nous avons présenté
leurs principe de fonctionnement, lesquels appliquent des lois de controle autour d’un cycle
limite stable ou d’un point fixe donné. L’analyse théorique montre que sous cette loi de
controle (chaotification), I'orbite du systéme controlé est bornée et uniforme. De plus, les
exposants de Lyapounov devienne strictement positifs, et par conséquent, le systéme devient
chaotique.

D’apres les résultats obtenus; I'application de l’algorithme d’anti-controle permet de

changer le comportement du systéme de celui d’un état d’équilibre a celui d’un état chaotique.
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Nous avons appliquer les méthodes d’anti-controle sur quelques systémes dynamiques
continus. Le chaos peut étre obtenu pour n’importe quelle valeur des parameétres du systéme
qui; originalement n’admet aucun comportement chaotique ou pour un systéme chaotique
mais dans sa partie stable. L’efficacité de I’algorithme de controle a été prouvée par appli-
cation sur les systémes de Lorenz et de Chen.

Les méthodes utilisées s’averent trés efficaces pour la chaotification des systémes dyna-

miques non linéaires aussi bien discrets que continus.
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CONCLUSION

Le travail développé dans le cadre de cette theése, a eu pour objectif I’étude et le dévelop-
pement de différentes méthodes de controle du comportement chaotique dans les systémes
dynamiques nonlinéaires a temps discrets et & temps continus. L’insuffisance et les limitations
des méthodes de controles nous ont incitées & proposer des méthodes de controle associée
aux systémes dynamiques chaotiques discrets, continus, d’ordre élevé, sans modeles mathé-
matiques précis, ayant des incertitudes sur I'un des parameétres, la stabilisation des points
fixes instables symétriques, la stabilisation des orbites périodiques instables ainsi que ’appli-
cation du controle du chaos pour la synchronisation chaotique, la communication chaotique
et I’anticontrole du chaos.

Pour atteindre ces objectifs, nous nous sommes appuyés sur quelques méthodes de controle
existantes dans la littérature et nous avons proposé de nouvelles procédures de contréle du
chaos.

En effet, les méthodes que nous avons développées présentent les caractéristiques sui-
vantes :

— Le controle des systémes chaotiques continus d’ordre élevé. En effet, les publications
antérieures se sont basées sur ’application des lois de controle associées a des chaque
type de systeme chaotique. Pour notre part, nous avons généralisé cette loi de controle
pour étre applicable & toute sorte de systémes chaotiques.

— La stabilisation des points fixes instables. Ceci peu s’avérer génant pour certaines
applications car il est certain que les systémes chaotiques peuvent avoir des points
fixes instables symétriques.

— Les systemes chaotiques représentés par des paires de donnée d’entrées-sorties ou qui

contiennent des incertitudes sur les parameétres, sont difficiles a controler surtout si on
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ne connais pas la relation mathématique qui relie 'entrée du systéme avec la sortie.
Dans une telle situation, les approches intelligentes telle que la logique floue et les
réseaux de neurones se révelent tres efficaces.

Nous avons abordé dans le chapitre 2 le controle du chaos dans les systémes chaotiques
d’ordre élevé ; nous avons proposé une méthode de controle qui associe la méthode OGY avec
la méthode de controéle a retard d’état. Cette solution présente les caractéristiques suivantes :

— Elle associe aux orbites périodiques instables & stabiliser des zones de controle définies

a I'intérieur d’un cercle unité. Cette condition est nécessaire au controle ; les solutions
proposées dans les publications antérieures pour vérifier cette condition (telle que le
produit du gain du controle avec I'orbite & stabiliser) sont trés complexe & mettre en
oeuvre, car la condition du voisinage peut ne pas étre vérifiée. La solution que nous
avons proposée permet justement de résoudre ce type de probléme.

— L’orbite périodique instable peut étre stabilisée grace a un parameétre ‘y’, qui dans la

plupart des cas, assure la stabilisation grace a un choix pratique.

La stabilisation des points fixes instables symétriques dans les systémes chaotiques dis-
crets et continus est étudiée et développée dans le chapitre 3. La méthode de contréle propo-
sée est basée sur le principe de controle prédictif. La solution obtenue satisfait la condition
suffisante et nécessaire de la stabilité locale autour d’un point d’équilibre. La difficulté reste
a trouver les instants de déclenchement de la loi de controle pour assurer le contréle de
chaque point fixe instable séparément. Reste a développer la méthode de contrdle pour la
stabilisation des orbites périodiques instables qui sera étudiée dans une recherche ultérieur.

Dans des situations réelles, le systéme chaotique peut ne pas étre défini par une relation
mathématique ou plus encore, peut avoir des incertitudes sur un ou plusieurs de ses para-
meétres. Pour ces raisons, nous avons été amenés dans le chapitre 4 & améliorer la méthode
de controdle prédictif en proposant 'utilisation des approches de modélisation et de controle
prédictif par logique floue et les réseaux de neurones.

Chacune de ces solutions posséde des particularités qui la rend adaptée & un certain cas
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de controle. Ces solutions consistent en :

— Le systéme flou est utilisé pour approximer le systéme a comportement chaotique in-
connu. Schématiquement, le modele flou est de type Takagi-Sugeno et est établit en
utilisant les paires de données obtenues a partir du systéme réel, des ensembles flous
ainsi que de fonctions d’appartenances. En se basant sur ce modeéle flou, une stratégie
de controle prédictif est ensuite développé pour controler le systéme dynamique chao-
tique inconnu. On peut conclure que la méthodologie de controle prédictif flou est une
alternative trés efficace pour le contréle en ligne aussi bien des systémes & comporte-
ment chaotique inconnu (ou incertain) simple, ou a dynamique assez complexe.

— Les réseaux de neurones prouvent leurs efficacité pour la modélisation et le controle
prédictif des systémes chaotiques inconnus. La différence avec le modeéle flou est que la
modélisation neuronale nécessite beaucoup plus de temps a cause du nombre important
de paramétres a modéliser. De plus, 'erreur de modélisation est assez importante
par rapport a la modélisation floue, mais il reste que ces deux approches sont tres
intéressantes dans le cas d’un controle en ligne des points fixes instables inconnus.

Dans un second lieu, nous nous somme intéressées a étudier l'effet du controle du chaos

sur quelques applications réelles tel que la synchronisation chaotique, la communication
chaotique ainsi que 'introduction du concept de I’anticontrole du chaos.

— Dans la synchronisation chaotique, le controle du chaos nous a permis de réaliser la
synchronisation entre différent modéle chaotique. Ceci s’avére indispensable lors d’une
communication chaotique ou I’émetteur et le récepteur doivent étre synchroniser afin
d’extraire le signal utile. Ces deux applications sont traitées avec plus de détail dans
le chapitre 5.

— Le chapitre 6 quant a lui traite de I’anticontrole du chaos qui consiste a changer le
comportement normale du systéme dynamique de celui d’'un comportement régulier a

celui d’'un comportement chaotique
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Plusieurs prolongements a ce travail peuvent étre envisagés. Par exemple, au lieu d’uti-
liser la méme valeur du paramétre de stabilisation “y’, il est possible d’utiliser des valeurs
différentes, car une valeur différente de ce paramétre permet d’améliorer le controle, c’est-
a-dire en apportant des corrections selon la distance qui sépare la trajectoire du systeme de
I’orbite périodique a stabiliser.

Toutes les méthodes que nous avons proposées dans ce mémoire permettent de controler
les systémes chaotiques d’une maniére directe (c’est-a-dire, connaissant préalablement les
orbites périodique instables a stabiliser) ainsi que d’une maniére indirecte (sans se soucier de
l'orbite a stabiliser). Dans le deuxiéme cas, ceci est réalisé par stabilisation des points fixes
instables. Une amélioration a cette méthode consiste en stabilisation des orbites périodiques
instables de différentes périodes.

Il importe évidemment de généraliser les méthodes de modélisations proposées, notam-
ment pour stabiliser les orbites les plus instables, ou, si 'on désire controler des systémes a
grand nombre de degrés de liberté, les orbites a plusieurs directions instables. Il est méme
possible d’aller plus loin : pouvoir forcer un systéme a suivre n’importe quelle trajectoire
chaotique choisie a ’avance dans un systéme chaotique. Ainsi que 'application des modéles
flous et neuronals a la stabilisation des orbites périodiques instables des systémes chaotiques
inconnus continus d’ordre élevé.

Les différents problémes mentionnés ci-dessus sont actuellement au stade de ’étude.
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Annexe A

GLOSSAIRE

Systéme dynamique : Tout ensemble d’équations représentant I’évolution temporelle de
I’état d’un systéme a partir d’'une connaissance antécédente. Un systéme dynamique d’ordre

N est défini par N équations ordinaires autonomes de premier ordre
x = F(x), (A.1)

ouxr = (:L‘(l),ZC(Q), A )) dénote les N variables d’états, considérées en tant que vecteur
dans I’espace de phase de dimension N, F(x) = (F®)(x),F®(x),....F™(x)) est un vecteur

en fonction de z, et X dénote le dérivé dx/dt.

Vecteur propre : Un vecteur propre v d’une matrice A (N x N) est un vecteur qui

satisfait Av = A\v pour une certaine A € C. X est la valeur propre de v.

Exposant de Lyapounov : Un nombre fournissant une mesure quantitative moyenne de
la divergence des trajectoires voisines dans l’espace de phase. Tous les exposants négatifs
représente les orbites réguliéres et périodiques, alors qu’au moins un exposant positif signale
la présence du mouvement chaotique.

En particulier, pour un systéme différentiel ordinaire d’ordre N donné par (A.1) et si
nous prenons le déplacement infinitésimale de Porbite x(t) + dx(t) et le vecteur tangent

y(t) = dz(t)/6x(0), pour lequel nous avons

y = DF(x(t))y. (A.2)
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D(F) représente la dérivée du systéme en fonction du temps. Ainsi, les exposants de Lya-

pounov sont alors donnés par
o1
h(2(0),y(0)) = lim - In(y(t)) (A.3)

Bifurcations : Une bifurcation est un changement qualitatif dans la dynamique d’un
systéme lors d’un changement des valeurs des parameétres. Par exemple : déstabilisation d’un
équilibre stable, apparition ou disparition d’un cycle ou d’un attracteur,. ..

Le graphe qui explicite ces bifurcations est appelé diagramme de bifurcation.

L’effet papillon : Un jour d’hiver 1961, le météorologue Edward Lorenz voulut reprendre
le calcul d’un bulletin météo interrompu prématurément. Sans reprendre tous ses calculs
depuis le début, il introduit son dernier listage en tronquant les nombres & 3 décimales,
supposant que la différence — un pour un millier — sera sans conséquence. Lorsqu’il revient,
une heure plus tard, le graphique, censé reproduire exactement le précédent, suit une évolu-
tion de plus en plus divergente jusqu’a la disparition de toute ressemblance. Ainsi, un petit
changement initial avait entrainé un énorme changement sur le résultat final.

Ce que nous apprend le modele de Lorenz, c’est qu’aucune incertitude initiale, aussi
négligeable puisse-t-elle paraitre, ne doit étre négligée dans un systéme doté de sensibilité
aux conditions initiales, vu ses conséquences & long terme. Cela revient aussi & dire que la
prédiction a long terme n’a pas de sens, étant donné le trés grand nombre de perturba-
tions minimes mais incontrolées présentes non seulement en météorologie, mais aussi dans
beaucoup d’autres systemes.

Il constata que la courbe résultante signalait a la fois la présence d’un désordre (aucun
point ou ensemble de points n’apparaissaient deux fois) et celle d’un ordre (la courbe décrivait
une sorte de spirale en trois dimensions comme les ailes d’un papillon). Cette double spirale
devint célebre sous le nom d’attracteur de Lorenz

C’est pourquoi le chaos est souvent explicité par ce qu’on appelle [’effet papillon : le
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battement d’aile d’'un papillon aujourd’hui en un endroit donné dans le globe terrestre en-
gendre dans lair suffisamment de remous pour influer sur I'ordre des choses et provoquer
une tempéte le mois prochain a des milliers de kilomeétres de cet lieu.

Le chaos impose donc une limite fondamentale & notre aptitude a prévoir la météo. Cela
ne veut pas dire qu’il faut cesser d’écouter le bulletin météorologique. Les prévisions a court
terme, sur un ou deux jours, et sur une superficie restreinte sont assez fiables; en revanche,
au-dela de 6 ou 7 jours, les prévisions deviennent spéculatives, voire carrément fausses. Cette
limite de la connaissance est incontournable. Méme si on couvrait la terre de stations météo
se touchant les unes les autres, il y aurait toujours de petites fluctuations dans ’atmosphére,
si minuscules qu’elles ne pourraient étre détectées, pour s’amplifier et modifier le climat de
la planéte entiére.

L’effet papillon prit une désignation technique : la sensibilité aux conditions initiales.
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Annexe B

LE CIRCUIT DE CHUA

Le circuit de Chua est un circuit électrique qui se compose d’une résistance R, d’une
inductance L, de deux condensateurs C;, Cs et d’une résistance non linéaire Nr appelée

diode de Chua comme représenté dans la figure ci dessous.

Figure B.1 : Circuit de Chua

Il y a plusieurs exemples des résistances non linéaires utilisées dans ce circuit, mais elles ont
toutes la méme fonction courant tension (voir la figure (B.1)). Bien que la fonction g(v) est
en fonction de la tension aux bornes de la résistance non linéaire Nr.

g(Vy)
A

Gy

G,

v=

Figure B.2 : Représentation de la fonction non linéaire g.
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Cette fonction nonlinéaire est donnée par la formule suivante :
g(v) =Gy +1/2(G, — Gy) [|[v + B,| — |v — B, (B.1)

Dans ce qui suit, nous allons aborder les différents points permettant de définir mathémati-
quement le 'ensemble d’équations du circuit de Chua.

D’apres la loi de Kirchoft :

Z Lopivée = Z Lsortie  (La loi des nceuds) (B.2)

Donc :
i =1lc, +ig
(B.3)
i =1c, +in
Se sont les tensions aux bornes des deux condensateurs C; et (5 ainsi que le courant aux

bornes de I'inductance L qui varie en fonction du temps. Donc I’étude du comportement du

circuit revient a étudier la variation de ces grandeurs. On obtient les relations suivantes :

dvy
dt

(B.4)
iCQ = 02%

icl - Cl

avec :

(vg — 1)

o, = 22w
. . (UQ - Ul)
ic, = L= p (B.5)
La tension aux bornes de I'inductance est donné comme suit :
di
Vi = _V02 - Ld—f = —U9 (B6)
Donc, les trois équations du systéme sont données par :
O, dv — (a—v) (v1)
Oyt = iy — L) (B.7)

R

L~
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Afin de simplifier la notation, on pose vy =z, v = y et i = %.

D’ou, le circuit de Chua peut étre représenté par I’ensemble d’équations non linéaires

suivantes :
O =32 —gla) | =g o) - g(@)
02%% _ (zf?z) - % _ RLCQ(@” —y+2) (B.8)
L — —y G =1

Lors de l'intégration du systéme, la variable temporelle est en fonction du parameétre de

chargement du condensateur Cs. On obtient les formule suivante :

dr _ G2 (y — 3 — Rg(x))

at — Cy

%z(m—y—i—z) (B.9)
d: _ _ RC

a =Y

Les parametres de ce circuit dépendent essentiellement des valeurs de la résistance, de I'in-

ductance ainsi que celles des condensateurs. On pose :

2
i CQ'm():&et mlzﬁ (B.10)

W Coy
o L G G

avec G = 1/R.

D’out on obtient le systéme de Chua représenté par I’ensemble d’équations différentielles

d’ordre 3 :
t=a(y—z—gx))
y =r—y+=z (E&ll)
2= =Py
avec
g(x) = miz+ 20 g 1) — oz — 1) (B.12)

2

représente 1’élément non linéaire du circuit.
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