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  ملخص 
  .سة على عالم التحكم في الأنظمة المتعددة المتغيرات غير خطية هذا العمل يمثل إحداث و إدخال لم

من خلال الطريقة الأولى أردنا أنجاز ملاحظ يعمل بالمنطق الغامض من أجل الحصѧول علѧى انفصѧال لسѧاني بѧين إشѧارات الѧتحكم         

بعѧين الإعتبѧار الѧروابط بѧين إشѧارات       الطريقة تعمل على مرحلتين ، في المرحلة الأولى و بعѧدم الأخѧذ  . للأنظمة ذات المتغير الواحد

التحكم ، نقوم بإنشاء مراقبات للأنظمة ذات المتغير الواحد ثم نلجأ في المرحلة الثانية إلى انجاز ملاحظ  لنزع تلك الروابط حيث أن 

علѧى إشѧارات   مخارجه هي إشارات تعويض  تضاف إلى الإشارات السابقة للحصѧول  و  مداخله هي إشارات التحكم المحسوبة سالفا

  .نهائية

 ةالطريقة الثانية تعمل على مبدأ اللامرآزية من أجل إضعاف التداخل بين الوسائط الداخلية للنظام و أيضا من أجل إضعاف حساسي 

مѧن أجѧل بنѧاء مراقبѧات بوسѧائط جيѧدة قمنѧا        . الطريقѧة تعمѧل علѧى حسѧاب نظريѧة التخامѧد غيѧر الخطѧي         . الجهاز إتجاه تغيѧر وسѧائطه  

  الخوارزميات الوراثية المتعددة المعايير بإدخال  

  مرتبطان و نواسان معكوسان مرتبطان   نجهاز تصفية المياه ، إنسان ألي بذرا عا: ثلاثة اجهزة أخذت من أجل تجارب و هي 

RRééssuumméé  
CCee  ttrraavvaaiill  eesstt  uunnee  ccoonnttrriibbuuttiioonn  àà  llaa  ccoommmmaannddee  ddeess  ssyyssttèèmmeess  MMIIMMOO  nnoonn  lliinnééaaiirreess..  DDaannss  uunnee  pprreemmiièèrree  

ccoonnttrriibbuuttiioonn  iill  ss’’aaggiitt  ddee  pprrooccééddeerr  ppaarr  uunn  ddééccoouuppllaaggee  lliinngguuiissttiiqquuee  eennttrree  lleess  ssiiggnnaauuxx  ddee  ccoommmmaannddee  ccaallccuullééss  

ppoouurr  lleess  ssyyssttèèmmeess  mmoonnoovvaarriiaabblleess  àà  ttrraavveerrss  llaa  tthhééoorriiee  dduu  bbaacckksstteeppppiinngg  LL’’aapppprroocchhee  pprrooccèèddee  eenn  ddeeuuxx  ééttaappeess,,  

ddaannss  uunnee  pprreemmiièèrree  ééttaappee,,  lleess  iinntteerraaccttiioonnss  ssoonntt  iiggnnoorrééeess  eett  ddeess  ccoonnttrrôôlleeuurrss  ssoonntt  ccoonnççuuss  ppoouurr  lleess  ssyyssttèèmmeess  

mmoonnoovvaarriiaabblleess  rrééssuullttaannttss..  DDaannss  uunnee    ddeeuuxxiièèmmee  ééttaappee    uunn  ssuuppeerrvviisseeuurr  àà  llooggiiqquuee  fflloouuee,,  aayyaanntt  ccoommmmee  eennttrrééeess  lleess  

ssoorrttiieess  ddeess  ccoonnttrrôôlleeuurrss  mmoonnoovvaarriiaabblleess,,  pprroodduuiitt  ddeess  ssiiggnnaauuxx  ddee  ccoommppeennssaattiioonnss  qquuii  sseerroonntt  aajjoouuttééss  aauuxx  

ccoommmmaannddeess  ddee  bboouucclleess,,  aavveecc  eeffffeett  ddee  mmiinniimmiisseerr  ll’’eeffffeett  ddeess  iinntteerraaccttiioonnss  eenn  aaggiissssaanntt  ppaarr  aannttiicciippaattiioonn..  

LLaa  ddeeuuxxiièèmmee  ccoonnttrriibbuuttiioonn  rreeppoossee  ssuurr  llee  pprriinncciippee  ddee  ddéécceennttrraalliissaattiioonn,,  eellllee  tteennttee  ddee  mmiinniimmiisseerr  ll’’eeffffeett  ddeess  

iinntteerraaccttiioonnss  eennttrree  lleess  mmooddeess  iinntteerrnneess  aaiinnssii  qquuee  llaa  sseennssiibbiilliittéé  aauuxx  vvaarriiaattiioonnss  ddeess  ppaarraammèèttrreess..  EEllllee  rreeppoossee  ssuurr  llaa  

tthhééoorriiee  ddee  nnoonn  lliinneeaarr  ddaammppiinngg..      AAffiinn  ddee  pprrooccééddeerr  ppaarr  uunnee  ccoonncceeppttiioonn  ooppttiimmaallee,,  lleess  aallggoorriitthhmmeess  ggéénnééttiiqquueess  

mmuullttii--oobbjjeeccttiiffss  oonntt  ééttéé  iinnttrroodduuiittss..    

TTrrooiiss  pprrooccééddééss  oonntt  ééttéé  ccoonnssiiddéérrééss  ppoouurr  lleess  tteessttss  tteellss  qquuee  llaa  ssttaattiioonn  dd’’ééppuurraattiioonn  ddeess  eeaauuxx  uussééeess,,  uunn    bbrraass  ddee  

rroobboott  àà  ddeeuuxx  sseeggmmeennttss  eett  uunn  ddoouubbllee  ppeenndduullee  iinnvveerrsséé..     

AAbbssttrraacctt  
TThhiiss  wwoorrkk  iiss  aa  ccoonnttrriibbuuttiioonn  ffoorr  ccoonnttrrooll  ooff  MMIIMMOO  nnoonnlliinneeaarr  ssyysstteemmss,,  iinn  tthhee  ffiirrsstt  ccoonnttrriibbuuttiioonn  wwee  ccoonnssiiddeerr  aa  

ddeeccoouupplliinngg  mmaattrriixx  bbaasseedd  oonn  lliinngguuiissttiicc  rreeaassoonniinngg  bbeettwweeeenn  tthhee  llaawwss  ccoonnttrrooll  ddeeffiinneedd  bbyy  tthhee  BBaacckksstteeppppiinngg  SSIISSOO  
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rreeaassoonniinngg  aanndd  wwoorrkkiinngg  iinn  ffeeeeddffoorrwwaarrdd..  IItt  hhaass  aass  iinnppuuttss  tthhee  oouuttppuuttss  ooff  tthhee  SSIISSOO  ccoonnttrroolllleerrss  aanndd  pprroodduucceess  
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IINNTTRROODDUUCCTTIIOONN  GGEENNEERRAALLEE  

I. Introduction  

Les outils et techniques de conception  pour la commande des systèmes monovariables 

non linéaires peuvent être classés en deux grandes catégories. Dans la première catégorie, 

la conception de la loi de commande passe essentiellement par deux étapes, dans une 

première étape il s’agit de transformer, par l’introduction d’une commande dite 

linéarisante, le système non linéaire en un système linéaire à travers des algorithmes de 

linéarisation spécifiques, la deuxième étape repose sur l’utilisation des techniques de 

commande linéaire pour le système ainsi  linéarisé. Cette technique est connue sous le 

nom de feedback linearization [1]. La deuxième catégorie de commande utilise des 

algorithmes et des techniques plus adaptées aux systèmes non linéaires, il s’agit de 

concevoir des contrôleurs non linéaires sans passer par une linéarisation. Différentes 

approches existent, telles que l’approche adaptative, l’approche floue, l’approche 

neuronale,… [2]. 

II. Etat de l’art  

 Par ailleurs, le monde réel est riche de systèmes non linéaires multivariables, qui se 

caractérisent par la présence des interactions non linéaires et ce qui rend la conception des 

contrôleurs plus difficile. Dans ce contexte, plusieurs méthodes et approches ont été 

élaborées pour la commande de ce genre de systèmes, ces méthodes peuvent se diviser en 

deux principaux axes, les commandes directes et les commandes indirectes [3]; dans 

l’approche directe, il s’agit de concevoir des contrôleurs  pour le système global. Dans 

l’approche indirecte il s’agit d’une conception à travers deux étapes, dans une première 

étape, une matrice de découplage est calculée afin de convertir  le système global à un 

ensemble de sous-systèmes non linéaires monovariables, la deuxième étape consiste à 

concevoir des contrôleurs non linéaires pour chaque sous-système en appliquant les outils 

nécessaires.  

Dans le cas des systèmes linéaires, plusieurs approches ont été développées pour le calcul 

de la matrice de découplage [4], [5],[6] pour éliminer les interactions. Cette matrice doit 
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être inversible durant l’adaptation des paramètres ce qui présente l’inconvénient principal 

de cette approche. D’autres approches ont été proposées pour éviter ce problème de 

singularité dont on peut citer l’algorithme de projection établi par Sastry et Isodori et à 

travers lequel les paramètres estimés n’engendrent pas un problème de singularités [7]. 

L’inconvénient de cet algorithme est qu’il nécessite une connaissance à priori de 

l’ensemble des paramètres pour lesquels le problème de singularité ne se pose pas. Une 

solution à ce problème a été élaborée à travers les réseaux de neurones, il s’agit de choisir 

un vecteur de poids initiaux du réseau de neurones proches des valeurs idéales pour 

lesquelles la matrice de découplage  ne présente pas de singularité [8], [9]. Une autre 

solution a été proposée par  Slotine afin d’éviter le problème de singularité, l’auteur a 

procédé par la construction des approximateurs de fonctions non linéaires afin d’éviter 

l’utilisation de la matrice de découplage [10].  

Il est noter que les algorithmes et les approches cités précédemment reposent 

essentiellement sur le principe de découplage entrées/sorties. Il s’agit d éviter l’influence 

de l’entrée de chaque sous-système sur le comportement désiré des autres sous- systèmes, 

cependant, les états internes du système global peuvent provoquer des phénomènes 

indésirables pour l’ensemble des sous-systèmes, ce qui nécessite d’autres méthodes de 

commande. Dans ce cas, une autre technique a été développée, il s’agit de la technique de 

décentralisation qui tente de décentraliser l’ensemble des sous-systèmes ce qui rend le 

système global un ensemble de sous systèmes non linéaires complètement séparés [11], 

[12]. 

III. Problématique  

La difficulté d’avoir une matrice de découplage et d’éviter les non singularités dans cette 

matrice pose un réel problème. Est-il alors possible de découpler le système sans passer 

par cette matrice? D’un autre coté  est-il possible de procéder par la construction des 

contrôleurs- décentralisateur qui tente d’éviter le problème de l’incertitude sans passer par 

la commande adaptative?   

IV. Plan du travail 

Le présent travail traite ces deux aspects. La première approche est basée sur un 

découplage à base d’un système d’inférence et  règles flous. Pour remédier au problème 

de calcul de la matrice de découplage et au problème de singularité, on introduit un 

compensateur à logique floue dans la boucle de commande qui tente d’assurer un 
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découplage à travers des règles linguistiques basées sur le modèle de Takagi- Sugeno. Les 

signaux issus du superviseur sont générés en se basant sur l’information issue des 

contrôleurs monovariables. Cependant, toute variation des paramètres de la structure peut 

influencer sur les lois de commandes monovariables et donc sur l’information donnée au 

superviseur. La deuxième utilise  un contrôleur – décentralisateur à base de la commande 

non linéaires backstepping.  On considère que les interactions à travers les signaux de 

commandes et à travers les états internes se présentent comme des perturbations, ensuite 

se basant sur la théorie du backstepping, on construit des commandes pour chaque sous-

système. Pour les deux approches proposées, les paramètres de conception sont optimisés 

par les algorithmes génétiques multi- objectifs   

Cette thèse est organisée comme suit, après cette introduction, on présente brièvement 

une description des systèmes non linéaires ainsi que les méthodes les plus répandues pour  

la commande, le deuxième chapitre traite en détail la commande backstepping avec ses 

deux composantes : avec incertitudes et sans incertitudes. La méthode de découplage par 

un superviseur flou fait l’objet d’un troisième chapitre, alors que la décentralisation par le 

backstepping sera traitée dans le quatrième chapitre et en fin une conclusion générale est 

des perspectives.        
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Alexandre Mikhailovitch Lyapunov 
6 juin 1857 - 3 novembre 1918 

  

  

CCHHAAPPIITTRREE  II  

  LLEESS  SSYYSSTTEEMMEESS  NNOONN  LLIINNEEAAIIRREESS  ::  

DDEESSCCRRIIPPTTIIOONN  EETT  CCOOMMMMAANNDDEE  

I. Introduction  

La présence des organes non linéaires dans les boucles de contrôle; nous incite à 

dépeindre le comportement non linéaire du système global. Il s’agit de nouveaux 

comportements, comparativement aux systèmes linéaires dont la mise en évidence des 

outils d’analyse et des théories de stabilité permettent la mise en place de nombreux  

outils et techniques de contrôle, cependant, le contrôle non linéaire nécessite d’autres 

outils d’analyse et de nouvelles théories de stabilité. 

Dans ce chapitre, nous décrivons quelques propriétés des systèmes non linéaires, les 

éléments de base de la théorie de stabilité des systèmes non linéaire et nous évoquerons 

les principales méthodes de commande non linéaires. 

It is known that at a certain angular velocity ellipsoidal forms cease to 
be the forms of equilibrium of a rotating liquid. In this case, do they 
not shift into some new forms of equilibrium which differ little from 
ellipsoids for small increases in the angular velocity?  

By Chebyshev 
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II. Propriétés des systèmes non linéaires       

Les systèmes non linéaires sont gouvernés par des équations différentielles non linéaires, 

leur comportement est assez différent des systèmes linéaires, dû à un ensemble de 

caractéristiques. Parmi lesquelles on peut citer : 

1. Temps d’échappement fini- Finite escape-time- 
Dans les systèmes linéaires, les états instables, tendent vers l’infini, lorsque le temps tend 

vers l’infini, pour les systèmes non linéaires, ces états tendent vers l’infini pour un temps 

fini 

2.  Points d’équilibre multiples 
Pour  un système non linéaire décrit par 

)(xfx =&  (1.1) 

Le point d’équilibre est défini comme étant le point pour lequel la dynamique du système 

est nulle, analytiquement  c’est les racines de l’équation 0)( =xf  

 Pour un système linéaire, le point d’équilibre est unique, contrairement au système non 

linéaire qui présente plusieurs points d’équilibre. Il est à noter que la stabilité du système 

non linéaire, au voisinage de point d’équilibre, dépend des conditions initiales. 

Le comportement du système au voisinage du point d’équilibre est étroitement lié aux 

modes de la matrice A  du système linéarisé, différents états peuvent être distingués [13].      

3. Oscillations Subharmoniques, harmoniques où apériodiques    
Un système non linéaire, sous une excitation sinusoïdale, peut présenter une sortie 

sinusoïdale avec des fréquences multiples, sub-fréquences et des oscillations 

apériodiques.    

4. Cycles limites     
Les systèmes non linéaires peuvent exhiber des oscillations à amplitudes et fréquences 

fixes en l’absence d’une entrée exogène, ces oscillations sont appelées cycles limites. 

5.  Bifurcation 
La théorie de la bifurcation a montré que le changement quantitatif des paramètres du 

système entraîne un changement qualitatif dans son comportement, ainsi la stabilité peut 

être affectée par ce changement quantitatif. 
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6.  Chaos  
Les systèmes non linéaires présentent un phénomène chaos qui est défini par la sensibilité 

de la sortie vis-à-vis un changement des valeurs initiales  

III. Analyse des systèmes non linéaires 

L’analyse des systèmes non linéaires révèle une importance énorme dans l’étude des 

systèmes, ce dévoilement est dû à la puissance des outils théoriques d’analyse dans 

l’exploration des caractéristiques du système, contrairement  à la simulation qui, 

lorsqu’elle n’est pas guidée par une étude théorique, risque de donner des résultats ne 

couvrant pas la réalité du système. Outre, la synthèse des lois de commande non linéaires 

repose, essentiellement, sur une analyse a priori [2]. 

Maintes méthodes d’analyse existent et peuvent être divisées en deux grandes catégories, 

graphique et analytique. Dans la première catégorie, la méthode du plan de phase 

applicable pour les systèmes deuxième ordre, tente de décrire le comportement du 

système par rapport aux points d’équilibre à travers un tracé dans un plan à deux 

dimensions appelé plan de phase. 

Les deux méthodes de Lyapunov, connues sous les noms de la première et la seconde 

méthode, représentent des outils analytiques puissants. Dans la première méthode, 

appelée également méthode de linéarisation,  il s’agit d’analyser la stabilité du système 

non linéaire au voisinage du point d’équilibre à travers une approximation linéaire, la 

mise en évidence de cette méthode, permet l’utilisation des systèmes de contrôle linéaire. 

Cependant, la seconde méthode est plus générale et elle repose sur le principe d’énergie 

pour analyser la stabilité, «un système physique est stable, si son énergie mécanique 

totale, diminue avec le temps», Lyapunov a pu décrire une fonction similaire ayant les 

propriétés de l’énergie et pour laquelle l’analyse de stabilité devient plus commode. 

La méthode des fonctions descriptives, appelée également méthode de la transmittance 

équivalente, est une méthode approximative, utilisant des équivalents linéaires pour 

approximer le comportement des organes non linéaires afin d’analyser le système 

résultant dans le domaine fréquentiel. Cette méthode ne se restreint pas aux systèmes 

deuxième ordre, contrairement à la méthode plan de phase. Comparativement à la 

méthode Lyapunov qui utilise des fonctions adéquates, cette méthode est très simple et 

très commode. Elle est utilisée principalement dans la prédiction des cycles limites ainsi 

que dans la prédiction de subharmonique et de la réponse, face à une excitation 
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sinusoïdale. Elle présente autant d’avantages, elle est applicable et pour les système 

d’ordre inférieur et pour des systèmes d’ordre supérieur, de plus, cette méthode permet 

aux automaticiens d’utiliser les notions acquises pour le contrôle linéaire, du fait qu’elle 

utilise le domaine fréquentiel, également elle peut travailler même pour des non linéarité 

dures, l’inconvénient majeur de cette méthode et de trouver l’approximation adéquate. 

Dans ce chapitre nous nous limitons à la description en détail de la deuxième méthode de 

Lyapunov qui sera la base du calcul des contrôleurs non linéaires utilisés dans nos 

approches    

III.1. Analyse par la seconde méthode  de Lyapunov  

Pour les systèmes linéaires, la stabilité repose sur la nature des valeurs propres du 

système, les systèmes non linéaires nécessitent d’autres outils pour l’analyse de la 

stabilité autour d’un point d’équilibre. En 1892, le mathématicien russe Alexander 

Mikhailovich Lyapunov, développait une théorie de stabilité pour les systèmes non 

linéaires et établissait les méthodes d’analyse. La seconde méthode de Lyapunov est 

brièvement introduite dans cette section [2], [13], [14].         

III.1.1. Définitions et théorèmes  

Définition 1.1 

Pour le système (1.1), on considère que nDf ℜ→:  , nD ℜ⊂ ,est localement Lipschitz 

et soit 0=x , un point d’équilibre pour le système, ce point est : 

 Stable, si pour tout 0>ε , il existe 0)( >= εδδ tel que : 

εδ <⇒< )()0( txx , 0 ≥∀ t  
 Asymptotiquement stable, s’il est stable et si δ peut être choisi tel que : 

0)(lim)0( =⇒<
∞→

txx
t

δ  

 Instable, autrement  

Théorème1.1 : Stabilité locale 

Soit x0 =0 le point d’équilibre pour le système (1.1) et soit une fonction ℜ→DV : , 

continûment différentiable dans un voisinage D de x0. Le point d’équilibre est stable si : 

 0)0( =V ; 0)( >xV  sur { }0−D et 0)( ≤xV& sur D 
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Figure I.1: Niveaux de surfaces de Lyapunov 

c1<c2<c3 

c3

c2

V1(x)=c1

 Il est asymptotiquement stable si 0)( <xV& sur { }0−D  

La fonction V est appelée fonction de Lyapunov, les surfaces cxV =)(  pour tout 0>c , 

sont appelées surfaces de Lyapunov ou surfaces de niveaux,  La figure (I.1), montre 

l’interprétation graphique de ce théorème. La condition 0)( ≤xV&  implique que la 

trajectoire de phase coupe la surface de Lyapunov cxV =)(  et elle évolue à l’intérieur de 

l’ensemble { }cxVx nc ≤ℜ∈=Ω )( , cette trajectoire ne peut , en aucun cas,  être à 

l’extérieur de cet ensemble, cependant, lorsque 0)( <xV&  , la trajectoire de phase évolue 

d’une surface de Lyapunov à une autre intérieure, en décrémentant c , ce qui implique que 

la trajectoire de phase tend vers le point d’équilibre après un certain temps.  

Il à noter que lorsque 0)( ≤xV& , le point d’équilibre est stable, d’après le théorème (1.1), 

cependant on ne pas conclure que la trajectoire de phase tend vers ce point d’équilibre, le 

théorème de Lasalle traite ce point.[14][15]    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En se basant sur la définition énergétique de la stabilité, une classe de fonctions de formes 

quadratiques définit les fonctions candidates de Lyapunov, cette classe a la forme 

suivante : 
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∑∑
= =

==
n

i

n

j
jiijT xxpPxxxV

1 1
)(  (1.2) 

Théorème 1.2 (théorème de Barbashin-Krasovskii) : stabilité globale 

Soit une fonction ℜ→ℜnV : , continûment différentiable, est soit le système (1.1) avec 

un point d’équilibre situé à l’origine ; si : 

 0)0( =V  et 0,0)( ≠∀> xxV  

 ∞→⇒∞→ )(xVx  

 0,0)( ≠∀< xxV&  

Le point d’équilibre a une stabilité asymptotique globale. 

Sous la deuxième condition, la fonction V est dite radialement non bornée (radially 

unbounded).  La détermination de la stabilité asymptotique joue un rôle essentiel pour les 

systèmes non linéaires. Cette importance réside dans la dérivée de la fonction de 

Lyapunov qui est, dans la plus part des cas, semi-définie négative  ce qui est interprété par 

une stabilité marginale du point d’équilibre. Dans ce sens il est nécessaire d’évoquer 

d’autres théorèmes qui permettent d’étudier la stabilité asymptotique. 

Définition 1.2 

Soit )(tx la solution du système (1.1). le point p est appelé limite positive pour )(tx s’il 

existe une séquence { }nt  avec  ∞→nt  pour ∞→n  , telle que ptx n →)(  pour ∞→n . 

L’ensemble de toutes les limites positives est appelé l’ensemble de limites positives. 

 Définition 1.3 

Soit )(tx la solution du système (1.1). Un ensemble Ω  est appelé un ensemble invariant 

pour ce système, si toute trajectoire de phase commençant dans Ω , reste dans Ω  , lorsque 

le temps évolue : 

ℜ∈Ω∈⇒Ω∈ ttxx  ,)()0(  

L’ensemble Ω est appelé ensemble positivement invariant, si : 

0 ,)()0( ≥Ω∈⇒Ω∈ ttxx  

Le plus grand l’ensemble invariant, est l’union de tous les ensembles invariants  
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 Définition 1.4 

On dit que la solution )(tx  s’approche de l’ensemble Ω  quand t s’approche de l’infini, si 

pour tout ε > 0, il existe T > 0 tel que : 

TtmtxMtxdist
m

>∀<−=
Ω∈

 ,)(inf)),(( ε  

Théorème 1.3 (Théorème de Lasalle) 

Soit un ensemble compact (fermé et borné) Ω ,  tel que toute solution x(t) du système 

(1.1), commençant dans Ω , reste dans Ω , lorsque le temps évolue dans Ω . 

Soit une fonction continûment différentiable ℜ→Ω :V avec 0)( ≤xV&  dans Ω  et soit 

{ }0)( =Ω∈= xVxE & . Si M est le plus grand ensemble invariant dans E , alors toute 

solution commençant dans Ω  s’approche de l’ensemble M  lorsque ∞→t . 

Contrairement au théorème de Lyapunov, le théorème (1.3) n’exige pas que la fonction V 

soit positive définie. Egalement la construction de l’ensemble Ω  n’est pas liée à la 

construction de la fonction V.  Cependant dans certaines applications la construction de la 

fonction V peuvent assurer l’existence de l’ensemble Ω  ; si { }cxVx n
c ≤ℜ∈=Ω )(  est 

bornée et si 0)( ≤xV&  dans cΩ   alors on peut prendre cΩ=Ω  

Il est à noter que lorsque la fonction V est positive définie alors l’ensemble cΩ est borné 

pour des petites valeurs de c>0, ce qu’est ne pas le cas lorsque V n’est pas définie 

positive, l’ensemble cΩ n’est pas nécessairement borné. 

Lorsque le problème consiste à établir une stabilité asymptotique de l’origine (supposé 

point d’équilibre) on se met devant la démonstration que le plus grand ensemble invariant 

c’est l’origine [13].   

III.1.2. Détermination de la fonction de Lyapunov  

Après avoir donné quelques notions et théorèmes de stabilité, il est nécessaire de 

considérer le problème de  la détermination de la fonction de Lyapunov. Notons que pour 

un système linéaire invariant dans le temps  sous la représentation d’état Axx =& , l’étude 

de la stabilité repose essentiellement sur les modes de la matrice A, pour le système non 

linéaire (1.1), ils existent quelques méthodes pour la détermination de la fonction de 

Lyapunov. Toutes ces méthodes s’articulent sur la fonction candidate (1.2). 
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Pour le système (1.1), on considère un point d’équilibre situé à l’origine. Soit la matrice 

jacobienne : 

0
)(

=∂
∂

= xx
xfA  (1.3) 

Alors : 

 Le point s’équilibre est asymptotiquement stable si 0Re <iλ pour tous les 

valeurs propres de la matrice A     

 Le point s’équilibre est instable si 0Re >iλ pour une ou tous les valeurs 

propres de la matrice A     

III.1.2.1. Méthode de Krasovskii  

Théorème1.5 Krasovskii  

Pour le système (1.1) ayant comme point d’équilibre, l’origine, on défini la matrice 

jacobienne: 

x
xfxA

∂
∂

=
)()(  (1.4) 

Si la matrice TAAF += est définie négative, au voisinage d’une région Ω , alors le point 

d’équilibre est asymptotiquement stable et la fonction de Lyapunov peut s’écrire sous la 

forme : 

)()()( xfxfxV T=  (1.5) 

 

Si Ω  représente l’espace d’état entier  et si ∞→)(xV  lorsque ∞→x , alors le point 

d’équilibre est globalement asymptotiquement stable. 

III.1.2.2. Méthode de Krasovskii généralisée 

Théorème1.6  Krasovskii 

Pour le système (1.1) ayant comme point d’équilibre, l’origine, avec sa matrice 

jacobienne A ,  le point d’équilibre est asymptotiquement stable ; s’il existe deux matrices 

symétriques définies positives P et Q  telle que : QPAPAxFx T ++=≠∀ )( ,0 , 
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est semi- définie négative au voisinage de point d’équilibre, la fonction de Lyapunov peut 

s’écrire sous la forme : 

)()()( xPfxfxV T=  (1.6) 

III.1.2.3. Méthode du gradient variable   

Elle consiste à calculer la fonction de Lyapunov par intégration d’un gradient supposé 

connu, l’algorithme de raisonnement est le suivant : 

 Proposer un gradient sous la forme ∑
=

=∇
n

j
jiji xaV

1
   

 Trouver les coefficients ija pour satisfaire la condition de boucle (curl 

condition) telle que : n:1ji,   , =
∂

∂∇
=

∂
∂∇

i

j

j

i

x
V

x
V  

 Remplacer les valeurs de ija dans  la formule du gradient, assurer que 0≤V&  

 Calculer 

∫ ∫∫ ∇+∇+∇=
21

0 0
212212

0
111 )...,(.......)0...,()0...0,(

x x

nnn

x n

dxxxxVdxxxVdxxVV
 

 S’assurer que V  soit définie positive  

IV. Commande des systèmes non linéaires 

Dans ce qui précède, nous avons décrit l’ensemble des outils mathématiques nécessaires 

pour l’analyse des systèmes non linéaires. Dans ce qui suit, différentes approches de 

commande sont présentées, ces approches peuvent se diviser en deux grandes catégories, 

la commande indirecte et la commande directe, dans la commande indirecte, l’objectif 

consiste à généraliser les différentes commandes linéaires, reposant sur la représentation 

d’état, pour les systèmes non linéaires, à travers une linéarisation, cette technique est dite 

linéarisation par contre-réaction (Feedback linearization), ces approches sont appliquées 

généralement pour les systèmes qui ne présentent aucune incertitude dans leurs 

dynamiques. L’approche directe consiste à élaborer des techniques plus appropriées aux 

systèmes non linéaires avec incertitudes, dans ce cas il s’agit généralement  de la 

commande robuste et la commande adaptative [2], [16].    
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Dans ce paragraphe nous introduisons brièvement les principales  méthodes de synthèse 

des contrôleurs non linéaires. 

IV.1. Linéarisation par contre-réaction: Feedback linearization  

Ce type de commande a fait son apparition dans les années 1980 avec les travaux d'Isidori  

et les apports de la géométrie différentielle. Un grand nombre de systèmes non linéaires 

peuvent être partiellement ou complètement transformés en systèmes possédant un 

comportement entrée-sortie linéaire ou entrée-état linéaire à travers un choix approprié 

d'une loi de commande par retour d'état non linéaire. Lorsque la dynamique des zéros sont 

stables, il est possible de transformer le système non linéaire en une chaîne d’intégrateurs. 

Après linéarisation, les techniques classiques du linéaire peuvent être appliquées. Cette 

approche a souvent été employée pour résoudre des problèmes pratiques de commande 

mais elle impose que le vecteur d'état soit mesuré et demande un modèle précis du 

procédé à commander. De plus, les propriétés de robustesse ne sont pas garanties face aux 

incertitudes paramétriques du modèle. En effet, cette technique est basée sur l'annulation 

exacte des termes non linéaires. Par conséquent, la présence d'incertitudes de 

modélisation sur les termes non linéaires rend l'annulation inexacte et l'équation entrée-

sortie résultante non linéaire [1],[2]. 

Dans ce contexte deux variantes existent, la première dite linéarisation entrée-états (Input-

states feedback linearization) et qui utilise le principe de placement des pôles par retour 

d’état pour les systèmes linéaires, il s’agit de transformer le système non linéaire en 

système linéaire via des transformations entrée-état adéquates. Le problème et de définir 

les classes des systèmes non linéaires obéissant à une telle transformation et de trouver la 

transformation adéquate et appropriée et à travers cette transformation, après cette 

transformation on se met face à une dynamique linéaire dont les techniques de commande 

linéaires sont applicables facilement.  

Dans la deuxième technique appelée linéarisation par entrée –sortie (output-states 

feedback linearization) il s’agit de décrire une relation linéaire directe entre la commande 

u  et la sortie y , via une nouvelle variable de commande v . La synthèse passe trois 

étapes. Dans une première étape, on s’intéresse à la génération d’une relation entre u  

et y par le biais des dérivées successives de la sortie. Cependant cette étape permet de 

générer un ensemble d’états internes inobservables appelé dynamique interne, dans la 

deuxième étape on s’intéresse  étudie le comportement de la dynamique interne à travers 
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l’étude de stabilité des zéros dynamiques définis en absence du signal de commande. 

Dans la dernière étape il s’agit de concevoir le contrôleur approprié et par conséquent, il 

est judicieux de concevoir un contrôleur qui, à la fois, assure la stabilité dans la boucle et 

dans la dynamique interne. 

IV.2. La commande Backstepping 

Développée par  Kokotovitć, la commande backstepping utilise le principe de stabilité de 

Lypunov pour le calcul de la loi commande récursivement, c’est une méthode multi- 

étapes opérant sur les systèmes ayant une forme d’état triangulaire (strict-feedback 

systems), elle utilise la notion de la commande virtuelle et l’ajout des intégrateurs à 

chaque étape. Le chapitre suivant  présente une étude en détail de cette méthode  de 

commande. 

IV.3. La commande adaptative 

Selon la définition de webster : « l’adaptation est un auto – changement, permettant un 

comportement conforme et approprié face à un changement des circonstances ». La 

commande adaptative est une approche utilisée pour les systèmes ayant des paramètres 

incertains, provenant des incertitudes dans les paramètres du système (incertitudes 

structurés) ou des simplifications dans la dynamique du système (incertitudes non 

structurés), elle est basée sur le concept de l’estimation en ligne des paramètres  pour 

l’ajustement d’une loi de commande. 

Cette commande a été développée vers les débuts des années 1950, pour la conception des 

autopilotes assurant de hautes performances des avions travaillant avec de grande  

vitesses et grande altitudes [16], les automaticiens se sont vite aperçus en effet qu’un 

contrôleur avec des paramètres fixes n’était pas toujours capable d’assurer les 

performances voulues, par exemple dans le cas où les paramètres du système variaient 

avec le temps. En 1958, Whittaker, Yamron et Kezer élaborèrent la “MIT Rule” 

(algorithme du gradient).  

Deux approches existent, une commande adaptative indirecte, dite également commande 

adaptative explicite, dans laquelle les paramètres du système sont estimés en ligne pour le 

calcul des paramètres du contrôleur et une approche directe, dite aussi approche implicite, 

qui repose sur l’estimation en ligne des paramètres de contrôleur afin de les utiliser dans 
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la paramétrisation du système, à travers une relation étroite liant les paramètres du 

contrôleur et les paramètres du système. 

La conception d’une commande adaptative passe obligatoirement par trois étapes : 

 Choix de la loi de contrôle 

 Choix de la loi d’adaptation 

 Analyse de la convergence 

Deux principaux schémas peuvent être cités pour le contrôle adaptatif : la commande 

adaptative à modèle de référence et la commande auto-ajustable. 

IV.4. Le contrôle flou     

Depuis l’établissement  de la théorie de la logique floue par A.LOTFI .ZADEH en 1965, 

[17] qui opère sur des variables linguistiques, le contrôle flou a connu une vaste 

utilisation et il est devenu un outil actif et fructueux pour le développement des 

contrôleurs fiables pour les systèmes non linéaires ainsi que dans la modélisation 

[18],[19]. La structure d’un contrôleur flou est basée essentiellement sur des informations 

heuristiques fournies par un opérateur expérimenté agissant sur le système, ces 

informations forment une base de connaissance pour le système à commander servant 

l’émulation de la décision humaine.         

Les principaux avantages d’un contrôleur à logique floue sont : 

 La possibilité d’extraire une stratégie de contrôle automatique à partir d’une 

stratégie de contrôle linguistique basée sur une expertise humaine. 

 Une implémentation adéquate et facile des FLC dans la commande des 

systèmes. 

Bien que ces contrôleurs ont connu une vaste utilisation grâce à leurs efficacité et fiabilité 

dans la commande des procédés complexes, des difficultés sont apparues telles que   

 Le domaine d’expertise n’est pas toujours disponible. 

 Les opérateurs ne peuvent pas facilement transformer leurs connaissances en 

une caractérisation algorithmique nécessaire pour une extraction d’une 

stratégie de contrôle automatique. 



 Systèmes non linéaires 

 
 
 

Page 16  
  

Pour cela plusieurs approches systématiques de conception de FLC ont été développées 

ces dernières années [20],[21],[22],[23],[24],[25] ,[26] . L’étude en détail de cette 

technique de commande est présentée en annexe B.  

IV.5. Le contrôle neuronal 

Les réseaux de neurones artificiels sont  des algorithmes et des représentations 

mathématiques imitant massivement le fonctionnement des réseaux de neurones 

biologiques. Ils ont montrés leurs efficacité et fiabilité dans de nombreux problème de 

contrôle, de traitement du signal, traitement d’image, reconnaissance de formes et dans 

l’estimation et l’identification. Leur origine vient de l’essai de modélisation du neurone 

biologique par Mcculoch et Pitts, ils supposent que l’impulsion nerveuse est le résultat 

d’un calcul simple effectué par chaque neurone et que la pensée née grâce à l’effet 

collectif d’un réseau de neurones interconnecté. 

L’implantation de la théorie neuronale dans la commande se fait à travers un perceptron  

multicouches, le perceptron est un  neurone artificiel développé par Rosenblat [27], selon 

le schéma (I.2), la sortie du neurone y  dépend des entrées ix  pondérées par les poids iw  

appelés poids synaptique  et d’une certaine fonction  
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Figure I.2 : le neurone formel 
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Ce neurone formel permet l’introduction d’un perceptron multicouches ou réseaux dont la 

propagation est directe et la valeur de la sortie présente  ne dépend pas des sorties 

précédentes. Cette structure est très utilisée dans l’identification et le contrôle, elle 

constitue un approximateur universel : des recherches ont montrée que le perceptron 

multicouche peut approximer n’importe qu’elle fonction entrée/sorties sous réserve de 

mettre suffisamment de neurones dans la couche cachées et d’utiliser des sigmoïdes pour 

la fonction d’activation.       

V. Sommaire 

Dans ce chapitre nous avons présenté les systèmes non linéaires leurs propriétés, les 

méthodes d’analyse et les principales méthodes de commandes non linéaires. Notons 

qu’ils existent d’autres méthodes de commande et qui représentent des mécanismes 

hybrides entre les méthodes et approches citées  [28]-[38].  
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CCHHAAPPIITTRREE  IIII  

LLAA  CCOOMMMMAANNDDEE  BBAACCKKSSTTEEPPPPIINNGG    

I. Introduction  

La commande Backstepping, développée par Petar V. Kokotović, est généralement 

reconnue plus intéressante que la  commande par linéarisation du fait qu’elle évite le 

principe d’annulation des non linéarités et repose sur l’utilisation d’autres concepts 

pouvant améliorer les performances du régime transitoire. 

C’est une approche récursive à retour d’état, basée sur la théorie de stabilité de Lyapunov 

applicable à une classe de systèmes non linéaires, dit triangulaire. Le principe de base 

consiste à considérer les états du système comme des «commandes virtuelles» servant à la 

détermination de la loi de commande exacte via différentes étapes.  

Dans une première étape, on calcule une loi de commande virtuelle conduisant un état 

vers une position d’équilibre tout en assurant la négativité de la fonction de Lyapunov 

associée, cette commande virtuelle est considérée comme la valeur désirée du deuxième 

état, il s’agit alors, dans une seconde étape, de réaliser cet objectif, une fonction de 

Petar Kokotovic 
1936- 

It is a joy to feel this feedback from so many of you here today….  

By Kokotovic 
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Lyapounov augmentée associé à l’erreur entre le deuxième état et la commande virtuelle 

calculée précédemment est mise en place, la négativité de cette fonction, incite la 

définition d’une deuxième loi de contrôle virtuelle. On suit le même raisonnement, la 

commande finale sera déterminée à partir des lois de commande virtuelles calculées  

précédemment. Ce raisonnement peut être interprété par l’ajout des intégrateurs à chaque 

étape [39], [40].  

Dans ce chapitre nous introduisons les principes de base de cette méthode. Nous 

commençons par quelques définitions et théorèmes préliminaires ensuite nous décrirons 

la méthode backstepping. 

II. Préliminaires  

Soit le système non linéaire suivant : 





=ℜ∈ℜ∈
=

0)0,0(,,
),(

fux
uxfx

n

&
 (2.1) 

L’approche repose sur les concepts de la  stabilité entrée-états (Input –state- stability ISS)  

introduite par Stonag[41]  et  de la fonction Lyapunov de control (Control Lyapunov 

function clf) introduite par Artstein [42]. Dans ce qui suit, nous présentons des rappels sur 

ces deux notions.  

Définition 2.1 [39] 

Le système (2.1) possède une stabilité entrée- états (ISS) si pour toute valeur )0(x et  pour 

tout contrôle ℜ∈u continu et borné sur [ ]∞0 , la solution existe 0≥∀t et satisfaire la  

condition  

0 ),)(sup(),)0(()(
0

≥∀+≤
≤≤

tutxtx
t

τγβ
τ

 

Avec ),( tsβ et )(sγ des fonctions strictement croissantes de +ℜ∈s  avec 0),0( =tβ et 

0)0( =γ , de plus la fonction β est décroissante de t avec   s 0,t)(s, 
t

+
∞→

ℜ∈∀=βlim
 

Définition 2.2 [39] 

Une fonction lisse, illimitée radialement et définie positive +ℜ→ℜnV : est dite fonction  

Lyapunov de control (clf) pour le système (2.1) si 



La commande Backstepping 

 
 
 

Page 20  
  

0,0),()(inf ≠∀<








∂
∂

ℜ∈
x uxfx

x
V

u
 

Ce concept vient  de préciser le meilleur choix de la fonction de Lyapunov afin de réaliser 

une commande stabilisante, l’existence de la CLF  est équivalente à une stabilité 

asymptotique globale. Pour les systèmes affines tels que: 

uxgxfx )()( +=&  avec 0)0( =f  (2.2) 

Sontag a proposé une formule appropriée pour déterminer la loi de commande stabilisante 

[39]. Cependant cette conception est commode pour des représentations scalaires. Pour 

des systèmes d’ordre élevé, la formule s’avère difficile et pour remédier à cette 

restriction, Kokotović a mis en évidence une structure de commande pour une classe de 

système non linaires dite triangulaire, cette approche est gouvernée par un ensemble de 

lemmes et de définitions. 

III. Principes de base  

Supposition 2.1  

Considérons le système (2.2), avec nx ℜ∈ son  vecteur d’état et u le signal de commande, 

alors  il existe une loi de contrôle par retour d’état,  continûment différentiable :   





=
=

0)0(
)(

α
α xu  (2.3) 

Et une fonction lisse, radialement illimitée et définie positive ℜ→ℜn V : telle que : 

nxxWxxgxf
x
xV

ℜ∈∀≤−≤+
∂

∂  ,0)())()()(()( α  (2.4) 

Avec  ℜ→ℜnW :  semi définie positive. 

Sous cette supposition la loi de commande (2.3) appliquée au système (2.2) assure que la 

solution )(tx est globalement bornée. Il résulte que la convergence rapide peut être 

obtenue selon le théorème de Lasalle-Yoschizawa, avec nℜ=Ω , )(tx converge vers le 

plus grand ensemble invariant M contenant dans { }0)( =Ω∈= xWxE , si W(x) est semi-

définie positive alors la loi(2.3) donne  à l’origine une stabilité asymptotique globale.       

 

 

 



La commande Backstepping 

 
 
 

Page 21  
  

Supposition 2.2  

Supposons  que pour la supposition (2.1) V(x) est semi-définie positive et que le système 

(2.2) sous la loi de commande (2.3) présente la propriété que x(t) est borné si V(x) est 

bornée. 

Sous cette supposition la loi de commande (2.3), outre la limite globale de x(t) elle assure 

aussi une régulation de W(x).     

Ces deux suppositions vont servir à l’établissement des lois de commande stabilisante 

backstepping pour deux cas: en absence d’incertitude et en présence d’incertitude.      

IV. Conception en absence d’incertitudes 

IV.1. Intégrateur Backstepping 

Lemme 2.1 : [40] 

Considérons le système (2.2) augmenté par un intégrateur tel que 





=
+=

u
xgxfx

ξ
ξ

&

& )()(
  

(2.5a) 

(2.5b) 

 On suppose que l’équation (2.5a) admet ξ comme sa loi de contrôle et qu’elle satisfait la 

supposition (2.1), alors: 

 Si )(xW  est définie positive, la fonction 2))((
2
1)(),( xxVxVa αξξ −+=   est 

une CLF pour le système global (2.6) et il existe une loi de commande par 

retour d’état : 

0 ),()())()()(())(( >
∂
∂

−+
∂
∂

+−−= cxgx
x
Vuxgxfx

x
xcu ααξ  (2.6) 

qui rend le point d’équilibre (0,0) globalement asymptotiquement stable.  

 Si )(xW  est, seulement, semi-définie positive, il existe une loi de commande 

par retour d’état, qui rend 0),( ≤−≤ ξxWV aa
& telle que 0),( >ξxWa  quand 

0)( >xW ou )(xαξ ≠ . Ce qui garanti une limite globale et une convergence 

de [ ] 1)()( +ℜ∈ nTttx ξ  dans le plus grand ensemble invariant contenu dans 

l’ensemble : 

[ ]{ })(,0)(1 xxWxE nT
a αξξ ==ℜ∈= +  
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Pour généraliser ce théorème à plusieurs intégrateurs, deux cas ont été étudiés : 

backstepping avec  un bloc linéaire et backstepping avec un  bloc non linéaire.  

IV.2. Backstepping avec un bloc linéaire 

Lemme 2.2 [40]  

Considérons le système sous une forme cascade: 





ℜ∈ℜ∈=+=
ℜ∈ℜ∈=+=

uhybuA
yxfyxgxfx n

, , ,
,,0)0(  ,)()(

qξξξξ&
&

  
(2.7a) 

(2.7b) 

Avec (2.7b) est un système a phase minimale avec un degré relatif égale à un ( 0≠hb ), si 

le système (2.7a) satisfait la supposition (2.2), en admettant y comme signal de contrôle 

(une loi de contrôle virtuelle), alors il existe une loi de commande par retour d’état 

garantissant une limite globale et une convergence de [ ] qnTttx +ℜ∈)()( ξ  vers le plus 

grand ensemble invariant contenu dans l’ensemble : 

[ ]{ })(,0)( xyxWxE qnT
a αξ ==ℜ∈= + , 

Cette loi de commande est donnée par : 

0,)()())()()(())((1
>









∂
∂

−+
∂
∂

+−−−= cxgx
x
Vyxgxfx

x
hAxyc

hb
u αξα   (2.8) 

En outre, si )(xV et )(xW sont définies positives alors le point d’équilibre (0,0) est 

globalement asymptotiquement stable.   

IV.3. Backstepping avec un bloc  non linéaire 

Lemme 2.3 [40] 

Considérons le système en  cascade de forme : 







==
ℜ∈ℜ∈+=

ℜ∈ℜ∈=+=

0)0(,
,,),(),(

,,0)0(,)()(

hhy
u  uxxm

yxf  yxgxfx
q

n

ξ
ξξβξξ&

&

 
(2.9a) 

(2.9b) 

Avec (2.9b)  globalement défini avec un degré relatif  égale à un uniformément dans x, de 

plus on suppose que son sous-système définissant les zéros dynamiques est ISS, en 

admettant y comme signal de contrôle, alors, sous la supposition(2.2),  il existe une loi de 

commande par retour d’état garantissant une limite globale et une convergence de 
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[ ] qnTttx +ℜ∈)()( ξ  dans le plus grand ensemble invariant contenu dans l’ensemble 

[ ]{ })(,0)( xyxWxE qnT
a αξ ==ℜ∈= + , cette loi de commande est donnée par : 

0,)()())()()((),()())((

),()(
1

>








∂
∂

−+
∂
∂

+
∂
∂

−−−









∂
∂

=
−

cxgx
x
Vyxgxfx

x
xmhxyc

xhu

αξξ
ξ

α

ξβξ
ξ   (2.10) 

En outre, si )(xV et )(xW sont définies positives alors le point d’équilibre (0,0) est 

globalement asymptotiquement stable.   

Ce lemme est généralisable pour les deux classe de systèmes non linaires strict- feedback 

et pur- feedback, le lecteur peut se référer au [39], nous nous limitons ici à la définition de 

ces deux classes  

Définition 2.3 système strict – feedback  

Un tel système a pour représentation d’état sous cette forme : 














+=

+=

+=
+=

−−−−−

uxgxf

xgxf

xgxf
xgxfx

kkkkk

kkkkkk

),....,,(),....,,(.
),....,,(),....,,(..

.
),(),(

)()(

11

1111111

211111
1

ξξξξξ

ξξξξξξ

ξξξξ
ξ

&

&

&
&

 

Définition 2.4 système pur – feedback  

Un tel système a pour représentation d’état sous cette forme : 














=

=

=
+=

−−−

),,....,,(.
),,....,,(..

.
),,(
)()(

1

1111

2111
1

uxf

xf

xf
xgxfx

kkk

kkkk

ξξξ

ξξξξ

ξξξ
ξ

&

&

&
&

 

Pour ces deux systèmes la loi de commande se détermine par une formulation récurrente [39].  
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V. Exemple de calcul  

Considérant un système non linéaire modélisé par la représentation d’état suivante : 









+=
+=
+=

),,(
    ),( 

        )(

32133

21232

1121

xxxfux
xxfxx

xfxx

&

&

&

 (2.11) 

 

Ce système est illustré par la figure (II.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

L’objectif est de ramener l’état x1 vers un état désiré x1d. 

Soit x1d=0, pour simplifier, le calcul de la loi de commande passe par les étapes 

suivantes : 

1ère Etape :  

Dans cette étape, l’objective et de faire conduire l’état x1 vers sa valeur désirée. Pour cela 

considérons la fonction  de Lyapounov : 

2
111 5.0)( xxV =  (2.12) 

La condition de négativité de cette fonction candidate  0)( 11 ≤xV&  , permet d’écrire : 

)(0. 111121
1

1
1

1

11 xfxcxf
dx
dV

x
dx
dV

dt
dV

−−=⇒≤== &  (2.13) 

Figure II. 1 Bloc fonctionnel du système (2.11)  
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L’équation (2.13) définit une loi de commande virtuelle pouvant assurer notre objectif, 

cette loi est notée : 

)( 112 xx α=  (2.14) 

Un changement de variables adéquat de type : 





−=
=

122
11

αxz
xz  (2.15) 

Ceci permet d’écrire une nouvelle représentation d’état : 









++=
−++=

+−=

)),(,(
    )(z))(,(z

3112133

111121232

2111

xzzzfux
zzzfx

zzcz

α
αα

&

&&

&

 (2.16) 

2èmeEtape :  

Dans cette étape, le but  est de minimiser l’écart 2z , ce qui s’interprète par la réalisation 

de la loi de commande virtuelle )( 11 xα . Une fonction de Lyapounov augmentée est 

introduite : 

2
2

2
1

2
211212 5.05.05.0)(),( zzzzVzzV +=+=  (2.17) 

De la même façon, la négativité de V2 permet d’extraire une deuxième loi de commande 

virtuelle : 

2221

212
2
1122112

2

2
1

1

22 0)(000

zczz                                                                                 

zzzzczzzzz
dz
dVz

dz
dV

dt
dV

−=+⇒

≤++−⇒≤+⇒≤+⇒≤

&

&&&&&
 

Ce qui est traduit par le choix de la commande virtuelle suivante: 

121222123 ),( αα &+−−−== fzzczzx  (2.18) 

3ème Etape :  

Posons 233 α−= xz , alors le système (2.16) devient : 









−+++=
+−−=

+−=

22113112133

32212

2111

)),(),(,(
    z

ααα &&

&

&

zzzzzzfuz
zzcz

zzcz
 (2.19) 

A ce système on associé une fonction de Lyapounov : 

2
3

2
2

2
1

2
32123 5.05.05.05.0),( zzzzzzVV ++=+=  (2.20) 

Il vient alors : 
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3332

323
2
22

2
11

3322113
3

3
2

2

3
1

1

33

0)(

000

zczz
zzzzczc

zzzzzzz
dz
dVz

dz
dVz

dz
dV

dt
dV

−=+⇒
≤++−−⇒

≤++⇒≤++⇒≤

&

&

&&&&&&

 

Ce qui conduit à l’extraction de la loi de commande finale :   

23233 α&+−−−= fzzcu  (2.21) 

Notons que tout les ci , i=1,2,3 sont des constantes positives 

VI. Backstepping avec incertitudes 

Dans ce qui précède nous avons décrit l’approche dans le cas d’absence des incertitudes 

dans les non linéarités et avec des paramètres connus. Dans ce qui suit nous entamons 

l’approche dans le cas de présence des incertitudes. Il s’agit d’une stratégie établie pour 

les systèmes avec incertitudes couplées ; la loi de commande et les incertitudes 

apparaissent dans la même équation, cette stratégie est connue sous le nom nonlinear 

damping. 

VI.1. Non linear Damping 

Lemme 2.4 : [40] 

Le système (2.2) est perturbé comme suit : 

)],,()()[()( tuxxuxgxfx T ∆++= ϕ&    (2.22) 

Avec  px ℜ∈)(ϕ  représente un vecteur de fonctions non linéaires lisses connue et  

ptux ℜ∈∆ ),,( est un vecteur de non linéarités  incertaines uniformément bornées pour 

toutes les valeurs de tux ,, . 

Si la supposition (2.1) est réalisée alors )(xW  définie positive et radialement bornée, 

alors le contrôle stabilisant le système en boucle fermé est donné par : 

0,)()()()( 2 >
∂

∂
−= k x  xg

x
xVkxu ϕα    (2.23) 

Cette loi de commande rend le système en boucle fermé ISS à l’égard de l’entrée 

perturbatrice ),,( tux∆  et elle assure une borne uniforme globale de x(t) et une 

convergence. 
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Ce lemme traite la condition de stabilité du système perturbé, cependant, la combinaison 

de ce lemme avec celui qui traite l’intégrateur backstepping peut engendrer un outil 

puissant face à la présence des perturbations, cette combinaison est donnée par le lemme 

suivant. 

VI.2. Backstepping avec incertitudes  

Lemme 2.5 [40]  

On considère le système suivant : 

),,()()()( 1 tuxxFu xgxfx ∆++=&    (2.24) 

avec nxqn xFux ℜ∈ℜ∈ℜ∈ )(,, est une matrice de fonctions connues, non linéaires et  

lisses, qtux ℜ∈∆ ),,(1 est un vecteur de non linéarités incertaines uniformément borné 

pour toutes les valeurs de tux ,, . On suppose qu’il existe une loi de commande )(xu α=  

qui rend )(tx  globalement uniformément stable. Cette loi de commande est établie via 

deux fonctions illimités radialement et définies positive )(),( xW xV  et une constante b tel 

que: 

[ ] bxWtuxxFxxgxf
x
xV

+−≤∆++
∂

∂ )(),,()()()()()(
1α  

Alors pour le système augmenté décrit par : 





∆+=
∆++=

),,,(),(
),,()()()(

2
1

tuxx u
tuxxFxgxfx

T ξξϕξ
ξ

&
&

 
(2.25) 

 Avec  px ℜ∈),( ξϕ est un vecteur de fonctions connues non linéaires et lisses,  

ptux ℜ∈∆ ),,,(2 ξ  est un vecteur de non linéarités incertain uniformément bornées pour 

toutes les valeurs de tux ,,,ξ . La loi de commande garantissant une borne uniforme de 

)(tx et )(tξ  est donnée par : 

[ ] [ ]

[ ]












∂
∂

+−−

∂
∂

−+
∂

∂
+−−=

2
2 )()(),()(

)()()()()()(

 xF
x
x  x   xk

xg
x
xVxgxf

x
xxcu

α
ξϕαξ

ξ
α

αξ

 
0>c , 0>k  

(2.26) 
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VII. Sommaire. 

Dans ce chapitre nous avons présenté les éléments de base de la technique backstepping. 

Après les définitions préliminaires nous avons introduit les lois de commande 

backstepping pour plusieurs cas : un système formé d’un bloc non linéaire en cascade 

avec un bloc linéaire, un système formé  d’un bloc non linéaire en cascade avec un bloc 

non linéaire, enfin un système perturbé. 
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CCHHAAPPIITTRREE  IIIIII  

LL’’AAPPPPRROOCCHHEE  LLIINNGGUUIISSTTIIQQUUEE  DDEE  

DDEECCOOUUPPLLAAGGEE  

I. Introduction 

Dans ce  chapitre  nous  présentons une méthode de commande des systèmes non linéaires 

multivariables. Cette  méthode est  basée sur le concept de la commande par anticipation 

feedforward control. Elle est  applicable aux systèmes décomposables en sous systèmes 

monovariables. Un contrôleur backstepping monovariables est construit pour chaque sous 

système. Les interactions entre les signaux de commandes sont considérées comme des 

perturbations mesurables. La compensation de ces interactions  est réalisée à l’aide d’un 

superviseur à logique floue.  

II. Description de l’approche 

L’approche proposée procède en deux étapes : dans une première étape, la commande  

stabilisante backstepping est introduite  afin de réaliser les performances désirées de 

chaque sous-système résultant en négligeant les interactions, Dans une deuxième étape, 

les interactions sont considérées comme perturbations et  un  superviseur flou  tente de les 
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compenser afin de garantir le fonctionnement adéquat  des contrôleurs calculés dans la 

première étape. Le superviseur à logique floue est basé sur une commande feedforward 

[46], il a comme entrées les commandes issues des contrôleurs monvariables et  

fonctionne selon le type de Takagi – Sugeno.  La figure (III.1) schématise le bloc 

fonctionnel pour un système de deux entrées et deux sorties. Les paramètres du 

superviseur sont déterminés de façon à minimiser les effets des  interactions.  

Le choix des paramètres de conception intervenant dans le fonctions de Lyapunov est 

fastidieux dans certains problèmes voire impossible pour les problèmes d’ordre élevés, 

pour remédier à ce problème, une recherche basée sur les algorithmes génétiques, est 

introduite, l’optimisation consiste à générer, les paramètres des contrôleurs backstepping 

et les paramètres du superviseur flou à savoir les univers de discours et les coefficients de 

l’algorithme de raisonnement. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.1. Le principe de coordination  par superviseur à logique floue  

II.1.1. Fondement mathématique  

Considérons un système multivariable non linéaire sous une forme affine, gouverné par 

une représentation d’état de type 
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Figure III.1 Schéma descriptif de l’approche 
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Avec nx ℜ∈ représente le vecteur d’état,  nf ℜ∈ est un vecteur de fonctions non 

linéaires, mh ℜ∈ et nxmg ℜ∈ est une matrice des fonctions non linéaires, my , ℜ∈ℜ∈ mu  

sont respectivement les signaux de contrôles et de sorties. 

Dans sa construction, ce système comporte m sous-systèmes monovriables et dont les 

signaux de commandes sont ku , mk :1= , respectivement, les éléments de la matrice 

g ,en exception de la diagonnale, correspondent aux interactions et agissent d’une 

manière directe sur le comportement des sorties de ces sous-systèmes à travers les  

signaux de commandes. 

Pour ce système on considère les hypothèses suivantes : 

Supposition 3.1 

1. Le système peut  être divisé en m  sous-systèmes ayant une forme monovariables 

trianguliare ∑∑∑ smss ,........,, 21 et avec des blocs d’interactions tels  que pour chaque 

sous-système on définit le triplet ),,( iii yux , dont :  

 ix vecteur d’état avec [ ]mxxxx ......21= , mi1 x ivi ≤≤ℜ∈ , et nv
m

i
i =∑

=1
 

 iu son signal de commande 

 ( ) mi  xhy ii ≤≤= 1,  représente sa sortie 

 ih dépend uniquement de ix  

2.  f  et g sont décomposables en m vecteurs et matrices respectivement, tels que: 

[ ]
mvvv ffff ......

21
=  et [ ]

mvvv gggg ......
21

=  tel que i

i

v
vf ℜ∈ et xmv

v
i

i
g ℜ∈  

Avec ces suppositions, la dynamique (3.1) s’écrit alors :  
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: , mi ≤≤1  (3.2) 

Avec 

[ ]
ii vv ffff .....21

=  (3.3) 

Et  
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Le système (3.1) est alors sous une forme triangulaire, il peut se mettre alors sous la 

représentation: 
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(3.6) 

L'objectif alors et de minimiser l'effet du vecteur ci∆ sur chaque sous- systèmes résultant afin 

de garantir les spécifications   assurées par les contrôleurs backstepping monovariables.  

Les sous-systèmes ont la forme suivante: 
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(3.7) 

 

II.1.2. Construction des contrôleurs Backstepping monovariables 

 Sous la supposition que 1,ii xy =  et qui représente la première composante du vecteur 

ix , le problème consiste à conduire les sorties 1,ix , mi :1=  vers des valeurs désirées 

dix 1, . 

On définit, alors, d'une manière récurrente, l’ensemble des fonctions de Lyapunov  

suivantes [47]: 
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La condition de négativité de ces fonctions de Lyapunov permet d’extraire les lois 

commandes suivantes:  

( ) ( )
iv

vivdvividviviv
i

i

iiiiiii

g
xfxxxxc

u )1(,)1(,1,,, )(, −−− +−−−−−
=

α&
, 

mi :1=  

(3.9) 

 

Avec 

[ ]
ii vv cccC .....21=  est un vecteur de composantes positives définissant les paramètres de 

conception, [ ]1,2,1,, ..... −=
ii viiivi αααα est un vecteur contenant toutes les commandes 

virtuelles calculées à chaque étape 

II.1.3. Fonctionnement du superviseur flou 

Le rôle du superviseur à logique flou  (FLS : fuzzy logic supervisor) est de  compenser les 

interactions selon la stratégie feedforward (voir annexe C)  afin d’anticiper l’influence des 

interactions. Les  sorties issues des contrôleurs monovariables sont injectées dans le FLS 

qui produit les commandes compensatrices et qui vont s’ajouter aux commandes issues 

des contrôleurs monovariables. Le compensateur d’interactions  est  basé sur le modèle de 

TAKAGI- SUGENO [48], le mécanisme d’inférence pour chaque signal de compensation 

est défini de la manière suivante : 

kkikckikkik nimkupthenAisuifR :1 ,:1 ,u          : ===  (3.10) 

 

ku représente le signal de commande issu de chaque contrôleur monovariable défini par la 

formule (3.9) ; 

 ikA représente les ensembles flous associés à chaque signal de commande ;  

cku défini le degré d’appartenance, de chaque signal de compensation cku  à travers les 

paramètres de l’algorithme de raisonnement mkpik :1, =  ;  

 Les valeurs numériques   cku sont calculées selon la formule : 
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Rµ  en cas de ensembles flous uniformément distribués. 

Le vecteur de commande finale agissant sur la structure à commander est sous la forme : 

Ou chaque composante de cu′ représente le signal de compensation généré par le FLS à 

l’issu de la commande influente ; pour un système à deux entrées on a : 
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Cette formule présente les deux avantages: 

1. éviter le calcul mathématique de la matrice de découplage ce qui évite le problème de 

singularité. 

2. le découplage par un raisonnement linguistique permet de couvrir toute la plage de 

variation du vecteur c∆ donné par (3.6). 

II.2. Description de l'algorithme d'apprentissage  

Les paramètres de conception figurant dans les lois de commandes Backstepping ainsi 

que les paramètres de Sugeno et les univers de discours doivent être choisis 

soigneusement afin de satisfaire les spécifications désirées. Ce choix est basé sur les 

critères suivants : 

 Amélioration du régime transitoire, ce critère est assuré par les paramètres de 

conception des contrôleurs backstepping. 
 Réduire l’effet des interactions entre les signaux de commande à travers les 

paramètres de Sugeno.  

Cependant, le choix empirique s’avère fastidieux voire impossible dans certains cas. Dans 

ce contexte, on fait recours à des algorithmes d’optimisation. Dans ce travail on introduit  

les algorithmes génétiques multi- objectifs, (Multi- Objectif Genetic Algorithm : MOGA) 

pour les trois objectifs suivants : 

ct uuu ′+=  (3.12) 
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 Ajuster les paramètres du FLS, on s’intéresse ici par la longueur des univers du 

discours. 

 Trouver les paramètres optimums ikp  qui assurent un fonctionnement adéquat 

du superviseur  

 Générer les paramètres de conception  

II.2.1. Codage des paramètres 

Soit : 

[ ]mvvv CCCC .....21=  ;   

[ ]121111 ..... knpppP = , [ ]222122 ..... knpppP =  ,…, [ ]mknmmm pppP .....21=    On 

forme alors le vecteur [ ]mPPPP .....21= ; [ ]dnddd uuuU ......21=  tel que diu représente 

l’univers de discours relatif au signal iu . 

On forme le vecteur des paramètres inconnus [ ]dUPC=σ . Des chaînes binaires de 

longueur donnée sont utilisées pour coder ce vecteur, chaque chaîne est appelée 

chromosome et elle aura la forme suivant :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cσ représente la taille du vecteur C, Pσ  représente la taille du vecteur P,  uσ représente 

la taille du vecteur U. La chaîne a une taille L telle que UPCL σσσ ++= .   

Pour chaque paramètre notée iσ du vecteurσ  , il correspond une valeur entière naturelle 

)( iN σ définie par l’opération du décodage binaire telle que:  

 
Chromosome de longueur L 

 

 
Code du vecteur C 

Cσ   

 
Code du vecteur P 

Pσ   

 
Code du vecteur U 

Uσ  

Figure III.2 codage des paramètres 
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Tel que 
i

lσ représente sa taille  

La valeur réelle comprise entre miniσ  et  maxiσ  : 

)(
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minmax

min il
ii

ii N
i

σ
σσ

σσ σ −
+= −  (3.14) 

         

II.2.2. Mécanisme des MOGA 

Un algorithme génétique est un algorithme itératif de recherche d'optimum, manipulant  

une population de taille constante. Cette population est formée de points (candidats) 

appelés individu, chaque individu est symbolisé par un chromosome qui représente le 

codage d'une solution potentielle au problème à résoudre, il est constitué d'un ensemble 

d'éléments appelés gènes, pouvant prendre plusieurs valeurs appartenant à  alphabet non 

forcément numérique. A chaque itération, appelée génération, est créée une nouvelle 

population avec le même nombre d’individu. Cette génération consiste en des 

chromosomes mieux "adaptés" à leur environnement tel qu'il est représenté par la 

fonction sélective. Au fur et à mesure des générations, les individus vont tendre vers 

l'optimum de la fonction sélective. La création d'une nouvelle population à partir de  la 

précédente se fait par application des opérateurs génétiques que sont : la sélection, le 

croisement et la mutation.  

Un algorithme génétique repose essentiellement sur trois opérateurs génétiques, la 

sélection des meilleurs chromosomes est la première opération. Au cours de cette 

opération l'algorithme sélectionne les éléments pertinents qui optimisent mieux la 

fonction d’adaptation. Le croisement permet de générer deux chromosomes nouveaux 

"enfants" à partir de deux chromosomes sélectionnés "parents", tandis que la mutation 

réalise l'inversion d'un ou plusieurs gènes d'un chromosome [49],[50].  

Par ailleurs, beaucoup de problèmes nécessité l’optimisation de deux critères ou plus, 

dans ce contexte, les algorithmes génétiques simples décrits précédemment s’avèrent 

vulnérables, dans le cadre ou il n’existe aucune comparaison entre les objectifs. En 1984, 

Schaffer a procédé par l’établissement d’une méthode dite vecteur évalué génétiques 

algorithmes (VEGA), pour introduire les algorithmes génétiques dans l’optimisation 
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multi- objective. Il s’agit de mettre les deux objectifs dans deux sub-populations à taille 

égale et de ramener le problème d’optimisation multi- objective à deux problèmes 

séparés, cependant et après de nombreuses générations chaque sub-population converge 

vers un optimum sans tenir compte de l’autre [51] 

Cette recherche introduite par Schaffer a encouragé les chercheurs de procédé par une 

recherche immédiate d’autres définitions d’optimalité, cette recherche a conduit de définir 

un ensemble dans lequel, toutes les solutions optimales, dites solution faisables, y sont  

groupées. Cet ensemble est appelé l’ensemble optimal pareto ou encore l’ensemble des 

solutions non- dominantes, son complément est appelé l’ensemble des solutions 

dominantes. Cette définition a permis de réaliser un compromis entre les objectifs lors de 

l’optimisation.  

La combinaison de la procédure dite nondominated sorting procedure et la technique de 

partage a donné naissance à un algorithme d’optimisation multi- objectif dit 

Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA) [52],[53], [54],[55]. 

II.3. L'algorithme de conception 

Le calcul de la loi de commande se fait selon les étapes suivantes :   

Etape 0 : 
              Définir l’ensemble des sous-systèmes monovariables et les interactions ;   
Etape 1 :  

Définir la coordination : 
Calcul des contrôleurs backstepping monovariables ku  ; 
Etablir les règles du superviseur flou ikR ; 
Générer les signaux de compensation cku  ;    
Calcul  du vecteur de commande ct uuu +=  

Etape 2 :  
Déclenchement de l’algorithme d’apprentissage pour la génération  d’un ensemble                            
des solutions possibles du vecteur σ   

Etape 3 :  
Application de chaque solution pendant un temps de simulation déterminé.                                   

Etape 4 :  
Mesurer l'indice de performance pour chaque solution 

Etape 5 : 
 Refaire les étapes 2 et 3 jusqu'à un indice de performance minimal.     

 
 

Figure III.3 Algorithme de commande pour le découplage linguistique 
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III. Applications 

Deux systèmes  à deux entrées et deux sorties seront  considérés : une station d’épuration 

des eaux usées et un bras de robots à deux segments. Une étude comparative sera fait pour 

tester l’approche proposée, il s’agit d’une comparaison avec le backstepping multivariable 

dont les paramètres de contrôleur seront optimisés avec les algorithmes génétiques 

simples.  Pour cela, l’entraînement se fait à l’aide des paramètres génétiques du tableau 

(III.1)   

Tableau III.1 
 Paramètres des MOGA 

 
Paramètre Valeur 

Génération 

Population 

Taille du chromosome 

Probabilité du croissement  

Probabilité de mutation  

50 

100 

Nbre de param.10 

0.75 

0.001 

 

Avec une fonction fitness telle que : 

∑
=

++

=
ft

t
teptep

kf

0

2
22

2
11 ))()(1(

 
(3.15) 

[ ]21 ppk=Γ  

Dans le cas des algorithmes multiobjectifs, les deux critères à minimiser sont les erreurs 

de chaque sortie. 

 ))(),(min( 21 teteJ =  (3.16) 

III.1. Station d’épuration des eaux usées  

III.1.1. Description du procédé.   

Le système étudié est un  système biologique servant à la dépollution des eaux usées à 

travers le concept de la fermentation  microbienne aidant à la consommation de substrat. 

Ce système présente un réacteur infiniment mélangé (Stired Tank Reactor STR) dans 

lequel le milieu réactionnel est homogène et la réaction est décrite par des équations 

différentielles ordinaires, il fonctionne selon un mode dit continu ou chemostat. Il est 
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composé de deux parties principales : le bioréacteur (aerator) est le sédiment (settler). 

Une réaction entre les micro-organismes, la matière organique située dans les eaux usées 

et l’oxygène injecté par l’air comprimée pour la production du CO2, de l’eau et de masses 

cellulaires. Après cette phase, les micro-organismes sont complètement séparés dans le 

sédiment, une portion de la biomasse concentrée est recyclée alors que la quantité restante 

est évacuée afin de garantir un certain niveau de concentration, la figure (III.2) montre les 

étapes de la dépollution.[56],[57] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.1.2. Modèle mathématique.  

Sous certains principes physiques et chimiques et sous certaines considérations liées au 

schéma réactionnel dans les bioréacteurs, le modèle mathématique est donné par [56] :  
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 (3.17) 

 x(t), s(t), xr(t) , et  c(t)  sont  des variables d’état qui représentent,  respectivement, la 

biomasse, le substrat, la biomasse recyclée et la concentration d’oxygène diluée,  D(t) le 

taux de dilution, r et β représentent respectivement, le rapport du flux recyclé au flux 

influant et le rapport du flux de la quantité évacuée au flux influant, Sin et Cin 

Figure III4 : fonctionnement de la station d’épuration 

4- 
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 1- Remplissage 2-Réaction 3- Sédimentation 5- Vidange 
et retour à 
l’étape 1
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correspondent aux concentrations de l’oxygène dilué et de substrat dans le flux 

consommé.  La cinétique de la production des masses cellulaires est définie en terme d’un 

taux spécifique de croissance µ et le rendement Y; K0 est une constante, cs est la 

concentration maximale diluée d’oxygène et KLa représente le coefficient transfert de 

masse d’oxygène. Selon le modèle d’Olsson, le taux spécifique de croissance est donné 

par [58] : 

)(
)(.

)(
)()( max tcK

tc
tsK

tst
cs ++

= µµ  (3.18) 

III.1.3. Position du problème.  

Le problème posé est de régler le substrat s(t) et la concentration dilué d’oxygène c(t) en 

manipulant le taux de dilution  D(t) et le débit d’air W avec  KLa= αW, α est une 

constante. Les paramètres cinétiques et les conditions initiales sont donnés dans les 

tableaux (III.2) et (III.3) respectivement [57]. 

Tableau III.2  
Paramètres cinétiques 

Paramètre  Valeur 

Y 0.65 

R 0.6 

β 0.2 

α 0.018 

Kc 2 mg.l-1 

µmax 0.15 h-1 

Ks 100 mg.l-1 

K0 0.5 

Cs 10 mg.l-1 

 

Les trajectoires de références considérées sont variables tels que : 





≤<=
≤<=

−

−

htlmgS
htlmgS

200100pour   . 30
1000pour   . 50

1*

1*

et 




≤<=
≤<=

−

−

htlmgC
htlmgC
200100pour   . 5.6

1000pour   . 5
1*

1*

 (3.19) 

III.1.4. L’approche directe : Contrôleur Backstepping multivariable 

Soit le système réduit suivant : 

Tableau III.3  
Conditions initiales 
x0 215 mg.l-1 

s0 55 mg.l-1 

xr0 400 mg.l-1 

c0 6 mg.l-1 

sin 200 mg.l-1 

cin 0.5 mg.l-1 
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Pour le système (3.20), la conception est faite en une seule étape. Soit les états des 

erreurs: 





−=
−=

*
2

*
1

)(
)(

ctcz
stsz  (3.21) 

Pour ces états une fonction de Lyapunov  est définie comme suit : 

2
2

2
1 5.05.0 ZZV +=  

La stabilité des lois de commandes est assurée par la négativité de cette fonction de 

Lyapunov, soit alors: 

00 2211 ≤+⇒≤ zzzzV &&&  

Un choix est donné par :  
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Sous ces conditions, les lois de commandes ont les formes suivantes: 
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Les paramètres ci  sont déterminés par les algorithmes génétiques simples et pour un  

[ ]011104=Γ  avec l’intervalle de recherche tel que [ ]101.0∈ic   

III.1.4.1. Résultats de simulation  

La figure (III.5) montre l’évolution de la fonction d’adaptation, d’après cette figure on 

constate que l’algorithme génétique simple converge après 40 générations. L’optimisation 

par les algorithmes génétiques simples nous a permis d’extraire les paramètres de 

conception [ ]99.053.0=C . Les figures (III.6) et (III.7) montrent le substrat et la  

concentration d’oxygène dans le réacteur. Ces eux grandeurs suivent leurs références sans 

dépassement et sans erreur statique.  Le taux de dilution et le débit d’air sont illustrés par 
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Figure III.5 : Evolution de la fonction d’adaptation 

Figure III.6 : Le substrat  

les figures (III.8) et (III.9) respectivement. Les figures (III.10) et (III.11) montrent 

l’évolution de la biomasse et la biomasse recyclée respectivement, le taux de croissance 

est donné par la figure (III.12). 
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Figure III.7 : La concentration d’oxygène 

Figure III.8 : Le taux de dilution  
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Figure III.9 : Le débit d’air  

Figure III.10 : La biomasse 
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Figure III.11 : La biomasse recyclée  

Figure III.12 : Le taux de croissance 
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Figure III.13 : La concentration d’oxygène pour 1=inc  

III.1.4.2. Test de robustesse  

Pour tester la robustesse du contrôleur multivariable on introduit une perturbation sur la 

constante inc   Dans la figure (III.13) on peut constater que cette augmentation perturbe le 

régime permanent pour le premier intervalle de temps : une erreur statique relativement 

importante apparaît dans la concentration d’oxygène.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.1.5. Découplage par un superviseur flou 

      a). Les contrôleurs monovariables 

Dans ce cas on considère les deux sous- systèmes monovariables suivants : 








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in

αµ

µ

&

&

 (3.23)

Pour les états définis par les équations (3.21) on considère les deux fonctions de 

Lyapunov suivantes : 
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

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=

=
2
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2
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La condition de négativité s’écrit alors:  


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Alors:   
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Ce qui conduit à la réalisation des deux lois de commande telles que: 
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 (3.24)

      b) Le superviseur flou 

Les deux lois données par (3.24) définissent les entrées principales d’un superviseur flou, 

néanmoins, la deuxième commande n’affecte pas l’évolution du substrat, ce qui mène à 

un système flou réduit ayant une seule entrée. L’algorithme de raisonnement est basé sur 

trois variables linguistiques, 3=kn et il est défini par les trois règles suivantes: 









=

=

=

D(t)u        D(t)  :

D(t)u        D(t)  :

D(t)u        D(t)  :

311313

211212

111111

pthenAisifR

pthenAisifR

pthenAisifR

c

c

c

 

 

(3.25) 

Les intervalles de recherche sont: 

[ ]101.0∈ic , [ ]4004001 +−∈ip  et [ ]101.01 ∈du  

III.1.5.1.  Résultats de simulation  

Les paramètres de conceptions obtenus par les MOGA  sont: 

[ ]86.05.0=C , [ ]64.25088.27435.3411 −−=P et 5.01 =du  

La figure (III.14) montre la concentration d’oxygène, la figure (III.15) montre la 

commande. Selon la figure (III.14), on peut constater que le FLS tente de compenser 

l’effet du taux de dilution D(t) dans les premières heures (régime transitoire), cette 

compensation est assurée pour que le système puisse atteindre l’objectif voulu. Les 
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Figure III.14 : La concentration d’oxygène 

Figure III.15 : Le débit d’air  

figures (III.16),  (II.17) et (III.18) schématisent le taux de croissance, la biomasse et la 

biomasse recyclée respectivement.   
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Figure III.16 : La biomasse 

Figure III.17: La biomasse recyclée 
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Figure III.18: Le taux de croissance 

Figure III.19 : La concentration d’oxygène pour 1=inc   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.1.5.2. Test de robustesse  

Pour montrer l’efficacité de cette méthode, on introduit la même perturbation sur le 

paramètre inc  Le résultat est donné par la figure (III.19) où on constate que le   

comportement de la concentration d’oxygène n’est pas dégradé ; 
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Figure III.20: Double bras de robots 

III.2. Bras de robots à deux segments 

III.2.1. Modèle mathématique. 

Le second procédé est un double bras de robots [60],[61],[62], le mécanisme est 

schématisé par la figure (III.20)  

 

 

 

 

 

 

 

 

La dynamique de ce système est donnée par  

τ=++ )(),()( qGqqqCqqM &&&&  (3.26) 

avec : 


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222
1121 )()( gslm

gslmmqG
  

q1, q2 représentent les positions angulaires (rad), M(q) représente le moment des inerties, 

),( qqC & contient les forces coriolis et centrifuges et G(q) indique les forces 

gravitationnelle, c1=cos(q1), c2=cos(q2), s1=sin(q1) et s2=sin(q2), τ1 et τ2 (Nm) indiquent 

les couples appliqués. Le tableau (III.4) donne les paramètres cinétiques.  

Les références sont :  
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Tableau III.4 
Paramètres cinétiques 

Paramètre  Valeur 

m1 1 kg 

m2 10 kg  

l1 1 m 

l2 1m 

g 9.8 m/s-2

 

Sous la représentation d’état, la dynamique peut s’écrit comme suit :  














=
=

++=
=

++=
=

32
11

22212124
43

21211112
21

xy
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hhfx
xx

hhfx
xx

ττ

ττ

&
&
&
&

 (3.27) 

Avec:     qxqxqxqx && ==== 4231211 et  ,,  

)(1 qMH −= et ))(),()((1 qGqqqCqMF −−= − &&  

III.2.2. L’approche directe : Contrôleur Backstepping multivariable.  

L’établissement des lois de commandes passe par deux étapes ; 

Etape 1 : 

  L’objectif étant de ramener les positions angulaires vers les signaux de références yr1 et 

yr2. Pour cela, on définit les signaux d’erreur suivants   

c (3.28)

À ces deux états, on associe la fonction de Lyapunov  

2
21

2
111 5.05.0 ZZV +=  

La condition de négativité s’écrit alors : 

00 212111111 ≤+⇒≤ zzzzV &&&  

On pose alors :     
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



−=
−=

12221

11111

zcz
zcz

&

&

 

 Selon (3.27) et (3.28) on peut extraire les commandes virtuelles suivantes: 


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r

r
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Etape 2 :  

 On introduit de nouvelles variables telles que : 



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1111212

zxz
zxz

α
α

 (3.29) 

Alors, le système (3.27) se met sous la forme : 
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Pour ce nouveau système, on définit la fonction de Lyapunov  suivante 

2
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2
12211112 5.05.0),( zzzzVV ++=  

La condition de négativité s’écrit alors : 
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Soit alors, pour réaliser cette condition : 
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Selon  (3.30)  on a : 
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Ce qui permet de déduire les deux couples  
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Figure III.21 : La position angulaire q1 

Telle que : 
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 (3.32) 

Avec un vecteur [ ]11104=Γ   et avec un  intervalle de recherche tel que  [ ]501∈ic ,  

III.2.2.1.  Résultats de simulation 

Les paramètres de conception générés par les algorithmes génétiques sont: 

[ ]58.2640.2029.1753.18=c . Les positions angulaires et les vitesses angulaires sont 

illustrées par les figures (III.21) et (III.22) respectivement. On constate que la poursuite 

est réalisée dans un temps inférieur à 0.3 sec et avec des couples convenables donnés par 

les figures (III.23) et (III.24). Les vitesses angulaires sont illustrées par les figures (III.25) 

et (III.26). 
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Figure III.23 : Le couple appliqué τ1

Figure III.22 : La position angulaire q2 
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Figure III.25 : La vitesse angulaire 1q&

Figure III.24: Le couple appliqué τ2
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Figure III.26 : La vitesse angulaire 2q&

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.2.2.2. Test de robustesse  

Pour tester la robustesse de la commande backstepping multivariable on considère 

d’abord un changement dans la longueur du deuxième bras, soit alors 5.02 =l , ce 

paramètre intervient dans les formules d’interactions et donc on procède par 

l’augmentation de leurs effet.  

D’après les figures (III.27) et (III.28), ce changement affecte les deux bras 

simultanément. Cependant, un changement de masse du premier bras, soit 101 =m , 

affecte directement la réponse du deuxième bras d’aprés les figures (III.29) et (III.30)        
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Figure III.27 : La position angulaire 1q  pour 5.02 =l  

Figure III.28 : La position angulaire 2q  pour 5.02 =l  
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Figure III.29 : La position angulaire 1q pour 101 =m  

Figure III.30 : La position angulaire 2q  pour 101 =m  
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III.2.3. Découplage par un superviseur flou.  

a) les contrôleurs monovariables 

En ignorant les interactions et selon (3.7) le système se divise en deux sous-systèmes tels 

que: 


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s τ&

&

 

(3.33) 

 

Etape 1 :  

 Selon les états définis par (3.28), on définit deux fonctions de Lyapunov pour les deux 

sous-systèmes ci-dessus 
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Les conditions de négativité s’écrivent alors : 
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Alors : 
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 Selon (3.28) et (3.33) on peut extraire les commandes virtuelles suivantes: 


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Etape 2 : 

 On introduit un changement d’état tel que : 




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α
α

 (3.34) 

Alors, le système (3.33) se met sous la forme : 
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
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Pour ce nouveau système, on définit les deux fonctions de Lyapunov suivantes 
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Les conditions de négativité s’écrivent alors : 
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Soit  pour réaliser ces deux conditions: 
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Selon (3.35) on a : 
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Ce qui donne : 
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 (3.36) 

 

b) Le superviseur flou 

Le superviseur flou assurant le découplage est gouverné par l’ensemble des règles de 

décisions définies par (3.37) et (3.38) ci-dessous et pour un 3=kn    
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Figure III.31 : La position angulaire q1 
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 (3.38) 

Les intervalles de recherche sont tels que : 

 [ ]501∈ic  [ ] 2,1,33 =+−∈ kpik  [ ]50001.0∈
idu  

III.2.3.1. Résultats de simulation  

L’optimisation par les MOGA permet d’avoir :  

[ ]93.4699.4883.4317.22=C ,

[ ] [ ]81.297.216.2,86.288.217.2 21 −−−== PP et [ ]51.49936.484=dU  

Les positions angulaires sont données par les figures (III.31) et (III.32), une petite 

distorsion dans le régime transitoire et une erreur de poursuite  non nulle dans le régime 

permanent comparativement à la méthode directe. Les couples appliqués ont illustrés par 

les figures (III.33) et (III.34) et les vitesses angulaires sont données par les figures (III.35) 

et (III.36)    
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Figure III.33 : Le couple 1τ

Figure III.32 : La position angulaire q2 
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Figure III.35 : La vitesse angulaire 1q&  

Figure III.34 : Le couple 2τ  
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Figure III.36 : La vitesse angulaire 2q&   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

III.2.3.2. Test de robustesse   

Pour monter la robustesse du découplage par le superviseur flou, on introduit les mêmes 

perturbations que pour le contrôleur multivariable. Les figures (III.37) et (III.38) montrent 

les positions angulaires pour une longueur 5.02 =l , on constate que le superviseur  

permet de générer les commandes compensatrices adéquates pour atténuer l’effet des 

perturbations. Cependant, et selon les figures (III.39) et (III.40), les couples appliqués 

dans ce cas sont très élevés ce qui interpréter par la présence de la longueur 2l dans les 

fonctions non linéaires 1f et 2f ; et donc le superviseur génère de fortes commandes 

compensatrices pour atténuer les effets indésirables des perturbations.  

La présence des paramètres dans les fonctions non linéaires 1f et 2f minimise l’effet de la 

compensation pour certains changements, voire même la non fonctionnalité du 

superviseur, ce qui est le cas pour un changement de la masse 101 =m , les figures (III.41) 

et (III.42) illustrent un tel inconvénient           
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Figure III.37 : La position angulaire q1 pour 5.02 =l  

Figure III.38 : La position angulaire q2 pour 5.02 =l  
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Figure III.39 : Le couple τ1  pour 5.02 =l  

Figure III.40 : Le couple τ2  pour 5.02 =l  
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Figure III.41 : La position angulaire q1 pour 101 =m  

Figure III.42 : La position angulaire q2 pour 101 =m  
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IV. Sommaire 

Dans ce chapitre on a présenté une approche linguistique permettant le découplage dans 

un système MIMO non linéaire. Après avoir décrit le fondement mathématique de cette 

approche, des applications ont été présentées pour étudier son efficacité. 

Pour la station d’épuration des eaux usées, le découplage a été parfaitement réalisé avec 

une bonne rejection de l’effet des interactions, cependant la variation d’un paramètre du 

système a entraîné un dysfonctionnement. Pour le robot, la variation de la longueur n’a 

pas influencé sur le bon fonctionnement du compensateur, car ce paramètre  intervient 

directement sur l’interaction, mais cette action de rejet a nécessité de forts couples pour la 

réjection. Tandis que la variation de la masse détériore les performances du système.  
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CCHHAAPPIITTRREE  IIVV  

LL’’AAPPPPRROOCCHHEE  DDEE  DDEECCEENNTTRRAALLIISSAATTIIOONN    

PPAARR  BBAACCKKSSTTEEPPPPIINNGG  

I. Introduction  

La méthode proposée dans ce chapitre consiste à considérer les interactions comme des 

perturbations  influençant sur la dynamique et le comportement désiré de chaque sous – 

système.  L’objectif  sera donc de  minimiser leurs effets. L’algorithme est basé sur 

l’utilisation de la commande stabilisante backstepping en présence d'incertitude décrite 

dans le chapitre précédent, elle opère selon l’algorithme suivant : 

1. On définit l’ensemble des sous-systèmes constituant le système global ; chaque sous – 

systèmeΣsi est défini par le triplet ),,( iii yux , ix représente son vecteur d’état, 

iu représente son signal de commande et iy sa sortie appropriée; 

Computer programs that "evolve" in 
ways that resemble natural selection 
can solve complex problems even 
their creators do not fully understand 
 

  
by John H. Holland 

 

John Henry Holland 
2 février 1929- 

 

David Edward Goldberg 
26 septembre 1953- 
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2. Pour le sous – système Σsi les triplets ijyux jjj ≠),,,( , définissent des fonctions 

d’interaction  non linéaires; 

3. Pour le sous– système Σsi les interactions sont rangées dans un vecteur i∆ , ce vecteur 

est considéré comme vecteur de perturbation; 

4. Les paramètres d’un sous– système Σsi  sont placés dans le vecteur i∆ ; ceci évite 

l’influence de toute variation des paramètres de la structure sur les comportements 

désirés; 

5. Pour chaque sous- système, un contrôleur backstepping monovariable est considéré 

selon le lemme (2.5). 

Cette approche consiste donc en une décentralisation du système global, le fondement 

mathématique est décrit dans le prochain paragraphe. 

II. Fondement mathématique de l’approche 

Soit le système non linéaire multivariable décrit par l’équation (3.1) avec la supposition 

(3.1). On considère les hypothèses suivantes : 

Supposition 4.1 

1. On considère que le vecteur 
ivf définit par (3.3) est décomposable en deux 

composantes telles que : 

( ) ( ) ( ) mixxxf
iiiv vv ≤≤+= 1   ,21 ψψ

 (4.1) 

1ivψ  dépend seulement de ix . 

 2. On suppose que pour chaque sous- système Σsi l’élément ivi
g de la matrice 

ivg ,décrite 

par (3.4), est décomposable en deux composantes telles que :  

( ) ( ) ( ) mi xxxg iviviiv ≤≤+= 1  ,21 ϕϕ  (4.2) 

1ivϕ  dépend seulement de ix . 

Sous ces deux suppositions, la dynamique (3.5) se reformule comme suit: 

 

( )



=
∆++++=

Σ
i

iiii

vii

civvivv
si xhy

uxxxuxxx )),()(~)(~()()(
:

ϕψϕψ&
   

mi ≤≤1  

 

(4.3) 
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Avec : 
 

[ ]
[ ]
[ ]

[ ]











=

=

=

=

ivv

vv

vv

vv

uux

x

x

x

ii

ii

ii

ii

2

22212

1

12111

0.....0),(~
.....)(~

.....00)(

.....)(

ϕϕ

ψψψψ

ϕϕ

ψψψψ

   

mi ≤≤1  

 

(4.4) 

 
On pose: 

miuxxFuxuxx iiciiviv ≤≤∆=∆++ 1   ),,()(),(),(~)(~ ϕψ  (4.5) 

Où )(xFi dépend uniquement de ix et iv
i ℜ∈∆  contient toutes les interactions et les 

paramètres de la structure. En substituant (4.6) dans (4.4) on obtient un ensemble de sous- 

systèmes monovariables dont les dynamiques sont décrites par:  

,
)(

),()( (x))(
:




=
∆++=

Σ xhy
uxxFuxx

ii

iiivvi
si

ii
ϕψ&

mi ≤≤1  (4.6) 

Sous cette représentation, l’ensemble présente des perturbations ce qui conduit vers 

l’application du lemme (2.5). Les paramètres du contrôleur sont déterminés par les 

algorithmes génétiques. 

III. Applications  

III.1. Double pendules inversés.  

III.1.1. Dynamique du système 

La figure (IV.1), représente un double pendule inversé connecté par un ressort de rappel, 

deux couples 1u et 2u sont appliqués aux entrées à travers des servo-moteurs afin de 

garantir les positions perpendiculaires.  
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La dynamique est donnée [12],[63]  















+++=

=

+++=

=

2
54

1
21

)

)

j
u

)sin(xsin(xx

                                                                    xx
j

u
)sin(xsin(xx

                                                                     xx

2
6112122

2221

1
3211112

1211

θθθ

θθθ

&

&

&

&

 
 

(4.7) 

avec : 

  










−−==−=

−==−=

b)(l
2J
kr

4J
kr ,

4J
kr

J
grm

b)(l
2J
kr

4J
kr ,

4J
kr

J
grm

22

2

5
2

2

2

2

11

2

2
1

2

1

1

64

31

,

,

θθθ

θθθ
 

 

 

Les variables d’état sont les positions angulaires et les vitesses angulaires : 

[ ] [ ]TTxx 111211 αα &= et [ ] [ ]TTxx 222221 αα &= . 

kgmkgm 5.2,2 21 == ,  mNk ,/100= ml 5.0=  mr ,5.0= 5.0,4.0 1 == jmb et 625.02 =j . 

r 
r/2 

m1 m2 

α2, u2 
 α1, u1 

b 

l, k 

Figure IV.1  Double pendule inversé 
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Figure IV.2 : Positions angulaires en fonctionnement 

L’objectif est de définir deux couples pour maintenir l’état d’équilibre défini par 01 =α  

et 02 =α . Les conditions initiales sont 501 .=α  502 .−=α  

La figure (IV.2) montre le comportement du système en boucle ouverte. On remarque que le 

système est instable. 

III.1.2.  L’approche directe : Contrôleur Backstepping multivariable. 

Les lois de commandes seront calculées  en deux étapes. En suivant  le même 

raisonnement que dans les exemples  précédent on peut définir les deux lois de 

commandes suivantes 





+−−−−−=
+−−−−−=

216115214212242

113212111111221

)sin()sin(
)sin()sin(

αθθθ
αθθθ
&

&

zzzzcu
zzzzcu

 (4.8) 

Pour ce problèmes l’intervalle de recherches sont définis par [ ]101∈ic  et un 

vecteur [ ]111=Γ . 

III.1.2.1. Résultats de simulation  

 Les paramètres obtenus par les AG  sont   [ ]10101010=C  

Les positions angulaires sont données  par la figure (IV.3)  et des couples par (IV.4). La 

figure (IV.5) montre les vitesses angulaires.  
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Figure IV.4 : Couples appliqués 

Figure IV.3 : Positions angulaires 
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III.1.2.2. Test de robustesse  

Pour tester la robustesse on introduit le paramètre )( blkr −=δ et on procède par une 

augmentation de ce paramètre. 

La figure (IV.6) montre l’évolution des positions angulaires pour δ10 , on remarque alors 

qu’il y a une sensibilité vis-à-vis cette variation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.5 : Vitesses angulaires 

2

1

α
α
&

&
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Figure IV.6 : Positions angulaires pour )(10 blkr −=δ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.1.3.  Commande par décentralisation. 

Dans ce qui suit le système est réécrit selon la forme (3.1) telle que : 









=



















=



















++

++
=

21

11

6115214

2,2

3212111

1,2

)(

,

10
00
01
00

)(,

)sin(x)sin(x
x

)sin(x)sin(x
x

)(

x
x

xh

xgxf

θθθ

θθθ

 

A travers cette écriture on peut déduire que :  
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




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

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
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
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
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
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+




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

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++

=

+=
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++
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
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
=









++

=

10
00
01
00

)()(
)sin(x)sin(x

0
0

)sin(x)sin(x

)()(
)sin(x)sin(x

0
0

)sin(x)sin(x

2

1

22

2

11

1

21

6115214

22

6115214

22

21

3212111

12

3212111

12

v

v

vv

v

vv

v

g

g

xx

x

x
f

xx

x

x
f

ψψ
θθθ

θθθ

ψψ
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θθθ

 

Selon (4.5) on a : 

[ ]
















−=∆

=

1
1

321211

111

)11()sin(),,(

111)sin()(

u
j

x tux

xxF

θθθ  

Et 

[ ]
















−=∆

=

2
2

611542

212

)11()sin(),,(

111)sin()(

u
j

x tux

xxF

θθθ  

Ce qui permet de passer à la forme décrite par (4.6) avec m=2,  alors : 





∆+=
=

Σ ),,()(
:

11112

1211
1 tuxxFux

xx
s &

&
 





∆+=
=

Σ ),,()(
:

22222

2221
2 tuxxFux

xx
s &

&
 

(4.9) 

Les lois de commandes seront calculées en absence des perturbations en deux étapes, puis 

et par l’application du lemme (2.5) on s’intéresse à l’atténuation des effets perturbateurs. 

On considère les sous-systèmes sans perturbations  
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



=
=

Σ
112

1211
1 ux

xx
s &

&
 





=
=

Σ
222

2221
2. ux

xx
s &

&
 

(4.10) 

On suit le même raisonnement que dans les paragraphes  précédents on montre que les 

lois de commandes stabilisant le système (4.10) sont : 





+−−=
+−−=

21212242

11111231

α
α
&

&

zzcu
zzcu

 (4.11) 

Avec 















−=
−=

−=
−=

=
=

21221

11111

212222

111212

2121

1111

xc
xc

xz
xz
xz
xz

α
α

α
α  

Selon le lemme (2.5) les lois de commande pour le système globale (4.9) sont données 

par : 





+−+−−=
+−+−−=

)3)((sin
)3)((sin

21
2

22221212242

11
2

12111111231

xzkzzcu
xzkzzcu

α
α
&

&
 (4.12) 

il s’agit des deux objectifs : 

 Trouver les paramètres  ic assurant une bonne convergence 

 Trouver les paramètres ik  réalisant l’atténuation des effets perturbateurs. 

L’optimisation est par les MOGA concerne les paramètres de conception ic et ik . Les 

intervalles de recherche sont  [ ]101∈ic  et [ ]101∈ik .  

III.1.3.1.  Résultats de simulation  

Les meilleurs paramètres obtenus par les MOGA sont [ ]7.986.999.910=c  et 

[ ]1010=k  les positions angulaires sont données par la figure (IV.7). On constate que 

la décentralisation a été effectuée à travers les couples illustrés par la figure (IV.8). La 

figure (IV.9) montre les vitesses angulaires.     
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Figure IV.7 : Positions angulaires 

Figure IV.8: Couples appliqués  
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Figure IV.9 : Vitesses angulaires 

2

1

α
α
&

&
 

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

III.1.3.2. Test de robustesse  

La robustesse est testée de la même façon que précédemment, il s’agit d’augmenter le 

paramètre )( blkr −=δ et de voir son effet sur les positions angulaires. 

La figure (IV.10) montre que les contrôleurs ont pu atténuer l’effet de cette augmentation 

ce qui est interprété par une décentralisation du système global.  
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Figure IV.10 : Positions angulaires pour )(10 blkr −=δ  

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.2. Bras de robots à deux segments 

III.2.1. Commande par décentralisation  

Dans ce paragraphe, on fait une étude comparative entre l’approche de décentralisation et 

l’approche directe présente dans le paragraphe (§III.2.2) du chapitre précédent.  

Selon (3.1) on peut déduire que : 
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

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
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Alors  
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Selon (4.5) 
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Avec 2111 xxd −=  , 21 mmm +=   

Ce qui mène, selon (4.5) aux deux sous-systèmes monovariabales  

∑

∑


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

∆+=
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
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&
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&

&

 (4.13) 

Il est évident que le système (4.13) est analogue au système (4.9) ce qui mène aux mêmes lois 

de commande (4.12) pour stabiliser ce système. Les commandes décentralisatrices sont selon 

le lemme (2.5) : 

 







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)3)((sin

21
2

22221212242

11
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&

 (4.14) 

Avec 
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La recherche des vecteurs C et K se fait par les MOGA et avec les intervalles de 

recherches tels que   [ ]1001, ∈ii kc .  
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Figure IV.11 : Position angulaire q1

Figure IV.12 : Position angulaire q2

III.2.1.1.  Résultats de simulation  

Les paramètres obtenus sont : [ ]48.7348.9713.7874.23 et [ ]29.1642.99=k . Les 

positions angulaires sont données par les figures (IV.11) et (IV.12). On constate que la 

décentralisation a été effectuée à travers les couples illustrés par les figures (IV.13) et 

(IV.14). Les figure (IV.15)  et 5IV.16) montrent les vitesses angulaires.     
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Figure IV.13 : Couple  τ1

Figure IV.14 : Couple τ2
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Figure IV.15 : Vitesse angulaire 

Figure IV.16 : vitesse angulaire 
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Figure IV.17 : Position angulaire q1pour l2=0.5 

Figure IV.18 : Position angulaire q2pour l2=0.5 

III.2.1.2. Test de robustesse  

Le test s’effectue de la même manière que précédemment, il s’agit d’augmenter l’effet des 

interactions en diminuant la longueur du bras, selon les figures (IV.17) et (IV.18), une 

importante robustesse est obtenue. Dans un second lieu il s’agit de perturber une masse, selon 

les figures (IV.21) et (IV.22), cette variation de masse n’atteint pas le comportement désiré.      
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Figure IV.19 : Couple τ1  pour l2=0.5

Figure IV.20 : Couple τ2 pour l2=0.5
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Figure IV.21 : Position angulaire q1 pour m1=10 

Figure IV.22 : Position angulaire q2 pour m1=10 
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IV. Sommaire 

Dans ce chapitre on a présenté une approche de décentralisation par backstepping. Cette 

approche vient de corriger l’inconvénient de l’approche précédente dans le sens où les 

paramètres de la structure à commander influencent sur la comportement du système. Il 

s’agit alors d’éviter un algorithme d’adaptation et de générer des lois de commande plus 

simple dans leurs formules comparativement aux lois calculées pour l’approche 

précédente. 

Vu la structure des lois de commande on peut tirer deux principaux avantages, dans un 

premiers lieu c’est la simplicité des formule et l’absence des paramètres du système dans 

ces lois. Le second avantage c’est que les lois de commande nécessitent uniquement les 

mesures provenant séparément de chaque  capteur  pour piloter le système global. 

L’approche a été testée pour deux systèmes; pour le double pendule inversé, la 

décentralisation a été parfaitement réalisée avec une bonne rejection de l’effet des 

interactions et  la variation  des  paramètres du système n’entraîne aucune perturbation 

dans le comportement désiré. Pour le robot, la variation de la longueur n’a pas influencé 

sur le bon fonctionnement du compensateur et ne nécessite pas de forts couples pour la 

réjection. la variation de la masse détériore uniquement le comportement du premier 

segment et ne touche nullement au deuxième segment.  
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    CCoonncclluussiioonn  ggéénnéérraallee            

Dans cette thèse  deux méthodes de commande des systèmes non linéaires multivariables 

ont été introduites. Une méthode de commande par découplage et une méthode par 

décentralisation. 

Pour le découplage et afin d’éviter le calcul de la matrice de découplage qui présente le 

risque de singularité, on a proposé un découplage par raisonnement linguistique basée sur 

la théorie de la logique floue, le superviseur flou chargé de l’anticipation et la 

compensation des interactions provenant des lois commandes issus des contrôleurs 

monovariables. L’inconvénient de cette approche de découplage est qu’elle nécessite une 

loi d’adaptation en cas de présence de variation dans les paramètres, de plus le 

découplage risque de ne pas garantir le bon fonctionnement an cas de perturbation. La 

robustesse de cet algorithme est limitée comme le montrent les différents résultats de 

simulation. 

Pour cela, une commande par décentralisation a été implantée pour corriger ce problème, 

cette commande traite parallèlement les deux problèmes, il s’agit d’introduire la théorie 

de backstepping avec incertitude dans la boucle de commande. Les interactions sont 

considérées comme des perturbations. Les résultats obtenus en simulation sur deux 

systèmes sont encourageants. 

Dans les perspectives à venir, on envisage un algorithme d’adaptation pour corriger le 

problème de l’influence de la variation des paramètres sur le comportement désiré dans le 

cas de l’approche linguistique. Pour l’approche de décentralisation backstepping, il s’agit 

de développer des techniques et des algorithmes permettant la décomposition des non 

linéarité afin de généraliser la méthode proposée. 
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AAnnnneexxee  AA  

QQuueellqquueess    nnoottiioonnss  ssuurr  llaa  ggééoommééttrriiee  

DDiifffféérreennttiieellllee  

Dans ce qui suit, un vecteur de fonctions nnf ℜ→ℜ: est appelé un champ de vecteur 

dans nℜ . Un champ de vecteur est dit lisse, si la fonction f est continûment partiellement 

dérivable jusqu’à un ordre donné.  

Définition C.1: Fonction Lipschitz 

Une fonction f(t,x) est dite Lipschitz si : 

yxLytfxtf −≤− ),(),(  

Pour tout (t,x) et (t,y) situent dans un voisinage (t0,x0) et (t0,y0) 

Définition C.2 : dérivée de  Lie 

Soit ℜ→ℜnh :  une fonction lisse et soit nnf ℜ→ℜ: un champ de vecteur lisse, la 

dérivé de Lie de h respectivement  à f est une fonction  scalaire définie par :  

fhhL f .∇=
 

Définition C.3 : crochet de  Lie 

Soit f et g deux champs de vecteur dans nℜ , le crochet de Lie est un champ ,de vecteur 

défini par : [ ] gffggfgad f .., ∇−∇==   

Définition C.4 : Diffeomorphisme et transformations d’état 

Une fonction nnf ℜ→ℜ: , définie dans une région Ω  est appelée diffeomorhisme si 

elle est lisse et si son inverse 1−f existe et lisse. 
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Si Ω  représente tout l’espaceℜ , la fonction f est dite diffeomorphisme global.  

Le lemme suivant, permet de s’assurer si la fonction f est un diffeomorphisme local 

Lemme C.1 

Soit  une fonction lisse nnf ℜ→ℜ:  , définie dans une région Ω  , si la matrice  

jacobienne f∇  est non singulière au voisinage d’un point 0xx =  de Ω , alors f  est un 

diffeomorphisme local dans une sous région de Ω   

Définition C.5 

Un ensemble de champ de vecteur linéairement indépendant [ ]mfff .....21  

dans nℜ est dit complètement intégrable, si est seulement s’ils existent mn −  fonctions 

scalaires )(1 xh ,…., )(xh mn−  satisfaisant l’équation différentielle partielle 

njn-mifh ji ≤≤≤≤=∇ 1 ,1 ,0    et les gradient ih∇  sont linéairement indépendant. 

Définition C.6  

Un ensemble de champ de vecteur linéairement indépendant [ ]mfff .....21  

dans nℜ est dit involutive si est seulement s’ils existent des fonctions scalaires 

ℜ→ℜn
ijk :α tel que [ ] jixfxxff

m

k
kijkji , ),()()(,

1
∀= ∑

=

α  

Théorème C.1 (Frobenius) 

Soit un ensemble de champ de vecteur linéairement indépendant [ ]mfff .....21  , 

l’ensemble est complètement intégrable si et seulement s’il est involutive 

Définition C.7 : degré relatif  

On dit que le système : 

uxgxfx )()( +=&  
 

a un degré relatif r  dans une région Ω , si Ω∈∀x  on a : 







≠

−<≤=
− 0)(

10    ,0)(
1 xhLL

rixhLL
r
fg

i
fg  
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AAnnnneexxee  BB  

CCoonnttrrôôlleeuurr  àà  llooggiiqquuee  fflloouuee  

Les contrôleurs à logique floue opèrent sur des variables linguistiques au lieu des variables 

numériques, ils fournissent un algorithme de conversion d’une stratégie de contrôle 

linguistique basée sur l’expertise humaine en une stratégie de contrôle automatique, il est 

décrit par un ensemble de règles  de contrôle flou du type : 

                                              iiii CiszthenBisyandAisxifR           : 1                                    

La structure classique d’un FLC est montrée par figure (B.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure B.1 Structure général d’un FLC 
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Le FLC fonctionne selon trois étapes :  

V. Interface fuzzification  

     L’interface fuzzification consiste à : 

Mesurer les valeurs numériques des variables d’entrées.  

Les projetées dans l’univers de discours en utilisant un facteur d’échelle.   

Transformer ces valeurs numériques en valeurs linguistiques convenable en utilisant 

des fonctions d’appartenances qui servent à subdiviser l’espace d’entrée, univers 

du discours en sous ensembles flous. 

VI. Base de connaissances  

Elle contient les informations du domaine d'application et le but de contrôle, elle est 

définie par  les deux principales bases suivantes : 

VI.1.  Base de données : 

 Elle fournit des informations nécessaires utilisées pour  

L’exploration  des règles de contrôle flou et la manipulation des données dans un FLC. 

VI.2. Base de règles: 

 Elle caractérise le but et la politique du contrôle flou via un ensemble de règles de 

contrôle flou. 

VII. Logique de décision 

     C’est le noyau du FLC; elle est capable de simuler les décisions humaines basées sur le 

concept flou et d’inférer des actions de contrôle flou par l’intervention de l’implication floue 

et des règles d’inférence dans la logique floue.  

VIII. Défuzzification  

 
     Elle consiste à: 

Transformer les valeurs de la sortie comprissent dans l'univers du discours en 

valeurs réelles comprissent  dans le domaine de variation. 

Extraire de la sortie de vérité la valeur numérique de la sortie. 
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AAnnnneexxee  CC  

LLaa  ccoommmmaannddee  FFeeeeddFFoorrwwaarrdd  

I. LECONTROL FEEDFORWARD 

Soit le système avec bruit schématisé par la figure (C.1), la commande feedforward  tente de 

ramener la sortie du processus vers un point de référence en dépit de toute perturbation 

externe, elle est basée sur une détection anticipée de la perturbation qui agit sur la sortie du 

système et la production immédiate d’un signal d’ajustement de la commande, La conception 

d’un tel système consiste à trouver un contrôleur F(p) assurant une sortie constante en régime 

permanent et en présence de toute perturbation.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La figure (C.2) montre la structure d’une telle commande 
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Figure C.1 Système avec perturbation sur la sortie 
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Le contrôleur feedforward à pour objectif  L’annulation de l’effet de la perturbation L(p) sur 

la sortie Y(p) à l’état permanent, sa fonction de transfert est donnée par : 

)(
)(
)(

)(
)( pF

pG
pG

pL
pM

M

L =−=  

Cette formule représente la fonction de transfert du détecteur F(p) dont le calcul est 

essentiellement basé sur la connaissance a priori du bruit, cette connaissance représente 

l’inconvénient major de la commande feedforward.  

II. FEEDFORWARD-FEEDBACK CONTROL 

      Dans le milieu industriel on trouve souvent une combinaison entre le feedward control et 

le feedback control, cette combinaison  a eu lieu pour atteindre deux objectifs : 

 La commande feedforward prend en charge la génération d’un signal d’ajustement de la 

commande pour les perturbations fréquentes agissant sur la sortie. 

 La commande feedback est utilisée pour la correction des erreurs  de la sortie causées par 

la perturbation non détectées par la commande feedforward. 

Figure C.2 : Structure de la commande feddfoeward 
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AAnnnneexxee  DD  

LLeess  AAllggoorriitthhmmeess  ggéénnééttiiqquueess  mmuullttii--  oobbjjeeccttiiffss        

Les algorithmes génétiques multi- objectifs présentent  une autre variante des algorithmes 

génétiques simples dans la mesure où il opère sur des problèmes d’optimisation multi- 

critères en ajoutant la notion d’arrangement et de dummy fitness afin de réaliser les 

opérateurs génétiques. 

L’organigramme des MOGA est donné par le schéma (D.1). 

Selon cet organigramme on peut définir trois nouvelles étapes additives dans 

l’organigramme des algorithmes simples, il s’agit : 

D’une identification des individus non dominant, 

Du dummy fitness  

De sharing method. 

Définition A.1 

Soit un problème d’optimisation défini par : 

nixfi :1)),(min( = Avec des contraintes  





=≤
==

Kkxh
Mjxg

k

i

:1,0)(
:1,0)(

 

  Tels que : 

if sont les fonctions coût et x est un vecteur de p composantes représentant les variables 

de décision. 

Un vecteur 1x est appelé inférieur partiellement qu’un autre vecteur 2x si : 
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





<∃

≤∀

 )()( 

)()(  
21

21

xfxfi

xfxfi

ii

ii

 

On dit alors que la solution 1x domine la solution 2x  
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Figure D.1 Organigramme des MOGA 
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On se basant su cette définition, l’algorithme d’optimisation est décrit comme suit : 

1. Identification des individus non dominants, ces individus prennent le front 1 et 

leur probabilité d’être reproduire est très élevée. 

2.   On assigne le même dummy fitness if pour les individus non dominants i du 

front 1. 

rfi =  

r représente le rang du front  

3. Procéder par sharing  method dans le but de maintenir la diversité, il s’agit 

alors de diviser le dummy fitness par une quantité proportionnelle au nombre 

des individus y appartenant, soi alors : 

i

i
i m

ff =  

Avec : 

∑
=

=
M

j
i jidShm

1
)),((  
















≥

<−
=

=

share

share
share

jidsi

jidsijid
jidsh

sh

σ

σ
σ

),(  0

),(  ),(1
)),((

1)0(

 

Où shareσ représente la distance phénotypique maximale permise entre deux 

individus. Sa valeur est choisie par l’utilisateur, cependant Goldberg a proposé une 

mécanisme adaptatif pour sa détermination. 

),( jid  représente la distance entre deux individus i et j, elle est définie par : 

∑
= −

−
=

np

k

j
k

i
k

kk
xxjid

1

2)
)min()max(

(),(  

np représente le nombre de paramètres définissant le chromosome i et j ; i
kx  est la 

valeur reélle du paramètre k pour le chromosome i ; 
Mi

i
kxk

..1
max)max(

=
= et 

Mi

i
kxk

..1
min)min(

=
= où M représente le nombre d’individu dans un front  
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4.  Eliminer temporairement ces individus  non dominants de la population  et 

procéder par une deuxième classification  en associant au départ à tout les 

individus le même dummy fitness défini par  
i

i

m
fmin trouvé dans  le front passé 

5. Le processus est refait jusqu’à ce que toute la population soit classifiée. 

6. Entamé l’optimisation par les algorithmes génétique standard 
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