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Introduction générale

Contexte :

Le but principal de la commande de systémes, egbdeoir satisfaire les objectifs définis par le

cahier des charges, de maniere la plus perfornparstgble.

Il s’agit, par exemple, de contrdler certains signée sortie) par actions sur d’autres signaux
(d’entrée) de sorte qu'il soit possible de pousaiisfaire les objectifs en présence d’incertitustes
changements des caractéristiqgues du processusl@hetide restrictions sur les variables
opérationnelles. Il s’agit la d’un probleme pratqear bien des processus réels présentent ces

caractéristiques.

Les actionneurs ont souvent un champ limité d'djpérgposition totalement ouverte ou fermée).
Entrent en compte des raisons de sécurité, d’emvénment ou de propres limitations des capteurs, des
limites sur les variables des processus, (e.gnidesiux, des flux, des températures et des pregsion
Tout ceci rend nécessaire de considérer des comsailans |'étape de conception et d'implantation d

contréleur pour obtenir une meilleure performangeystéme.

La synthése de la commande sans prendre en coesptestrictions mentionnées peut écarter la

réponse du systeme commandé de celle désirée.

Les techniques de commande prédictive généralBB€) (Generalized predictive Control)
constituent des outils puissants pour affrontg@rédleme de commande avec restrictions. Une
synthese sur ces méthodes ou sont exposées legdataues les plus représentatives peut étre
trouvée dans [CB99].

Commande Prédictive Généralisée sans contraintes:

Le GPC est une technique de commande pour desr®ste dynamique relativement lente ou, du
moins, compatible avec le fait qu'a chaque tempsltintillonnage, le signal de commande découle
de la résolution d’'un probléme d'optimisation qadidue sous contraintes.

La commande prédictive constitue un domaine amplarg et integre des disciplines comme la
commande optimale, la commande par retour d’étaaowetour de sortie. Les avantages les plus
importants que le GPC présente par rapport a dauotéthodes sont les suivants:

v |l peut étre employé pour contréler une grandeétérile processus, des systémes avec un
comportement relativement simple a d'autres quegmient un comportement dynamique peu
habituel comme ceux avec de grands retards, ascileéement, de phase non minimale ou

1



Introduction générale

instables. Egalement les systémes multivariablesmelinéaires rentrent dans le domaine
d’application d’une telle approche.

v |l posséde intrinséquement la compensation dedretda compensation par anticipation
(feedforward) de perturbations mesurables.

v Le traitement des restrictions peut étre incluséyatiquement pendant le développement de
la conception et de l'implantation du contrélewgslconcepts manipulés sont intuitifs et

peuvent étre assimilés par un personnel sans @wamaie profonde en commande.

A cOté de tous ces avantages, restent quelquesvié@cients associés. L'un d'eux est la charge
nécessairement élevée de calcul: la résolutiomidgesithmes numeériques en ligne nécessite un
volume et un temps de calcul plus grands que capkdueés, par exemple, par la mise en ceuvre de

controleurs classiques de type PID.

Un autre inconvénient est di au fait qu'il est séage d'avoir un modéle approprié du processus.
L’approche de commande prédictive est basée suamaaissance d’un modeéle et donc, les
performances obtenues dépendront des écarts eastaa le vrai processus et le modeéle utilisé.

Le GPC n'est pas une stratégie spécifique de comemaais c'est une methodologie développée

autour de certaines idées communes.

Les principes qui apparaissent a un degré plusanos@leveé dans les classes de la commande

prédictive sont basiquement les suivants:

» Utilisation du modele du systéeme pour prévoir ldisalu systéme a de futurs moments du
temps.

» Calcul des actions optimales de commande bas@ soinimisation d'une ou plusieurs
fonctions de codt ce qui peut inclure des restmgisur les variables du processus.

» La stratégie de I'horizon mobile, c'est-a-direhaque itération et en se servant d'un modele du
processus, des futures consignes sur un certazohat'une fonction objectif, les futurs
changements de la commande sont calculés en premaonimpte des restrictions qui agissent
sur le processus. Finalement, seulement le presigeal de commande est appliqué au
systeme, rejetant le reste et déplacant I'norizoa ke futur, répétant les calculs dans la

période suivante.

Commande prédictive généralisée sous contraintes :
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Dans les applications industrielles, il y a plussetypes de contraintes dont il faut tenir compates

que :

v Des restrictions physiques.
v Des spécifications technologiques.

v Des raisons de sécurité, de qualité...etc.

Un contréleur doit étre congu pour satisfaire cargeade spécifications technologiques, le role des
contraintes dans un systeme de commande est doiblejoivent permettre une meilleure

représentation des systemes physiques, et d'aaire @tre utilisées comme des paramétres de
conception pour améliorer les performances du systeces contraintes rendent le calcul de la
commande assez difficile, ce qui nécessite I'inolugles méthodes d’optimisation pour résoudre ce

genre des problemes.

Parmi les fonctions disponibles dans la bibliotlegloptimisation du Matlab et les plus utilisées
dans les derniers travaux celle @audprog (Quadratic Programming), I'utilisation de cettedtion

de le GPC offre des meilleurs résultats.

Toutefois pour un certain choix des paramétresym!nése(Nz; N,; /\)de GPC, un nombre des

contraintes important, ainsi pour un mauvais cli@g contraintes a satisfaire cette fonction présent

plusieurs anomalies.

Notre approche se fixe comme objectif de palier ioesnvénients, ceci par proposition d’autres
méthodes d’optimisations pluridimensionnelles petamt de résoudre le probleme de la fonction de

cout de GPC sous contraintes.

L’idée adoptée dans ce travail est de transforngetodites contraintes a satisfaire a des bornes
supérieures et inférieures (contraintes de bormesint d'appliquer I'optimisation. Avec cette
transformation le nombre des contraintes a satésfdevient trés réduit ce qui peut faciliter le

probléme d’optimisation.
Organisation de la these:

Ce travail est divisé en quatre chapitres, les daexieres développent la commande GPC sans
contraintes de point de vue général et concepilsebnt pour but de préciser les bases théoriques
nécessaires pour la suite, le troisieme chapitre@ssacré a la commande prédictive généralisée

multivariable sous contraintes, il est pour bufpdésenter, le principe de base de la fonction QP du

3



Introduction générale

Matlab, la sensibilitt de méthode aux choix destragmes a satisfaire et le traitement des ces
dernieres pour les transformer sous forme desaiokds de bornes, ces contraintes sont utilisées pa
la suite pour définir la région de faisabilité degthodes proposées dans le chapitre suivant. Le
dernier chapitre présente les principales méthdigsimisation pour palier les inconvénients de la

fonctionQuadprog du Matlab. Le travail est organisé comme suit :

Introduction générale

Chapitre 1 : GPC multivariable algorithmique saostraintes.

Chapitre2 : GPC multivariable polynomial sans caintes.

Chapitre 3 : GPC multivariable sous contraintes.

Chapitre 4 : GPC multivariable utilisant des mé#sd optimisation multidimensionnelles.
Conclusion générale.

Annexe A.

Références bibliographiques.
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Chapitre 1 : GPC multivariable algorithmé&sans contraintes

1. Introduction

L’'importance de la commande prédictive, introdeite1978 par J.Richalet [Rich78], a cr( au cours
des années 80, et surtout aprés les travaux de(avke en 1984. La justification de la commande

prédictive résulte de I'idée de tenir compte poarconception du correcteur de maximum

d’'information dont I'automaticien dispose et touemier lieu de la consigne.

De plus, la simplicité de I'algorithme, et sa f@éilde mise en ceuvre du moins en mono variable,
lui ont permis d’étre appliqué dans l'industrie eefficacité.

Ce chapitre va donc décrire la commande prédigféreéralisée dans sa version algorithmique pour
des systémes multivariables, cette derniere sdiséatpour le chapitre suivant pour élaborer sa

version polynomiale afin de traiter de robustesseatte méthode de commande.

1.2. GPC algorithmique multivariable
1.2.1. Introduction aux algorithmes prédictifs :

Comme pour le cas des algorithmes prédictifs manaivigs, la mise en ceuvre de la commande
prédictive généralisée multivariable suppose quidifateur dispose de trois types d’'informations :
" La consignéV est connue sur un horizon plus ou moins long eiscipar I'utilisateur. Pour

le cas multivariable, les horizons peuvent étrasibaifféremment sur chacune des voies.

" Un critere quadratique a minimiser incluant :

Un terme d’erreur entre la sortie et la consigne.

Un terme pondéré faisant intervenir la commandsavuincrément.

Un modéle MIMO linéaire du systtme a commander. tgih modele peut-étre issu d'une
identification (modéle de représentation) ou d'émus physiques du systeme (modeéle de
connaissances).

L’exigence de la connaissance du modéle appanaétldecalcul de la prédiction de la sortie.

On se limitera dans la suite aux systemes carrés’datrées, etm'sorties.
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1.2.1.1.Principe :

Le schéma de principe de I'algorithme du GPC MIM®Dreprésenté par la fig.1.1 :

v — -
w(K) u(k) u(®) - y(t) y(k)
—> Calculateur| » CNA —"»| Systtme ——| CAN >

A

A

YK)

» | Modele

Fig.1.1: Principe de fonctionnement du GPC MII

Comme on peut constater sur le schéma de la fidreune consigne spécifiant le comportement

futur désiré de la sortie systéme est envoyéealgotithme de minimisation du critere GPC.

Celui-ci renvoie une séquence de vecteur donnartotamande de linstant a t+Nu-1 (cas
MIMO), dont seul le premier vecteur donnant la camae a I'instant est appliqué au systeme

réel.

De plus, la commande ainsi calculée, sert a '&sdiment de la prédictian

La valeur du vecteur de sortie systeme est égalereenoyée vers l'algorithme GPC et permet
d’assurer le recalage de la prédiction en cas alierrce qui se présente si le systeme subit des
perturbations de sortie, par exemple, ou quand ¢teléhe linéaire utilisé ne représente pas
parfaitement le systeme réel (ex : erreurs paraguéss). C'est ce recalage qui fait du GPC un

algorithme boucle fermée.
1.2.2.Modele prédictif :

Le systéme est représenté sous la forme CARMA (Oled Auto Regressive and Moving
Average) suivante [CB93]:

A y(t) =B(g Hut -1) + cE(q_l)f (t) (1.1)
AQ™) =l *AG ot AgT™

Avec:B(q?)=B,+BQg*+....+Bq"
2 nc
nct

(q_l) = Imxm + 1q_ T +
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On suppose queA(q‘l)(respectivemelﬁ(q‘1 ) est inversible, soitdetA# O(respdeté;tO)

C’est-a-dire que dék (resp. deé) n’est pas identiquement nul. Lé$,éi sont des matrices carrées

réelles de dimensiom.

LesB, sont des matrice carrées réelles de dimensiuri3e plus la séquencB,,...,B, (n, >d >1)

peut étre nulle, dans ce ahsorrespond au retard pur du systeme.
En outre, on a les données suivantes [CB93]:

y(t) : Le vecteur de sortie a I'instanfdimensiorm).
u(t —1): La commande a I'instattl (dimensionm).

{ (t) : représente une perturbation déterministe ou agijue.

Une autre facon de représenter le systéme, etegoigi d’'introduire une action intégrale dans la loi

de commande, réside dans le modele suivant [CB93]:
MA@ YY) = BE@HALuE-1) +Ca M (1.2)
AvecA, =Al ., I est la matrice identité d’ordre, A =1-q ™ est 'opérateur retard.

On obtient alors le modéfeARIMA (Controlled Auto Regressive Integrated Moving Aags).

En introduisanfA,,, on demande au correcteur, pour chaque voie dtéragsa commander,

m?
d’annuler complétement toutes erreurs statiqueswvis d’une consigne constante. On peut aussi

considéreé(q‘l) apparaissant dans [I'équation (1.1), comme un Hodgarticulier de
perturbationé(q‘l)=A‘nfC(q‘l). Dans ce chapitre, on prend@fy™)=1,. Le cas général

C(q™!) # | ,sera considéré au chapitre suivant.

1.2.2.1. Factorisation d'une matrice de transfert:

Il s’agit ici de transformer une matrice transtemtun model€ARIMAceci pour étendre

I'application de cette méthode de commande sulystese présenté par une matrice de transfert.
Pour réaliser cette opération, on suppose queésuefficients de la matrice de transfg ™ )

sont irréductibles sachant que :
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P.@h) Pu@") .. P.@)
%4¢5 %4¢5 - %Jdﬂ

P(a™) = (1.3)
_EJ¢5 Pa(@®) %Jqﬂ_

Le lien deu(t) par y(t ) sera donnée a I'aide de la matrice transRég ™) sous la forme:

y(t) = P(@)u(t) (1.4)

Utilisant les deux équations (1.4) et (1.3) pourstauire le model€ARIMAcomme suit:

P(@") =A"(q™).B(q™) (1.5)

Le probléme consiste a déterminer les deux matpoBsmomialesA(q™* )etB(q™). La méthode

la plus simple est de mettre la matriife™ sdus forme diagonale dont chaque élément de cette
derniere est égale au plus petit commun multipizates élémentpipcn) de la ligne

correspondante dB(q™* , pn peut déduire:
B(g™) =A(@™)-P(@™) (1.6)

1.2.3. Critére a minimiser :

Le calcul de la commande dans le GPC multi variabkulte de la minimisation d’'un critere
proposé par Clarke et Al dans le cas mono variabl&£987 [CB93]

Le critére a minimiser est:

Jzesp) | S w(t+)-yit+ P +A S [Ayt+ | - (1.7)
i=1 | j=N1, =1

Ou N, :Horizon minimal de prédiction de sortie.
N, : Horizon maximal de prédiction de sortie.
N, : Horizon de prédiction sur la commande.
4 : facteur de pondération sur #incrément de commande.
W (t+ j ): Consigne appliquée a 'fvoie & l'instant+j.
y; (t+ j ): Sortie prédite a I'instarttj sur la void.

Au; (t+ j — 1): Incréements de commande sur la viagel'instantt+j-1.
8
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Le critere quadratique (1.7) de la commande prigeiggenéralisée comprend deux termes de nature

différente :

= |'un portant sur chacune des erreurs entre la gorsét la sortie prédite deiff®voie.

= L’autre est un terme proportionnel & « I'énergi@wrnie par les commandes. Ce terme est
pondéré pai;. Ainsi, plus/; est faible, et moins « I'énergie » de la commagstepénalisée
dans la fonction de codt, et par conséquent, ptuscdrrecteur GPC synthétisé est
« énergique », et donc sa réponse est rapide. IGe tpermet d’éviter les signaux des
commandes trop importants pouvant saturer le systBans ce travail, on ne considere que
des réglages manuels @e (Noter que seule une optimisation sous contraidte critérel
permet d’assurer que les commandes ne dépassedepasleurs minimales et maximales
imposées).

Comme il est possible de le constater a partirldé),(on peut théoriguement définir des horizons

de prédiction de sortieN, et N, différents sur chacune des voies, de méme pouriztio de
commandeN,, .

Dans la pratique, il faudrait avoir un comportememtrée-sortie veéritablement différent sur
chacune des voies pour appliquer le critere darersee la plus générale. On prendra donc pour la

suite des N, égaux aN,pour i=1,...m(de méme pour le¥, et lesN, égaux respectivement

aN,etN,).

Horizon de prédiction de sortie

>

y
Y

'Horizon de prédiction sur la commande
Consigne futuray,

La ie précéglente y /< L
La sortie préedite);

I R S
S La commande;u

Fig.1.2 : Fenétre de prédiction de la sortie eblmmande

Une hypothese supplémentaire est faite sur la cordena

9
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Au;(t+j)=0pour j= N, (1.8)

-On peut constater d’aprées la figure ci-dessusfyyét + j est dg’autant plus faible que la valeur de

j est élevée donc, pour satisfaire la condition)(1l.8st préférable de prendxg élevée.
1.2.4. Prédicteur optimal:

Pour simplifier les notations dans I'équation (10at) désigne pay(t + j)les prédictioné/(t * j%

de la sortie a l'instartttj réalisées a I'instarit de méme pour les commandes futHFE+ J% que

I'on notera pau(t+ j )

Le calcul dey(t + j ) la prédiction effectuée a l'instahtle la valeury aj pas d’échantillonnage en

avance, nécessite la résolution de deux équatimpEhBntiennes.
Soit (Ej F; ) I'unique couple solution de I'équation Diophantier{CB99]:

Im:EjAA+q_ij (1.9)

E, =E§ +E/q™" +..+E},q7"
Avec : _ _— e
F,=F +R'q"+..+F.q

Les matrices polynomialds etF; sont de dimensiomxm. La résolution de I'équation (1.9) de

maniére récursive et pour le cas général est détaitd’annexe A

En opérant (1.2) pﬁjqj on obtient :

E;AAdy(t+j)=E;BAu(t+j-D)+E;{(t+]) (1.10)
La substitution d&; AA provenant de I'équation (1.9) donne alors :

(Im =97 'F))y(t+j) =E;BAu(t+ j -D +E,{(t+ ) (1.11)
On obtient aprés le développement:

y(t+J)=F;y(®+E;BAu(t+ j - +E;{(t+]) (1.12)

10
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Dans cette derniére équation, toutes les référendes valeurs de la perturbation pour des instants

d’échantillonnage passés et présents ont été sopesi

Il ne subsiste plus que la combinaison linégiig(t + j) de valeurs futures de la perturbation ou du

bruit. Or ces valeurs sont par définition indépereés de signaux mesurables a l'instant est

donc clair que la prédiction optimale a l'instandey(t + j), notéey(t + j ) obtenue au sens du

minimum de la variance de I'erreur et grace a dasdgeurs dont la valeur est connue a l'instant

est donnée par :

§(t+ )= F;y(t) + E,BAU(t + j -1) (1.13)

Dans I'équation (1.13), le ternig BAu(t + j — €t une combinaison linéaire de valeurdde des

instants d’échantillonnage compris entre les instarn, —d ett+ j—1-d. Mais la fonction de

codt (1.7) implique seulement les valeurs fututda galeur présente dai . Ainsi va-t-on chercher
sa separer ces valeurs des valeurs passées daretib@ (1.13). Cette séparation peut étre obtenue

grace a la résolution d'une seconde equation Dinfrane, enG; etH ; [CBI9]:

E;B=G;+q 'H, (1.14)
G, =GJ +G/qt+...+Gl,g7"

Avec :H; =H{J +H/q™ +....+H)g

Les matrices des polyndm& et H ; sont de dimensiomxm.

L’équation Diophantienne (1.14) peut se résoudtarstvement et dans le cas général a I'aide de la

meéthode rappelée emnexe A
L'utilisation de (1.14) dans (1.13) conduit finalent a :
Jt+ j)=G,Au(t+ j —1) +|H,Au(t —1) + F, y(t)] (1.15)

Le premier terme de la somme désigne la réponswcéd » du systeme, qui est due aux

commandes futures, et le deuxiéme terme, la répditese libre ».

11
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Dans le sens qu'elle est la conséquence, danstde flles commandes qui ont été appliquées

jusqu’a l'instantt.
1.2.5. Calcul de la solution optimale :

On va supposer que IBg sont €égaux pour tous lés=12,..m(de méme pour le¥, , et N,)

Notons ainsi que I'on envisagera des cas d’horizistincts par la suite.

Posons:
_FCN 1 r T
Fc 1 fou
N, +1 fczyk
Fc=| Vecteur colonne de dimensianx(N, — N, +1) avecFg, =|. k=N,,..N, et
fc
FCNZ - m’k_

Hy Au(t —1) + Fy y(t)
Hy AUt —1) + Fy 4 y(t)
Fc= : (1.16)

Hy,Au(t —1) + Fy y(t)

y(t+N,)
yt+N, +1)
Y= Vecteur colonne de dimensianx (N, — N, +1)des sorties futures estimées,
y(t+N,)
Ya(t +Kk)
Yo (t +K)
avec y(t +k) =|. ;k=N,,..N,
Yn(t +K)

12
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w(t + N,)
w(t + N, +1)
W = Vecteur colonne de dimensianx (N, — N, +1)de consigne, avec
w(t + N,)
wi(t +K)
W, (t +K)
w(t +Kk)=|. ;k=N,,..N,
w,,(t +K)
Au(t)
Au(t +1)
U= Vecteur colonne de dimensionx N, des incréments de controles, avec
Au(t+N, -1
Au,(t +K)
Au, (t +K)
Au(t +Kk) =|. ;k=0,..N, -1
Au, (t +K)

On peut alors écrire I'équation (1.15), pdyr< j < N,, sous la forme:

Y =GU +Fc

(1.17)

Avec G 00NN+ 2(m,) gatinia comme suit

13
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Gya A Gy A A 0 ]
Gy Gya A G, A 0
aec.gel M M 0 0 o0 M
e Es Gy,1 Gn-2 Gn-z A A Gy
M M M M M M
Gn,-1 Gn,2 Gnis A Gyyngun Gy,

Les terme&s; 0 0™ ™ sont les matrices réelles représentent les coafiside la matric& avec :

91 - -+ Om
G=| (1.18)

Om - - gmmi

ou (g;), est le coefficient de la reponse indicielle a targk pour le transfert entre Ja"entrée et

lai¢™sortie.

L’expression du critére (1.7) peut donc s’écrirasstorme matricielle. Compte tenu des notations
précédentes, il vient [CB93] :

J=(Y -W) (Y -W)+U"AU (1)19
A 0] o |
0 . A,
Avec:A=|: : = diag(diag(A ., e diag(A 1, ). ) (1.20)
A oo O
0 X X
0 o Ay

En remplacan§ par son expression (1.15), la valeurJdau sens des moindres carrés finalement

obtenue pourdU =dU__, avec:

opt

Ugpe =(GTG+A)'GTW-Fc )=M QW - Fc ) (1.21)

14
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D'aprés (1.21), on peut remarquer que la mati{@&G+A)"a inverser est de dimension

mN, xmN,. On aura donc tout intérét a ne pas prendre uleeivdeN, trop élevée.

La matriceM [ [)™mN."N#1) oot |3 matrice du gain optimal du correcteur GRCsebasant sur
le principe de I'horizon glissant et seules hepremiers lignes des vecteur de commaﬁq,gsont

appliguées au systeme (gagpremiers lignes correspondent au calcul de la cana® a I'instant,

les m(N, —1)autres correspondants aux instarntd,...t + N, — qudndN, ¢ 2

u_

La commande réellement appliquée au systeme atsterapt :

u (t) =u (t=1) +Au,,(t)
Avec : Au,,(t) =M, (W -Fc) (1.22)

M, 00 ™mMN:~N) Egt | matrice qui représente fepremiéres lignes de la matridé .

La procédure est répétée a chaque période d’étbandige. Comme on peut le constater certains

élements de I'algoritme d8PCpeuvent étre calculés hors ligne, d’autre pas.
Le calcul de la commande paPC peut donc se résumer de la facon suivante :

= Calculs hors ligne :

Initialisation des matriceﬁ(q‘l)et B(q‘l) du modéle.

Choix des parametrég, N,, N, ,A\.

Calcul des coefficients dg;

Calcul de M,, i.e. des m premieres lignes de(G'G+A)™'G', de dimensioin

mxm(N, = N; +1).

- Calcul de la consigne.
= Calculs en temps réel pour chaque période d’écHantiage :

- Calcul du vecteuFc.

- Calcul de la commande minimisant le critgre

15
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1.2.6. Choix de paramétres de synthese :

On peut constater, que la commande en GPC estmextiént simple. Le seul point délicat

concerne les degres de liberté laissés a I'utdligata savoir le choix des parametdgsN,, N, , A,

étant donné le nombre de réglages possibles.

Notons néanmoins que I'étendue des réglages st tHes forces du GPC : celle-ci lui permet de

s’adapter a toutes sorte de systemes, depuis $&&nsys a déphasage minimal jusqu’aux systemes
instables en boucle ouverte. Le but d’'un « bongtage d’'un systeme par le GPC est d’assurer des
marges de robustesse en stabilité suffisantespounaintien des performances correct face a des

perturbations, des variations paramétriques oudoomodéle.

On suppose lesN, égaux pouri =12,...,m(de méme pouX, etN, ). Dans le cas contraire, le

choix effectué pour I'un des paramétres d’'indicel6it tenir compte des caractéristiques propres a

lai*™voie.
De nombreuse études ont permis aux scientifiquasodicer le choix suivant [CB93],[Cama93]:

1.2.6.1. Choix deN,: horizon de preédiction sur la sorie:

= Dans le cas multivariable, on pred,comme la valeur minimale des retards purs de chaque
voie. Pour un systeme ne représentant de retarsup@ucune voie, on prerd, =1.

*= L’horizon final (maximum) de prédictioN,est choisi de fagon quéN,xT, est égal au
maximum des temps de réponse en boucle ouvertechagune des voies. ol est le temps

d'échantillonage du contrbleur. Il est a noter gliesN,est grand, plus le temps de calcul est

long.

1.2.6.2. Choix de\, : horizon de prédiction sur la commande

Pour les processus simples, prendre I'horizon dentandeN, égal a 1 donne souvent de bons
résultats, par contre, pour les processus comphxdsit étre égal au moins au nombre des pdles

instables ou mal amortis.

L’horizon de commande ne doit en aucun cas avair waleur supérieur a celle de I'horizon de

prédiction maximal.

16



Chapitre 1 : GPC multivariable algorithmé&sans contraintes

1.2.6.3. Choix de la matrice de pondératioh sur la commande:

Le probléme lié a ce paramétre réside dans leqgfdit détermine (avecN,) la dynamique du

systeme en boucle fermée d’'une maniere peu précise.

En effet, si intuitivement, on peut dire que pljest elevé, et plus le temps de réponse du systeme

est long sur la®™voie, en ravanche, il nexiste pas de relatiorantldirectement ce paramétre au

temps de réponse suriff®voie.

Si, en monovariable, la valeur deest liée a celle du gain du systeme, il resteeadee cette

constatation au cas multivariable ou I'horizon dédiction de commande, est différent de « 1 »

tout en conservant une bonne robustesse en perfoema

On peut signaler également qu’augmenterevient a accroitre la contrainte sur la commasheléa

i®™Soie, le casd, = Qeu réaliste revient & ne mettre aucune contrainte.

Notons pour finir que la matricA joue un réle important dans le conditionnement @ugue de la

méthode puisqu’elle intervient dans la matr@& [G + A que I'on doit inverser.

1.2.7. Exposé de la méthode pour des horizoms, de prédiction de la sortie différents sur

chacune des voiefCB93]:

Pour simplifier les notations, on ne traitera que tas m=2et on supposera que

N, ® N, , N, =N, =N,et lesN, sont tous égaux I,, le cas des horizoms, différents sur

chacune des voies sera déduit a partir de ce cguivee.

* Le prédicateur optima‘?(t +k) est utilise entrél; etN, .

* Les notions utilisées au (1.2.5) deviennent :

Va[gt Ny JE+N,) oo gt + N, ) (1.23)

Vi (t+k
Avec : y(t+Kk) = Bl( )} pourk> N,

Wawt+N,) ... WE+N,) o w(t+ N, (1.24)

17
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w, (t +K)
Avec : w(t +k) = 0 pourk> N,

« Uest inchangée, puisque ssont égaux et la matricec devient :

Fc= chN1 ..... Fey, oo FCy, JT (1.25)
f
Avec Fc, ={OCLK} pourk> N,

» On peut alors réécrire la relation (1.20) AvecHarmgement suivant sur la matriGe:

Gy, -1 N G, A N 0
Gy, Gy N G, N 0
s M M 0] O O M (1.26)
B GNu—l GNU—Z GNU—3 A A Gy '
M M M M M M
_G‘N21 -1 GN21 -2 GN21 3 A GNZI -N,+1 GNZl =N, |
* Notons que le$; sont de la forme suivante :
9u 9 .
G =| " 12} pourj = Ny,...,N, . (1.27)
921 922
G =| o % pour j =N, +1,...N, (1.28)
J 0 0 ]- 2 1

Avec les notations précédentes, le critere minigaéle la forme écrite en (1.19) et la solution est

celle développée en (1.21). La seule matrice iavndei esi\ .
On peut généraliser ce qui vient d’étre exposéasme: 2.

Il convient d’utiliser le prédicateur jusqu’au mapxum des\, , on met alors la prédiction sur la

voie i a 0 au-dela dl, (de mémev (t+k) = @ourk @ N, ).

18
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1.3. Tests et simulations :

Dans cette partie on présente la simulation dertancande prédictive multi variable pour les deux

cas suivants :

* pour des horizond, et N, différents, la simulation est effectuée sur modetehématique

gue représente une dynamique d’un réacteur exoitpeem

« Pour des horizonsN, et N, identiques, la simulation est effectuée sur un esyst

électromécanique représenté par un modéle prédaGARIMA
1.3.1. Systemel:

Le processus multi variable suivant correspond aysteme emprunté dans [CB99] a auquel il a été
fait une Iégére modification pour pouvoir appliqleméthode proposée. Le systéme consiste en un
réacteur chimique avec chemise de refroidisserhardécomposition d'un produit A en un autre
produit B se produit dans le réacteur (voir Fig.1La réaction est exothermique et par conséquent
la température doit étre contrdlée par circulatimau a travers la chemise de refroidissement qui
entoure les parois du réservoir. L'objectif estétger la température dans le réservoir)(et la

concentration du produit en sorti@aj.

== FL
> XK 4¢—
\ 4 4 . .
Entrée d'alimentation
¢ L
> |:C
RVY4E Y4
Tg
(- e
FC ==
—> XX
Entrée de refroidissem A—B
FL ] CA

Produit résultant

Fig.1.3. Schéma représente le fonctionnement diteéachimique

Le modele est décrit par la matrice de transfaviasiie [CB99] :

1 5
{yl(s)} _|1+ 073 1+033 {Ul(s)}
Yo (S) 1 2 U, (S)

1+ 050 1+040s
ou les variables manipuléeset u, sont les flux d'alimentatiori() et le flux de refroidissement
dans la chemisd={ ) respectivement. Les variables controléest y, sont la concentration du

produit en sortie@, ) et la température dans le réactéiy)(respectivement.
- Les constantes du temps de ce systéme sont exgrendainutes.
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- Pour la simulation, on a calculé la matrice de dfam discrete avec la période

d’échantillonnagéel, = 00Minutes on obtient :

0.0420q°! 0.4758q°*
yi(t) | _| 1-0.958q7" 1-0.9048q7" || ui(t)
y, (1) 0.0582q7* 0.1445q7% || u,(t)

1-0.9418q7* 1-0.9277q7t

La matriceA(q'l)peut étre obtenue en construisant une matrice dégalont les éléments sont

€gaux au plus petit commun multiple des dénomimstée chaque ligne, on obtient donc:

A { 1-1.863@ " +0.866% > 0 }

0 1-1.870@Q ™ +0.87379 2

En utilisant la relation (1.6) pour déterminer latnice polynomiald3 ou :

B(g™) = { 0.0419%-0.03796;> 047587 - 0.45591‘2}

0.05824™" - 0.05403% 0.144%™-0.136472

On applique dans l'intervalle du temps t <100les références suivantes :

05 0<t<50

 Pourlavoiel: W =
04 50mt<100

* Pourlavoie2: W,=030:0<t<100

Les parameétres de contr@® 4, 3, 2, 0.1, 19nt €té choisis poul, ,N, ,N,,N, , 4, 4,).

Les allures des différentes sorties, commandesce¢ments de commandes seront illustré par les
figures 1.4.1 et Fig.1.4.2.
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D’apreés les résultats obtenus, on peut remarcgutanmment dans les régimes permanents :

Fig.1.4.1 :Sorties et Commandes du systéme corrigé

Fig.1.4.2 :Incréments de commande
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Chapitre 1 : GPC multivariable algorithmé&sans contraintes

- Des sorties tendent vers des valeurs constantiesi(sale consignes)

- Des commandes stationnaires tendent vers lesref0e2833 0.0333", ces derniéres

représentent le produit de I'inverse du gain stetiqu systéme avec le vecteur de

consignesy, ,,,=(04 03)".

1.3.2. Systeme2 :

Le systeme considéré est celui décrit par le madie@ARIMASuivant:

1 0 0] [-088 -016 O 0112 008 O 0064 0016 O
A=|0 1 Of+| 032 -096 -08|g*+| O 0136 008|g2+|-008 0072 024 |q°
0 0 1 0 0 -072 016 0 0112 016 0 0.0192

05 02 -05 1 2 1
B=|2 0 03|g*+|/-08 06 05|g2;C(g")=lsa
|0 09 -04 1 03 05

On applique dans l'intervall®<t <140, les trois références suivantes :

0: 0<t<10 0: 0<t<10

1: 10mt<70 -2 10mtt<70

 Pourlavoiel: W = * Pour la voie 2 W, =

15: 701t<100 1: 701t<100
05: 1001t<140 0: 100Ttt<140
0: 0<t<i10
1: 10mt<90

* Pourlavoie 3 W, =
15: 90mt<100

05: 100mt<140

Les parametres de contrdl, 7, 0.9, 0.8, 0.19nt été choisis pourN,, N,, 4, 4,, A).
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Chapitre 1 :
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Fig.1.5.1: Les sortieg

1,2, 3)

Le gain statique de ce systeme est obtenu, engajapli le théoreme de la valeur finale, on obtient :

G(q_l)q'%l = A_l(q_l)q‘%l X B(q_l)q‘%l

- ™M
S o ™
O m 3
C 4 ©
s T
N
M o M
S Q3
N NS
: O .
S 7 S
o ™
O N <
0 oM ~
Vel B
S %<

D'ou, linverse de ce gain devient égal@:* (1) =
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Chapitre 1 :
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80

60
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(1)en spuewwod e

le temps (sec)

1,2,3)

Fig.1.5.2 : Les commandes;
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1,2,3)

Fig.1.5.3 : Les incréments de commande;
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Chapitre 1 : GPC multivariable algorithmé&gans contraintes

D’apreés les résultats obtenus, on peut remargaes kb régime stationnaire:

1. Des sorties tendent vers des valeurs constantiesi(sale consignes).
2. Des commandes stables tendent vers les v4R62Y2 -0.1355 -0.989])", ces derniéres

sont obtenues & partir de la multiplication@®e* (1) par le vecteur de consignes

W, _100=(05 0 05)

2.4. Conclusion:

Dans ce chapitre, nous avons présentgofithme de la commande prédictive généralisée
multivariable algorithmique sans contraintes, ceattgniére est appliquée sur deux systémes
multivariables.

Le premier systeme est présenté par une matriceadsfert d'ordre 2, I'application de cette
méthode de commande nécessite a I'avance de t@iation de cette matrice de transfert pour la
rendre a un modelISOd’ordre 2 de typ€ARIMA La dynamique de l'autre systéme est décrite
par un modeéleMIMO de CARIMA d’ordre 3 te les résultats obtenus montre l'effitade cette
méthode de commande, ceci grace a un choix padialgés parameétres de synthése (les horizons
de prédiction minimaN, et maximaN,,  les horizons de commant, la matrice de pondération
M), ce choix nous a permet d’avoir des commandddestaet d’'une bonne poursuite du signal de

sortie a la consigne pour chaque voies. Cette rdétdo fait quelle utilise des formes récursives,

facilite considérablement son implémentation dansalculateur numérique.

Cette commande présente aussi un avantage trésssd@t qui réside dans I'élimination des effets
de toutes perturbations en échelon de grandewdudi®e d'occurrence aléatoires grace a I'action
intégrale du modele deARIMA
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2. Introduction :

L’application de la loi de GPC pluridimensionnetlans sa version algorithmique sur les systéemes
multivariable présente un certain nombre de diffésiqui leurs sont inhérentes. Parmi celles-ci,
nous mentionnons les lois de commande pour le eagpbcédés représentés par des matrices de
transfert d’ordre trés élevé, ce qui nécessiteeunps de calcul important de cette commande ; c’est
pourquoi nous allons développer une autre versalynpmiale de cette loi qui permet, d’une part,
de réduire ce temps de calcul et, d'un autre plartvérifier la stabilité du systéme corriger dams |

plan fréquentiel.

Cette partie a pour le but de développer la locoilmmande obtenue avec le GPC algorithmique et
gue résume la fig.2.1, sous une forme équivalenéaire a I'aide de trois matrice de polyndnkgs

S, Tcomme indiqué en fig.2.2.

v

W | GPC Systeme
f

Fig.2.1 : GPC sous forme algorithmique

v

w : T +8 (AS)—l | > A_l.B

Fig.2.2 : GPC sous forme polynomiale équivalente

Les avantages procurés par I'obtention de la fopolnomiale RST équivalente auGPC sont

multiples :

= L'utilisateur peut étudier a priori la stabilité dystéme en fonction des parametkgsNy,
Ny, 4. On peut alors garantir la stabilité du systéme inam Ce n’est pas le cas avec la
version algorithmique d&PC, pour laquelle I'utilisateur n'a d’autres certiegdque celles
qui lui sont données par le nombre restreint dertrées généraux de stabilité relatifs au
GPC.
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Chapitre 2 : GPC multivariable polynial sans contraintes

= || est possible dans le cas multivariable de prec&dune étude de stabilité robuste par le
tracé des valeurs singulieres du systeme. On stimex le degré de robustesse en stabilité
du systéme.

= Cette approche permet d’analyser le correcteurrgépar le jeu de parametrig, No, Ny, 4
choisis par I'utilisateur : on peut donc obtens [@les et les zéros du correcteur, étudier son
conditionnement...

= Les polyndmes matriciels étant obtenus une foisr pmute hors ligne, I'approche
polynomiale duGPC apparait plus rapide a I'exécution que la versilgorithmique. (Ce qui

peut étre intéressant dans le cas d’utilisatiopat@des d’échantillonnage courtes).

2.1. Obtention du correcteur polynomial équivalent:

Par rapport a I'approche algorithmique, ou I'onrche a minimiser les calculs effectués en ligne,
donc a ne pas résoudre les deux équations diophaet que peuvent nécessiter le calcul de la
prédiction, I'approche polynomiale effectue le cédcde la prédiction a I'aide des équations de

Diophantienne résolues hors ligne.

De plus des notations du paragraphe 1.2.5, orsetdans ce paragraphe [CB93]:

_FNl(q_l) | _HNl(q_l) |
FN1+1(q_1) H N1+1(q_1)

IF = : JIH = ; (2.1)
_FNz(q_l) ] _HNz(q_l) |

Explicitons ces notationdF etIH sont des matrices blocs polynomiales telles que :

R+ FMg T LA FNg T | HY +HM g™+ H g™
IF = JH =
Rz +F g+ + Fleg™™ |Hgz +H g™ +...+H Yy q™™

La mise sous forme matricielle de I'équation dedpton (1.15), en utilisant les notions

précédentes, soit alors:

Y =GU +IH Au(t -1) + IF.y(t) (2.2)
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Chapitre 2 : GPC multivariable polynial sans contraintes

Le critere (1.19) peut donc s’écrire cette fois :
3=[G0 +H Aut-1) + IF.y) -W] [0 + IH Au(t - 1) + IF y(t) -W]+ GTAG 2.3)
La loi de commande obtenue par minimisation de@iprécédant vaut :

Ugpe = —IM[IF.y(t) + IH .Au(t -1) W] (2.4)

Ml
Avec IM = (GTG+/\)_1GT =
M N

u

Remarquons que nous aviviet nonw(t) .

De la méme fagon qu'au81.2.5 seulesnlesomposantes dﬁoptsont appliguées au systeme soit :
u(t) = u(t —1) + MW — IF.y(t) - IH .Au(t - 1)] (2.5)
Cette derniére équation peut s’écrire :

1+ GM L IH But) = —MIF .y () + MW (2.6)
Le correcteur équivalent ayant pour équation :

S(a™)Au(t) =T(a)w(t) - R(@™)-y(t) (2.7)
On a alors par identification des deux équatiom®) & (2.7), les égalités :

s@h=1,+q9 " M.IH
R(g™) =M,.IF (2.8)

T(@™) =M.
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Chapitre 2 : GPC multivariable polynial sans contraintes

Ces trois polyndmes matriciels sont calculés higreel Ainsi la consigne (#) étant supposée connue
(entret+N; ett+N,), on effectue I'acquisition dg(t). Le calcul de la commande est alors immédiat

d’aprés la relation (2.7).
2.2.  GPC multivariable utilisant le filtre C(q™)[CB93]:

Nous avons pris pour la partie ci-dessgg ™) = |,,dans I'équation du modele de CARIMA. C'est-a-

direé(q'l) :A'n%. Il se trouve qu'en procédant de cette facon, lberahe a annuler toute erreur
statiqgue vis-a-vis d'une perturbation constante imimoduisant dans le modéle CARIMA un
intégrateur. Cependant le modéle de perturbatiooisthC(q™") =1 n’est pas suffisamment

représentatif de celui qui peut exister réellensemtun processus industriel pour lequel il peustexi

des perturbations hautes fréquences mal connuesnoplétement négligées.

Le but de ce qui suit est de prendre un modelerdoegsus sous forme CARIMA pour lequel on

choisit un modéle explicite de perturbati@{g™) # | ,,afin de mieux décrire la réalité. On verra par

la suite qu'un choix possible poDfq™ e$t tel que son gain est élevé en haute fréqueane :

général les dynamiques négligées ou mal connussnted’autant plus que la fréquence considérée

est élevée.

Nous allons réutiliser les notations au casC@g")=1,. L'équation du modele sous forme

CARIMA s’écrit :
ALAQTY(t) =B AU -1) +C(g ™ (1) (2.9)

Il va étre tenu compte de ce modele dans I'estonale la prédiction. Avec les notations du 1.2.4,

'équation (1.18) donnant la prédiction s’écrit :

C.y(t+]) =CGAu(t+ j -1 +|F.y(®) + H, Au(t -1)|+ E; C.{(t + |) (2.10)
Or avec (2.9) égal a:

AR A Y+ 1) =B AU+ =D +C(q ) (t+ ) (2.11)

Et les deux équations de diophantiennes :
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Chapitre 2 : GPC multivariable polynial sans contraintes

C=E;AA+q'F,

, (2.12)
EB=G,C+q 'H,

—Fl g1 i -t
Ei=Ey +E/q +..+E[q
—nf
FJ nf

Avec : = Foj +F1jq_l+...+ Fnjf(j)q

n{ =maxn,.n; - j)

G, =G{+G/q+...+G/ g
Et{H, =Hg +H/q™" +...+H} g™

n, = ma><(nc,nb +d)—1

Le prédicateur optimal est donc :
Cy(t+ j) =G, CAu(t+ j -1 +|H,;Au(t —1) + Fy(1)] (2.13)
Posons maintenant [CB93] :

Cy(t+N;,) Cw(t +N;) CAu(t +N,)

Y. = _ W = j et U, = j (2.14)

Cy(t+N,) Cwt+N,) CAu(t+N, -1
La minimisation analytique du critére conduit &émuence optimale de commandes futures:

Uopt =—(G' G +A) "G [IFy(t) + IHAU(t —1) W ] (2.15)

L—J\‘Fopt (t) CJopt (t)

Avec : U opt = = (2.16)

Upoeet+ N, =) | |CU,(t+N, -1
La commande réellement appliquée est définie par :
u(t) =u(t —1) - C LM [IF.y(t) + IH Au(t —1) —W ] (2.17)

Le correcteur se déduit alors comme suit :
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(C+MyIH.g™H)Au(t) = M, We — MLIF.y(t) (2.18)
Par identification avec I'équation :
AS (g Hu(t) =T'(q W(t) - R(@ ™) y(t) (2.19)

S(@™h)=C(@™)+M,lHg™

Il vient : R'(q™") = M,IF (2.20)
ql
T' (@) =My c@@™)
191

On peut constater que la matrice polynom@{g" se Jrouve au niveau du correcteur daifg ™ , )

T'(g7Y) et danR (g™t )par l'intermédiaire dé=. Nous verrons plus loi que cette matrice

polynomiale peut engendrer une amélioration detbaistesse tout en conservant un comportement

d’entrées-sorties inchangé.

2.3. Analyse de la robustesse:
2.3.1. Introduction :

Comme nous l'avons dit au paragraphe 2.1, la reptéson de la version polynomiale du GPC est
indispensable pour effectuer I'analyse de robustesasstabilité du systéme. En effet, rappelons
simplement que la version algorithmique ne foupas de facon explicite les correcteurs. Nous
allons aborder un ensemble de théoremes concaetaambnditions de robustesse de stabilité d’'un
systeme bouclé. Nous pourrons ainsi remarquer gsieanditions font intervenir les fonctions de

sensibilité S(w) et de sensibilité complémentaBgw caractérisant aussi la performance nominale

et la robustesse aux bruits de mesure du systéeowébiace a des incertitudes paramétriques du

modeéle.

2.3.2. Fonctions de sensibilité et sensibilité complémerite:

On considere le systeme bouclé discret multivagidel la fig.2.3 [CS99] :

A
e k Ml e 3 y

| -

Fig.2.3 : Systeme bouclé classique
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Chapitre 2 : GPC multivariable polynial sans contraintes

Avecn, represente les entrées de bruits de mesljie, perturbation agissant en sortie du systeme.

La sortie du systeme bougiéeut s’écrire :

y=GK(ln+GK) w-GK(l, +GK) ™ n, +(1,+GK)™d,

L’erreur d’asservissemeat=w -y, compte tenu de l'identité :
GK(l,,+GK) +(1,,+GK) ™" =1,

Est alors :
£=(,+GK) " w+GK(l,+GK)™"n, - (I, +GK)™d,

On définit alors d’aprés les relations (2.22) e28 [FD97]:

« La fonction de sensibilit¢ S, =(I,, + G.K)™

« La fonction de sensibilité complémentair§;:=G.K(l,, +G.K)™
Ces deux matrices de transfert vérifient la refaffeD97] :
S, +S. =1,

2.3.3. Théoréme du faible gain [FD97] :

2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Ce théoréme est d’une portée moins générale ghédeeme de Nyquist puisqu’il ne donne qu’une

condition suffisante de stabilité. Souvent énonpéopos des systemes continus, le théoreme du

faible gain est également valide en discret.

2.3.3.1. Hypothese:

ConsidéronA une perturbation stable, Btla fonction de transfert du systeme entre I'engéda

sortie de la perturbation supposée stable également

P

A

A

A\ 4

Fig.2.4 : Schéma général d’étude de la robustesse
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P est le transfert qui apparait lorsqu’on isole dandbloc Atoutes les perturbations ou incertitudes

de modéle.

2.3.3.2. Théoreme [FD97]:

- Le systéme bouclé est stable en présence detlatpionAsi |[P.A|_ 1

ol ||| représente la nornte,, .

- Une autre condition de stabilité également saffie mais plus conservative est la suivante :
IPl., ], 1 (2.25)

2.3.4. Robustesse « stabilité/performances » d’un systérseumis a des incertitudes

paramétriques:

Nous rappelons brievement ici les modélisationsramment employées des incertitudes pouvant
exister sur un modele représentent un processusquigy Le principal intérét de telles modélisations
est qu’elles sont trés générales, et permettert dermodéliser de facon tres simple des incertitude
aussi diverses que des dynamiques mal connuesodiaetirs ou des variations paramétriques de

modeéle.

La représentation non structurée des incertitugemddele affectant un systeme peut étre donnée

par [CB93]:
+ + + y
V—»_[}—» K u: G —+>D_Ty—> V—>_D—> K M4 G > "
» Aa J > As J
Fig.2.5aG, =G +A, Fig.2.5bG, =(1,, +A,)G
+ y
V—»_[}—» K HY tD_'_—P G >
> A,
Fig.2.5cG, =G(l,, +A,)
+ y + + y
V_>D_>KUG—;rD > Yo K H50 > G >
L Ais. < L Aie J
Fig.2.5dG, = (I,, +A,)"G Fig.2.5eG, =G(l,, +A,)"
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Nous allons appliquer le théoreme du faible gaidiuerses représentations obtenues au

paragraphe précédent afin de déduire la condigordustesse sur la stabilité. Nous notons :

o(.) : La valeur singuliere maximale.

A, : La matrice d’'incertitudes obtenue a partir dgares 2.5, généralement sa structure est

inconnue ; elle satisfait une certaine limite sigée :
Dwm{o TE}E[AX(w)] < olLp(@)] (2.26)
e

L., (w) : est une fonction scalaire qui limite la matriteetransfert du systeme perturbé au voisinage de

nominale

- Avec les hypothéses ci-dessus, la condition bagtesse sur la stabilité est donnée par :

Da)D{O Tﬂ} olLn(@)o]s. (@] <1

= olS,(@)] }/E[Lm(a))]

-Les performances nominales (NP) sont ainsi dé&fin@mme le poids maximal de la matrice de

(2.27)

sensibilité d’ou la condition de robustesse supkrormances est donnée par:

Owl {O TE} E[WS (a))]E[Sd (a))] <1

=als@ls J7L )

W, (@) : représente les spécifications sur les perforesnc

(2.28)

2.3.5. Amélioration de la robustesse :

On noteRST, RST' les correcteurs obtenus podtq ™) =1,,et C(q™") # |, respectivement.

Il est aisé de constater que le schéma (2.2) ddhaatructure polynomiale équivalente du GPC peut
se mettre sous la forme :

W _ Vv u y
—» H=R"T K=(AS)™R G=A"B

v

Fig.2.6 : Structure polynomiale au GPC paufq’)=Im
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- La matrice de transfert entre I'entrée de réféeeta sortie et est égale, avant introduction de

C(gMa:
Gy =GK(l,,+GK)™H
Or d’apres l'identité [CB93]:
GK(ln+GK)= [I - (G.K)_l]_l

Il vient :

Gy = [I ot (A'l.B.(A.S)'l.R)_l}_l.R'l.T

D’ou (2.29)

[R+asBLA"T

* Ladynamique de la boucle fermée est donc détempad, = [R+ A.S.B'l.AJ avant
introduction deC(q™ ) la dynamique est donc définie par les paraméxrgs\, , A définissant
R(q™) etS(a™).

« Aprés ajout d€(q™* )nous avons constaté que les élémReds" , Sy et T(q)

deviennentR' (g™ JIF dépend d€(q™ ), S(q™)etT'(q) =T(9).C(q™). La matrice de

transfert entre la sortie et I'entrée vaut :
Gy =(R+ASB™ATTC (2.30)

Remarquons également que si I'on ne souhaite pdffierde comportement entrée-sortie apres
lintroduction du filtreC(q™ ), il faut queC(q™ )oit scalaire puisqug(t ept remplacé pay (t) et

w(t) parwg (t) donc :
Ve =Gl Wg = Yy=C G, Cw - y=G;.w = G, =G/, (2.31)

Donc la fonction de transfert (2.30) doit étre égakelle obtenue avant introduction@gg™ )

soit(R+A.S.B™.A) T ce qui impose que I'on ait :
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R+AS.B1A=CP, (2.32)
Avec : P, =R+A.SB™.A

La condition de robustesse sur la stabilité, alajuut deC(q™), est exprimé

En résumé, I'adjonction du filtre matrici€l(q™) se décompose en deux actions :

- On modifie la dynamique de la boucle fermée quspateP, = (R+ASB™A) a
(R+AS.B™A)=CP,
- On filtre la consign&V de fagon a garder un comportement entrée sodi@igé (avec

C(q™) scalaire pour assurer l'identité du comportemetréersortie).

- Les conditions de robustesse sur la stabilité spptimées en fonction de la matrice de

transfert en boucle fermée, avant et aprés I'aje@(q ), par les équations (2.33) et (234) comme

suit:
DwD{O T—’j;E[H 16y (@) /]/E[Lm @) (2.33)
DwD{O T—’j;E[H"l.be (@)|m }/E[Lm @) (2.34)

Avec:H=R'TetH'=R™'TC.
D’aprés ces dernieres équations, si I'on veut aralila robustesse du systeme, il faudra bien thois
la matrice des polyndomé&Xq™ .)

2.3.6. Role de la matriceC(g™*) [Rodr03]:

On peut analyser le role d&(q™ d@ deux fagons. Dans le cas ol I'on con@{f ™ du $ystéme ou
une estimation du bruit agissant sur le systémé&,(tg*) sert a réaliser une prédiction optimale de la

sortie dans le sens de la minimisation de la vadalans ce cas, on peut v@{q* comme un

filtrage, permettant d’atténuer I'erreur de prédict
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D’autre part, on peut se servir @q™) comme un paramétre du systéme servant a rendrsteolau

commandeC(q~* )Peut étre vu, alors, comme un observateur ou éfilparge du systéme. Dans ce

cas, on perd I'optimalité dans la prédiction, n@saugmente la robustesse.
2.4. Tests et simulations :

Les systemes considérés ensuite, sont ceux étlaidse chapitre précédent plus un autre systeme
disponible dans la bibliothéque de Matlab/Robuste.

La premiere application est effectuée dans le butair le tracé des valeurs singulieres maximages d
la fonction de sensibilité et la sensibilité coérpentaire dans le plan fréquentiel. L'application
suivante exploite des données disponibles damgiei¢l de Matlab d’un systéme commandé par une
méthode robuste, ceci dans I'objectif de vérifeerdbustesse de la méthode GPC polynomiale face
aux incertitudes parameétriques du modele.

Dans la derniére application, on utilise pour llealades parameétres de GPC polynomial, la matrice

des polynéme£(q™* gifférente de I'unité celle-ci dans le but de Mdinpact des signaux de bruits

ainsi de perturbations sur les commandes et l¢éesalu systeme bouclé. Les résultats obtenus sont

ensuite comparé a ceux obtenus par le controlelir®8 robustifie.

Applicationl: « GPC polynomial »

Le systeme considéré ici est celui présenté dai¥s1§bn choisit les méme paramétres de synthese de
GPC algorithmique, cités dans le chapitre précégenir déterminer les paramétres du contréleur

RST équivalent on obtient :

« PourR(A™) =[Ru@Y) Ru@™) 5 Ru(@™) Rup(@™)]:

Ra(q™) =-3786+6.11407 - 2495072 ; R,(q") = 4551-6.421q 7" + 2.4650 2

R, (07 =1937-27760" +10699 7% ; Ry,(q™) =-1.135+ 1769~ -0.7003 >
« Pours(@) =[Su(@™®) SL@™) 5 Su@™®) S,

Su(@™) =1-05519™" ; S,(q7") =-0.06464™

$:,(q7) =-03533 " ; Sp(q7) =1-1187q"

y POUfT(q_l):lTn(q_l) To@™) 5 Tu@™) Tzz(q_l)li
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T,,(@™) =-0.1561-0.10531 " - 0.04068 > + 0.03943 ° + 0.09485 .
le(q_l) =0.0647+ 009108:]_1 + 011861_2 + 014741‘3 + 0173m—4
T,,(q™") =0.7722+0.65519 " + 0.53210 7 + 0.3433°.

T,,(q") = -0.07226- 0.037q " + 0.0003947 2 + 0.03394; 3.

Avec cette transformation polynomiale, on peut Vedrcaractéristiques fréquentielles du systeme
bouclé, par le tracer des lieux des valeurs siegedi maximales de la fonction de sensibilité dirett
la sensibilité complémentaire (voir Fig.2.7).
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Fig.2.7 : les valeurs singuliéres de la sensibilitécte et la sensibilité complémentaire

D’apreés la figure ci-dessus on peut constaterdesarques suivantes :

» Pour la fonction de sensibilité directe : Elle fagible pour les basses fréquences et proche de
I'unité pour les hautes fréquences. Les valeulddaide la fonction de sensibilité directe pour

les basses fréquences, qui sont nécessaires poioane atténuation des erreurs de modéle,
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assurent la protection contre les erreurs de mabielenverse du transfert en boucle ouverte
aux basses fréquences.

* Pour la fonction de sensibilité complémentairee plitoche de I'unité pour les basses
fréquences et décroissante en haute frequeneaitlhbter que, plus la fonction de sensibilité
complémentaire décroit avec la fréquence, plugdeeme en boucle fermée devient protégé
aux erreurs de modéle en haute fréquence. Ceicnpsttant car du fait des dynamiques
négligées- appelées aussi effet parasites. Dares ce, cette fonction ne décroit pas
rapidement ceci traduit par la sensibilité du sygtdouclés aux incertitudes paramétriques du

modeéle.

- Aucune condition de robustesse examinée ici ponfirtoer est ce que ce systéme est robuste
en stabilité et/ou en performances. Pour vérifdtecrobustesse, nous allons procéder, dans la part

suivante, a une comparaison avec un autre systemeandé par la méthode robuste.

2.4.1. Application2: « analyse de robustesse »

Cette application a pour but de vérifier la robsséedu contréleur RST_GPC pour le cas d’'un
systeme multivariable décrit par un modele incertpour cela, nous allons procéder a une étude
comparative entre la méthode GPC polynomiale etdthodeH  , on utilise pour cette étude les
données disponibles dans le fichesedemo.nde Matlab.

Notre objectif étant préciseé ; nous n’allons pastarder sur la conception d'un contréleur par la

méthodeH , , nous allons concentrer notre étude sur la vatifio de la satisfaction de la condition de

robustesse cités deux conditions de robustesse.

Le procédé sur lequel nous allons faire notre éastielécrit par les équations d’états et de mesures

comme Ssuit :
d’(;(tt) = A, x(t) +B,u(t)
y(t) = Cyx(t) + Dyu(t)
-0.99005 4.7491x10™* 0.48994 19219 0.78273 -0.61398
Avec: A, = 90.064310* -098765 19010 -049180 , _|061298 078260
' -049605  -19005 -3117 49716 | ° |0.78349 059597 |’
-1.9215 049069 -7.7879 -39831 0.60685 —0.78784

9 1-061238 0782 -59841 -0.78842" ¢ |0 O
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Les transferts de pondérativv et W;choisis pour la méthodg,, sont donnés par :

2
0.0l.(1+ Sj
100

2
{1 LS j 2000
\Nl—lz 5000 ' W3—1_ s

2 = 2000
001( S j 0 ——
V( 5000)

Ou yest une pondeération réalisée dans la méthigdeelle est choisie par I'utilisateur pour faire un

compromis entre les robustesses stabilité-perfocagri’analyse de cette derniere a éteé faite dans

une plage fréquentielle définie par I'intervet]]@'2 1015].

En se basant sur le pas=  G&8 pour discrétiser la forme d’état donnée ethmisd pour les deux
méthodes de commande présentées les parametrgstiesgy = 0.009; N, =2 ;

N, =4;N, =N, =2, etA = diag (041), On obtient :

- Les figures (2.8.1), (2.8.2), représentent la cawipan des fonctions de sensibilités et de
sensibilités complémentaires obtenues par le GR@mial et la méthode ,

- Les figures (2.8.3) et (2.8.4) représentent lamépandicielle ainsi les commandes du systéme

1 0
corrigé pour les deux vecteurs de consignes (O] etw= (J

- N.B: Les gains statiques du systéme a commanarotbenus par I'application du théoreme

de la valeur finale avec la relation:

GHs)s.o = [Cg % (Sx laxa = Ag)sqo_l xBy + Dg]_lD’ou :

_1(0)_ 1.0029 0.00026
0.0036 1.0027

Pour une erreur de poursuite proche de zérosplasnandes doivent tendent vers :

1.0029 000026} H_F.oozg

1
: Pour le vecteur de consignes , et
0.0036 1.0027| |0 0.0036 0

1.0029 O. 00026 0 0.00026 . 0
= : Pour le vecteur de consignas=
0.0036 1.0027 1 1.0027 1
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condition de robustesse sur les performances|
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Chapitre 2 :

Sorties pour le vecteur de consighesw =[1; 0]

50

45

30

25
temps (sec)

15

consighesw =[1; 0]

Commandes fournies pour le vecteur de

1.0029 - - -
0.0036

50

temps (sec)

50

(10j

Fig.2.8.3 : Sorties/Commandes obtenues par RST_fiaRCw=
Sorties fournies pour le vecteur de consignesw =[0; 1]
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[0;1]
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« SpuelIWOod

0.0026
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15
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(0 1)

Fig.2.8.4 : Sorties/Commandes obtenues par RST_fiaRCw=
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Dans le plan fréquentiel, d’aprés les figures FR) D, et Fig. 2.8.2, on peut constater que lex ldas
valeurs singulieres maximales de la fonction deibdité se situent au dessous du lieux des valeurs

singuliéres maximales de l'inverse de la spécifacat/,, ainsi que les lieux des valeurs singuliéres

maximales de la fonction de sensibilité complémieggease situent au dessouswlg™ celles-ci sont

traduits par la satisfaction de la robustesseat#lgé et de performances par la méthadle. Ces

deux conditions de robustesses sont vérifies deepamle GPC polynomial avec un degré plus pour
la robustesse de performances en basses fréquamaasun degré moins pour la robustesse de
stabilité en hautes fréquences.

Dans le plan temporel, d’apres les figures Fig®e8.Fig.2.8.4 on peut remarquer, qu’avec un bon

choix de(N,, N,/ ) on peut voir un bon comportement de poursuitefaction du systeme bouclé

ceci traduit par une erreur statique presque male chaque voie. Les commandes fournies par le

controleur RST_GPC sont stationnaires et tendastdes valeurs constantes.
2.4.3. Application3: « GPC polynomial utilisant lepréfiltre C(q™) »

Dans le paragraphe ci-dessus, nous avons montigeguia transformation polynomiale de la loi de
GPC on peut voir le comportement du systeme balamé le plan fréquentiel ceci par le tracé des
valeurs singulieres maximales de la fonction deibdité directe et de sensibilité complémentaire.
Nous avons montré également que pour un choix @esetres de synthése de GPC, le contrdleur
RST nécessite d’'une robustification face aux esgreermodélisation. L’'un des moyens utilisé pour
améliorer la robustesse de GPC polynomial, cetpgsée, pour le cas monovariable, par [Podr03],

I'idée de cette approche est de réaliser un mef(q™") # 1. Nous ce qui va suivre nous allons

essayer d’étendre cette approche sur un cas emigtie dans I'objectif est d’'améliorer les répanse
du controleur RST.

Le processus considéré ici représente un systérwaniable perturbé sa dynamique est décrite par
le modéle incertain dEARIMAoOU les incertitudes de ce modéle sont obtenuesfeome des bruits

de mesures en haute fréequence. Notre objectifeesbuitrbler ce processus par un RST en utilisant la
matrice polynomial€(q™ )les résultats trouvés sont comparés par ceuxiebtans la pris en

compte de cette matrice polynomiale.

* ModéleCARIMA
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1 0 0] [-088 -016 O 0112 008 O 0064 0016 O
A=|0 1 O|+| 032 -096 -08|q'+| O 0136 008 |g2+|/-008 0072 024 |q°
001 0 0 -072 016 0 0112 016 0 0.0192
05 02 -05 1 2 1
B=|2 0 03]|qg*+/-08 06 05|q7°.
0 09 -04 1 03 05

* Les parametres de synthesd; =4 N, =5; A= dig(0.000Z0.000l0.000@

Durant l'intervalle du temp8<t <140, on applique, pour chaque voie du systéme, uneermte
perturbation sous forme d’'un échelon retardé d’é@omge 0.2 a partir de I'instarit60secondes, un

bruit de variance égale 0.03 a partir de I'instafiD0 secondes, et trois références déférentes définies

par :
» Les références de chaque voie:

00: 0=<t<10
10: 10mt<90
15: 90mt<100
05: 1001t <140

- Voiel: W=

00: 0=<t<10
—20: 10mtt<70
10: 70mt<100
00: 100mt<140

- Voie 2:W, =

00: 0=<t<10
15: 10mt<70
—-10: 70mt<100
0.0: 100mt<140

Comparons alors les régulateurs obtenus &g ™) = I, ,et C(q™") = (1- 08597").153,,0Nn obtient
les figures suivantes :

- Figure (2.9.1) : Les entrées de perturbations iégxau systeme a commander

- Figure (2.9.2) : Les entrées de bruites agissamties entrées du systeme.

- Figure (2.9.3) : Les sorties obtenues via le cdatnORST avec ou sans filtre.

- Figure (2.9.4) : Les commandes fournies par leréteur RST.
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Chapitre 2 :
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voie 1
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Fig.2.9.4: Les commandes fournies par le contrRiT.
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2.5.

Les figures (2.9.4) et (2.9.3) illustrent, pour ¢&=ix choix deC(q™), le rejet de perturbations en

échelon d’amplitude 0.2, et I'effet de bruits ses kignaux de commandes et les sorties du
systéme d’ou on peut constater les observationNsusiés :

- De l'instant initial jusqu’at =100secondes : un meilleur comportement de poursuile et
rejection de perturbations est obtenu pour les denfigurations d€(q™" ¢e qui traduit par

un bon choix de paramétres de syntltdsgN,,\ . Dé plus, la réponse a échelon de consigne

est la méme pour chaque voie, car le transferbelb fermée n’est pas influencé p4g™ . )
- Deés quapres linstant = 1G&condes, I'effet de bruits dans les commandessetdrties du

systéme devient important av@( ™) =1 .

Conclusion:

Ce chapitre a permis de développer la forme polyalende la commande prédictive généralisée
multivariable, cette forme est ensuite utiliséerd@iude de robustesse du systéeme bouclé dans le
plan fréquentiel, celle-ci par le tracé de la famct de sensibilité et de la sensibilité
complémentaire.

On a pu constater, d’apres d’'une étude comparatige la méthodéi, appliquée sur un exemple
disponible dans la bibliotheque dJatlab/Robuste que le contréleur de GPC polynomial

multivariable nécessite d’une robustification entea fréquences face aux incertitudes du modéle.

L’un des moyens employés pour robustifier le cdetrode GPC polynomial celle proposée dans
le cas monovariable par [Podr03]. Dans la dernagmglication présentée dans ce chapitre, on a
utilisé cette approche proposée et la adapter swmedtivariable, la robustification a été réalisée
par un choix deC(q™* diagonal différent de l'unité, et la comparaisoeale cas d&(q™* dgale

a l'unité montre que le systeme boucle par le R8Bustifie devient moins sensible aux
incertitudes paramétrigues du modeéle, moins sengghlement aux bruits de mesures et la

dynamique de poursuite du systeme en boucle fededent inchangée.
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3. Introduction:

Les contraintes les plus souvent définies dansieaihe temporel interviennent sur toutes les martie
d'un systéme de commande, des actionneurs auxucaptt, en général, comme contraintes sur les
états du systeme a commander. Leur présence esounege de problemes parfois complexes, non
seulement pour les praticiens de l'automatique naaissi pour le milieu académique, car ils
constituent le type de non linéarité le plus classiaffectant, en pratique, une loi de commande,
avec des implications directes sur la stabilitg, performances et la sdreté de fonctionnement du

systeme en boucle fermée (parfois avec des conséegi&ragiques).

La commande prédictive des systemes linéaires ianvar dans le temps, restreinte au cas sans
contraintes, ne requiert pas la résolution effectivun probléeme d’optimisation en ligne, car le

correcteur est a son tour linéaire invariant etescription analytique peut étre obtenue hors-ligne

Un avantage primordial issu de cette caractéustiest que toute la théorie de la commande linéaire
(sans doute la plus compléte de I'automatique) peatutilisée pour I'analyse et la synthese deila

prédictive sans contraintes.

Une fois le correcteur élaboré, les péles de laleoouverte, la stabilité ou I'erreur stationnasoat

faciles a déterminer. Clarke a montré que le régldes performances d’une boucle de commande
prédictive s’effectue de fagon claire par le chdes paramétres de réglage de la loi prédictive,
horizons de prédiction ou pondérations. Dans ce dagisir une méthode de commande plutbt

gu’une autre est souvent lié au contexte.

On peut donc conclure a ce stade, en I'absencertteamntes, qu’'une méthodologie trées compléte de
commande prédictive linéaire existe, s’appliquamt aystemes a déphasage non minimal, avec
retards, instables, multi variables, comme le goeint les études effectuées par [KBM96]. Le

probleme change cependant completement lorsqueodésmintes doivent étre prises en compte.

Des avanceées au niveau de la mise en forme delepred de commande prédictive ont été obtenues
vers la fin des années 90 [KBM96], permettant llaggpion de la fonction quadprog »(Quadratic
Programming), devenue tres populaire et qui offéenm aujourd’hui des solutions intéressantes avec

un plus concernant la facilité de traitement durcasiste.
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3.1. Les contraintes :

Le critere précédent (1.19) avec I'’équation (18t étre réécrit comme suit :
3=(6U +Fe-w] (6T + Fe-w)+07AG (3.1)

Une premiére conclusion pour la formulation GPQwééde I'équation (3.1) est que la fonction de

colt GPC possede une forme quadratique [Cama93]:

J=UTQU +Q[U +Q, (3.2)

Q,=G'G+A
Avec: < Qf =2(Fc-W)'G
Q, = (Fc-W)" (Fc-W) = const

Le critére (3.2) est quadratique(ér,n mais en réalité les solutions possibles de ogiienisation sont
restreintes par l'existence des contraintes pravieda limitations portant sur 'amplitude de la
commande, la vitesse de réaction de I'actionneusjgnal de sortie ou autres signaux critiques pour
le fonctionnement du systéeme, mais aussi sur desadotes terminales permettant de renforcer la

stabilité.

Pratiguement, les différentes contraintes qui eritgpeuvent étre classées selon le schéma :

[ Contraintes ]

A 4

A 4 \4
[ Non linéaires ] [ Linéaires ]
y \4
[ Type égalité ] [ Type inégalité ]
\ 4
[ Implicite ] [ Explicite ]

Figure 3.1. Classification des contraintes
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3.2. Formulation des contraintes:

Les contraintes qui interviennent dans la formatats PC peuvent étre décrites par I'intermédiaire
d’un formalisme unifieé. Sachant que les incréemeles commandes futures sont les variables qui
subissent finalement ces contraintes ; il est@sgaint d’exprimer toutes les limitations en sentasa

sur ce formalisme [cama93]:

Vmin < V(t + J) < Vmax

3.3
Ng < j<Ng (3.3)

Avec v(t + j) qui représente le signal contrai(wmin,vmax)les limitations a respecte(rl,\lsl, st)

I'horizon de contraintes et pouvant étre différefits horizons de prédictipN,, N, ).

Afin d’illustrer le mécanisme de construction destraintes pour un probleme GPC, les paragraphes

suivants proposent quelques formalismes de cotgsatreés souvent rencontrés en pratique.
3.2.1. Contraintes sur les incréments de commandes:
On s'intéresse ici aux contraintes de la forme [(0S9

Aup, <Ay (t + j)s JAVU

(3.4)
Ng<j<Ng, i=12...m
L’expression matricielle pour ce type de contrasntn particularisant les horizodg = , 0
Ng, =N, —lest:
Pou ) = B max (3.5)
- DAU U S _AU min
Avec :
lsm O O ... O
O liym O ... O
Dpy = : , et
0 0O O

mXm/ m.N,xm.N,
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T
_ Auma><l Auma)d _ Auminl Auminl

AU o = M | K M , AU, = M | K M
AUmaxm Aumaxm AUminm Auminm

3.2.2. Contraintes sur les amplitudes de commandes:

On s’intéresse ici aux contraintes de la forme :

umini pS ui (t + J)S umaxi

Ng <j<Ng, i=212..m (3.6)
i=12,....m

Avec la relation :

u(t+j)=u (t—1)+zj:AUi (t+k) (3.7)

k=0

On obtient I'expression matricielle :

DU U=<u max (3 8)
- DU Us-U min
Avec .
MmO 0 .. 0]
| mxm | mxm 0 0
Dy = , et
_I mxm 'mxm 'mxm - I mxm_{m. N, xm.N,
T T
_ Unax ~ ul(t _1) Unax ~ ul(t _1) N Unirg _Lh(t _:D Unirg _Lh(t _:D
Umax: M K M , Umin: M K M
Unam ~ um(t _1) Unam ~ um(t _1) umirm_um(t _:D umirm_um(t _:D

3.2.3. Contraintes sur les signaux de sorties:

On s’intéresse ici aux contraintes de la forme [(JS9
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yma)g Y (t + J) s Ymini

_ _ (3.9)
Ng < J<Ng, 1=12,...m
Utilisant la relation (1.17), d’ou I'expression matelle de (3.9) qui devient :
GU <Y, - Fc
o (3.10)
-GU <-Y,,, tFc
Avec
Gya A G, A A 0 |
GNl GNI_1 N G, AN 0
G M M @) @) @) M .
= , €
Gy Gyoo Gus A A Go
M M M M M M
GN2—1 GN2—2 Gy, A GNZ—NU+1 GNZ—NU |
T
Yimax~ fcﬂ,N1 Yimax ™~ fC:LNZ Yimin = fC.LM Yimin = fc‘lN2
~ Yomax™ fC Yomax™ fCo, = Yomin~ fC; Yomin~ fCon,
Ymax_ Fc= max'vI N, K max " quin_FC: min " N, K min "
Ymmax ™~ fQ"n.l\li Ymmax ™~ meN2 Yrmin ~ fcml\li Yrmmin ~ meN2

3.2.4. Contraintes terminales de type égalité:

Les contraintes terminales de type égalité peudeatexigées pour forcer la sortie prédite de suivr

la référence prédite durant un certain nombre digthonnagedN aprés I'horizorN,, . Ces

contraintes peuvent prendre la structure [CS91] :

Yi(t+ ) =w(t+])

3.11
j=N,+1...,Ng, i=12,...m (3.11)

Il s’agit encore une fois de contraintes sur ldigote formalisme (3.11) peut étre exprimé comme
un ensemble de contraintes d’égalité sur les inerdsnde commandes future, en utilisant :

Yi(t+N, +1) Yot +N, +N)
~ t+N, + t+N,+N
7, = Yo(t+N, +1) K Yo(t+N, +N) (3.12)
s M M
Ym(t + N2 +:D Ym(t + N2 + Ns)
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Avec la relation (1.17), le formalisme (3.11) masis forme matricielle devient :

~

Gy U =Yy —Fcy, (3.13)

s

3.2.5. Autres types de contraintes:

En plus des contraintes décrites précédemmentirdscontraintes peuvent étre rencontrées lors des
applications, comme par exemple imposer un comamté monotone pour éviter les oscillations,

ou encore imposer des contraintes agissant som@artement des systémes a déphasage non
minimal. En conclusion de ces développements suiokenulations des contraintes, il faut souligner

gue le but est d’exprimer les limitations en terrdeglegrés de liberté se rapportant a I'expression

sur laquelle elles agissent, soitdci Toutes les limitations ont été représentées eacdntraintes
linéaires, comme on peut le constater a partirelesions (3.5), (3.8), (3.10) et (3.13). Parmi les

différentes formes que ces contraintes peuventpeenl est toujours possible d’identifier la

présence du vecteur correspondant a I'argumentahldme d’optimisatiotl . En particularisant ce
vecteur qui demeure 'objectif du processus dediléej I'ensemble de toutes les contraintes peut

s’écrire sous forme compacte :

IN

_ L, U
Contraintes GPC;: G .X3)

IVlin
e =Mgq

Lin = [DAU Dy Dy -Dy G _G]T

~ ~ ~ ~ ~ ~ U
Min = [AU max AU min Umax _Umin Ymax -Fc _Ymin +Fc
Léq = GNs

Finalement, en regroupant la formulation du critkeeerformance (3.2) avec I'ensemble des
contraintes a satisfaire (3.14), on obtient le [@ole de la commande de GPC qui doit le résoudre a

chaque pas d’échantillonnage:

Mjn(%JTQZJ+U~TQ1+on
U

L, U<M,
sujet a: Léq.J =M,

Lg <U <L

Probleme : (3.15)
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Mentionnons avant tout que la complexité des prabkde programmation quadratique de ce type
dépend largement de la nature de la ma@iagii compose ici le Hessien. La commande prédictive

bénéficie d’un avantage important, a savoir ledag les problemes d’optimisation associés sont
caractérisés par un Hessien défini positif graleec@dnstruction de la fonction de codt (3.2) et en
conséguence de quoi les conditions d’optimalitéleluxiéme ordre seront vérifiées.

Le probleme (3.15) fait partie de la classe deblproes de programmation non-linéaire, plus
spécifiguement de la catégorie des problémes dggqronation quadratique. Pour résoudre ce type
de probléme, on fait appel a la fonctQuadprog(quadratic programingylisponible dans le

Toolbox/Optimisation/ Matlab avec I'utilisation ¢eecommande :

U e = quadprodH, f, A b, A, beq, Lg, Ly ) (3.16)
H=Q,, f=Q

oy |A=Ln b=M,
Abq:LEQ’ beq:Meq
Lg =0, Ly =l

Lg, L, Représentent les limites supérieures et inférieded®nsemble des contraintes de bornes.

Dans (3.16), cet ensemble est considéré vide.

Une foisJOptobtenue, on applique le principe de I'horizon gligset seules lesilignes de

~

U peSONt appliquées au systeme a commander.

3.3. Principe de la fonction quadprog :
Mentionnons avant tous que, cette fonction reptédammise a jour de I'ancienne fonctiQ.

Les deux méthodes de base utilisées dans cettidiosont appelées: méthode de I'ensemble actif
et méthode du point intérieur. Chacune de ces dettkodes est activée dans cette fonction selon la

nature des contraintes utilisées.
3.3.1. Ensemble actif :

L’idée de cette méthode est présentée ci-dessous,
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I-in'UO < IVlin

Si 'on connait un point initial faisablg0 pour les contraintes : ~ ,
LegUo = Mg

on peut alors identifier les inégalités saturéemnstite une matrick,,, et un vecteuB,,en

regroupant toutes les contraintes égalité mais fsssomposant d&,,, M, qui correspondent aux

inégalités saturées. Ce qui donne :

LeatUo = Mgy (3.17)

Le probleme d’optimisation quadratique :

: TN LT (T 0T
Min f(U)==U Q,U +U +
n T0)=30Q Qi+ Q , (3.18)
sujet a: Ly U =My,
peut étre résolu en supposant que la solutiom7§ol1‘Jn test d’'optimalité de Kuhn- Tucker donné par
(3.19) doit étre reéalisé. Une telle opération reviela vérification de la positivité des multigteurs

de Lagrange pour (3.18);, = .0

QZJ + Lgat':u =-Q
Condition d’optimalité de Kuhn-Tucker: :Lsat.J =My 19)
u=0

Si ces conditions ne sont pas accomplies, uneaatgrparmi celles associées a un coefficient de

Lagrange négatif est éliminée de 'ensemble attd procédure est réitéree.

Si pour le cas omtﬁlse trouve a I'extérieur du domaine faisable déxitl’ensemble complet des
contraintes (3.14), elle sera remplacée par la awargon linéaire:
Uy,=r,U,+7,U,, 0<1,<1, 0<7,<1, 71,+7,=1, (3.20)

qui se trouve sur la frontiere. Le pdiht, est faisable mais il lui correspond certaines @ontes

saturées qui étaient précédemment inactives. Gallemnt ajoutées a I'ensemble actif et la

procédure est réitéree.
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3.3.2. Point intérieur:

Le principe de cette méthode part du problemeain(8.15) et de la formulation des conditions
d’optimalité KKT :

QZJ +Q1 + qu'19+ L% M= 0

ed (3.21)

Avec J, ules vecteurs des multiplicateurs de Lagrangg letvecteur des variables de relaxation

qui permet la transformation des inégalités enig&galEnsuite ces équations seront transcrites sous

forme matricielle :

~

Q Lo Ln| V| [Q] [0

-L 0 O [x|Z|+|My,|=|0
& & (3.22)
— Lin 0 0 M M, Y
pz0 @20 T y=0
Avec la matrice dans le membre de gauche défintipda méthode débouche au final sur la
résolution d’'un systeme d’équations non linéaires :
QU +Q + L9+ L]
Gonpl M
-L,U-¢+M, (3.23)
Qr= |
120, =0

Q=diaglyy, ¢, - ¢)
Avec: T =diag(yy, 1, ... 4)
==@ 1 ... 1)
L’indicer représente le nombre d’inégalités dans I'ensembleodtraintes.
La méthode de Newton est ensuite utilisée poumdeo pour chaque itération, la fonction

FO.9, 1)
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3.4. Région de faisabilité:

Dans ce qui suit, on s’intéresse uniguement aukaiotes de type inégalité, ces dernieres peuvent
étre divisées en deux classes : contraintes ingsdi@t contraintes explicites.

Pour un probleme d’optimisation, elles sont forregsléomme suit :

Mjn[%JTQZ&JTQﬁQOJ
U

~

Sujet a des contraintes expliciteg.;i, U < Viax (3.24)

Sujet a des contraintes implicitegi:(J)s 0, i=12.p

Les contraintes explicites sont aussi appeléesraiotgs de réglage et elles représentent les
limitations dans les parametres d'optimisation ges bornes supérieures et des bornes inférieures.

Dans les contraintes implicites, les variables iomglsg; (J) sont des fonctions de toutes les

variables (parametres) d'optimisation. Dans laribéde I'optimisation sous contraintes, ces deux
classes sont traitées plus ou moins de la méme.f&go général, les contraintes implicites rendent
l'optimisation plus difficile a traiter [CB99]. Niet objectif étant précisé, nous allons transfortegr

contraintes implicites en contraintes explicitesip@ciliter le probléeme d’optimisation.

La méthode de recherche proposée par [CB99] patendtidentifier les bornes maximales et autres
bornes minimales afin de limiter toutes les contes implicites, les rendant par conséquent

explicites.

Les bornes trouvées sont ensuite combinées descdbfinissant I'ensemble des contraintes

explicites et conduisant & un espace contenantiamignt les contraintes des bornes.

L’avantage prévu de cette approche est, d’une gartéduire 'ensemble des contraintes inactives,
ce qui peut faciliter la résolution du problemeadl&tutre part d'utiliser des méthodes d’optimisation
basées sur les contraintes de bornes comme : laodmie, la méthode utilisant la suite de

Fibonacci... etc. Le probleme d’optimisation devialars :

. |Min f(J):%JTQZJ+JTQ1+Qo

(3.25)

Vmin <U SVmax

La résolution du probléme (3.22) par la méme famuadprogdevient moyennement facile par

rapport a celui résolu par (3.16), cette fonctisnutilisée avec la particularité :
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U,p = quadprodH, f, A b, Ay, bec, Lg,Us) (3.26)
H :QZ! f :Ql

ol - A=[], b=[]
Aq =1l, beq =l
LB :Vmin’ UB :Vmax

Le principe de cette approche est illustré powake particulier suivant :

N, =1, N,=3, N, =4,etm=2 onadonc:

~ [~ ~ ~ T

U= U+ Ue+2) 13)

Avec U (t +k) = (Au,(t +k)  Au,(t+k))"

Considérons les contraintes suivantes :

c, <Dy, W<
c,<D, U <c, (3.28)
c, <G <G,
Avec .
GO 02><2 02><2
I 2%x2 02><2 02><2 l 2x2 02><2 02><2
Dau =022 12z Op | Dy =] 1o lpe O g=| > S0 Oe
AU T| Y2x2 2x2 22 | +Pu —| Tax2 22 o | €1 G = G G G
0 0 | | | | | 0
2x2 2x2 2x2 2x2 2x2 2%x2 G3 Gz Gl

Sachant queGk:(gll glzj
921 922415 N,

Les vecteurs -, , s sont définis tels que :

T
Au, Au, Au,

COZU: 1m|n} { 1m|n:| { 1m|n:|j :(COl COZ C03)T (2.29)
Au2min Au2min Au2min
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T
Au1max:| {Aulmax} |:Au1max}j T
¢ = { —(cu ©p ) (2.30)
( Au2max Au2max AuZmax ! ? %
T
Uy oo — U (=1 Uy — Uy (=1 Uy — U (T=1
C2 =[{ 1min ) 1( ] )j| |: 1min ) 1( B )} { 1min B 1( ) )jD - (C21 C22 C23)T (2.31)
u2min u2 (t 1) u2min Uz(t 1) u2min u2 (t 1)
- T
u -u,(t-1 u -u,(t-1 u -u,(t-1
CS — 1max_ 1( ) )j| |: 1max_ 1( ~ )} { 1max_ 1( ) )j| - (C31 C32 C33)T (2'32)
_u2max u2 (t 1) u2max Uz(t 1) u2max u2 (t 1)
[y fc y. fc y. fc y fe,, 1)
— 1min ~ 11 1min ~ Y12 1min ~ '“13 1min =~ ‘14 _ _ _ T
c, = =\C C C C
‘ (_y2min - fczj |:y2min - sz,j |:y2min - sz,J |:y2min - sz,4D ( o e 44)
2.33)
Yimax — TC Yimax — TC Yimax — TC Yimax — TC !
— 1max 11 1max 1,2 1max 13 1max 14 — — — — \T
C; = =(C;; C:, Gy G
(|:y2max - fczj {yZmax - fCZ,Z} {yZmax_ fCZ,S} {yZmax_ f02,4}] ( Lo e 54)
2.34)
Considérons les deux vectegysc;donneés par :
_ _ _ _ T
Cs = (Go1 €y Go' [y Go By Go' [@4) =(Ca Cio Cig Cpa)' (2.35)
_ _ _ _ T
Cs = (G‘o1 (€5, Go1 2 G‘ol (€53 G‘ol [654) = (C51 Cso  Cs3 C54)T (2.36)

Notre objectif est de définir la région de faisa®ien se basant sur la réduction des contraintes
précédentes de telles sortes que :

Région de faisabilité 3y, <U(t+i)< Y max (3.37)

On a pouri =0:

J ' ~ Au, (t
o 002 86 o | 07 | V= 07 00|

Les deux de vecteurs de borwfgﬁﬂn, VO maxSONt définies comme suit:
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U@ <cy
Ut)scy,, -
U'(t) < gy
yé)max = min(clll 031' CSl) (3-38)

Remarquons gu’on peut éliminer a la fois deux wugstée contraintes sJJn(t).

U (t) 2 ¢y,
ut)zc,, -
u(t)=c,
Vomin = MaX(Co1, C21, C41) (3.39)

On a, pour =1, les deux vecteurs de borngs;,, Vimaxdéfinies comme suit:

U+l <cg,

Ut+D) <cg,-U(t)

U(t+1) <c, -Gy G, U (t)
U (1) < Vomax

Vlmax = min(ch’ Cao ~ VOmaX! Cso ~ GO_1 ms1 I:VOmax) (3.40)

De plus

U(t+1) >c,,
Ut+1)=c,,-U(t)

U(t+1) >c,, -Gy [G, W (t)
U () 2 Vomin

Vimin = MaXCo2: Cop = Yomin:Caz ~ 651 (G Domin) (3.41)

On a, pour = 2les deux vecteurs de borngs,,, Vomaxd€finies comme suit:
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U(t+2) <y

U(t+2)<cy—U(t)-U(t+1)

U(t+2) < cgy — Gy'G,U (1) —G5*GU (t +1)
U(t+2) <G e, - G'GU (1) -G'GU (t +1)
U () < Vomax

U(t+1) < Vmax

V2max = min(C.LS' C3— VOmax - yimaw Cs3— Gal[GZVOmax - GlVlmax]'Gl_l[Eszl - GSVEJmax - Gzyimax]) (3-42)

Ainsi que :

U(t+2)2cys

Ut+2)=cy-U(t)-U(t+2)

U(t+2) = ¢y — G GU (1) — G5*GU (t +1)
U(t+2) =Gk, -G*G,U (t) - G*G,U (t +1)
U(t) 2 Vomin

U+,

V2min = maX(COS' Co3— VOmin - Vlmin 1Ca3~ G(;l[GZyE)min - GlV!Lmin]l Gl_l[644 - GSV(,)min - GZVlmin]) (3-43)

Lorsque les contraintes séveres sont utiliséegal§abilité provient du fait que les contraintests
mutuellement incompatibles. Cette méthode proposdeeut garantir la détermination de la région
de faisabilité ; dans ce cas, la méthode d’optititieane peut calculer le vecteur de commande et la

loi de GPC devient caduque.
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3.5. Test et simulation:

3.5.1. Application de la commande prédictive multigriable sous contraintes sur un systeme

électromécanique:

La matrice de transfert ci-dessous représente ldélaomathématique simulant la dynamique

d’'un systeme électromécanique:

o _[Gu(@™ GuL@™)
el )‘(Gn(q'l) Gzz(q*)J

60491 -1181972 + 6033 001g7'- 005972 -0.00133

Avec: 1= , -1y —
Culd) =12 279231 + 2.6695 2 - 0.8702 C(d) =1 279231 +2.6695 2 - 0.8702
Gy ) = 0.002371+0.002572 +0.0013 G, =" 01297 - 021972 - 0.104q3
2 1-2.7923 1 +2.6695 20870732 1- 27923 + 2.669% 2 - 0.87027 2

Notre systéme possede deux grandeurs d’entrée patas, u,, et deux grandeurs de sorties qui

sont y; ety, .

On désire suivre deux consignes représentées parsagmaux carrés périodiques dans une plage du
temps comprise entéeet 400 secondes. La premiére consigne est d'amdpligale a 1.50 destinée a
la premiére voie de ce systéeme, et la secondéasaptitude égale a 1.00 destinée a la deuxieme

voie.

Les parametres de synthéses sont choisis telequkuktrés dans le tableau suivant :

N, N, A
Voie 1 2 2 1.00
Voie 2 5 2 0.01

En absence de contraintes, la commande prédiciiNgévariable offre une dynamique de poursuite
stable, cependant, les commandes ainsi que le&mecrits de commandes présentent des limites
maximales non souhaitables, avec054< Au, < 05, - 922< Au, < 925, - 145<uy, < 196et

- 808<u, < 791. Notre objectif est de limiter ces limites, cell@gpar le choix des contraintes

suivantes :
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— 018< Au,(t) < 017
Au(t) : (3.36)
— 030< Au,(t) < 030

0. [7130s (0 < 147 .
u@®): —-25<u,(t)< 25 (3:37)

Nous appliquons, pour chaque instant du temipproche de réduction citée précédemment pour
déterminer la région de faisabilité. Ensuite natilssans, pour la phase d’optimisation, la fonction

guadprogprésentée sous le formalisme (3.25), ainsi notenois les réponses suivantes:

2.99
25

1.65

y1(t)

1.03

-1.03

Fig.3.2.a. Sorties obtenues par le GPC multivagialtlisant la fonctiomuadprog
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Chapitre 3 :

100 150 200 300 350 400
Temps

50

0 350 400

30

150 200 250
Temps

100

50

Fig.3.2.b. Commandes fournies par le GPC multitéeiatilisant la fonctiomuadprog

100 150 200 300 350 400
Temps

50

400

350

200
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150

100

50

Fig.3.2.c. Incréments de commandes fournis paF€ @Gultivariable utilisant la fonctioquadprog
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D’apreés les figures 3.2, on peut conclure les tasibuivants :

- Une dynamique de poursuite stable obtenue darmelesvoies avec une satisfaction de
toutes les contraintes considérées.

- Une présence d'un pic égal a 2.99 apparu a l'imgtar239seconde dans la premiére voie, ce
pic survient lorsqueu, = Afflminetu1 = Jlmin. D’un point de vue pratique, sj (t) présente
une vitesse, ce pic peut alors signifier une sesgi ou une vitesse critique ce qui se traduit

par un phénomeéne mécanique non souhaité.

Nous essayons, dans ce qui suit, d’étendre I'iaterdeAu, tel que :— 05< Au, (t) < 05et de
maintenir les limites citées précédemment surdegraintes restantes. Les réponses obtenues sont

compareées aux celles données par la figure 3iRs,an obtient:

-1.65

1.04

0.5

y2(t)
o

-1.06

Fig.3.3.a. Sorties obtenues par le GPC multivagialtlisant la fonctiomuadprog
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Fig.3.3.c. Incréments de commandes fournis paF€ Gultivariable utilisant la fonctioquadprog
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- Le pic du premier cas est annulé complétementeeamnche, d’autres limités maximales et
minimales non souhaitables surviennent dans dgepldu temps trés réduites.

- L’effet de la commande, (t) sur la réponsg,(t). Ceci dénote le couplage des sorties aux

entrées du systeme.

Comme résultat, on peut conclure qu’avec ce cheigantraintes, la fonctioquadprogrestreinte
I'application de la commande prédictive multivate@bur ce processus. Nous verrons, dans le
chapitre suivant, qu’avec d’autres méthodes d’ojgtition, on peut aboutir a des résultats proches
ou mieux a ceux obtenus par le GPC utilisant dettetion.

3.6. Conclusion:

Dans ce chapitre, nous avons présenté les difetgpes des contraintes agissant sur les signaux
d’entrées et de sorties du systeme, nous avoneragat présenté le principe de la fonction utilisée
dans la bibliothéque de Matlab pour résoudre léblproe quadratique utilisé dans la commande
prédictive multivariable sous contraintes.

Puisque le probléeme quadratique sous contraintegpadeinégalité est trés difficile & résoudre grace
aux contraintes implicites lors de quelques appboa, a cet effet, nous avons présenté une
technique permettant de transformer ce type desaiotes et les combiné a celles implicites pour
reconstruire un domaine de faisabilité permettanfaire élargir I'application des autres méthodes
d’optimisation qui font 'objet de la partie suitardu travail.

Nous avons montré a partir des résultats d’'une lailon effectuée sur un processus multivariable
gue la fonctionquadprog est inefficace puisque elle présente plusieurs nmépients, et en
conséguence de quoi, nous proposerons, dans l@grehsynivant, d’autres méthodes d’optimisation

permettant de pallier a ces inconvénients.
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4. Introduction :

L’application de la commande prédictive multivat@ltilisant la fonctiomgquadprogsur un systéme
électromécanique, cité précédemment, donne undenmeildynamique de poursuite, cette derniére
dépend directement du choix donné avec précaugdiedsemble des contraintes. Un tel choix peut

limiter cette application du point de vue pratique.

Dans la suite de ce travail, on essaiera d’éldegiftomaine d’application de la commande prédictive,

ceci par l'utilisation de deux types principaux:
- Méthodes utilisant la dérivée de la fonction chjee ;
- Méthodes n’utilisant pas la dérivée de la famtibbjective.

L’avantage de ces dernieres réside dans le faitlga’ne nécessitent que le seul calcul de la ifamct
en certains nombres de points dits supports. Laaplw’entre elles ne supposent ni la continuiti@ni

dérivabilité de la fonction a minimiser.

Cependant, dans tous les cas, on cherche a déterfeirminimum d’une fonction quadratique a

I'intérieur d’'une région de départ limitée par Ienmtaline[;/min Vmax], cette région dépend du choix

des contraintes sur signaux d’entrées- sortiesydtemme, ce choix peut restreindre le domaine de

variation de la solution et il concevable quéyg'in Vmax] est mal choisi, il ne contient pas la solution

globale du probléeme.

4.1. Méthodes utilisant les dérivées de la fonctiavbjective:

Le principe général de ce type de méthodes cenaigiartir d’un point faisab@i de trouver une
direction faisablé; telle qu'il existe un pas de deplacemenpour quer +a.d; soit faisable et la

fonction objectif pouri +a.d; devient meilleure que celle corresponddﬁg a

Une fois la direction faisable construite, une mpation unidimensionnelle est résolue pour

déterminer la valeur optimale,,, de déplacement le long de. Ce choix conduit a un nouveau point

opt

~

U,., etla procedure est reiteree.

Une de ces méthodes utilisée dans ce travail #stdmla « méthode des gradients conjugués ». Les

détails de cette méthode sont trouvés dans [MB93].
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4.1.1. Méthode des gradients conjugués [MB93]:

Partant du probléme d’optimisation quadratique5B.2

; TN L TTA (T T
Min fU)==UTQU +UTQ +
P 2 2 R Q* Qo (4.1)

Vmin <U Vmax

IN

La fonction f(J) est alors une fonctionnelle strictement convexexdeis continument

différentiable, son gradient donne :
Of Uop) = QU +Q (4.2)

Ou O?f =Q, représente le Hessien feui est définit positif.
En absence des contraintes, I'idée de cette métsidie construire progressivement des directions

do,d;,...,d; mutuellement conjuguées par rapport a la ma@iceees directions doivent verifier la

condition :
Oi(0<i<sn-1)
0jO0<jsn-);=> diTdej =0 (4.3)
i Zj

a chaque étapje la directiord, est obtenue par combinaison linéaire du graeh'étit(ﬁj en Jj , et
des directions precedentigsd,,...,d; 4, les coefficients de la combinaison linéaire étdrtisis de

telle sorte qud; soit conjuguée par rapport a toutes les directasedentes.

Cette méthode présente I'avantage de convergeuwmersolution globale grace a la convexité de la

fonction objective et la nature des contraintelisgs. Parfois et pour certains cas, le calcul des
composantes dé ;,; peut coincider avec des valeurs situées a I'euegide son Iimiteb/min, Vmax]

conduisant a des points infaisables. Il s’agit pmucas de remplacer les composantes de I'optimum

sans contraintes par leurs limites.

Des tels choix s’avérent parfois treés éloignésr(lfigure ci-dessous) du véritable optimum avec

contraintes
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Fig. 4.1. Argument de I'optimum sans contraintedest optimum avec contraintes
4.1.2. Algorithme de la méthode des gradients corgués:
L’algorithme de la méthode des gradients conjuguets étre résume en quartes étapes :

Etape O: Initialisation

- Soit choisir, pouk =1, le point de dépaﬁk.
- Le gradient dd en Jk est obtenu par :0f (Jk) =Q2ljk +Q (4.4)

- Pour, initialiser la direction de rechercha, telle que : d, =-0f (Jk) (4.5)

Etape 1 : Calcul du point suivant

- A l'itérationk , on est au poillﬁk, le point devient sera églﬁﬁk,,1 = Jk +a,d,

.
oua, = —M (4.6)
d, Q,d
Etape 2 : Calcul de la direction d
Déterminer d,,, = -0f (U, ;) + B,d, 4.7)
T
Avec : B, = of (X';ﬂ) Q4 (4.8)
d, Q,d

Etape 3 : test d’'arrét

Sif (Jk+1) L1 f(Jk) :Remplacer k par k+1 et retourner a I'étapel

70



Chapitre 4 : GPC multivariable utilisant des no#ths d’optimisation

(Noter que, le dénominatewt, Q,d, ne peut étre nul).

4.2. Méthodes d’optimisation n’utilisant pas les dévées de la fonction objective:
Considérons le probleme d’optimisation obtenu digde (3.22):

.

Min £(0)=207QU +07Q +Qy

Vmin sU < Vmax
Ainsi l'intervalle de départ est initialement detpeur :

Ll = ;Lnin - X;Lnax (4-9)

Avec : lX#in X]r:nax]: I,Vmin VmaxJ

L’objet de ce type de méthodes est de procéderé&lection de cet intervalle en deca d’une limite
finaleL". Cette derniere définit la précision avec laquetidocalise la solutidﬁopt.
Un type de ces méthodes utilisant ce principedsi de la « méthode de Dichotomie », son principe

est décrit de la maniére suivante :
4.2.1. Méthode de Dichotomie :

On commence par le cas unidimensionnel pour ibudtr principe de Dichotomie, ensuite on essaiera

de le généraliser pour le cas multidimensionnel.
4.2.1.1. Cas unidimensionndlGB91]:

Cette méthode permet, a chaque pas, de diviseleparla longueur de l'intervalle contenant

I'optimum en calculant la fonctidren deux points déterminés. En accepitaé@valuations de la

fonctionf(U) , on peut ainsi réduire la longueur initiafe dans un rapport de réduction:

1" (1"
L.y w10

Ou nreprésente le nombre nécessaire pour réduirerbiaite initial de L*a L"

Les démarches a suivre pour localiser une solatiom probléeme quadratique sous contraintes des

bornes peuvent étre résumées comme suit :
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a) Au début (pour l'itératiol =1), on part de l'intervalle initialak XK J En considérant le

min max
point milieuc* et les deux points de suppottet x5 tels que :

k k

Ck — Xmax + Xmin (4'11)
2
k k
X]l.< — Xmin2+C1 (4.12)

k+ k
g = L e (4.13)

b) En évaluant la fonctioh dans les trois points ci-dessus et en utilisantodalité, il est aisé

de voir que I'on peut toujours éliminer deux deatrpusous intervalles (parce que l'optimum

ne peut y étre situé) et qu'il subsiste seulemenx dous intervalles contigus :
k k k k ~ k k k k
{ [xmin xl] [x1 c ] } ou{ [c X5 ] [x2 xmax] }

c¢) Le nouvel intervalle[x,‘;ﬁ x,‘jg(J doit étre choisit & partir de ces deux conditions:

X ekt XK S Fd) @ (X (4.14)

Xl ek M xE S ) T (xE) (4.15)

- On se raméne ainsi au méme probléme sur le seduﬁht xk+1Jde longueur moitié et de

max

point milieuc***. Pour l'itération suivante, on aura uniquement«aéaluations de la fonction

objective dans les points de suppgft'et x5

- On réitere ce processus de réductijor-1) fois, la longueur de l'intervalle final sera alors:

L" = err]1ax - err]ﬂn (4.16)

Cette derniere peut étre exprimée en fonctionidtetvalle initial avec :

L = (%}n_l(x%nax - Xbin ) 20

On réalise trois évaluations de la fonction objexa la premiére itération, puis deux expériences a
chaque itération suivante, soit au total :
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N =2(n-1)+1 (4.18)

n

La relation entre le nombre d’évaluation @t le rapport de réductidkg,ichotomie:F s’écrit :

N=1+2x |Og (RdiChitomie ) IQ)
log| =
g(2j
Soit : N =1- 289xl0g(Ryichotomid (4.20)

Le tableau suivant, donne le rapport de réductetiidtervalle initiale en fonction de nombie de

d’évaluations de la fonctioh

Rdichotomie N
10° 17
10° 23
10* 29

4.2.1.2. Cas pluridimensionnel:

Le principe de la recherche multidimensionnelle ldesolution du probléeme quadratigue sous
contraintes explicites par la méthode de Dichotoese illustré par le cas tridimensionaglci-

dessous. Ce principe est généralisé, a chaqueptmis|'ensemble de I'espack' (n = Nu.m).

Considérons le probleme quadratique sous contgitebornes dont les variables de la fonction

objectivef sont données par le vecteur (x1 X x3)T :

Supposons que I'on peut limiter la région de fal#élpar 'ensemble des contraintes :

y:,Lmin s X = y:,Lmax
y'2min < X2 < y'2max (4.21)

yC,%min < X3 < yémax

k

: maX]i=l,...n donnés par:

Au départ, on suppose, pdur 1, les intervalles[>gkmin X
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l)ﬁkmin )ﬁkmaxJ:[Vi min J/| max] 4-22)

Ces derniers peuvent étre partitionnés tel que :

VOi§ — X{imin < X1 < ¢ < X5 < Xnax (4.23)
Avec :
k k
C-k — )ﬂ min +Xi max (4.24)
' 2
k k
X< +c
Xy == (4.25)
k k
k G + Xi max
xk =1 7T max 4.26
12 2 ( )

- A partie de ces points de supports, on peut canstsus 2”vecteursys(S=1 n Selon la structure :

Avec : %

N k Y [k ok kT [k ok k)T _(k K k)T
Y1—(X11 Xo1 X31) : yz_(xll Xo1 X32) » Y3 =XT 0 Xy X31) 0 Ya =X Xy X3 (4.27)

_[vk k k| —_[yk k k T _[yk k k|7 _ [k k k T
Ys _(X12 Xo1 X31) v Yo _(X12 X21 X32) v Y7 _(X12 X322 X31) v Ys _(X12 X2 X32) (4.28)
- On évalue la fonctiofi pour chaque vecteyt, et on détermine celui qui fourni la plus petite

valeur def . noter le pay, s -

- A partir des composantes gle on peut construire un nouveau interveiﬂhﬁ xk+1]telles que

max

les deux conditions suivantes:

A ¢ k k+ k+ —_ | k k

° SIXiJ'(f) neG = |.Xi n];in X n];ax]_l.xi min  Ci ] (4-29)
i k+1 k+1 | _ |~k k

* SInonl.xi min X maxJ_l.Ci % maxJ (4.30)

- Sil'on suppose, par exemple, qye =y, le nouvel intervalle accepté sera:
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k k k+1 k+1 — |-k k
X29C - [Xl min X max] - [Cl X max]
k+1 k+1 |. k k k+1 k+1 — |~k k
[Xmin Xmax]' X2 @C; — [XZ min %2 max] - [02 X5 max] (4.31)

k+1 k+1 k

Xl?flncl?f - [XS min X3 max]:[XIS( min C3]

BN . . A N k+1 7 by
- On se ramene ainsi au méme probléme sur les segtuﬁﬁ% X maXJ de longueur égale a

1
Lkt ==
2

- On réitere ce processus de réductfor 1) fois, la longueur obtenue dans toutes les voiégsie

(= X ) (332)

i max i min

aL" et le nombre d’évaluation de la fonction objectilavient alors:
N =3m" N4 2m*No (n—7) (3.33)

Avec : n=maxn,,n,,...;n,) (3.34)

=5

4.2.2. Amélioration de la méthode de Dichotomie :

Et:n =1+ (3.35)

Cette méthode n’est pas trés efficace, surtouhelpart, sile rapport de réductigy,,, est tres petit

et si I'’évaluation de la fonction objective reqtien effort de calcul important, et d’autre part &

choix d'un nouvel intervalle, pour l'itération sainte, si la grandeur dé devient égale pour les deux

points supportsl" et xg. Notre objectif est alors précis, nous allons wssd’améliorer le rapport de

réduction de cette méthode, ainsi de diminuer labre d’'évaluation dé .

Dans ce qui est suit, nous présenterons, deuxsaudrsions de la Dichotomie permettant de paliers
les inconvénients de la méthode précédente. Cdwoned sont : la méthode Tric_quad et la méthode

de Dich_incr.
4.2.2.1. Méthode de Tric-quad:

Cette méthode combinant deux principes différeptincipe de Quadritomie et celui de Trichotomie.
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- Le premier principe est utilisé pour partitionngour chaque passage de réduction, l'intervalle de

rechercthxk XK ] quatre segments équidistants tels que :

min max

o o S B N I A A )

- Ces segments sont utilisés, par la suite, pourtore trois sous intervalles, en utilisant le
principe de Trichotomie tels que les suivants:
k k k k k k k k k
|,Xmin Xl X2]’ lxl X2 X3J’ lXZ X3 Xmax (4-37)
- La fonction objective est évaluée, par la enswtns les trois points de milieu de chaque sous
intervalle précédent.
- On peut éliminer a la fois, suivant 'unimodalité fd, deux sous intervalles parmi les trois donnés

par (4.37) et on accepte uniqguement l'intervalleson point de milieu méne vers la plus petite

valeur def . Le nouvel intervalldtxrﬁrf xr';*;(J sera donc :

[a er]=d [ k] si o = 1<) (4.38)

- On se raméne ainsi au méme probleme sur le sedxﬁéfm X<t ] de longueur moitié. On

I max
réitere ce procédé a partir du nouvel intervallerete réduit jusqu’a ce dernier soit en deca de la

précision choisie pour la détermination de la sofutlu probléme.

D’aprés (4.38), deux avantages principaux peuvieatoieés a partir de la conditidp,, = f (xg) . Le
premier avantage est représenté par la réductiomtsinée des deux limites (supérieure et inférjeure

de l'intervalle de recherche.

L’autre avantage permet le choix d’'un nouvel inédlevpour I'opération suivante ou la valeur

def devient égale dans les deux points SuppgresXxs .

Cette méthode posseéde le méme nombre d'itératieriagonéthode précédente, cependant, le nombre
d’évaluation de la fonction objective devient relament grand par rapport a la méthode de

Dichotomie, soit pour le cas général:

N =3%™Mn (4.39)
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4.2.2.2. Méthode de Dichotomie utilisant le parameg AL (Dich _incr) [GB91] :

Elle peut étre considérée comme une variante deDiehotomie. Pour une recherche
unidimensionnelle le principe de la méthode Dichriest décrit comme suit: (Etant donnée la

longueur finald."pour laquelle on désire réduire la longueur irgtidlenL")

Soit AL un paramétre, qui peut considérer comme une itwagetisuAL , choisi de tel sort que :
AL=pxL" (4.40)
N 1
OulOmpmn=
2
Au début, on situe les deux points de suppe@tx,éloignés respectivement paf\L et+AL par

rapport au centre de I’intervalbénm x,‘;axjcomme suit:

1
X:ll( = E (Xrlilax + Xrliﬂn)_ AL (4-41)
X5 =%(ernax + x,';in)+ AL (4.42)

- Il faut noter que les points suppaxstx, de cette méthode sont complétement différents ae ce

trouvés par les deux méthodes précédentes. C’agfjym on ne trouve pas les mémes résultats.

- A partir de ces deux points, on peut construirelsx intervalles équidistants:
[x"- x"Jetl kXK ] (4.43)
min 2 Xl max '

On évalue la fonctiorf dans les deux points supporfsatx‘;, on utilise ensuite I'unimodalité de

. . . L .
On obtient, par conséquent, le nouvel mten{aﬂﬁ x,‘jng de longueut** == +AL, ce dernier

devient égal a I'un de ces deux intervalles:

X ek +aL] oule -aL x| (4.44)
Avec : c :%(x,‘;aﬁ xr';in)

- On réitere ce processrs-1) , l'intervalle final devient :
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1
L" = L_ +AL(1+1+1+....+ 1_ j (4.45)
2n 1 2 4 2n 2
D"'L”—Ll+1—:L AL 4.46
ou - 2”-1 2n—1 ’ 4 )

- pour chaque itération, on réalise uniqguement daauations dé , d’ou le nombre total

d’évaluation pour le cas général:
N = 2N ™ (n-1) (4.47)

- Ce dernier est lié au rapport de réduction par :

(4.48)

n —
N = _zsgxlog(t_mtj

L -2AL

- Par I'utilisation de (4.40) dans I'expression (9,48 rapport de réduction de cette méthode

devient :

expt- 1)
Rdi(:h_inc = 289 (4-49)

st o ]

- Remarquons que, le rapport de réduction de cettieatié dépend d’un choix donné gurUn

bon choix réalisé sur ce parameétre peut rendraggeort meilleur que celui fournis par la

Dichotomie.
- A partir de I'équation (4.20) on peut tirer le rapipde réduction de la méthode de Dichotomie en

fonction du nombre d’évaluation deavec :

1-N
Rdichotomie= EX[{ ngj (4'50)

- La figure suivante représente une comparaison &ntepport de réduction de la méthode de

Dichotomie et celle utilisant le parametre d’indedeAL .
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rapport de réduction

0.12 0.145 0.185

Fig.4.2. Comparaison entre les fonctioRgié, iner (N, 0) , Riichotomid N)

Les lieux discontinus et continus représententaetsement les fonctionsRyicnowomid N )

etRdich_incr (N ) p) .

- Dr’apres la figure 4.2, on peut remarquer que, &rgdiun choixAL = 29.5% de la limite finale
L" (Celle qui correspond = 0.295), le rapport de réduction fournis par la méthodehDincr,
pour N > 2évaluations dé¢ sera meilleur que celui donné par la Dichotomierdpgport de

réduction devient plus en plus meilleur si ce chasikproche de la longueur finalk, ceci

quelque soit le nombre d’évaluatibin
4.3. GPC utilisant les méthodes d’optimisation propsées:

On utilise ces méthodes proposées pour le but steudée le probleme de commande de la loi de
commande prédictive multivariable sous contrairdesbornes, pour cela, nous commencgons, tout
d'abord, par la factorisation la matrice de tramsfie systtme a commander (si sa dynamique est

décrite par une matrice de transfert) afin de datdes deux matrices polynomialdsB de CARIMA
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Choisissons, dans la suite, les meilleurs parasiéteesyntheseN, ,N, , 4, de la méthode GPC et

finalement de mettre toutes limites des signauxraorts. Le calcul suivant passe par deux phases:

Phasel :Calcul hors ligne :
Pour la méthode GPC :
- On détermine les matrices des polyndrge§ et G a partir de résolutions de deux équations
Diophantiennes.

- On initialise les vecteurs de commandes et deesorti

Pour les méthodes d’optimisation proposées :

- On choisi la précision qui définit la longueur fi@g" .
- On calcul, pour les méthodes : Dichotomie, Tric djud Dich_inc, le nombre maximal

d’itérations qui correspond cette longueur donr@g. peut choisir, pour la méthode des

gradients conjugués, une précisjoégale la valeur de la limite finalé .

Phase?2 :Calcul en ligne :

Pour chaque instant du tenps

- On applique l'approche, proposée dans le chapitéceplent, pour transformer toutes
contraintes considérées en des contraintes de for@a obtient pour chaque voie

(i=22,....m) la limite :
yi' min = Aul(t) = y|' max (4-51)

- On détermine la matrice des polynériepuis, on détermin®,, Q, etQ, .

- On construit la matrick et le vecteuM.

- On applique selon le choix de l'utilisation, une tho&le d’optimisation parmi lesquelles
proposées pour déterminer la solut.ib,gt :

- Cette solution est utilisée pour le calcul de comdes, en utilisant le principe de I'horizon

glissant, ainsi les sorties du systeme

80



Chapitre 4 : GPC multivariable utilisant des no#ths d’optimisation

4.4, Tests et simulations :
4.4.1. Applicationl:

Le systéeme a commander est celui donné par §3.htilBye les mémes contraintes citées dans (3.36),
(3.37) et mémes parametres de synthése de GP@. dpgtication a pour but d’améliorer la réponse

y; (t) qui comporte un dépassement tres éleve fourniieviaPC utilisant la fonctioquadprog Pour
cela, cette derniere est remplacer, chaque fois,I'pae de ces quatre approches proposées
précédemment, on effectue le choix difr aved." =10 et pour la méthode dich_incr on choisit

0 =2x107, les réponses, les incréments et les commandepmentés par les figures suivantes:

* GPC multivariable utilisant la méthode des gradiens conjugués :

3.22

15

y1(t)

-15
-2.02

111

y2(t)

-1.12

Fig.4.3.a. Sorties obtenues par le GPC utilisaméd#hode des gradients conjugués
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Chapitre 4 :

400

100 200 250 300
Temps

50

400

200 250 300

Temps

100

Fig.4.3.b. Commandes fournies par le GPC utiliméthode des gradients conjugués

Temps

400

100 200 250
Temps

50

Fig.4.3.c. Incréments de commandes fournis paF€ @Gtilisant la méthode des gradients conjugués

82



400

300

250

GPC multivariable utilisant des no#ths d’optimisation

200

Temps

83

(@] o o
N e R m e , , , , M g - — , I
Lo+ Y I I i i i< . I I i .
| | I I I I I I I I I / [ ,W I I I
ﬁ I | | | | | I I I I \_\, a|.v [ - I I I
I I I I I I I I I I I L+ I I I
wﬁ/ | | | | | | | | | SN S _ I I I | [
Tt — 1| I I I I h) ..nlu — L | | I I
” ” ” ” ” ” " o I R ) PN o o [ /fl,ﬁse I I I
\\\\\\\\\\\\\\\ 410 Pl =t L1 - 0 ”\\T\Lﬂ\w‘ﬂlmhﬁ,\\\”\”\
| | | | | | ™ | | I )
I I I I I I I I I I o [ | I I I
I I I | I - | I I I I [ | I I I
ﬁ T 1 | I I I I (@) [ | I I I
I I I I I I I I I I 1) [ | I I I
I I I I I I I | I I I I [ | I [
Av I I I I I I ° | I I I I ° © ° [ I I h4\ I
I | I I I I I I I I [ | I | Lo
JHN\WJ\'ﬂhJT\\Jﬂ\\\\% r \\\ﬂ\\\ﬂ\\\,\\\\,\% % % N
I I I I I I I I I I I [ | I [
I I I I I I M_ ) I I I I m [ | I I v, I
I I I I I I I | I I I I [ | I I I
I I I I I | fv I I I I I © [ | I P
Ittt T T | { | | | | [ | | M\J (.
I I I I I I I I I I I m [ | L I
| I I I I I o I I I I o o [ | I e I
B e e R e e e I 1 ¢} FEy -t -———F—-——1-——-1q 0 w 0 === == = =+ — — + — ===
L | | | | || N I | | | || N = N I | | | | y
ALM\\L\FL‘\,\\,\L D, | | | | = [ | | | b
I I I I | | i [ 0 I I ..m [ | I S
I I I I I I | I I | T [ [y I
I I I I I I I I I I ] [ T I I I
I I I I I I » I I I I ® le [ I I I I
| [ A R N B I I I I [ g I I I
— 0T - . _J__._./8¢ L L ______4lgg m R Y A Y I N B
QE Qe |O
I | | | I N g | | | I N g Ny Lo | | | o
I I I I I I [ I I I I =4 [ | I I I
I I I I I I I I I I b m. [ I I I I
A1 | o | I I I I o b [ I I I I
| [ [ R R I I I I c = [ I I I I
I I I I I I I I I I o [ I I I I
I I I I I I | I I I I [ I I I I
(@] o (]
I I I I I I | I I I I | n [ R R R B
\,\\,\\\,\\,\\J\\\M\MML\H \,\\\\,\\\\,\\\J\\\J\ﬁ Q H [ /L/ 1 | 1T
S A R [ I I I I J S [ | ) I I I
I I I I I I I I I I I i c [ [P I I
I I I I I I I I I I Al LT I I I
o I I I I I I I I L ..n.l.u — | I I I
[ N R | I I I I I I ~ o ﬁ | | I I I
| | [ B e I I I I B o) T I I I
| | | | | | i m | | e — m T m (I — 1 | | (.
i e R e R e e e i e b : o= == == t==—1—-—-—
I I I I I I = i I I I e % [ o [ I I )
I I I I I I I I I I — o I I I I I
Lt I I I I T | [ [ I I I I
T | I | I I | I I I I o N [ [ I I 1\ I
I I I I I I | I I I I I [ [ I I I I
I I I I I I I I I I w [ [ I I I I
I I I I I I | I I I I . [ [ I I I I
< (@] o B W (> e (I Y A, [
IR I R e e N L S e < T [ R St A
I I I I I I | | I I I I 4 I o I I I I I
I I I I I I | | I I | | < ~ [ | I [
I I I I I I f I I I I 8 [ [ I I I // I
I I I I Y I I I I I (@) I J | [ I I I o
S R B B R | 1 I I I I — T [ I I [
v | | | | | | — | | | LL — [ (. | | S
D S| | | | | [E— | | | [ [ | [ e N
w4 0w O 1 o “ 0 o 0 o 0w oo LN 4 O o aquw
4 o 9 4 S E ¢ 4 X §
()7 @A @

100 150

50
Fig.4.4.b. Commandes fournies par le GPC utiliaméthode de Dichotomie

Chapitre 4 :

GPC multivariable utilisant la méthode de Dichotome:
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Fig.4.5.a. Sorties obtenues par le GPC utilisaméd#hode de Tric_quad
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Fig.4.5.c. Incréments de commandes fournis paF€ Gtilisant la méthode de Tric_quad
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GPC multivariable utilisant la méthode Dich incr :

s S R B B
| | | | | | t 1

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| 1 | | | | | |

| | | | | | | |

| | I t t t | |

| | | | | | | f

I E PR R R SR
| | | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| I T I | | | |

| I | | | | | |

| | | | | | | |

| I | | | | | |

| 1 | | | | | |

L L R R T
| | | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | T

| | f t t T I |

| | | | | | | |

| | | | | | | |

+—t-—-—t+t-——=1-—4-—=—F—-—=1-—+-
| | | | | | | |

T { | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | 1

O A N N
| i | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | I 1 I |

| | | | | | | b

| | | | | | | |

| | | | | | | |

T s Wt i Bty
| ! 1 t I T I |

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| 1 | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | T )

| | | | | | | |

Tt - —t—-—=1——4 - —F === =1
| | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | t

| | | | | | |

| | | | | | | |

| I | | | | | |

| ! | | | | | |

- — |- — 4 — — - — - -4+ 4
| | | | | | | I

| | | | | | | |

| | | | | | | J

| | | | | | | I

| | | | | | | |

| | 1 T I | | |

| | | | | | | |

L L 1 L | L L L

N d 1D O 1 o 10

N~ o [} i

- (70

400

100 200 250 300
Temps

50

I I I I I
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
I l——__ _ L ___1____41
| | | |
| | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | |
R L e
! | | | |
1 | | | |
| | | | |
| | | | |
{ | | | |
| | | | |
| | | | |
-1+ —-=——4 === -1
| | | | |
| | | | |
| [ | | |
| | | T |
| | | |
| | | | I
| | | | |
N A
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | | 1
| | | | |
| | | | {
| | | | |
N
| | | | 1
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | 1 |
=== -———t—-———+ === =17
I | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | |
I | | | |
| | | | |
e T e A P |
| | | |
| | | | |
J | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
- n (@) n 1._
© @k <

400

300

250

100

50

Temps
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Fig.4.6.c. Incréments de commandes fournis paF€ @Gtilisant la méthode de Dich_incr

D’aprés les résultats présentés par les figures#4443 4.5 et 4.6, on peut constater que toutes les
contraintes considérées sont satisfaisantes pa@ulse méthodes proposées, celles-ci pour les deux

voies du systeme.

La méthode des gradients conjugués offre, dansdéesx voies, d’'une meilleure dynamique de
poursuite par rapport aux autres méthodes propoe#ies également, dans la deuxiéme voie, d’'une
meilleure réduction de I'erreur de poursuite pg@pat a la fonctiomuadprog

Un inconvénient considérable de cette méthode qgestla sortie de la premiere voie présente un pic

non souhaité ceci dégrade les performances deméttede ainsi de limiter leur application.

Pour les trois méthodes restantes, on obtient peelss mémes résultats dont on peut perfectiomner |
méthode Dich_incr. Cette derniére nécessite, peucalcul de la commande, moins des limites
maximales et minimales de commandes et des incténtkn commandes par rapport aux autres

méthodes.

87



Chapitre 4 : GPC multivariable utilisant des no#ths d’optimisation

4.4.2. Application sur une colonne de distillation

Cette partie envisage I'application des structutess commande prédictive sous contraintes
développées lors des chapitres précédents a uansysthimique. Le probléme choisi consiste a
commander une colonne de distillation binaire cmalditionnée (ill conditioned). L'approche se sert

de modele existant pour aboutir a la construct®iodde type GPC de faible complexite.

4.4.2.1. Description du procédé :

La distillation est une opération de base dansniésstries pétrochimiques et pharmaceutiques, c’est
un procédé qui permet de séparer les constituamsnaélange liquide en se basant sur la différence
de leurs points d’ébullition. La colonne de distilbn étudiée consiste en un courant de vapeudgiqu
dans un but d’effectuer un transfert de masse égdrdeux phases. Le contacte des deux phases est
généralement effectué dans une série de platdaya line quantité de liquide sur chaque plateau, |
vapeur monte en passant a travers le liquide. Uangé a séparer est introduit dans la colonne, le
résidu est chauffé au niveau du rebouilleur situéas de la colonne jusqu’a I'évaporation. La vapeu
condensée en téte de colonne peut étre évacuéeecdistiiat ou retournée en partie dans la colonne
comme reflux. Le modele du procédeé utilise ainsiderformances de conception de la commande qui

ont été proposées par [Lime90].

Le modéle mathématique peut se présenter par le gahéma bloc ci-apres:

Uy > Gyy(S) > >yl

u, G1o(s)

Go4(S)

>l GoyS) > y2

Fig.4.7 : Schéma bloc du systeme
Avec :

Gux(S) 0.878K,e™ ) - 0.864K ,e™*
° s) = — — , S)=
H 75s+1 ? 755 +1

Gar(S) 1.082K,e™ &(6) -1.096K e
° s) =——— ’ s)=——————
ot 75s +1 75s+1

. K;U[0.8 1.2]; andg 0[0.0 1.0]
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D'ou, les (G; (s)) ) représentent les fonctions de transfert et forragrsi la matrice de transfert :

(i=1,2;j=1,2

G.(s) G.(s 0.878 -0.864| K. g4 0
G(S) - 11( ) 12( ) AveC : G(S) — 1 1
Gu(s) Gp(9) 75s+1 [1082 -1096| 0 K,e*

Physiquement, ceci équivalent & des gains inceridén20% et un retard de plus d'une minute sur

chaque direction.

Ce procédé possédant deux entrées qui sont leefliexdébit de vapeur notées pavr[ul uz]T, et

deux sorties qui représentent les deux composijtaiasllat et résidu notées par= [yl(t) yz(t)]T

Pour la simulation, on a calculé le modéle disenstc un bloqueur d’ordre zéros et une période

d’échantillonnage égale a 1 minute.
Pour notre systéme, nous devons remplir les spétidns [Lime90]:

1- voir une stabilité en boucle fermée.

. 1 . . .
2- Pour le couple dentrées de consgrre[o] la sortie de poursuitg(t) et la sortie

d’interactiony, (t) doivent satisfaire :

a- Pour :t=30min= y,(t) = 09.

b- Ot>0= y,(t) <11 : il faut voir un dépassement maximal de 10% auyremiére voie.
c- 099<y,(t) <11 dans le régime permanant.

d- Ot=0=y,(t)< 05.

e- —001<y,(t) < 001 dans le régime permanant.

f- Les commandes sont limitées a 200

. 0 . . .
3- Pour le couple d’entrées de consm&neL}, la sortie de poursuitg(t)et la sortie

d’interactiony, (t) doivent satisfaire les mémes spécifications ah)), e) et f).

4- Les contraintes sont choisisses comme Suit;

~12< Ay (t) <12
~12< Au,(t) <12
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4.4.2.2. Application de GPC utilisant les méthodes optimisation proposées :

A la longue de la boucle du tempsous devons, tout d’abord, déterminer la régierfaisabilité a
partir de ces contraintes ci-dessus. En fixantéaipion{ (¢ =10™) demandée pour chaque méthode

d’optimisation, afin de déterminer le nombre d'@gon n pour chaque méthode.

Pour les parametres de GPC, on choisit :

N, N, A
Voie 1 7 2 0.00001
Voie 2 6 2 0.00001

Pour le cas nominal d{4 = K, =1ainsi pour le cas d¢, =K, =12, on applique au ce systeme deux
entrées de consignes, la premiére représentedéede poursuite; =1let la seconde représente
I'entrée d’interactionv, = 0. Maintenant pour le ca§ =K, = 08etK, =1.2,K, = 08, on considere

I'inverse du cas précédent c'est-a-dire la premeateee de consigne considérée comme étant

d’interaction cependant la seconde, est considgngene une entrée de poursuite.

- Pour les commandes fournies par la loi de GPCeorarque gu’elles sont dépendent, en
régime statique, par les valeurs des gains incsitgietK, . Pour une bonne dynamique de

poursuite/ interaction, les commandes du systenenibétre tendent vers a des valeurs

fournies par la relation suivante :

(Ul(s)j - G—l(o)x(wl(s)j d’ou on obtient :
u,(s) s.0 Wl(S) 5.0

u, (O 39.9417
1) j pourkK, =K, =1 etw=(1 0)".

u,(0)) (394315)°

u (0)) (332847

2. = ,pourK, =K, =12 etw=(1 o).
u, (0) 32.8596] P 1o Lo

u, (0) —-39.3586 T
3. = , pourK; =K, =08 etw=(0 1) :
u, (0) —-39.9964

u,(0)) (-26.2391 .
4. = ,pourkK, =K, =08 etw=(0 1)'.
u,(0)) |-39.9964
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a). Cas nominalK; =K, =1:

Dichotomie Gradient
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Fig.4.8.1 : Sorties (poursuite/interaction) : casimal et (v, =1, w, =0)
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Fig.4.8.2 : Commande de la voiel : cas nominahet=1,w, =0)
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Dichotomie Gradient
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Fig.4.8.4 : Incrément de commande de la voiel noasinal et (v, =1, w, =0)
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Dichotomie Gradient
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Fig.4.8.5 : Incrément de commande de la voie2 noasinal et (v, =1, w, =0)

b). Cas deK, =K, =12
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Fig.4.9.1 : Sorties (poursuite/interaction) : cagl, =K, =12) et (W, =1,w, =0).
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Dichotomie Gradient
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Fig.4.11.4: Incrément de commande de la voiel deg¥,; = 1.2, K, = 08) et (w, =0, w, =1)

Dichotomie Gradient
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Fig.4.11.5 : Incrément de commande de la voie3 (Ka=12 K, = 08) et (w, =0,w, =1)

4.5. Interprétation de résultats et conclusion :

D’apres les figures ci-dessous, on a pu distinggeremarques suivantes :

= Pour les paramétres donfis,N,,A)le GPC utilisant les méthodes proposées satistalaan

plupart des performances données dans le cah@raige.
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= Pour les méthodes proposées : la méthode du gtasbéena plus rapide par rapport aux autres
meéthodes avec une convergence néanmoins satiséasam une variation des gains dans le méme
sens et dans le sens inversé. Les sorties obtpauestte méthode sont données avec un dépassement
tres élevé, ce qui dégrade les performances de métthode ainsi de limiter leur application. Paur |
dynamique de poursuite obtenue par cette méthdideest la plus efficace par rapport aux autres
méthodes d’optimisation, cependant, I'inconvénieajeur est que I'obtention de la commande se fait
sans prendre en compte les contraintes imposétsent dit, le minimum de la fonction objective
peut étre trouvé hors de la région constituée eaicontraintes, dans ce cas, le minimum doit pegndr
soit la valeur maximale, soit la valeur minimale cktte région. Un autre inconvénient de cette
méthode c’est que le calcul de la sortie, pour shagpie, nécessite a une fourchette de commande

ainsi d’'incréement de commande importante par rap@ax autres meéthodes proposées. La
convergence de cette méthode est ainsi conditiopagan choix critique du vecteur de dép@rg)

un mouvais choix sur ce dernier peut conduirediMargence rapide de la méthode.

= Pour les deux méthodes : dichotomie et tric_quadr pne variation des gains dans le méme sens,
I'erreur statique obtenue est tres réduite danedgme stationnaire, les sorties obtenues sont trés
satisfaisantes pour chaque voie, les performanbésnoes variées selon les valeurs des gains,
cependant, pour une variation de ces derniers dansens inversé, on peut voir nettement une
dégradation des performances ainsi ces deux méh¢mec la méthode de dich_incr) sont
conditionnées par la détermination de la réegiofadmbilité.

» Pour la méthode dich_incr, les résultats obtenug #@s encourageants, la convergence est
assurée avec un temps de calcul réduit, les sigdawwommandes et les incréments de commande
sont limités par des bornes maximales et minimtaks réduites. Pour les différentes valeurs des
gains, cette méthode offre a chaque fois des rueslleésultats par rapport aux autres meéthodes

d’optimisation et ceux quelques soit le sens datians deK;, K.

- Pour toutes les méthodes proposées, les résalttdaus sont acceptables du point vue poursuite
(erreur statique nulle) et du point vue robustdssasibilité aux variations des gains incertains).
choix de chaque méthode parmi lesquelles propas&eend de la nature du probleme a résoudre, par
exemple, en utilisant la méthode du gradient dansak des systemes dont les parameétres évoluent
rapidement et si la solution obtenue reste touj@uténtérieure de la région de faisabilité. Méme
chose pour les méthodes dichotomie, tric_quad eténode dich_incr elles sont conditionnées par la

possibilité de détermination de cette région.
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Conclusion génerale :

Nous avons présenté, dans ce travail, les démadehkescommande prédictive multi variable dans sa
version algorithmique. Cette méthode de comman&té aérifiee sur trois systémes multi variables
décrits soit par un modele prédictif BARIMA ou par une matrice de transfert carrée. Nous avons
montré qu’'une bonne performance obtenue dépendmaitteur choix des parametres de synthése
N,,N,,Ade GPC.

A la différence des méthodes de commande robustggment diteski,,H,, ...), la commande
prédictive que nous avons étudiée ne prennentrpesrepte de facon explicite la robustesse en
stabilité ; néanmoins, nous avons montré commepieoih parvenir par une transformation simple a
une autre version dite : polynomiale, cette demmus a permis, d’'un c6té d’éviter le calcul gné
de la commande est nécessite un fardeau de caleuhé, d’'un autre cété, pour faire I'analyse de la
robustesse de stabilité face aux incertitudes pétraqmes du modéle dans le plan fréquentiel. Nous
avons montré qu’a partir une étude comparativeedatGPC polynomial et la méthodg sur un
benchmark disponible dans la bibliothéque de Majlad cette la loi de commande nécessite une
robustification. A cet effet, nous avons été damisligation d’introduire le filtreC(q™*) dans le

modéleCARIMA pour le but d’améliorer la dynamique de rejecti@s perturbations.

L’avantage considérable de GPC algorithmique aje&n peut aussi I'appliquer en cas de présence
des contraintes, celles-ci nous ont conduits ®liagtion, en ligne, d’'une méthode d’optimisation

pour la détermination de la commande.

Plusieurs ouvrages montrent que la fonctjoadprog devient trés efficace pour résoudre les
problemes quadratiques sous contraintes linéaieggndant, pour quelques choix de contraintes et
guelques parametres de synthése de la commandetipeidtette fonction présente quelques
inconvénients, par conséquence de quoi, on a péagiastres approches d’optimisation au GPC pour

palier ces inconvénients.

Dans la suite de notre étude, nous avons pu agpliésiavantages et les inconvénients de multiples
algorithmes d’optimisation et cela grace a de n@udes simulations aboutissant a des approches

efficaces qui sont : le gradient conjugué, la diohue et ses dérivées. Nous avons examiné les
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performances de chague méthode proposée en testdmis obtenues sur deux systémes différents.
Le premier est un systéme électromécanique sa dgoarast décrite par une matrice de transfert
d’ordre 2; I'application de la commande prédictitdisant la fonctiorguadprog sur ce processus
présente un comportement mécanique non souhaitiiitqgrar conséquence a l'inefficacité de cette
fonction sur ce type des systemes, le problemé eégté par d’autre approches d’optimisation. Des
allers-retours permettraient alors de perfectiommenéthode Dic_incr qui donne de meilleurs
résultats avec un domaine de variation des inanésvet des commandes moins réduit par rapport

aux autres approches proposées.

Le second procédé utilisé pour la simulation regmésune colonne de distillation binaire mal
conditionnée sa dynamique est décrite par un modédetain propose par Limebeer. Malgreé les
variations paramétriqgues de ce modele proposéP(e @ilisant les approches proposées garantit la
robustesse en stabilité et relativement la robasten performances et les résultats obtenus oat été

la hauteur de nos espérances.

Vu que le GPC qui utilise ces approches proposstaglativement facile a manipuler, elle souffre
cependant de la détermination de la région delgigaqui est considérée comme une base de départ
de ces algorithmes et qui limite aussi leurs apfibois en cas d’'un mauvais choix des contraintes. D
plus, le choix critique du nombre d’itération qépend directement de la précision de calcul peut
modifier la convergence de ces approches propeséssa solution du probléme.

La détermination de la région de faisabilité poes dontraintes redondantes ainsi que I'amélioration
de ces approches d’optimisation proposées, laisseabhamp libre de recherches pour d’éventuels
candidats ultérieurement, nous conseillons legsuthercheurs d’orienter leurs recherches sur le
perfectionnement des contraintes nécessaires fpesquelles redondantes pour la détermination de

cette région et d’essayer d’améliorer les directide recherche des méthodes directives.

103



Conclusion générale

Perspectives :

Les perspectives a citer pour le GPC multi varizbolet :

1-

»

En I'absence des contraintes, la perspective s gilecte est de mettre une méthodologie

permettant de faire un meilleur choix du fil@6y™) conduisant a robustifier le GPC polynomial
face a différentes incertitudes paramétriques ddéieo Dans ce cas, une approche basée sur la
para métrisation de Youla avec des techniques id\igstion sous un formalisme LMI semble la
plus adaptée.

Obtention de la forme polynomiale RST de GPC maltiable sous contraintes pour faire
'analyse de robustesse du systeme bouclé.

Extension des approches d’optimisation proposéele sas d€(q ) # I

Extension de cette étude sur les matrices deférdmon carrées.
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Annexe A

Introduction :

Nous montrons dans cette partie une méthodesdéutidn des équations diophantiennes données

dans le chapitre I, cette derniére donnée pouaseocC(q)# du modéle d€ARIMA

A.1 — Résolution récursive de I'équation diophantiene:

Soit 'équation diophantienne donnée par (2.12)ante :

C=E;AA+q'F, (A.1)
Avec : A =I+Ag*+...+A Q™ (A.2)
A=1-q* (A.3)
c@Oy=1,,+Cqg*'+...+C g™ (A.4)
E, =E+EPq" +..+El g (A.5)
F=FP+FVq +. +ED g™  (A6)

Les coefficients des matricésC,E etF; sont des polyndmes &1 qui ont pour degrés respectifg

ne, j-1 etnd.
Les matrice®\,C,E¥ etF¥ sont a coefficients réels et regroupent les caieffts de ces polynémes.

Le couple des matrices de polynoni,K;) est I'unique solution de cette equation, que lfmeut

encore mettre sous la forme :

FC,q . G ™ =[ED) + EDG 4+ EDG)

[ +(A DA+ (A =A)G7 +.+ (A, = A)d ™ = Ad ™ T+ R + RO+ L+ g7
(A7)

Le degré de la matrid@AA vautna+j et le degré dg'F; estn+j.

Etant donné que les ordres des deux membres deatiéqg @.7) doivent étre identiques, on déduit

par identification I'ordrex? du polynémeF; :

n<n +j=n +j=nl+j
{c a J a J f J (A8)

noon,+j=n+j=n

D'ou :
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n=max(na,ne-j) (A.9)
Pour I'horizon de prédictiopl, 'équation(A.1) s’écrit :
C=E_AA+q"F (A10)
A partir de(A.1) et (A.10) on obtient :
(E,-E,_)AA+q ™ (q'F, - F,) =0 (A1)
Etant donné la forme de (équation(A.4)), on peut récriréA.11)de la maniere suivante :

(B~ EY™) + (B ~E0)q™ +..+ (B, ~ E(")q " + ENG 7,
[1+(A =g +(A =AY+t (A = A )d ™ = A ™ T =g RS+ (RVY - FP)g™
+..+ (FUD g™ g™ =0 (Al12

En identifiant les membres de gauche et de droitérouve que :
EV-EUY =0 Ok =0,....,j -2 (A13
Par conséquent, on a :

E, =E,_,+E! g™ (A14)

On peut simplifier les notations en écrivant g’ =E_ Ainsi I'équation(A.12)devient :
AA

Ej_lz_”lll +(1+A-Dg*+..+ (Ala_Ala—l)q_na_A]aq_na_lJ _
q = +(F(J D _ (j))q_l+...+(|:(] 1) _Fn(fj_)l)q—nf _Fn(fj)q(—nf—l)]
Fia- o'

Et on déduit que :
q°'F =F_,-E_AA (A.15)
A partir de ces relations, on peut finalement définir I'algorithmeadiut récursif suivant :
Initialisation de la récurrence :
Pourj=1, I'équation(A.7) s’écrit :

| +Cq+C,q 7% +......... +C,.q " =
Ell +(1+A = 1)g" +..t (A, = A)d ™ = A"

+ Fo(l)q—l + Fl(l)q—z + .+ Fn(fl)q(—nf—l)
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Avec nfP=max(n.,n-1). On en déduit les initialisations suivantes :

E,=|
. A.16
{Fim =C.~E(AL-A) O<i Sngl) ( )

Calcul récursifde E et F :

On utilise I'équatior(A.15),on déduit la récurrence poa?2 :

{Ejl — Fo(i—l)

FO=FUY—E _(A,-A) 0<i<n® (A.17)
! i+l -1 +1 S1=Tk

Résolution récursive de I'équation diophantienne :

Soit 'équation diophantienne que I'on rappelle:ici
E,;B=CG, +q 'H, (A.18)

Dans laquelle :
B=B,+Bqg"+..+B, g™ (A.19)

E,=E+Eq"+..+E_q’" (A.20)
C=1_ +Ca +C,a2+..+C. g™ (A.21)
A=5=1-q" (A.22)

G, =G’ +Gq*+..+Glg " (A.23)
H =HP +HOq + . +HQg™ (A.24)

Imx

Les coefficients des matric&E,C,G et H; sont des polynémes agi' dont les coefficients sont
regroupés dans les matrices réeBek;,Ci,G etH;. Les degrés respectifs de ces polynbmesrdoit

1, nc, j-letnh.

On suppose que les matrid@ss’écrit sous forme diagonaliee., C(GY)=c(q™)lmxmavecc(q?) est un

polynédme de degnéc.

Le couple des matricg$s;, H;) est 'unique solution de cette équation, que fmut encore mettre

sous forme suivante :

(B, +E, g7 +..+E ™) (B, +Bq ' +..+B,q ™) =
SN— -

R
(1 +CQ"+Cq”° +..+C.q ™) (Gy” +GVq " +..+ Gl ") +
.
S
(0 (D1 ())y=J-nh
(Ho" +H; q:/---+thq ) (A.25)
S
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L’ordre des polynémes des deux membregAd25)doit étre identique. D’ou les relations suivantes

» Siordre &) <ordre &) alors ordre%s) = ordre &)
e ordre &) >ordre §,) alors ordreSg) < ordre 6)) (A.26)

Ce qui se traduit par :

nb<nc=nh=nc-1
(A.27)

nb@ nc= nh=nb-1
On en déduit I'ordreh du polynémeH :

nh=maxpc,nb) -1 (A.28)
On récrit I'équatior(A.18) pour I'horizon de prédictiopl :

E, ,B=CG_+q'"H,, (A.29)
En faisant la différence entfA.18)et(A.29) on obtient :
C(G, -G, ) +q'™[g"H, -H,, -9’ (E, - E;,)B] =0 (A.30)
Or (d’aprés I'équationfA.14) :
E -EL=E_ g™ (A.30)
D'ou :
C(G, -G, .)-q'"[H,,-q™"H, +E,,B]=0 (A.31)

En récrivant cette équation sous forme étenduerorea :

(1 +Ca™ +C.a” +.+ Cg ™) (G -G ) + (G -G )™ + G -G )™ + .
(G G+ GG THI D 4.t (M - HELI™ - R
Ej—l(BO + qu_l +..+B,)]=0 (A32)

Etant donné que les polyndmes@ae peuvent pas étre factoriser g&r, on trouve que :
GV -GU?P=0 0Ok=0L..,j-2 (A.33)
Et par conséquent, on a :

G, -G, =G g’ (A34)
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L’égalité (A.33)permet de simplifier les notations et d’écrire dquieG.” =G, , ainsi I'équatior(A.32)
devient :

CG,_q'"-q’™"[H,,-q"H, +E, ,B] =0 (A.35)
D’ou I'on peut déduire I'équation récursive suivant
q'H,=H,,-CG_,+E _B (A.36)
Ces relations permettent de définir I'algorithmecdiul récursif suivant :
Initialisation de la récurrence :
Pourj=1, I'équation (A.25) s’écrit :
Eo(By +Ba ™ +.. 4 Bug ™) = (1 +C™ +...+C g ™)Gy + (HPG™ +..+HOG™™)  (A.37)

On déduit que :

{%=%% (A.38)

Hi(l) =EB.-C.G, Osisnh
Calcul récursifde G et H :
En récrivant I'équatioifA.36)de maniere étendue, on obtient :

HOG™ 4.4 G = O + TG+ + HUPG™ (14 4.4 Ci ™G,
+E (B + B +..+B,0™)  (A4D)

Pourj>2 on a donc:

G_.=H{Y+E_B
{’1 ° =0 (A.41)

HY=H?Y-C,G+E_B, 0<is<nh
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Abstract:

This work presents a low of the multivariable potidie control in the algorithmic version for
the control of multivariable systems without coasitts. Other version of this low (polynomial
version) is proposed in this study for minimizitg tcomputation time to calculate the control
low; it permits also to analyse the stability ahd performances robustness face of the
parametric uncertainties of model. The polynome&tion proposed is applied in the
benchmark josedemo” available in the Toolbox Robust Matlab and théaated results are

compared by those obtained by Hhgrobustness method for verifying the stability rainess

condition and the performances robustness condition

For the constrained case, four optimisation methmedsiring modest computational resources
and which are easy to implement have been intratand applied to solve on line the control
low problem of GPC multivariable under constrainEdese methods are: The conjugate
gradient, dichotomy, tric_quad and the dich_incthod.

The GPC multivariable using these optimization rodghis applied in the some multivariable
systems, the obtained results by the proposed metr@ compared with those obtained with
the GPC multivariable using tlgeiadprog function (Quadratic Programming available in the
Toolbox Optimization of Matlab) which give by theoposed methods an appreciable results

with the satisfactory imposed constraints.

Keywords: Multivariable Predictive ControlH_ method, RST controller, Quadratic

Programming duadprog), Conjugate Gradient, Dichotomy, Tric_quad, Dictcrj distillation

column.



Résumé:

Ce travail présente la version algorithmique deilae la commande prédictive multi variable
sans contraintes, celle-ci pour commander les myesténultidimensionnels. Une autre version
polynomiale de cette loi de commande est aussigseppour, d’'un coté, minimiser le temps de
calcul de commande et d’autre coté pour faire I\eade robustesse de stabilité et de
performances face aux incertitudes paramétriquenatiéle. La version polynomiale proposée
est appliquée sur un modele de référenjgesedemo » disponible dans la bibliothéque
Robuste/Matlab et les résultats obtenus sont cars@aceux trouves par la méthode

robusteH  , celle-ci pour vérifier la condition de robustesse la stabilité et sur les

performances.

En présences des contraintes, quatre méthodesmlisgtion, qui sont faciles a manipulées,
sont introduites et appliquées pour résoudre e lig probleme de GPC multivariable sous
contraintes, ces méthodes sont : gradients conguglighotomie, tric_quad et la méthode

dic_incr.

Le GPC multivariable utilisant ces dernieres egligpé sur deux systemes multivariables et les
résultats obtenus sont comparés a ceux utilisdohtaionquadprog (programmation
guadratique qui est disponible dans la bibliothédjoptimisation de Matlab) ou les résultats

trouvés sont tres appréciables avec satisfactisrcoletraintes imposées.

Mots clés :commande prédictive multi variable, contréleur RBTméthodéd .,

programmation quadratique, le gradient conjugughatomie, tric_quad, dich_incr, colonne de
distillation.



