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CHAPITRE [

INTRODUCTION A LA COMMANDE

PREDICTIVE




1.1. Introduction

La commande prédictive repose sur I’utilisation d’un modele pour prédire le comportement du
systeme a commander et le choix d’une décision la meilleure au sens d’un certain coQt tout en
respectant un certain nombre de contraintes.

Le concept de la commande prédictive a été introduit au milieu des années soixante dix par plu-
sieurs auteurs notament pour la premiére fois par Richalet et al. [38] et Cutler et Ramaker [12].
Dans ces méthodes, la commande est obtenue en minimisant un critere quadratique. Ces tech-
niques de commande ont été appliquées rapidement et avec succes dans le monde industriel en
particulier sur les processus industriels chimiques. Dans la continuité des ces travaux, d’autres
techniques ont été développés. Nous citons ici la plus populaire, a savoir la commande GPC
«Generalized Predictive Control», proposée dans [8][9][10] . Cette méthode s’inspire des princ-
ipes de la commande GMV «Generalized Minimum Variance»[8] avec I’ utilisation d’une fonc-
tion de transfert paramétrique comme modéle de prédiction. La formalisation de la commande
prédictive ne se limite pas uniquement a des systemes linéaires mais elle a aussi été donnée dans
le contexte non linéaire. De plus, le formalisme d’état permet I’extension de la commande pré-
dictive a des cas plus complexes, tels que les systemes avec perturbations stochastiques et les
systemes multivariables.

Durant les années 1970 et le début des années 1980, la recherche de résultats de stabilité dans
des problemes de commande prédictive n’avait été considérée profondément. A partir de cette
date, apparaissent des travaux exploitant des horizons finis et infinis pour lesquels il est possible
de démontrer, sous certaines conditions, la stabilité du systeme contrdlé par une stratégie MPC.
A titre d’exemple, Chen et Shaw [4 ] ont utilisé la fonction de codt comme une fonction de Lya-
punov pour établir la stabilité des systémes ou une contrainte d’égalité terminale est exigée. Ce
résultat a été étendu dans le domaine continu par Mayne et Michalska [27]. Dans un contexte
non linéaire, Keerthi et Gilbert [18] sont les premiers qui ont utilisé ce principe pour établir la
stabilité de la commande prédictive a base de modéles sur les systémes non linéaire en temps
discret avec contraintes. Dans ce cas, une contrainte d’égalité terminale est employée.

Dans ce chapitre nous abordons les outils de représentation, de synthese et d’analyse néces-
saires pour le developpement des structures de commande prédictive linéaires étudiées dans
cette thése. Dans la deuxiéme section, nous donnons le principe de la commande prédictive a
base de modeéles Dans la troisieme section, les différentes contraintes que peut subir un sys-
teme commandé sont énoncées. Dans la quatrieme section , la synthese et I’étude de la stabil-
ité de la commande prédictive linéaire est détaillée. L’ extension de cette derniere au cas non
linéaire est expliquée dans la cinquieme section.

1.2. Principe de la commande prédictive a base de modele

Pour des raisons de simplicité et de clarté, dans un premier temps le principe de la commande
prédictive est introduit en absence des contraintes. Par la suite, la problématique de la présence
des contraintes et leurs influences sur les performances de la commande prédictive sera dis-
cutée.

Le principe de lacommande prédictive est illustré sur la Figure 1.1 ou I’objectif est de minimiser



la distance (I’erreur) entre la sortie du systéme y et la trajectoire de référence w.
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Figure 1.1: Schéma classique de la commande prédictive

Etant donné un systeme (linéaire ou non linéaire) avec une entrée u(k) et une sortie y(k), la phi-
losophie de la commande prédictive repose sur les trois étapes décrites ci-dessous (cf. Figure

1.2).

1. L utilisation d’un modele du systeme pour prédire les sorties futures de ce dernier, notées

y(k), y(k+1), ..., y(k+N»-1), ou N, représente I’horizon de préediction.

2. Le calcul d’une séquence des futurs échantillons de commande u(k), u(k+1), ..., u(k+N,-1),
ou N, représente I’horizon de commande, en minimisant une certaine fonction d’objectif (fonc-

tion du codt) sur cette horizon.

3. L’application de la premiére commande u(k) issue de la séquence d’optimisation au systéeme.

Principe de la commande préditive

Fonction du codt Modele de prédiction
Fonction linéaire, Obtention d’un modele:
Non linéaire, floue, ... Linéaire ou Non linéaire

Figure 1.2 Principe de la commande prédictive.




1.2.1. Modele de prédiction

Le modele du systéeme linéaire ou non linéaire a pour objectif la prédiction de la sortie de ce
dernier a des instants futurs (échantillonnés). Cette phase d’obtention du modeéle est une étape
initiale et primordiale dans la conception d’une stratégie de commande prédictive. En effet, le
modele doit reproduire avec une exactitude suffisante les caractéristiques dynamiques du sys-
teme sur un horizon de temps fini. En pratique, plusieurs formes de modeles de prédiction ont
été proposés. Nous citons ici:

1.2.1.1. Les modéles linéaires

Dans toute la suite, la notation z(k+j/k) fait référence a la valeur de z a I’instant k+j calculée a
Iinstant k. Supposons qu’un systeme dynamique lingaire avec une entrée u(k) et une sortie y(k).
Le modele de prédiction de ce systéme qui a pour sortie y(k) peut étre représenté par:

* Un modéle a base de réponse impulsionnelle donné par I’expression suivante:

Jk+j/k) = =2 ho-u(k+j—i/k) (1.1)

ou h; représentent les valeurs de la sortie suite a une excitation du systéme par une impulsion de

Dirac unitaire.

* Un modéle & base de réponse indicielle donné par I’équation suivante sur un horizon de pré-
diction fini:

Jk+j/k) = 22, gi- Au(k+j—i/k) (1.2)

ou g; sont les valeurs de la sortie suite & une excitation du systeme par un échelon unitaire.
* Un modele a base d’une représentation d’état. Supposons qu’on dispose d’un modéle de
référence sous la forme suivante:

{x(k+1) = A-x(k) +B-u(k) (13)

\ y(k) = C-x(k)
ou:
u, y et x désignent respectivement I’entrée, la sortie et le vecteur d’état du modele de référence.
A, B et C sont respectivement une matrice (n x n), un vecteur colonne (nx1) et une vecteur ligne
(1xn) (représentation d’état classique).
Dans ce cas, le modele de prédiction qui sera utilisé est sous la forme suivante:

y(k+j/k) = C[AIx(k)+ =) _ AT Bu(k +j-i/k)] (1.4)
ou:
Y(k+j/k) est la prédiction de la sortie en k+j étant donnée sa connaissance en k.

* Un modele a base de fonction de transfert. Dans ce cadre, on suppose que le systéeme peut
étre représenté par un modéle CARMA (Controlled AutoRegressive Moving Average), dont
I’expression est donnée par:

y(k+j/k) = B H/AG@™Y) - u(k +j/k) (1.5)

avec:
-1 -1 -2 N,
A(z")=1+a,-z +a,-z +..+a, -2

B(z) = 1+b1-z_1+b2-z_2+...+b -z



ou:
2’1 représente I’opérateur de retard,
B, A : sont respectivement des polyndmes associés a I’entrée et a la sortie.

1.2.1.2. Les modéles non linéaires

Les modéles non linéaires utilisés sont souvent représentés par des équations aux différences
non linéaires, des systemes flous et/ou des réseaux de neurones. Dans ce contexte, la forme la
plus utilisée pour le modéle de prédiction repose sur une représentation d’état sous la forme
suivante:

{x(k +1) = f(x(k), u(k)) (1.6)

y(k) = h(x(k))
ou:
» festun vecteur f = (f, f,,..., f,) de fonctions non linéaires de forme analytique, et h est une

fonction analytique non-linéaire.
» X(k) est le vecteur d’état du systeme, x(k) € X (X représente son domaine de définition).
* u(k) est la variable de commande y(k) e U (U représente son domaine de définition).

Parfois I’obtention d’un modele de prédiction sous cette forme demeure un probleme difficile
ou au moins codteux. Cette derniere condition peut représenter un obstacle important dans la
commande des systemes non linéaires complexes. Dans ce contexte, en I’absence d’un modele
analytique pertinent, d’autres techniques telles que les systemes flous et/ou les réseaux de neu-
rones peuvent étre utilisés pour représenter la dynamique des systemes. En effet, les deux
categories des systémes sont maintenant connues comme des approximateurs universels et peu-
vent étre utilisées pour représenter les systemes non linéaires et/ou pour mettre en oeuvre des
régulateurs non linéaires.

1.2.2. Méthodologie d’optimisation

La methodologie d’optimisation a pour objectif I’obtention d’une séquence de futures actions
de commande en minimisant une certaine fonction d’objectif (fonction du codt).

Pour des systemes linéaires, la fonction d’objectif est souvent donnée sous une forme d’une as-
sociation d’une forme quadratique de I’état (ou erreur de suivi) et d’une énergie sur la com-
mande. Autrement dit, I’objectif de I’optimisation est de chercher une séquence de commande
capable de stabiliser I’état du systeme (ou réaliser un suivi de trajectoire avec une erreur mini-
male) et une énergie minimale sur la commande. Sous une forme mathématique, la fonction a
minimiser est souvent donnée par:

52k +i/K) = w(k + /K1 + 5 - Auk+ - 1/K) (1.7)

A: est un facteur de pondération et w est la trajectoire de référence.
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Objectif: minimiser
la surface

horizonjde prédiction

t+N, t+N, t

Figure 1.3: Principe de I’optimisation.

Dans la littérature, des variantes de cette fonction du codt existent. En effet, d’une part certaines
méthodes relaxent la contrainte sur la commande (le terme relatif a I’effort de commande n’est
pas pris en compte[43]. D’autre part, des méthodes ajoutent d’autres termes pour prendre en
considération le changement de la sortie. Pour des systémes non linéaires, la forme de la fonc-
tion d’objectif est souvent de nature plus complexe. En effet, contrairement aux probléme d’op-
timisation linéaire, dans le cas non linéaire on ne dispose pas de technigques universelles
capables de présenter des résultats généraux pour le probléme d’optimisation. La majorité des
méthodes présentées dans la littérature sont restreintes a des forme particuliere des fonctions
d’objectif. D’une maniére générale, un probleme d’optimisation Py(x) dans le cas linéaire ou
non linéaire peut s’écrire sous la forme suivante [26]:

P\ (X) : Ming V(x, IT) (1.8)

ou:

o Vy(XII) = ZJN: 1 LOX(k +j/7k), u(k + j/k)) + F(x(k + N/k)) est la fonction a optimiser.

o L(x(k+j/k),u(k +j/k)) est lafonction de co(t.

e F(x(k+ N/k)) est la contrainte sur I’état terminal.

e IT est un vecteur qui indique la séquence future de la commande de N éléments:
IT = {u(k/k),...,u(k+N-=1/k)}.

e u(k+j/k) estlavariable de commande a I’instant k + j calculée a I’instant actuel k.

» L’évolution prédite du systeme a I’instant k + j + 1 est donnée par I’équation dynamique du
modele de prédiction utilisé.

Pour des raisons de simplicité et de clarté, nous avons supposé que: N, = N, = N.

Dans la littérature, différentes méthodologies d’optimisation pour minimiser la fonction d’ob-
jectif ont été proposées [3][23] (programmation dynamique, programmation quadratique
séquentielle,...).

Pour une implantation efficace de la commande prédictive, une solution analytique au probléme
d’optimisation doit étre disponible. Si ce probléme est relativement simple a résoudre pour des
systemes linéaires, il représente un obstacle important dans le cadre des systémes non linéaires.
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En effet, sachant que les séquences de commande optimales et analytiques ne peuvent pas géné-
ralement étre déterminées, on doit avoir recours a des techniques numeriques d’optimisation
[33]. Ces techniques présentent nécessairement des difficultés inhérentes aux algorithmes itéra-
tifs (valeurs d’initialisation, états de convergence, erreurs d’approximation). De plus, ces tech-
niques travaillent sur un long horizon de commande, trés gourmandes en temps de calcul et ne
convergeant souvent que vers des optimaux locaux. A titre d’exemple, nous citons les méthodes
souvent exploitées dans les travaux de recherche, a savoir la méthode de la programmation
quadratique séquentielle (SQP) [3] et I’extension de la méthode Simplex proposée par Nelder
et Mead dans [14]. Afin de contourner ces difficultés, d’autres méthodes d’optimisation peuvent
étre exploitées sous I’hypothése d’une discrétisation compléte de I’espace des solutions. Dans
ce cadre, les techniques de la programmation dynamique [23] et de Branch and bound [39] peu-
vent étre utilisées. Si ces méthodes ont la possibilité de s’affranchir des problémes de choix des
conditions inititiales et permettent la convergence vers un minimum global, leur implantation
reste redevable a un temps de calcul assez important. Ces inconvénients peuvent affaiblir I’uti-
lisation potentielle de ces méthodes dans des stratégies de commande prédictive non linéaires.
Dans ce cas, beaucoup de méthodologies proposées dans la littérature, sont restreintes a des
classes particuliéres de systéemes ou des solutions optimales sont facilement calculables. De
plus, nombreuses sont les méthodes décrites dans la littérature, qui quoique bien formalisées
mathématiquement, restent trés difficiles a implanter pratiquement. En effet, afin de faciliter
I’étude des systémes non linéaires, de nombreuses hypotheses concernant le systéme et sa sta-
bilité sont souvent posées, bien que difficilement vérifiables.

D’un point de vue pratique, il est important d’insister sur le fait que I’optimisation requiert par-
fois un calcul rigoureux (probleme de calcul dans I’optimisation). Toutefois, I’utilisation d’un
modele simple et explicite ainsi qu’une approche d’optimisation efficace peut rendre ces tech-
niques capables de contrdler des systemes complexes tels que les systémes non linéaires, les
systemes a phase non minimale, les systemes instables en boucle ouverte et les systéemes avec
contraintes.

1.2.3. Méthodologie d’application de la commande

Dans un contexte linéaire ou non linéaire, apres avoir déterminé la séquence de commande op-
timale (séquences des actions futures) en optimisant la fonction codt, seul le premier échantillon
de commande est réellement appliqué au systeme et toute la séquence est calculée a chaque pas
d’échantillonnage. Cette méthodologie repose sur I’exploitation du principe de I’horizon mo-
bile, c’est-a-dire qu’a chaque période d’échantillonnage, la procédure d’optimisation est répétée
avec des nouveaux signaux (entrées et sorties)(cf. Figure 1.4).

Il est important d’insister sur le fait que souvent la solution optimale est définie sur I’horizon de
commande N, et non pas sur I’horizon de sortie N,. Dans ce cas, en dehors de cet horizon, c’est-
a-dire, N, > N, la commande reste constante (la variation de I’incrément de commande est
nulle). 1l est alors possible d’écrire:

u(t+j—1) = constante, pour j =N ... No. (1.9)

ou encore:
Au(t+]j—-1) = 0, pourj=N;... Ny. (1.10)

Dans ce contexte, pour faciliter I’étude de la stabilite, on pose N, = N, = N.

12



A Ny :horizon de commande
<
i >
< - ——
N, : horizon de prédiction

Figure 1.4: Principe de la commande prédictive a horizon glissant
1.3. Les Contraintes dans la commande prédictive

Dans toutes les techniques de commande prédictive, les variables d’entrées, d’états et de sorties
d’un systéeme sont souvent contraintes par leurs domaines de définitions. Ces contraintes sont
de natures diverses: limitation physique des actionneurs, spécification de la qualité d’un produit,
exigence de securité et domaine de tolérance pour une sortie, ...etc. Par exemple, dans la plupart
des réacteurs, la qualité de la production exige qu’une partie des variables ne dépassent pas cer-
taines limites indiquées. En effet, la violation de ces limites peut créer une mauvaise qualité du
produit et causer des dégats sur les équipements.

D’une maniere géneérale, tous les systemes sont sujets a des contraintes qui doivent étre prises
en compte dans le probléme d’optimisation. Il existe plusieurs types de contraintes, nous avons
recensé les plus utilisés dans la commande prédictive.

1.3.1. Contraintes sur le signal de commande

En pratique, le signal de commande doit satisfaire la contrainte du domaine de validité de I’ac-
tionneur (son domaine de fonctionnement). Dans ce cas, si on suppose I’intervalle [Unin, Umax]
comme le domaine de validité de I’actionneur, alors la contrainte de commande sur u(t) s’écrit
comme suit:

Upin SU(k)<u (1.11)

max

Cette contrainte peut aussi s’exprimer par I’incrément de commande Au(k) = u(k) - u(k-1):

Au Au(k) = u(k)—u(k=1) < AU, (1.12)

minS

Il est évident que cette contrainte de commande se déploie sur toutes les entrées futures cal-
culées sur un horizon N. Dans ce cas, on peut écrire:

0 = T
in<U<T-Upay o U 7 U u(k+N=1)]

: (1.13)
n<AUST-Atpe AT = [AuK)......Au(k+ N=1)]"

avec | vecteur de dimension N avec des éléments égaux a 1.
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1.3.2. Contraintes sur la sortie du systéeme

D’une maniere générale, il est toujours préférable d’assurer que la sortie d’un systéeme évolue
dans une zone de tolérance autour de la trajectoire de référence. Dans ce contexte, si on suppose
que I’intervalle de tolérance de la sortie est définie par [Ymin, YmaxJ: @lors la loi de commande
synthétisée doit assurer I’évolution de la sortie du systeme a I’intérieur de cette zone de
tolérance. Cette contrainte sur la sortie peut s’exprimer par I’équation suivante:

minsy(k)gymax (|-14)

Cette contrainte sur la sortie est généralisée sur toutes les sorties futures sur I’horizon N, c’est-
a-dire:

- Yin <Y < (1.15)

I Ymax

o T
o Y = [yK)oo...... y(k+N-1)],
* | :un vecteur de dimension N (avec des éléments égaux a 1).
1.3.3. Contrainte sur I’état terminal

Dans ce type de contrainte, la sortie prédite du systéme est forcée a suivre un signal référence
w(k) durant un certain nombre de m périodes aprés un certain horizon Ny.

Y = [y(k + Ny +1)...... y(k + Ny + m)]T
= [w(k+Ny+1)...... w(k+ Ny +m)]

(1.16)

Dans ce contexte, on peut démontrer que les contraintes sur I’état terminal du systeme peuvent
s’exprimer comme des contraintes d’egalités sur les incréments de la commande futures [11].
Ce type de contrainte est souvent rencontré dans les commandes de type CRHPC (Constrained
Receding Horizon Predictive Control) [11].

1.3.4. Autres types de contraintes

D’autres contraintes peuvent étre imposeées sur le fonctionnement d’un systeme. Par exemple,
dans le cas d’un systéme a phase non minimale plusieurs situations sont a éviter a cause de la
grande divergence de la sortie y(k) pour une entrée w(k). Pour remédier a ce probleme, une con-
trainte peut étre ajoutée dans le probléme d’optimisation de la commande, c’est-a-dire:

y(k+])=y(k) si: y(k) <w(k)
y(k+j)<y(k) si:yk)>w(k)
1.4. La commande prédictive linéaire

(1.17)

1.4.1. Introduction

Dans ce paragraphe nous supposons que la dynamique du systéme a commander peut étre
représentée par un modele linéaire. Comme discuté précédemment, la méthodologie varie selon
le type de modele de prédiction utilisé. La figure I. 6 donne quelques algorithmes de commande
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prédictive linéaire, CPL.

MAC
< Model Algorithm Control

DMC
—> Dynamic Matric Control

Commande prédictive linéaire |—p

PFC
»  Predictive Funcional Control

_»_

Figure 1.5: Différentes méthodes de commande prédictive lineaire.
Figure 1.6
A. La méthode MAC (Model Algorithmic Control)

Cette méthode développée par Culter et Ramaker [12] a un grand succes dans I’industrie chimi-
que. Elle repose sur:

» L’utilisation de la réponse impulsionnelle comme modeéle de prédiction (cf. équation (1.1)),
ou seulement les N, premiers termes sont pris en compte.

» Larestriction a des systémes stables et sans intégrations.

En I’absence des contraintes, il a été démontré dans [4], que la solution optimale minimisant le
critére (1.8) est facilement déterminée.

De part sa simplicité, cette méthode est largement utilisée dans le monde industriel. Cependant,
son inconvenient majeur réside dans sa représentation non minimale. De plus, le nombre des
poids h; (i=1 ... N,) a identifier pour des systemes complexes est souvent tres important ce qui
limite son déploiement & une large échelle.

B. . La Commande DMC (Dynamic Matrix Control)

Cette méthode proposée par Culter et Ramaker [12] repose sur:

o L’utilisation de la réeponse indicielle comme modele de prédiction du systeme a commander
(cf. équation Tableau 2, page 9), ou seulement les N, premiers termes sont pris en compte.

» Larestriction a des systemes stables et sans intégrations.

De la méme maniére que la méthode MAC, la séquence de commande est obtenue par minimi-
sation de la fonction du codt (1.8) ou une solution optimale peut étre trouvée facilement [4]. Les
inconvenients cités précédemment pour la méthode MAC reste valable pour cette méthode.

C. La commande PFC (Predictive Functional Control)

Le principe de cette méthode proposée par Richalet [38] consiste a:
» chercher un modele de prédiction imitant un modele de référence sous forme d’équation
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d’état imposé par I’utilisateur.

 attacher une composante additive a ce modele de prédiction pour prendre en compte les
incertitudes.

La loi de commande est obtenue par minimisation d’un critére quadratique sous la forme (1.8)
ou la contrainte sur I’énergie minimale de la commande est relaxée. Dans la méme maniére que
précédemment, il a été démontré [37] qu’une solution optimale a ce probléme peut étre trouvé.

D. La commande GPC (Genarelized Predictive Control)

Cette commande suppose que la dynamique du systéme peut étre représenté par un systéeme
CARMA (Controlled AutoRegressive Moving Average) donnée par I’équation Tableau 4,
page 9. Le modeéle de prédiction est obtenue en résolvant une équation de diophontine [9]. La
séquence de commande est déterminée par minimisation d’un critére sous la forme (1.6). Nous
allons revenir sur les détails de cette technique dans les paragraphes suivants.

1.4.2. Syntheése et étude de la stabilité de la commande prédictive linéaire

Dans cette section, la Commande Prédictive Linéaire (C.P.L) d’un point de vue synthése et sta-
bilité est présentée et formalisée dans le contexte de la représentation d’état.

1.4.2.1. C.P.L avec un horizon de commande et de prédiction finis

Le probleme d’ optimisation est de type quadratique programming «QP» donnée par I’équation
suivante:

Ming V. (x(K), IT), avec: u(k+izky ey (1.18)
2 X(k+j/k) e X

ou X et U sont respectivement les domaines définis par les contraintes sur les variables d’état
et sur la commande. Ces derniers sont définies par les inéquations linéaires suivantes:

X — GX X Rn
{x/G'x<g e€R} (1.19)
U= {u/Glu<g'eR™

ou gX et gu sont des vecteurs constants strictement positives.

GY,G* matrices de contraintes.

Le modele de prédiction est donné par 1.3.Dans ce cas, la critére a optimiser peut s’écrire sous
la forme suivante:

Vi ((K), TT) = 552 0 (k+ /K Qx(k+/k) + 25 ¢ (u! (k+ J/ORu(k +/K))
e {x(k +j+1/k) = Ax(k+j/k) +Bu(k +j/k) (1.20)
Q>0,R>0
La variable de la commande est supposée nulle aprés I’horizon de commande N,,, c’est-a-dire:
u(k+j/k) = 0,j>(k+j+N,). (1.21)

Cet algorithme ne garantit pas une stabilité pour un quelconque choix de Q, R, N, N, . Dans ce
contexte, la plupart des praticiens vérifient a travers des simulations si leur choix de parametres
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est pertinent et conduit a une solution stable. Bien évidemment, ceci n’est pas suffisant et il faut
s’orienter vers la recherche des algorithmes plus performants. Parmi ces algorithmes, nous al-
lons citer deux approches dans les paragraphes suivants.

1.4.2.2. C.P.L avec un horizon de commande et de prédiction infinis

La synthese de ce contrdleur repose sur une transformation, apres quelques manipulations, d’un
probleme a horizon infini en un probleme a horizon fini. Sous I’hypothése que pour j>N,, la
loi de commande [39] appliquée est un retour d’état:

u(k+j-1/k) = -Kx(k +i-j/k) (1.22)
Dans ce cas, la fonction co(t peut étre réécrite de la maniére suivante:

VL (x(K), 1) = 5505 X (k+ j/K)Qx(k +/k) +uT (K + /K)Ru(k +/K) 023
l.
37 (K +§/0Qx(k +j/K) +u' (k+ j/K)Ru(k +j/k))
En développant le second terme de I’expression précédente, il résulte:
27 X (k+§/KQx(k +]/K) +u' (k+j/K)Ru(k +j/k)=

X" (k + N/K)(Q-K'RK)x(k + N/k)+

x"(k+ N +1/k)(Q-K'RK)x(k + N + 1/k)+ (1.24)

x"(k+N+j/K)(Q-K'RK)X(k + N +j/k)+
ou encore d’une maniere équivalente:
=x" (k + N/K)(Q-K RK)x(k + N/k)+

X" (k + N/K)(A-BK)T(Q-K'RK)(A-BK)x(k + N/k)+
(1.25)

soit:
7o X (K +§/K0Qx(K+j/K) +u' (k+j/K)Ru(k +j/k)= (1.26)

o0

X" (k+ N/K)Z o [(AT-K'BT) (Q-KTRK)(A-BK) Tx(k + N/K)
avec:
P =5 ,(A™-K'B") (Q-K'RK)(A-BK)’ (1.27)

Cette série converge si le systéme est stable. Dans ce cas, il est possible d’écrire:

P=(Q+K'RK)+ 2/~ ,[(A"-K'B) (Q + K'RK)(A-BK)'] .28

=Q + [(A-BK) P(A-BK)] + K'RK
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A travers ce résultat, on peut dire que le probléeme de la commande prédictive a base de modele
a horizon infini se transforme en un probleme de minimisation a horizon fini. Ce dernier est don-
né par la formulation suivante:

Min 200 (k+ /0 Qx(k +/K) + uT(k + J/Ru(k + /K)
IT
+(x (k+ N/K)Px(k + N/K)) (1.29)

avec: u(k +j/k) e U, et:x(k +j/k) e X

Si au lieu de considérer u(k+j—-1/k) = -Kx(k+j-1/k) pour j=N, on utilise
u(k+j-1/k) = 0 [35], ceci implique qu’on laisse le systeme fonctionner en boucle ouverte.
Bien évidemment, ceci n’est pas possible que si le systeme est stable en boucle ouverte. Dans
ce cadre, Scokaert et Rawlings [40] ont proposé I’algorithme suivant:

Etape 0
» Choix d’un horizon fini N,

Etape 1
» Résolution du probleme Tableau 18, page 16-Tableau 20, page 16
Si x(k + N,/k) € X,

ou Xk est un ensemble invariant positive dans le quel le systéme linéaire avec la loi de com-
mande u(k)=-Kx(k) satisfait tous les états et les contraintes sur un horizon infini.

‘- {x(k) e R":x(k + 1)=(A = BK)X(K), u(k)= —Kx(k)
“ avec: G'u(k) < g", G*x(k) < g”, vk

Allez a I’étape 2
Si non

* augmenter N,
Allez a I’étape 1
Fin de Si

Etape 2:

« II =1I.

1.4.2.3. C.P.L avec un horizon de prédiction infini

L’approche développée dans les travaux de Rawlings et Muske [35] est un régulateur a horizon
infini en utilisant un ensemble de variables de décision fini:

Vi (), T = 520X (k+ /K0 Qx(k + /Ky +u" (k + j/KRu(k +/K)
“ (1.30)
+37 X (K +]/K)Qx(k +j/K)

En supposant u(k +j/k) = 0,V j>k+ N, ce qui garantit la convergence vers zero de la par-
tie infinie de la fonction de codt.

Rawlings et Muske [35] imposent que les modes instables du systéme doivent étre mis a zéro a
la fin de I’horizon de commande. Le reste de la somme serait limité & I’évolution libre des
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modes stables du systéme qui convergent vers zéro. c’est a dire la somme:
27 X (k+§/K)Qx(k +j/k)=x" (k+ N/K)Px(k + N/k) (1.31)

Ceci peut étre exprimé comme une fonction d’un poids sur I’état final a la fin de I’horizon de
commande, avec P est la solution définie positive de I’équation de Lyapunov:

P=Q+APA,. (1.32)

Dans I’équation Tableau 32, page 19, A, est la partie stable de A, résultante de la décomposition
de Schur de cette derniere. En effet, chaque matrice A carré n x n a une décomposition de Schur
qui peut s’exprimer comme suit:

M'AM = M (1.33)

ou M est une matrice orthogonale unitaire MM = I, et T est une matrice triangulaire
supérieure. Cette décomposition fait apparaitre des blocs de 1 x 1,2 x 2 sur la diagonale qui
correspondant respectivement aux valeurs propres et complexes.La matrice M peut étre parti-
tionée comme suit:

M = [M; M,] (1.34)

Les colonnes de Mg et M, sont respectivement les bases pour des sous-espaces stable et instable
de A (si A n’as pas de modes instables, donc M, est vide et M=Mj).
Dans ce cas, la matrice A peut s’écrire comme suit:

-
T, T M
A= MTM' = [M M} : [ 11 12]- s (1.35)
sS40 T T
22| M,
Substituant cette expression dans I’équation du systeme et en multipliant a gauche par M" on
obtient:
T T T
M T, T M M
S 'Xk+1: !11 12]_ S 'Xk+ S 'B‘Uk (|36)
MI 0 Ty MI MI

avec I’aide de cette décomposition on peut exprimer la contrainte que les modes instables de
I’état x soit a zéro a la fin de I’horizon de commande comme suit:

Mix(k +N,/k) = 0 (1.37)

et le probléme d’optimisation sera présenté sous la forme suivante:

Minn[z,“i‘ole(k+j/k)Qx(k+j/k) +u(k+j/KRu(k +j/k>}
+(x" (k + N/K)Px(k + N/K))
avec:u(k+j/k)e U, j =Kk ...,k+N, -1 (1.38)
x(k+j/kye X, j=k+1 ... ,0
Myx(k +N,/k) = 0
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La stabilité dans ce cas est équivalente a la controlabilité des modes instables qui sont identifiés
par la matrice de stabilité:

— T
5= [MIB T,LM B ... TQEMUB} (1.39)

ou n, représente la dimension de T,, : le nombre des modes instables n, <n.

Pour les systemes lineaires sans contraintes, la stabilisation est équivalente a S ayant le rang
plein. Dans le cas ou la variable de commande u(k) a des contraintes, le rang de S est une con-
dition nécessaire pour la controlabilité des modes instables a I’origine. Cette derniére condition
n’est pas suffisante. En effet, il faut également intégrer une condition sur le choix de I’horizon
de commande pour Vérifier la contrélabilité ou la stabilité dans le cas de la présence des con-
traintes sur la variable de commande.D’une maniére générale, il n’y a aucune forme ou méthode
pour vérifier la contrélabilité en présence de contraintes sur les entrées.

1.5. Commande Prédictive Non-linéaire (C.P.N)
1.5.1. Introduction

Le modéle du procédé peut étre écrit sous la forme discrete donnée par I’équation 1.6 ou
x(k) e XcR",u(k) e Uc=R™,y e RP o1 X et U sont respectivement les domaines définis par
les contraintes sur les variables d’état et sur la commande. Dans toute la suite, des hypotheses
communes, a savoir que le couple d’équilibre (0,0) est tel que: f(0,0) = 0 et qu’il existe toujours
un changement de coordonnées pour s’y ramener.

La synthese de loi de commande est determinée en minimisant le critere donné par I’équation
Tableau 8, page 11 ou I’évolution prédite du systeme a I’instant k + j + 1 est donnée par le
modele Tableau , page 20de prédiction non linéaire (1.6) et peut s’écrire comme suit:

X(k+j+1/k) = f(x(k+j/k), u(k +j/k))
avec: x(k/k) = x(k)

) . : (1.40)
uk+j/kyeU j=0,..,N-1
x(k+j/kyeX j=0,...,N-1
avec une contrainte terminale :
x(k+N/k) = 0 (1.41)
ou
x(k + N/k) € X (1.42)

» Xg:C’est la région terminale (région d’attraction)

Etant donné que x(k/k) = x(k) est I’état actuel du systeme, le probléme d’optimisation est un
probléme de programmation mathématique dans lequel les variables de décisions sont les €élé-
ments de la séquence de commandes futures IT(x) d’une taille N x m. Dans ce contexte:

« Si les fonctions qui interviennent dans le probleme d’optimisation: F, V et L sont des fonc-
tions continues

» siI’ensemble U est compact, et si les ensembles X et X; sont fermés
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alors on peut garantir au moins une solution admissible au probleme d’optimisation ci des-
sus[41]. En effet, ce probléeme d’optimisation dépend de I’état du systéme x(k) a chaque instant
k et sa solution est obtenue en appliquant le principe de I’horizon glissant a chaque période
d’échantillonnage k pour obtenir la séquence de commande optimale IT (x). Par la suite, seule-
ment le premier élément de cette séquence sera appliqué sur le systeme, c’est-a-dire:

Ugpt = U (K/K) (1.43)

Il est important d’insister sur le fait qu’en absence de la divergence entre le systeme a command-
er et son modele de prédiction, I’équation (22) du modéle représentera le systéeme, c’est a dire
x(k+1) = x(k +1/k). Cependant, dans certaines situations la commande optimale & I’instant
k+j a partir de x(k) peut étre différente de la commande optimale au méme instant a partir de
x(k + 1), c’estadire:

U (k+1/K)=u (K+1/k+1). (1.44)

Pour cela les trajectoires optimales prédites a chaque instant sont distinctes. Par conséquent
I’évolution du systéeme en boucle fermée est différente de I’évolution de la solution prédite du
systeme.

Boucle ouverte

Boucle fermée

x(k+2/k)‘l‘

i
1
1
1
i
\
i

x(k+3/K)=0

X
Figure 1.7: Performance de la commande prédictive a horizon fini(N=3) en BO et BF

1.5.2. Synthése et étude de la stabilité de la commande prédictive Non Linéaire

Dans un premier temps, on va presenter I’étude de la stabilité d’un contréleur prédictif non
linéaire, en commencant par un contréleur avec un horizon infini. Comme le probléme d’opti-
misation dans ce cas est insolvable, on s’oriente vers un contrdleur prédictif non linéaire a ho-
rizon fini. Dans ce contexte, une contrainte sur I’état final qui permet d’imposer un certain degré
de stabilité pour I’optimisation est assumée. En revanche, I’exigence de trouver un minimum
global qui peut satisfaire la contrainte finale a zéro, n’est pas possible dans un temps fini, ce qui
peut rendre le probleme d’optimisation infaisable en pratique. La solution de ce probléme con-
siste en I’application d’une commande hybride, ou bien la recherche d’une solution sous opti-
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mal qui assure la convergence et la stabilité, en résolvant un probléme d’optimisation qui
n’exige pas une recherche d’un optimum global.

1.5.2.1. Conditions nécessaire sur la stabilité

La plupart des travaux sur la stabilité font I’hypothese que le probléme d’optimisation a une so-
lution optimale ou admissible et réalisable. L algorithme d’optimisation choisi jouera un role
primordial dans I’étude de la stabilité de la commande prédictive.

C’est pour cette raison que la majeure partie des hypothéses rencontrées dans la littérature por-
tent sur le critére. On présente ici les hypotheses de I’existence d’une solution optimale

A. Hypothéses sur le critere
» Décroissance du critere: cette hypothése revient a supposer que:
AV(x) = V(x(k+1))-V(x)<0  (ouV(x(k+1))-V(x)<0)

Cette hypothése est primordiale pour la stabilité car elle assure la décroissance du critére tout
au long des trajectoires.

» La propriété de fonction propre du critére par rapport a la commande u: c’est-a-dire:
V(.,,u) > +o quand |ul| > +oo

Cette hypothese permet de construire un ensemble compact dans lequel la solution au probléme
d’optimisation est garantie [26].

B. Hypotheses sur le systéme et ses contraintes

L’ensemble défini par les contraintes n’est pas vide et contient le couple de la solution (0,0), ce
qui confére une commandabilité ou une faisabilité de la solution. Quelque soit I’état initial, on
suppose I’état (0,0) est atteignable. Plusieurs auteurs [26], ont utilisé une version du théoréeme
de Lyapunov pour démontrer la stabilité d’un contréleur prédictif non linéaire a horizon fini et
infini.

1.5.2.2. Théoréeme [29]

Soit V:R" > R” qui satisfait les conditions suivantes:
1. S’il existe une fonction o non négative et non décroissante telle que:
a(0) = 0,et 0<a(x(k))<V(x(k)), vx(k) =0

2. S’il existe une fonction y strictement croissante et continue a I’origine telle que:
v(0) = 0,et  V(x(k)) = V(x(k + 1)) = y(Ix(k)l)

3.Si V(0) = 0 etV est continue.
Alors le systeme définit par I’équation Tableau , page 20(22) est asymptotiquement stable.

L’application de ce théoréme exige la satisfaction des hypotheses suivantes sur la fonction L, et
la fonction a optimiser V.
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* Hy:  L(0,0) = O etL estcontinue a I’origine.

* H,: Il existe une fonction K* et y:[0,0) —> [0, ) telle que:
0 <y(lIx, ul) <L(x,u) V(x,u)=(0,0)

* Hj: V; (I’optimum de V) est continue a I’origine.
Ces hypotheéses conduisent a des propriétés sur L, V; :

* Py L(X,u)>0 V(x,u)=(0,0)

e Py L(x,u) > (0,0) = (x, u) > (0,0)
« Pg L(x, u)= (0,0)= (x,u)= (0,0)
o Py Vy(x)20

« Pg V()= 0> x= 0

+ Pe: 7(IX) < V()

o« Py Vg, (0 SVy(X) VK20

Donc si les trois hypothéses Hq, H, et H3 sont satisfaites, alors I’origine est un point d’équilibre
asympotiquement stable pour le systeme dynamique:

x(k+1) = f(x(k), u (x(K))). (1.45)
1.5.2.3. Démonstration

L’etude de la stabilité est réalisée pour le cas d’un horizon fini et infini. L’idée principale est
basée sur I’utilisation d’une solution admissible pour vérifier la stabilité asymptotique. Cela est
réalisé en deux parties. La premiére étape est I’utilisation des deux premiéere hypotheses H; et
H, et les propriétés de VN*(x) pour montrer la convergence de la solution vers zéro. La deuxieme
étape de la démonstration est basée sur la troisiéme hypothése Hj qui est I’argument clé de la
stabilité. La stabilité combinée avec la convergence implique la stabilité asymptomatique.

On va considérer que I’horizon de la prédiction et de la commande sont egaux, c’est-a-dire:

NU:NZZN (|46)

Premiérement, on considére que le critere n’a pas de contrainte terminale de la fagon suivante:
k+N-1 . .

Vy(x) = Zj -k L(x(/k),u(j/k)) (1.47)

et
x(k+j/K) = f(x(k +j—1/k), u(k + j— 1/k))

X(k/k) =x(k)
u(k+j/k) e U
x(k+j/k) e X

(1.48)
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A. Convergence
e Pour un horizon infini, on a:

Vo (x(k)) = L(x(k), u"(k/K)) + L(x (k + 1/k), u"(k + 1/k)) + ...
= L(x(K), u” (k) + V. (F(x(k), u” (k)), TT)

. (1.49)

= L(x(k), U™ (K)) + V,,(x(k + 1), 1)

V2 (x(K)) 2 L(x(K), u"(K) + Vo, (x(k + 1))

avec IT = {u (k+1/K), u (k+2/K), ...}

La derniére inéquation est obtenue a partir du principe d’optimalité. Dans ce cas, on remarque
facilement que:

Vo, (x(K)) = Vo (x(k + 1)) 2 L(x(K), u" (k) (150)

Comme la fonction L est positive, alors V;(x(k)) est une fonction décroissante. Elle est borné
par zero et par conséquent a une limite quand k — oo . Alors la partie gauche de I’équation (1.50)
converge vers z€ro et par conséquent:

L(x(k), u (k)) >0 (1.51)
Enfin la propriété 2 de L implique que la séquence (x(k), u(k)) = (x(k), u*(k)) — 0 converge

vers zéro.
* Pour un horizon fini, on a:

Vi (x(k)) = L(x(K), u"(k/K)) + ... + L(X (k+ N =1/k),u”(k + N -1/k))
= LOx(k), " () + Vi3 (Fx(K), 0 (K)), T (152)

VR(x(K)) = L(x(K), u”(K)) + V5 (Fx(K), u” (K)))

~ ~

ol IT estdonnée par:  T1 = (U (k+1/k), u (k+2/K), ...,u (k+N=1/k))
Selon la propriété 7 sur la fonction d’objectif d’un contréleur a horizon glissant Vi (X) , on a:
Vh L (0 €Vy(x) VK20 (1.53)
Cette inégalité implique que:
VRO = Lx(K), 07 (K)) + Vi (Fx(K), U™ (k)
Enfin, on remarque que:

Va(x(K)) = VR () = L(x(K), u”(k)) (1.54)
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Avec cette inéquation on montre la convergence de la fonction d’objectif du contrdleur glissant
a horizon fini de la méme maniére que dans le cas d’un horizon infini.
B. Stabilité

e Onchoisit R > 0. A partir de la continuité de V; a I’origine, il existe un r > 0 tel que:

V(x(K)) < 7(R) pour tout [x(k)[ < r
Selon I’équation (1.54), ona V' (x(j)) <V (x(k)) pour tout j > k.

Maintenant on suppose que le contréleur a horizon glissant fini ou infini n’est pas stable.
» Dans ce cas, pour un R suffisamment petit |x(k)|| <r et j >k, alors [|x(j)[| > R. Comme y

est une fonction non décroissante, la borne inférieurs de V" est donnée par:

Vv (x(3)) 2 v(Ix() = y(R)

Par combinaison des deux inégalités, il résulte que:

V- (x(1)) 2 v(Ix(DH = ¥(R) >V (x(K)) =V (x(j))

ce qui conduit a une contradiction. Donc la stabilité est vérifiée en plus de la convergence du
contréleur. Ceci impliquera la stabilité asymptotique du contréleur.

Dans le cas d’un horizon infini sous I’existence du couple de solution (x, u), le critere est décr-
oissant, donc I’algorithme converge vers cette solution. Cependant, pour des raisons de faisa-
bilit¢ numérique qui conduit a un probleme d’optimisation insolvable, cet horizon infini est
souvent approximé par un horizon fini glissant. En revanche, en pratique la recherche en ligne
d’une solution optimale globale d’un probléme d’optimisation non linéaire (non convexe) sous
contraintes, dans un temps fini N, n’est en général pas faisable. Pour cela plusieurs auteurs
[18][36] ont fournit les conditions nécessaires de la stabilité de la commande prédictive en im-
posant une contrainte terminale sur I’état final de type (cf.Figure 1.8):

x(k+N/K) = 0, (1.55)

Autrement dit, & la fin de I’horizon de prédiction I’état du systeme doit étre nul.

A

x(9 2 (x(K)

séquence de commande
optimale

: : : : : : : >
K ! ! ! - ‘ - ' + X(k+N2)=0 temps

Figure 1.8 La séquence optimale de la C.P.N.L
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Dans ce cas, il faut tout d’abord trouver une nouvelle séquence faisable IT. Le fait d’exiger que
I’état terminal x(k + N/k) = 0, implique que cette séquence sera choisie comme suit:

T = (u (k+1/K),u (k+2/K),...,u (k+N=1/k),0) (1.56)

Ce permet d’écrire:

Va(x(k)) =
L(x(K), U (K/K)) + ... + L(X (k+N=1/K),u (k+N—-1/k)) +L(0, 0) 057
= L(x(k), u (k) + Vy(F(x(K), U (k)), TT) |

V(%) = LK), u” (k) + VR (Fx(k), u”(K)))

En fait, cette contrainte Tableau 55, page 25 permet, en théorie, de forcer la convergence de I’al-
gorithme d’optimisation a la fin de I’horizon de prédiction. Par ce fait, elle assure la décroissante
de la fonction de co(t qui devient une condition nécessaire pour la stabilité de la trajectoire
d’équilibre du systéme en boucle fermée (cf. Figure 1.9).

(ke D =H 0 (K1)

- X(k+N5+1)=0 temps>

K k+1 x(k+N5)=0

x(K)

.......

- A(x(k+1))

séquence de commande
admissible

Figure 1.9 : La séquence admissible de la C.P.N.L

Dans la méme continuité de ce raisonnement Mazen Alamir [28] montre que si :

o AV (x(K) < -L(x(k), u"(k)) et

. L(x(k),u*(k)) est définie positive

Alors, le principe de LaSalle permet de conclure a la stabilité globale asymptotique [20]. C’est-
a- dire :

lim (x((K). u (k) = (0,0) (1.58)
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Cependant, cette contrainte est assez restrictive. En effet, elle traduit la commandabilité exacte
du systémes en temps fini. Dans ce cadre, la détermination a la fin de I’horizon de la solution
optimale globale par I’algorithme est difficilement réalisable en pratique. C’est pour ces raisons
que cette contrainte terminale est relaxee dans [1],[6]et [34] en le transformant en une contrainte
d’inégalité terminale:

x(k +N/k) € X (1.59)

X¢ représente la région terminale constituant un domaine d’attraction pour le systeme non
linéaire. Dans ce contexte, Mayne et Michalska [27] proposent un contréleur dual, ou en dehors
de la région terminale, un régulateur a horizon glissant est appliqué. En revanche, a I’intérieur
(région d’attraction) une loi de retour d’état linéaire sera appliquée avec la condition que I’état
a la fin de I’horizon fini se trouve sur la frontiére de la région terminale. Dans ce cas, on impose
une contrainte sur la fonction de co(t dans la région terminale comme suit:

L(x(k), Kx(k)) = 0 ¥x(K) € X, (1.60)

Le succes de cette méthode est bien basée sur le principe suivant:
Etant donnée une linéarisation du systéme non linéaire f autour du point d’origine,

A = Bf(x, u)/0X| 5 o), B = Of(x, u)/du] o (1.61)

si la matrice (A, B) est controlable, alors il existe une matrice de gain K tel que le systeme en
boucle fermée x(k + 1) = f(x(k), Kx(k)) est localement asymptotiquement stable.

Pour vérifier ce principe il faut vérifier les conditions triviales suivantes:

* larégion terminale X; appartient a I’ensemble X.

* Kx(k) € U pour tout x(k) € X;

» I’origine doit étre a I’intérieur de I’ensemble défini par les contraintes X et U
» Larégion terminale doit étre petite.

1.5.3. Commande prédictive sous optimale

La question qui se pose est de savoir s’il est possible de remplacer I’optimisation globale par la
recherche de la séquence de commande qui assure la décroissance de la fonction de co(t afin
d’éviter les inconvénients de I’algorithme de la commande prédictive non linéaire avec une
égalité terminale. Surtout pour ce qui concerne la recherche d’un optimal global & chaque péri-
ode d’échantillonnage, ce qui rend le probleme d’optimisation trés prohibitif coté calcul et in-
applicable (infaisable) en pratique. Dans ce contexte, Scokaert et all [41] ont proposé la stratégie
de lacommande prédictive sous optimale, qui se base sur la recherche d’une solution admissible
mais non optimale, en vérifiant les conditions de la convergence.Cette méthode est résumée par
I’algorithme suivant: [41].

Algorithme de la commande prédictive sous optimale avec une contrainte terminale

Etape 0 : k=0

* trouver la séquence de commande en boucle ouverte
ITy = {u(0/0),u(1/0),...,u(N-1/0)} quisatisfait Tableau 40, page 20 et Tableau 42,
page 20

* u(0)=u(0/0).
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Etape 1: k > 0, état x(k)
* trouver la séquence de commande IT, qui satisfait Tableau 40, page 20et Tableau 42,

page 20 et
V(x(k), IT ) < Vy(x(k=1), IT, _ 1) =nL(x((k=1), u(k=1)))

en utilisant IT = {u(k/(k-1)),...,u(k+N-2/k-1),0} comme estimation initiale.
o u(k)=u(k/k)
* aller aI’étape 1.

Le facteur n € [0, 1] est introduit pour le cas ou il y a des perturbations. Dans le cas contraire
onprend n = 1. On remarque que la condition 1 <1 conduit a la décroissante de la fonction
du codt ce qui implique la convergence de (x(k),u(k)).

1.5.4. Conclusions sur Stabilité de la commande prédictive non Linéaire

Dans la littérature, plusieurs méthodes pour étudier la stabilité ont été proposées. Ces méthodes
utilisent souvent le critere de la commande prédictive comme une fonction de Lyapunov. La
méthode la plus utilisée est la méthode directe ou il s’agit de chercher des conditions sur
F, X;, ki pour assurer que:

AV (X, Ke(x)) + 1(X, k(X)) <0 (1.62)

Cette méthodologie est employée, entre autres, dans les travaux de Keerthi et Gilbert [18] et
Mayne et Michalska[27], Michalska et Mayne [32], Rawlings et Muske [35], Scokaert et Rawl-
ings[40], Chen et allgower [6] ou le calcul de la fonction:

V(X X" = f(x, k(X))

est remplacé par le calcul de laborne supérieure VN(x+, u(x)) de VN(x+) en utilisant la solution
admissible non optimale u(x) de Py(x ). Donc pour verifier la stabilité asymptotique de la
boucle fermée du systeme, il faut que les hypotheses suivantes soient vérifiées:

Al: X;cX ferme ,0e X;
A2: ki(X) € U, VX € X;
A3: f(x,ki(x)) € X;, VX € X;
A4:[AF + L]1(X, ki(x)) <0, VX € X;

(1.63)

Sans oublier le rdle fondamental joué par:

» La contrainte finale.

 La condition que le critere soit définie positif par rapport a x.
» Le caractere optimal de la solution (au moins sous-optimal).
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1.6. Conclusion

Dans ce premier chapitre, le principe de base de la commande prédictive a base de modeles
(linéaires et non linéaires) a été présenté. Nous avons également décrit les contraintes essen-
tielles que peut subir un systeme dans le contexte de la commande prédictive. Sans faire
référence a toutes les techniques de commande prédictive existantes, nous avons discuté le
problémes d’analyse de la stabilité et la synthése de correcteurs pour des systemes linéaires et
non linéaires. Quelques conditions et hypotheses ont été supposées afin que les problemes de
commande et d’optimisation puissent étre résolus.

Enfin, nous avons pu montrer que dans tous les cas étudiés que la convergence de I’algorithme
d’optimisation est une condition nécessaire pour assurer la stabilité de I’algorithme de com-
mande prédictive. Cette stabilité qui reste un domaine difficile et vaste pour les recherches fu-
tures.
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CHAPITRE II:

COMMANDE PREDICTIVE
NON LINEAIRE FLOUE
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I11.7. Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent que la commande prédictive non linéaire a pour
objectif la recherche d’une séquence de commande optimale en minimisant un critére non
linéaire (souvent non convexe). La résolution de ce probleme d’optimisation par des méthodes
séquentielles, comme la programmation quadratique séquentielle SQP [3] n’est pas satisfai-
sante. En effet, ces algorithmes convergent souvent vers des optimaux locaux, ce qui influe
largement sur les performances de la commande prédictive non linéaire. En revanche, I’utilisa-
tion des techniques d’optimisation discrétes, telles que la programmation dynamique, Branch
& Bound et les algorithmes génétiques [16][23][44] , peuvent résoudre ce probleme de conver-
gence. Toutefois, malgré les avantages de ces techniques discretes, quelques inconvénients
persistent, notamment leur lourdeur ainsi que les complexités qu’elles engendrent. Ces con-
statations ont été relatées dans plusieurs travaux de recherche [43], surtout pour des systémes
rapides, a savoir les systemes non linéaires possédant une période d’échantillonnage relative-
ment petite. Ces remarques et inconvénients ont motivé un bon nombre de chercheurs, dans ce
domaine, en proposant des ameéliorations sur la commande prédictive. Ces modifications ont
pour objectif le remplacement du critere d’optimisation par un autre critére simple a mettre en
oeuvre et qui serait capable d’interpréter les objectifs que 1’on désire et les contraintes avec un
degré de flexibilité spécifié. Dans ce contexte, une fonction codt floue construite peut étre uti-
lisée comme critére d’optimisation. Dans la littérature, plusieurs auteurs ont proposé I’utilisa-
tion de la commande prédictive floue [30][31][44]. Cette derniére repose sur I’exploitation de
la théorie de la logique floue avec le principe de la commande prédictive, autant pour la
modélisation des modeéles de prédiction que pour les procédures et les méthodologies d’optimi-
sation. Dans ce contexte, deux grandes familles de méthodes se dégagent.

La premiere famille de méthodes consiste a utiliser un modele de prédiction analytique conven-
tionnelle (sous forme d’une représentation d’état non linéaire ou une équation aux différences
non linéaires) avec une fonction de co(t floue. Dans cette these, cette méthode sera nommée la
C.P.N.O.F (Commande Prédictive Non-linéaire avec Optimisation Floue). Dans ce cas, le prob-
leme d’optimisation peut étre vu comme un probleme de prise de décision floue multi-critéres
[30][44]. La simplicité d’utilisation de cette méthode, son implantation efficace et son intérét
dans I’exploitation des objectifs et des contraintes floues, en bénéficiant des connaissances hu-
maines, font d’elle une méthode tres intéressante. La deuxiéme famille de méthodes intégre
I’utilisation d’un modeéle de prédiction flou pour représenter la dynamique du systéme. En effet,
en I’absence d’un modéle de prediction analytique, cette derniére repose sur I’utilisation et
I’identification, a partir des données entrées-sorties du systéme, d’un modeéle flou de type Tak-
agi-Sugeno ou Mamdani [25][45][46]. L intérét majeur de cette technique réside dans son uti-
lisation pour des systémes non linéaires incertains. Dans un premier temps, I’exploitation de la
premiére méthode est détaillée. Par la suite, la méthodologie d’implantation de la deuxiéme
technique sera donnée. Ce chapitre est organisé comme suit. Afin d’assurer un implantation ef-
ficace de la commande prédictive non linéaire, un stratégie d’optimisation floue est introduite
dans le paragraphe 2. Cette derniere conduit & la Commande Prédictive Non-linéaire avec Op-
timisation Floue (C.P.N.L.O.F) ou deux méthodologies d’optimisation sont détaillées et im-
plantées (la programmation dynamique et la méthode Branch & Bound). Afin de contourner le
probléme d’une possible absence de modéles analytiques (le cas des systéemes complexes) une
approche basée sur I’ utilisation d’un modéle de prédiction flou identifié a partir des données en-
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trées-sorties du procédé est utilisé. Celle-ci conduit a la Commande Prédictive Non linéaire
Floue (C.P.N.L.F).

11.8. Commande Prédictive Non-linéaire avec Optimisation Floue (C.P.N.L.O.F)

11.8.1. Principe de la méthode

Le principe de lacommande prédictive non linéaire avec une optimisation floue (C.P.N.O.F) est
illustrée sur la Tableau 10, page 32. Le modele de prédiction du systeme et supposé connu ou a
été identifié sous la forme du modele d’état analytique donné par I’équation (1.6).

Par rapport a la commande prédictive non linéaire conventionnelle, cette méthodologie se ca-
ractérise par I’utilisation d’un critére flou (fonction de codt floue) issue de I’expertise humaine
sur le systéme. Dans ce contexte, des techniques d’optimisation de ce critere flou en se basant
sur la théorie de décision floue sont nécessaires pour déterminer la séquence de commande op-
timale.

Expertise humaine

I 1

Price de -

. € ‘o Systeme
r —| décision >I || SYStEMmeE g
- floue u(t) || non linéaire

Modeéle de prédiction |«

Analytique

Figure 11.10: Principe de la CPNA avec décision floue

11.8.2. Eléments de base de la prise de décision floue

Les deux éléments les plus importants dans la prise de décision floue sont:

» La définition de I’objectif de la décision ainsi que les contraintes imposees sur I’espace de
recherche de la solution.
 La définition du mécanisme de prise de décision a utiliser.

D’une maniére génerale, dans la prise de décision floue, les valeurs numériques des objectifs et
des contraintes sont remplacées par leurs versions floues représentées par des fonctions d’ap-
partenance. Dans ce contexte, afin de pouvoir appréhender le mécanisme de décision floue,
nous allons donner dans un premier temps quelques définitions nécessaires a la compréhension
de ce formalisme. Ces définitions sont celles définies initialement par Bellman et Zadeh dans

[2].
11.8.2.1. Définitions

o Définition 1
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Soit A I’ensemble des décisions possibles contenant la solution du probléme de la prise de dé-
cision floue considérée. Un objectif flou G est un ensemble flou de A caractérisé par sa fonction
d’appartenance suivante:
A—[1,0]
T { (11.64)

a—pg(a)

Pour des raisons de simplicité, dans notre travail, cette fonction d’appartenance est considérée
comme triangulaire (cf. Tableau 11, page 33).

UG A

] . Noyau
1
1
Hc(ao) !
1
\

ag 2 a a > @
< Support >

Figure 11.11: Objectif flou triangulaire

Pour une valeur de a donnée, la fuzzification a travers cette fonction d’appartenance représente
le degré pour lequel cette valeur doit satisfaire I’objectif de la décision spécifiée.

Dans la représentation de la Tableau 11, page 33, le support représente I’univers de discours ou
I’intervalle de définition de I’objectif. A I’extérieur de ce dernier, la satisfaction du critere d’ob-
jectif est nul, c’est-a-dire:

png(a) = 0,sia¢ [ag a4l (11.65)
Le noyau représente la satisfaction totale de I’objectif, c’est-a-dire:
ug(a) = 1,sia = a, (11.66)

A l'intérieur de I’intervalle [ay, ag], le degré de satisfaction de I’objectif ne se situe pas d’une
maniere également probable en tout point. En effet, il est donne par le degre d’appartenance p .
Dans ce cas, pour une valeur ag e[ag, ag], son degré de satisfaction est donné par:

{He(ao) = (ag—2y)/ (3, - ay), si: 3 & [ag ay] (11.67)

ng(ay) = (ag—ag)/(ag—a,), si: ay € [a,, a4l
 Définition 2
De la méme maniére que précédemment, une contrainte floue C est un ensemble flou de A ca-
ractérisé par sa fonction d’appartenance suivante:

_ { A —[1,0]
[T (11.68)

a—pc(a)

Pour une valeur a, la fuzzification a travers cette fonction d’appartenance représente le degre de
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décision qui satisfait la contrainte. Comme illustré sur la Tableau 12, page 34, cette fonction
d’appartenance est souvent considérée comme trapézoidale.

Noyau
He 4 «—

ug(@a) = 0,siag¢ [ag, a4l

ug(a) = 1,siae[alal]

SOQOF = = = = = = = = - - -

«
QD

Support

Figure 11.12Contrainte floue sous forme trapézoidale

Les valeurs du noyau représentent une contrainte totale. Les valeurs du support donne le degré
de respect de la contrainte (cf. Tableau 12, page 34). A I’extérieur de ce domaine, la contrainte
est totalement violeée.

» Définition 3
Considérons un objectif flou sous la forme Tableau 64, page 33 et une contrainte floue de la for-

me Tableau 68, page 33, selon le mécanisme de décision de Bellman et Zadeh [2], la décision
floue D résultante est donnée par I’intersection de I’objectif G et de la contrainte C, c’est-a-dire:

D=GnC (11.69)

En s’appuyant sur les fonctions d’appartenance définies précédemment, la décision floue sera
caractérisée par sa fonction d’appartenance donnée par I’expression suivante:

Hp(a) = ng(a) Apc(a),ac A (11.70)

ou A indique I’opérateur minimum (cf. Figure 11.4).

e
[2e]
A Up

Figure 11.13: Principe d’une intersection floue
o Définition 4
Dans le mécanisme de prise de décision floue, une décision optimale a” fait référence a la déci-

sion avec le plus grand degré d’appartenance (meilleure décision). Cette décision optimale est
aussi appelée maximisation de la décision. Sous forme mathématique cette derniere s’exprime
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comme suit:

a* = arg Max, .5 (ng(a) A pc(a)) (1.72)
La figure Tableau 14, page 35 illustre ce principe de décision floue optimale.
G He

A

= » 4
a

Figure 11.14: Principe de la décision floue optimale
11.8.2.2. Principe de la fonction de colt floue

D’une maniére conventionnelle, en commande prédictive la fonction du co(t est représentée par
I’association:

 d’un critére quadratique de I’erreur de suivi (dans un probléme de suivi de trajectoire) ou de
I’état (dans un probleme de régulation ou de stabilisation).

» d’un critére d’énergie sur la commande.

Pour des raisons de simplicité et sans perte de généralité, nous allons nous intéresser unique-
ment a un probléme de stabilisation, c’est-a-dire x(k) est utilisée pour représenter I’état et u(k)
pour représenter la commande. Dans le cas d’un probléme de suivie, le principe reste le méme,
la seule différence réside dans le remplacement de I’état x(k) par I’erreur e(k) = x(k) - x4(k) entre
I’état x(t) et la trajectoire désirée x4(k).

Le principe de la fonction de codt floue repose sur:

« Lutilisation de deux fonctions d’appartenance floues pour décrire un objectif pour I’état
X(k) et une contrainte sur la commande u(k). Soit pg et pc respectivement deux fonctions

d’appartenance pour représenter x(k) et u(k). Les deux fonctions d’appartenance sont défi-
nies sur leurs univers de discours respectifs X et U.

« L’utilisation du principe de décision floue de Bellman et Zadeh [2] décrit précédemment
pour déterminer la solution optimale réalisant I’objectif sous les contraintes spécifiées.

u* = arg Max, .y (ng(X(k)) A pe(u(k))) (1.72)

Il est claire que I’utilisation de ce critere permet une flexibilité dans le probléme I’optimisation.
En effet, I’utilisateur peut modeler, en fonction de son expertise sur le systéeme, ses objectifs et
ses contraintes a travers la définition des univers de discours X et U et les formes des fonctions
d’appartenance les représentant.

11.8.2.3. Opérateurs de combinaison dans la décision floue

Bien que le principe de décision proposé initialement par Bellman et Zadeh [2], exploite I’opé-
rateur «minimums pour combiner I’objectif et les contraintes, d’autres types d’opérateurs peu-
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vent étre utilises. Dans ce contexte, nous citons les opérateurs T-normes les plus connus ainsi
que quelques opérateurs d’agrégation.

e T-normes

Une T-norme T est une application de [0,1]2 — [0,1] possédant les propriétés suivantes :
1.T(0,0) = 0, T(x4,1) = T(1,x;) = X; (conditions aux limites)

. T(Xg, Xy) = T(X9, X7)  (commutativite)

X1 < Xg, X3 < X4 = T(Xg, X3) < T (X9, X4) (Monotonie croissante)

- T(Xy, T(Xy, X3)) = T(T(Xq, X5), X3) (associativité)

A w N

A titre d’exemple, nous rappelons ici quelques T-normes qui peuvent étre utilisées a la place du
minimum dans la formalisation du probleme de décision floue.

T-norme : T(Xy,X5) Nom de la T-norme
min(xq,Xp) Zadeh
X1-Xo Pobabiliste
max (0, X;+X»-1) Lukasiewicz
max(0,1-[(1-x)Y+(1—x,)"]'""), y>0 Yager
(XX [y +(L-7) (X1 +X0-a.%5)], v>0 Hamacher
max (X, +Xo-1+y.X1Xo/1+y1,0), v > weber-Sugeno

Tableau 1: Définition de quelques T-normes populaires.
» Opérateurs d’agrégation

L’ opérateur «minimumy dans le principe de Bellman-Zedeh peut aussi étre remplacé par un
opérateur d’agrégation. En effet, en présence des objectifs et/ou de contraintes antagonistes ou
avec un effet de compensation, il est parfois insuffisant de se restreindre a des opérateurs sous
forme de T-normes. En effet, d’autres opérateurs d’agrégation peuvent étre utilisées. Dans ce
cas, on peut citer:

1. Les opérateurs de compromis: dans cette classe on trouve les opérateurs de type moyenne et
somme ponderées. Parmi ces opérateurs, on trouve le minimum et le maximum qui apparaissent
comme des cas limites de cette famille.

2. Les opérateurs de compensation: ces opérateurs permettent de se trouver entre le mode con-
jonctif et le mode disjonctif, cela par I’intermédiaire du choix d’un paramétre positif qui a des
valeurs entre O et 1.

3. Les opérateurs OWA (Ordered Weighted Averaging): I’opérateur OWA et ses versions per-
met de considérer en priorité les points fort ou faibles d’un critére (introduction de la notion de
pondération et d’ordre entre les critéres).

4. Intégrales Floues: les définitions d’une intégrale floue sont liées a la définition d’une mesure
floue. La difficulté majeure pour une utilisation pratique est la définition de la mesure floue as-
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sociee, pour laguelle on est souvent obligé de faire appel a des méthodes numériques assez lour-
des. Dans cette classe, on peut citer les intégrales de Choquet et de Sugeno.

Pour plus de détail sur les opérateurs d’agrégation et leurs utilisations, le lecteur est invité a con-
sulter les références du domaine [19].

11.8.3. Méthodologie d’implantation

Etant donné un systéme non linéaire sous la forme (1.6).

L’objectif de ce paragraphe est de montrer comment la méthodologie de commande prédictive
non linéaire avec optimisation floue (C.P.N.O.P) sera appliquée afin d’atteindre I’ objectif prin-
cipale désiré, c’est-a-dire la stabilisation de I’état x(k).

Il est important d’insister ici sur le fait que la méthodologie de la prise de décision floue sera
seulement appliquée aux systemes déterministes avec un temps final fini et spécifié. Ce dernier
correspond a I’horizon de prédiction N, de la commande prédictive.

Pour des raisons de simplicité et de clarté dans le notations, nous allons supposé que N, = N,, et
les états prédites x(k+1/k), ..., x(k+N»/k) aient le méme objectif flou donné par une fonction d’ap-
partenance notée ug et definie sur son univers de discours X. De la méme maniére, toute la se-
quence de commande prédite u(k/k), ..., u(k+N,-1/k) est contrainte par la méme fonction
d’appartenance notée ¢ et définie sur son univers de discours U. La genéralisation au cas mul-
ti-contraintes sera donnée ultérieurement.

A chaque instant k, toute variable de commande u(k+i/k), i =1 ... N»-1 est soumise a la contrainte
floue donnée par :

ne(u(k +i/k)), pouri=0.. Ny-1 (1.73)

De la méme maniere, chaque état x(k +i/k),i=1, ..., N, apour objectif la fonction d’appar-
tenance donnée par:

ne(X(k+i/k)),i=1, .., Ny (11.74)

Dans ce cas, la décision D portant sur la sequence de commande u(k/k), ..., u(k+N5-1/k) est don-
née par la fonction d’appartenance résultante de la combinaison entre les objectifs sur les états
et les contraintes sur le commandes, c’est-a-dire:

Hp(U(K/K), .o u(k+ Ny=1/K)) = Al % o[ua(u(k +i/k)Apg(x(k+i+1/k)]  (11.75)

L’optimisation floue vise & déterminer la séquence de commande optimale u”(k/k), ..., u*(k+N2-
1/K) optimisant le critére de décision flou suivant:

up(u (K/K), . u (k+Ny—1/k)) =
(11.76)

N,-1 _ .
MaX, ik, o uk Ny—1/k) Ai = olhcU(k+i7K)Apg(x(k+i+1/k))]

Partant de I’état final x(k+N/k), la séquence optimale u*(k/K), .., u*(k+N2-l/k) sera obtenue en
optimisant le critere suivant:
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up(U*(k/K), ..., u*(k + N,-1/Kk))

ue(U(k/K)Apg(x(K+1/K)A... Apc(u(k + Nz-l/k))j (11.77)

On remarque alors que les deux derniers termes :
me(u(k +Ny-1/K)) A pg(X(k + N,p/k)) (11.78)

dépendent uniquement de u(k+N,-1/k) et non pas des commandes précédentes u(k+N,-2/K), ...,
u(k/k). Dans ce cas le probléeme d’optimisation peut étre décomposé en deux parties, la premiére
dépendante des commandes u(k+N,-2/k), ..., u(k/k) et la deuxiéme dépendante uniquement de
u(N,-1), c’est-a-dire:
up(u*(k/Kk), ...,u*(k+N,-1/k)) =
MaX, k), . uck+ Np-2/k) He(UKZK)A L Apc(u(k+ Ny-2/k)) A (11.79)
[MaX,k +n,-1/k) Bo(U(K+Ny-1/k)) A pg(F(X(k + Np-1/K), u(k + N,-1/k)))]

En répetant cette opération sur le terme p-(u(k + N,-1/k)), qui n’est dépendant que de la
commande u(k+N,-2/k) on obtient:
up(U*(k/K), ..., u*(k + Ny-1/k)) =

Max, k).

ceey

(11.80)

L application de cette méthodologie pour toutes les autres commandes de u(N,-3) jusqu’a u(0)
conduit aux équations récurrentes de la programmation dynamique suivantes:

X(K + Nop-i + 1/k) = F(x(k + N,-i/k), u(k + N,-i/k)) (11.81)
i=1,...N,

ou le terme pg(x(k + N,-i/k)) peut étre vue comme un objectif due a la commande a I’instant
k+N,-i induit par I’objectif flou a I’instant kK+No-i+1.

11.8.4. Généralisation au cas multi-contraintes

Le principe de la Programmation Dynamique Floue (PDF) peut étre facilement généralisé aux
problémes d’optimisation multi-objectifs et multi-contraintes.

si on suppose que:

A chaque état du systeme, x(k/K), .... x(k+N,/k) on associe un objectif défini par une fonction

d’appartenance Mg i=1,.., N

» A chaque commande u(k/k),..., u(k+N»-1/k) on associe une contrainte définie par sa fonction
d’appartenance Hoio i =0,.., Ny-1.

La formulation du probléme d’optimisation reste la méme avec le remplacement des fonctions
d’appartenances g et e par des fonctions d’appartenance p G et u ol indexées sur un état et
une commande donnée.
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Sous forme mathématique, les équations récurrentes de la P.D.F deviennent les suivantes:
Mgi(X(K+ Ny-i/K)) =
Maxu(k+ N, = j/k) ucj(u(k +N,-j/K)) A HGi(X(k +N,—i+1/k)) (11.82)
avec X(k+ Ny-i+1/k) = f(x(k+ N,-i/Kk), u(k + N,-i/k))

Dans la littérature plusieurs méthodes ont été proposées pour résoudre le probleme d’optimisa-
tion. Sans avoir la prétention d’étre exhaustif, nous nous intéressons a celles les plus rencontrées
dans la littérature, a savoir la Programmation Dynamique (DP) et la technique de Branch &
Bound.

11.8.5. Résolution par la Programmation dynamique

A. Principe de la méthode

La programmation dynamique «P.D» est une méthode d’optimisation développée par Bellman
dans les années 50. Cette derniére est un outil de calcul intéressant pour la résolution des pro-
bléemes d’optimisation dynamiques. Son avantage majeur réside dans sa capacité de manipuler
des systémes et des criteres de performances généraux (linéaire, non linéaire, non quadratique).
Contrairement au méthodes itératives, la P.D assure la convergence de la solution optimale vers
un optimum global et non local. De plus, elle offre une simplicité dans I’implantation et dans le
traitement des contraintes.

Une version de la P.D floue ou la fonction de co(t standard a été remplacée par une fonction
floue a été proposée dans [2][17]. Cette méthodologie a conduit a la naissance de la program-
mation dynamique floue (P.D.F) .

L’implantation de la P.D.F repose sur deux étapes:

» Lapremiére étape consiste en la génération d’une liste (tableau) de décision partant de I’état
initial jusqu’a I’état final sur I’horizon de sortie choisie.

» Ladeuxiéme étape concerne le parcours de cette liste, en partant de I’état final jusqu’a I’état
initial, afin de trouver la solution optimale (chemin optimal a travers cette liste) au sens du
critere flou utilise en appliquant le principe d’optimalité de Bellman.

* Phase 1: Construction du tableau de décision
La liste (tableau) de décision est construite de I’état initial x(k/K) jusqu’a I’état final x(k+N/k).

Supposons que le domaine de définition de I"état x est donne par I’univers de discours X = [Xyn

Xmax]-

L état x est discrétisee en m = (Xmax-Xmin)/Ax Valeurs d’états possibles selon I’ensemble suivant:

X = A{X= Xpinti-Agj= 1,...,m} (11.83)
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ou A, représente le pas de discretisation.

Supposons aussi que le domaine de définition de la variable de commande u est donné par I’uni-
vers de discours U = [Unin, Umaxd-

La variable de commande u est discrétisée en n = (Unmax-Umin)/A, Valeurs d’entrées possibles se-
lon I’ensemble suivant:

u={u=ug,,+1-A,1=1..,n} (11.84)

u’
ou A, représente le pas de discrétisation.

Au premier niveau i = 0, chague commande u, de u sera appliquée au systéme en partant de I’état
initial x(0)=x(0/k) pour I’amener a son état x;(1) qui appartient a I’ensemble x . De la méme ma-
niere, en partant de ce dernier état du niveau 1 chaque commande u, lui sera appliquée pour le
conduire a son état suivant. Ce processus va se poursuivre jusqu’au niveau final x;(N,). Dans ce
cas, la liste de décision est totalement construite (cf. Tableau 15, page 40).

X1 Lxl J! X
l\ _____ S A | S —» |1
Vall AN \

/ AN AN

uy N\ AN
yd | "R N\ X2 m N w P2
AN .4
/ 7 PN
e N ~ N\
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\ ~ / ~ /
n " 7 ” S alm ] 7 s
A
\ v A v u
s /
s /
\‘l_ - _>IX_”1 _________ L [
Xm
Niveau 0 Niveau 1 Niveau?2 - - - ... ________.___. Niveau N,

Figure 11.15: Principe de la génération d’un tableau de décision pour la P.D.F

» Phase 2 : Exploration du tableau a la recherche d’un chemin optimal

Partant du niveau N,-1, nous cherchons la branche optimale pour chaque état, en optimisant le

critére suivant:
uD(Xj(k +N,-1/k))=

11.85
Max, {ng(f(xj(k +Ny=1/k), u)) Apc(u) PA{pp(Xj(k + Ny /k))} (11:85)
avec pp(xj(k+Np/K)) = pp(f(x(k+ Ny =1/k),u)) = 1, j=1,..,m.

En répétant cette opération (procédure) pour tous les états de tous les niveaux et ce a partir du
niveau N,-2 jusqu’au niveau 0. Finalement, la solution optimale correspond a la branche opti-
male au niveau zéro (racine de la liste).
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Afin de réaliser notre objectif, nous allons exploité I’approche P.D.F pour implanter lacomman-
de prédictive avec un critere de déecision floue. Dans ce contexte, I’implantation est faite avec

le choix de ces parameétres:
* un horizon de prédiction N,.

* un horizon de commande N,=N,.

* les pas de discritisation de I’état et de la commande sont fixés respectivement a A, et A,,.

les fonctions d’appartenance sont choisies en fonction de notre expertise sur le systeme, asso-
ciées a I’état et a la commande. Ces dernieres sont en général triangulaire et trapézoidale défi-

nies sur leur univers de discours X et U (cf. Figure 11.16).

x(k)
>

Umin Umax Xmin

Xmax

Figure 11.160bjectif flou et contrainte floue

L’algorithme a implanter dans ce cas est donné par:
Initialisation

Entrées

Horizon de prédiction N,

Horizon de commande N,

Remarque:

on prend I’horizon de commande égale a I’horizon de prédiction N,=N,.

Pas de discrétisation A, , A, .

Taille de séquence de commande n = (Umax-Umin)/Ay
Taille de I’ensemble d’état m = (Xpy,ax~-Xmin)/Ax
Condition initiale x(0)=x(0/k)

Debut

* Phase 1 : Génération de la liste de décision

Pouri=1..N, [* pour chaque étape */
Pour j=1.m [* pour chaque état */
Pourl=1..n /* pour chagque commande */

Uj = Unin + (IF1)*A,
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X (i) = f0(i-1),up) e x

Fin pour
Fin pour
Fin pour

» Phase 2 : Exploration du tableau a la recherche d’un chemin optimal

Pouri=N-1..0 /* pour chaque étape */
Pourj=1..m /* pour chaque état */

(X (1))=Max,, {ug(FOX(0), W) Apc(U) YA L p(FOx(i), w)}
UG, 1) = arg [Max, {pg(fOx(0), W) Anc(W) FA g (Fxi(i), U)} ]

Fin pour
Fin pour

on prend uD(f(Xj(N +1)) =1.
11.8.6. Solution par la méthode de Branch & Bound

A. Principe de la méthode

La méthode Branch & Bound est associée a une arborescence dont les sommets correspondent
a des solutions réalisables. Elle repose sur deux principes:

» Détermination du chemin optimal initial

De laméme maniére que la PDF, on suppose que I’ensemble u des commandes discrétisées sous
la forme (11.84) est disponible, par contre I’état ne sera pas discritiseé.

Dans ce cas, toutes les commandes u, de u sont appliquées au systéme en partant de I’état initial
X(k)=x(k/K). A ce niveau, afin de déterminer la meilleure branche initiale partant de I’état x(k)
du niveau 0 a I’état suivant x;(k+1), le critére suivant est minimisé:

up(X(k+1/K)) = T(ug(f(x(k/k), up)).uc(up) (11.86)

ou T représente une T-norme (le minimum dans notre cas)
Autrement dit, I’objectif est de déterminer la meilleure branche (valeur de u) telle que:

Max, pp(x(k+1/k)) (11.87)

Pour des raisons d’implantation efficace, le probleme de maximisation du critere précédent est
transformé en un probléeme de minimisation en prenant le complément flou du degré d’apparte-
nance du critére considéré, c’est-a-dire:

up, (4(k+1/K)) = pp(x(k+1/K)) (11.88)

c’est-a-dire:

42



Max, up(xi(k + 1/k)) = Min,up(q(k + 1/K)) = Mingpp (x(k+1/k)) (11.89)

Dans ce cas, la meilleur commande u;” de u associée a la branche donnant la meilleure valeur
du critére sera sélectionnée.

Par la suite, cette valeur de commande déterminée sera également appliquée au systeme en par-
tant de 1’état x(0) pour I’amener & son état X (1). De la méme maniére, un critére est minimisé
pour sélectionner la deuxiéme meilleure branche & partir de x"(1) (la meilleure commande de u):

Min, pp (x(k+2/K)) = Min,T(up(X (k+ 1/K), (g(FX (K + 1/K), u),pe(u)))) (11.90)

Dans ce cas, la deuxiéme branche est sélectionnée.
Ce principe de sélection va se poursuivre (cf. Figure 11.17), jusqu’a I’horizon de prédiction N,.
A chaque niveau le critere suivant est utilisé pour déterminer la meilleure branche:

Min, pug (x(k+i/k)) =

_ _ (11.91)
Min, T(up(X (K +i = 1/K). ng(FX (K + i~ 1/K), 1)), 1g(w))

Une fois arrivé au niveau de I’horizon de prédiction, c’est-a-dire i = N,, toutes les autres bran-
ches associeées a la méme famille de la branche optimale seront bloquées (cf. Tableau 17,
page 44). Dans ce cas, le chemin optimal initial a été calculé.

Maintenant, nous allons déterminer la borne supérieure initiale de ce chemin qui peut servir a
comparer le co(t des autres branches. En effet, cette borne est donnée par:

Hp. = Hp, (X (k+ Ny k) (11.92)
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Figure 11.17: Principe de Branch & Bound (B&B) pour N,=N,

» Exploration de I’arbre a la recherche du chemin optimal

L’objectif de cette exploration est de rechercher a travers I’arbre s’il reste encore des chemins
non explorés pouvant conduire a I’obtention d’un chemin plus optimal que le chemin optimal
initial.

Pour ce faire, sachant que toutes les branches non optimales au niveau de I’horizon de comman-
de (i = N,) ont été bloquees, il nous reste a explorer les branches en remontant I’arbre des ni-
veaux i= N, - 1 jusqu’a i = 1. Dans ce cas, a chaque niveau il est nécessaire de déterminer une
borne inférieure estimée servant a donner une indication, a priori, sur le colt du critére ainsi qu’
une condition de branchement primordiale pour pouvoir éliminer les branches non optimales.

A. Estimation de la borne inférieure

A un niveau i, I’application de la commande amene le systeme a son niveau i+1. Dans ce cas, il
serait intéressant de pouvoir estimer la valeur du critere d’optimisation de i+1 jusqu’a I’horizon
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de prédiction N,. Cette estimation a pour objectif d’éliminer les branches qui sont supérieures
a cette estimation.

Si cette estimation ., est disponible, alors la valeur inférieure sera donnée par:

p (XK +1/K)) = T(up(x(K+17K)). ppeg(X(K+1+ 1/K))) =
L (up(X(k +i/K)), ppest(X(k + 1+ 1/Kk)))

ou L est une T-conorme.

(11.93)

B. Condition de branchement

Apres avoir déterminé le chemin optimal initial et sa borne supérieure initiale, nous allons dé-
terminer les autres chemins (branches) qui peuvent donner un critere inférieur a la borne supé-
rieure.

Pour la sélection de ces branches, la condition de branchement de I’algorithme de Branch &
Bound est la suivante:

T(rp(x(k +1/K)), (g (FOx(k + /K, U e (U))) < ko, (11.94)

Autrement dit, on va explorer toutes les branches et vérifier s’il existe un autre chemin plus op-
timal que la borne supérieure initiale décrivant le chemin optimal initial. Dans le cas ou ce che-
min existe, lui méme devient optimal et la borne supérieure sera adaptée avec le critere associé
en accord avec le nouveau chemin optimal trouvé. Dans le cas contraire, la borne supérieure res-
te inchanggé.

Si cette condition n’est pas Vérifiée, le chemin de i a i+1 sera bloqué (cf. Tableau 18, page 45).
En pratique, si aucune information n’est disponible sur I’estimation de la borne inférieure entre
i+1 et N,, cette derniére sera prise égale a 1.

niveau i niveau i+1

Condition de branchement
(11.31) vérifiée

Condition de branchement‘/;/
(11.31) non vérifiée :

Figure 11.18: Condition de branchement.

Up

L’algorithme s’arrétera quand il ne restera aucune branche a explorer et qu’a chaque niveau il
ne restera qu’ un seul noeud.

Il est important d’attirer I’attention sur le fait que I’horizon de prédiction est souvent plus large
que I’horizon de commande (N, > N,;). Dans ce cas, dans la formalisation du principe d’optimi-
sation les commandes restent constantes apreés I’horizon de commande, N, c’est-a-dire:
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U(k+N-1/k) = u(k+N /K) = ... = u(k+Ny-1/k)

et le principe de la méthode Branch & Bound dans ce cas sera illustré par (cf. Figure 11.10)

(11.95)
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Figure 11.19: Principe de I’algorithme B&B pour N ;<N
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11.8.7. Performances de la C.P.N.O.F
11.8.7.1. Calculs associés

Les deux méthodes d’optimisation présentées precédemment se basent sur I’utilisation d’un es-
pace de commande discrétisé. Dans ce cas, ces derniéres aboutissent a des solutions approxima-
tives du probléme d’optimisation total (choix du pas de discrétisation). Pour remédier a ce
probleme, il est possible d’utiliser une discrétisation fine (un pas trés faible). Si cette facon de
procéder va nous permettre une meilleure approximation de la solution optimale, elle va con-
duire a un calcul rigoureux et tres volumineux.Pour une implantation efficace,un compromis
doit étre trouvé.

Contrairement a la PDF, la méthode branch & bound a introduit les notions des bornes estimées
afin de pouvoir réduire le nombre de noeuds produits dans I’arbre, et ainsi la complexité des
calculs de I’algorithme. Si cette idée reste exploitable sur un horizon de commande réduit, son
déploiement sur un grand horizon de commande reste difficile (complexité exponentielle).Dans
le but d’éliminer ces inconvénients, Sousa et al. ont proposé [42] I’ utilisation d’un ensemble de
décisions adaptées, avec un mécanisme de filtrage. Pour plus de détails sur I’implantation de
cette technique, le lecteur est invité a consulter les références [42][43].

11.8.7.2. Stratégie de décision

Le mécanisme de décision et les opérateurs utilisés peuvent avoir une influence sur la dynami-
que des systemes commandés.En effet les T-normes et les opérateurs d’agrégation cités précé-
demment peuvent étre exploités. Dans ce cas, si la méthode d’optimisation a été choisie, il est
possible d’utiliser I’opérateur de combinaison et/ou d’agrégation comme paramétre de réglage
pour les performances du systéeme en boucle fermée.

Pour illustrer ce concept, nous Prenons a titre d’exemple la T-norme de Yager.

Supposons qu’on dispose de deux informations qu’on désire prendre en considération dans no-
tre critére de décision floue:

e L’erreur de suivi entre la sortie du systéme et la trajectoire de référence w(t), c’est-a-dire:
e(k+1i) = w(k+i)-y(k+i). Une fonction d’appartenance p,(e(k +1i)) est utilisée pour
représenter I’objectif sur cette erreur.

» Le changement de la variable de commande defini par Au(k+i) = u(k+i)—-u(k+i-1).
Sa fonction d’appartenance représentant la contrainte sur la commande est notée

Hy(AUCK + D).

Pour deux variables x1 et x2, la T-norme de Yager s’exprime comme suit:

Tyager = Max(0, 1-[(1- X)) +(1- xz)y]m) (11.96)

ou y est un parametre de réglage.
Par substitution de xlet x2 par les fonctions d’appartenance des objectifs et de la contrainte,
c’est-a-dire:

{ Xy = pe(e(k +1i)) (11.97)

X, = py(Auck+i))

I’expression de la T-norme de Yager sera donnée par:
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Tyager = Max(0, 1= [(1 - p(e(k + ) + (L - py(Auck+ )1 (11.98)

yager

Sachant que: -
1-pg(e(k+1i)) = po(e(k+i))

- (11.99)
1-py(Auk+)) = p,(Au(k+1))
Dans ce cas, I’équation (11.99) sera donnée par:
Tyager = Max(0, 1~ [(irg(e(k+ D)’ + (y(auk+ )] ) (11.100)
Il est clair que:
— — v 1/y
max(0, 1 -[(pe(e(k +1))) + (p,(Au(k+i)))'] ) =
min(L, [(ge(k+ 1)’ + (Ry(Auk+D)'] ) = (11.101)
— — . 1/y
([(ne(e(k+1))) + (py(Autk+i))1 )
Sur un horizon N, spécifié, le critére a optimiser s’ecrit comme suit:
I = 2 ek ) + 2 (huauk+ 1))y >0 (11.102)

Il s’avére donc qu’a travers cette T norme de yager I’objectif flou peut étre interprété par une
minimisation d’un terme qui contient I’erreur de prédiction et un autre terme qui contient le
changement de la variable de commande (semblable a un critere quadratique).

Le parameétre y peut étre utilisé comme paramétre de réglage dans le probléme d’optimisation.
11.9. Commande Prédictive Non linéaire Floue (C.P.N.F)

11.9.1. Principe et implantation de la méthode

Le principe de la commande prédictive non linéaire floue repose sur I’utilisation d’un modeéle
flou. En effet, afin de contourner les problemes d’optimisation dus a I’utilisation de méthodes
itératives, on propose d’exploiter une représentation floue du modéle non linéaire (le remplace-
ment du modele non linéaire analytique par un modele flou) puis I’application du principe de la
commande prédictive. Le principe de la C.P.N.F est illustré sur la figure suivante.

Supposons un systéeme non linéaire mono entréee/mono sortie (SISO) representé par un I’équa-
tion dynamique (1.6).

L utilisation d’un modele d’état de la forme (1.6), dans un cadre flou, nécessite I’approximation

d’un nombre important de fonctions non linéaires, les ny fonctions non lineaires f,,..., f, du
champ de vecteurs f et la fonction non linéaire h, d’ou une grande complexité. Ainsi, il est trés
difficile de pouvoir maitriser la dynamique de (n,+1) familles de parametres relatives a (n,+1)
fonctions non linéaires. De plus, le modele d’état (1.6) ne présentant pas une relation directe
entre la commande et la sortie, la synthese d’une loi de commande n’en est que plus compli-
quée, tout au moins dans un cadre flou.

L’ ensemble de ces remarques nous conduit a transformer la représentation d’état en une repré-
sentation entrée-sortie de fagcon a exhiber une relation explicite entre la commande et la sortie.
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C’est cette représentation qui sera approximee par un systeme flou. En effet, pour exprimer
explicitement la relation liant entrée et sortie du systéme, la sortie y est évaluée a des instants
d’échantillonnage successifs jusqu’a apparition de I’entrée u.

On obtient alors:

y(k) = h(x(k))

k+1) = hof(x(k
y(k+1) = hot(x(k)) (11.103)

y(k+r-1) = hof" " P(x(k))

Expertise humaine

I 1

Price de Systeme
decision >Iu(k)> nozlinéaire >
floue

Modeéle de prédiction
Flou <

Figure 11.20

La relation entre la sortie y(k+r) et I’entrée u(k) est donc la suivante:
y(k +r) = hof”(x(k), u(k)) (11.104)

ou r représente le degre relatif du systeme. 1l représente le retard entre I’entrée u(k) et la sortie
y(k). En d’autres termes, I’entrée du systeme a I’instant k n’affecte la sortie du systeme
qu’apres r unités de temps.

Si dy(k + r)/ox(k) (le Jacobien de hof(") par rapport a x) est non singulier a I’origine (point
d’équilibre), I’etat x(k) peut étre exprimé en fonction des entrées et sorties passées. Dans ce
cas, I’équation Tableau 104, page 49 peut étre réécrite comme suit:

y(k+r) = Wly(k),y(k=1),....,y(k=ny,+1),u(k), u(k=1), ..., u(k=m, + 1)]

(11.105)
avec: m,<n

y

De maniere genérale, dans cette these, nous nous intéressons a tout systeme non linéaire discret
qui peut s’exprimer sous la forme suivante:
y(k+r) = W[Z(k), u(k)]

avec : Z(K)= [Y(K), ... y(k—n, + 1), u(k=1), ..., u(k —my + 1)] (11.106)

Pour des raisons de simplicité et sans perte de généralité, dans toute la suite le degré relatif r est
supposé égal a 1. La méthode de commande reste valable pour un r quelconque. Dans ce cas, la
représentation du systéme pour r = 1 est donnée par:
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y(k +1) = ¥[Z(K), u(k)] (11.107)

La représentation adoptée pour modéliser les systemes non linéaires discrets est la représenta-
tion entrée-sortie donnée par I’équation (11.107). Ce choix permet de limiter le nombre de fonc-
tions non linéaires a approximer par le modele flou. Dans ce contexte, la fonction non linéaire
Y est représentée par un systeme flou.

On distingue classiquement deux grandes familles de systemes flous: systemes flous a conclu-
sions symboliques (systemes de Mamdani) [25] et systémes flous a conclusion fonctionnelle
(systémes flous de Takagi-Sugeno-Kang) [46]. Ces deux types de systemes flous sont basés sur
une collection de regles “Si ... Alors”. Dans les deux cas, les prémisses de régles sont exprimées
symboliquement. Seule I’expression des conclusions de régles permet alors de dissocier les
deux familles de systemes. Les contréleurs de Mamdani utilisent en effet des conclusions sym-
boliques de méme nature que les prémisses alors que les systemes de Sugeno exploitent des con-
clusions numériques. Cette différence dans I’écriture des conclusions de regles permet de
distinguer les deux types de systemes & leur aspect externe. D’un point de vue interne, un me-
canisme de calcul est associé a chaque famille de systemes. Pour les systemes de Sugeno, celui-
ci est purement numérique et s’exprime aisément de maniére analytique selon une approche uni-
que, commune a I’ensemble des systemes de la famille. En revanche I’implantation des syste-
mes de Mamdani peut étre envisagée de différentes facons. On aboutit alors a une typologie des
systemes de Mamdani telle qu’elle est développée dans [25]. Il est a noter que les systemes flous
relationnels peuvent étre assimilés a des systéemes de Mamdani a implantation symbolique.

Dans ce travail on limite la présentation des systémes flous a ceux qui seront directement ex-
ploités dans les approches de commande développées, a savoir les systemes flous de Takagi-
Sugeno a conclusion polynomiale.

Dans ce cas, le systéme non linéaire est représenté par un systéeme flou de Takagi-Sugeno dont
la base de régles est une collection de regles de la forme suivante:

R(i) :
Si y(k) est Ai1 et...... et y(k— n,+1) est ALy et u(k) est Bi1 et...... et
i : . : (11.108)
utk—=m,+1) est Bmu Alors y;(k+1) = ¢(iy, ..., in»J1 ...,jmu) =
ay - y(k)+ ... +ainy-y(k—ny+1)+bi1-u(k)+ .. +blu(k=m,+1)+c
ou: A:O et Bg, p=1.. ny,etq=1.. m, sont respectivement les symboles flous
associes aux variables y(k-p+1) et u(k-g+1).
et: a:o et bg sont respectivement des parameétres constants associés aux variables

y(k-p+1) et u(k-q+1) de la regle indexée i.

Supposons N, et My symboles flous définis sur les univers de discours pour décrire respective-
ment les entrées y(k-p+1) et u(k-g+1), dans ce cas la base de regles compléte est composée de:

n m,
S = T1).; NI Ly M, (11.109)
La régle Tableau 108, page 50, peut s’écrire sous la forme simplifiée suivante:
Ri X

_ _ _ _ _ (11.110)
Si Z(k) est S' et u(k) est B' Alors y,(k+1) = a'-Z(k)+b'-u(k)+c'
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ou:

i 7 Al a
y(k) ' '
_~-- . Ai : ai : : . :
Z(k) = yl=n* 1) i - “,a = | ™|,B' =B} et:b =D (11.111)
u(k—m, +1) n |
) ) Bmu bmu

Pour une entrée Zy(k) = [y(K),...,y(k-ny+1),u(k),...,u(k-my+1)] e RW*MU 13 sortie générée par le
systeme flou est donnée par:

=2, A2z [a - Z(k) +b' - uk) +c']

y(k+1) = =
51 M(Zy)

(11.112)

ol Al est le vecteur des degrés de validité des prémisses de régles donnée par:

1(Z0) = TgL g (v(k=p+ 1)) T1g y g (u(k=q + 1) (11113)

Une fois le modele de prédiction flou identifié, la méthodologie d’optimisation exploitée repose
sur les mémes techniques décrites précédemment, c’est-a-dire I’utilisation de la programmation
dynamique floue (PDF) ou la méthode Branch & Bound.

11.10. Conclusion

Dans ce chapitre, la commande prédictive non linéaire floue a été introduite. Aprés avoir défini
les notions de objectif, de contrainte flous et de décision flous, le critere d’optimisation flou a
té introduit dans la cadre de commande prédictive. Les méthodologies de solutions appropriées
a savoir la programmation dynamique floue et la méthode Branch&Bound ont été décrites.
Nous avons également mis en évidence I’intérét de ces méthodes par la simplification du for-
malisme du probléme d’optimisation. Dans ce contexte, un niveau de flexibilité sur les objectifs
et les contraintes peut étre spécifié a travers la définition des fonctions d’appartenance et leurs
univers de discours.
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CHAPITRE lII:

SUR LA STABILITE DE LA COMMANDE
PREDICTIVE FLOUE
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111.1. Introduction

Dans la synthese et la conception des systemes de commande, I’une des exigences les plus
importantes a vérifier est celle de la stabilité du systeme commandé. Dans un contexte, il est
nécessaire d’analyser le probléme de stabilité avant la mise en oeuvre de I’algorithme de com-
mande sur le systeme réel. Sachant que la commande prédictive non-linéaire (C.P.N) permet de
définir un retour d’état, déterminé par un algorithme d’optimisation, il est naturel de verifier
que ce retour d’état assure la stabilité de la trajectoire d’équilibre et cela sous des hypothéses
d’existence de la solution et de la faisabilité du probléme.

Dans la conception et I’étude de la stabilité des systemes non linéaires, la méthodologie a base
du théoreme de stabilité de Lyapunov est souvent utilisée. Cette derniére sera utilisée dans notre
approche. En effet, la méthode utilisée se base sur le fait qu’il est possible de demontrer I’exist-
ence d’ une solution admissible, si la fonction de codt est décroissante et qu’elle peut étre inter-
prétée comme une fonction de Lyapunov.

Dans la majorité des travaux [26] le probléeme de la stabilité de la commande prédictive non
linéaire est basé sur la définition des conditions suffisantes pour assurer la stabilité du systeme
en boucle fermée autour de la trajectoire d’équilibre. En général, les hypothéses couramment
utilisées sont réparties entre le systeme et le critére.

Pour I’étude de la stabilité de la commande prédictive floue on utilise I’approche de Lyapunov
ou I’on a un critére d’optimisation floue qui est considéré comme fonction candidate de Lyapu-
nov. Ce choix peut se justifier intuitivement par le fait que le critere est une mesure de la qualité
de poursuite. Nous nous limitons au cas de I’horizon fini pour des raisons évidentes concernant
I’applicabilité et la réalisabilité.

111.2.Commande Prédictive Floue Duale

111.2.1.Formulation générale

Nous rappelons ici le modéle d’état non linéaire pour un cas discret donnée dans le chapitrel:
x(k+1) = f(x(k), u(k))

avec
XEXCRn,UEUCRm

ou X et U sont respectivement les domaines définis par les contraintes sur les variables d’états
et sur la commande.
L’algorithme de la commande prédictive floue utilisé consiste a résoudre, a chaque période
d’échantillonnage, le probléme d’optimisation suivant:
N . .
Pn(X): Max,[A;- 1(pe(u(k+j=1/K)) A p(X(k+j/k)))]

Il s’agit alors de vérifier que la commande générée par I’algorithme d’optimisation permet as-
sure la stabilité. Les étapes de ce travail sont illustrées sur la figure suivante:
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C.P.F.N.L
—»| Sous
Optimale
Formulation | Analyse
genérale de _____»|d’optimalité
&
C.P.N.L faisabilité
Relaxation
! de x(k+N/k)
dans la littérature

Figure I11.2: Stratégie de I’approche

Certains travaux sur la commande prédictive a base de modeéles ont utilisé un horizon de pré-
diction infini. En effet, il se trouve qu’un horizon infini présente un traitement plus facile et no-
tamment une stabilité asymptotique. Il permet également de prendre en compte des contraintes
plus dures. Cependant, en implantation pratique seul un horizon fini est applicable. Les princi-
paux travaux existants sur I’étude de la stabilité de la C.P.N sont ceux donnés dans [26] pour le
cas discret ou il s’agit de forcer la sortie prédite du modéle:

» arejoindre la référence dans le cas de poursuite ou

» égale a zéro dans le cas de régulation.

et cela aprés un nombre fini d’instants. Cette convergence est assurée en ajoutant une contrainte
d’égalité sur la sortie finale, atteinte par le systeme, c’est-a-dire:

x(k + N/k) = 0, vk (1.1)

Cette condition finie, relativement assez sévere, est la base de la majorité des hypothéses as-
sumeées dans les différents travaux de recherche [26] pour le cas a horizon fini.

Toutefois, cette condition permet de forcer la convergence de I’algorithme d’optimisation a la
fin de I’horizon de prédiction. En effet, elle assure la décroissante de la fonction de colt qui
devient une condition nécessaire pour la stabilité de la trajectoire d’équilibre du systeme en bou-
cle fermée.Dans ce contexte, il est important d’insister sur le fait que la difficulté majeure pour
I’algorithme d’optimisation est de réaliser une solution en un temps fini et réduit avec une telle
contrainte. L analyse de la stabilité dans les problemes de C.P.N avec un horizon fini, est une
tache compliquée, et plus spécialement dans le cas avec des contraintes [5]. Dans ce cadre, afin
de remédier a ce probléme, un grand effort a été fait pour le résoudre a travers des nouveaux
outils et sous certaines hypothéses de base. Dans I’approche développée dans cette thése, la con-
trainte terminale Tableau I11.1, page 54 est relaxée. En effet, une nouvelle contrainte, comme
définie dans quelques autres travaux [6][34], sera posée. Cette derniére est détaillée dans les
paragraphes suivants.
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111.2.2. Hypothese de I’approche

Les hypotheses utilisées dans notre méthode pour I’étude de la stabilité de la C.P.N.L sont les
hypothéeses qui concernent la commandabilite. Ces derniéres peuvent étre vue sous deux
facettes différentes:

» L’ensemble défini par les contraintes n’est pas vide et contient le couple de solution (0,0).
Cela confére une commandabilité ou une faisabilité en un certain sens puisque, quelque soit
I’état initial, on suppose que I’état (0,0) est atteignable.

» L’horizon de prédiction permettant d’atteindre cet état est suppose fini. Ceci est équivalent a
I’existence d’un temps fini N tel que:

x(k +N/k) € X, Vk (111.2)

On remarque ici que la contrainte d’égalité terminale Tableau I11.1, page 54 a été remplacée par
une contrainte d’appartenance. En d’autres termes, on impose que I’état final de prédiction ap-
partient a une région bien spécifiée (cf. équation Tableau I11.2, page 55).

Dans ce cas, en supposant cette contrainte d’appartenance, il faut garantir la stabilité du systeme
a I’intérieur de cette région terminale X; ou une loi de commande linéaire stabilisante (k=KXx)
est synthétisée pour le systéeme linéarisé a I’origine.

Le succes de cette approche est basée, en premier lieu, sur le résultat bien-connu suivant:

e Théoréme [26]

Soit A = 1,(0,0) et B = ,(0,0) la linéarisation de la fonction du systéme non linéaire f autour de
I’origine. Si la paire (A, B) est stabilisable alors il existe une matrice de gain K tel que le systeme
en boucle fermée:

x(k+1) = f(x(k), u(k)) = f(x(k), K - x(k)) (1.3)

est localement asymptotiquement stable.
Dans ce cas, une commande prédictive a mode dual, dual mode prédictive control, est pro-
posée. Elle est basée sur les équations suivantes:

f(x(k), u(k)), XeX

(1n1.4)
A - x(k) + B - u(k), X € X

x(k+1) = {

C’est a dire a I’extérieur de la région terminale, la loi de commande est calculée en se basant sur
le systéme non linéaire. En revanche a I’intérieur de la région X;, cette loi de commande est cal-
culée en fonction du systéeme linéairisé.

La stratégie de la commande prédictive floue permet, sous des hypothéses d’existence de la so-
lution au probléme d’optimisation, de ramener le systeme vers la région terminale ou d’attrac-
tion. Une fois cette région terminale atteinte, une commutation vers un régulateur linéaire est
opéré. Ainsi la méthodologie de commande prédictive flou a mode dual, proposee repose sur
les deux étapes suivantes:

» En dehors de la région terminale X, la commande prédictive floue est appliquée.

» Dans la région terminale Xy, la loi de retour d’etat lineaire est utilisée.
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111.3. Analyse de stabilité

Comme on I’a déja constaté dans le premier chapitre de cette these, la stabilité et la faisabilité
de la C.P.N sont indexées sur la vérification de plusieurs hypotheses sur le critére qui sont sou-
vent trés restrictives. Ainsi la C.P.N a horizon infini n’est pas applicable. Donc, I’algorithme de
la commande prédictive floue a horizon fini avec des contraintes moins restrictives sera utilisé
pour résoudre ce probléme et cela tout en bénéficiant des avantages de I’utilisation d’un critere
flou.

L’idée principale sous-jacente a la démonstration de la stabilité réside dans le constat suivant:
S’il est possible de trouver une solution admissible et que I’horizon de prédiction suffit pour
ramener le systeme vers la région terminale alors la fonction codt sera decroissante et il sera
possible de I’interpréter comme une fonction de Lyapunov garantissant la stabilité.

111.3.1. Probléme

Rappelons que le probleme d’optimisation est donné comme suit:

Max, (AL  [ie(u(k +j = 1/K)Apg(x(k +j/K)])
x(k+j/k) = f(x(k+j=1/k), u(k+j—-1/k))
utk+j/k)y e U (1.5)
X(k+j/k) e X
x(k + N/K) € X,

Le probleme de la stabilité de la commande prédictive floue porte sur la définition des condi-
tions suffisantes pour assurer la stabilité du systeme Tableau , page 56en boucle fermé autour
de la trajectoire d’équilibre. Les hypotheses utilisées sont réparties entre le systeme Tableau ,
page 56et le critere Tableau 111.5, page 56. Sachant que I’expression définissant le critére est un
élément clé dans la synthése de la commande prédictive non lineaire, I’hypothése la plus
prépondérante porte sur ce dernier.

Pour prouver la stabilité de la commande prédictive floue double, on exige la veérification des
hypothéses suivantes:

o HPq:ki(x) € U, VxeX¢

* HP,: 0eX;, Xfc X et X; est un ensemble fermé.
» HP3: (X, ki(x)) € Xf, VxeX;

« HPy peke(x) = 1et pg(x) = 1.

On remarque que les trois premiéres hypotheses (HP{, HP, et HP3) sont triviales et elles sont
déja utilisées dans la commande prédictive non linéaire [26]. En revanche, la 4*™¢ hypothése
impose que:

* dans la région d’attraction, le critére flou sera égal a 1:

ne(k)Apg(x) = 1, ¥x € X (111.6)
» al’extérieur de cette région d’attraction:
ne(WApg(x) <1 (111.7)

Dans le cas de la commande prédictive floue, I’objectif est de ramener le systéme vers son point
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d’équilibre (I’origine). Pour ce faire, on a choisi une fonction d’appartenance de forme triangu-
laire pour représenter I’objectif flou dans le critére flou. Sa valeur modale est le point d’equili-
bre. Autrement dit, on le favorise par rapport aux autres points. En revanche, dans le cas de la
commande prédictive floue double ou I’objectif de la loi de commande est de ramener le sys-
teme vers la région terminale, on choisira une fonction trapézoidale (cf.Tableau 3, page 57)
pour présenter les contraintes et les objectifs flous. Cette représentation a pour objectif de s’as-
surer que le noyau de I’objectif flou représentera les frontieres de chaque état dans la région ter-
minale et le noyau de la contrainte floue représentera les limites de la commande linéaire locale.

Noyau
HAlA «—

ug(@a) = 0,siag¢ [ag, a4l

ueg(a) = 1,siae[a, aﬂ]

SOQOF = = = = = = = = - - -

«
QD

Support

Figure 111.3: Forme Trapézoidale

Avant de prouver la stabilité de la commande prédictive floue double, il est utile de préciser les
points suivants:

 Lacondition 0 < J\(x, u) <1 est toujours verifiée pour le critere.
+ Le complément du critere est donne par 1 —Jy (X, u)
 Le probleme d’optimisation Max,(Jy(X, u)) est equivalent a un probleme d’optimisation
Min(1-Jy(x, u)), c’est-a-dire:
Max,(Jy (X, U)=Min((1 - Iy (X, u))=J\'(x, u)) (111.8)
et
V(X u)=Min(dy (x, u)) (111.9)

On remarque également que:
* Vp(x,u) est une fonction positive.

o Vy(x,u)=0 si x¢g X, et Vy(x,u) =0 si xeX;

La stabilité énoncée par le théoréme suivant est assurée a travers la décroissante du critére d’op-
timisation:

VX ut) =V (x,u) <0 (111.10)
111.3.2. Théoreme [1]

Le systéeme non linéaire Tableau I11.3, page 55 contr6lé par une commande prédictive floue du-
ale et vérifiant les hypothéses HP,-HP, est asymptotiquement stable avec X; comme région
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d’attraction.
111.3.3. Démonstration

La démonstration de la stabilité est basée sur le fait que s’il est possible de trouver une solution
admissible et qu’il existe un horizon N; suffisant pour ramener le systéme vers la région termi-
nale, alors la décroissante du critére sera une condition primordiale pour assurer la stabilité (la
décroissante du critére le long des trajectoires).

La valeur optimale de la fonction codt a I’instant k est donnée par:

V(X u) = Ming(Jy'(x, u)) (1.11)
avec:

0<Vy(x,u)<1 (111.12)

De plus a I’intérieur de la région d’attraction X, les contraintes et objectifs flous vérifient I’
équation:

Vyx,u) = 1-Jy(x,u) = 0,X € X; (1.13)
Dans ce cas, pour prouver la stabilité, il faut démontrer la décroissante de la fonction
Tableau 111.11, page 58, quand le systéme & commander passe de I’état x(k) a I’état x(k+1)=x".
C’est a dire:

AV = V(X uT) =V (x ,u) <0 (111.14)

Supposons que la séquence de commandes optimales et la trajectoire associée a I’instant k sont
déterminées en vérifiant le probleme d’optimisation proposé Tableau I11.5, page 56:

u = (U (k/K),u (k+1/K), ..., u (k+N=1/k)) (11.15)
X = (X (K+1/K),% (k+2/K), .., %X (k+N/k))

avec

VO u) = 1= ALy (ne(u (k+ = 1/7K)A(pg(X (k +/K))) (111.16)

Le premier élément de la séquence de commande optimale Ugp(X) =u"(k/K) est appliqué au sys-
teme en le conduisant vers I’état suivant:

x(k+1) = f(x(k/k), Ugpt(X)) avec un colt optimal (1n.17)

Nous allons maintenant déterminer la séquence admissible u* qui conduit le systéme de I’état
x(k+1) vers I’état x(k + N/k) e X;.Cette séquence est admissible mais non optimale.

N . + o+ ;. ~ . +*  4*
Son codt associé J'(x , u ) est la borne supérieure du codt optimal V\(x ,u ).
N N
Cette séquence est obtenue en prenant la séquence optimale u* calculée au moment précédent,

sans son premier élément et en ajoutant un élément de commande admissible Uy qui conduit:
I"état X (k+ N/k) € X; a I’état x (k+ N/k) = f(x (k+N/k), u;) € X;. C’est-a-dire:

ut = (U (k+ 1K), U (k+2/K), . uy) (111.18)
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avec:
* u, € U :il faut que la commande locale stabilisante verifie les contraintes de la commande

» f(x, uy) € X;: lasortie du systeme doit toujours rester dans la région terminale et converger

vers le point d’équilibre quand on lui applique la commande locale u; et ce quelle que soit
la valeur de x appartenant a la région terminale.

Sachant que >A<*(k + N/k) e X; et a partir des hypotheses HP,-HP3, il est possible d’écrire:

u; = k(X (k+N/k)), Uy € U, ¥x e X

(111.19)
f(x,up) € Xi, VX € X;
La séquence de trajectoire correspondante est donnée par:
X" = (X (k+2/K), X (k+3/K), ..., %X (K+N/K), f(X (k+N/k), uy)) (111.20)
et son colt associé J'y, est de la forme suivante:
Fy(xu'y =
1 N B B (111.21)
1-Aj- 1 (ne(u (k+j7K)Apg(x (K+j+1/K))A(pc(u)Apg(f(x (k+N/k), uq)))
La différence entre J'N(x+, u+) et VN(x*, u*) est donnée par:
I U=V (xLu)) =
(1A D (e (U K+ J /) A (R (K ++ 1/K)) o)
Alpc(up)Apg(fx (k+N/K), up))) }-
(1=AjC 3 (ne(u (k+j = 1/K)A(ug(X (k+]/K))}
ou: . .
INOCUT) = V(U =
N-1 * : A :
{-Aj= 1(uc(u (kK+j/K)Apg(x (k+j+1/Kk)))
Alng(upApug(FX (k+N/K), up))) }+ (111.23)

{ne(u (k/K)Apg(X (k+1/k))

A= o(e(u (k+j=1/K)Apg(X (k+]/k))) }

Le fait que la séquence de commande u™ soit simplement une version décalée dans le temps de
la séquence optimale u* additionnant I’élément u; et qui vérifie les hypothéses HP;-HP,, im-
plique que le probleme, en plus d’étre admissible car il I’était a I’instant précédent, va entrainer
une diminution de la valeur de la fonction co(t.

Etant donné que le vecteur u* est tel que u”(k+1/k) = u”(k+1/k+1), I'implantation & I’instant k+1
du vecteur de commande u* produit les prévisions §(k+i/k+1)=0(k+i/k)

On peut écrire la différence de la fagon suivante:
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I (x5 u =V (xLu)) =
“TOC, U A(ue (U Apg(FX (K +N/K), up))) + (111.24)
T u)Apc(u” ())A(ug(X (k+1/k))
avec le terme commun:
TOCU) = AL p(nc(u (k+j= 1/7K)Alpg(X (k +/K))) (111.25)
en utilisant la condition Tableau I11.6, page 56 nous obtenons:

I U=V (xLu) =

ST U+ T, U ) Apc(u (K/K)A(ug(X (K +1/k))) (1120
et avec la condition Tableau 111.7, page 56:
T U+ T U ) Apc(u (K/K)A(pg(x (k+1/k))) <0 (11.27)
ce qui conduit a;
IO U= V(X u)<0 (111.28)
d’ou finalement le résultat suivant:
V(X u") = V(XL u) <0 (111.29)

Comme Vy(x,u) est la fonction candidate de Lyapunov associé au systeme commandé par la
commande prédictive a mode dual sa décroissance permet donc de conclure la stabilité asymp-
totique du systeme commandé.

111.4. Méthodologie d’optimisation

Dans le chapitre précédent, nous avons évoqué importance de la méthode de résolution du prob-
Iéme d’optimisation qui permet de déterminer le vecteur de commande optimal ou admissible
en un temps inférieur a la période d’échantillonnage. Dans la démarche proposée, notre choix
est basé sur deux méthodes discretes qui garantissent la convergence vers la solution optimale
et avec un moindre calcul. En effet, cette solution est basée sur la programmation dynamique
(DP) associée a la technique de Branch et Bound (B&B). Contrairement a I’utilisation la plus
courante de la DP (Backward), nous proposons d’utiliser ici sa version Forward. Autrement dit,
pour appliquer cette derniére avec la programmation dynamique, nous devons développer la
programmation dynamique sous sa forme récurrente forward dans le probléme d’optimisation
de commande prédictive floue.

Le probleme de la commande prédictive floue a base de modéles est un probleme de prise de
décision multi-niveaux ou a chaque niveau i =1.....N, I’état prédit et la variable de commande
sont discrétisés en deux ensembles finis:

X(K+i/K) e X = {1, CorvoinGolai = 1N

. _ (111.30)
uk+i-1/k) e U = {0y, 0p ..., v },i = 1N,
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Cette discrétisation nous mene vers un tableau de N niveaux.
En commencant par I’état initial x(k) ou la décision initiale sera calculée au niveau i =1 comme
suit:
up(U(k/K) = Maxyq ke (Uk/K) A ug(X(k+1/k)) (111.31)
pour tout ) )
uk/k) e U, et x(k+1/k) e X,avec x(k+1/k) = f(x(k/k), u(k/k))

En utilisant le principe d’optimalité au niveau i =2, la décision intermédiaire est calculée de la
fagon suivante:

up(u(k/k), uk +1/k)) =

X .32
MaXy 4 1/ B (UK + 1/K)) A pg(X(k +2/K)) A pp(u(k/k))} (1H1-32)

pour tout ) ) )
utk+1/k) e U, et x(k+2/k) e X,avec x(k+2/k) =f(x(k+1/k),u(k +1/k))

Le méme principe est appliqué au niveau i=3 conduisant au résultat suivant:

up(u(k/k), u(k +1/k), u(k + 2/k)) =

MaX, s 3,10 { Ho(U(k +2/K)) A pg(X(k +3/K)) (111.33)
Anp(u(k/k), u(k +1/k)) }

pour tout ) ) )
uk+2/k) e U, et x(k+3/k) e X, avec x(k+3/k) = f(x(k +2/k), u(k + 2/k))

En répétant cette procédure, la récurrence forward de la programmation dynamique au niveau
i+1 est obtenue et formalisée par I’équation suivante:

up(u(k/K), ..., u(k +j/k)) =
MaXy i + i L M (UK +/K)) A pg(X(K +j + 1/K)) (111.34)
App(u(k/k), ...u(k+j-=1/k)) }

pour tout ) ) )
utk+j/k)y e U, et x(k+j/k) e X,avec x(k+j+1/k)=1f(x(k+j/k),uk+j/k))

Dans ce cas, pour obtenir la solution de la commande prédictive floue, la forme de récurrence
forward de la programmation dynamique DP est exécutée jusqu’a I’horizon de prédiction N.
Toutefois, comme discuté précédemment, aucune garantie sur le fait que I’état converge vers la
région terminale n’est apportée. La méme constatation peut étre faite concernant toutes les tra-
jectoires partant de x(k) (la convergence durant I’horizon N de ces trajectoires vers la région ter-
minale n’est pas garantie).

En revanche s’il y a des trajectoires qui convergent vers la région terminale durant un horizon
N, leur dynamique de convergence n’est pas forcément la méme (quelques-unes convergent
plus tot que d’autres). Par conséquent, nous définissons une sequence faisable de controle, notée
IT;(x(k + N;)/k) comme une séquence qui force I’état prédit a converger vers la région termi-
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nale X; dans un temps fini N;<N. Dans ce cas, la décision correspondante est donnée par:

np(IT(x(k + N /k)) =
MaX, s 1) B (UK + Ny = 1/7K)) A pg(X(k+ Ni/K)A (111.35)
up(U(k/K), .. u(k + N; = 2/k)) }

avec la contrainte:
X(k+Ni/k)e X; (111.36)

La sequence optimale (solution de Tableau I11.35, page 62 et Tableau 111.36, page 62) est don-
née par I’expression suivante:

(u (k/k), u (k+1/Kk), ..., u (k+N;—1/K))

telle que: . * .
up(u (k/7k),u (k+1/k),...,u (k+N;=1/k)) =

- (1.37)
Max i+ n, - 1)(ITi(X(K + N;)/k))

Il est important d’insister sur le fait que le choix de I’horizon de prédiction est crucial. Quant a
la qualité de la solution et les calculs qui lui sont associée, parmi les stratégies existantes il faut
adopter celles qui:

» commencent avec une valeur initiale x(k) pour un horizon de la prédiction N,

* si aucune solution n’est obtenue avec cette valeur, la récurrence Tableau 111.34, page 61 est
utilisée, en augmentant I’horizon de prédiction et ce jusqu’a ce que la premiére solution
faisable soit obtenue.

A ce stade, pour améliorer les performances de notre approche, nous allons intégrer le concept

de la technique de Branch de Bound. En effet, cette derniere arrive a eliminer des solutions par-

tielles qui ne menent pas a la solution recherchée. De ce fait, on arrive souvent a obtenir la so-
lution en des temps raisonnables.

Dans la recherche de la solution optimale, chaque sous ensemble de solutions abandonnées

s’appelle «fathoming» et la meilleure solution faisable s’appelle «incumbent» [33].

Dans la suite, le parameétre «Vj,.» correspond au codt de la meilleure solution appelée «incum-

bent». Ce paramétre est vu comme une borne discriminatoire. Autrement dit, a travers cette

borne certaines solutions seront exclues ou maintenues comme des solutions potentielles. Bien
entendu, la performance de la méthode de Branch & Bound dépend, entre autres, de la qualité
de cette borne supérieure «incumbent» et de sa capacité d’exclure des solutions partielles tot.

Les différents étapes de I’algorithme vont étre résumées par les trois tests suivants:

o Test d’optimalité
La trajectoire ou la branche est éliminée si:

V(x(k+j/k)) > Vine
» Test de solution

Si la trajectoire finale converge vers la région terminale avec un codt:
V(x(k+N/K)) <Vinc

alors la trajectoire est bloquée et son co(t correspondant sera la nouvelle solution admissible,
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c’est-a-dire; )
Vinc = V(X(k+j/k))

¢ Test de faisabilité

Toute trajectoire est bloquée si elle conduit a une solution instable ou oscillante et ne respecte
pas les contraintes des problemes d’optimisation.

111.4.1. Algorithme de la méthode

Dans I’implantation de I’algorithme de notre méthode, une premiére étape de calcul «Hors
ligne» est nécessaire pour déterminer la région terminale X;et la loi de commande locale stabi-
lisante k;. Ce point est détaillée dans le paragraphe suivant. Une deuxieme étape «en ligne est
donnée par la procédure suivante:

Etape 0

Initialisation
k=0, X(0), Vinc=0

Si x(0) € X; Alors

allez a I’étape 2
Sinon
e Choix de N = N;.
» Calcul de la solution faisable:
Iy = {u(0/0),u(1/0),...u(N+1/0)}

qui respecte la contrainte Tableau 111.2, page 55 et ce par exécution des trois tests précédents
(test d’optimalite, de solution et de faisabilite).

Si la premiére solution faisable est trouvée Alors

* larecherche est arrétee.

» implémentation de u(0) = u(0/0)

Sinon

» on augmente I’horizon de prédiction jusqu’a ce que la premiere solution soit trouvée.
* N« N+1

Fin Si

Fin Si

Etape 1

Si x(k) € X; Alors

allez a I’étape 2

Sinon

* Vinc = Vn(x",u)

» exécuter le critere Tableau I11.5, page 56 pour k=1,....N

e calcul de la solution faisable:
I, = {u(k/k),u(k +1/k), ...u(k + N-1/k)}

en exécutant les trois tests précédents (test d’optimalité, de solution et de faisabilité) et en re-
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spectant la contrainte Tableau 111.2, page 55.
 implémentation de u(k) = u(k/k-1)
Fin Si

Etape 2
Si letemps k>0 et x(k) € X; Alors
» Implémentation de la commande locale u(x(k))=ks(x(k))

Fin Si

basculement
de la commande

v

Figure 111.4: Principe de la commande prédictive floue dual

111.4.2.Calcul de la région terminale

Il existe plusieurs méthodes, basées sur les mémes principes (étapes de construction), pour la
construction de la région terminale X; et le calcul de la loi de commande locale k.

La premiére étape consiste a trouver la loi de commande linéaire k¢(x) = K.x pour le systeme
linéarisé autour du point d’origine (d’équilibre). Dans la deuxieme étape, la région terminale du
systeme en boucle fermée est déterminée par la résolution de I’équation de Lyapunov. Dans la
troisieme étape, on cherche la plus grande région X; telle que la commande locale respecte la
contrainte de commande k¢(x) € U a I’intérieur de ce domaine d’attraction.

Toutes ces etapes seront considérées comme un probléeme d’optimisation hors ligne. A titre
d’exemple, nous donnons I"algorithme de calcul de la région d’attraction dans le cas discret pro-
poseé par [34]
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Algorithme
Etape 1

 Calculer la linéarisation Jacobienne (A, B) pour aboutir &:
x(k+1) = A-x(k)+B-u(k)

avec.
A = ﬂg,_ll) B = dxu) (111.38)
X 0,0 U o0

« Determiner le retour d’état linéaire stabilisant k; = K - x(k). Dans ce cas, a titre d’exemple,
le régulateur linéaire quadratique (LQR), Placement des p0les peuvent étre utilisés.

Etape 2
» Choisir y et n tel que:

domin (KT RK) <y <40 (Q)

(7 = min(K'RK)) (111.39)
n” 7"min(Q)

avec Q = Q+K'RK

» Résoudre I’équation de Lyapunov suivante:
(A+BK) P(A+BK)-P+nQ+K'RK = 0 (111.40)

afin d’obtenir la matrice définie positive P avec Q, R des matrices définies positives.

Etape 3
. 'IProuver la valeur c définissant la plus grande région possible X;c X telle que:
X; = {xe R"/x'Px<c} (111.41)
en résolvant le probléme d’optimisation suivant:
c = rnaX(xTPx)
X (11.42)

telque  f(x, Kx)TPf(x, Kx) - X' Px < —yxTx

avec Kx e U, vx e X; = {x e R"/x'Px<c}
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Dans I’implantation de la méthode, la considération pratique suivante peut étre prise en compte.
en effet, les parametres y et n peuvent étre optimisés afin d’agrandir la région X; et cela autant
que possible mais en respectant les caractéristiques de la loi de commande locale stabilisante.

I11.5.Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle approche pour I’étude de la stabilité de la commande prédictive
floue est proposée. La fonction de codt est interprétée comme une fonction de Lyapunov et la
stabilité du systeme commandé est établi en démontrant sa decroissance le long de la trajectoire.
Par ailleurs un algorithme d’optimisation est construit sur la base d’une combinaison de deux
approches discretes, DP et BB. Notons enfin que cette approche al incovénient, celui de la dis-
continuité qui s’introduira sur la commande (commutation de x(k) € X ax(k) € X¢).
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CHAPITRE IV:

EXEMPLES D'APPLICATIONS
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IVV.4. Introduction

Dans ce dernier chapitre, nous allons présenter des exemples d’applications pour mettre en évi-
dence I’efficacité de la commande prédictive floue dans la commande des systemes non linéai-
res. En effet, nous allons montrer la capacité de la méthode proposée a ramener I’état du systéme
dans la région terminale ou d’attraction, ou une loi de commande linéaire sera appliquée pour
faire converger I’état du systeme a son point d’équilibre.

Une fois la région terminale notée X et lacommande locale linéaire k; déterminées, nous allons
choisir les univers de discours des fonctions d’appartenance des contraintes et des objectifs
flous, de telle sorte que les hypothéses de stabilité de la commande prédictive floue double se-
ront verifiées.

Pour évaluer la performance de notre stratégie de commande, des systemes largement exploités
dans les travaux traitant de la commande prédictive non linéaire sont choisis. Le premier syste-
me sera utilisé pour montrer I’efficacité de la commande prédictive floue a faire converger un
systeme non linéaire vers son point d’équilibre ainsi que I’influence du choix de I’opérateur
d’agrégation sur les performances de commande.

Les deux autres systemes nous servirons a montrer la convergence et la stabilité asymptotique
des systemes non linéaires multi-variables commandés par une commande prédictive floue dou-
ble.

IV.5. Exemples d’applications

VI1.5.1. Exemple 1: Systéme Non Linéaire 1°" ordre

Supposons un systeme non linéaire [41] perturbé par une entrée additive p(k) et donné par
I’équation d’état suivante:

x(k+1) = x2(k) + u’(k) + p(k), avec: p(k) = 1/k (IV.4)
ou:
» Xx(k), u(k) sont respectivement I’état et I’entréee (commande) du systeme.

* p(K) est une perturbation additive.
Dans ce cas, le modele de prédiction utilisé est choisi comme suit:

x(k+1) = x*(k) + u*(k) (IV.5)

L’objectif principal ici est de stabiliser I’état du systéme autour de son point d’équilibre tout en
restant dans le domaine de tolérance de I’état, c’est-a-dire:

X = [Xpim Xmax] = [2.5,2.5], 0., {x e R"/|x <25} (IV.6)

min?
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La contrainte imposée a la commande est donnée par:

U=u ] = [-2,2], c’est-a-dire {u e R/|u| <2} (IV.7)

min? umax

A titre illustratif, I’évolution de x(k+1) en fonction de x(k) et u(k) est illustrée sur la Tableau 21,
page 69.

x(k+1)
o u(k) .
a 5 . 3 ‘ x(k+i)
2% X +U
(k) (k)
o} x(K) -
o 3 e

UK T g X(K)

Figure IV.21 : Représentation non linéaire du systeme considéré

Afin de réaliser notre objectif, nous allons exploité I’approche P.D.F pour implanter lacomman-
de prédictive avec un critere de décision floue. Dans ce contexte, I’implantation est faite avec
les parameétres suivants:

* I’horizon de prédiction N, est fixe a 5.
* I’horizon de commande N, est fixé a 2.

* le pas de discrétisation est fixé a A = 0.2.

» En fonction de notre expertise sur le systéeme, les fonctions d’appartenance associées a I’état
et a la commande sont choisies respectivement triangulaire et trapézoidale définies sur leur
univers de discours X et U (cf. Tableau 22, page 70).

Dans ce cas, le critere de décision a optimiser est donné par I’équation suivante:

Hp(U(0), ... U(4) = A} = [ue(U()Apg(x(i+1))]
= [pe(U(0)ApG(X(D)IA ... Alpc(U(4) Apg(X(5))]

avec: u(1) = u(2) = u(3) = u(4) (I’horizon de commande N, = 2).

(IV.8)
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Anc

1]-mmmmme =

Figure 1V.22 Contrainte floue et objectif flou (Exemplel)

algorithme de la P.D.F avec les opérateurs minimum et produit, les résultats

de simulation avec une condition initiale x(0) = 3 sont illustrés sur les Tableau 23, page 70 et

Tableau 24, page 70 suivantes:

Par application de |

Temps

Figure 1V.23 : Evolution de I’état x(k)

Temps

Prod

Ipuewwod

15

10
Temps

Figure 1V.24 : Evolution de la commande u(k)
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On remarque que le systeme converge vers son état d’équilibre, et ce malgré I’existence d’une
perturbation. La T-norme produit donne un régime transitoire moins important que la T-norme
min. En effet, sachant que le min est la plus grande T-norme, elle est la plus contraignante et
donne souvent des résultats moins bon que la majorité des T-normes et des opérateurs d’agré-
gation.

Afin de pouvoir vérifier la robustesse de la méthode de commande utilisée, nous allons conser-
ver le méme modele de prédiction Tableau 5, page 68 utilisé précédemment pour commander
le systeme suivant, qui n’a pas la méme structure (incertitudes structurelles):

_ .3 3
Xk+1 - Xk+0’5uk+pk+1’

_[0,k=10 (1V.9)
Pe= 11k =10

Dans les simulations, le méme algorithme d’optimisation avec les mémes parameétres que pré-
cedemment seront utilisées. Les résultats sont illustrés sur la Tableau 25, page 71 et la
Tableau 26, page 72 ou les performances de la commande sont établies. De plus, ces résultats
montrent une certaine robustesse de la méthode utilisée vis-a-vis des incertitudes dans la struc-
ture du systéme.
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| | | |
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Figure 1V.26 Evolution de I’état u(k).

V1.5.2. Exemple 2: Systéme Non Linéaire 2°™€ ordre
Cet exemple est utilisé dans [21] et [41] ou le systéme est décrit par:

Le parametre p est donné par p = 0.5 et la variable de commande u sera soumise a une contrainte
donnée par: u € {u/-2<u<2}

Le systeme est localement asymptotiquement stable et commandé par une loi de retour d’état
linaire k; = K- x, tel que K = [2.118, 2.118] dans sa région terminale [41]:

X, = {x -P-x<0,7} avec p = |16:5926 11,5926} o ;, 7 (IV.11)
11,5926 16,5926

Les univers de discours des contraintes et des objectifs flous sont choisis de fagcon a ce que I’
hypotheses HP, (données dans le troisieme chapitre) est toujours vérifiée pour tout x apparte-
nant a la région terminale X; (cf.Tableau 27, page 72).

R

8 18 2 |71 03 03 I

Figure 1V.27 Contrainte floue et objectifs flous (Exemple2)

Enfin, la programmation dynamique floue avec la technique de Branch & Bound est utilisée
pour résoudre le probleme d’optimisation de la commande prédictive floue pour un horizon de
prédiction égale N,=5, et I’algorithme de commande sera teste sur les deux conditions initiales
suivantes:

[X,(0), %,(0)]' = [-0,683,-0,847]" et [x,(0), X,(0)]' = [0,808,0,122]". (IV.12)

I’implantation est faite avec les paramétres suivants:
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* I’horizon de prédiction N, est fixe a 5.

* le pas de discritisation est fixé a A = 0.1 pour la variable de commande et les états x; et x,.

Les résultats de simulation sont présentés par les figures Tableau 28, page 73, Tableau 29,
page 74 et Tableau 30, page 74.
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Figure 1V.29 : Evolution de I’état x,

Figure 1V.30 : Evolution de la commande u.

Durant les douze premiers instants (huit premiers intants pour la deuxieme condition initiale),
la commande est calculée par lacommande prédictive floue, a I’instant 13 (09),1’état du systeme
entre dans la région terminale X;. A ce moment la, la commande locale stabilisante conduit I’ état
du systeme asymptotiquement vers I’origine (point d’equilibre).

V1.5.3. Exemple 3: Réacteur Chimique CSTR

Le procédé utilisé est un réacteur exothermique continu complétement agité (Continued Stirred
Tank Reactor CSTR) [22][24]. Il est représenté par une réaction exothermique irréversible
A — B, pour un volume constant (cf. Tableau 31, page 75).

q 7Tf’ Caf —> ‘

| — ——» 4TC,
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Figure 1V.31 : Représentation du réacteur chimique CSTR

Ou Ca est la concentration du produit A dans le reacteur, T est la temperature du recateur et Tc
est la temperature du débit de refroidissant.

Le modele de ce procédé peut étre décrit par les deux équations différentielles suivantes:

¢a = (9)(Cy-Ca-ko- =",
(IV.13)

- _ (4 _ _gA_H_)' (-E/RT) UA 3
T = (D=0 g o™y + g T-

ou C,s et Ty représentent respectivement la concentration et la température du processus a I’en-
trée.
Les paramétres du modele sont:

p = 1000 g/I,C, = 0.239J/gK, AH = -5 x 10" J/mol, E/R = 8750 K,
ko = 7.2x 10" min™, UA = 5x10* J/minK

Et ces conditions nominales sont:
q = 100 I/min, T; = 350 K,V = 100 I,C, = 1.0 mol/I

1VV.5.3.1. Commande prédictive floue double

Le but de lacommande prédictive floue double est de stabiliser la concentration C, et la tempé-
rature du réacteur T vers leurs point d’équilibre, en manipulant Tc.

Pour ce faire, pour pouvoir appliquer I’algorithme de la commande prédictive floue double, il
faut calculer dans un premier temps la commande linéaire locale ainsi la région terminale.

Le modeéle continu non linéaire est discrétise avec un pas de discrétisation dt = 0.03 min en uti-
lisant I’approximation d’Euler et en choisissant le vecteur d’état suivant:

x = [(C—CaMi(T-Th]
(1V.14)
u=(T,-TH

ou C;' = 0.5mol/I, T*" = 350K, T,' = 300K
On obtient alors le modéle non linéaire discrétisé suivant:
X;(k+1) =

-(@ : 1/(x1(k)+Teq))
Xq(K) + (\9;) -dt- (C i — (X1(k) +0,5)) = kg - dt - (x4(k) +0,5)e

Xp(k+1) = (IV.15)

-(@ 1/(xq(k) + Teq)]

%K)+ (3] - dt- (T 0, (K) + 350)) ~ky -t (x, () + 0, 5)e +

kp - dt- ((u+Teh) = (xg (k) + T*)
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Dans la synthése de la commande, les contraintes du cahier de charges a respecter sont les sui-
vantes:

» L’objectif de commande est de produire la substance A avec une concentration comprise
entre:
0<C,<1=-05<x,<05 (1V.16)

» Latempérature du réacteur T varie entre:
280<T<370=-70<x,<20 (IV.17)

» Latempérature d’alimentation varie entre:
280<T.<370=-20<u<70 (1Vv.18)

Il est important d’attirer I’attention sur le fait que le point de fonctionnement choisi est instable
et que le systeme ait un comportement non linéaire comme on peut le constater a travers les deux
réponses en boucle ouverte a un échelon négatif -5 et un échelon positif +5 illustrées sur les fi-
gures Tableau 32, page 76 et Tableau 33, page 77.

Temps (min)

Figure 1VV.32 : Les réponses a un échelon -5
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Figure 1V.33 : Les réponses a un échelon +5

Le modele discret linearisé autour de I’origine est obtenu en calculant le Jacobien du modéle
non linéaire discret Tableau 15, page 75 comme suit:

x(k+ 1) = Ax(K) + Bu(k) (IV.19)
avec:

A=|09 -0007 5 _ 0
4,1838 1, 0876 0, 0418

On remargue que le systéeme en boucle ouverte est instable.

Dans ce contexte, pour pouvoir appliquer la stratégie de la commande prédictive floue double,
il est nécessaire de calculer la loi de commande locale ks = Kx qui satisfait les hypotheses HP,
et HP3 et ce dans la région terminale définie par:

X. = {x/x -P-x<a}. (IV.20)

La matrice du gain K du controleur local linéaire est calculée en utilisant la technique LQR avec
les matrices de pondérations suivantes:

0=12 9 |R=1/350
0 1,300

Finalement, on obtient le gain suivant:

K = [-91.33 -4.70]

Nous allons maintenant calculer de la région terminale du réacteur CSTR. Dans ce contexte, la
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matrice P de la fonction de Lyapunov qui définit la région terminale X; est calculée en résolvant,
pour A=1, I’équation de Lyapunov suivante:

AP, -A-P, = -1-Q (IV.21)

avec:
e A¢=A+K-Bet
* la matrice du systéeme en boucle fermée est donnée par:

Q*:Q+KT.R.K

Finalement, la matrice P est donnée par:

b = |54.394 0.502
0.592 0.035

De plus, il est nécessaire de déterminer le plus grand o définissant les frontiéres de la région
d’attraction telle que les contraintes sur I’etat et sur I’entrée soient satisfaites lorsque x € X; et
la condition (111.42) est vérifiée. Ce probléme est résolu a travers une stratégie d’optimisation
telle que détaillée dans le chapitre 3 [22]. Par exploitation du toolbox d’optimisation de Matlab,
il résulte que a=0.62.

Pour stabiliser la température du réacteur T et la concentration C, vers leurs points d’équilibre,
la commande prédictive floue double exploitant la programmation dynamique floue (P.D.F) et
la technique de Branch & Bound est appliquée. L implantation pratique est faite avec les para-
meétres suivants:

 [I’horizon de prédiction N, est fixé a 2.

* les pas de discrétisation sont fixes a : Ay, = 3 pour la variable de commande, Ac, = 0.1
pour la concentration et A =4 pour la température.

Les univers de discours des contraintes et des objectifs flous sont choisis de fagon a ce que I’
hypothéses HP, (donnees dans le troisieme chapitre) est toujours vérifiée pour tout x apparte-
nant a la région terminale X; (cf.Tableau 34, page 79).
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Figure 1V.34 Contrainte floue et objectifs flous (Exemple3)

L’ algorithme de commande sera testé sur les deux conditions initiales suivantes:

[C,(0), T(0)]' = [0.7 350.5] et [C,(0), T(0)]' = [0.3 363]'
Les résultats de simulation sont illustrés sur les figures Tableau 35, page 80, Tableau 36,
page 80 et Tableau 37, page 81. A travers ces résultats on peut constater I’efficacité de I’algo-

rithme de la commande prédictive floue pour un horizon de prédiction N,=2. De plus, sa con-
vergence vers la région terminale est rapide.
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Figure 1V.37 : I’évolution de la commande u

1\V.6. Conclusion

A travers ce chapitre, nous avons illustré I’applicabilité de I’approche de commande prédictive
floue développée dans les précédents chapitres afin de valider sa faisabilité.

Nous avons également mené une série de simulations sur des systemes non linéaires largement
exploités dans la littérature relative au domaine et ce conformeément a la procédure détaillée au
chapitre 2 et 3. A travers ces exemples de simulation, nous avons mis I’accent sur les perfor-
mances de la méthode développée en termes de stabilité et convergence.

La croissance sans cesse importante de la puissance des logiciels de calcul, permet actuellement
la mise en oeuvre de la commande prédictive floue double d’une maniére relativement simple.
Cependant, une attention particuliére devrait étre donnée au choix de I’horizon de prédiction
afin de s’affranchir de calculs aussi lourds que inintéressants.
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CONCLUSION GENERALE
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons proposé une méthodologie de synthese d’une stratégie de com-
mande dans le cadre de la commande prédictive des systemes non linéaires. En effet, un contro-
leur prédictif flou est avanceé comme solution, dans le but de ramener I’état du systéme dans une
région terminale ou une commande locale asymptotiquement stable sera appliquée. La dé-
marche de la méthode proposée peut étre résumée par les deux etapes suivantes:

Dans la premiere étape, nous avons choisi les conditions nécessaires concernant la synthese
de la loi de commande locale. En effet, les fonctions d’appartenance des contraintes et des
objectifs flous, ainsi que la région terminale ont été fixés afin d’assurer la stabilité de la
méthode a travers un critére flou vu comme une fonction de Lyapunov.

Dans la seconde étape, nous avons opté pour des méthodes fiables pour résoudre le prob-
leme d’optimisation dans un contexte de temps réel (un calcul moins colteux) et plus
proche de la réalité (prise en compte de la présence de contraintes).

Sur le plan applicatif, I’accent a été mis sur la faisabilité et les performances de la démarche de
commande proposée sur des systemes non linéaires utilisés dans des références reconnues.

Ce travail ouvre plusieurs voies de recherche, aussi bien sur la conception de la commande que
sur les systemes non linéaires a considérer. En effet, parmi les extensions possibles on peut citer:

L’elimination de I’application de la loi de commande locale dans la commande prédictive
floue avec une déemonstration de stabilité.

L’élargissement des techniques de commande développées pour des systemes dynamiques
incertains. En effet, la majorité des techniques de commande développées au sein de la
communauté automaticienne utilisent des entrées précises. Cependant, les informations
délivrées par les organes de mesure sont par nature imprécises (qualité du capteur, sa
tolérance et son environnement). Dans ce cadre, si on se place dans un schéma de com-
mande en boucle fermée, il serait intéressant d’analyser et d’intégrer les effets induits par
I’utilisation des entrées imprécises sur la performance des algorithmes de commande
employés. Une attention particuliere sera donnée a la représentation des grandeurs
numériques incertaines par des approches possibilistes. En effet, si on considere des incerti-
tudes paramétriques, une représentation de ces derniers selon I’approche possibliste conduit
a la représentation et a la resolution des systémes a base d’intervalles et/ou d’intervalles
flous.
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Annexe

1.Rappels sur la stabilité des systemes

D’une maniere générale, la question de stabilité revéte une importance évidente en matiére de
commande. Bien qu’elle n’aille pas jusqu’a constituer I’essentiel du probléme de la commande,
qui est un probléme de performances et de précision, c’est une condition nécessaire, presque
toujours impérative, pour le fonctionnement des systemes de commande. L’ importance de la
stabilité s’explique par I’abondance des travaux qui lui ont été consacrés dans la littérature.
Pour diminuer le risque d’implantation d’une commande et minimiser le danger des conséquen-
ces d’une synthese insuffisante, il est donc nécessaire d’analyser le probleme de stabilité. D’une
maniere générale, la stabilité des boucles de commande est généralement assurée dans la mesure
ou tous les signaux d’entrée et de sortie restent borneés.

Dans le contexte de la commande prédictive, il est impératif de vérifier que la commande géné-
rée par I’algorithme permet d’assurer la stabilité. Cette annexe vise alors a donner quelques de-
finitions primordiales pour I’étude de la stabilité . Ces définitions sont essentiellement données
autour de I’approche la plus utilisée, a savoir la méthode directe ou la deuxiéme méthode de
Lyapunov.

2.Stabilité des systéemes dynamiques

Dans ce paragraphe, les concepts de la stabilité au sens de Lyapunov des systémes a temps dis-
crets seront abordés.
Prenons un systéme libre décrit par une équation de la forme:

x(k+1) = f[x(k)] (22)

ou f peut représenter une fonction linéaire ou non linéaire.

» Définition 1
Un point d’équilibre x™ est stable au sens de Lyapunov si pour chaque R > 0, il existe un r >0
tel que:

si [x(o=xT<r=lxk+n-xT<r wi>o0 (23)
+ Définition 2
Un point d’équilibre X" est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov, s’il est stable et s’il
existe un r > 0 quelconque tel que :

||x(k)—x*|| <r= Hx(k +1) —x*H -0, si:l—>o (24)
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« Définition 3

Un point d’équilibre x " est instable (au sens de Lyapunov) s’il n’est pas stable.

L’étude de la stabilite d’une solution arbitraire peut toujours étre réduite a I’étude de la stabilité
de I’origine en faisant un changement variable adéquat. Il est clair que la définition de la stabilité
donnée précedemment nécessite le calcul de maniere explicite de chaque solution correspon-
dante a chacune des conditions initiales. Cependant, les théoremes suivants permettent de remé-
dier a ce probleme.

» Définition 4 (Fonction de Lyapunov)

Une fonction de Lyapunov est dite candidate de Lyapunov, si et seulement si:
1. V est une fonction continue.
2. V(x)>0vx=0, et:V(x) =0 pour:x = 0.

AV(X) = 0, pour:x = 0
T AV(X)=V(x(k + 1)) = V(x(k))

Le théoreme fondamental de stabilité de Lyapunov peut maintenant étre énoncé de la maniére
suivante:

2.1.Théoreme 1 (Méthode directe, dite aussi Seconde méthode de Lyapunov)

Pour un systeme donné, s’il existe une fonction de Lyapunov qui respecte les trois conditions
énoncées précédemment, le systéme est alors stable. De plus, si la fonction de Lyapunov est
strictement décroissante, alors la stabilité est dite asymptotiquement stable.

2.2.Théoreme 2 (Théoreme d’invariance de LaSalle)
S’il existe | >0 et un ensemble (région) Q, = {x/V(x)<I} fermé et borné possédant les
propriétés suivantes:

1.vxeQ ona AV<O0
2. S’il existe un autre ensemble (région) telsque: =< Q;, et = = {X/AV(x) =0}

3. Si Mest le plus grand ensemble invariant, M — , alors la solution d’equilibre y(x,, t) con-
verge vers M, c’est-a-dire:

Xy € Q, x(Xp, ) > M lorsque t—oo (25)
A travers cette méthode, il est important de mentionner deux aspects importants:

» Il n’est plus question de stabilité, mais uniqguement de convergence.

» Lafonction V(x) n’est pas nécessairement définie positive.

Dans ce contexte, la théorie de LaSalle donne la stabilité asymptotique d’un point d’équilibre
lorsque les conditions V>0, Vx=0 et V(0) = 0 sont explicitement ajoutées. Ce théoréme
possede I’avantage de pouvoir s’appliquer a I’analyse de la convergence asymptotique vers un
cycle comme I’illustre la figure 1.5. De plus, le théoreme d’invariance s’applique aussi bien aux
points d’équilibre qu’aux cycles limites.
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Figure 1.38: Interprétation du théoreme de LaSalle
 Définition5
Une fonction a :R” — R" appartient a la classe K? si elle est continue et o(0) = 0<=x =0.
» Définition 6
Une fonction o appartient a la classe K* si a e K? et elle est non décroissante.
» Définition 7
Une fonction o apparient a la classe K” si o € K* et a.(x) —> o quand X —> .
» Définition 8
Une fonction o appartient a la classe K_ si o K" et elle est strictement croissante.
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Résumé

Cette thése présente une étude de la stabilité d’un contréleur prédictif flou basé sur la program-
mation dynamique floue. L’objectif de ce contrdleur est de ramener I’état du systeme vers la
région terminale ou un contréleur local stable sera utilisé. Ce qui nous améne vers une stratégie
de commande duale. La fonction de co(t est interprétée comme une fonction de Lyapunov avec
un horizon de prédiction déterminé et spécifié. La stabilité de la commande prédictive floue sera
garantie en imposant certaines conditions sur la région terminale, la loi de commande locale et
les fonctions d’objectifs et contraintes flous. La solution au probléme est donnée par la program-
mation dynamique floue et la technique Branch & Bound.

Mots-clefs :
Programmation dynamique, contrainte floue, objectif flou, systtme non linéaire, commande
prédictive

Abstract

This thesis introduces a study on a stable model based fuzzy predictive controller based on fuzzy
dynamic programming. The objective of the fuzzy predictive controller is to drive the state of
the system to a terminal region where a local stabilizing controller is invoked, leading to a dual
mode strategy. The prediction horizon is fixed and specified. The stability of the controlled sys-
tem is studied by using the value function as a Lyapunov function. Guaranteed stability is ob-
tained under conditions on the terminal region, the local control law and the membership
functions of fuzzy goal and constraints therein. The solution procedure is based on dynamic pro-
gramming with branch and bound.

Keywords: Dynamic programming, fuzzy constraints, fuzzy goals, nonlinear systems, predicti-
ve control.
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