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RESUME

Le travail présenté dans cette thése porte sur I'étude de différentes approches possibles, pour
resoudre un probleme d’identification des parametres dans le cas non linéaire.

Chacune des methodes presentées. est étudiée aussi bien du point de vue algornithmique que
numerique Les pertormances. les avantages et les inconvenients possibles, sont mis en evidence
grace a de nombreux exemples en relation avec des domaines muitiples

[.a methode des moindres carres est la methode la plus couramment utilisée pour tormuler un
probleme dhidentification On verra qu’il existe plusieurs possibilité pour minimiser un criterc
quadratique et que la mise au point d'algonthmes efticaces pour sa résolution revét toujours unc
grande importance l.a combinaison d'algorithmes deja connus pour leurs performances. avec
d autres methodes ameliore encore plus. leur etlicacite Cecit permet de developper des
algorithmes tonctionnant par application successive

On traitera egalement des problemes d optimisation des svstemes. en utilisant un algorithme de
contimuation (et algorithme permet le suivi de I'evolution de la solution du point de vue
trajectoire et stabilite 1l permet la detection des points singuhiers, tels que les points de
retournement et de biturcation  Pour cela. les differentes methodes de calcul du pas de
deplacement et des directions de recherche sont proposees

Lorsque le probléme se rapporte a des systemes modélisés par des équations differentielles avec
conditions initiales inconnues ou mal definies, on montrera qu’il serait plus intéressant de
proceder a une identification par etapes ou par application successive des algorithmes proposés
Ceci permet d’avoir des résultats d’une plus grande finesse et de gagner en temps de calcul



ABSTRACT

In this work different approaches for non linear parameters identification are introduced and
analysed

Numerical and algorithmic analysis are presented The performances, advantages and possible
shortcomings are highlighted by applying the approaches to a variety of test examples

The least squares method has been widely used in system identification. Various efficient
algorithms for minimising a quadratic cost are reviewed and analysed. It is shown that a
combination of these algorithms with other methods can improve their efficiency This leads
to the so-called class ot successive applications algorithms

We also consider svstem optimisation using a continuation algorithm This algorithm allows
us to track the solution in terms of trajectory and stability At the same time it can detect
singular pomnts such as limit and biturcation points Different methods for computing the
direction of search and the displacement step are proposed.

On the other hand when the system is modelled with differential equations with unknown or
badly defined initial conditions, it is shown that it would be more interesting to consider the
identification with successive applications of the proposed algorithms. This gives finer results
and decreases the run time.
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methodes iteratives, peuvent converger tres fentement ou tout simplement diverger s les valears
mitiales de Ialgorithme ne sont pas choisies dans le proche voisinage de la solution, on montrera
alors que introduction d’une methode de continuation dans ce cas. peut resoudre ce type de
problemes Nous illustrerons ces amehorations. par des exemples

Dans le deuxieme chapitre. on introduira la methode des B-Splines (Cette methode
surtout connue dans le domaine de la CAQO. est également utihsee pour Iidentification des
parametres Elle se base sur I'approximation des donnees relevees, par une courbe B-Splines
Apres, un rappel des définitions. des proprietes et des différents types de fonctions B-spimces
existantes. on détaillera I'algorithme de calcul de ces dermeres Dans la deuxieme partie de ce
chapitre. on developpera les etapes d une identification des parametres par ces fonctions et on
illustrera ceci par des exemples

Le troisieme chapitre, est consacré a la methode de continuation Cette methode
est de plus en plus utilisée dans le domaine de I'ingenierie Elle permet un suivi precis de la courbe
solution. du svsteme etudie On peut ainsi determiner tous les points de bifurcations et du
retournements Ces derniers. representent soit des minima ou des maxima locaux
Pour cela. les methodes de continuation les plus connues sont presentees ainsi que les differentes
etapes de calcul On detaillera surtout la methode de continuation par la pseudo-longueur d arc ¢t
le principe de la continuation successive La aussi. des problemes relatifs a des domaines tres
differents sont resolus par cette methode. ce qui montre I'eflicacite de cette derniere

Enfin le quatrieme chapitre, est reserve a la methode la plus recente. a savorr la
methode des sentinelles Aprés quelques définitions préliminaires, on fera 1'analogie avec la
méthode des moindres carrés et on définira ce qu’est une sentinelle, les conditions d’application
de cette méthode et son intérét. Les résultats relatifs a certains problemes sont compares avec
ceux obtenus avec la méthode de continuation et celle des B-splines.

Enfin. les résultats d’une identification des paramétres en deux étapes pour des systemes definis
par des equations différentielles y sont présentés. Cette fagon de procéder semble étre assez
intéressante.



CHAPITRE 1

IDENTIFICATION DES PARAMETRES
DANS LES PROBLEMES DE MOINDRES
CARRES NON LINEAIRES
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I - Introduction

[.es problemes d'identitication les plus couramment rencontrés, concernent |'identification dc

parametres meonnus A 1A, LA A : .a partir de Zd(1)). les mesures effectuees sur le

"ne

svsteme, a differents instants ) (5 1. .m)
l.a demarche habituellement suivie pour 1'identification de ces parametres est la suivante

1° - déterminer le_maodéle  ce dernier consiste en une ou plusieurs equations mathematiques
representant le comportement d’un systeme ou d’une situation physique et faisant intervenir les
parametres inconnus, que 1'on cherche a identifier

2° - définir un _critere A cause des erreurs de mesures d’une part et I'inaptitude a trouver un
modele mathematique qui puisse rendre compte exactement de la realite d’autre part, il est plus
judicieux de prendre comme critere. ¢ ( A ). la somme des carrés des écarts entre la solution du

modele (que V'on notera v(x. 1)) et les observations Zd(t)), faites aux différents instants tj (
Phoom)

3° - déterminer le minimum du_critere. Cette operation revient a déterminer les parametres A™
pour lesquels les solutions du modele approchent le mieux les observations. Les methodes les plus
utilisees pour cela, sont les méthodes d’optimisation.

S1 on doit seulement, déterminer

min @ (A) (1.1
on a un probieme d’optimisation sans contraintes. Par contre, si on doit déterminer :

min ¢ (A) (1.2)
avec IT(A)~0 et/ou S(A)<O0

On a un probleme d’optimisation avec contraintes.

11- Méthode des moindres carrés

Dans le cas général, un critére de moindres carré, est défini comme suit:

1 & 2
p(A)=-221 (1) (13)
2"’]’ by
avec.
S =y (A0~ zd, (1.4)

k et m représente respectivement, le nombre de grandeurs modélisées et mesurées, et le nombre de
mesures.

Cette forme simple, peut donner des résultats non satisfaisants, en particulier pour les raisons
suivantes:

a/ les mesures Zd,; peuvent représenter des grandeurs physiques diverses, mesurées sur
des échelles différentes. Ceci peut entrainer la perte de certaines informations vu que certains
résidus vont dominer
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b/ Certaines observations sont plus importantes , pour |’estimation des parametres quc
d’autres Pour cela il faut mettre en evidence cette importance dans le critere a minimiser

Une solution unique peut resoudre ces problemes, a savoir

Auribuer un poids posittf Wy, différent a chacune des fonctions fi, Le critere a minimisct
devient alors

! m
P(2)=-22w, [ () (1%
k gy 1

un poids, relativement plus faible, sera attribué aux observations mesurées sur une plus grande
echelle ou jugees peu sires. ainsi que qu’aux informations d’intérét moindres pour I’estimation
des parametres

Dans le cas ou k=1_ c’est a dire que I’identification des parameétres doit se faire, a partir des
mesures relatives a une seule grandeur, on prend w = 0.5.

11-1: Pour un probléme sans contraintes
11-1-1 : Conditions d’optimalité

a/ Définition

- Un point A'est dit minimum local d’une fonction ¢ ( A ), s’il existe & >0 tel que, si V /
A-Al<d. ona @(27)<p (2 )

satistaisant

- Un point 2" est dit minimum global d’une fonction@ (L), VA ,0ona ¢ (A )< (4 ).

- Tout mimmum global est un minimum local

b/ Conditions du 1° ordre

Si ¢ ( A ) est continue et continiment dérivable; alors pour 8A suffisamment petit, on peut écrire
que

pla+64) = (2)+g(a) sa+o(sa|) (10)
et pour A" le minimum global on a:

P(A+6A)=2p(17) VA (r 7
soit:

g(A’)saz0, vér (18)

cette expression ne peut étre que nulle, car si elle est positive pour 4 , elle sera négative pour
-04 , d’ou:

ap (47)=g(27) =0, (19)
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cela signifie qu’au voisinage du minimum on a, au 1° ordre
AVRFIIERAVE (1.10)

¢’est a dire que la fonction objective est stationnaire au premier ordre pour un minimum sans
contraintes

¢/ Conditions du 2° ordre

. Jlpld
Si on suppose que 1/( 4 ), la matrice constituée par les éléments ;,%A—) existe partout et
: J

qu’elle est continue, on a alors pour 3\ suffisamment petit, le développement de Taylor jusqu’au
2° ordre suivant:

p(i+6d)=9p (,1)+g(,1)5,1+—;51'11 (1)sa+o(sa]’) (1.11)
et pour A’ le minimum global on a:
O(A+6A)z@(A7) VA (1.12)
et
ga)=o, (1.13)
ce qui implique que:
—;—5/1'11(,1‘)5,120 (1.14)

Cette inégalité signifie que la matrice des dérivées secondes est non négative. C’est la condition
nécessaire de minimum.

Si en plus la matrice des dérivées secondes H (4°) est définie positive alors 64 H{A") 64 nest
jamais nul pour SA#0 et les termes d’ordre trois sont toujours négligeables pour &4
suffisamment petit. Ce qui fait que, la condition suffisante pour que A" soit un minimum est:

g(A7)=0 et H(A") définie positive. (1.15)

d/ Conditions d’optimalité

Si @ ( A ) est une fonction deux fois dérivable, la condition suffisante pour qu’un point A soit un
minimum local est que:

I/ - Le gradient g ( A" ) soit nul: g(A")=0
2/ - la matrice des dérivées secondes ou Hessien H( A ") soit définie positive:

Si H(A) est définie positive et g(41°)=0 V 4, alors A’ est I’'unique minimum global de ¢ .
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11-1-2: Les méthodes de résolution
Les methodes d’optimisation les plus utilisées sont des méthodes itératives de la forme
A=A +pd (110)
ou
p, d, et d représentent respectivement le pas et la direction suivant laquelle on minimise.

Cette derniere doit étre une direction de descente et le pas doit étre choisi de telle maniere a ce¢
que 'on ait

P(2,.)<p(,) (117)

Il existe une multitude de méthodes de ce type. Elle différent les unes des autres par le choix de p
et de

Ainsi les methodes, dites de gradient, sont des méthodes qui vérnifient la relation iterative décrite
precedemment, avec:

d=-Rg (11%)
ou R represente une matrice définie positive et g, le gradient de la fonction a minimiser.
Ce sont des algonthmes, du type

AI-IZ)"I_pI ngl (ll())

a / Méthode du gradient simple ou méthode de descente

(est la methode d’optimisation, la plus ancienne et la plus connue. Elle a été introduite par
Cauchy en 1848 et consiste a faire les itérations

-

A=A -p g (1.20)

( R etant prise égale a la matrice unite )

p. est choisi de maniere optimale; 1l doit donc, venfier:

P(A, )<p(A,) (1.21)

L."inconvénient majeur de cette méthode, c’est la vitesse de convergence. Cette derniere dépend
essentiellement du rapport entre la plus grande et la plus petite valeur propre du Hessien, de la
fonction a minimiser Elle sera d’autant plus faible que le rapport est trés petit devant 1.

C’est le cas des fonctions avec des contours étirés; la fonction décroit trés rapidement au début.
ensuite, la convergence devient trés lente.

Des vanantes de cette méthode existent dans la littérature [1-10]}[1-16],mais elles sont pecu
utilisées car , bien que meilleures du point de vue convergence, elles sont couteuses en temps de
calcul
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b/ M¢thode du gradient conjugue

l.a meéthode du gradient conjugué décrite initialement par Hesteness et Stietel (1952) est un
algorithme qui utilise les directions conjuguées w, pour la résolution des systemes d’équations
lineaires. ayant une matrice de coefficients, symétrique definie positive.

I."analogie entre ce genre de problemes et la minimisation d’une fonction quadratique, est telle
que Fletcher et Reeves[1-9] ont proposé d’utiliser les vecteurs de directions conjuguees w, pour
minimiser un critére quadratique

l.es directions conjuguee w, sont definies par la relation:

d=0=-g +a .0, (1.22)
ANVEeC

Wy = — Lo
a, est choisi de telle maniére a ce que, la relation :

(Aw 0, |)=0 (1.23)
soit verifiee
Cest a dire

=0 ) (1.24)
(Aw, |,0, )

A étant une matrice définie positive

Les itérations de I’algorithme du gradient conjugué sont sous la forme:
l:-I: 2’1— pra)l (125)

avec w calculé comme indiqué plus haut et p, choisi de maniére optimale.

Pour des fonctions quadratiques définies dans R™, la méthode converge en N itérations.

Pour des fonctions quelconques, le nombre d’itérations nécessaires dépend du choix des valeurs
imtiales et de la précision désirée mais I’algorithme doit étre réinitialisé au bout de (N+1)
iterations

Cette methode est beaucoup plus rapide que la méthode du gradient simple presentee
precedemment

¢/ Méthodes de Newton et Quasi-Newton

Pour cette méthode, les itérations sont de la forme:
A.,=A-H'g (1.20)

c’estadireque: p =let d =—-H 'g , H étant la matrice des dérivées secondes ou Hessien.
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- Pour une tonction quadratique, dont la matrice des derinvees secondes est definie positive, cette
methode converge en une seule itération
- Pour une tonction quelconque. la méthode ne converge pas en une seule iteration, mais elle reste
bonne tant que la matnice H est definie positive
Au voisinage du minimum, la convergence devient quadratique Ceci explique pourquor la
methode converge parfaitement. si les valeurs initiales du processus itératif, sont choisies dans un
proche voisinage de la solution
Toutetois. Cette méthode tres performante trouve une utilisation restreinte, et cela pour les
raisons suivantes

- La condition nécessaire pour 1'application de cette méthode, est que la mairice des

derivees secondes de la fonctionnelle soit défime positive.

- Lo calcul des dérivées secondes est souvent, fastidieux, peu évident el cher en temps

de calcul.

Pour remédier a ces inconvénients des méthodes dites du type Quasi-Newton, furent proposées
Elles sont toutes basées sur le calcul approximatif du Hessien ou de son inverse.

1 - Méthode de Gauss-Newton

Soit a minimiser la fonction

1 & 2
o(a)=52f (4) (1.27)
71
le gradient d’une telle fonction est égale a:
g(A)=J"(A)f (1) (1.28)
ou
of,

J (A ) représente la matrice jacobienne dont les éléments sont : 5,1_0 =L...m i=L._..n

et le hessien H est une matrice constituée par les éléments:

= Cf, (A) A, (A 7z
Hoy(i)= LA LE Zﬂf(;l)f(i) (1.29)
[} 4 a < B

La simplification, introduite par Gauss, dans la formulation du Hessien, consiste a négliger dans

I’expression de H, le terme Zﬁlf (4 )f (1) devant z:, C?c{).(j) ﬁ;;[(:) )
Ce qui permettrait d’écrire que:
af (A A
H,,(1)=2 f( )5;{; ) (130)
=1 Y]
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Soit
H(A)Y=J'(A).J(A) (131

Par cette approximation, la formule itérative de Newton devient:

o= =[] g (132)

Cette simplification suppose qu’au voisinage du minimum A °, le résidu f, (1) est tres faible
C'est a dire f (A1) — 0 quand A —> A~ On évite ainsi, le calcul explicite des dérivées secondes.

ce qui du point de vue temps de calcul, représente un gain appréciable par rapport a la methodc
de Newton imnitiale

I'outefois. cette simplification ne peut étre faite que si I’hypothese sur les résidus est verifiec
Plusieurs variante de cet algorithme existent egalement dans la littérature. On citera. a titre
d’exemple ceux proposées par Gill et Murray dans les reférences [1-11] et [1-12]

2 - Méthode de Davidon-Fletcher - Powell (DFP)

1.'algonthme DFP proposeé par Fletcher- Powell[1-8], est une amélioration de !"algorithme initial
decrit par Davidon[1-6] La méthode utilisée est une méthode de quasi-Newton utilisant les
directions conjuguées. L'inverse du Hessien H(A), est approximé par une matrice ( (4)
symetrique définie positive.

Les iterations étant de la forme:
i.=A-pH'g (1.33)
On designe par:
-H, ,=H(A,.,) et H =H(A,)
-8..=8(1,) et g =g(4,)

et on pose:
S5 =R A
") TEiaTE
le développement en série de Taylor de g, nous donne:
& =8 Hi (A~ A, )+A =g~ Hy, 5, + A (1.34)
en négligeant le terme A dans I’expression précédente, on obtient:
Ve = Heys, (1.35)
ou alors:
s, =[H, . Ty, G, s (1.30)

10
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(5, , étant la matrice qui approxime [#/, ,] ' Elle est calculée itérativement, en ajoutant a chaquc
fois un terme de correction ¢, a la matrice (s,

G, =G, +C, (137)
Dans la méthode DFP, le terme de correction C, est calcule grace a la relation ( 1.38)
C, =su, -G,y v, (1.38)

avec u, ,v, des vecteurs non nuls tels que:

u,y, =1 et vy = (1.39)
pris €égaux a
s G
u, ===+ et v, =— £ s (1.40)
Se Vi Y Gy

En remplagant u, ,v, et C, par leur valeur dans la relation (1.38), on obtient la formuie de calcul
de la matrice approximant I’inverse du Hessien:

Gy =G s, -Gy, vy

sts: - kak[thh], (14])
SV YiGe Y

Au depart. on choisi une matrice symétrique définie positive quelconque; la matrice identité par
exemple

:(]k+

Les iterations deviennent alors de la forme:
;LwI:AI_plGlgl (142)

o etant calculé a chaque itération de maniére optimale.

3- Méthode de Broyden-Fletcher - Goldfarb-Shanno (BFGS)

Cet algorithme, développé en 1970, consiste a faire les mémes itérations que la méthode DFP.

mais il utilise pour la construction d’une approximation du Hessien, une formule dénvée de la
DFP

Les auteurs ont montré que, si on interchangeait s, et y, dans I’expression (1.41), on obtiendrait
la matnice M, , définie comme suit:

+yty; _ Mkst[Mksk]‘
yksl S;Mk Sy

M,.. =M, (1.43)

et qui vérifie :
M, S =Y, (1.44)

avec M, une matrice symétrique définie positive arbitraire.

11
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Cette matrice va approximer le Hessien. Pour obtenir I'inverse, 1l suttit de prendre | inverse de la
tormule

r . M ! T"A"-I [.A' ) M 1 M 1 ‘_r 1
[M*'l]]:[Mk]|+L]+)k[ v;k] yklsjs" J‘ 81)/‘[ k] .,+{ k] Vi ‘
‘skyk Sk_}k “kyk J
soit:
T G Tt 1 [5Gy +Gopast
(;*“:(;k +\\]+yk [Ik}/klsfs‘k _ e Vi ‘r+ kykS‘J (145)
SiVx S Vi SV

avec (;, une matrice symétrique deéfinie positive arbitraire et p, calculé de maniére optimale a
chaque iteration.

Comme pour la méthode du gradient conjugue, les méthodes BFGS et DFP doivent étre
réinitialisees périodiquement, si la fonction a minimiser n’est pas quadratique. Toutefois la
méthode BFGS est beaucoup plus performante que la méthode DFP.

Remarque

Dans plusieurs algorithmes présenteés précédemment, on doit calculer a chaque itération, le
parametre p, de telle maniere a minimiser la fonctionnelle dans la direction - d.

A cet effet. Fletcher et Powell[1-8] ont proposé un algorithme basé sur I’interpolation cubique, en
utilisant les valeurs des fonctions et du gradient en deux points : x, €t z,, tels que :

z, = x, + XS, (1.46)
avec .
5, = 8.1~ & (1.47
et x >0 ( par exemple =1)

L’estimation de p, , est donnée par la relation :

(g.s)+a-p
= 1- = 1.48
p= 21"y (gl s)+ 2@ (1.48)
ou

w =B -(gls)(gs) (1.49)
et

3 t t

V] =}-(¢,-¢,)+(g,s,)(g,si) (1.50)
a I’itération 0, on choisi :

z, = X, + 1S, (1.5

12
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avec

—2( " (00)

,=min( I, p
4 (8.5)

) (152)

@, represente le minimum prédit pour la fonction a minimiser. Pour un probléme de moindres
carre, ¢, = 0.

Il est necessaire de s’assurer que @(x, +a,s,) soit inférieure a @. et @.. Dans le cas contraire, 1l
faut reprendre I’interpolation.

4/ Mdéthode de Marquardt

L."algorithme proposé par Marquardt|1-18] se base sur la méthode de résolution des problemes de
moindres carré non linéaire proposée par Levenberg[1-15]. Il consiste a faire les itérations
sulvantes

i1-1:)‘17_['11 -h‘*#k[)f]'gk (153)
ou.J et g représentent respectivement le jacobien et le gradient.

- D’ est une matrice diagonale dont les €léments sont égaux aux éléments de la diagonale
principale de la matrice /' J

- 1 est une variable positive que I’on calcule a chaque itération. Elle est choisie de telle maniére a
cequelonaitt @4, ,)<e(4))

Partant de valeurs initiales A,, , oncalcule ¢ ,,4,.,.9,.,

-st (A, )<@(A,), A, estremplacé par 4, , et u, est divisé par un pas de decrementation
4 , constant ou variable.

- st (A, )2 @(A,), A, est conserve et u, est multipli¢ par un pas d’incrémentation
constant ou variable.

Cette méthode offre I’avantage de combiner deux méthodes:

- lorsque u est tres petit, u D? devient négligeable devant J J ; on a une résolution par
Gauss-Newton.

- lorsque u est trés grand, J'.J devient négligeable devant u D’ ; on a une résolution par la
meéthode du gradient.

11-2: Probléme avec contraintes

11-2-1 : Avec contraintes de type égalité

Déterminer:

min @ (A) (1 56)
avec L(A)0  (=1,..p)

13
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Si ¢ ( A)etlesT, (A) satisfont aux conditions de continuité, pour qu’un point regulier A* soit
un minimum local. il est nécessaire qu’il existe des parametres 4, tels que la fonction

LA )= (A)+ 2wl (A) (157)

soit stationnaire par rapporta A et u:

LA, u)=0, r(X)=0 (i=1,..p) (158)

Les 4, sont appelés parametres de Lagrange et la fonction 1.{ A, u ) le Lagrangien.

On ramene ainsi, Pour les conditions du 1° ordre, le probleme d’optimisation avec contraintes de
type égalité a un probleme sans contraintes. Ce raisonnement est évidemment valable seulement si

les gradients des contraintes ne sont pas nuls. Dans le cas contraire, il faut développer a un ordre
superieur

l.e developpement du Lagrangien au 2° ordre, par rapport a &) suffisamment petit donne:

],(/1+5l,,u)5L().,y)+l,i(2.,,u)5/1+%5/1'L“(l,p)5l+()(“52\r) (1.59)

et comme. pour A le minimum global on a:

LA u)=0, (1.60)

on peut donc écrire:
L(A+6Au)=L (I,,u)+—;'5/1' L, (£, u)ea+0(6al) (161)

D’autre part, on sait, par définition du Lagrangien que si (A + 5A) appartient a ’ensemble des
solutions admissibles, alors:

L(A+8 A4 )=@(A+8,4) (R(A)=0) (1.62)

En opérant ce remplacement dans I’équation (1.61), on arrive a:

o(A+84)=L (L. u)+ %5,1' L, (Z.p)sa+ocsal ) (1.63)

Ce qui nous permet de conclure que pour que A* soit un minimum local, il faut que :
I - ]‘/‘.(’1":”) =0,
5 _ La matrice des dérivées secondes du Lagrangien L, (I 7 ) , soit non négative dans

I’ensemble g défini par p={v/Fav = 0}.

14
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11-2-2 : Avec contraintes de type inégalité

Determiner

min @ ( A) (1 64)
avec S,(A)=<0 Gg=1,..9

l.e nombre de contraintes peut étre supérieur au nombre de parametres a identifier, sans pour
autant que le domaine des solutions admissibles soit vide. Cependant, en tout point de ce
domaine, le nombre de contraintes qui peuvent étre saturées simultanément est au plus égale au
nombre de paramétres inconnus. Il est évident que ces contraintes doivent étre indépendantes.

On dit que la contrainte S; ( A ) est saturée lorsque on a S; (A ) = 0 ( ce qui n’est pas equivalent a
une contrainte de type égalit€)

Le Lagrangien s’ écrit:

L(Ae)= 9 (1)+ 25,5, (4) (1.65)

et les conditions d’optimalité sont:
1- 1,(4%€)=0,
2-S,(A*)=0 (=1,..9)

avec I, (Z,&) non négative.

Pour tester si la fonction a minimiser, augmente vers I’intérieur du domaine admissible, il faut de
plus écnire:

@, 0120, Vﬁl/SJ'_‘o"l<0 (1.66)
Comme

@, (X)=-¢,5 , (%) (1.67)

une nouvelle condition nécessaire de minimum, est que:
£,20 (1.68)
Si - S;(A*)<0 alors ¢ =0
- S(A*)=0 alors £20

13
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Ce qui correspond a la condition.

S, (A*)g, =0 (j=1,..,9) (1 69)

La condition de signe distingue les parametres £, des paramétres de Lagrange; On parle alors de
parameétres de Khun et Tucker.

Les conditions d’optimalités sont donc les suivantes:
|- 1 (A%€)=0,
2- £8,(A*)=0 (=1,.,9
3-¢ >0 G=1,.....,9)

avec [ (A 5) non négative
A4 ? )

Ces conditions peuvent étre obtenues, en ramenant les contraintes de type inégalité a des
contraintes de type égalité, par I’artifice suivant:

S5 (H<0 & S (AD+1,=0 (1.70)

Les parametres T, étant a déterminer en méme temps que les parametres A.

[1-2-3 : Méthodes de résolution

Plusieurs meéthodes ont été développées pour la résolution des problémes de programmation non
lineaire. avec contraintes[1-7][1-21]. Parmi tous ces algorithmes, les méthodes de pénalisation
sont certainement celles qui sont les moins compliquées a programmer €t en méme temps, les plus
efficaces.

Elles consistent a résoudre le probleme par la construction d’une séquence de solutions d’un
probleme d’optimisation sans contraintes.

Le probléme initiale s’écrit alors sous la forme:

min (@(1)+a, p,(A)+a, p, (1)) (1.71)

avec p (A)., p,(A): les fonctions de pénalisations et a,,a, une suite croissante de nombres
positifs.

Les fonctions de pénalisations sont en général définies par:

p(A)= Z_;(max(S.u), 0))* (1.72)

16
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et

L1

p(A)= 25D ou p(A)= —ZT:og(-s,(A)) (1.73)

Les algorithmes récemment développés utilisent plutot la fonction exponentielle [1-24].
Soit:

Sm(,l)szx(l)zmax(SJ(A)) i=1,......q9 (1.74)
on pose:

] _
S(A)=S8. (A )+;loga(iap(s'(“ Ser (A0 y (1.75)
=1

le probléme revient ensuite, a résoudre le probléme sans contraintes:
min go(/1)+ot'S,().)+a"S,(}.)2 (1.76)

en utilisant une méthode de gradient, par exemple.

On remarque que:

1
Sm(ﬂ)SS,(ﬂ)S(Sm(/lH;lOsa q) (@®>0) (1.77)

Si on accepte une erreur to, telle que:

1
mloga q < tol (1.78)
alors la base a doit vérifiée:

1
.tol
a>q ‘p‘ f0 (1.79)

Dans I’algorithme, les valeurs de a (a>1), a ,a’ sont mise a jour a chaque itération.

Dans certains algorithmes, on utilise directement la base e ( népérien) au lieu de la base a.

17
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I1l- Performances des méthodes du type gradient

[.es methodes d optinusation du type gradient, sont des meéthodes iteratives l.eur efficacite
depend essentiellement des proprietes de la fonction a minimiser, du nombre de parametres a
estimer ainst que du choix des valeurs initiales pour I'algorithme

l.es methodes DFP et BFGS sont supérieures, du point de vue convergence, a la méthode du
gradient conjugué mais elles ont 'inconvénient de nécessiter a chaque itération, un temps dc
calcul et un espace mémoire plus grands C’est pour cette raison, qu’on evite de les utiliser pour
le resolution des problémes comportant un nombre de vanables important.

l.a methode de Gauss-Newton est tres performante, pourvu que la condition sur les residus soit
verifiee

f.a méthode de Marquardt est considére comme 1'une des methodes de resolution de problemes
de moindres carrée non linéaires, les plus efficaces [1-1][1-2] De plus, et contrairement a la
méthode BFGS, elle ne nécessite pas des calculs longs ni d’espace mémoire important.

Pour mieux situer les performances des méthodes du type gradient, nous avons résolu différents
problemes de notre choix, en utilisant les deux méthodes les plus performantes ( d’aprés la
littérature), a savoir les méthodes de Marquardt et BFGS. Pour cela, on utilisera successivement
chacune des deux algorithmes avec des valeurs initiales différentes.

Probléeme N°1

y(1r x)=xe (ra) x.e¢ (rx)
les données vy, sont calculées avec cette expression et pour x =[ 2; 1, 1.5;2 ]
Le probléme est résolu, en initialisant chacun des deux algorithmes avec différentes valeurs
initiales On remarque alors que pour certaines valeurs initiales, les algorithmes convergent vers v
en un nombres d’itérations indiquées dans le tableau n°l; alors que pour d’'autres, on a
divergence

Valeurs initiales BFGS Marquardt
[3.1.3:2] n_iterations = 10 n iterations = 8
[3.0.3:1] n_iterations = 30 n. iterations = 10
{1 1;1) divergence n. iterations = 8
[3,0,0; 1] divergence n. itérations =9
2,0, 1, 1} n. itérations = 16 n. itérations = 10
[2.2;2;,2] divergence n. itérations = 8

Tableau n°1

18
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Probléme N°2

—(t x,)’ ~t x,)°
27 4 x.e

y(t x)=x¢ s

les données y; sont calculées avec cette expression et pour x =[_2; 2, 2.5, 4 ] et les résultats
obtenus pour ce probléme, sont représentés dans le tableau n°2.

Valeurs initiales BFGS Marquardt
(2. 1,1, 2] n. itérations = 9 n. iterations = 7
[2.0;1;2] n itérations = 18 n iterations = 10
[3.0;1.1] divergence n. iterations = 11

[3.0; [;05] divergence divergence
[3.0; 3, 1] n. itérations = 30 n. itérations = 16
[2,0;1;1.5] n. itérations = 22 n. itérations = 10

Probléme N°3

les données y; sont calculées avec cette expression et pour x =[ 0.25,0.4;0.5;0.4 ] et des valeurs

Tableau n°2

x, (17 +x,1)

y( x)=

de t comprises entre O et 10 avec un pas égale a 1 (m=11).

(I'+x,0 +x,)

Les résultats obtenus pour ce probléme, sont représentés dans le tableau n°3.

Valeurs initiales

BFGS

Marquardt

[01,01,01,01]

n itérations =12

n. iterations = 12

(10, 1, 5. 1)

divergence

n. itérations = 36

(1. 1, 1; 1j

n. itérations =20

n. iterations = 12

(10, 10; 10 ; 10]

n. itérations =138

n. itérations =41

(1. 100; 10, 1]

n. itérations = 185

n. itérations — 119

[01, 0.1, 0.5, 0.2}

n. itérations = 16

n_ itérations — 12

Iableau n°3

19




fedonttitic ctiens dos paramerres deos les problenies de momdres carres

Probleme N°4

! .
v x)=x,+———, avec v=16-¢ et w= min(v,/)
X,V 4 X W

les données vy; sont calculées avec cette expression et pour x =[ 0.1; 5, 0.84 ] et ¢ prenant des
valeurs variant de 1 a 15 avec un pas égale a 1 (m=15).

Les résultats obtenus pour ce probléme, sont représentés dans le tableau n°4.

Valeurs initiales BFGS Marquardt
{11y n_iterations = 12 n itérations = 10
[10. 1, 1] n itérations = |3 n_ iterations = 10
[0, 50,0] divergence n. itérations = 17
[10;1,15 ] divergence divergence
[0. 0.1, 0] n. itérations = 18 n. itérations — 12
[0,50;10] divergence n. itérations = 22

Tableau n°4

Probléme N°S

y(t x)=(x, +x,0 —€')’ + (x; +x,sin(?) - cos(?))’

les données y, sont calculées avec cette expression et pour x =[ 2; 25; 5; -5 ] et pour ¢ vanant
entre O et 4, avecun pas de 0.2 .

Les résultats obtenus pour ce probléme, sont représentés dans le tableau n°5.

Valeurs initiales BFGS Marquardt
(1. 10, 1;0] n_sterations = 20 n itérations = |2
[1. 20, 4, -2] n_ iterations = 14 n. iterations = 10
[0, 20, O, -2] divergence n. itérations = 10

[1, 15, 10; -10] n. itérations = 18 n. itérations = 9

[ 1, 40; 10, -10 } divergence divergence

Tableau n°5
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On remarque que le nombre d’iterations nécessaires pour la convergence de la methode de
Marquardt, est moins élevé ou au pire du méme ordre que ceux nécessaires pour la methode
BFGS Sachant qu'a chaque iteration, la 27 methode nécessite plus de calcul Ceci montre une
supériorite de la méthode de Marquardt

[D autre part. on remarque (ue pour certaines valeurs initiales I’'un des deux algorithmes, voire les
deux divergent

La majorite des études faites sur les meéthodes itératives, ont montré que ces dernieres sont
performantes. si les valeurs initiales sont choisies dans un proche voisinage de la solution Dans le
cas contraire, elles peuvent converger tres lentement voire méme diverger.

1V- Méthode de continuation

Dans la plus part des problemes d’estimation des paramétres, on n’a pas une connaissance a priori
des valeurs numeriques des parametres a estimer. Le choix des valeurs initiales, de 1’algorithme de

resolution se fait alors de fagon arbitraire On peut donc s’attendre a une divergence possible de
I"algonthme

les methodes de continuation telles que celles decrites dans [1-23][1-24] constituent une solution
a ce type de problemes La convergence d’un l'algorithme itératif se trouve, tres souvent
ameéliorée. méme pour un mauvais choix des valeurs initiales.

Le principe de ces méthodes consiste a modifier le probléme initialement pose, par I’introduction
d’un parametre indépendant & € [0.1). dans la fonction cout initiale tel que pour:

k=0 on a une fonction cotit qui est minimale pour les valeurs initiales choisies.

_k=1" on retrouve la fonction colt initiale, que I'on cherche a minimiser.

Le probléme revient donc a chercher les minimas des fonctions:

‘Pb(A)ZZ(ff)z(ﬂ) (1.54)
avec
Sy =LA+ k=S (o) (1.55)

Pour chacune des valeurs intermédiaires &j de k (0 = ko< k/<...< k =1 ), on obtient une
fonction colit intermédiaire dont on déterminera le minimum ( ¥ )*. Le minimum ( A )* de la
fonction ¢ (A4 ) sera également le minimum de la fonction @ (4 ).

Le pas Ak peut étre pris constant ou variable.
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Pour montrer les améliorations apportees par cette methode Nous avons reésolu les problemes
precedents, avec les mémes algorithmes combinés a la méthode de continuation

On s’est surtout intéressés aux cas des valeurs initiales pour lesquelles on a eu divergence
auparavant lLe pas a ete pris constant, égale a 0 2 ( sauf dans le cas du probleme n°4 ou on a eu

convergence avec un pas de O 1) Les résultats obtenus sont indiqués dans les tableaux numeérotes
deoals

Probleme N°1

Méthode : BFGS Yaleurs initiales : [3, 0,0, 1]
parameétre k parametres nombre itérations

02 2.4445,0.0042, 0 655,146 15

0.4 1.8899, 00111, 1309, 14609 12

0.6 1.3377,0.0247 19608, 1 4628 11

038 0.7955, 0.0639_ 2 6026, 1 4683 12

1 1 9999 1 0000, 1.500, 1.9999 21

Tableau n°6

Pour les valeurs initiales [1; 1;1 ;1] et [2; 2; 2; 2], on a toujours divergence de la méthode BFGS.

Probléme N°2

Méthode : BFGS Valeurs initiales : [3,0; 1, 0.5]
parameétre k paramétres nombre itérations

0.2 3.0775,0.226 ,05318, 3.1924 15
04 2.3677,0.3677, 1 0554, 32743 6
0.6 1.7361,0.7336, 1 5644, 3 3906 6
0.8 1.6089 16922 19977 3 8231 8

1 2.0000, 2.0000, 2.5000, 4.0000 7

Tableau n°7
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Méthode : Marquardt

Valeurs initiales : [3. 0, 1.0 5]

parametre k paramétres nombre itérations
02 27912 0260, 006681, 2 1585 12
0.4 22296, 0.5358, 1.0675, 3.2051 8
0.6 | 7635,0.9787, 1.5498, 3.4717 6
0.8 1.7651, 17061, 1 9971, 3 8385 7
1 2.0000, 2.0000, 2.5000, 4.0000 7

Probléme N°3
Méthode : BFGS

Tableau n°8

Valeurs initiales : [10; 1,5 ; 1]

parameétre k paramétres nombre itérations
0.2 8 0512, 1.0466, 5.0259, 1 0685 15
04 6 1025, 1.1234 50695, 11779 16
06 41541, 1.2747,5.1581, 1.3810 16
0.8 22067, 17157, 54373, 1.8998 17
| 02499 0.4000, 0. 5000, 0.3999 36

Probléme N°4
Méthode : BFGS

Tableau n°9

Valeurs initiales : [ 0; 50; 0]

parameétre k parametres nombre itérations
0.2 0.0215, 17,9019, 2.0001 14
04 0.04, 10.8851, 1.5383 12
0.6 0.06, 7.8183,1.2118 10
0.8 0.08, 6.0994, 0.9935 10
1 0.1, 500, 0.84 10

Tableau n°10
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Méthode : Marquardt Valeurs initiales : [ 10, 1. 15]
parametre k paramétres nombre itérations

02 8018, 20672, 06879 4

04 6.040, 3.529, 5909 12

0.6 4.0608, 4443, 33917 12

0.3 2.0807, 48718, 1.8216 12

1 01, 5, 084 16

Tableau n°11

Méthode : BFGS Valeurs initiales : [1 ; 10; 15 ]

Pour ces valeurs initiales et un pas de continuation constant de 0.2, on a divergence Par contre
pour un pas égale a 0.1, on a convergence. Les valeurs obtenues, pour certaines valeurs de k, sont
indiquées dans le tableau n°12.

Paramétre k parametres nombre itérations
0.1 0.0088, 15228, 12.085 14
03 7.0204, 28741, 7.6350 12
0.6 4 0608, 44437, 3.3915 11
09 1.0904, 4 9631, 1.2748 0
1 0.0999, 5.0000, 0.8399 9

Tableau n°12

Probléme N°5
Méthode : BFGS

Valeurs initiales : [ 0; 20,0 | -2]

parameétre k parameétres nombre itérations
0.2 0.6732,21.0371,4 01181, -4.8805 21
0.4 1 0355, 22.1196, 4 8091, -5.9696 10
0.6 1.3771,23.1339,5.1407, -6.2361 11
0.8 1.7015, 24.0903, 5.1764, -5.9106 9
1 2,25, 5, -5 9
Tableau n°13
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Methode : Marquardt Valeurs initiales : |1 . 0. 10, -{]

paramétre k parameétres nombre itérations
02 | 9606, 28 3471, 8 6821, -4 5067 14
04 22303, 274016, 7 8937, -5 2828 9
06 22231, 269307, 7 4561, -54716 10
08 20902, 254919 5 7885, -5 322 9
1 1, 25, 5, -5 12

Tableau n°14

Méthode : BFGS Valeurs initiales : [1 , 30; 10, -1 ]
paramétre k parametres nombre itérations
02 1 696, 28 8351, 90671, -3 8463 14
04 220665 27 8722 8 2967, -4 9685 11
06 22231,269607, 74501, -54716 13
08 2 1445 259774 6 4305, -5 4964 11
1 2,258 5§ -5 11

Tableau n°15

Conclusion

l.a resolution des problemes de moindres carrés non linéaires par les méthodes du type gradient.
est une technique courante. Parmi les nombreuses methodes existantes, les algonthmes de
Marquardt et BFGS sont les plus efficaces.

La comparaison entre ces deux meéthodes, a donné les résultats présentés dans ce chapitre Ces
derniers confirment la superiorité et I’efficacité de la methode de Marquardt.

Le probleme du choix des valeurs initiales de I’algonthme, peut €tre résolu en combinant
I"algonthme a une méthode de continuation. Cette méthode peut étre appliquée a n'importe quel
algonthme itératif, méme ceux utilisé pour la résolution des systéemes d’équations non lin€aires.
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CHAPITRE 11

IDENTIFICATION DES PARAMETRES
PAR LES B-SPLINES



Identification des parameires par les B-spline.

1- Introduction

[.es fonctions splines introduites par Shoenberg[2-7] ont €té surtout utilisées pour {'interpole:
un ensemble de données Il existe plusieurs présentations de ces fonctions, la plus connue et en
méme temps la plus utilisée, est celle exprimée comme une somme de fonctions speciales
appelees B-splines

."identitication des parametres en utilisant les B-splines. est une méthode qui est surtout
utilisee lorsque les donnees dont on dispose. representent une grandeur dont le modele est unc
cquation  { ou un systeme d’equations ) differentielles de la  torme vy
fv A)(y o R™. A« R") ou aux denveées partielles et que les conditions initiales ne sotent pas
detimes C'est a dire. dans le cas ou I'expression de la tonction intervenant dans le critere
minimiser n'est pas connue explicitement|2-1}[2-2]12-3] Cette methode se base sus
I'interpolation des donnees par des tonctions B-sphnes 1.a denvee de ces fonctions est ensuite.
utithsee pour construire le crnitere a mimimiser[2-5][2-10]

Cette methode attrayante. est moins couteuse en temps de calcul que les certaines methodes
iteratives utihisees pour resoudre ce type de problemes et decrites par Bard (1974). et Benson
(1979) En general, ces methodes procedent comme suit  a partir d 'une estimation nitiale des
parametres. on integre le systeme dequations differentielles [ ecart, entre les solutions
trouveées et les observations, est traite comme une fonction des parametres que |’on minimise

Parmi les inconvenients de ces methodes iteratives. on peut citer

- Le resultat de I'integration numenque depend des conditions initiales. Si1 ces dermeres
ne sont pas precises, on aura des resultats errones

- La procédure nécessite une assez bonne estimation initiale des parametres, ce qui
n’'est pas le cas dans la plupart des problemes d’identification.

- A chaque itération, on doit intégrer le systeme d’équations différentielles, en utilisant
les nouveaux parametres trouves. et calculer le nouvel écart. Ceci nécessite beaucoup de
calculs

11- Définition des fonctions B-splines

Soit T = ( t; ), e z, une suite croissante de nombres réels.

Posons

(s—-0D™" sis>1

= — 1t m-1
Em($:0) = (s 1) 0 ailleurs

(2-1)

La B-spline de degré m, AM™(¢) est définie comme la différence divisée d’ordre m, de Ila
fonction g_(s,7), basée sur les points: t;, ti.1,.......tism.
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*-[4]= galt,0)

[0, 47 8.(t.0)- 8,(1,,)) /(1. - 1)

m d[’." ..... ,t + — _d[t goreee ,".’-_. ’t+nl
" M (’) = d[tr’ """ ’tl+M] = ‘ (;] —i’ ) 2> f ]
1+m-1 i+m

La B-spline normalisée est définie par:

Nr() = (¢

+m

—L)M7 (1) (2-2)

111- Propriétés

Ces fonctions satisfont les propriétés suivantes:

si <t<t,,

i
0 _ -
al N(1) = { 0 ailleurs 2
3)
- t —tl m—y ’i+m+l -1 m-1
b/- N"()= p p NT'W)+—N, () 24
+m 0 i+mel ~ fivd

-1
_"

tl* - t .
Les termes N™'(1) et —="——N""(1) sont nuls, respectivement pour f, =/, et

,l+l

+m 1+mel

c¢/- N(1) est une fonction polynomiale par morceaux.

d/- NP(@)=0 si te[t,.¢,.,.,[
e/- N:"(t)>0 si te[’rr’nml[
f/- ZN,’"(t)=l

g/ - Pour m>0, et 1 €R, la dérivée de la B-spline N,” () a droite est égale a:

. Nm—l Nm—l
N,m (t):m( ': -(i)_‘ i+) (:) ) (2-5)

1+m i i+m+l

i+l

IV- Les différents types de fonctions B-splines
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1V-1: B-spline lin m =1

N (1) = N°(t)+———N.‘i.(t)

'l'#l i+2 thl
d’ou:
-1, .
si t, <t=<t,
Nl ’ — lnl _tl
! ( )— ’nz -1
si lL.,<t<
’,,z _ l,q 1 i+l ’uz
1V-2: B-spline quadratique ( m =2)
""t t+3 —t
Ni()= LN (1)+——N, (1
1 ( ) ‘“2 _" ] ( ) t”3 _ti*l l+|( )
d’ou:
-ty .
SI . St<t,
( 142 t th#l l) f !
-t N, -1 t—1i, i, ol § .
2 RN ) R TP () SO
N' (’) =9 ( 142 t X 142 1+l) (’1+3 1+IX 1+2 l+l)
(tH-S _’)2 .
si f,,<t<f,

( HJ HIXtHJ HZ) ? ?

IV-3 : B-spline cubique ( m =3
3 t'—’, 2 tl+‘ —' 2
N6y == N O+ = N

i+3 U 1+4

d’ou:

i+l

(2-6)

(2-7)

(2-8)
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[ a1y
1 s1<d,

Il _{an an 1) ' +1

|

'I Y., TN () (A . Y.~ i <

(’. 3 lx’r+2_’XM2 «I) (‘,;3“‘x,‘3 #IX.Q 4) (tu»z tx’,d i L., +‘) U

v

\l (’_’xt"-“—t)z + (’ —tXl 1+1 tn3—t) + ’—‘HZXtM_t)z S [ <1<t

:(’, ’Xt' 3 "‘X “Z) ( *]X”S *IX":‘ '*2) (’M—'mxtm_‘»zxtm_‘m) v

e

l X, 2) § S,

V- Calcul des B-splines

Dans chaque intervalle, il y a seulement (m + 1) B-splines de
dépend seulement de N '(1) , car N/ ,' (1) est nulle, alors que
aussi biende ¥ ™,' (1) que de N ().

degré m, non nulles. N (1)
NPN(), (0<l<m) dépend

Ainsi, pour calculer les B-splines de degré m, on doit d’abord calculer les (m-1) B-splines de

degre infeneur.

La figure suivante montre I’interdépendance entre les fonctions B-splines de degré inféneur ou

égale a 3.

L,
N
l’\u:-l;.s\m‘!lu\ﬂru

fig. 2.1 : Schéma de calcul des B-splines pour m <3
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Les fleches indiquent le sens de calcul, en tenant compte de l’indice i. La fléche verticale
indique la multiplication par le 1° terme de la relation (2-8) et la fleche oblique, la
multiplication par le 2°terme de la méme relation. Les termes non représentés sont nuls

VI1- Approximations des données par des B-Splines

Soit (yr.ty ). (y2t2) ., (ysty) un ensemble de données définies dans I'intervalle [a, b] .
Si on divise cet intervalle en (k-1) noeuds tels que = A<t <t <. <t,_, <b, alors on

peut approximer chaque donnee y,, par un¢ courbe spline P(7), de la forme :
k-1

Py= Da N (1y=y, j=l

=—m

Pour chaque intervalle [r,' -’:‘1] _on a (m - k) parametres incConnus @, @ p.y»------ .a,_,, parmi

lesquels au plus (m- /) sont non nuls ( vu les propriétés des B-splines).

La donnée, correspondant a [ € [I,'.l,i,] est donc égale a la somme de ces (m- 1) B-splines,

ce qui donne :

P(t)= Da, N'(t)=y, (2-10)

I=1—-m

Pour une approximation par des B-splines cubiques, on a :

P(1)= lZ}a, N =y, @-11)
avecd: .
(t.'+ —’)3
N _ ()= '
(ti-o-l _ti—ZXtH-l —ti—lxti-ﬂ —ti)

2
N (’) _ (’H-l _1)2(1 —11-2) + (’:+2 —txt _IJ—IXtH-l _’) + (’ —’l—lXIMZ —’)
" (IH-] _tl-ZX’H-l —tl—lxtl+l —tu) (tl+2 —tl—lXtH»l —tx-1X’l+l —’l) (tl+2 _’l—lxtl+2 —’: XIH'I - " )

N_ (1) = (tn-l —IXt —ti—\)z + (l.'+2 -\t _li—\Xt _tj) ( —’,)2(’,+3 —1)
! - (Fi2 —f;_l)(’m —ti-lxtm _ti) (t.‘+2 -’.»_1)(’.42 _’.'Xtm —’.') ('i-»a =1, X’wz -1, X’m -1, )
t—t)’
Ni(t) = ( ,)

(ti+3 -, Xti+2 -, th—\ =1, )
Les extrémités a et b, de I’intervalle, sont considérés comme des noeuds de multiplicité m.
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a/ Valeur de i en fonction du nombre de nocuds

=1 noeud
a _ . _ b
| 1=0 | 1=1 i
1
t2 t2
t4 t ts
to ta
- 2 noeuds
a _ . _ b
! 1=0 N 1=1 P 1= |
T 1
t2 tt t2 ts
t4 ta
to ts
- 3 noeuds
a _ . . . b
L 1=0 % 1=1 1' 1= 1‘ 1 |
t2 ti t2 ts ts
t4 ts
to te
- 4 noeuds
a _ _ _ . _ b
| 1=20 | 1=] n 1= | 1= L 1=4 |
1 T T 1 ts
t2 t: t2 ts te
te
14

to t7

Les noeuds peuvent coincider ou alterner avec les abscisses des données. Leur nombre, ainsi
que leur position sont des facteurs influents sur la qualité de I’approximation des données.

Chaque intervalle doit contenir au moins une donnée. S’il contient plus de (m+1) données, on
aura un systeme surdéterminé.

b/ Calcul des B-splines cubigues non nulle r différentes valeur de i
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*/i=0
e
" (=)L =1, )(h— 1)
N (1) = (L —t)(1—1t,) L —)( =)=t (1=t )(t,— 1
(h— ’—2)(’1 - ’—1)(t1 - ’o) (’2 - ’-1)(’1 - ’—1)(’| —’o) (tz - ’-l)('z - ’0)(11 1)
N (’) — (tl —txt —t—l)z (12 —t)(t _I—lxt_to) + (f"‘to)z(t3 —'t)
-1 (= Xt =1, X =) (=1 Xt =1 Xt —ty) (B~ X, —to Xty —1,)
Ny(t) = ——2=ho)
(t3 - Oth —to)(tp "to)
* i=1
N—z(’) = (tz ~)
(r "t-l)(tz — I Xt —1,)
N (6)= ORGSR Ctel)’ Gy, (Sl NN Ul Y. ~1)?
(1 = Xty =1 Xt = 1) (=1 Xty — Xt = 1) (=Mt =1, X1, 1)
N9 = t,—9—1,)’ N t,—t—t,)t—t,) N t—t)t,—
‘ (t;— )0, ”to)(tz ~t) (t — )85 -t )t,-1,) (t, _tl)(t3 "tl)ﬂz-tg)
N/(t)'—- (t— tlf
(t, =t )t;—t ), 1)
*/i=2
N_I(t) — (IJ _t)j
(t;— ’o)(t.c _‘1)(’3 —tz)
N, (t)= (-t (1-1,) (1,—1)(1—1, )(1,—1) (1=t )(t,~1)

(ty—~ ’o)(ts -t )t~ ’2)+ (1,- Wt - ’1)(5 - ’2)+ (1, nt, —L)t,—1,)
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t=96-t)f € 9-t)6-t)  ¢-t)-Y

N@=
() (tl_t!)ﬂj_t[)(tj—tl) (tf_tl)(td—tz)(tj—tz) (t_s"tz)(t4_tz)(t3_tz)
(t-t,)
N, ()=
-() (ts —tZ)(tl -tz)(tJ - tz)
NO(I)= (14_0"
(14_'1)(’4-‘2)(’4_13)

(=) (1-t) (t,—)(1—1)(1,—1) (1—t,)(1,—1)
M = a1, —1) (=t )=t (1= 1) (=1 ) (=1, )(1,—1,)
N(t)z (t.:—t)(t_tzf + (ts—t)(t_tz)(t—t3) + (t"ts)z(ts"t)

: (tj_tz)(t4_tz)(t4_tz) (ts—tz)(ts—tj)(t.(—tj) (tc"tj)(t5—t3)(t4_t3)
(t_tsf
N =
O =t s —t)0,-1,)
*/i=4
- (’5—’)J
Nl(t)_ (’5"’2)(’5 —13)(15—14)

(4 —tf(t-1) (1,—)(1=1)(1,—1) (1—t )i, —1)
NZ(’)— (’s_tz)(ts _’3/(’5 "’4)+ (ts _’3)(’5_’3)(’5—’4)+ (16_t3)(’6_’4)(15 _’4)
Nj(t)= (tj_t)(t_t3f + (to—v(t—tsj(t"td + (t—t4)2(t7_t)

(to_ts)(ts_ts)(ts—tj) (to_ts)(tc_t4)(t5"t4) (t7—t4)(t6_t4)(t5—t4)
N, ()= t-t,)

(t7 —t4)(t6 —t-l)(tS _t4)

VI1II- Identification des paramétres en utilisant les B-Splines
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Identification des parametres par les B-spline:

L’identification des paramétres en utilisant les B-splines, est une méthode qui est surtout
utilisée lorsque les données dont on dispose, représentent une grandeur dont le modele est unc
equation ( ou un systeme d’équations ) differentielles de la forme y'(y
fity.2)(y € R, A € R™) ou aux dérivées partielles C’est a dire, dans le cas ou on ne peut pas
utiliser directement la méthode des moindres carres.

I."identification des paramétres par la méthode des B-splines se fait en plusieurs étapes En
premier lieu, on détermine la courbe B-splines ( en genéral des B-splines cubiques ) qui
approxime le mieux les données y(1,).(j [....m ).

Pour cela, on utilise pour chaque donnée ) 1, ) la relation.

vt )= Da, N1, G I..m) (2-12)
k=13

On obtient ainsi un systeme d’équations linéaires, dont la résolution permet d’obtenir les
coeflicients «;

Ensuite. et dans le but d’avoir une courbe bien lisse, on calcule les ordonnées d’un plus grand
nombre de points Pour cela, on utilise la formule précédente avec des valeurs de t ( autres que
ceux correspondant aux données) trés proches et situees dans I'intervalle considere Les
coefficients a; étant ceux déterminés precédemment.

l.a quahté de ’approximation dépend essentiellement du choix des noeuds et surtout de leur
emplacement

e choix des noeuds, souvent arbitraire, ne donne pas obligatoirement une bonne
approximation Dans la plupart des cas, plusieurs essais sont nécessaires pour trouver
I'emplacement des noeuds qui donnent la courbe qui approxime le mieux, les donnees.

Pour cela, a chaque choix de noeuds, il est important de visualiser la courbe obtenue, afin de

voir laquelle est la plus proche des données. La sélection de la meilleure courbe, sera le
résultat de ’appréciation visuelle de I'utilisateur.

L."étape suivante consiste a calculer:

YUN=y@)= 2a (N  G=lem) (2-13)

k=1-3

ou (N, (1 ,))' représentent les dérivées des B-splines cubiques au point /.

Enfin, on procédera a I’identification des paramétres 4, en minimisant le critére quadratique:
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Identification des parametres par les B-splu.

o(4) = 2(1(:_,,»/1)—9 % (2-14)

Par un algorithme itératif, tel que I’algorithme de Marquardt ou BFGS.

Lors de la résolution de certains problémes, par cette méthode on peut hésiter entre le choix dc
plusieurs courbes Dans ce cas, on identifie les parametres pour chaque courbe retenuc
Ensuite. on intégre les équations modélisant le systeme, ( par la meéthode d’Euler ou de
Runge-Kutta) en prenant les parametres A €gaux a ceux trouves La valeur du résidu entre I

resultat de I'intégration et les données y(1,) .(; 1.....m ) peut étre un critere de choix entre les
différentes solutions.

Pour mieux mettre en evidence ce proceéde. nous presentons dans ce qui suit les resultats
obtenus avec cette méthode. pour I'identification de parametres intervenant dans un systeme
modelise par des equations ditferentielles avec des conditions initiales inconnues

Pour chaque probleme traité, les donnees sont approximees par des fonctions B-splines
cubiques et le critére quadratique est minimiser par 1’algorithme de Marquardt.

Les positions des nceuds ainsi que leur nombre, ont été choisis apres examen des differentes

courbes obtenues par approximation, en utilisant a chaque fois un nombre de nceuds et des
positions différentes.

Probléme n°l1

Soit le systéeme modélisé par I’équation différentielle suivante :

)'; = p, (1262 -y (912 _yl)Z - pzylz

On dispose pour résoudre ce probléme, également connu sous le nom de probleme de Bellman.
des données du tableau 2-1.

Les conditions initiales ne sont pas définies, il va falloir les identifier en méme temps que les
parametres p; €t p,,.

t 1 2 3 4 5 6 7 8 |10] 12 15 20 25 30 | 10

yl 0 141 63 1104} 142 1761 214 | 231271304 1344 388 | 41614351453
Tableau 2-1

- détermination de la courbe gui approxime le mieux les donn
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Identification des paramétres par les B-splines

Pour déterminer la meilleure courbe B-splines qui approxime les données, on essaie differentes
combinaisons. positions-nombre de noeuds et pour chacune d’elle, on détermine les
coefficients a, ( i k-m....k ). Les tableaux ( 2-2 a 2-6 ) indiquent les résultats de

I’approximation des données du tableau 2-1, pour différentes combinaisons nombre-position
des noeuds.

Ces coefficients sont ensuite. utilisés pour calculer les ordonnées d’un plus grand nombre dc
points. appartenant a I'intervalle ou ont ete preleves les donnees Ce calcul va nous permettre
d obtenir un trace plus lisse des courbes. ce qui facilitera I'appreciation de ’'approximation

Ainsi. chacune des courbes en trait plein. des figures (2-2 a 2-6), a été calculée pour 40 valeurs
de t distinctes. appartenant a l'intervalle [ 1-40]

Nombre de noeud: 1 position: 10
a.: a a., do aiy
r vit) -1 6054 12 8628 48 1544 407945 | 454324
Tableau 2-2
Nombre de noeud: 1 position: 20
Az a. a.) o a)
| vl 215775 | 280068 | 415030 | 448644 |[45.2995
Tableau 2-3
Nombre de noeuds: 2 positions: 10, 20
a: a.» a, an ai a
| yin 713273 | 118434 | 318879 | 412470 | 457290 | 452833

Tableau 2-4

Nombre de noeuds: 2 positions: 5, 15
a3 a.> a ago ai a;
y1(t) -0.4062 26610 24 9005 415126 |1449852]1452717
Tableau 2-5
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-10 4 + 'S 'l A A L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 l
t 1

fig. 2-2: interpolation par des B-splines en utilisant 1 noeud ( positions: 10)

_10 A A A + A A 'l
0 5 10 15 20 25 30 35 40
t

fig. 2-3: interpolation par des B-splines en utilisant 1 noeud ( positions: 20)

38



-10 A * A ‘* 'l ' )|
0 5 10 15 20 25 30 35 40
t

fig. 2-4: interpolation par des B-splines en utilisant 2 noeuds ( positions: 10, 20)

50

40

30

20

10

-10 * i * Iy Il 'l I
0 5 10 15 20 25 30 35 40
t

fig. 2-5: interpolation par des B-splines en utilisant 2 noeuds ( positions: 5, 15) R

39



fodoastifee cidiony ohis praramctres puo fos 18

Nombre de noeuds: 4 positions: 5, 10, 15, 25

az a., a | do a) a a: d;
L y1(t) -0 226 1 622 18 467 27 374 37 456 42 661 45 393 | 45 299
Tableau 2-6

-10t 1 X
0 5 10 15 20 25 3 3B 4L
t

fig. 2-6: interpolation par des B-splines en utilisant 4 noeuds ( positions: 5, 10, 15, 25)

L’examen des courbes obtenues pour les différentes combinaisons positions-nombre de noeuds
montre I'efficacité de la methode pour I'interpolation des données. On remarque, tout de méme
qu’on a une interpolation légérement meilleure pour 1 et 2 noeuds que pour 4 noeuds

2°%¢tape: Identification des paramétres p; et p,,

Les resultats de I'identification des parametres p, et p», et des conditions initiales y(1) sont
représentés dans le tableau 2-7. Les résultats obtenus avec 1 et 2 noeuds ( positions 10-20)
sont tres proches; ils sont légerement différents de ceux obtenus pour 2 noeuds ( positions 5-
15, surtout la condition initiale) et sensibiement différents des ceux relatifs a 4 noeuds.



Ldenititee eitins

oo princine Do peae o F5ospdone

Position des 7 D Vvl
nacuds
10 0463 10 (2434 10 -1 605
20 0462 10 02676 10 21577
10,20 04532 10" 02536 10" 1327
5,15 04138 10 02349 10 -0 406
5,10, 15,25 03945 10~ 02118 107 -0.226
tableau 2-7

L intégration de I’équation diftérentielle, en utilisant les parametres et les conditions initiales.
trouves, permet I’obtention des courbes de la figure (2-7) 1l apparait clairement que le meilleur

résultat correspond a I'utilisation d’un seul nceud ( position 10), suivi de tres pres par 2 noeuds
( positions 10-20).

fig. 2-7: Les courbes obtenues aprés intégration comparées aux donnees
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Probleme n°2

On considere le systeme modélisé par les équations différentielles suivantes:
M =P P2
Yy =Py Ny, P )

ou p;, p, et ps sont les parametres que I’on veut identifier a partir des données du tableau 2-8
Les conditions initiales y,(0) et y>(0) ne sont pas précisées.

Ces equations représentent un systéme couplé avec des données fortement bruitees I1.c¢
probléme est donc moins simple que le précedent

! 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
vl | 11 13 11 09 07 05 06 07 08 1
v2 03 0 35 04 05 05 04 03 025 | 025 03 035

Tableau 2-8

1°étape: détermination de la courbe qui approxime le mieux les données

Comme pour le probleme precedent. on calcule d'abord les coefticients a, ( 1+ k-m.....k ) pour
differentes combinaisons positions-nombre de nceuds On a essaye |, 2 et 4 noeuds. avec des
positions différentes Pour chaque cas. on a calcule les coetficients Les tableaux (2-9 a 2-15 )
representent les resultats obtenus pour chaque cas

Ces coetficients sont ensuite. utilisés pour calculer les ordonnées d’un plus grand nombre de
points appartenant a I'intervalle d observation [0-5], pour obtenir une allure lisse des courbes
interpolant les données Des telles courbes sont neécessaires pour pouvoir apprecier la qualite
de I'approximation et faire un choix .

A titre d’indication, chacune des courbes representees sur les figures (2-8 a 2-12), a ete tracee

a partir de seulement 20 points différents

Nombre de noeud: 1 position: 1.5

az a, ay a0 a)
yi(t) 0.9660 1.4130 0.8006 0.2518 1.0391
y2(t) 0.2995 03188 0.7662 -0.0171 0.3750
Tableau 2-9
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Nombre de noeud: 1 position: 3

a: d.; d.y dy a,
vi(t) 09611 (1 726 0 0005 0 7979 0 9909
0O
v2(t) 0272010562 04013 0 1591 0 3660
0
Tableau 2-10
Nombre de noeuds: 2 positions: 1.5, 3
a.; an a ay aj az
y1(t) 0 9830 1 2404 1 3186 01229 0.8691 09815
v2(t) 0.3047 0 2659 06707 0 1687 0.2558 03533
Tableau 2-11
Nombre de noeuds: 2 positions: 1, 4
a.: a; d. ao a; a,
VI 0.9908 1.1734 1.3890 -0.0438 1.0223 09918
v2(t) 03032 0 2381 0.7967 0.0329 0 3435 0 3502
Tableau 2-12
Nombre de noeuds: 4 positions: 1, 2, 3, 4
az a.» a.y do a a»> ax a,
yI(t) 09980 09920 1 476 08749 | 04269 | 0 7252 0 8076 {09997
y2(t) 0300 | 0.3298 | 03875 | 06053 0.2489 | 0.2226 | 03238 10 3501

Tableau 2-13

L’ examen des courbes de figures (2-8 a 2-12), fait ressortir que les meilleures approximations
sont obtenues pour:

- 4 noeuds
- 1 noeud : position 3
- 2 noeuds: positions (1.5, 3)
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o
e

fig. 2-8: interpolation par des B-splines en utilisant 1 noeud ( position 1.5)

14 L) L L L4

fig. 2-9: interpolation par des B-splines en utilisant 1 noeud ( position: 3)
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1.4

0.2

X

fig. 2-10: interpolation par des B-splines en utilisant 2 noeuds ( positions: 1.5, 3)

1.4

A

2

o

fig. 2-11: interpolation par des B-splines en utilisant 2 noeuds ( positions: 1; 4)
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14 . - . -

fig. 2-12 interpolation par des B-splines en utilisant 4 noeuds ( positions: 1, 2, 3, 4)

2°¢tape: Identification des paramétres p,, p,, et p;
On identifie les paramétres p,, p-, et p.: ainsi que les conditions initiales v,(0) et y-(0), pour
chacun des 3 meilleurs cas d approximation

Les résultats relatifs aux ditferentes positions des noeuds sont représentes dans le tableau
suivant:

position P D ix v (0) yo(0) residu
des noeuds
3 08161 22607 2 0625 1058 (02482 | 01742

15,3 0 8435 21981 2 0578 1 046 0238 | 01690
1,2,3,4 0.8492 2 2059 2 0236 1053 0246 | 0 1807
tableau 2-14

On remarque qu’il existe de légeres différences entre les valeurs numeriques des parametres.
surtout pour les parametres p; et p:.
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[.integration des equations. ¢n utilisant ces parametres et ces conditions imtales. nous permel
d obtenir les courbes des tigures (2-13) et (2-14)

Contrairement a I’exemple precedent. on ne peut pas dire quelle est la position des nceuds qui a
donne le meilleur resultat. en se basant simplement sur 'appreciation visuelle de ces courbes
Pour cela. on a eu recours au calcul du residu entre les donnees du tableau (2-8) et des points.
des courbes obtenues aprés intégration Ce dernier est minimum pour 2 nceuds, suivi de |
nceud puis de 4 nceuds, comme indique dans le tableau (2-14),

Toutetois, on peut remarquer de visu, que pour I’approximation de y /(7). I'écart est plus peti
pour 2 et 4 noeuds, alors que pour y2(1) I’écart est plus petit pour 1 noeud

aql- 0 ]

0.

wP

0 1 2

fig. 2-13 : y1(t) obtenue aprés intégration, en comparaison avec les données
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0.55r

1 noeud
o -

0.5
0.45
04

y2t)
035

fig. 2-14 : y2(t) obtenue apres intégration, en comparaison avec les données

L "identification des parametres en utilisant les fonctions B-splines, est une technique qui utilise
au prealable, une procédure d’interpolation des données dont dépend essentiellement la qualite
du resultat.

Le choix de la courbe qui approxime le mieux les données est donc une étape tres importante
qui est quelquefois longue et nécessite plusieurs essais Ceci se produit surtout, lorsque les
données sont fortement bruitées.

Malgre cet inconvénient, I’'identification des parameétres en utilisant les fonctions B-splines.
reste attrayante et souvent utilisée dans les problémes a données incomplétes.



CHAPITRE 111

OPTIMISATION DES SYSTEMES PAR LA
METHODE DE CONTINUATION
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I- Introduction

Soit a determiner, I’ensemble des solutions du systéme d’équations non linéaires de la
forme
Fix,2) - 0 -1
avec xeR"et AeR™
A partir d’un point initial (x,,4,), solution de (2-1).

Le developpement de Taylor au 1° ordre, de F(x,4) au voisinage de (x,,4,), donne:
F(x,+&x,A 0+ A4)=F(xy, A )+ F (x5, )Ax + F,(x,,2 o)A
Si (xy.As), est la derniére solution de (2-1) trouvée, et on veut également avoir:
F(x,+Ax,A ,+A1)=0

alors

Fo(xg A )Ax +1,(xy, A, )AL =0
Ce qui implique:

= (% A o)) Ey (X ) G 2)
Pour construire ces solutions, il existe plusieurs méthodes, qui peuvent étre classées en deux

groupes.

1- Les méthodes qui utilisent le théoréme des fonctions implicites, avec une forme de la
méthode de Newton Ce théoréme assure I’existence d’une courbe unique (x(4),4), au
voisinage de (x5, 4, ), si la matrice jacobienne F_(x,, 4 ,) est réguliére.

2- Les methodes qui utilisent I"identité:

dx . , g -
JZ//“(,\’O,AO)/ Ai(xy. Ay) (5-3)

avec la condition initiale x(4, ) x,

pour former un systeme d’équations différentielles, que I’on résout par un des algorithmes
connus

Toutetois. queique soit le groupe auquel elles appartiennent, toutes ces méthodes sont
performantes seulement si la matrice /- (x,.4,) est réguliére. A I"approche d’un point singulier (
points de branchement, retournement ou bifurcation), ces méthodes deviennent inapplicables A
cet effet, des techniques particuliéres utilisant le principe de la continuation sont de plus en plus
utilisees[3-1][3-4][3-11].

Ces methodes indirectes fonctionnent suivant les étapes suivantes:
- Continuation d’une branche de solutions, en utilisant un procédé de Prédiction-Correction.

- A chaque point trouvé, tester si la matrice Jacobienne est définie positive.

50



f //'lum\.l/fuu i osternos Jrir Lo omia-thosches b comitinengeirion

- 51 la matrice perd sa regularite et devient singuliere ( ou |'inverse), cect prouve que l'on s¢
trouve au voisinage d’un point singulier que I'on peut déterminer avec exactitude en utilisant des
methodes telles que la bissection ou la secante

11- Le principe de la Continuation

Afin de poursuivre le processus de detection des solutions, aux points singuliers et localiser ces
points, on utilise une expression paramétrique de le courbe Le probléme (3-1) s’exprime alors.
sous la forme de

Trouver (x(s).A(s) ) satisfaisant

I'(x(s) . Afs) ) = O (3-4)
ou s est un parametre quelconque
Partant d’un point imitial (x,,4,) (x(s,),A(s;)), satisfaisant F(x(s),A(s) ) = 0, les méthodes de

continuation permettent de déterminer une branche entiére de solutions (x(s) , A(s) ), vérifiant (3-
4). en suivant une courbe continue sur la surface définie par (3-1).

La condition nécessaire pour |’existence de cette branche de solutions a travers (x, Ay sest
obtenue par différentiation de (3-4) au point s-s,.

FuXg. Ao)i+F (x,,A,)A=0 (3-5)
avece
dx . dA
¢ = —= 1 A=—
s ¢ ds|, .

Le calcul de chaque solution (xi., ,A«.; ) a partir du point précédent (xi,A: ), se fait en deux
€tapes:

- une premiére étape de prédiction x,, 4 ,—> fm,i g1

-

- une deuxiéme étape de correction ¥,,,.4,,, > x,.,. 4

&+1
< x correction_
P kel Pt
) \ f
14 —
\ ,\ k+1
prédiction

fig. 3-1: Etapes de prédiction et de correction de x, dans le procédé de continuation
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Il est evident qu a partir d un seui point, on peut parcourir ia courbe dans ies deux sens, 1l suthit
pour cela de definir le sens de direction IDIR en le mettant a +1.

11-1 Méthodes de prédiction

a/ Prédiction d’ Euler

l.a prédiction d’un point (x, ,, A, ,) est obtenue en faisant

f , =X, +IDIR As.x,

"’;A
A . T b O
12, =2, +IDIR.AsA, k=0l Go

Cette meéethode, tres couramment utilisée. nécessite la connaissance a priori du point précédent
(x. . A,). des directions en ce point (x,, A, ), du pas As et du sens de direction IDIR. Cette
methode peut étre autodémarree

Le pas As peut étre pris variable ou constant Son choix est important car de lui dépend le résultat
de I'etape de correction Les différentes procedures de calcul du pas seront exposées par la suite

b/ Prédiction par extrapolation du polynome d’Hermite

La prediction de (xs.; . 4., ) par cette méthode nécessite, la connaissance a prion de: (xi,; . A /.
(X, A, ). Adet(x A, )

l.e polynome d’interpolation d’Hermite s’écnit:
X, A (8)=X (S)Po(S)+ X (S)PLS)+XAS)Po(5)+X.(S)P,.(S)
=X, (S)P(AS A )+ %, ()P, (A AS)+x,(5) o (DS As)+ %, (s)p, (AT As) (-7
avec
As=s-s'; Ast =gt -5t
et ou les polyndomes de base p, ,(s) (i—1,2 j~0,1), sont définis par:
Pl )=1 po(s)=0  po(s"')=0  p,(s)=0
pulst')=0  p(st)=0  p.(s")=1  p (s")=0
Prols*')=0  po(st)=1  po(st)=0  p,(s')=0
Pu(st')=0  p(s')=0  p,(s")=0  p,(s')=1

Cette méthode est certes plus précise que la méthode d’Euler, car le point prédit dépend du pas ct
des dérivées des deux points précédents, mais elle est plus longue et nécessite la connaissance a
priori d’un nombre plus important d’éléments, pour fonctionner.

Si au départ, on ne connait qu’un seul point; on peut calculer le point suivant en utilisant la
méthode de prédiction d’Euler ensuite, on applique la méthode décrite dans ce paragraphe.

Comme pour la méthode de prédiction d’Euler, le pas As peut étre pris constant ou vanable.
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t1-2 : Methode de correction

l.a correction consiste a ramener le point prédit sur la courbe. La meéthode la plus couramment
utilisee est la méthode itérative de Newton-Raphson.

l.¢ point predit (x, ,.4 , ,/ est utilisé comme point de départ pour les itérations de Newton
L.¢ point a I'itération v [ est obtenu en faisant.

vel v v
Jxk«l _xl'<l +Axk»l

1/11‘f::}tlr..+A)u:.. v=0l,.... (3.8)
avec x' =%, , et A =1,
et Ax; ,. A4, , obtenus apres la résolution de :
Fotxl AL DA+ (e AL )AL= =F x4 L) (3-9

Cette methode converge a condition que le point prédit soit suffisamment proche de la courbe
S'il ne I'est pas, P'algorithme peut diverger ou converger vers un point trop loin, ce qui peut
“faure rarer * des points importants de la courbe.

Dans ce cas, on redémarre |’algorithme avec un pas divisé par 2.

111- L.es méthodes de Continuation

111-1 : Continuation par le paramétre A

Le parametre s est pris dans ce cas, égale a . On résout alors:

F(x(A),A)=0 (3-10)

et la différentiation de cette équation par rapport a 4, donne:
F(x(A2)A)x+F,(x(A),4)=0 (3-11)

: L
avec X = 7 el =

Ce vecteur coincide avec la direction; il est obtenu en résolvant:
F.(x(A),A)x=-F,(x(A).4) (3-12)

Partant d’un point (x;, 4 ), et si on utilise la méthode d’Euler pour la prédiction du point suivant.
on obtient:

%,.,=x, +IDIR.As.x, k=0],....... (3-13)
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qui sera utilise comme valeur imuale pour les 1iterations de Newton ( v=0 )

Fx A, )N, =—1I(x . A,
ko1 kv 1‘ trl v T TRV, v =OlL... (3-14)
X =X, +AX,

Sachant que
A, =A4,+A4 (3-15)

Cette methode ne peut pas fonctionner pour des points de retournements quadratiques, sachant
que pour ces derniers on doit avoir A # 0 alors que dans le cas de la continuation par le paramétre
Aonad=0

111-2 : Continuation par la norme
Le parametre s est choisi égale a la norme de x.

s=Ixl, = Vx'x

et on résout’

{F(x(s),,l(s)) =0

x'(s)x(s)-s'=0 (3-16)
par différentiation de (3-16), on obtient:
{F,(x(s ). A(s) )%+ E(x(s),A(s))i=0 Go17)
2x'(s)k-25=0 )
dx i _dh
X= s ‘ T ods

Si on utilise successivement, les méthodes d’Euler et de Newton, pour la prédiction et la
correction du point (xi,A:).

Pridicn {fm =x, +IDIR.As.%, e 118

rediclion 1,.=2,+IDIRAsA, R (3-18)
. . F(xindia) E(xi,.4.,)) Ay, F(x/,.A.0)

Correction . P e N (3-19
(2x,.,) 0 LV Xpn) (Xg0)—s
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suivi de.

v=0l,... (3.2

Les nouvelles directions (¥,,,,4,.,) sont obtenues en résolvant:

Folxe Ay l';l(xku-lhl))(Mk.l}_ (0)
( (2x;.,) 0 Ad,.)" \2s e

avec une €quation de normalisation:

(%, ) (%, )+A =1 (3-22)

111-3 : Continuation par la pseudo-longueur d’arc

a/ Présentation de la méthode

C’est la methode de continuation, la plus connue et la plus utilisée[3-2][3-3][3-5]. Elle consiste a
prendre le parametre s égale a la longueur d’arc.

du point de vue géométrique, cette méthode permet de trouver une solution (xi.; ,A., ) de
I'tx,4) 0, dans un hyperplan se trouvant a une distance As de la solution précédente (x; ,A: /.
perpendiculairement a la direction (x,, 4, )

T(JEHI ’lkﬂ ) A

fig. 3-2: Continuation par la pseudo-longueur d’arc
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Ce qui revient a résoudre pour un point (x;.;, A1)

{ F(x},,A{)=0
(xk"»l

.. . . (3-23)
= X)X+ (A, —AYA,—As=0

La méthode de Newton consiste alors a résoudre:

(r;(x;;,.az.,) Fi(x}.0. A :,.))(Ax:..) _ _(( F(XaAla) J (24,
'ﬂ A, AdL,, x:‘,—x,)':i,.+(}l,',’*,—,1,)ﬂ,—As
avec les itérations:
vel — v +Axr
{ Xk:)l xt;l k:l V= 0’1’ (3 25)
A k1 A gt A k1

Pour v=0, on prend les valeurs trouvées lors de I’étape de prédiction.

Apres I’étape de correction, la nouvelle direction ( JEM.iM ) est calculée par différentiation de
(3-23), suivie d’une normalisation:

] (f;(x;;..zn.) f;(x:t..z:ﬂ)](:@u.]:(ﬂ (3.20)
Xy Ay A 1
- (x.lﬂ)'(‘tkd) +4 :n =1 (3-27)
Remarque:
La matrice :

~ [F F,
A=\ i

est réguliére pour tous les points réguliers (Fx réguliére) ainsi qu’au points de retournements (/-x
singuliére).
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Pour tous ces points, i espace nul de la matnice /'x est de dimension | (dim N (/') 1), ¢ estadire
il existe des vecteurs ¢ et i, tels que

[1.¢-0

Vg 328

Iy =0 (280
[.a direction (¥,. 4,/ en un point régulier appartenant a la branche de solutions, coincide avec Il
vecteur nul ¢ de 1a matrice fx.

Pour les points de bifurcations, la matrice A est singuliére. L’espace nul est d’au moins
dimension 2

Un point de bifurcation ne peut pas étre pris comme point de départ pour la continuation d’une
branche

b/ Méthode de résolution

Le systeme a résoudre par Newton est de la forme:

iyt i) (1)
X, A, z h
v=Ax),, z=A4,,, f=F(x,.A.) h=(x,-x )% +(A],—~A)A—As  (3-30)

- (F, F
La méthode de Newton, est applicable a ce systéme si la matrice 4 = (:’c’ ilj est réguliere.

La décomposition de la matrice A en deux matrices telles que:

-~ (K F) (K 01 K'F
A=l e e s (3-31)

implique que A est non singuliére si on a & # 0. En d’autres termes, Si Fx est réguliere, alors
4 est non singuliere s

S=A-x(I"F)=0 (3-32)

Cas ou Fx est réguliére

La matrice /x est décomposée en L.U, ou L est une matrice triangulaire inférieure avec tous les
¢léments de la diagonale principale égaux a 1, et U une matrice triangulaire superieure. Cette
décomposition est obtenue grace a I’algorithme de Gauss avec la stratégie du pivot total.

On calcule ensuite, S, y, et & définis par:

y=L'F, B=(U)'%t &=4-B
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ce qui permet d’écrire:

~ (E F) (L O(U r) .
4=l 4 )7l 1J\o s (3-33)

(o SL-) 050

on pose:

on résout d’abord:

Ce qui donne:

J=L"f e h=h-pg'f

Ensuite, on résout (3-34), et on obtient:

z=h & et y=U"'(f-yz)

Cas ou Fx est singuliére
On considere le cas ou Fx est singuliére et A réguliére.

La resolution du systeme (3-29) revient a résoudre successivement (3-36) et (3-37):
Fy+Fhz=-f (3-30)
X'y+Az=-h (3-37)

La résolution de (3-36) nous permet d’obtenir z.

Fz=—(f+Fy) (3-38)
v (Fz)=—(y'f+y'F.y) (3-39)
z=- "', / (3-40)

v F

sachant qu’'ona: y'F, #0.

La solution y doit donc vérifiée:

Fy=—(f+Fz)=—(f+ V:’f E)=f (3-41)
v F,
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LLa matrice Fx étant singuliére, son inverse n’existe pas. On pose donc, que la solution est de la
forme

yzyp+a¢ (3-42)

ou ), est une solution particuliére.

*- Calcul de la solution particuliére

-

Fy=f=Fy,+al ¢=Fy, (3-43)

La matnce /*x est décomposée en LU, Puisque c’est une matrice singuliére on aura 6=0.

La resolution de (3-42) revient donc a résoudre;

L 0\(U y .
Fyo={pe 1 (0 ofr=1 (3-44)
L o\(7) .
4 96)-
U f
(o b 0)

¥l
Si on pose y, =L p) ; y2, peut prendre n’importe quelle valeur, en particulier y2,=0. Dans ce

On résout d’abord:

ensuite:

2

P
cas , la solution particuliére est égale a:

y,=U"f (3-47)

*- Calcul de a

Pour le calcul de @, on considére 1’équation (3-37). On y remplagant y, par son expression définie
par (3-42), on obtient alors:
!
h+ A V, £ +x'y,

£y, +ap)+iz=h = a=- ";‘; (3-48)
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*- Calcul des vecteurs ¢ et v,

1°/ calcul de ¢

Le calcul de ce vecteur revient a trouver la solution de:

ORI |
P = ﬂr 1 0 0 ¢—0 (3-4))

)
on pose ¢ = _1) avec:

u=U"y (3-50)
2°/ calculde v

W
Comme pour le calcul précédent; on pose y= (_ J, et on résout:
)
x W - 71 O 0 l V— - )
On obtient alors:
w=(L)"'p (3-52)

¢/ Calcul de la direction

La méthode de continuation, nécessite le calcul, pour chaque point #, =(x,,A,) , de la direction

n, = (x,,A,).

Pour un point régulier, on peut prendre cette direction, comme étant le vecteur nul de la matrnice
I ( voir section suivante).

Une autre méthode consiste a prendre :

. 1
u, = Ks-(”k —u, )

Une troisieme méthode de calcul, serait de résoudre:
Fa. =0 (3-53)
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Soient deux matrices de permutations P et  non singuliéres, telies que:

PE,Q=[f1 -T)] (3-54)
on réecnt (3-53), sous la forme:
F00"%; =0 (3-55)
et on multiplie cette expression par P:
PF,QQ'", =0 (3-56)
on arnve alors a:
[l -TJQ'a, =0 (3-57)
d’ou
W =Q (—Ir) (3-58)

Le vecteur obtenu est ensuite normalisé.

Pour suivre le trace de la courbe, dans un intervalle ou F, est réguliére, #, doit garder un signe
constant Si on suppose que #, , est dans cet intervalle, on doit avoir:

wou, , >0 (3-59)

Dans le cas contraire, on a un point de retournement.

d/ Controle du pas de déplacement

Le choix du pas de déplacement a une importance capitale pour la méthode de continuation. Un
pas trop petit entraine une perte en temps de calcul; alors qu’un pas trop grand peut entrainer le
saut d'une branche a une autre. Le pas peut étre choisi fixe ou variable. plusieurs méthodes de
calcul peuvent €tre proposees

* 1° méthode de calcul du pas

(“est la methode la plus simple. elle consiste a attribuer une valeur de départ au pas As. Ensuite.
proceder comme suit

- St la methode de correction converge trés rapidement; ce pas est incrémenté.

- St la methode de correction converge tres lentement ou diverge, les calculs sont repris avec un
pas plus petit ( par exemple: divisé par 2).

Il est évident, que I’on doit toujours vérifier que la valeur prise par le pas, doit étre inférieure a
ASma, €t supérieur a As,,,, définis au départ.
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* 2° méthode de calcul du pas

Cette méthode consiste a calculer le pas par prédiction.

Soit le developpement de Taylor d’ordre 2, autour du point x,(s):

x,‘,,(s):x,(s)+AstJ’rt(s)+%yz‘—5i,(s)+O(As:) (3-60)

Si on pose que:

2
&

2

(C : constante positive, inférieure a 1).

X,(s)=C=constante (3-61)

alors la valeur prédite du pas peut étre prise égale a:

AS = _Zi_ (3-62)
' "f‘(s)" )

Ce qui revient a dire, que la valeur prédite du pas est proportionnelle a la racine carrée du ravon
de courbure. Ce qui réalise le maximum de déplacement, tout en minimisant 1’éloignement par
rapport a la courbe solution.

En fait. on prend
AS, = min( As,, 2As, |, As, ) (3-63)
As, . €tant le déplacement maximale autorisé.

L1 ZTYAY

Lorsque la courbe est assez réguliere, la valeur prédite du pas est une bonne approximation
de As,, Par contre lorsque la variation de la courbe, au voisinage du point considéré, est
importante, cette prédiction peut s’écarter de la valeur As, , et dans ce cas la, il faut le calculer
sutvant la formule (3-66).

On pose.
X, $)=x,(5)+As, %, (5)+O(As}) (3-64)
X, (5)=x,,,(s)—As, %, ,,(s)+O(As}) (3-05)

En soustrayant (3-65) a (3-64), on obtient:

N 2"xM(s) —x,(szl_'
bvits)+ 2 (s

As, (3-66)
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I11- Points de retournement
111-1 : Définition

Un simple point de retournement est tel que:
dim N (Fy)=1 et F, ¢ R(F,)
c’est a dire, il vérifie:

Fo=0 Fy=0 Fy=0

Par différentiation de:

F(x(s),A(s) )=0 (3-67)

on obtient:

F.(x(s).A(5))x(s)+ Fy(x(s),(s)) A(s) = 0 (3-68)

on multiplie (3-68) a gauche, par '
W' F(x(s).A(s))x(s)+ y' Fy(x(s).A(s) ) A(s) = O (3-69)
Sachant que:
v'F, =0 etque y'F, 20 (3-70)
(3-69) se réduit a:

w' F(x(5),2(s))A(s) =0 (3-71)

ce qui implique que :
As)=0 (3-72)

D’autre part, si on différentie (3-68), on arrive a:

F %(s)+ F_ x(s)i(s)+F, A(s)A(s) +F, A (s) +2F, %(s)i(s)=0 (3-73)

En tenant compte de (3-72), I’expression (3-73) se simplifie, ce qui donne en la multipliant par

y'
W'F #(s)+ ' F_x(s)(s)+ y/’l‘;i(s)=0 3-74)



Optimisation des systémes par la méthode de continuat:

d’ou, sachant (3-70) :

y' F_x(s)¥(s)
y'F,

A(s)=- (3-75)

Lorsqu’on a A # 0, on dit qu’on a un point de retournement quadratique. Ce qui correspond a:

w' F_x(s)x(s)%0 (3-76)

Remarque:
Pour un point de retournement, on a A(s) =0, d’ou:
F,(x(5).A(s))i(s)=0 (3-78)
d’autre part on sait que:
dim N (FX)=1 et que F.¢=0
On en déduit que -
X(s)=¢ (3-79)

Ce qui montre que la direction coincide avec le vecteur nul de Fx.

111-2 : Stabilité de la solution

Un point de retournement est un point ou la branche de solutions, change de direction et Ia
matrice /v est singuliére Ceci implique que nécessairement, au moins une des valeurs propres de
I'x est nulle de positive cette derniére va devenir négative ou inversement.

On a alors un changement de stabilité: Si la branche de solutions étaient stable avant le point de
retournement, elle va devenir instable apres et inversement.

IV- Points de bifurcation

Un point de bifurcation correspond a I'intersection d’au moins deux branches de solutions, dont
I'une est la branche actuelle.

Pour ces points la matrice 4 est singuliére et ’espace nul de la matrice F, = /F, F, ] est d’au
moins dimension 2; c’est a dire qu’il existe ¢ , , ¢, ef y tels que:

{F.¢‘=PL¢2=0

'y =0 (3-80)
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L’équation (3-81) est différenciée deux fois, le résultat est ensuite, multiplié a droite par ', on
obtient alors I’équation (3-82).

F(x(s).A(s))=F(u(s))=0 (3-81)
v 'F..(u(s))u(s)i(s)=0 (3-82)

Pour un point de bifurcation, on a
us)y=a¢ +6¢, (3-83)

En remplagant #(s) par son expression, dans (3-82), on obtient I’équation (3-84), communément
appelee Equation Algébrique de Bifurcation ( ABE).

y'F,us)(ag +04, ap +04,)=0

W’P;u("(s))(az ¢,¢+2a6¢.¢ 6 ? $,9,)=0
a’c,+2abc,+60°c,, =0 (3-84)
avec

¢, =y 'k, (u(s)) ¢ P 6y = '//'[';u(“(s)) ¢ .9, Gy = '/"Em(“(s)) ¢ 29 2
Les paires de solutions (a, 8) doivent étre différentes de (0,0) et on suppose qu’on a a= 0.

La relation (3-84) est un trinéme du second degré en € «,
2
G, +2;c,l A»FcZZ =0
Le discriminant A = ¢}, —¢,, c,, est positive, ce qui correspond a deux solutions réelles dont
I"'une €gale, a (a7, 87) =( 1,0) correspond a la direction de la branche actuellew, . La direction de la

deuxiéme branche #,, sera définie par (a2 62).

{')t:a|¢|+0|¢z

. (3-85)
w=a,$p,+6,¢,
Puisque une des deux directions est #,, alors:
v ' F(u(s)u(s)u(s) = y 'F,,(u(s))¢ , ¢ ,= 0 (3-80)

ce qui implique ¢;1=0, d’ou A =c},.
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Les solutions sont donc égales a:
6 _zep+VA

*

“ “u (3-87)
* & - M =-2 Sz
a, ¢ <y

La premiere solution correspond a (ay 6)) =( 1,0), alors que la deuxiéme solution nécessite le
calcul des coefficients c;; et ca,.

En utilisant, la méthode des différences divisées, on peut approximer ces coefficients par
I’expression (3-88).

_ F(u+eh(p +¢)) - F(u+ehg)- F(u+ehg )+ F(x)

K
'] ¢: ¢1 2eh2

(3-88)

Les vecteurs ¢ , et y, sont calculés suivant la procédure présentée précédemment. Pour le calcul
£
]
0]

de ¢ ,. on choisit ¢ , 1 ¢ . Il va donc correspondre au vecteur nul de la matrice

—-

f,

Remarque: ¢, est un vecteur nul de /-, et o ,J , par contre ¢, est un vecteur nul de /-, mais
- 1

.

d .
as de
P ¢

V- Application de I’algorithme de continuation par la pseudo-longueur d’arc _pour la

résolution de différents problémes.

Probléme 1: Identification de la courbe d’intersection, entre deux surfaces.

L.a courbe d’intersection entre, une surface P(w,v) du plan #-v, et une surface ()(s,7) du plan s-/.
est definie par I’équation

I uvst) = P(uyv) — QX s1) =0 (3-89)

ou:
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P(uyv) = {X,,(u,v) Y (u,v) ,Zp(“,V)}]
L (3-99)

Osit) = {Xols.0) . Yolsit) , Zo(5.0)] j

avec X, Y et Z représentent les coordonnées cartésiennes de chaque point.

Un point d’intersection est point qui appartient aux deux surfaces, par conséquent ses
coordonnées cartésiennes vont satisfaire les équations:

X,,(ll,V)—Xq(s',) =0 l
Yp(u'v)’yq(s-’) =0
Z, (uv)-2,(s4) =0 | (3-91)

Ces equations définissent un systéme de trois équations a quatre inconnues, une équation
additionnelle est nécessaire pour sa résolution. Pour cela, on utilise la méthode de continuation
par la pseudo-longueur d’arc.

Si pose B [u,v,s}
."equation a rajouter est:
(Wt—Wk l)Wk l+(tk—tk4)tkAl'A52=0 (3-92)

L identification de la courbe d’intersection, va donc consister a continuer la courbe de solutions
du systeme complet:

Flwasl=0  k-1. }
L (3-93)
(Wk—wk—l)Wk 1 +(1k—tk-‘)ik,|—As2=0 J

A titre d’exemple, on considere le cas d’une intersection entre deux cylindres ('/(u,v) et C2(s,1,.
pour lesquels les coordonnées cartésiennes sont définies respectivement par:

Xl (u,v) = [-u
Yer (uyv) = 2Rv ' (1+v3)
Zei(u,v) = 2Rv? (1+v3)
et
(3-94)
Xe2(s,0) = (I-53) / (1+5°)
Ye2(s,0) = 25/ (1+53)
Ze2(s,t) =t

avec R le rayon du cylindre.
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L’algorithme est testé pour différentes valeurs de R; et pour chaque cas, les points de départ de la
branche sont calculés de telle maniére a ce qu’ils correspondent aux valeurs limites de I'espace
considere

Pour savoir si toute la branche de solutions a été déterminée, on fait deux tests

- Le premier test, sert a savoir si le point predit se situe entre les deux premiers de depart de la
branche ou non Si le test est positif. on a une courbe fermée. donc toute la branche a éte calculee

- L.e deuxieme test permet de veérifier si les parametres trouves se situent en dehors du domaine
considere ou s’ils prennent des valeurs egales aux valeurs limites Dans ce cas. on conclue que la
courbe dintersection est une courbe ouverte

Apres le calcul de la branche entiere de solutions, on considere les points de bifurcations possibles
et on procede a un changement de branche en ces points

Pour le cas ou les deux cylindres on des rayons égaux (R=1), La courbe d’intersection obtenuc
par continuation est representee sur les figures (3-1-a) et (3-2-b) Ces figures montrent clairement
qu’il existe deux points bifurcation (i, v.s.7) " (1.1.1.1) et (u.v.s.0)= (1,-1,-1,1)

Partant de (r.v.8.7) = (2,10,10.2). la branche de solutions est continuée jusqu’au point (
19801 ,-9.9852,-9.9851, 1.9801), en passant par le point de retournement: (0,0,0,0)

Chaque point de bifurcation est ensuite considéré, et un changement de branche ( positive et
negative) est effectué, dans la direction du deuxieme vecteur nul du jacobien en ces points

Fig.3-1. Représentation de la courbe d’intersection (R=1)

a) dans le plan w-v b) dans le plan s-1
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Pour R=2, on obtient les courbes des figures (3-2-a, 3-2-b). Pour ce cas on, a seulement des
points de retournements. Partant du bord correspondant au point (u.v,5,/)=(2,0,5,0), La courbe
est tracée jusqu’a ce que les conditions d’arrét soient vérifiées. Cette branche contient trois points
de retournement: (u,v.s,1) = (0.9999, 0.2679, 09999, 0.2679), (0,0,0,0), et (0 9999 -0 2679.
0 9999, 0 2679)

Les deux autres branches sont continuées, partant respectivement de (u,v,s,/) = (2, 10, 5,4) ct
(u.v,5,1) =(2,-10,-5.4), Chacune d’elles contient un point de retournement (w,v,s,71)=(0 9999,
3 7320, 09999, 3.7320) pour la premiére et (u,v,s,/)=(0.9999, -3.7320, 0.9999, 3 7320) pour la

deuxieme
| NI
(T3 = -4
3.5 —
ot -
3 —
L i i
- _ Z.Sr -
A —— t 2r- -
- n 1.5 I
a |- -
p O —
P =
a 0.5 —
T _’_—/-’/\/\
Lo s o
O (SR - 1 1.5 2 -5 [¢] ;=3
A" ) =
a) b)

Fig.3-2. : Représentation de la courbe d’intersection (R=2)

a) dans le plan w-v b) dans le plan s-¢

Les figures (3-3-a, 3-3-b) représentent la courbe d’intersection obtenue par continuation pour le cas
R=0.5. Le procédé de calcul est identique a celui du cas précédent. Il y a trois branches de solutions.
La premiére branche est continuée partant du point (0,-5,0,1), elle contient trois points de
retournement. (u,v,s,f) = (1.8660, -0.9999, -3.7320, 0.4999), (0, 0, 0, 0), et (18660, 0.9999.
3.7320, 0 4999).

Chacune des deux autres branches contient un point de retournement respectivement (0 13364,
-0.9999, -0.2676, 0.4999) et (0.13364, 0.9999, 0.2676 ,0.4999)
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a) b)
Fig.3-3. : Représentation de la courbe d’intersection (R=0.5)
a) dans le plan u-v b) dans le plan s-f

Probiéme 2: Etude du comportement d’un systéme dynamique simple

Soit le systeme dvnamique modélisé par le systéme d'équations non linéaire de la forme:
y y q P y q

x=f(xa)
xe R" A ¢ R
95)

L étape préliminaire dans I'étude d'un tel systéme est la détermination des points d'équilibre. Ces
points sont les solutions du systéme équations.

flx.A)=0 (3-96)

Si pour certaines valeurs prises par le parametre A | le comportement de la solution du systeme est
different. ce systéme presente alors des points singuliers a I'équilibre ( des points de bifurcation ou
des points de retournement par exemple) La frontiere entre deux comportements represente un point
singulier et correspond le plus souvent a un changement du type de stabilite.

Le systeme considéré est un systéme de n équations a (n+1) inconnues qui ne peut étre résolu
directement, une équation supplémentaire est nécessaire.

Comme pour I’exemple précédent, on compléte la définition du probléme en utilisant la technique de
la pseudo-longueur d'arc et on détermine les branches de solutions correspondant au systeme étudie
en utilisant la méthode de Continuation.
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Le systéme complet est alors résolu pour k=1 jusqu'a ce que toute la branche de solution SOit
déterminée

f (x.A)=0 ko= 1. l
(3-97)
(xk_xk I)x'k I+(}~k_)~k l)j.k,1“Asz =0 J

L’exemple que I’on va présenter pour illustrer ceci, représente un systéme électnique constitué de
deux génératrices identiques (G1 et G2), montées en paralléle qui déchargent dans une charge R.

Ra DCD WL Rs 4y
L Rs

Ra C m i2

R

NVV

fig. 3-3 : représentation du systeme étudié

Les équations régissant ce systéme sont :

L% = E(i ) - (Ra + Rs)i, - R(i, +i,) = f,(i, i, R)
d: (3-98)
[.thi = E(i,) - (Ra + Rs)i, — R(i, +i,) = f,(i,.i,, R)

avec
Ra Rs =03Q et E(i) est une fonction non linéaire de i.

Afin de déterminer les solutions a I’équilibre, I’algorithme décrit précédemment est utilisé pour la
resolution du svsteme

Jfl(l,,ll,R):O 3.99
\f. i1, R)=0 (3-99)

L étude mathématique du systéme dans tout I’espace, fait ressortir I’existence de 4 branches de
solutions comportant plusieurs points de retournement et 3 points de bifurcation qui correspondent
au cas ou R=0 ; c’est a dire lorsqu’on a un court-circuit.

Les points de retournement correspondent a des changement dans le type de stabilite. Les parties en
rouge des figures (3-4a) , (3-4b) et (3-4c) représentent les zones de fonctionnement stable.
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50 100

-40

fig. 3-4 b : courant i> en fonction de la charge R
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fig. 3-4 ¢ - courant /, en fonction du courant i/,

En réalité, les courants /; , i, et la charge R sont positifs; Les figures (3-5a) , (3-5b) et (3-5¢)
representent les parties des branches de solutions présentées sur les figures précédentes, qui venfient

ces considérations.

40

35¢
30r
25¢
tharge R
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.

ﬂ
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fig. 3-5 a : courant /; en fonction de la charge R, pour un fonctionnement reel
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fig. 3-5 b : courant i, en fonction de la charge R, pour un fonctionnement reel
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fig. 3-5 ¢ : courant i, en fonction du courant /,, pour un fonctionnement reel

L’examen des résultats relatifs 2 ces derniéres courbes, fait ressortir I’existence de deux zones de
fonctionnement stable. La premiére zone correspond a: i; > 302 A, i > 255 A et la charge R < 2
Q La deuxiéme zone correspond a:/; <302 A, i,<10.6 AetlachargeR>27Q.
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VI Optimisation.d ; linési

VI-1 : Introduction

Considerons le probleme
min J(x,A) (3-100)
avec

S(x.A)=0 (3-101)
xe R Ae RY [:R"™ >R JR™ >R

Ceci est probleme de programmation non linéaire avec contraintes d’égalité. La différence avec le
traitement standard du probléme, est que dans notre étude, on supposera que ces €équations
définissent une surface unique dans ’espace R .

L objectif est donc de trouver au moins un point (x* A*), solution de (3-101) qui mimmise

localement la fonction coit (3-100). Pour cela, on doit déterminer une courbe (x(s). A(s)) sur la
surface f(x,4A )= 0, qui passe par au moins un minimum local.

Si on désigne par @ le minimum de J(x, A ), alors le probléme revient a résoudre simultanément les
equations

{er,,l)—w:o

Fixd)=0 (3-102)

VIi-2: Conditions d’optimalité

La condition nécessaire pour qu’un point u, = (x,.24,) solution de f (1)=0, minimise localement la
fonction cout .J(i), est qu’il existent p € R” et g € R", tels que:

f.p+J.q=0
{p'p +q*-1=0 G199
VI-3 : Détection des optimums
On pose
: Sf(u)
I'(u.a)):{J(u)_w (3-104)

L’algonthme de continuation va permettre de tracer les branches de solutions de:
Fua =0 (3-105)

et de déterminer ainsi, les points de retournements par rapport a @. Ces demiers correspondent aux
différents optimums.
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Pour cela on dmt ru()udrc le systeme etendu ( 3- H)(»)

Iy =0 (3-106)

Jlfu(u) 0
\
lw y-1=0

avec w ={p. g} e R""

Par analogie, a ce qui a été dit précédemment, un point de retournement va étre caractérisé par
=0 (3-107)
Si de plus ce point est quadratique, on aura:

@z 0 (3-108)

Vi-4 : Optimisation d’un systéme enzymatigue a deux compartiments avec un seul substrat.

[.e systeme egalement etudie dans Doedel[3-2], peut étre schematisé comme suit:

sO sl . E s2,E sO+pn

L.es deux compartiments ou ont lieu les réactions, (grace a la présence de I’enzyme E) sont separes
les uns des autres par une membrane, a travers laquelle peut diffuser le substrat.

- sl et s2 representent les concentrations du substrat a I'interieur, respectivement du compartiment |
et du compartiment 2.

- 5O ¢’est la concentration du substrat extérieur au compartiment 1.

- sO+p c’est la concentration du substrat a I’extérieur du compartiment 2, u peut €tre assimilé a une
perturbation

D’apres Kernevez[3-8],Ce procéde est modélisé par le systeme d’équations différentielles suivant :

dsl
=(s0-s1)+(s2-s1)- pR(sl)

dr
ds2
d__(so+,, s2)+(s1-52)— pR(s2)

Ky
avec R(s)=—7,
l+s+s

Dans notre étude on va considérer le systéme a I’équilibre, c’est a dire:

£,(51,52,50) = (s0—s1)+(s2—s1)- 100R(s1) = 0
J2(51,52,50) = (s0+ pu—52)+(51-52)-100R(52)=0
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ct onveut chercher les extremums de Pactivite detinie par

Jrs1, 52, 80) =100 (¢ R(sl)+ R(s2) )

On apphlique l'algorithme décnt precédemment, a ce probleme pour différentes valeurs de y On
continue alors. les branches de solutions pour

{ £, (s1,52,50)

Jf(sl, 52,50)=0= £.(51.52.50)

[./(.\'l,.s'2,.s'0) - =0
l.es reésultats obtenus pour chaque cas, sont représentés dans ce qui suit.

1% Cas :u =1

Partant du point (sl, s2, sO, ) = ( 0, 0, 0, 0). on continue les branches de solutions relatives a ce
probleme On detecte alors I’existence de quatre optimums locaux: deux maximums et deux
mimimums, comme tndiqué dans le tableau n°3-1 et montré par les figures ( 3-6 a), (3-6.b), (3-6.¢) et
(3-6 d)

Optimum n° sl s2 sO ©
] 08534 1 0558 | 335787 66 2682
2 06215 | 73419 | 248572 42 7511
3 08956 | 89979 | 259916 43 0909
4 8 7753 | 92662 | 18 3964 19 7512

Tableau n° 3-1

1l apparait clairement, que pour une perturbation g egale a |1, ’activité est maximale pour une

concentration exterieure egale a 33 5787

fig. 3-6.a : L activité o en fonction du paramétre sO
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Concernant L stabdoe du sesteme_on aun changement_ du 1y pe de stabilite apres chague opumun

Fnettet fe svsteme est stable sur la premiere branche O <O 33 5787 , ensuite 1b devient instable (o)
vanant de 66 2682 a 42 7511 et sO variant de 33 5787 a 24 8572), puis de nouveau stable, instablc
et enfin stable
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fig. 3-6.b : La concentration s| en fonction du parameétre sO
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fig. 3-6.b : La concentration s2 en fonction du parametre sO
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2°% Cas 1t =3

Comme pour le cas précedent, on part du point (sl, s2, sO, ®) = ( 0, 0, 0, 0), et on continue les
branches de solutions relatives a ce probléme. La aussi, on détecte I’existence de quatre optimums
locaux deux maximums et deux minimums, comme indiqué dans le tableau n°3-2 et montré par les
figures ( 3-7 a). (3-7.b), (3-7 c) et (3-7 ¢)

On remarque que l"activite maximale, est plus petite dans ce cas que dans le cas précedent ; ce qui
est normale puisque la perturbation est plus importante

Pour ce qui est de la stabilité du systéme, on obtient la méme chose que pour le cas p =1, c’est a dire
qu’on a une succession d’état stable et d’état instable, aprés chaque optimum.

Optimum n° sl s2 sO ®
1 05566 1 0695 | 29 8651 63.1051
2 0.4478 7 1482 209142 39.2322
3 09476 | 109454 | 24 2507 41.6090
4 84000 [ 107550} 16.5503 189454
Tableau n° 3-2
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[.es resultats obtenus avec ces deux exemples mettent en evidence I'influence du parametre p sur
["activite © Pour trouver la valeur de p pour laquelle on a la plus grande activite. on doit donc
considere ce parametre comme inconnu dans le probleme d’optimisation pose et I'identifier en méme
temps que les autres parametres (e sera le sujet du paragraphe suivant.

V1I- ldentification des parametres par continuation successive

[."algonthme de continuation presente precedemment, est directement applicable lorsque le nombre
de parametre /4 est egale a | Si ce nombre est supeneure, on procede par continuation successive

Les etapes de 1'algonthme sont alors les suivantes

e 1/ Continuer une branche de solutions pour le systéme (3-102), avec tous les parameétres A, .
fixes, sauf un parametre A; qui lui reste libre. On détermine I’extremum quadratique . Le
systeme a resoudre est alors le sutvant

| f(x.A)=0
J(x,A)-w=0
. ff,(x,/l)p+.l,(x,l)q:0 (3-109)
Su(x. ) p+J,(x.2)q=T r={r; i=1,....n}
pp+q-1=0
L
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e 2. Pow leaxtiemom tbouve, deting pool g g sant tous deux pon nuls en meme temps et gui
verttient les tros derieres equattons de (5-109) e T conespondant au parametre 2. hbre. est
nul Les autres I, ne sont pas necessairement nuls

e 3/ Liberer un autre parametre A4, et calculer la nouvelle solution pour (3-109) Pour chaque
solution trouvee, recommencer la procédure de continuation, en libérant a chaque fois un des
parametres restants jusqu’a ce qu’il n'y ait plus de parametres fixes. Le I, correspondant au
parametre libere est mis a zero Ce qui donne, lorsque tous les paramétres sont libérés, un vecteur
" nul

Le systéme peut étre réécrit sous la forme -
[ f(x.A )=0
| J(x, A }J-w=0
JAx A )p+J (x4, )g=0

(3-110)
| Sul(xA,)p+J,(x.2,)qg=0 k=1,...04
| pp+q -1=0
[ S Ax A, )p+J (x,A, )gq-T =0 i=1,.... vu

v/ represente le nombre de parametres libres et vy le nombre de paramétres restants, c’est a dire on
avA vu ni

Les quatre premieres €quations de (3-110) forment un systéeme d’équations non linéaires que 1’on

resout par la méthode de Newton- Raphson; ensuite on calcule I' par la derniére équation de (3-
110)

*- Application de L. algorithme au probléme décrit précédemment

Dans le cas de I'exemple precedent, ona A = { sO, i }. Les résultats présentés correspondent a la
continuation de la branche de solutions pour A, =s0 libreet A, = u fixe, égale a 1 dans le premier
cas et a 5. dans le deuxiéme cas. Pour chaque cas on a également :

- 1%cas : u =1

Pour le maximum ©=66.2682, on a :
o I, = /f,(s1.52.50)p+J (s1.52,50)g=F y=0
o I, =/,(51,52,50)p+J (s1,52,50)q = F,ﬂ v =-046372

- 2°%cas : u =§

Pour le maximum w=63.1051, on a :
o I )=/ 0o(s152,50)p+J,,(s1,52,50)q=F,py=0
e I, =/,(s1,s2,50)p+J (s],52,50)q = F‘: y =0.5483
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On libere le deuxieme parametre 4 on obtient alors :

- 1°%as : u =1

Partant de sl. s2. sO, u et © correspond a I’activité maximale, c’est a dire le point ( sl, s2, O, i ©)
= (08334, 10558, 33,5787, 1, 66.2682), le systéme est résolu au bout de 6 itérations Le tableau
suivant montrent les résultats intermédiaires pour chaque itération ( iter. n° indique le numeéro de
I’iteration)

iter n” s s2 sO " © | F |
I 1 3863 | 09344 | 368032 | 27708 68 8632 45417
2 07614 | 09812 | 358240 | 12654 68 6399 3.9226
3 09279 | 09987 | 346569 | 0.2504 67.1367 0.7499
4 09928 | 09999 | 343726 | 00332 66.7204 0.0768
5 09999 | 09999 | 343337 | 334 10" | 66.6672 8.06 10~
o 09999 | 0.9999 | 343333 | 0337 107 | 66.6666 0.806 107

On calcule le vecteur I pour le maximum trouve, on trouve -

-1,=0 e I =0

par conséquent le vecteur I est bien nul.

- 2°cas : u =S

Partant de ( sl, s2, sO, i ©) = ( 0.5565, 1.0695, 29.8656, 5, 63.1051), le systéme est résolu au bout
de 6 iterations Le tableau suivant montrent les résultats intermédiaires pour chaque itération.

iter n° sl s2 sO n Q) LF Y
1 09441 | 11423 | 320625 40778 64 5386 0.1354
2 10714 | 09694 | 346484 | 08624 65.0522 0.07323

3 10027 | 0.9998 | 343358 | 195 10° | 66.6670 8.06 10™
4 0.9999 | 10000 | 34.3333 0413 107 | 66.6666 0.806 10°*

Comme pour le cas précédent, le vecteur I" pour le maximum trouvé, est nul:
-T,=0 e I, =0 ‘
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Il en ressort que I’activité maximale est © = 66 6666, elle correspond a une solution symétrnique sl
s2 1 avec sO 34 3333 et une perturbation nulle g =0

*. Application de L’algorithme & un autre probléme
Soit aresoudre . min J(u, A, A, A, A, )=u+A +A,+A,+4,

avec flud, A, A, 2,)=ur+2A1+ A+ A+ A1

étape
A, libre et 4 ,=A4,=4,=0 (fixes)
Partant de (u. A, @ (0, 0, 0), on obtient :
-(u. Ay, @) -(0.7071, 0.77071, 1.4142 )
- Iy =0.155 107
- Nombre d’itérations : 4
2%1ape
onlibére A- et A,=4,=0
Partant de (u. A;, A;, @ (0.7071, 0.77071, 0, 1.4142 ), on obtient :
-(u, Ay, Ao, @) (0.5773, 0.5773, 0.5773, 1.7320)
- T, =0.043510°, T, =2.3188 10”
- Nombre d’itérations : 3
onlibere A: et A,=0
Partant de (u. 4;, A, Az, @ (0.5773, 0.5773, 0.5773, 0, 1.7320), on obtient :
- (u, A1, A5, A5, @) - ( 0.5000, 0.5000, 0.5000, 0.5000, 2.000)
- T, =-0557107, T, =-0557 107, I'; =0.265 107
- Nombre d’itérations : 4
on libére A,
Partant de (u, 4;, A,, 43, A, =( 0.5000, 0.5000, 0.5000, 0.5000, 0, 2.000 ),
on obtient :
-(u, Ay, Ay, A3, A= ( 0.4884, 0.4884, 0.4884, 0.4884, 0.4884, 2.4440 )
- Ty =0.15410° I, =0.154 10% T3 =0.154 10, T, =0.102 10°

- Nombre d’itérations : 4



CHAPITRE IV

IDENTIFICATION DES PARAMETRES
PAR LA METHODE DES SENTINELLES
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1. Introduction

Comme il a été présenté dans le premier chapitre, les problemes d’identification les plus
couramment rencontrés en mathématiques appliqués sont les problemes de moindres carres cju
consistent a minimiser un critere quadratique représentant I’écart entre y (4, ) la solution du
modéle mathématique représentant le systeme et Zd(?), les mesures relevées sur un intervalle de
temps | to, 1] < 10, T

Ces mesures sont en général bruitées et verifient la relation’
Zd() y(t1 A) - erreur() (4-1)

La methode des sentinelles pour l'identification des parametres, se base sur la theone des
Sentinelles présentée par J L Lions [4-3]

Elle consiste a construire, pour chaque parametre inconnu, une sentinelle independante des
mesures. qui va nous indiquer la sensibilit¢ de ce parametre par rapport au bruit En effet. et
d’apres le =" Shadow theorem *’. il existe un « agent secref » dans 'ombre de « ['observateir » .
cet agent se trouve dans |’attracteur (étrange ou non ) et a une trajectoire tres proche de celle des
mesures Zd L identification des parametres A fournit I'identite de /'agent secret y (1, A)

Cette methode est donc tres intéressante pour la résolution des probléemes mal definis ou lorsque
les observations sont fortement bruitées. D ailleurs les resultats obtenus lors de la résolution de
differents problémes réels par cette methode ( détaillés dans la référence [4-2]), sont une preuve
de I"efficacité de la méthode

11- Rappel de la méthode des moindres CArreés

Le probléme de moindre carré revient a minimiser une fonction cout:

1 2
Q(A)= Elyn.z)—Zd(r)L, (4-2)

Sachant que:
I .IH représente la norme associée au produit scalaire dans H. et que | I |: = I fi(t)dt
En développant (4-2), on obtient

P(A)=((y(t,A)-Zd(1))(y(1.A)-Zd(1)))

1, 1 2 (4-3)
= SO LAy (LA)~(y(LA).Zd(1))+ 5| Zd(1)|
Si on pose que la solution y (7, 1) est de la forme :
y(t,A)=B2 (4-4)
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B etant un operateur, alors (4-3) se reecrit comme suit .

|
O(A)=S((BA) (BA))~(BA.Zd(1))+ 2| zd(1)]
=—(A'B'BA)- (A’B’Zd(t))+%| zd(1)|

().’A).)—().’b)+%| zd(1)|

N = = -

Avec

A=B'B et b=B'Zd(1)

I11- Minimisation de la fonction coiit
La condition pour que le vecteur A° soit un optimum est:

cp(X) _

0
A
cec1 implique:

AX-b=0

Si la matrice A4 est définie positive, alors :
A=A"0=A"'B'Zd
On pose :

W=A"'B

I’expression (4-9) devient :

A=wzd

(4-5)

(4-0)

(4-7)

(4-8)

(4-9)

(4-10)

(4-11)

Si de plus, I’opérateur B est injectif, alors pour tout ensemble de données Zd, il existe un vecteur

de parametre unique A" tel que :

P(A)>p(2) VA

Proposition
En multipliant I’expression (4-10) par B, on obtient :

WB=A'B'B

(4-12)

(4-13)
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Sachant que .
A=B'B
alors

WB=A'BB=A'A=1 (4-14)

( I étant la matrice identité).

W est donc ’'inverse généralisé de B.

1V- Conditions d’existence de la matrice W

Pour que la matrice W existe il faut que les deux conditions suivantes soient vérifiées:
e L opérateur B doit étre injectif

e La matrice A doit étre définie positive.

a/ Opérateur B injectif
Pour que B soit injectif, il doit vérifier :

e BA=0 = i=0
e BA=BA, = A,=4,

Ce qui veut dire que pour un ensemble de données Zd(1), correspond un vecteur de parametre
unique A

b/ La matrice A définie positive
Ona:

VA (AAA)=(BABA)=|BA|, =0
De plus, on sait que :
(AAL)=0 = |BA|=0

Puisque B est injectif, alors :
BA=0 = A4=0

Par conséquent :
VAz0, (AA,4)>0

Ce qui veut dire que la matrice symétrique A est définie positive si B est injectif.
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V- Definition des Sentinelles

ST

Si on désigne par €', le i"™ vecteur de la base canonique considérée, alors le i composant du
vecteur A est donné par la relation:

A =(e' A)=(e' WZid)=(W'e' Zd)
=(BA'e.Zd) (4-15)
=(W,.Zd)

et W, est appelé sentinelle associée au parametre A,.

Ainsi, pour un ensemble de données Zd, le i"™ paramétre A;, est égale au produit de la sentinelle
associée au paramétre et des données Zd. Pour chaque parametre A, ( 1=1, ,n;), on associe une
sentinelle W,

L identification des paramétres va s’effectuer en deux étapes: lors de la premiére étape on
détermine les sentinelles associées a chacun des parametres. Ensuite, on fait le produit avec le
vecteur des données. Cette fagon de procéder, représente un avantage certain par rapport aux
autres méthodes.

En effet, pour un probléeme donné, les sentinelles sont calculés une fois pour toute
indépendamment des données Ces derniéres interviennent seulement dans la derniére étape de
calcul des parametres

Le calcul explicite de la sentinelle ¥, , se fait comme suit
1. - On détermine y, tel que
Ay =e

2 - On calcule W, par
W =By,

La méthode des sentinelles permet également de mesurer la sensibilité de chaque parametre au
bruit. En effet, | W, | est une indication relative a la perturbation par le bruit, de I’estimation.

A=mw.zd) = |i|<|w||z| (4-16)

VI- Identification _des paramétres par la méthode des sentinelles, pour un probléme
linéaire

La solution y(), d’un probléme linéaire peut étre exprimé sous la forme d’une combinaison
linéaire de solutions particuliéres , (f) (i =1,....,n,), obtenues en prenant a chaque fois un seul
parameétre A; égale a 1 et tous les autres nuls.

y() = va.(l)-i, 4-17)
i=1
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Dans ce cas, et par analogie a ce qui a eté decrit précédemment, I’opérateur B sera egale a .

B=[w.(t) v, (1)

et la matrice 4 est telle que
[ w(t) ]
v, (1)
A=B'B=|

v, (1),
(wi(wi(1)

( v, (1).y( t))

............ v ( l)]

[V’l(’) Wz(‘) ............

o {ww (1)

N ROTRO)

(4-18)

(4-19)

La matrice A est donc une matrice symétrique de dimension ( m. , m,), dont les éléments a,, sont

égaux a :
a,= I(w,.(t), y,(1))dt

et le vecteur :

[ w, (1) ]
(w,(1),2d)

(Wn‘ (’)'w)_j

est constitué d’éléments b, tels que :

b, =]‘(%(')-Zd)d‘

1<i,j<nm,

1si<nm,

(4-20)

(4-21)
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L’identification des paramétres par la méthode des sentinclles, pour un probleme lineaire. sc
resume aux €tapes suivantes

I. Détermmner {y (1) (i=1,.... .11, ) }, 'ensemble des solutions particuliéres du probleme. Llles

sont obtenues en résolvant nA fois le probléme, en prenant a chaque fois un seul A, egalea | et
tous les autres égaux a 0

to

Construire le vecteur B

3. Calculer la matrice A en utilisant la relation (4-19)

4. Calculer la matrice y, en résolvant - Ay / ( identité).
5. Calculer les sentinelles W, par la relation W= y. B'.

6. En deduire les parametres a identifier, en utilisant la relation (4-11).

VII- ldentification des paramétres par la méthode des sentinelles, pour un probléme non
linéaire

Pour ce type de problemes, I'identification se fera de maniére itérative par une méthode du tvpe
gradient, en utilisant les sentinelles calculées pour le probleme linéarise.

La premiere etape de I'identification des paramétres, pour un probléme non lineaire est donc la
definition du modele linéarisé relatif au probléme non linéaire étudié

1- Systeme Linéarisé

Sotit y(1) la solution du probleme non lineaire, pour les paramétres A et y(1)+ y (1) la solution du
méme probléme pour des parametres égaux a A + 4 A €tant une petite variation de A .

Le systeme linéarise c’est le systeme dont la solution y(7) représente la perturbation intervenant
sur la solution y (1) pour une variation Ader

Sa solution est une combinaison linéaire des solutions particuliéres, v, (t) obtenues en prenant a

chaque fois un seul élément de A égale a 1 et tous les autres nuls.

1°cas : y(1) = f(r,)

pour des parametres A, on a :

Y =f(L4) (4-21)

-

etpour A+4Aona:
¥y +5@)=1(t,4+4) (4-22)
En soustrayant (4-22) a (4-21),

YO+ PO~ )= f(1,A+A) - f(1,2) (4-23)
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on obtient .

HO=Lu(6,4) A (4-24)

2°cas: y'(1)=flty A) NOEE
Si t est connu, on écrit I’équation pour respectivement, des parameétres A et (1 + 1)
A o Y()=f(1y.2) y0)=r1
A+ A oy(1)+3(1)= f(ty+9.A+1) YO0)+ 5(0)=1 +7
la soustraction des deux équations donne :
FWO=fy+pA+A)- f(1y,d)  §O)=7 (4-25)
d’ou -

Les expressions (4.24) et (4.26) représentent les systémes linéarisés dans chaque cas. l.es
solutions y(r) sont une combinaison linéaire de toutes les fonctions y;( ¢, A ), obtenues pour:

1 =é i=L....n (4-27)

ni
j;(t):’glll '/’l("a'l) (4-:8)

VII-2 : Sentinelles du systéme linéarisé
On définit la matrice A(A ), dont les éléments:

a., ('1):]:(: v, (’a’l)"/’J (’J-)df 1<i,j<n, (4-29)

La sentinelle ¥ associée aux parametres inconnus est calculée en résolvant successivement les
équattons (4-30) et (4-31).

A(A )}y (2 )=es (4-30)
W(2)=w(2)r(2) (4-31)
e*: kiéme vecteur unité.

Ensuite, les parameétres sont ensuite mis a jour en faisant:

arn =g —W(a) (4 )-2d)  k=1,... (4-32)
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Lorsque t est inconnu, le vecteur des parameétres a identifier n’est plus A mais v = { A, 1 |et yirr,
A ) est un vecteur de dimension ( n + n,)

L algorithme est identique au précédent, il suffit de remplacer A er A par vef v

VIH- Application de la méthode des sentinelles pour V’identification des arameétres pour
différents problémes

On resout les problemes suivants, successivement par la méthode des sentinelles puis la méthode
de continuation, et cela pour comparer les performances des deux méthodes.

Probléme n°l

-0 -0

_"(’): me¢ 9 +m, ¢ O

v(1) represente la somme de deux gaussiennes que 1’on désire identifier. Pour cela, on dispose des
donnees du tableau n” (4-1)

( 284 ) 28425 ) 2845 | 28475 | 285 ) 28525} 2855 | 28575 | 286 | 286.25 | 286.5 | 286.75 | 287
V(O 007 015 (3 0.6 1.1 1.7 2.4 32 38 4.1 4 37 3

1 28725 | 2875 | 28775 | 288 | 288.25 | 288.5 | 288.75 289 1289.25| 2895 | 289.75 290

V(L) 25 1.9 1.4 ) 0.7 0.6 0.4 03 0.15 01 0035 003

t 29025 ] 2905 290 75| 291

V() 0002 00013 0 0

tableau n° 4-1

o
Partant des wvaleurs initiales [ml’ 0]’ T My, 02 , 0-2] = [4, 286, 1, 1, 288, l], on obtient les

resultats représentés dans le tableau n°(4-2). On remarque que la méthode des sentinelles
converge plus rapidement et donne un écart quadratique plus faible que la méthode de
continuation.

Algornithme m, 0, o, m, o, 9, Niter W(D“

Continuation | 39176 286.312 1.1590 | 0.507 | 287 703 1.350 18 00134

Scntinelles 3.9436 286.298 1.1302 | 0.641 287.750 1.410 10 0.0074

tableau n° 4-2
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Avece les parametres obtenus par la meéthode des sentinelles, on calcule les deux courbes
-0’ -0,

. , | —l —_— Y ,
déconvoluées . y,(1)=m, e "6, | et y,(f)=m, e "o, | quel’on représente sur la figure n°(4-1)

Les donneées sont représentées sur la méme figure par des (*).

5

284 286 288 290 292
t

fig. n°4-1 : Courbes déconvoluées obtenues avec la méthode des sentinelles

Probléme n°2:

1
Y, =n
L
o=l =vi . — v
)2 =& M PN
Ces equations, plus connues, sous le nom d'équations de Van-der-pol, sont souvent rencontrees
en electronique. Le parametre a identifier €, désigne la caractéristique non linéaire du circuit.

t 0 05 |1 1.5 |2 2.5 3 35 4 145 |5
y) |19 |15 |09 |02 |-05 |-1.1 |-14 |-12 -08(-03 )02
yaft) {01 {-08 |-13}-1.5 |-14 |[-] -0.25 103 08 |11 12

tableau n° 4-3

Pour les données du tableau n°(4-3) et en prenant comme valeur initiale €’ = 0.5, on obtient les
résultats représentés dans le tableau n°(4-4) Les conditions initiales yv,(0) et y:(0) sont
considérées connues, égales respectivement 4 1.9 et 0.1.
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Algorithme £ yl(0) ]y2(0)| Nnter l“‘/’”

continuation 00341 19 01 3 0108

sentinelles 00337 19 0.1 3 0 108
tableau n° 4-4

t

fig. 4-2. y1(t) obtenue aprés identification, en comparaison avec les données.

1.5

fig. 4-2 : y2(t) obtenue aprés identification en comparaison, avec les données.
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Les resultats obtenus avec chacune des deux méthodes sont comparables. Les paramétres obtenus
ainsi que le nombre d’itérations nécessaires a la convergence des algorithmes, sont les mémes

Les courbes obtenues avec les algorithmes de continuation et des sentinelles sont représentécs en
trait plein sur les figures (4-2-a) et (4-2-b) alors que les données sont représentées par des (* ) sur
les memes figures.

Probléme n°3:

Y= (126-2 -V )(91-9 -» )2 -Pa Vi

Ce probleme également traité dans le chapitre 2, a été résolu par la méthode de continuation puis
la methode des sentinelles. La méthode de continuation et pour [p,, p:]’ = [ 0.1,0.1], a donné les
resultats représentés dans le tableau n°(4-5), alors que la méthode des sentinelles diverge quelque
soit le choix des valeurs initiales.

La condition initiale de y, est prise égale a la premiére donnée relevée c’est a dire y,(1).

Algorithme d P2 LRIRY Nuer IH‘PH

“~

continuation | 3797 10-3 | 02591 10-3 0 5 19. 8158

tableau n° 4-5

Lorsqu’on remplace, dans I'expression de v,. p; par 1075 pp) et py par 1073 ppy. les deux

methodes convergent ( tableau n® 4-6) Ceci laisse supposer que la méthode des sentinelles est
tres sensible a I’échelle de mesure des paramétres, alors que la méthode de continuation | est
moins

Algorithme el P2 vitl) Niter '“(D”
continuation | 04797 | 0.259] 0 5 19 8158
sentinelles 0.4982 | 0.3228 0 8 241851

tableau n° 4-6

On remarque également, que la méthode de continuation donne les mémes résultats que
préecedemment et que ces derniers sont meilleurs que ceux obtenus avec la méthode des
sentinelles.

D’ailleurs les valeurs numériques des paramétres obtenus par la méthode de continuation, sont
tres proches de ceux obtenus par la méthode des B-splines, dans le chapitre 2.
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t

fig. n°4-3-a: Courbes obtenues aprés identification par la méthode des sentinelles

'l L A A A

0 5 10 15 20 .23 30
t

fig. n°4-3-b: Courbes obtenues aprés identification par la méthode de continuation
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Probleme n°4:

Y, =PV TP
Y, =P T Py

Ce probleme a également été traité dans le chapitre 2, avec des donnees légerement différentes de
celle que I’on a utilisées ici, et qui sont représentees dans le tableau n°(4-7).

Le nombre de paramétres a identifier dans ce cas, est plus important que dans les exemples
précédents ( p;, p2, p3).

t 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

viy |1 1.1 12 11 09 |07 |06 0.6 0.7 0.8 1

y2) 102 (025 (o4 (0S5 JOS5 {045 035 03 025 1025 03

tableau n° 4-7

Les résultats obtenus, avec chacune des deux méthodes (tableau n°4-8) sont pratiquement les
mémes. Les écarts quadratiques correspondant sont également assez proches.

(pi. p2.pl’=(1,2,15]

Algorithme Pl P2 p3 wvi(0) | v2(0) | Niter |||¢)“
méthode de | 0.8066 | 2.2652 1.9573 1 02 3 0.0304

continuation

méthode des | 0.8071 | 2.2662 1.9598 1 02 3 0.0314
sentinelles

tableau n° 4-8

En comparaison , avec les resultats obtenus avec les B-splines, on remarque que les valeurs des
paramétres sont trés voisins de ceux obtenus avec Inoeud (position 3).

Les figures (4-4) et (4-5) montrent les courbes y, (1) et y, (1) obtenues par identification avec
chacune des deux méthodes et leur représentation par rapport aux données.
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y1i

0.6

“X
X

fig. n°4-4-a : yl(t) obtenue aprés identification par la méthode de continuation en comparaison avec
les données

0.6 T y v T

b
b
b
9

0.15
0

t

fig. n°4-4-b : y2(t) obtenue aprés identification par la méthode de continuation en comparaison avec
les données
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yi

06 > L - ¥ 1
3

fig. n°4-5-a : y1(t) obtenue aprés identification par la méthode des sentinelles en comparaison
avec les données

0.6 T ¥ T T

y2

0_15 A 1 1 A
0 1 2 3 4 5
t
— = S —

fig. n°4-5-b : y2(t) obtenue aprés identification par la méthode des sentinelles en comparaison
avec les données
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1X- Identification des paramétres par application successive des algorithmes

Lorsque le probléme d’identification porte sur un systéme, modélisé par un systéme d’équations
différentielles de la forme:

yi ()= f,(t.y. )

y, ()= f,(t.y.2)

Les conditions initiales { ¥,(0), y,(0),- -+ , y"(O)} peuvent étre considérées comme :

- égales aux mesures Zd(t,), prises a t=t, . Ce cas peut étre envisagé lorsque que les données sont
tres fiables et représentent parfaitement le modele.

_ ou alors inconnues. La on est sur d’avoir des résultats plus exacts ; le temps de calcul sera plus
long puisque, le nombre de parametres a identifier est plus important.

En réalité, il est trés rare que 1’on connaisse, a l'avance, la part de l'erreur sur la mesure. Par
conséquent, la formulation du probléme, en considérant systématiquement les conditions initiales
comme inconnues, entraine des calculs supplémentaires qui ne sont peut étre pas nécessaires .
alors que dans le cas contraire les résultats peuvent étre incohérents du fait de 'erreur sur la
mesure.

L alternative pour résoudre ce probléme, serait de proceder a une identification en deux €tapes
dans un premier temps, on identifie seulement les parameétres A = {/l‘,/lz,...,ﬂm-_ } les
conditions initiales sont prises égales a Zd(t), ensuite, les conditions initiales sont supposees
inconnues et l'dentification est reprise pour déterminer aussi bien A = {2,,12,...,1 » } que
{ 3(0), ¥,(0),----- , )(0)} ' Si les données sont fortement bruitées, les parameétres obtenus lors de
la premiére €étape sont alors corriges.

Dans ce qui suit, nous mettons en évidence I’intérét d’une identification en deux étapes, lorsque le
systeme est modéliseé par des équations différentielles en comparant les performances des
méthodes de continuation et des sentinelles. Pour cela, on a repris I’identification des parametres
pour les problemes précédents:

1°- en considérant au départ, que les conditions initiales sont inconnues
2°- en procédant en deux etapes

Les résultats obtenus sont présentés dans ce qui suit. On désignera par MC1 lalgonithme de
continuation pour le premier cas (conditions initiales inconnues du départ) et par MC2 le méme
algorithme pour le deuxieme cas (identification en deux étapes) .

De méme, nous noterons lalgorithme des sentinelles par SENT1 pour I’identification des
conditions initiales du départ, et par SENT2 pour lidentification en deux étapes.
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Probléme n°2:

Pour les données du tableau n°4-3 et en prenant comme valeur initiale g = 05, on obtient les
resultats représentés dans le tableau suivant

Algorithme & v1(0) v2(0) Niter Il (P“
méthode de MCI1 (. 0805 18372 0.0279 4 00364
. . MC2 0.0793 18375 0.0282 (3)+2 0.0360
continuation
méthode des SENTI 0 0802 1 8296 0028 5 0 0365
SENT2 0 0801 1 8298 0028 (3)+3 0 0365
sentinclles

tableau n°4-9

Les résultats obtenus avec les deux méthodes sont comparables. Les parameétres obtenus. en
considérant du départ les conditions initiales comme inconnues, sont tres proches de ceux obtenus
avec une identification en deux étapes. Le plus petit écart quadratique est tout de méme obtenu
avec l'algorithme MC2.

¥ .
3

t

fig. 4-5-a: y1(t) obtenue aprés identification en comparaison avec les données.
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fig. 4-5-b : y2(t) obtenue apres identification en comparaison avec les donnees.

Les courbes en bleu, des figure (4-5-a) et (4-5-b), sont celles obtenues en considérant les
conditions initiales égales aux premiéres mesures, alors que celles qui sont en traits pleins
correspondent aux résultats des algorithmes MC1 et SENT1. Ces derniéres sont confondues avec
les courbes obtenues en faisant 1'identification en deux étapes ( MC2 et SENT2) Les donnees
sont représentées par des (* ) sur les figures.

Probleme n° 3:

Comme précisé precédemment la méthode des sentinelles diverge pour ce probleme. si on
considere directement p) et p2. La methode de continuation pour sa part. donne les résultats
suivants -

Algorithme Pl P2 vIi(l) Niter ‘“‘p"
méthode de MC1 05216 10-5 0 3493 1()-3 -2.1379 6 103834
continuation MC2 05210103 | 03482103 | 21179 { (5)+3 | 103730

tableau n°4-10
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Par contre. lorsqu’on remplace. o par 107 ppyet py par 1073 ppy. on obtient

Algornithme IJd P2 vicl) Niter m(/’“
“th
mcthode de MCl 05216 | 03493 | -21379 | ¢ 10 3834
continuat:on
MC2 05210 0348221179 (5)+3 | 103730
méthode des SENTI 05348 | 03953 [ -2.3759 9 116240
sentinelles
SENT2 035349 | 03954 | 223747 | (8)+3 | 116536

tableau n"4-11

On remarque que la méthode de continuation donne de meilleures résultats et le fait de considerer
les conditions initiales inconnues permet d’affiner la qualite de I'identification.

L’ ecart quadratique le plus faible est obtenu avec I'algorithme MC2, et les résultats obtenus dans

ce cas (valeurs des parametres et condition initiales), sont plus précis que ceux obtenus par la
méthode des B-splines.

_5 'y A A A A

0 5 10 15 20 25 30
t

fig. n°4-5-a : Courbes obtenues aprés identification par la méthode des sentinelles
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fig. n°4-7-a. Courbe yl(t) obtenue apres identification par la méthode de continuation en
comparaison avec les données

o.e L T L L

t

fig. n°4-7-b. Courbe y2(t) obtenue aprés identification par la méthode de continuation en
comparaison avec les données
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fig. n°4-8-a : Courbe yI(t) obtenue aprés identification par la méthode des sentinelles en
comparaison avec les données

06 Ll Ll 1 T

Q55

Qs

045¢

S

fig. n°4-8-b: Courbe y2(t) obtenue apreés identification par la méthode des sentinelles en
comparaison avec les données
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L.es courbes en rouge et en vert, des figures (4-7-a) et (4-7-b) représentent Y, (1 ety (1 obtenucs
par identification avec chacune des deux algorithmes MC1 et M(C2

Pour les algorithmes SENT1 et SENT2, ces deux courbes sont confondues. elles won
representees en rouge sur les figures (4-8-a) et (4-8-b)

lFoutes les courbes sont representées par rapport aux données et aux courbes obtenues c¢n
considerant les conditions initiales connues (courbes en bleu)

On remarque que la courbe 1 17) est beaucoup plus proche des données. que la courbe 3. (1) ct
ceci quelque soit la méthode ou la formulation utilisee

En conclusion. on peut dire que la methode des sentinelles est trés pertormante pour
I'identification des parametres dans les problemes de moindres carrés. lorsque le modele est unc
equation non hneaires Par contre lorsqu’on a a faire a un systeme d’equations differentielics
ordinaires la methode de continuation et la meéthodes des sentinelles ont des performances tres
proches (a l'exception du premier cas de l'exemple 3) On remarquera tout de méme que l'ecart
quadratique le plus faible est dans les trois cas obtenu avec l'algorithme MC2_ c'est a dire ¢n
taisant une identification par etapes et en utilisant la méthode de continuation

De plus, le nombre d'itérations nécessaires pour une identification en deux etapes n'est pas
beaucoup plus élevé que dans le cas d'une formulation directe La premiére étape nécessite la
majorite des itérations, cette étape est justement celle qui manipule le moins de parametres. don
la moins couteuse en temps calcul
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CONCLUSION GENERALE

L.¢ travail developpe dans cette these comporte plusieurs parties qui gravitent toutes autour
des problemes d'identification Pour chacune d'elles. on a etudie les aspects algorithmiques ¢l
numeriques des differentes methodes que 'on propose d utihser Ces methodes generales peus ent
etre utihsees pour la resolution d'un grand nombre problemes diidentification. relatifs a des
domaines difterents  Elles ont l'avantage de ne pas éure compliquées du point de ue
algorithmique et d’étre en méme temps eflicaces Elies peuvent fonctionner avec des mo\cens
intormatiques de capacite movenne. car I'espace memoire requis par la majorite des algorithmes
presentes est relativement taible lLes temps de calcul necessaires sont egalement reduits, meme
lorsqu’on procede par etapes ou par application successive des algorithmes

[.a methode des moindres carres est la tformulation la plus courante dun probleme
d identification Les methodes présentees dans cette these representent les ditterentes approches
que I'on peut utiliser pour resoudre ce type de problemes

Les methodes de resolution du tvpe gradient. sont les plus connues et les plus anciennes
Nous avons montre que d une part. I'algonthme de Marquardt etait le plus performant et le plus
indique pour ces problemes et que d autre part, le probleme du choix des valeurs initiales de tout
algonithme 1teratit peut étre resolu, en combinant l'algorithme utiise a une methode de
continuation

. interpolation des donnees par des fonctions B-splines cubiques. est egalement une
methode que I"on peut utiliser pour identifier ausst bien les parametres inconnus que les conditions
imtiales d’un systeme Toutefois. il n'existe pas de technique rigoureuse susceptible de donner la
meilleure merpolation Plusieurs essais sont souvent necessaires, avant de faire un choix (¢
dernier se base. essentiellement sur ['appreciation visuelle des dittérentes courbes obtenues | .
determination. de la position des noeuds ainst que leur nombre en utiisant une procedurc
d’optimisation, donne de mauvais resultats, sur out lorsque les données sont bruitées

l.a methode de continuation est une autre methode que 1'ont peut utihser pour
I"identification des parametres puisque comme nous lavons montre. un lien existe entre
I"optimitation d’un systeme et la continuation de ses solutions Cette methode tres intéressante.
permet d’obtenir avec precision le comportement d'un svsteme en fonction des parameties
inconnus On peut egalement procede par continuation successive Cette technique permet un
surei de I'evolution de la solutton amnst qu un gain en temps de calcul [.a methode de continuation
ne s'apphque pas seulement aux problemes de moindres carres La diversite des problémes
présentes dans cette these, montrent que les applications sont nombreuses

En fin. la methode des sentinelles présente I'interét d'une methode qui necessite un scul
calcul des sentinelles pour un probléme donne et pour différents jeux de donnees Ces sentinclles
permettent de mesurer la sensibilite de chaque parametre au bruit dont sont entachees les donnces
Toutetors, pour 'application de cette methode, on doit obligatoirement vérfier ies conditions de
bijection et de régularité énoncées.
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RESUME

Le travail présenté dans cette thésc porte sur I’étude de différentes approches possibles, pour résondic 1n
probléeme d’identification des parametres dans le cas non hinéane

Chacune des meéthodes prescentees, est ctudice aussi bien du point de vue algorithmique que nunv-rign:
Les performances, les avantages et les inconvenients possibles, sont mis en evidence grace a ¢
nombreux exemples en relation avec des domaies multiples.

La methode des moindres carres est la méthode la plus couramment utilisee pour formuler un pioblom.
d’tdentification. On verra quil existe plusieurs possibilité pour nunimiser un critére quadratique et (i 1o
mise au pomnt d’algorithmes efficaces pour sa i1ésolution revét toujours une grande importai.c |
combmaison d’aigorithmes deja connus pour leurs performances, avec d'autres methodes ainclhion-

cncore plus, leur efficacite Ceci permet de développer des algonthmes fonctionnant par application
successive

On traitera ¢également des problemes d’optimisation des systemes, en utilisant un algorithuie i
continuation Cet algorithme permet le suive de 1'evolution de la solution du pomnt de vue trajectone o
stabthite |l permet la detection des pomts singuliers, tels que les points de retournement et de bifurcation
Pour cela, les différentes methodes de calcul du pas de déplacement et des directions de recherche =ont
proposees

Lorsque le probleme se rapporte a des systemes mod¢lisés par des équations differentiellcs avec
conditions initiales mconnues ou mal défintes, on montrera qu’il serait plus intéressant de procedvi a une
identification par étapes ou par application successive des algorithmes proposés Ceci permet d’a oir des
résultats d’une plus grande finesse et de gagner en temps de calcul

Mots clés: B-splines, Identification, Non linéaire, Paramctres, Sentinelles,
.

ABSTRACT

In this work different approaches for non linear parameters identification are introduced and analyscd Ver
that, Numernical and algorithmic analysis are presented. The performances, advantages and possible
shortcomings are highlighted by applying the approaches to a vanety of test examples

The least squares method has been widely used in system identification Various efficient algornithins for
minimising a quadratic cost are reviewed and analysed. It 1s shown that a combination of these algonthms
with other methods can mmprove their efficiency This leads to the so-called class of successive
applications algornithms

We also consider system optimisation using a continuation algonthm This algonthm allows us to tiack
the solution in terms of trajecfory and stability. At the same time 1t can detect smgular pomts such as it
and bifurcation points. Different methods for computing the direction of search and the displacement step
are proposed.

On the other hand when the system is modelled with differential equations with unknown o1 badis
defined imtial conditions, 1t 1s shown that it would be niore interesting to consider the identificat:on with
successive applications of the proposed algorithms. This gives finer results and decreases the run time



