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RESUME

Le travail présenté dans cette thèse porte sur l'étude de différentes approches possibles, pour
résoudre un problème d'identification des paramètres dans le cas non linéaire.

Chacune des méthodes présentées, est étudiée aussi bien du point de vue algorithmique que
numerique Les performances. les avantages et les inconvénients possibles, sont mis en évidence
grâce a de nombreux exemples en relation avec des domaines multiples

l.a methode des moindres carrés est la méthode la plus couramment utilisée pour formuler un

problème d'identification On verra qu'il existe plusieurs possibilité pour minimiser un critère

quadratique et que la mise au point d'algorithmes efficaces pour sa résolution revêt toujours une
grande Importance La combinaison d'algorithmes déjà connus pour leurs performances, aWL
dautrcs methodes ameliore encore plus, leur efficacité Ceci permet de développer db

algonthrncs fonctionnant par application successive

On traitera egalement des problèmes d'optimisation des sv sternes, en utilisant un algorithme dl'

connnuauon Cet algorithme permet le suivi de l'évolution de la solution du point de \UL'

trajectoire et stabilite Il permet la detection des points singuliers, tels que les points dl'

retournement et de bifurcation Pour cela, les differentes methodes de calcul du pas dt'

deplacement et des directions de recherche sont proposees

Lorsque le problème se rapporte à des systèmes modélisés par des équations différentielles avec
conditions initiales inconnues ou mal définies, on montrera qu'il serait plus intéressant dl'

procéder à une identification par étapes ou par application successive des algorithmes proposé ...

Ceci permet d'avoir des résultats d'une plus grande finesse et de gagner en temps de calcul



ABSTRACT

In this work different approaches for non linear parameters identification are introduced and
analysed

Numerical and algorithmic analysis are presented The performances, advantages and possible
shortcomings are highlighted by applying the approaches to a variety of test examples

The least squares method has been widely used in system identification Various eflicient
algorithms for minimising a quadratic cost are reviewed and analysed. It is shown that a

combination of these algorithms with other methods can improve their efficiency This leads
to the so-called class of successive applications algorithms

We also consider svstern optimisation using a continuation algorithm This algorithm allows
us to track the solution in terms of trajectory and stability At the same time it can detect
singular pornts such as limit and bifurcation points Different methods for computing the
direction of search and the displacement step are proposed.

On the other hand when the system is modelled with differential equations with unknown or
badly defined initial conditions, it is shown that it would be more interesting to consider the
identification with successive applications of the proposed algorithms. This gives finer results
and decreases the run time.
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III el hodes II cranv es. peuv l'ni com erger t rt:'> lent ement ou t out vuuplement li l'' CI gu, ,>1 le" ,aleur .

initiales de l'algorithme ne sont pas choisies dans le proche voismagc de la solution, on montrer CI

alors que l'introduction d'une methode de connnuauon dans cc cas, peut resoudre ce tvpe dl'

problèmes Nous illustrerons ces ameliorations, par des exemples

Dans le deuxième chapitre, on Introduira la methode des B-Splines Cette methode
surtout connue dans le domaine de la CAO, est également utilisee pour lidentification de ....

parametres Elle se base sur l'approximation des donnees relevees, par une courbe B-Srlines
Aptes, un rappel des définitions, des proprietes et des différents types de fonctions Bvsplinc ....

existantes. on detaillera l'algorithme de calcul de ces dernières Dans la deuxième partie de Cl'

chapitre, on developpera les etapes d'une Identification des parametres par ces fonctions et on
Illustrera ceci par des exemples

Le troisieme chapitre, est consacré a la methode de conunuauon Cette méthode
est de plus en plus utilisée dans le domaine de lingenierie Flle permet un suivi precis de la courbe
solution, du système etudie On peut amst determiner tous les points de bifurcations et de
retournements Ces derniers, representent SOit des minima ou des maxima locaux
Pour cela, les methodes de conunuauon les plus connues sont presentees ainsi que les différente ....

etapes de calcul On detaillera surtout la methode de continuation par la pseudo-longueur d'arc ct
le principe de la continuation successive La aussi, des problèmes relatifs a des domaines lie"
différents sont résolus par cette méthode, ce qui montre l'efficacite de cette dernière

Enfin le quatrième chapitre, est reserve a la methode la plus recente, a savoir la

méthode des sentinelles Après quelques définitions préliminaires, on fera l'analogie avec la
méthode des moindres carrés et on définira ce qu'est une sentinelle, les conditions dapplicauon
de cette méthode et son intérêt Les résultats relatifs à certains problèmes sont comparés av ec
ceux obtenus avec la méthode de continuation et celle des B-splines
Enfin, les résultats d'une identification des paramètres en deux étapes pour des systèmes détirus
par des équations différentielles y sont présentés. Cette façon de procéder semble être assez
intéressante.
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CHAPITRE I

IDENTIFICATION DES PARAMETRES
DANS LES PROBLEMES DE MOINDRES

CARRES NON LINEAIRES

3



I - Introduction

"

k el m représente respectivement, le nombre de grandeurs modélisées et mesurées, et le nombre de
mesures

(lA)

(1.3 )

(I I)

(1.2 )

1
l '"

:1

(/J( À) = - LLI (À)
2t/J/ kj

On a un problème d'optimisation avec contraintes.

avec

mm (j) ( À)

on a un problème d'optimisation sans contraintes. Par contre, si on doit déterminer.

min <p ( À. )

r ( À. )=0 et/ou S ( À. ) s 0avec

11- Méthode des moindres carrés

Dans le cas général, un critère de moindres carré, est défini comme suit:

Cette forme simple, peut donner des résultats non satisfaisants, en particulier pour les raisons
suivantes.

3° - détaminer le minimum du critère Cette opération revient à déterminer les paramètres À'"

pour lesquels les solutions du modele approchent le mieux les observations. Les méthodes les plu"
utilisees pour cela, sont les methodes d'optimisation

Si on doit seulement, déterminer

ai les mesures Zdkj peuvent représenter des grandeurs physiques diverses, mesurées sur
des échelles différentes. Ceci peut entraîner la perte de certaines informations vu que certain s

résidus vont dominer

[es problemes dideruitication les plus couramment rencontrés, concernent l'identification dl'

parametres inconnus v :;";,, ,/. ,,/ J
.à partir de Zdttj), les mesures effectuées sur le

-vsteme. a differem s msiants t.i (j I, .m)

l.a demarche habituellement suivie pour l'identification de ces parametres est la suivante

/ ° - déterminer /e modèle ce dernier consiste en une ou plusieurs equations mathématique"
representant le comportement d'un systeme ou d'une situation physique et faisant intervenir le"
parametres inconnus. que l'on cherche à identifier

2° - définir un critèrl> A cause des erreurs de mesures d'une part et l'inaptitude a trouver un
modele mathématique qui puisse rendre compte exactement de la réalité d'autre part, il est plus
judicieux de prendre comme critère. (j) ( J. ). la somme des carrés des écarts entre la solution du
modele (que l'on notera y(Î., tJ») et les observations Zduj). faites aux différents instants tj (

J I, m)
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(1 C)

(l 8)

(1 7)

(l 6)

(I ý)

Arp (1·) = g(l·) = O.

soit-

rp (À + 6À) == rp (À. ) + g ( À. ) JÀ + 0 (IýÀ. r )

et pour À· le minimum global on a:

rp(À ·+6À)ýrp(À·)

- Tout minimum global est un minimum local

al Définition

bl Conditions du 10 ordre

Si <p ( À ) est continue et continûment dérivable; alors pour liÀ. suffisamment petit, on peut écrire
que

cette expression ne peut être que nulle; car si elle est positive pour JÀ. , elle sera négative pour
-JÀ , d'où:

- lin pomt À "est dit rmrumum local d'une fonction <p ( À. ), s'il existe J >0 tel que, SI V /.

satisfaisant IIÀ --;: ." <ci, on a rp (À
"

) $ rp (À )

- l
.

Il point ,: est dit minimum global d'une fonction <p ( 1..), V À. , on a 'P (À.
"

) ý rp (À. ).

11- t: Pour un problème sans contraintes
11-1-1 : Conditions d'optimalité

un poids, relativement plus faible, sera attribué aux observations mesurées sur une plus grande
L'chelle ou Jugées peu sûres. ainsi que qu'aux informations d'intérêt moindres pour l'estimation
des paramètres

Dans le cas où k=I, c'est à dire que l'identification des paramètres doit se faire, à partir des
mesures relatives à une seule grandeur, on prend w = 0.5

Une solution unique peut résoudre ces problèmes, a savoir

A ttrtbuer 1111 pouls p().\IIý1 Wkl different il chacune des fVIlc..:/IOIIS fk, . Le critere a minimiser
devient alors

bl Certaines observations sont plus importantes, pour l'estimation des parametres que
d'autres Pour cela il faut mettre en évidence cette importance dans le critere à minimiser
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6

cl Conditions du 2° ordre

(1 15)

(I. n)

(114)

(1.12)

(1.11)

(I JO,

g(À.·)=O

g (À
"

) = 0 et H( À 0) définie positive.

I I - Le gradient g (
,,-0

)
soit nul:

qJ ( ). + 6), ) == qJ (). )
+ g ( l )b'l +

ý
b'l' H (l ) b'l + 0 ( lj6l f )

_!_ 6)" H ( l .) 6), ý 0
2

cela signifie qu'au voisinage du minimum on a, au 10 ordre

ce qui implique que:

c'est a dire que la fonction objective est stationnaire au premier ordre pour un minimum san"
contraintes

Cette inégalité signifie que la matrice des dérivées secondes est non négative. C'est la condition
nécessaire de minimum.

et

o2tp(l)
Si on suppose que /I {). ), la matrice constituée par les éléments existe partout et

ol,ol)
qu'elle est continue; on a alors pour 0"- suffisamment petit, le développement de Taylor jusqu'au
2° ordre suivant:

dl Conditions d'optimalité

Si (j) ( À) est une fonction deux fois dérivable, la condition suffisante pour qu'un point À· soit un
minimum local est que:

et pour À' le minimum global on a:

q>(). 0+6 l)ýqJ(l·)

21 - la matrice des dérivées secondes ou Hessien H( À.
"

) soit définie positive:

Si H(À) est définie positive et g( À.
"

) = 0 V À. " alors 'A: est l'unique minimum global de <p .

Si en plus la matrice des dérivées secondes H (À 0) est définie positive alors t5l H ( ) "" ) b'A n'est
jamais nul pour 8). ý 0 et les termes d'ordre trois sont toujours négligeables pour 8),
suffisamment petit. Ce qui fait que, la condition suffisante pour que 'J,: soit un minimum est:

I
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(1.21,

(1.20 )

(IPQ

(117)

À -À-pg,·1- , , I

d, = -R, g,

ft / Méthode du gradient simple ou méthode de descente

L'inconvénient majeur de cette méthode, c'est la vitesse de convergence. Cette dernière dépend
essentiellement du rapport entre la plus grande et la plus petite valeur propre du Hessien, de la
fonction à minimiser Elle sera d'autant plus faible que le rapport est très petit devant I

C'est le cas des fonctions avec des contours étirés; la fonction décroît très rapidement au début.
ensuite, la convergence devient très lente

Des variantes de cette méthode existent dans la littérature [1-10][ 1-16 J,mais elles sont peu
utilisées car, bien que meilleures du point de vue convergence, elles sont coûteuses en temps de
calcul

7

C'est la méthode d'optimisation, la plus ancienne et la plus connue. Elle a été introduite par
Cauchy en 1848 et consiste à faire les itérations:

P, est choisi de manière optimale, il doit donc, vérifier

(fJ(}'I") < (fJ(À ,)

Il existe une multitude de méthodes de ce type. Elle différent les unes des autres par le choix de /)
et de d.

Ainsi les méthodes, dites de gradient, sont des méthodes qui vérifient la relation itérative décrite
précédemment, avec:

( I?, étant prise égale à la matrice unité)

où I( représente une matrice définie positive et g, le gradient de la fonction à minimiser.

Ce sont des algorithmes, du type

ou

p, d, et d
,

représentent respectivement le pas et la direction suivant laquelle on minimise.

Cette dernière doit être une direction de descente et le pas doit être choisi de telle manière à ce
que l'on ait

11-1-2: Les méthodes de résolution

Les méthodes d'optimisation les plus utilisées sont des méthodes itératives de la forme

À
l

,= À
I
+ P, d,

I

I
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aH:'C

c'est à dire que: P, =1 et d, = -H,-I g, ý H, étant la matrice des dérivées secondes ou Hessien.

(1.26)

(1.25)

(1.24 )

(1.23 )

(Ag"w, I)
a ,=

(A W, "W, .)

(Aw"w, .) = 0

Wo = - go

a, est choisi de telle manière à ce que, la relation:

cl Méthodes de Newton et Ouasi-Newton

Pour cette méthode, les itérations sont de la forme:

À, -À, _HI
I+J- , I g,

Les itérations de l'algorithme du gradient conjugué sont sous la forme:

À",,= À,,- P,W,

A étant une matrice définie positive

d =to =-(T +a to
I I l"t, I I J

Pour des fonctions quadratiques définies dans R:-;, la méthode converge en N itérations.

Pour des fonctions quelconques, le nombre d'itérations nécessaires dépend du choix des valeurs
initiales et de la précision désirée mais l'algorithme doit être réinitialisé au bout de (N+ I )

iterations

avec U', calculé comme indiqué plus haut et P, choisi de manière optimale.

Cette méthode est beaucoup plus rapide que la méthode du gradient simple presentee
precédemment

"

soit vérifiée

C'est à dire

bl :\Iéthode du gradient (onjugué

La méthode du gradient conjugué décrite initialement par Hesteness et Stietel (1952) est un
algorithme qui utilise les directions conjuguées W, pour la résolution des systèmes d'équation,
linéaires, ayant une matrice de coefficients, symétrique définie positive

L 'analogie entre ce genre de problèmes et la minimisation d'une fonction quadratique, est telle
que Fletcher et Reeves[ 1-9] ont proposé d'utiliser les vecteurs de directions conjuguées W, pour
minimiser un critère quadratique

l.es directions conjuguée w, sont définies par la relation:

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I



(1.30)

(1.20 )

et le hessien H est une matrice constituée par les éléments:

WI è.!:(À)o.!:().) WI ô2J,().)
H (À)=L" ,

+L ' I.().)a.p
,I èÀa ox , "IO).a0).p'

La simplification, introduite par Gauss, dans la formulation du Hessien, consiste à négliger dans

l'expression de H, le terme i è 2

.!:ý().)
I. ().) devant Ï

è f, (À.) 0 f, (À.)
.

,I è).aD)./i I I èla oÀ.fJ

Ce qui permettrait d'écrire que:

Idf'/ol/lftIIUIII,/,'\ /'(/II'fI','f/I'\ dan» /('\ /J/"fJhl,'n,,'\ ,/,- ",111/1,1",\ c ct r r »

:

1
WI

J

(/J().)=-I/-().) (1.27)
2

J I
J

I - Méthode de (iauss-NewtOlf

9

- /.£1 condttton necessatre pOlir / 'appltcauon de celle méthode. est que la matrice de."

dertv ves secondes de /a fonctionnelle sou definie postttve.

- l.c ca/cil/ des dérivées secondes est souvent, fastidieux, peu évident el cher en temp .....

dl' calcul.

ôý
.f (À ) représente la matrice jacobienne dont les éléments sont: 0). U = 1, .... ,m i =

1., ..... ,")
,

ou

le gradient d'une telle fonction est égale à:

g( ). ) = J T
(). ) f (). ) (I. 28 )

Pour remédier à ces inconvénients des méthodes dites du type Quasi-Newton, furent proposées
Elles sont toutes basées sur le calcul approximatif du Hessien ou de son inverse.

Soit à minimiser la fonction

- Pour une fonction quadrauquc, dont la marnee des dcnv ces secondes est defimc posu: \ C, lTlIl'

methode converge en une seule itération
- Pour une fonction quelconque, la méthode ne converge pas en une seule itération, mais elle reste
bonne tant que la matrice H est définie positive

Au voisinage du minimum, la convergence devient quadratique Ceci explique pourquoi la

methode converge parfaitement. si les valeurs initiales du processus itératif, sont choisies dans un

proche \ oismage de la solution

Toutefois, Cette méthode tres performante trouve une utilisation restreinte, et cela pour le ....

raisons SUI\ antes

I

I

I

I

I

I
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(1.3-t)

( 1311

(1 321

(1.33)

(1.35)

(1.3(1 )

). ,_ 1= }e
,

- [.r ( À
, ).J ( À, )]

I

g( À, )

Par cette approximation, la formule itérative de Newton devient

2 - ,Héthod(' de /)a,'idon-Fletcher -Powell lI)FPI
L'algorithme DFP proposé par Fletcher- Powell[1-8], est une amélioration de l'algorithme initial
decrit par Davidon[ 1-6 J La méthode utilisée est une méthode de quasi-Newton utilisant les
directions conjuguées. L'inverse du Hessien H( À ), est approximé par une matrice G (À. )

symétrique définie positive

10

Cette simplification suppose qu'au voisinage du minimum À·, le résidu /, (À) est très faible
C'est à dire f, (Ii) ý 0 quand li ý li

.
On évite ainsi, le calcul explicite des dérivées secondes.

ce qui du point de vue temps de calcul. reprèsente un gain appréciable par rapport à la méthode
de Newton initiale

loutefois, cette simplification ne peut être faite que si l 'hypothèse sur les résidus est vérifiée
Plusieurs variante de cet algorithme existent également dans la littérature On citera, a titre
d'exemple ceux proposées par Gill et Murray dans les références [1-11] et [1-12]

Les itérations étant de la forme

Ii/ .. = À,- P, H, tg,

On désigne par:

- Hk_t = H(À ". t) et H" = H(Â.,,)
- Kt.1 =K(Â."ýt) et gt =g(Â.t)

et on pose

- s, =À ". ,-À
It

ou alors

- Yt =g "ýt-g "

le développement en série de Taylor de g, nous donne:

Kt =g"ý,-H,,.,(Â. ... ,-À.I: )+.11: =s, .. ,-HI:+'s. +.11:

en négligeant le terme .1" dans l'expression précédente, on obtient:

y" ý H" .. , St

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I



(1.44 )

(1.43 )

(1.41 )

( 1.40)

(1.39)

(1.38)

(I 37,

et
S

U
=_l_

l ". 1

"k Yl

avec tit " VA des vecteurs non nuls tels que:

UýYt = 1 et výy.t = 1

), ,= À,,- P, C, g,

p, étant calculé à chaque itération de manière optimale

Les auteurs ont montré que, si on interchangeait St et Yk dans l'expression (1.41), on obtiendrait
la matrice Mt., définie comme suit:

et qui vérifie :

3- /Wéthode de Hrol'den-Fletcher - (iold(arb-Shanno (BFGSl

Cet algorithme, développé en 1970, consiste à faire les mêmes itérations que la méthode DFP.
mais il utilise pour la construction d'une approximation du Hessien, une formule dérivée de la

DFP

Au départ. on choisi une matrice symétrique définie positive quelconque; la matrice identité par
exemple

Les itérations deviennent alors de la forme

avecMo une matrice symétrique définie positive arbitraire.

Il

En remplaçant Ul .v, et Cl par leur valeur dans la relation (1.38), on obtient la formule de calcul
de la matrice approximant l'inverse du Hessien:

G r : 'l'" ,

t.l
= Ut +SlUl -ulYl vt

-c Slý
_

GiYl[GiYi]'
- Jk +

I I

GStYt Yt * Yt

Dans la méthode DFP, le terme de correction Cl est calculé grâce à la relation ( 1.38)

(" 'G 1

'l = SlUl -
lYi Vi

pns egaux à

(;(
I

étant la matrice qui approxime [HA I]

I Elle est calculée itérativement, en ajoutant à chaque
fois un terme de correction C. à la matrice G,

r

I

I

I

I

I

I

I

I

I



(1.51)

( 1.50)

(1.49)

(1.48 )

(1.47)

(1.46)

(I 45)

(g; S, ) + rIJ - ft

12

z, = x, + X S,

rIJ = J ft
2 - (g;S, ) (g;ý )

et

ou

Remarque

Dans plusieurs algorithmes présentés précédemment, on doit calculer à chaque itération, le
paramètre fl, de telle manière à minimiser la fonctionnelle dans la direction - d.

A cet effet, Fletcher et Powell[ 1-8] ont proposé un aJgorithme basé sur l'interpolation cubique, en
utilisant les valeurs des fonctions et du gradient en deux points: X, et Z, ý tels que:

Id, 'lili/Il (1111111 (/.' \ l" IIf 'fil. 'II,' ý .Iun; I., \ l'l'11h11 -nu- \ ri" ru. JI/Ji l r .' \ , a rr.:»

à l'itération 0, on choisi :

et X > 0 ( par exemple = I)

L'estimation de p, , est donnée par la relation:

avec.

soit.

avec (io une matrice symétrique définie positive arbitraire et P, calculé de manière optimale à

chaque itération.

Comme pour la méthode du gradient conjugué, les méthodes BFGS et DFP doivent être
réinitialisées périodiquement, si la fonction à minimiser n'est pas quadratique Toutefois la
méthode BFGS est beaucoup plus performante que la méthode DFP.

Cette matrice va approximer le Hessien. Pour obtenir l 'inverse, Il surfit de prendre I inverse de la

formule



(/Jo représente le minimum prédit pour la fonction à minimiser Pour un problème de moindre"
carré, q>"

= o.

-
)I est une variable positive que l'on calcule à chaque itération. Elle est choisie de telle manière a

ce que l'on ait: (/J(À to) < q>(À k)

(1 56)

(I 5: ý

J3

nun cp ( À)

ri ( À )=0 (i = l, .... ,p)

Partant de valeurs initiales À k' J.1 k on calcule (/J k,À k+!' (/Jk.1

- SI q>( le, ,) < (/J( À .), ).ý. est remplacé par À
H et J.1 k

est divisé par un pas de décrérnentation
JI ,I

constant ou variable

- si (/J( À * I) 2 (/J( À
k ), À

k
est conservé et )J k

est multiplié par un pas d' incrémentation j.I

constant ou variable.

Cette méthode offre l'avantage de combiner deux méthodes:
- lorsque J.1 est très petit, J.1

D2 devient négligeable devant .I J ý on a une résolution par
Gauss-Newton.
- lorsque J.1 est très grand, .I J devient négligeable devant )J

D2
ý on a une résolution par la

méthode du gradient.

Il est nécessaire de s'assurer que (/J( X, + a
I s,) soit inférieure à (/Jx et (/J:. Dans le cas contraire, JI

faut reprendre l'interpolation.

4/ .\tét/rode de Marquardt

L'algorithme proposé par Marquardt[ 1-) 8] se base sur la méthode de résolution des problèmes de
moindres carré non linéaire proposée par Levenberg[ 1-15]. Il consiste à faire les itérations
SUI\ antes

11-2: Problème avec contraintes

11-2-1 : Avec contraintes de type égalité

Déterminer:

À,,= À,-[./;.f. +)J J)J] IKt

OlJ .I et ý représentent respectivement le jacobien et le gradient.
- D.' est une matrice diagonale dont les éléments sont égaux aux éléments de la diagonale
principale de la matrice.l J .

avec

avec

I

I

Il

I

I

Il

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
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D'autre part, on sait, par définition du Lagrangien que si (À. + 0À.) appartient à l'ensemble des
solutions admissibles, alors:

(1.63 )

( 1.62)

(J .61)

(I 60)

( 158)

(I 57)

(ý(À)=O)

1; (X) = ° (i = l, .. ,p)

, I

l'

I. ( J"ý j.1) =
(/J ( À) + L u, r; ( À )

I. ( 1 , f.1) = 0,

L ( À + J À, f.J ) = rp ( À + J , ). )

En opérant ce remplacement dans l'équation (1. 61), on arrive à:

Ce qui nous permet de conclure que pour que À.. soit un minimum local, il faut que:

1- f.;.(À·,,u)=O,

2 - La matrice des dérivées secondes du Lagrangien LH (.t, JI ), soit non négative dans

l'ensemble p défini par p={ v / riA v = O}.

l.e développement du Lagrangien au 20 ordre, par rapport à oÀ suffisamment petit donne

1.( ..1.+ 8..1., j.1 ) ý I. (À, f.J ) + I.J À, f.J )8),+
ý

8)" LH (À, f.J )8),+ ()(Iý..1. III ) (I 59)

on peut donc écrire:

et comme. pour À.. le minimum global on a:

L_J).·,f.1)=O,

Les P, sont appelés paramètres de Lagrange et la fonction IJ À .u ) le Lagrangien.

On ramene ainsi, Pour les conditions du 10 ordre, le problème d'optimisation avec contraintes de

type égalité à un problème sans contraintes. Ce raisonnement est évidemment valable seulement si

les gradients des contraintes ne sont pas nuls. Dans le cas contraire, il faut développer à un ordre
supeneur

soit stationnaire par rapport à À et j.1
.

Si tp ( À ) et les F, ( À ) satisfont aux conditions de continuité, pour qu'un point régulier À
* soit

un minimum local, il est nécessaire qu'il existe des paramètres u, tels que la fonction



/""1/111/(111/1)1/ ""I paramctn-» dan» /1'1 p,."hl,'",<'1 d,' m. nrulrc:» (1lI"/,'\

Pour tester si la fonction à minimiser, augmente vers l'intérieur du domaine admissible, il faut de
plus écrire

(1.68)

(1,67)

( 1.66)

( 1.65)

(I 64)

(j = 1, .. , .,q)

mm (() ( À )

(j
= 1, .... ,q)

L(À..,c) =
(/J (À.)+ tc,s, (À.)

) I

) - r;(À. ·,c) = 0,

2 - SJ ( À.
* ) = 0

une nouvelle condition nécessaire de minimum, est que:

cj ýo

Si - s, ( À..
)

< 0 alors Cl = 0

- S, ( À. * ) = 0 alors Ci ý 0

Comme

avec ri. i. (1, c) non négative.

et les conditions d'optimalité sont:

On dit que la contrainte S, ( À. ) est saturée lorsque on a S, ( À. )
= 0 ( ce qui n'est pas équivalent à

une contrainte de type égalité)

Le Lagrangien s'écrit

l.e nombre de contraintes peut être supérieur au nombre de paramètres à identifier, sans pour
autant que le domaine des solutions admissibles soit vide, Cependant, en tout point de ce
domaine, le nombre de contraintes qui peuvent être saturées simultanément est au plus égale au
nombre de paramètres inconnus Il est évident que ces contraintes doivent être indépendantes

avec

11-2-2 : Avec contraintes de type inégalité

Determiner

I

I

I

I



Id,'1I1111i ,,1/f)1I ,1,,\ l'''/"''f//,'I/"i'\ .111//1 11'1 (wllhli'fl/I'I d, "'"/1"//""\ l ar» ,'\

11-2-3 : Méthodes de résolution

(1,72)

(1.71)

(J 70)

(J 69)S, (À*) e, ::: 0 (j=J, .... ,q)

min «(/J ( Â ) + a; pý ( Â) + a;' Pý' ( Â ) )

u = l, .... ,q)

pý(Â) = ý)max(S,(À.), 0»2
,=1

16

u= J,.. . ,q)3-[,' ::20
!

2- t:S(À*)=O
I .I

Le problème initiale s'écrit alors sous la forme:

avec p', ( À), p;' ( À) : les fonctions de pénalisations et a;, a;' une suite croissante de nombres
positifs.

Les fonctions de pénalisations sont en général définies par:

Les paramètres -rJ étant à déterminer en même temps que les paramètres À..

Plusieurs méthodes ont été développées pour la résolution des problèmes de programmation non
linéaire. avec contraintes] l - 7 H) -2 )] Parmi tous ces algorithmes, les méthodes de pénalisation
sont certainement celles qui sont les moins compliquées à programmer et en même temps, les plus
efficaces
Elles consistent à résoudre le problème par la construction d'une séquence de solutions d'un
problème d' optimisation sans contraintes.

avec r/.;. (1,t:) non négative.

Ces conditions peuvent être obtenues, en ramenant les contraintes de type inégalité à des
contraintes de type égalité, par l'artifice suivant:

La condition de signe distingue les paramètres el' des paramètres de Lagrange; On parle alors de

paramètres de Khun et Tucker.

Les conditions d'optimalités sont donc les suivantes:

1- r;(À·,e)=O,

Ce qui correspond à la condition



et
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(1. 76)

(1.75)

(1.74)

(I. 77)

(I. 78)

(I. 79)

(1.73 )

Les algorithmes récemment développés utilisent plutôt la fonction exponentielle [1-24].
Soit

.. f- 1 .. f-p;(À)= -ý
S,CÀ)

ou p,(À)= -ýIog(-S,(À»

1

Smu (À):S; Ss(Il.):s; (Smax(ll.) +-Ioga q) (p >0 )
p

on pose:

le problème revient ensuite, à résoudre le problème sans contraintes:

min rp ( À) + a' s, ( À.) + a" s, ( À./

en utilisant une méthode de gradient, par exemple.

On remarque que:

Si on accepte une erreur toi, telle que:

1

IPlloga q < toi

Dans l'algorithme, les valeurs de a (a> 1), a', a" sont mise à jour à chaque itération.

Dans certains algorithmes, on utilise directement la base e (népérien) au lieu de la base a.

alors la base a doit vérifiée:
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-(Ix,) -(IX-t)
y(1 ,x)=x)e - + x,e

les données Y, sont calculées avec cette expression et pour x =[_2; I; 1.5; 2 ]

Le problème est résolu, en initialisant chacun des deux algorithmes avec différentes valeurs
initiales On remarque alors que pour certaines valeurs initiales, les algorithmes convergent vers y

en un nombres d'itérations indiquées dans le tableau n01; alors que pour d'autres, on a

divergence

Problème N° I

Pour mieux situer les performances des méthodes du type gradient, nous avons résolu différent s

problèmes de notre choix, en utilisant les deux méthodes les plus performantes ( d'après la

littérature), à savoir les méthodes de Marquardt et BFGS Pour cela, on utilisera successivement
chacune des deux algorithmes avec des valeurs initiales différentes

La méthode de Gauss-Newton est très performante, pourvu que la condition sur les résidus soit
verifiee

La méthode de Marquardt est considéré comme rune des méthodes de résolution de problèmes
de moindres carrée non linéaires, les plus efficaces [1-1][ 1-2] De plus, et contrairement à la

méthode BFGS, elle ne nécessite pas des calculs longs ni d'espace mémoire important

Les methodes DFP et BFGS sont supérieures, du point de vue convergence, à la méthode du
gradient conjugué mais elles ont l'inconvénient de nécessiter à chaque itération, un temps de
calcul et un espace mémoire plus grands C'est pour cette raison, qu'on évite de les utiliser pour
le résolution des problèmes comportant un nombre de variables important

111- Performanct's dt's mé-thodes du type gradient

l.es methodes d'optimisation du tvpe gradient, sont des méthodes itératives Leur efficacite
depend essentiellement des propriétés de la fonction à minimiser, du nombre de paramètres a

estimer amsi que du choix des valeurs initiales pour l'algorithme

Valeurs initiales BFGS Marquardt

[3, I; 3; 2) n iteratrons = 10 n itérations = 8

[3,0;3;1} n itérations ::= 30 n itérations = 10

[I, I; I; Il divergence n. itérations = 8

(3,0; 0; Il divergence n. itérations =()

[2, 0; 1; Il n. itérations = 16 n. itérations = 10

[2, 2; 2; 21 divergence n. itérations = 8

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
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XI (12 + x2 1 )

y(1 ,X)=
(12+ X31 + x .. )

Problème N°l

ldrnttl uatmn d,,\ parametrcv dans 11'\ pr"hll'm,'\ d«: monulrc-; ClIITI'\

les données Yi sont calculées avec cette expression et pour X =[ 0.25ý 0.4ý 0.5; 0.4 ] et des valeurs
de t comprises entre 0 et 10 avec un pas égale à 1 (m= Il).

Les résultats obtenus pour ce problème, sont représentés dans le tableau n03.

les données Yi sont calculées avec cette expression et pour x =L2ý 2ý 2.5ý 4 ] et les résultats
obtenus pour ce problème, sont représentés dans le tableau n02.

Valeurs initiales BFGS Marquardt

[0 I, 0 I; 0 I; 0 I] n Itérations = 12 n itérations = Il

[10, r. 5, Il divergence n Itérations =- 36

[l, l' I . I] n. Itérations =20 n. itérations = 12, ,

[10; 10; 10; 10] n. itérations = 138 n. itérations =41

[l, 100; 10; I] n. itérations = 185 n. itérations -r- I I Q

[0.1 ; 0.1; 0.5; 0.2] n. itérations = 16 n itérations = 12

Valeurs initiales BFGS Marquardt

[2, l, I; 2] n itérations = q n rtérations = 7

12,0; I; 2] n itérations = 18 n Itérations = 10

[3,0; L I} divergence n. Itérations :::_ I I

[3,0; I; 05] dlverg_ence dIvergence

[3; 0; 3; I] n. itérations = 30 n. itérations -= 16

[2; 0; 1; 1.5] n. itérations == 22 n. itérations ==
1 0

I

I

I

I

I

I

I
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Tableau nOS

20

1

y(l,X)=X1+ , avec \'=16-1 et w=min(v,/)
x2" + Xl"'

les données Yi sont calculées avec cette expression et pour X =[_2; 25; 5; -5] et pour I variant
entre 0 et 4, avec un pas de 0.2 .

Les résultats obtenus pour ce problème, sont représentés dans le tableau nOS.

les données Yi sont calculées avec cette expression et pour X =[ 0.1; 5; 0.84] et 1 prenant des
valeurs variant de 1 à 15 avec un pas égale à 1 (m= 15).

Les résultats obtenus pour ce problème, sont représentés dans le tableau n04.

Valeurs initiales BFGS Marquardt

[ L 10; I; 0 ] n Itérations = 20 n. itérations = 12

L l. 20; 4, -2 ] n Itérations = 14 n. itérations = ) 0

lO, 20; 0; -2 ] divergence n. itérations = 10

[ 1, 15; 10; -10 ] n. itérations = 18 n. itérations = Q

l 1 40; 10; -10 ] divergence divergence,

Valeurs initiales BFGS Marquardt

li, l, I ] n Itérations = 12 n itérations = 10

[ 10; l, 1 ] n Itérations = 13 n Itérations = 10

[ 0, 50; 0] divergence n. itérations =
1 7

[ 10; I; 15 ] divergence divergence

[0; 0.1, 01 n. itérations = 18 n. itérations - 12

[0,50; 10] divergence n. itérations = 22

I

I

I

I

I

I



On remarque que le nombre d'iterations necessaires pour la convergence de la methode de
Marquardt. est moins eleve ou au pire du même ordre que ceux necessaires pour la methode
BFCiS Sachant qu'à chaque Iteration, la 2u methode necessite plus de calcul Ceci montre une
superiorite de la méthode de Marquardt
D'autre part, on remarque que pour certaines valeurs initiales l'un des deux algorithmes, voire les
deux divergent

La majorité des études faites sur les methodes itératives, ont montré que ces dernières sont
performantes, si les valeurs initiales sont choisies dans un proche voisinage de la solution Dans le
cas contraire, elles peuvent converger très lentement voire même diverger

1\'- Méthode de continuation

Dans la plus part des problèmes d'estimation des paramètres, on n'a pas une connaissance à priori
des valeurs numeriques des paramètres à estimer Le choix des valeurs initiales, de l'algorithme de
résolution se fait alors de façon arbitraire On peut donc s'attendre à une divergence possible de
l'algorithme

Les methodes de continuation telles que celles decrites dans [1-23][ 1-24] constituent une solution
a ce type de problèmes La convergence d'un l'algorithme itératif se trouve, très souvent
améliorée, même pour un mauvais choix des valeurs initiales

Le principe de ces méthodes consiste à modifier le problème initialement posé, par l'introduction
d'un paramètre indépendant k EO [0, I], dans la fonction coût initiale tel que pour

- k = 0: on a une fonction coût qui est minimale pour les valeurs initiales choisies
- k = 1 : on retrouve la fonction coût initiale, que ron cherche à minimiser.

Le problème revient donc à chercher les minimas des fonctions:

(154)

avec

(1.55)

Pour chacune des valeurs intermédiaires kj de k ( 0 = ko < k,« < k, = I ), on obtient une
fonction coût intermédiaire dont on déterminera le minimum ( 'N )*. Le minimum ( À,' )* de la
fonction (/J1J (À. ) sera également Je minimum de Ja fonction (/J (À.).

Le pas Mc peut être pris constant ou variable.

21



Valeurs initiales: [3; 0; 1; 0 5]

Valeurs initiales: [3, Oý 0; I]

12

Problème N°2

Méthode: BFGS

Pour les valeurs initiales [I; l;l ; I] et [2; 2; 2; 2], on a toujours divergence de la méthode BFGS.

Problème N° 1

Méthode: BFGS

Pour montrer les améliorations apportées par cette méthode Nous avons résolu les problemes
précédents, avec les mêmes algorithmes combinés à la méthode de continuation

On s'est surtout intéressés aux cas des valeurs initiales pour lesquelles on a eu divergence
auparavant Le pas a été pris constant, égale à 0 2 ( sauf dans le cas du problème n04 ou on a eu
convergence avec un pas de 0 I) Les résultats obtenus sont indiqués dans les tableaux numérotés
de b a 15

paramètre k j)aramètres nombre itérations

0.2 3.0775,0.226,05318,3.1924 15

0.4 2.3677,0.3677, 1.0554,3.2743 6

0.6 1.7361,0.7336, 1.5644,3.3906 6

0.8 1.6989, 1.6922, 1.9977,3.8231 8

1 2.0000, 2.0000, 2.5000, 4.0000 7

paramètre k paramètres nombre itérations

0.2 2.4445,0.0042, 0655, 1.46 15

0.4 1.8899,0.0111, 1309, 14609 12

0.6 1.3377,0.0247, 1.9608, 1.4628 I 1

0.8 0.7955,0.0639,26026, 14683 12

1 1.9999, 1.0000, 1.500, 1.9999 21

I

I

I

I

I

I



paramètre k paramètres nombre itérations

02 2 7£) 12, 0 260 , 06681, 2 1:'85 12

04 22296,0.5358, 1.0675,32051 8

06 17635,0.9787, 1.5498,34717 6

08 17651, I 7061, 19971,38385 7

I 20000,2.0000,2.5000,40000 7

paramètre k paramètres nombre itérations

02 80512, 1.0466, 5 0259, I 0685 15

OA 6 1025, 11234, 5 0695, I 177£) 16

06 4 1541, 12747,5.1581,13810 16

0.8 2.2067, I 7157,54373, 1.8998 17

1 02499,04000,0.5000,0.3999 36

Valeurs initiales: [3,0, L o 5]

Valeurs initiales: [1 Oý 1 ý5 ý 1]

Valeurs initiales: [ 0; 50; 0]
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Tableau nog

Tableau nog

Problème N°4

Méthode: BFGS

Problème N°3

Méthode: BFGS

Méthode: Marquardt

paramètre k paramètres nombre itérations

0.2 0.0215,17.9019,2.0001 14

OA 0.04,10.8851,15383 12

0.6 0.06,7.8183,1.2118 10

0.8 0.08,6.0994,0.9935 10

1 0.1, 5.00, 0.84 10



Pour ces valeurs initiales et un pas de continuation constant de 0.2, on a divergence Par contre
pour un pas égale à 0 I, on a convergence Les valeurs obtenues, pour certaines valeurs de k, sont
indiquées dans le tableau n° 12.

Valeurs initiales: [ 0; 20; 0 . -2]

Valeurs initiales: [I ; 10; 15 ]

Valeurs initiales: [I u. I. I 5 J

--ý----------------

Méthode: Marquardt

Méthode: 8FGS

Problème N°S

Méthode: 8FGS

paramètre k paramètres nombre itérations
02 8018,20672. q 687q 14

04 6.040, 3.529, 5 Q09 12

06 4.0608, 4.443, 3 3917 12

0.8 2.0807, 48718, 1.8216 12

1 0.1, 5, 084 16

Paramètre k _paramètres nombre itérations

0.1 9.0088, 1.5228, 12085 14

03 7.0294, 2.8741, 7.6350 12

0.6 40608, 4.4437, 3.3915 II

oQ 10904, 49631, 1.2748 9

I 0.0999, 50000, 0.8399 9

paramètre k _paramètres nombre itérations

0.2 0.6732,21.0371,401181, -4 8805 21

0.4 I 0355,22.1196,48091, -5.9696 10

0.6 1.3771,23.1339,5.1407, -6.2361 Il

0.8 1.7015,24.0903,5.1764, -5 9106 9

I 2, 25, 5, -5 Q

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I



--------------------------------------------------------------------------_.---_.

Valeursinitiales:l' ,lI}. I(J. -II

Valeurs initiales: [1,30; 10, -I]

Tableau n° 14

Méthode: 8FGS

l\If'lhode : Marquardt

l.a resolution des problèmes de moindres carrés non linéaires par les méthodes du type gradient.
est une technique courante Parmi les nombreuses méthodes existantes, les algorithmes de
Marquardt et BFGS sont les plus efficaces

La comparaison entre ces deux méthodes, a donné les résultats présentés dans ce chapitre Ces
derniers confirment la supériorité et l'efficacité de la méthode de Marquardt.

Le problème du choix des valeurs initiales de l'algorithme, peut être résolu en combinant
lalgorithrne à une méthode de continuation Cette méthode peut être appliquée à n'importe quel
algorithme itératif, même ceux utilisé pour la résolution des systèmes d'équations non linéaires.

Conclusion

paramètre k paramètres nombre itérations

0.2 1.996, 28 8351, 9 0671, -3 8463 14

04 2 20665, 27 8722, 8 2Q67, -4 Q685 Il

06 22231,269607, 74591, -54716 13

08 2 1445, 25 9774, 64305, -5 4964 I I

I 2, 25, 5, -5 Il

paramè-tre k paramè-tres nombre itérations

02 I Q6Q6, 283471. 86821. -4 ýO67 14

04 22303, 27 4016,7 8Q37, -5 2828 9

06 22231,26 Q307, 745QI, -54716 10

08 20Q02, 25 4Q19, 5 7885, -5 322 9

I I, 25, 5, -5 12
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ItMtttIJlCGtIDn da '_""ètre., par les B-.fpline\

CHAPITRE II

IDENTIFICATION DES PARAMETRES
PAR LES B-SPLINES

16
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-----------------------------------_ .. _._--

(2-1)
{<S_I).-t si s ý I

Km(S,/) = (s -/)7-1 =
0 ailleurs

11- Définition des fondions B-splines

Soit 7t = ( li ) i E r, une suite croissante de nombres réels.

Posons

La B-spline de degré m, Mt(t) est définie comme la différence divisée d'ordre m, de la

fonction g.(s,t), basée sur les points: ti, ti+I, ...... ,ti ....

Cette methode attrayante, est moins coùteuse en temps de calcul que les certaines méthode,

iteratives utilisees pour résoudre ce type de prohlemes et décrites par Bard ( 1(74). et Benson

(1979) En général. ces méthodes procedent comme suit à partir d'une estimation initiale de,

paramètres. on integre le systeme d'équations differentielles L 'ecart, entre les solution,

trouvées et les observations. est traite comme une fonction des paramètres que l'on minimise

Parmi les inconvénients de ces methodes Itératives. on peut citer

_ Le resultat de l'integration numerique depend des conditions initiales. Si ces derniere-,

ne sont pas precises, on aura des resultats errones

_ La procedure nécessite une assez bonne estimation initiale des paramètres, ce qUI

n'est pas le cas dans la plupart des problèmes d'identification.

- A chaque itération, on doit intégrer le système d'équations différentielles, en utilisant

les nouveaux paramètres trouves. et calculer le nouvel ecart. Ceci nécessite beaucoup dt'

calculs

1- Introduction
Les fonctions splines introduites par Shoenberg[2- 7] ont été surtout utilisées pour l'interpoler
un ensemble de données Il existe plusieurs présentations de ces fonctions, la plus connue et en

même temps la plus utilisée, est celle exprimée comme une somme de fonctions spéciale,

appelees B-splines

L'identification des paramètres en utilisant les Bvsplines. est une méthode qui est surtout

utilisee lorsque les données dont on dispose. representent une grandeur dont le modele est une

equation ( ou un systeme d' equations ) différentielles de la forme r '(I)

/(I,y,;,) (_\'. I('
. ..{ ( 1(") ou aux derivees partielles et que les conditions initiales ne soient pa,

definies C'est a dire. dans le cas ou l'expression de la fonction intervenant dans le cntere d

minimiser n'est pas connue explicitementl2-\112-2112-31 Cette methode se hase SUI

l'interpolation des données par des fonctions B-splines La dérivée de ces fonctions est ensuite.

utilisee pour construire le cntere a minimiserl f-S Il 2-10 l

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I



(2-

3)

(2-5)

(2-4 )

(2-2)

I; s I s 'H1

ailleurs

N"'-I(I) N"'-I(I)
N,'" '(I) = m (' - HI)

',+",
+ L, ';+ ..... 1

- ';+1

o {I
si

N, (I) =
0

g I - Pour m>O, et I ER, la dérivée de la B-spline N;"'(t) à droite est égale à:

a/-

d/- N,"'(/)=O si I ý [/"/I+",+I[

ldenuficatton des parametres par le» 8-\pl",('\

e I - N,m ( t) est une fonction polynomiale par morceaux.

I-I I-I
bl _ N,"'(/) = I N,lfI--l(/) +

,+",+1
N,ýýI(/)

1,+", -l, IH"'+1 -1;+1

*- [ " ]= g",(/, ,I)

*- [ I, , I, ]=( g",(/, ,/)- g",(lj, ,I» I (I; - l,)

IV- Les différents tyDes de fonctions B-spline5
28

1- 1
1

1'+_1
-I

-I "

Les termes ' Ji;1fI-- (t) et N,71 (t) sont nuls, respectivement pour " = ,'+", et
',+", - t "+ ..... 1

-
'HI

La B-spline normalisée est définie par:

111- Propriétés

Ces fonctions satisfont les propriétés suivantes:

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I



(2-8)

(2-7)

(2-6)

" SIS t, ""1'- 'i si
I -I

N. (I) = 1+. ,
,

l
"+2 - I

si
',,2 - '1+.

I It -I
"

-
; 0 ,+2 0N, (I) = N, (/)+ NH.(/)

tH. - " ';+2 -
'1+.

I-I t. -I
N}(/) = 'N,·(/)+ 1+3

Ni·"" (/)
',.2 =t, ',,3 -/;+.

29

r

(/_1,)2

I
(/,.2 - " )(/;+. - l,)

I

I (/-/;)(/'.2 -I) (/-1;+,)(/;+3 -I)

N,2 (I) = ý (/'+2 -I, )(/1+2 -/,+.)
+

(/1+3 -
1'+1 )(/"2 -1;.1)

I

I
(/'+3 _/)2

I (/'+3 -
1'+1 )(/'.3 - 1'+2)

l

ItMllliflCtlliolt da "....... par le.' B-.,pline.,

IV-3 : B-spline cubique ( m =3)

IV-2: B-spline quadratique (m =2)

IV-I: B-spline linéaire (m =1)

d'où.
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IthntijiCtlIÎOll da ptll'fIINIra par le.' B-.,plme.,

r

I

I
(/,.1ýXt,.2ýXt, "" -I,)

I

Il

(1-1,'1(/,,2-/) (1-I, ." X/,.3-1XI-I,) (1-1, "" 1(/'+4-1)----ýýý---+----ýý--ý--+---ýýýýý-
I

(/"3 -l, XtH2 -I.x/,.2 -1,+.) (/.. 3 -I.x/,.3 -I,+IX/,.2 -1;+1) «, -/.x/,.3 -I;'IXt,.2 ý+I)
/I{(/)=ý

I

(/-j'!!.d-l!_. __ +-
(1,.4-1X/-I,.,XI,.3-1) (/-I,.2X/,...-I'I

I
(l, .\ -l'x',d -',.IX',.3 -1'+2) (/,+4 -I, ..tX""3 -I"IX/"3 -1'+2) (/'+4 -t.+,'J!,... ý+1'J!t+3 ý+J

I

rll. 2.1 : Schéma de calcul des B-splines pour m S3

Ainsi, pour calculer les B-splines de degré m, on doit d'abord calculer les (m-l) B-splines de
degré inférieur.

La figure suivante montre l'interdépendance entre les fonctions B-splines de degré inférieur ou
égale à 3

v - Calcul des B-splines

Dans chaque intervalle, il y a seulement (m + 1) B-splines de degré m, non nulles. N,'" (I)
dépend seulement de N,'" I

(I) , car N,:,' (I) est nulle, alors que N,ý;' (I), (0 < / "$ m) dépend
aussi bien de N ,'",.\ (I) que de N,ml' (I).
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Identification des paramètres par les Bsspiines

(2-9)

(2-11)

(2-10)

j = 1, ...... , N

I

P(t) = Lai N;(t) = Y,
I=I-m

I

P(t) = Lai Ni(t) = Y,
1=1-:'

f=-nl

4-1

P(/) = La, N,"'(/) = Y,

avec

(I _/)3
N (I) = ;+1

I-ý

(1;+1 -1;-2Xli+1 -/j-JX/;+I -I;)

Pour une approximation par des B-splines cubiques, on a :

N;-I(t) = (/;+\ -/XI _1;_\)2
+

(/;+2 -/XI -li_\XI -I;)
+

(I -I, )2(/1+:1 -I)
.

(/i+2 -/i-IX/i+1 -li-IX/i+1 -I;) «: -li-1Xli+2 -/iXli+1 -I;) (1i+3 -/iX/r+2 -1,X/'+1 -I,)

Les extrémités a et b, de l'intervalle, sont considérés comme des noeuds de multiplicité m.

La donnée, correspondant à 'E [t,", (. I] est donc égale à la somme de ces (m' 1) B-splines,

ce qui donne:

Pour chaque intervalle [t: ,( I] ,on a (m .. k) paramètres inconnus «, ,aoft\+l' ....... ,ak-1, parmi

lesquels au plus (m- I) sont non nuls ( vu les propriétés des B-splines).

VI- Approximations des données par des B-Splines

Soit ( YI, li ), ( Yz, t2 ), , ( Y':'-., h ), un ensemble de données définies dans l'intervalle [a, bl

Si on divise cet intervalle en (k- \) noeuds tels que' a s tý < ý < < tý_1 sb, alors on

peut approximer chaque donnée Y" par une courbe spline 1'(1), de la forme:

Les flèches indiquent le sens de calcul, en tenant compte de l'indice i. La flèche verticale
indique la multiplication par le 10 terme de la relation (2-8) et la flèche oblique, la

multiplication par le 2°terme de la même relation Les termes non représentés sont nuls



Idtllltification da fJfI"IIIIfIIra pDr les Bssplines

b/ Calcul des B-solines cubiques non nulles pour différentes valeur de i
32

Chaque intervalle doit contenir au moins une donnée. S'il contient plus de (rn+ I) données, on
aura un système surdéterminé.

j=4 b
I

t4 t 5

t 6

t 7

j =3

tl

j =2

t2

j =1

a
j =0 j =1 j =2 b

tý t I tl tl
toi t4
to t s

t I

a
i = 0 j =1 j =2 j =3 b

I

tý t I tl tl t4
t-i

t,

to t s

j = 0

tý
t-l
to

a

Les noeuds peuvent coïncider ou alterner avec les abscisses des données. Leur nombre, ainsi
que leur position sont des facteurs influents sur la qualité de l'approximation des données.

- I noeud
a

i = 0 i =1 b

tý
t 1

tl
toi tl
to t4

al Valeur de i en fonction du nombre de noeuds

- 4 noeuds

- 3 noeuds

- 2 noeuds



IdllllljicaIion dG ý por les Bssplines

«-» I
Nlt)=

ýI J

(t J
- Il)(lj - Il)(t2 - Il)

No(t)=
(1)-lf(l-to)

+
(14-t)(t-/J)(I)-t)

+
(1-/2)(14-11

(13-10)(13-tl)(13-t2) (14 -/1)(1)-11)(13-12) (14 -t1)(I. -12)(13 -Il)

33



Il
Il
Il
Il

Id#/lltification da paramètre! par ies 8-"1'1,,,,·\

N Ii (lJ -t)(I-I/f (l1-t)(I-I)(I-IJ (I-Izf(lj-t)
I,t)= + +-----ýý----

(l1-1/)(lJ -1/)(tJ-I/) {t1-1/)(tI-IJ(tJ -IJ (tJ -IJ(tI-12)(tJ -(2)

/1 I)J
N,(I)=

'I -
2

-
(l, - 12)(11- 12)(IJ -1;)

/1 -Iý
Ntft}= l'J Y

(15 -(2)(15 -/J)(IJ -14)

VIII- Identification des paramètres en utilisant les B-Splines
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Identification de.' parametres par les H-fplme\

Enfin, on procédera à l'identification des paramètres À., en minimisant le critère quadratique:

(2-13 )

(2-12)

O=l, ...." m)

I

Y ('.,) = Y'(/J) == Laie (Ni(/J»'
K=/-:'

I

Y (l,) ý La. N.'(I,) (J I, .... m)

où ( Ni;' (I) »' représentent les dérivées des B-splines cubiques au point 'r

L'étape suivante consiste à calculer

Pour cela, à chaque choix de noeuds, il est important de visualiser la courbe obtenue, afin de
voir laquelle est la plus proche des données. La sélection de la meilleure courbe, sera le

résultat de l'appréciation visuelle de l'utilisateur

L.a qualité de l'approximation dépend essentiellement du choix des noeuds et surtout de leur
emplacement

On obtient amsi un système d'équations linéaires, dont la résolution permet d'obtenir les
coefficients ai.

L'identification des paramètres par la méthode des B-splines se fait en plusieurs étapes En
premier lieu, on détermine la courbe B-splines ( en général des B-splines cubiques ) qUI
approxime le mieux les donnèes jj' l,) .() I, .... m).

Pour cela, on utilise pour chaque donnée y( i.) la relation:

Ensuite, et dans le but d'avoir une courbe bien lisse, on calcule les ordonnées d'un plus grand
nombre de points Pour cela, on utilise la formule précédente avec des valeurs de t ( autres que
ceux correspondant aux données) très proches et situées dans l'intervalle considéré Le ...

coefficients G. étant ceux déterminés précédemment

Le choix des noeuds, souvent arbitraire, ne donne pas obligatoirement une bonne
approximation Dans la plupart des cas, plusieurs essais sont nécessaires pour trouver
l'emplacement des noeuds qui donnent la courbe qui approxime le mieux, les données

L'identification des paramètres en utilisant les B-splines, est une méthode qui est surtout
utilisée lorsque les données dont on dispose, représentent une grandeur dont le modèle est une
équation ( ou un système d'équations ) différentielles de la forme y'(I)

fït,y, À) (y E le, À E Rn) ou aux dérivées partielles C'est à dire, dans le cas où on ne peut pa ...

utiliser directement la méthode des moindres carrés

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I



Tableau 2-1

Problème nO I

Par un algorithme itératif, tel que l'algorithme de Marquardt ou BFGS

(2-1-l )

Id""tijication da ptmImelre., par le.' b-spliu.',

qJ(À) == !(!U"y,À)- y (/,»2
J=I

Les positions des nSuds ainsi que leur nombre, ont été choisis après examen des différente"
courbes obtenues par approximation, en utilisant à chaque fois un nombre de nSuds et des
positions différentes

Pour chaque problème traité, les donnees sont approximées par des fonctions Bvsplines
cubiques et le critère quadratique est minimiser par l'algorithme de Marquardt

tOit.De: détermination de la courbe qui approxime le mieux les données

16

y; = pJ126.2 -y)(9L2 - YI/ - P2Y/

Soit le système modélisé par l'équation différentielle suivante:

Pour mieux mettre en evidence ce procédé, nous présentons dans ce qui suit les resultat-
obtenus avec cette méthode. pour l'identification de paramètres intervenant dans un systeme
modelise par des équations différentielles avec des conditions initiales inconnues

On dispose pour résoudre ce problème, également connu sous le nom de problème de Bellman.
des données du tableau 2-1 .

Les conditions initiales ne sont pas définies; il va falloir les identifier en même temps que les
paramètres Pl et pl,·

Lors de la résolution de certains problèmes, par cette méthode on peut hésiter entre le choix dl'
plusieurs courbes Dans ce cas, on identifie les paramètres pour chaque courbe retenue
Ensuite. on intègre les équations modélisant le système, ( par la méthode d'Euler ou dl'

Runge-Kutta) en prenant les paramètres À égaux à ceux trouvés La valeur du résidu entre' le

résultat de l'intégration et les donnéesy( t.) ,(I I, .... m ) peut être un critère de choix entre le ....

différentes solutions

t I 2 3 4 5 6 7 8 10 12 15 20 25 30 .to
yi 0 1.4 6.3 10.4 14.2 17.6 214 23 27 30.4 34.4 38.8 416 43.5 4<' 3

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
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Identification des paramètres par tes I/-fplme.<

a .. a,? al ao a,

I yi (t) -1.5775 280068 41 5030 44.8644 452995

aý a,? a, (Jo a,

I vi (t) -I 6054 128628 48 1544 40.7945 454324

37

positions: 10, 20

position: 20

positions: 5, 15

position: 10

Tableau 2-5

Tableau 2-4

Tableau 2-3

Tableau 2-2

Nombre de noeud: 1

Nombre de noeud: 1

Nombre de noeuds: 2

Nombre de noeuds: 2

Ainsi, chacune des courbes en trait plein. des ligures (2-2 à 2-6), a été calculée pour 40 valeur ....

de t distinctes. appartenant a lintervalle t 1-40j

Pour déterminer la meilleure courbe B-splines qui approxime les données, on essaie différentes
combinaisons positions-nombre de noeuds et pour chacune d'elle, on détermine les
coefficients a, ( i k-m.",.k ), Les tableaux ( 2-2 à 2-6 ) indiquent les résultats de
l'approximation des données du tableau 2-1, pour différentes combinaisons nombre-position
des noeuds

Ces coefficients sont ensuite. utilisés pour calculer les ordonnées d'un plus grand nombre de
pomts, appartenant à l'intervalle ou ont été prélevés les données Ce calcul va nous permettre
d'obtenir un tracé plus lisse des courbes. ce qui facilitera l'appréciation de l'approximation

a .. a,? a, ýl al az

I y ltt) -13273 11 8434 31 8879 41 2470 45.7290 45 2833

a) a2 a, (Jo a, a2

I yl(t) -0.4062 2.6610 24.9005 41.5126 44.9852 45.2717
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fig. 2-3: interpolation par des B-splines en utilisant 1 noeud ( positions: 20)

fig. 2-2: interpolation par des B-splines en utilisant I noeud (positions: 10)
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fig. 2-4: interpolation par des B-splines en utilisant 2 noeuds (positions 10, 20)
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fig. 2-5: interpolation par des B-splines en utilisant 2 noeuds ( positions: 5, 15)
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fig 2-6: interpolation par des B-splines en utilisant 4 noeuds ( positions 5, 10, 15, 25)

2520

t

positions: 5, 10, 15. 25

Tableau 2-6

15105o

y

40

Nombre de noeuds: 4

2°étape: Identification des paramètres Pl et Pl,

Les résultats de l'identification des paramètres Pl et 1'2. et des conditions initiales y(1) sont
représentés dans le tableau 2-7. Les résultats obtenus avec 1 et 2 noeuds ( positions 10-20)
sont très proches; ils sont légèrement différents de ceux obtenus pour 2 noeuds ( positions 5-
1 5, surtout la condition initiale) et sensiblement différents des ceux relatifs à 4 noeuds

L'examen des courbes obtenues pour les différentes combinaisons positions-nombre de noeuds
montre l'efficacité de la méthode pour l'interpolation des données On remarque, tout de meme
qu'on a une interpolation legerement meilleure pour I et 2 noeuds que pour 4 noeuds

a., a., al ý) al a2 a, a-t

I y I (t) -0226 1 622 18467 27 374 37456 42661 45 393 45299
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tableau 2-7

105o

y

fig. 2-7: Les courbes obtenues après intégration comparées aux données

---------- _---

Position des l' l' l'fi )

nSuds
10 () 463 1 o' () 2434 H),' -I 60S

20 () 462 1

():T 0267610' -I 577

10,20 o 4532 1
(y' o 2536 Hf' -I 327

5,15 04138 IOý 02349 10" -0406
5,10,15,25 03945 10-5 02118 IO-' -0.226

L'intégration de l'équation différentielle. en utilisant les paramétres et les conditions initiale .... ,

trouvés, permet l'obtention des courbes de la figure (2- 7) Il apparaît clairement que le meilleur
résultat correspond à l'utilisation d'un seul nSud ( position 10), suivi de très prés par 2 noeud ....

( positions 10-20)
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position: 1.5

Tableau 2-9

Nombre de noeud: 1

IOétape: détermination de la courbe gui approxime le mieux les données

Tableau 2-8

Ces coefficients sont ensuite, utilisés pour calculer les ordonnées d'un plus grand nombre de
points appartenant il l'intervalle d'observation [0-5], pour obtenir une allure lisse des courbes
interpolant les données Des telles courbes sont nécessaires pour pouvoir apprécier la quaint?
de l'approximation et faire un choix

Comme pour le problème précédent, on calcule d'abord les coefficients a, ( i k-m ..... k ) pour
differentes combinaisons positions-nombre de nSuds On a essayé l , 2 et 4 nSuds, avec de"
positions differentes Pour chaque cas, on a calculé les coefficients Les tableaux (2-9 il 2-1" )

representent les résultats obtenus pour chaque cas

A titre d'indication, chacune des courbes représentées sur les figures (2-8 il 2- \ 2), a été tracee
il partir de seulement 20 points différents

Ces equations représentent un système couplé avec des données fortement bruitées I.ý
problème est donc moins simple que le précédent

OÙ Pl, Pl. et Ps sont les paramètres que l'on veut identifier à partir des données du tableau 2-X

Les conditions initiales yJ(()) et Yl(()) ne sont pas précisées

On considère le système modélisé par les équations différentielles suivantes

a.3 a.2 a.1 ao al

y I{t) 0.9660 1.4130 0.8006 0.2518 1.0391
y2(t) 0.2995 0.3188 0.7662 -0.0171 0.3750

t 0 0.5 I I 5 2 25 3 3 5 4 45 5

vi I 1 1 1 3 1 I 09 07 OS 06 07 08 \

\'2 03 035 04 o 5 05 04 03 025 025 03 o 3ý

I

I
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---' ---- .. __ -_ .. - _---------- ._----------_.

a, a2 al éi() al a2

vI (t) 09830 1 2404 1 3186 01229 08691 0.9815
y2(1) 0.3047 02659 06707 01687 0.2558 0.3533

positions: t, 2, 3, 4

positions: 1.5, 3

positions: I, 4

position: 3

Tableau 2-13

Tableau 2- 12

Tableau 2-10

Tableau 2- 1 1

Nombre de noeuds: 2

Nombre de noeuds: 4

Nombre de noeuds: 2

Nombre de noeud: I

L'examen des courbes de figures (2-8 à 2-] 2), fait ressortir que les meilleures approximations
sont obtenues pour:

- 4 noeuds
- 1 noeud : position 3
- 2 noeuds: positions (1.5, 3)

a, a., al ýl al aý a, a,

vi (t) 0.9980 0.9920 1476 08749 04269 07252 08076 09997
y2(t) 0300 0.3298 0.3875 0.6053 0.2489 0.2226 03238 03501

a ." a_, al éi() al a2

v I (t) 09908 1 1734 1.3890 -0.0438 1.0223 09918
v2(1) 03032 02381 07967 00329 03435 03502

a, a.' al ý) al
vl (I) 09611 1 726 () 0005 07979 09909

()

v2(t) 0.2720 0562 04013 o 1591 03660
0

I
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fig 2-8: interpolation par des B-splines en utilisant I noeud (position 1 5)
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fig. 2-9: interpolation par des B-splines en utilisant I noeud ( position: 3)
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fig 2-12 interpolation par des B-splines en utilisant 4 noeuds ( positions 1, 2, 3, 4)

2°étape: Identification des paramètres Pl. pz. et p!

On identifie les paramètres l'i. p.. et l'.ý ainsi que les conditions initiales ydO) et y:,(O). pour
chacun des 3 meilleurs cas d' approximation

Les résultats relatifs aux différentes positions des noeuds sont représentés dans le tableau
suivant.

position l' !'-' l'ý rim) .l'JO) re .sulu
des noeuds

3 08161 22607 20625 1058 02482 o 1742
1 5, 3 08435 2 1981 20578 1 046 0238 o 1690

1,2,3,4 0.8492 22059 20236 1053 0.246 o 1807
tableau 2-14

On remarque qu'il existe de légères différences entre les valeurs numériques des paramètres.
surtout pour les paramètres P et P:
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fig. 2-13 : yl(t) obtenue après intégration, en comparaison avec les données

ý-- --ý-ý-- - --_---

1.3,..-----trt-------r----..,...--- __ ,---------,

.7

Toutefois, on peut remarquer de visu, que pour l'approximation de yùt), l'écart est plus peut
pour 2 et 4 noeuds, alors que pour y2(1) l'écart est plus petit pour 1 noeud

I. integration des equations. en utilisant ces parametres et ces condiuons 1I1I11d1eS. nous pCI mrt
d' obtenir les courbes des ligures (2- 13) et (2-1 -l)

Contrairement a l'exemple precedent. on ne peut pas dire quelle est la position des nSuds qu: (I

donne le meilleur resultat. en se basant simplement sur lappréciation visuelle de ces courbe-
Pour cela. on a eu recours au calcul du residu entre les donnees du tableau (2-X) et des pomi-,
des courbes obtenues après intégration Ce dernier est minimum pour 2 nSuds, suivi de I

nSud puis de 4 nSuds, comme indiqué dans le tableau (2-14),

I
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y2(t)

fig. 2-14 : y2( t) obtenue après intégration, en comparaison avec les données
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Malgré cet inconvénient, l'identification des paramètres en utilisant les fonctions B-splines.
reste attrayante et souvent utilisée dans les problèmes à données incomplètes

L'identification des paramètres en utilisant les fonctions B-splines, est une technique qui utihse
au préalable, une procédure d'interpolation des données dont dépend essentiellement la qualite
du résultat.

Le choix de la courbe qui approxime le mieux les données est donc une étape très importante
qui est quelquefois longue et nécessite plusieurs essais. Ceci se produit surtout, lorsque les
données sont fortement bruitées.

I

"
"
"
"
"
"
"
"
"
I

I

I

I

I
I
I



"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
I

I

I
I
I

I

CHAPITRE III

OPTIMISATION DES SYSTEMES PAR LA
METHODE DE CONTINUATION

.9



connus

(3 2)

(:)-1 )F(x.À.} -- 0

T outefois, quelque soit le groupe auquel elles appartiennent, toutes ces méthodes sont
performantes seulement si la matrice FJ xo. Il 0) est régulière. A l'approche d'un point singulier (

points de branchement, retournement ou bifurcation), ces méthodes deviennent inapplicables A

cet effet, des techniques particulières utilisant le principe de la continuation sont de plus en plus
utilisées[3-1][3-4][3-11].

Ces méthodes indirectes fonctionnent suivant les étapes suivantes:

- Continuation d'une branche de solutions, en utilisant un procédé de Prédiction-t 'orrection.

- A chaque point trouvé, tester si la matrice jacobienne est définie positive.

avec la condition initiale x(} .. o ] x.,

pour former un système d'équations différentielles, que ron résout par un des algorithmes

Ce qui implique:

forme

alors

Pour construire ces solutions, il existe plusieurs méthodes, qui peuvent être classées en deux
groupes

1- Les méthodes qui utilisent le théorème des fonctions implicites, avec une forme de la
méthode de Newton Ce théorème assure l'existence d'une courbe unique (x(À.}.À.), au
voisinage de (xo.À.o J. si la matrice jacobienne fJxo.À.o) est régulière.

2- Les méthodes qui utilisent l'identité

d'( . , I.- = / / .. (xo' A 0) / .t. (xo' Il o)dÀ·\ ,

Le dèveloppement de Taylor au 10 ordre, de F(x.À.} au voisinage de (xo.À.()}, donne:

F(xo + i\x. À. 0+ ý} = F(xo.À. o} + fý(xo'À. o}i\x + F).(xo,À. oJýÀ.

Si (x.), À.o), est la dernière solution de (2-1) trouvée, et on veut également avoir:
Fï x; + i\x.À. o+ý} = 0

avec XE Rn et À.E Rn).

A partir d'un point initial (xo.À.o), solution de (2-1).

1- Introduction

Soit à déterminer, l'ensemble des solutions du système d'équations non linéaires de la

"
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(3-5 )

(3 -.t ,

correctiý,!---

'

__

0-

."."

1.:+1

»> s
k+l

<,
prédiction

, x

dxx=- el
d'l

fig. 3-1: Etapes de prédiction et de correction de x, dans le procédé de continuation

- une première étape de prédiction x t ,.À. t ---+ .i h. ' i t+.

- une deuxième étape de correction xh!, i h.---+ xh.,.À. t+.
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- SI la matrice perd sa regulante et devient smguhere ( ou lmverse), ceci prouve que l'on sc
trouve au voisinage d'un point singulier que l'on peut déterminer avec exactitude en utilisant de-
methodes telles que la bissection ou la secante

Ftxts) . ;.(.\) )
=- 0

11- L.e principe de la Continuation

Afin de poursuivre le processus de détection des solutions, aux points singuliers et localiser ce-,
points, on utilise une expression paramétrique de le courbe. Le problème (3- J) s'exprime alors.
sous la forme de

Trouver (xts): À(\) ) satisfaisant

Partant d'un point initial (xo,Ào) (x(\'()),À(ýo)), satisfaisant F(x(.'I) ,).(s) ) = 0, les méthodes de
continuation permettent de déterminer une branche entière de solutions (x(s) ,).(\) ), vérifiant (3-

4), en suivant une courbe continue sur la surface définie par (3-1).

où .... est un paramètre quelconque

La condition nécessaire pour l'existence de cette branche de solutions à travers (xo ,k jest
obtenue par différentiation de (3-4) au point s=sn.

avec

Le calcul de chaque solution (Xlc+/ ,À..td) à partir du point précédent (Xlc ,)./c), se fait en deux
étapes:
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k = 0.1. .
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Il est evident qu a partir d' un seul pomt, on peut parcouru la courbe dans les deux sens, Il suftit
pour cela de définir le sens de direction lOIR en le mettant à ± I.

II-I Méthodes de prédiction

al Prédiction d'Euler

La prediction d'un point (xt l,À t I) est obtenue en faisant

J x, .
= X, -tmu.s,»,

\;: "" = ),
t

+ Il)/R. /).s.J..
t

Cette méthode, très couramment utilisée, nécessite la connaissance à priori du point précédent
(X,.).,), des directions en ce point (xj,À.), du pas ôs et du sens de direction IDIR. Cette
méthode peut être autodémarrée

Le pas .ýs peut être pris variable ou constant Son choix est important car de lui dépend le résultat
de retape de correction. Les différentes procédures de calcul du pas seront exposées par la suite

bl Prédiction par extrapolation du polynôme d' Hermite

La prédiction de (XA."Àk.,) par cette méthode nécessite, la connaissance à priori de (XU,Àk. J.

( x, i : ;" .) ,(Xk, ÀJ et (x. ' ),
j )

Le polynôme d'interpolation d'Hermite s'écrit:

XI. /s) = Xt .(s) Pl.o(s)+x " .(s) PI.I(s)+ x.(s) Pz.o(.'1)+xJs) purs)
(3-7)

= XI .(.'1) Pl.o( t1.sk I. ý\)+ xt .(s) PI.( ý\.k '. ý'1)+xtfs) pz.or&tý1 .&)+xtfs) pz.( t1..ý-1 .ôs)

avec

iýS = .'I - !'/.. &-t I = s' _ s' I

et où les polynômes de base pris) (i -1.2 i O. J), sont définis par:

PI.O (st I) = I PI.O(Sk) = 0 PI.O(
st-I) = 0 pl.O(Sk) = 0

Pu (st ') = 0 PlI (.f/ ) = 0
. (týl) I PI.(St. ) = 0PLI S =

P2.0(.<ik I) = 0 p,o(st)=1
. (t-I

) 0 Pu(s! ) = 0P2.0. S =

Pll(Sk 1)=0 PZ I(st ) = 0 P (.'It I) = 0 Pli (s' ) = I1.1

Cette méthode est certes plus précise que la méthode d'Euler, car le point prédit dépend du pas et
des dérivées des deux points précédents, mais elle est plus longue et nécessite la connaissance a

priori d'un nombre plus important d'éléments, pour fonctionner.

Si au départ, on ne connaît qu'un seul point; on peut calculer le point suivant en utilisant la
méthode de prédiction d'Euler ensuite, on applique la méthode décrite dans ce paragraphe

Comme pour la méthode de prédiction d'Euler, le pas ru peut être pris constant ou variable.
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(3-13 )

(3-12)

(3-1 I )

(3-10)

k = 0.1 ".......

v = 0.1 .....

S3

dx
x - - el À = I

dÀ

Ce vecteur coïncide avec la direction; il est obtenu en résolvant:

F(x(À).À ) = 0

FJx( À.).À.)i = -FJx( À.).À.)

avec

et la différentiation de cette équation par rapport à À., donne:

J'Jx( À).À)i+ rý(x( À.).À.)= 0

111- Les méthodes de Continuation

111-1 : Continuation par le paramètre Â.

Le paramètre s est pris dans ce cas, égale à Â. On résout alors:

Cette méthode converge à condition que le point prédit soit suffisamment proche de la courbe
S'il ne l'est pas, l'algorithme peut diverger ou converger vers un point trop loin, ce qui peut

.

O/lUrC rater
.,

des points importants de la courbe.

Dans ce cas, on redémarre l'algorithme avec un pas divisé par 2.

Partant d'un point (XIr.À.t), et si on utilise la méthode d'Euler pour la prédiction du point suivant.
on obtient

F (' 1" M" F (
"

À
,.

)
A 1 "

F(
v 1 v

)'r XI.loIlA.,) l.' + '" X.ol' "" 1
ilA """

=- Xk.I.A.t.1

(I
ý

ý 0 iavec Xll=Xll et 1l11=1l11

et :\\'": l' AÀ ;.1 obtenus après la résolution de :

11-2: Methode de correction

La correction consiste à ramener le point prédit sur la courbe La méthode la plus couramment
utilisee est la méthode itérative de Newton-Raphson.

l.e point prédit (x
I 10)' I 1) est utilisé comme point de départ pour les itérations de Newton

Le point a l'itération v I est obtenu en faisant

J X; 11 = x;. I
+ M;. I

1,.1
"1= À' +ý"
I . It, I k· I

I

I
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I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I



(3-17 )

(3-19)

(3-16 )

(3-18 )

(3-15 )

(3-14 )v = 0,1 ....

k = 0,1".......
{

ýt+1
= xt + IDIR.As·ýt

À. hl= À. t
+ IDIR. As. À.

t

( 'orrection

Prédiction:

J F(x(s).À.(s)) = 0

1 x' (s)X(S)-S2 = 0

dxx= - el
d\

par différentiation de (3-16), on obtient:

{FJX(S). A(s) )i+ FJ.(x(s).l(s))i = 0

2xt(s)i-2s= 0

qUI sera uuhse comme valeur Initiale pour les iterations de Newton ( v=O )

j/'JX;,).À. t,))A\-;,) = -F(x;.).À. .,))
\"

1 \' Aý\'
Xl.) = X ". )

+UA ". )

Sachant que

Cette méthode ne peut pas fonctionner pour des points de retournements quadratiques, sachant
que pour ces derniers on doit avoir i ý 0 alors que dans le cas de la continuation par le paramètre
À_ on a .x := 0

et on résout

111-2: Continuation par la nonne

Le paramètre s est choisi égale à la nonne de x.

o5=IIxll2 =M

Si on utilise successivement, les méthodes d'Euler et de Newton, pour la prédiction et la
correction du point (XktÀic).
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(3-22 )

(3 2())

(3-21 )

v = 0.1 ... ,.
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fig. 3-2: Continuation par la pseudo-longueur d'arc

111-3: Continuation par la pseudo-longueur d'arc

al Présentation de la méthode

C'est la méthode de continuation, la plus connue et la plus utilisée[3-2][3-3][3-5]. Elle consiste a

prendre le paramètre s égale à la longueur d'arc.

du point de vue géométrique, cette méthode permet de trouver une solution (Xie. / " À,k. J) de

F(x,À.) 0, dans un hyperplan se trouvant à une distance .1s de la solution précédente (Xie ,À,; J.

perpendiculairement à la direction (x k ' À. k)

Les nouvelles directions (it+" i t+l) sont obtenues en résolvant:

avec une équation de normalisation:

(xt ,/(xt.,)+ A ý= I

suivi de.
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(3-27)

(3-26 )

(3.25 )

(3-2-1 )

(3-21 )

v= 0.1 "....

{

F(x;'I,Àý'I)=O

(x;'+l-XirXi +(À.ý'+l-À.i)ii-As=O

- - (F: ý).JA - i' À.

Pour v=O, on prend les valeurs trouvées lors de l'étape de prédiction.

Remarque:
La matrice:

est régulière pour tous les points réguliers (Fr régulière) ainsi qu'au points de retournements (Fr
singulière) .

avec les itérations:

La méthode de Newton consiste alors à résoudre:

Après l' étape de correction, la nouvelle direction (i t+" À.
i+ ,) est calculée par différentiation de

(3-23), suivie d'une normalisation:

Ce qui revient à résoudre pour un point (x"./.À"./)
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(3-3 I )

(3-29 )

(3-30)

ýý) est régulière.

t5 = i - fi'r

y=ru-;'.I' ==ýý.,. /=F(x;'".À;+,}, h=(x;'.,-x,)'i,+(Â.;.I-Â.}A,-ÔS

-
(F:La méthode de Newton, est applicable à ce système si la matrice A = . ,x

La décomposition de la matrice A en deux matrices telles que:

A =(; ý}(; ý) (ý f})
implique que A est non singulière si on a ô ý O. En d'autres termes, Si Fx est régulière, alors
A est non singulière si

f t, rp _c_ 0

l,·ý1 fil
= 0

b/ Méthode de résolution
Le système à résoudre par Newton est de la forme:

On calcule ensuite, p, r. et t5 définis par:

r = L 'r, P =(U'r'i

La direction (x, .). t) en un point régulier appartenant à la branche de solutions, coincide avec IL-

vecteur nul rp de la matrice Fx.

Pour les points de bifurcations, la matrice A est singulière, L'espace nul est d'au moins
dimension 2

Cas où Fx est régulière

La matrice Fx est décomposée en L.V, où L est une matrice triangulaire inférieure avec tous les
éléments de la diagonale principale égaux à 1 ý et V une matrice triangulaire supérieure. Cette
décomposition est obtenue grâce à l'algorithme de Gauss avec la stratégie du pivot total.

Pour tous ces points, lespace nul de la marnee J'x eýt de dtmension 1 (dim sV (J',) 1), c est a dire
Il existe des vecteurs rp et fil , tels que

lin point de bifurcation ne peut pas être pris comme point de départ pour la continuation d'une
branche
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(3-34 )

(3-35)

(3-3.1 )

(3-36 )

(3-37)

(3-38)

(3-39)

(3-40)

(3-41 )

h=h-P'Îet

et
Az=h Ô

Ce qui donne:

Ensuite, on résout (3-34), et on obtient:

- =(ý I!)=(
L 01 (U rJA i' À. fJ

I

1) 0 b

",' / ..
ýy = -(/ +ýz) = -(/ +'F:F;.) =/

\If .l

on résout d'abord:

ý da.."."._,,.,. '" méthode de contimlOll( III

ce qui permet d'écrire:

on pose:

Cas où t'x est singulière
On considère le cas où Fx est singulière et A régulière.

La résolution du système (3-29) revient à résoudre successivement (3-36) et (3-37):

ýy+F;.z =-1
i'y+iz =-h

La résolution de (3-36) nous permet d'obtenir z.

F;.z = -(I +ýy)
fI/' (F;_z) = -(fI/' I+ fI/' ýy)

fi/'I
z = -

",'ý

sachant qu'on a: fI/' F;_ :1: O.

La solution y doit donc vérifiée:
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La matrice Fx étant singulière, son inverse n'existe pas. On pose donc, que la solution est de la

forme

(3-47)

(3-48 )

(3-46)

(3-45 )

(3-44 )

(3-43 )

(3-4:2 )

. ,,/f .t
h+Â.-'--F +x r,

'JI À
::::> a = -

it ;
i' (y p

+ a; ) + iz = h

Fy=f=Fy +aF Â=Fy
x x p x¥' Je P

* - Calcul de la solution particulière

(

L 0') (l)
..

pt I) 0
=J

y=yp+a¢J

où yp est une solution particulière.

La matrice Fx est décomposée en LUý Puisque c'est une matrice singulière on aura 0=0.

* - Calcul de a

Pour le calcul de ý on considère l'équation (3-37). On y remplaçant y, par son expression définie
par (3-42), on obtient alors:

La résolution de (3-42) revient donc à résoudre:

(

L
OJ (li r) A

ýy P
= p'I 0 0

y p
= f

ensuite:

Si on pose Yp =ý::); y2p peul prendre n'importe quelle valeur, en particulier y2p=O. Dans ce

cas , la solution particulière est égale à:

yp =u-1l

On résout d'abord:
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(3-53 )

(3-52 )

(3-51 )

(3-50 )

(3-49 )

60

Une troisième méthode de calcul, serait de résoudre:

F.,ü; = 0

F' =(U' 0)(£:x fil y' 0 0

(J) = (L'ri p

. (L 0) (U rJ/',/P =
P

I

I 0 0; = 0

Pour un point régulier, on peut prendre cette direction, comme étant le vecteur nul de la matrice
F; ( voir section suivante).

Une autre méthode consiste à prendre:

*_ Calcul des l'eclairs ; et r,

On obtient alors:

cl Calcul de la direction

La méthode de continuation, nécessite le calcul, pour chaque point ul: = o, ,2 le) , de la direction
ù, = ('fA' À le)'

1 °1 calcul de ..J.

Le calcul de ce vecteur revient à trouver la solution de:

on pose ¢ ý
( ýJ avec.

2°1 calcul de !If

Comme pour le calcul précédent; on pose 1fI; (ýJ et on résout:
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(3-59)

(3-58)

(3-57)

(3-56)

(3-55)

(3-54 )

Le vecteur obtenu est ensuite normalisé.

d'où

Opti",i.JQtion da.".,.... pill' ID méthode de continuollflll

Dans le cas contraire, on a un point de retournement.

on arrive alors à:

dl Contrôle du pas de déplacement

Le choix du pas de déplacement a une importance capitale pour la méthode de continuation l.'n
pas trop petit entraîne une perte en temps de calcul; alors qu'un pas trop grand peut entraîner le
saut d' une branche à une autre Le pas peut être choisi fixe ou variable. plusieurs méthodes de
calcul peuvent ètre proposées

Soient deux matrices de permutations P et Q non singulières, telles que:

PfýQ=11 -ri

F"QQ-1u; = 0

et on multiplie cette expression par P:

P F"QQ-1u; = 0

on réécrit (3-53), sous la forme:

Pour suivre le tracé de la courbe, dans un intervalle où Fu est régulière, Uk doit garder un signe
constant Si on suppose que tit 1

est dans cet intervalle; on doit avoir:

.,. 1° méthode de calcul du pas

C'est la méthode la plus simple, elle consiste à attribuer une valeur de départ au pas .1.\". Ensuite.
proceder comme suit

- Si la méthode de correction converge très rapidement; ce pas est incrémenté.
- Si la méthode de correction converge très lentement ou diverge; les calculs sont repris avec un
pas plus petit ( par exemple: divisé par 2).

Il est évident, que l'on doit toujours vérifier que la valeur prise par le pas, doit être inférieure a
A'·mlH et supérieur à .1smm" définis au départ.
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Opti"';ltIliorr cia 6)1""" ptU' 10 méthode de continuo''''''

Ce qui revient à dire, que la valeur prédite du pas est proportionnelle à la racine carrée du rayon
de courbure. Ce qui réalise le maximum de déplacement, tout en minimisant l'éloignement par
rapport à la courbe solution.

En fait. on prend

(3-66)

(3-64 )

(3-65 )

(3-6J)

(3-62 )

(3-61 )

(3-60 )

62

XtT,( s) = xJ s) + &-tiJ s) + O( &-;)

xt(s) = xt+ls)-&txt+ls)+O(&;)

A\:k = mini A\:k' 2A\.), A5max )

LýS""L\ étant le déplacement maximale autorisé.

En soustrayant (3-65) à (3-64), on obtient:

21Ixt+.f s) - Xt(sý1
&t ý

1ýt+.rs)+itfs.A1

Lorsque la courbe est assez régulière, la valeur prédite du pas est une bonne approximat ion
de A,., Par contre lorsque la variation de la courbe, au voisinage du point considéré, est

importante, cette prédiction peut s'écarter de la valeur &-t, et dans ce cas là, il faut le calculer
suivant la formule (3-66).

On pose.

alors la valeur prédite du pas peut être prise égale à:

&-2
_t iJs) = C = constante

2

(C : constante positive, inférieure à 1).

Si on pose que:

* 20 méthode de calcul du pas

Cette méthode consiste à calculer le pas par prédiction.

Soit le développement de Taylor d'ordre 2, autour du point x
t ( s}:

Mo.
Xl .ls) = xJs) + A.fiilXd s) + Ti,ls) + O(ý)

"
"
"
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ý da..,.......".,. III méthode de conlillUlJ/llJI/

(3-68)

(3-69)

(3-67 )

(3-70)

(3-71 )

(3-72)

(3-73)

(3-74 )

et

6J

'1/'F: i( s) + '1/' FJa i( s)i( s) + '1/' ý X (s) = 0

Un simple point de retournement est tel que:

dim N(Fx)=1

F(x(s) ,l(s) ) = 0

FJx(s),).(s))i(s)+F;.rx(s),).(s))ýs) = 0

'1/' ý = 0 et que '1/' ý ý 0

'1/' FJx(s),)'(s))ýs) = 0

Par différentiation de:

ýs)=o

111- Points de retournement
111-1 : Définition

c'est à dire, il vérifie:

on obtient:

on multiplie (3-68) à gauche, par yl

'1/' f:(x(s),).(s))i(s)+ '1/' ý(x(s),).(s))ýs) = 0

Sachant que:

(3-69) se réduit à:

D'autre part, si on différentie (3-68), on arrive à:

ý i(s)+ FJa i(s)i(s)+F;.;. 1(s)1(s) +ý X (s) +2FJeJ. i(s)1(s) = 0

ce qui implique que:

En tenant compte de (3-72), l'expression (3-73) se simplifie, ce qui donne en la multipliant par
'1/' :

"
"
"
"
"
"
"
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Opti",i.,tion da $)'S1hrIa par ID méthode de cSuinuau.».

(3-79 )

(3-78 )

(3-76 )

(3-75 )

1\'- Points de bifurcation

Un point de bifurcation correspond à l'intersection d'au moins deux branches de solutions, dont
l'une est la branche actuelle.

Pour ces points la matrice A est singulière et l'espace nul de la matrice F. = , Fx F, Jest d'au

moins dimension 2ý c'est à dire qu'il existe;
l , ; 2

et 'II tels que:

{/<: ; 1= f: ; 2= 0
(3-80)

F,,' VI = 0

111-2 : Stabilité de la solution

Un point de retournement est un point où la branche de solutions, change de direction et la

matrice Fr est singulière Ceci implique que nécessairement, au moins une des valeurs propres de

Fr est nulle de positive cette dernière va devenir négative ou inversement.

On a alors un changement de stabilité Si la branche de solutions étaient stable avant le point de

retournement, elle va devenir instable après et inversement.

.ý(s)= r/J

Remarque:

Pour un point de retournement, on a irs) = 0, d'où:

FJx( s),).( s) )t( s)= 0

Ce qui montre que la direction coïncide avec le vecteur nul de Fx.

d'autre part on sait que:

dim N (f'x)= 1 et que F:; = 0

On en déduit que'

Lorsqu'on a i:t: 0, on dit qu'on a un point de retournement quadratique. Ce qui correspond à:

d'où, sachant (3-70) :
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(3-84 )

(3-85 )

(3-86 )

(3-83)

(3-81 )

(3-82 )

F(x(s),À. (S)) = F(u(s)) = °

'II
t FwJu(s))U(s)U(s) = °

Pour un point de bifurcation, on a :

'II
I f:u(lI(s»(a 2

; ,; ,+ 2a (J; ,; 2+ (J
l

; 2; 2) = °
a

2

Cil + 2a (J Cn + (J
2

Cn = °

(·11 = 'II 'l'ýu(II(S» ; ,;,ý C'2 = 'II
I

f:u(u(s» ; ,; 2ý c22 = 'II
I
F"II(U(S» ; 2; 2ý

Les paires de solutions (a, (J) doivent être différentes de (0,0) et on suppose qu'on a aý o.

avec

En remplaçant li( s] par son expression, dans (3-82), on obtient l'équation (3-84), communément
appelée Equation Algébrique de Bifurcation ( ABE).

65

L'équation (3-81) est différenciée deux fois, le résultat est ensuite, multiplié à droite par 'II
" on

obtient alors l'équation (3-82).

Puisque une des deux directions est Ii" alors:

'II
I

F"II(U(S»Ii(s) u(s) = 'II
I F"II(U(S»;, ;,::: °

La relation (3-84) est un trinôme du second degré en (J a,

(J (JI
Cil +2-C'2 +-2 Cn = 0

a a

Le discriminant ý = c,\ - CIl cn est positive, ce qui correspond à deux solutions réelles dont

l'une égale, à (aJ, (JJ) =( 1,0) correspond à la direction de la branche actuelleé.. La direction de la

deuxième branche u 2' sera définie par (a2, (J2).

{

ýi,
= a ,; ,+ (J, ; 2

u2 = a 2; ,+ () 2 ; 2

ce qui implique CIl=O, d'où A = c:z.
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En utilisant, la méthode des différences divisées, on peut approximer ces coefficients par
l'expression (3-88).

La première solution correspond à (al,ý) =( 1,0), alors que la deuxième solution nécessite le

calcul des coefficients C'2 et C22.

(3-89)

(3-88 )

(3-87 )

66

/'(II,V,s,t) = P(II,V) - (Xs,t) = 0

-t
F(u + eh(;/ +;}» - F(u + eh;,) - F(u + eh;})+ F(x)

I·"" ;, ;) =
2eh2

r:

F l
Remarque: ; 1

est un vecteur nul de F; et _;"; J
' par contre;

J
est un vecteur nul de Fu mais

I- l
pas de

¢J

..

; J

v- Application de l'algorithme de continuation par la pseudo-longueur d'arc pour la
résolution de différents problèmes.

Problème I: Identification de la courbe d'intersection, entre deux surfaces.

La courbe d'intersection entre, une surface P(II,V) du plan II-V, et une surface Q(s,l) du plan S-I,

est définie par l'équation

où

Les vecteurs; , et 'If, sont calculés suivant la procédure présentée précédemment. Pour le calcul
-

F l
de tP ý, on choisit ; 2 j_; r Il va donc correspondre au vecteur nul de la matrice

_ tP
1/;

J
.

Les solutions sont done égales à:

8, -CIl +JA" -= =0
a, Cn

" !!J... = -C'2 - JA = -25.!.
a2 Cll Cll
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Opti",iMllion da qstàla PlI' la méthode de contlnllOtlllll

(3-9ý )

(3-92 )

(3-91 )

(3-90 )

t
J

k = l, ...

x p(u,v) - X ¥(s,t) ý 0

y p(u,v) - Y¥ (s,/) = 0

Zp(u,v)- Z¥(S,/) = 0

l

ý

(Wt-Wt-t)Wt t +(tt-tl-Jil-t-.1r= 0 J

1
1'(u, v} = (x p(u, v). Yp(u,v) ,zAu,v))

ý

Q(s,t) = {Xq(s,t}, rq(s,t} ,Zq(s,t)} j

avec X. Yet Z représentent les coordonnées cartésiennes de chaque point.

avec R le rayon du cylindre.

A titre d'exemple, on considère le cas d'une intersection entre deux cylindres CI (II, v) et C2(s,/}.
pour lesquels les coordonnées cartésiennes sont définies respectivement par:

Xci (u, v) = 1-11

rel (II, v) = 2Rv !

(1 ý v2)

Zcl (u, v) -t- 2Rv2;' (I + v2)

Xa (s,t) = (1-s1) / (1+5')
rel (s.t) = 2s / (1+5')

Zcl (s,t) = t

et
(3-9ý )

L'identification de la courbe d'intersection, va donc consister à continuer la courbe de solutions
du système complet:

Si pose ýv {u.v.s}

L'équation à rajouter est

(Wt-Wt J)Wt J +(lt-l.t-J)l.t-J-.1l= 0

Ces équations définissent un système de trois équations à quatre inconnues, une équation
additionnelle est nécessaire pour sa résolution. Pour cela, on utilise la méthode de continuation
par la pseudo-longueur d'arc.

Un point d'intersection est point qui appartient aux deux surfaces, par conséquent se'>

coordonnées cartésiennes vont satisfaire les équations:
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10

b)

2

1. B

1.6

1.4

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
-10 -ý

a)

u

Fig.3-1. Représentation de la courbe d'intersection (R=l)

a) dans Ie plan u-v b) dans Ie plan s-t

L'algorithme est testé pour différentes valeurs de Rý et pour chaque cas, les points de départ de la
branche sont calculés de telle manière a ce qu'ils correspondent aux valeurs limites de l'espace
considéré

Optimuation de.' systèmes par la methode de conunuato»,

Pour savoir si toute la branche de solutions a été déterminée, on fait deux tests
- Le premier test, sert à savoir si le point prédit se situe entre les deux premiers de départ de la

branche ou non Si le test est positif. on a une courbe fermée, donc toute la branche a été calculee
- Le deuxième test permet de vérifier si les paramètres trouvés se situent en dehors du domaine

considere ou s'ils prennent des valeurs égales aux valeurs limites Dans ce cas, on conclue que la
courbe d'intersection est une courbe ouverte

Apres le calcul de la branche entiere de solutions, on considere les points de bifurcations possible"
et on procede à un changement de branche en ces points

Pour le cas où les deux cylindres on des rayons égaux (R= I), La courbe d'intersection obtenue
par continuation est représentée sur les figures (3-I-a) et (3-2-b) Ces figures montrent clairement
qu'il existe deux points bifurcation (1I,\',.\,l)ý(IJ.I,I) et (11,\',.\.1)= (1,-1,-1,1)

Partant de (II. \',.\,1) c:: (2, la, I 0,2), la branche de solutions est continuée jusqu'au point
19801, -99852, -9.9851,1.9801), en passant par le point de retournement: (0,0,0,0)
Chaque point de bifurcation est ensuite considéré, et un changement de branche ( positive et
négative) est effectué, dans la direction du deuxième vecteur nul du jacobien en ces points

Il

o
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- lU
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b)

b) dans le plan s-Ia) dans le plan II-V

a)

Fig.3-2. : Représentation de la courbe d'intersection (R=2)

Pour R=2, on obtient les courbes des figures (3-2-a; 3-2-b). Pour ce cas on, a seulement de-,

points de retournements. Partant du bord correspondant au point (II, v,.\',/)=(2,O,5,O), La courbe

est tracée jusqu'à ce que les conditions d'arrêt soient vérifiées Cette branche contient trois point'>

de retournement: (II,V,.\·,1) = (09999, 02679, 09999, 02679), (0,0,0,0), et (09CJ99 -0267').

09999,02679)

Les deux autres branches sont continuées, partant respectivement de (lI,v,.\',1) = (2, 10, 5,4) et

(11,\',.\',1) =(2,-10,-5,4), Chacune d'elles contient un point de retournement (11,\/,.\',1)=(0991)').

3 7320, 09999, 3.7320) pour la première et (II,V,.\',/)=(0.9999, -3.7320, 0.9999,3 7320) pour la

deuxième

Les figures (3-3-a, 3-3-b) représentent la courbe d'intersection obtenue par continuation pour le cas

R=O 5 Le procédé de calcul est identique à celui du cas précédent Il y a trois branches de solutions.

La première branche est continuée partant du point (0,-5,0,1), elle contient trois points de

retournement (II,V,s,/) = (18660, -0.9999, -3.7320, 0.4999), (0, 0, 0, 0), et (18660, 0.9999.

3 7320,0.49(9).

I

I

I

I

I

I

"
"
"
"
"
"
"
"

Chacune des deux autres branches contient un point de retournement respectivement (0.13364,

-0.9999, -02676,0.4999) et (0.13364, 0.9999, 0.2676 ,0.4999)
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Problème 2: Etude du celllportflllfllt d'un système dynamique simple

(3-

(3-96 )

b)

21 . '>

.r(x.II. ) =0

a)

Fig.3-3. : Représentation de la courbe d'intersection (R=O.S)
a) dans le plan II-V b) dans le plan s-t

x=f (x,À )

X ER". II. E R

-

Soit le système dynamique modélisé par le système d'équations non linéaire de la forme

95)

L'étape préliminaire dans l'étude d'un tel système est la détermination des points d'équilibre Ces
points sont les solutions du système équations:

Le système considéré est un système de n équations à (n+ 1) inconnues qui ne peut être résolu
directement. une équation supplémentaire est nécessaire.

Si pour certaines valeurs prises par le paramètre II. , le comportement de la solution du système est
different, ce système présente alors des points singuliers à l'équilibre ( des points de bifurcation ou
des points de retournement par exemple) La frontière entre deux comportements représente un point
singulier et correspond le plus souvent à un changement du type de stabilité.

Comme pour l'exemple précédent, on complète la définition du problème en utilisant la technique de
la pseudo-longueur d'arc et on détermine les branches de solutions correspondant au système étudie
en utilisant la méthode de Continuation.

"
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" ;.ý

u"
I ..
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"
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"
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OpIWi.,Uon da ý PlI' /Q .thode de contmuatiS:

Le système complet est alors résolu pour k= 1 jusqu'à ce que toute la branche de solution soit
déterminée

(3-97)

k = J. ...I (x,À.) = 0

I
(Xl - Xl l)xl I +(À.l - lA: I) Al-I - Ai = 0 J

L'exemple que l'on va présenter pour illustrer ceci, représente un système électrique constitué de
deux génératrices identiques (G 1 et G2), montées en parallèle qui déchargent dans une charge R.

Ra il

Ra i2

resolution du système

fig. 3-3 : représentation du système étudié

(3-98 )

R

di
L

d:
= £(il) - (Ra + Rsh, - R(il +i2) = Ilip i2, R)

di
I.

d:
= E(;2) - (Ra + Rs);2 - R(il +;2) = 12(i .. i2, R)

If. (l ". '1.10 = 0

lf2 (il . '1' R) = 0

...

Afin de déterminer les solutions à l'équilibre, l'algorithme décrit précédemment est utilisé pour la

Les équations régissant ce système sont :

Les points de retournement correspondent à des changement dans le type de stabilité. Les parties en
rouge des figures (3-4a) , (3-4b) et (3-4c) représentent les zones de fonctionnement stable

avec
Ra Us = 0 30 et E(i) est une fonction non linéaire de i.

L'étude mathématique du système dans tout l'espace, fait ressortir l'existence de 4 branches de
solutions comportant plusieurs points de retournement et 3 points de bifurcation qui correspondent
au cas où R=O

ý
c'est à dire lorsqu'on a un court-circuit.

"
Il
"
"
"
"



OptiMiMlion da.,..,... par ltJ ,.éthode de contimlDt.orl
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fig. 3-4 a : courant; 1 en fonction de la charge R
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fig. 3-4 b : courant ;2 en fonction de la charge R
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En réalité, les courants i. , tz et la charge R sont positifs; Les figures (3-5a) , (3-5b) et (3-5c)
représentent les parties des branches de solutions présentées sur les figures précédentes, qui vérifient
ces considérations.

10050o
i1

-50

.:
I

\

fig. 3-4 c " courant i, en fonction du courant h

-100

40

20

60.---------ý----------ý----------._--------_.

40r-----ý----ý-----r----ý----ý------ý--ý

i2

35 ·

30 ý

25 ·

20 ..

harge R
15

10 ·

12

fig. 3-5 a : courant iz en fonction de la charge R., pour un fonctionnement réel
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fig 3-5 b : courant il en fonction de la charge R, pour un fonctionnement réel

"

fig. 3-5 c : courant il en fonction du courant i2, pour un fonctionnement réel

L'examen des résultats relatifs à ces dernières courbes, fait ressortir l'existence de deux zones de
fonctionnement stable. La première zone correspond à : i, > 30.2 A, i2 > 25.5 A et la charge R < :

n La deuxième zone correspond à: il < 30.2 A, h < 10.6 A et la charge R > 2.7 O.



Opti"'iMltiorr da qs,_a ptn' la mIdtode de continuation

VI-l : Introduction

VI Op&ilAisa&ioR d. S¥S'""" ROR liR .. i ....

(3-104)

(3-105)

(3-102)

(3-100)

(3-101)

{J(X,À)-W = 0

f
ï

x, À) = 0

.

{

f(u)
Ft u.to }>

J(u)-w

x \: U". I.. t: R'": f : un . n) ý Rn, .I: Rn . M
ý R

L'algorithme de continuation va permettre de tracer les branches de solutions de:

F(u,ý = 0

mi" J(x,À)

f(x,À) = 0

L'objectif est donc de trouver au moins un point (x", À "), solution de (3-101) qui rmmrmse
localement la fonction coût (3-100) Pour cela, on doit déterminer une courbe (x(ý), À.(ý)) sur la

surface f ( x, I.. ) = 0, qui passe par au moins un minimum local.

avec

Considerons le problème

Ceci est problème de programmation non linéaire avec contraintes d'égalité. La différence avec le
traitement standard du problème, est que dans notre étude, on supposera que ces équations
détinissent une surface unique dans l' espace Rn. n)..

VI-J : Détection des optimums

On pose

et de déterminer ainsi, les points de retournements par rapport à lv. Ces derniers correspondent aux
différents optimums.

Si on désigne par ca le minimum de Jïx. À). alors le problème revient à résoudre simultanément les
équations

VI-2: Conditions d'optimalité

La condition nécessaire pour qu'un point Uo = (xo,Â.oJ solution def (u)=O, minimise localement la
fonction coût .1(11), est qu'il existent pER" el q E R", tels que:

if: p+J .. q=O
(3-103)

p'p +qZ -1 = 0

I

I

I

I

I

I

I

I

I
I

I

I
I

I

I

I

I

I

I
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Par analogie, à ce qui a été dit précédemment, un point de retournement va être caractérisé par

Les deux compartiments où ont lieu les réactions, (gràce a la présence de l'enzyme E) sont sépares
les uns des autres par une membrane, à travers laquelle peut diffuser Je substrat.

V'-4 : Optimisation d'un système enzymatique à deul. compartimeatl avec un seu' substrat.

Le système egalement étudié dans Doedel[3-2], peut étre schématisé comme suit

(3-108 )

(3-107)

(3-106)

w=O

âi ct: 0

J

Fï u.to ) = 0

) 1-; 'fi = 0

[IfI'I/I-l=O

50
Il

s I.E
Il

s2, E
Il

sO+ ý
i

l'OUI l'l'la on doit resoudre le xvstcmc etendu ( 1- IU(J)

D'après Kemévez[3-8],Ce procédé est modélisé par le système d'équations différentielles suivant:
d\'1

dl
=(.'10-.'11)+(.'12-.'11)- pR(sl)

d52

dl
= (sO+ f.J -s2) +(sl-s2)- pR(s2)

- s I et s2 representent les concentrations du substrat à l'intérieur, respectivement du compartiment
et du compartiment 2
- sO c'est la concentration du substrat extérieur au compartiment I.
- SO+ýl c'est la concentration du substrat à J'extérieur du compartiment 2ý Jl peut être assimilé à une
perturbation

Si de plus ce point est quadratique, on aura:

avec 'l' ={p, q} E
Rn.1

"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"

avec
.'I

R(s) =
2 '

1 +5+ 5

Il
Il

Il

Dans notre étude on va considérer le système à l'équilibre, c'est à dire:

l.(sl.s2.sO) = (sO-sl)+(s2-s1)-I00R(sl) = 0

12(sl.51.5O) = (50+,., - s2)+(sl- 51)-IOOR(s2) = 0



"
"
"
"

d on \ t'1I1 dll'rdlt" ký l'\lrt'murllý de l 'aell\ Ile definie par

.lt s), s2. sO) = 100 ( R(sl) + R(s2) )

On applique l'algorithme décrit précédemment, à ce problème pour différentes valeurs de jJ On
continue alors, les branches de solutions pour

r {fI (sl.s2.s0)
ýf(sl. s2. sO) = 0 =

f 2
(.\'1 ".\'2 . sO)

l.l(sl ..\2.s0) - (ù = 0

Les résultats obtenus pour chaque cas, sont représentés dans ce qui suit.

1°/ Ca.\ :u =1

Partant du point (s I, s2, sO, S) =
( 0, 0, 0, 0), on continue les branches de solutions relatives à ce

problème On détecte alors l'existence de quatre optimums locaux deux maximums et deux
minimums, comme indiqué dans le tableau n03-1 et montré par les figures ( 3-6 a), (3-6 b), (3-6 c) et
( 3-6 d)

Optimum n° sI s2 sO S

I 08334 I 0558 33 5787 662682
2 06215 7 3419 248572 42 7511
3 08956 89979 2S 9916 43.0909
4 8 7753 92662 183964 19.7512

Tableau n° 3-1

Il apparaît clairement, que pour une perturbation p égale al, l'activité est maximale pour une
concentration extérieure égale à 3.1 5787
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fig. 3-6.a : L'activité (t) en fonction du paramètre sO
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fig. 3-6.b : La concentration sIen fonction du paramètre sO
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fig 3-6 d La concentration dans le compartiment2 en fonction de la concentration dans le
compartiment I

]0; Ca." :y =.;

Comme pour le cas précédent, on part du point (s l , s2, sü, S) = ( 0, 0, 0, 0), et on continue les
branches de solutions relatives à ce problème Là aussi, on détecte l'existence de quatre optimums
locaux deux maximums et deux minimums, comme indiqué dans le tableau n03-2 et montré par les
figures ( 3-7 a). (3-7 b), (3-7 c) et (3-7 e)

On remarque que l'activite maximale. est plus petite dans ce cas que dans le cas précèdent; ce qui
est normale puisque la perturbation est plus importante

Optimum n" sI 52 sO S

1 05566 10695 298651 63.1051
2 04478 7 1482 209142 39.2322
3 09476 109454 24 2507 41.6090
4 84000 107550 16 5503 18.9454

Tableau n° 3-2

Pour ce qui est de la stabilité du système, on obtient la même chose que pour le cas J.l =1, c'est à dire
qu'on a une succession d'état stable et d'état instable, après chaque optimum.
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tig 3-6 e La concentration dans le compartiment2 en fonction de la concentration dans le
compartiment 1

Les resultats obtenus avec ces deux exemples mettent en évidence l'influence du paramètre Il sur
l'activite (!) Pour trouver la valeur de Il pour laquelle on a la plus grande activité, on doit donc
considéré ce paramètre comme inconnu dans le problème d'optimisation posé et l'identifier en même
temps que les autres paramètres Ce sera le sujet du paragraphe suivant

'11- Identification des paramètres par continuation successive
L'algorithme de continuation presente precedemment, est directement applicable lorsque le nombre
de parametre ). est égale a I Si ce nombre est supérieure, on procède par continuation successive

Les etapes de lalgorithrne sont alors les suivantes

" 1/ Continuer une branche de solutions pour le système (3-102), avec tous les paramètres Ài,
fixes, sauf un paramètre À.ý qui lui reste libre On détermine l'extremum quadratique (1). Le
système à résoudre est alors le suivant

r f(X.À.) = 0

I

J{x,2)-{J)=O

" ýfJx,2) p+JJx,2) q = 0

I

f;.{x,2) p+J;.{x,2) q = r

l
p'p + q2 - I = 0

r = [r. i = 1, ....." n..t}
(3-109)



" 2_ Peu, Ln!["[IJ!l11J u uuxc, dl'lilll! Il ct .L/ qur sou; l.ul.i.). d"!Ix nlln ollls 1'0 Il1Iýn1l' lemps l'l'Ill!

\l'llrll'llt k" tllll" lklllll'Il'" elju,ltllllh dl' (,.1111)) Il' l, con c-pondant au paramctrc ; .. hhre. I,;'"t

nul Les autres I, ne sont pas nécessairement nuls

" JI Liberer un autre paramètre J,. et calculer la nouvelle solution pour (3-109) Pour chaque
solution trouvée, recommencer la procédure de continuation, en libérant à chaque fois un de"
parametres restants jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de paramètres fixes Le F, correspondant au

pararnetre libéré est mis à zéro Ce qui donne, lorsque tous les paramètres sont libérés, un vecteur
r nul

Le système peut être réécrit sous la forme:

r

I

J

I

f(x.Â..J=O
.I(x,À, )-(Ù = 0

/Jx.À,) p+JJx.À.,) q = 0

f).J;(x.À.,) p+.J).J;(x.À.,)q = 0

pIp +q' -1 = 0

1.,( x. À.,) p + J,.( x. À. , ) q - r, = 0

k = 1 "....." uÂ.

i = 1 "......" UjI

(3-110)

.-
Il
Il

li;, représente le nombre de paramètres libres et uJ.lle nombre de paramètres restants, c'est à dire on
au;, UI' "x
Les quatre premières équations de (3-110) forment un système d'équations non linéaires que l'on
résout par la méthode de Newton- Raphson; ensuite on calcule r par la dernière équation de (3-

1 I ())

"'- Application de L'algorithme au problème décrit précédemment

Dans le cas de l'exemple précèdent, on a À =
{ sO, J.l } Les résultats présentés correspondent à la

continuation de la branche de solutions pour 1..1
= sO libre et 1..1 =

J.l fixe, égale à 1 dans le premier
cas et à 5, dans le deuxième cas. Pour chaque cas on a également :

- lOess: Il =1

Pour Ie maximum ro=66 2682, on a :

" r,o = f.o(sl . .'i2 . .'iO) P + .I,o(sl.s2.s0)q = l':ý 'II = 0

" ru = f,/s1.s2.sO) p + J)J(sl.s2.sO)q = Fý 'II = -0.46372

- 2°eas : Il =5

Pour Ie maximum ro=63. 1051, on a :

" r,o = /,o(51.s2.sO) p + Jso( s1.s2,sO)q = F_':' ¥' = 0

" r)J = f)J (sl.s2.sO) P + JjJ sl,s2,sO)q = F; ¥' =0.5483



( Ipunusauon des systèmes par la méthode de conunuauon

On libère le deuxième paramètre J.J, on obtient alors:

- I cras: JI = I

Partant de si, s2, sû, Ji et (1) correspond à l'activité maximale, c'est à dire le point ( si, s2, sO, J.J, (1)

=0

(
0 8334, I 0558, 33.5787, I, 662682), le système est résolu au bout de 6 itérations Le tableau

suivant montrent les résultats intermédiaires pour chaque itération ( iter. n? indique le numéro de
l'iteration)

iter rr' si s2 sO Il (l) Jl F L

I I 3863 09344 36 8632 27708 688632 4.5417
,., 07614 09812 35 8240 I 2654 686399 3.9226-
3 09279 09987 346569 02504 67.1367 0.7499

4 09928 0.9999 34 3726 00332 667204 0.0768

5 0.9999 0.9999 343337 3.34 10-ý 66.6672 8.06 10--

6 0.9999 09999 34 3333 0337 10-7 66.6666 0.806 10-7

On calcule le vecteur r pour le maximum trouvé, on trouve:
- r,t) := 0 et r = 0

JI

par conséquent le vecteur r est bien nul.

- 2°ess : JI =5

Partant de ( si, s2, sO, J.J, (1)
= (0.5565,1.0695,29.8656,5,63.1051), le système est résolu au bout

de 6 itérations Le tableau suivant montrent les résultats intermédiaires pour chaque itération.

Comme pour le cas précédent, le vecteur r pour le maximum trouvé, est nul:

iter nO si s2 sO Il (1) JlFll
1 09441 1 1423 32.0625 40778 64.5386 0.1354

2 1 0714 09694 34.6484 0.8624 65.0522 0.07323

3 ] .0027 09998 34.3358 1.95 10-5 66.6670 8.06 10-3

4 0.9999 10000 34.3333 0.413 10-7 66.6666 0.806 10'"
III
Il
Il
Il

- r..o =0 et r =0
Il



II en ressort que l'activité maximale est (I) = 666666, elle correspond à une solution symétrique si
s2 I avec sO 34 3333 et une perturbation nulle f..J

=0

*- Application de L'algorithme à un autre problème

Soit à résoudre. min J(II, À
l'

À l' À 3' À,,) = Il + À.+ À. 2+ À. 3+ À. ..

avec

I.: libre et ;., 1= À 3= À ,,= 0 (fixes)

Partant de (u, À/, (ù) (0, 0, 0), on obtient:

- (u, ) .. t. w) - (0.707 I, 0.7707/, 1.4142)
- rI :: 0.155 10.7

. Nombre d'itérations: 4

Partant de (u, À/, À.2, (1)) (0.7071, 0.7707/, 0, 1.4142), on obtient :

- (u, ).,/, À.2, w) (0.5773, 0.5773, 0.5773, J. 7320)
- rI = 0.0435 10.9, r2 = 2.3188 10,9

- Nombre d'itérations. 3

on libère À., et À ..
= 0

Partant de (u, À/, À.2, À.3, m) (0.5773, 0.5773. 0.5773, 0, J. 7320), on obtient :

- (u, À/, À2, À.3, m)
. (0.5000, 0.5000. 0.5000, 0.5000, 2.000)

- rI = -0.557 10.7, r2 = -0.557 10-7, r3 = 0.265 10-7

- Nombre d'itérations: 4

on libère À4

Partant de (u, À./, À.2, À.3, À.4,m) =( 0.5000. 0.5000, 0.5000, 0.5000, 0, 2.000),

on obtient.

- (u, À./, À.2, À.3, À.4,m)-=( 0.4884, 0.4884, 0.4884, 0.4884, 0.4884, 2.4440)

- r, =0.1541Oý, r, =0.lS410ý,r3 =0.lS410ý,r4 =O.10210ý

- Nombre d'itérations: 4
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CHAPITRE IV

IDENTIFICATION DES PARAMETRES
PAR LA METHODE DES SENTINELLES
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I. Introduction

Comme il a été présente dans le premier chapitre, les problèmes d'identification les plu"
couramment rencontres en mathématiques appliqués sont les problèmes de moindres carrés qUI

consistent à minimiser un critère quadratique représentant l'écart entre Y (I. À) la solution du
modèle mathématique représentant le système et Zd(I). les mesures relevées sur un intervalle dl'
temps l til, t d c ]0, T[

Ces mesures sont en général bruitées et vérifient la relation
7.£1(1) l-' ( t, À) . erreurït) f ý-I )

La méthode des sentinelles pour l'identification des paramètres, se base sur la théorie de-
Sentinelles présentée par J L Lions [4-3 ]

Elle consiste à construire, pour chaque paramètre inconnu, une sentinelle indépendante de"
mesures, qui va nous indiquer la sensibilité de ce paramètre par rapport au bruit En effet. et
dapres Ie " Shadow theorem", il existe un « agent secret » dans l'ombre de « l'observateur )1 "

cet agent se trouve dans l'attracteur (étrange ou non) et a une trajectoire très proche de celle de ..

mesures Zd L'identification des parametres À fournit l'identité de l'agent secret y ( t, À.)

Cette méthode est donc très intéressante pour la résolution des problèmes mal définis où lorsque
les observations sont fortement bruitées D'ailleurs les résultats obtenus lors de la résolution de
différents problèmes réels par cette méthode ( détaillés dans la référence [4-2]), sont une preuve
de l'efficacité de la méthode

Le problème de moindre carré revient à minimiser une fonction coût:

11- Rappel de la méthode des moindres carrés

(4-4)

(4-3 )

(4-2)

17

y (l, À.) = B À.

(/J( À.) = ((y(I,).)- Zd(I)),(y(I,).)- Zd(t)))
1

11 12= 2(/(I,À.),y(I,).))-(y(t,À.),Zd(I))+
2

Zd(I)

Si on pose que la solution y (l, À.) est de la forme :

En développant (4-2), on obtient:

Sachant que

1.1
H

représente la nonne associée au produit scalaire dans H. et que
I f I: = Jf

2
(I) dt



il etant un operateur, alors (4-3) ý recent comme suu .

Avec

1 t

I

12(/J( À)= -((BÀ)'(BÀ))-(BÀ,Zd(I))+- Zdï t )
2 2
1 1

I

12=-(À'B'BÀ)-(},'B'Zd(I))+- U(I)
2 2

ttl 12= -(À.'AÀ)-(À.'b)+- U(t)
2 2

(ý- 5)

et b = B' Zd(t) (4-6)

111- Minimisation de la ronýtion ýoût

La condition pour que le vecteur À· soit un optimum est:

ceci implique:

At-b=O

Si la matrice A est définie positive, alors :

t = A-lb = A-IB'Zd

On pose:

l'expression (4-9) devient :

x-wza

(4-7)

(4-8)

(4-9)

(4-10)

(4-1 1 )

Si de plus, l'opérateur B est injectif, alors pour tout ensemble de données Zý il existe un vecteur
de paramètre unique À· tel que:

"
III

Proposition
En multipliant l'expression (4-10) par B, on obtient:

WB = A-lB' B

"

(4-12)

(4-13)
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Sachant que .

A = H'H

alors

WH = A
I H' H = A

I
A = I

( I étant la matrice identité).

West donc l'inverse généralisé de B.

IV- Conditions d'existence de la matrice W

Pour que la matrice W existe il faut que les deux conditioDllUÎVllltes soient vérifiées:

" L'opérateur B doit être injectif

" La matrice A doit être définie positive.

al Opérateur 8 injectif

Pour que B soit injectif, il doit vérifier:

" B À = 0 => À= 0

" BÀ,= BÀ, => À,=Àl

H-14)

Ce qui veut dire que pour un ensemble de données Zd(t), correspond un vecteur de paramètre

unique À.

bl La matrice A définie positive

Ona:

v À. (Al,l) = (Bl,Bl) =
I B11: ýO

De plus, on sait que :

(A À, À) = 0 =>
!

B À! = 0

Puisque 8 est injectif, alors:

fiÀ= 0 => À=O

Par conséquent :

V'l;tO, (AÂ.,Â.»O

Ce qui veut dire que la matrice symétrique A est définie positive si B est injectif.

19
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v - Définition des Sentinelles

(4-17)

(4-16)

(4-15)

y(l) = !IP,(I).À,
.=1

À
I

=(e' .,1) = te' .WZd) = (W' e', Zd )

= (B A 'e. Zd )

= (ý.Zd)

À, = (ý.Zd)

La méthode des sentinelles permet également de mesurer la sensibilité de chaque paramètre au
bruit. En effet,

I
W,I est une indication relative à la perturbation par le bruit, de l'estimation.

VI- Identification des paramètres par la méthode des sentinelles, pour un problème
linéaire

En effet, pour un problème donné, les sentinelles sont calculés une fois pour toute
indépendamment des données. Ces dernières interviennent seulement dans la dernière étape de
calcul des paramètres

Le calcul explicite de la sentinelle W, , se fait comme suit :

- On détermine Y, tel que :

Ay, = e'

2 - On calcule W, par

ý = By,

La solution ytt), d'un problème linéaire peut être exprimé sous la forme d'une combinaison
linéaire de solutions particulières IP, (I) (i = 1. .... .n.), obtenues en prenant à chaque fois un seul

paramètre Â.ï égale à 1 et tous les autres nuls.

Ainsi. pour un ensemble de données Zd, le icmc paramètre À" est égale au produit de la sentinelle
associée au paramètre et des données Zd. Pour chaque paramètre À, ( i= l , .n.), on associe une
sentinelle W"

L'identification des paramètres va s'effectuer en deux étapes: lors de la première étape on
détermine les sentinelles associées à chacun des paramètres. Ensuite, on fait le produit avec le
vecteur des données Cette façon de procéder, représente un avantage certain par rapport aux
autres méthodes

et W, est appelé sentinelle associée au paramètre À,.

Si on désigne par e' , le i"?" vecteur de la base canonique considérée, alors le icmc composant du
vecteur À. est donné par la relation

"
-
-
Il
-
-
"
"
JI

ý

Il

I to

I



(4-21 )

(4-20)

(4-19)

(4-18)

( "lI), YI.Jo (t)) l
; I

( ¥'., (I): ¥'./ I))J

".rI) l"dl)
I

;
1("I(t)

-. (I) J

r (". to. v, (I))

=1 ;

l("., (I), ¥'I (I))

r
I

A=B'B=I

l

,.

«, = J('l'JI), '1;(I))dt
'0

ý = J( '11 (I). Zd )dt
..

tdenuficauon des paramètres pur la méthode des senttneilcs

r
",dl) l

I

('1'2 ýt),Zd)
Ib= B'Zd= .

l cv."" ýI).Zd)J

est constitué d'éléments bi tels que:

et le vecteur :

La matrice A est done une matrice symétrique de dimension ( n). , n).), dont les éléments aiJ sont
égaux à:

Dans ce cas, et par analogie à ce qui a été décrit précédemment, l'opérateur B sera égale à :

et la matrice A est telle que :

I
I

I



\"11- Identification des paramètres par la méthode des sentinelles. pour un problème non
linéaire

A

sur la solution)' (I) pour une variation À de À

Sa solution est une combinaison linéaire des solutions particulières, 'I/, (I) obtenues en prenant a
A

chaque fois un seul élément de À. égale à 1 et tous les autres nuls.

(4-22 )

(4-21)

(4-23 )

En soustrayant (4-22) à (4-21),

A

y(/) + .Y(/) - y(/) = I(/,À. +À. ) -/(/,À.)

y(l) = I( l,À.)

y(/) +y(/)=/(/À.+i)

L'identification des paramètres par la méthode des sentinelles, pour un problerne lineaire. ýe
résume aux étapes suivantes :

I. Déterminer { If/, (I) (i = 1 11)) }, l'ensemble des solutions particulières du problème I-lles
sont obtenues en résolvant nI.. fois le problème, en prenant à chaque fois un seul 1..1 égale à I ct
tous les autres égaux à 0

., Construire le vecteur B

1° cas: y(t) = 1(I,À)
pour des paramètres À., on a :

Pour ce type de problèmes, l'identification se fera de manière itérative par une méthode du tvpe
gradient. en utilisant les sentinelles calculées pour le problème linéarisé.

La première étape de l'identification des paramètres, pour un problème non linéaire est donc la
définition du modèle linéarisé relatif au problème non linéaire étudié

1- Système linéarisé

Soit vtt) la solution du problème non lineaire, pour les paramètres À et y( I) + 5'(1) la solution du

même problème pour des paramètres égaux à }e + }.; i étant une petite variation de À .

Le système linéarisé c'est le système dont la solution}' (1) représente la perturbation intervenant

3. Calculer la matrice A en utilisant la relation (4-19)

-I. Calculer la matrice r , en résolvant Ar I (identité)

5. Calculer les sentinelles W, par la relation W = r s:

fi. En déduire les paramètres à identifier, en utilisant la relation (4-11).

A

et pour À + À. on a :

"
"
"
"
"
"
"
"
Il
Il
II
Il
Il
Il
Il
Il
Il
Il
"
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on obtient.

(4-24)

y(O) = r

Si T est connu, on écrit l'équation pour respectivement, des paramètres À. et (À + i)
Il ý y'(t) = f(t,y,)..) y(O)= T'

À + i ýy'(t)+Y'(t)= f(t,y+ y,)..+i.)

la soustraction des deux équations donne :

y'(I) = f(/,y+ y,À +À) - f(l,y,À)

d'où

y'(/) == /V(/,y,À) Y -
fÀ (/,y,À)À

y(O)+ ;(0)= T' + i

y(O) = i

y(O) = i

(4-25)

(4-26 )

Les expressions (4.24) et (4.26) représentent les systèmes linéarisés dans chaque cas. Les
solutions ';/(1) sont une combinaison linéaire de toutes les fonctions fil; (t, À. ), obtenues pour:

i = 1. .... .n
À

VII-2 : SentineUes du système linéarisé

On définit la matrice A(À ), dont les éléments:

<, (À) =
f:ý 'l', (l,À), 'l') (l, À) dt 1<' t-c_/,J_Il;..

(4-27)

(4-28)

(4-29)

La sentinelle Wassociée aux paramètres inconnus est calculée en résolvant successivement les
équations (4-30) et (4-31).

Il

A(,1. }Y(,1. )=et
W(À. )

= '1'(,1. )r(À. )
e'> kième vecteur unité.

Ensuite, les paramètres sont ensuite mis à jour en faisant:

93

(4-30)

(4-31 )

(4-3.2 )



Lorsque r est inconnu, le vecteur des paramètres cl identifier n'est plus À mais v =
I À, t I et Ifl( I

À ) est un vecteur de dimension ( n + ni)
ý

L'algorithme est identique au précédent, il suffit de remplacer À el À par vel v

VIII- Application de la méthode des sentinelles pour l'identification des paramètres pour
différents problèmes

On résout les problèmes suivants, successivement par la méthode des sentinelles puis la méthode
de continuation, et cela pour comparer les performances des deux méthodes.

Problème nO I

(ý{ý (ý(),

y(l) = ml e (TI + m, e a,

y( t) represente la somme de deux gaussiennes que l'on désire identifier Pour cela, on dispose des
donnees du tableau ne (4-1 )

lXý I 2Xý 25 2Xý 5 I 2Xý 75 2X5 I 285.25 I 285.5 1 285.75 I 286 I 286.25 286.5 I 28675 lX7 I

\(1 ) () 07 I o 15 (U I 06 1 I I 1.7 I 2,4 I 3.2 I 3.8 I 4.1 -l I 37 ý I J

lX725 2875 2X775 I 288 28825 288.5 288.75 289 289.25 2tN.5 I 289.75 I 2'JO I

\(1) 25 1.9 I.ý I I 0.7 06 Oý 03 0.15 o ) I () 05 I o I) ý
I

I 2'JO 25 29() 5 290 75 29)
\(1 ) Il 002 00011 0 li

tableau n° 4-1

Partant des valeurs initiales [m" 0"0",, m2, 82,0"2 r = [4,286, I, " 288, I], on obtient les

résultats représentés dans le tableau nO( 4-2) On remarque que la méthode des sentinelles
converge plus rapidement et donne un écart quadratique plus faible que la méthode de
continuation.

Algorithme ml 01 CTI mý 01 CT, Niter
1iIý[[

" Continuation 3.9176 286.312 I. 1590 0.507 287. 703 U50 18 (l 013-'

Sentinelles 3.9436 286.298 1.1302 0.641 287.750 1.410 10 0.007-'

tableau n° 4-2
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""

286

4

284

y(t)

288
t

fig. n04-1 : Courbes déconvoluées obtenues avec la méthode des sentinelles

5ý------ý--------ý-------T ý

Avec les paramètres obtenus par la methode des sentinelles, on calcule les deux courbes
.r-û 2 ".

,_{} ,2

déconvoluées: YI (1) = ml e
: 0; I

et Y2 (1) = m2 e a2'
I

que l'on représente sur la figure nO( --l-I )

Les données sont représentées sur la même figure par des (*).

)'2
= l:( I - Yll )Yl - YI

Ces équations, plus connues, sous le nom d'équations de Van-der-pol, sont souvent rencontrees
en électronique Le paramètre à identifier E, désigne la caractéristique non linéaire du circuit

Il

t 0 0.5 I 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5

y,(t) 1.9 1.5 0.9 02 -0 5 -1.1 -14 -I 2 -0.8 -0 3 0.2

Yl(t) 0.1 -0 8 -13 -I 5 -14 -I -025 03 08 I I I 2

tableau n° 4-3

Pour les données du tableau nO( 4-3) et en prenant comme valeur initiale EO = 0 5, on obtient les
résultats représentés dans le tableau nO(4-4) Les conditions initiales yJ(O) et )':lO) sont
considérées connues, égales respectivement à 1.9 et 0.1.

9S



5

54

3

3

tableau n° 4-4

2

2

1

1

ýL- __ _' ý L- __ ý ý

o
t

1

-1

0.5

1.5r----_..,.---""T""---ý--.....,---_.,

-1.5

Algorithme £ yi (0) y2(0) NIter
III qJ Il

contmuation 00341 I q o I 3 o 108

sentinelles 00337 I q 01 3 o 108

1

0.5

y1 0

-0.5

-1

-1.5
0

ûg. 4-2: y2(t) obtenue après identification en comparaison, avec les données.

fig.4-2. yl(t) obtenue après identification, en comparaison avec les données.
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Les résultats obtenus avec chacune des deux méthodes sont comparables Les paramètres obtenus
ainsi que le nombre d'itérations nécessaires à la convergence des algorithmes, sont les mêmes
Les courbes obtenues avec les algorithmes de continuation et des sentinelles sont représentées en
trait plein sur les figures (4-2-a) et (4-2-b) alors que les données sont représentées par des (* ) sur
les mêmes figures

Ce problème également traité dans le chapitre 2, a été résolu par la méthode de continuation puis
la méthode des sentinelles La méthode de continuation et pour [Pl. pJ" =

[ 0 1,0 1], a donné les
résultats représentés dans le tableau nO( 4-5), alors que la méthode des sentinelles diverge quelque
soit le choix des valeurs initiales.
La condition initiale de y, est prise égale à la première donnée relevée c'est à direydJ).

Algorithme II I P2 ý I (I) Nuer
III <pli

continuation Il 471)7 10-5 Il 25!)1 10-1 () 5 I!) 8158

tableau n° 4-5

Lorsqu'on remplace, dans l'expression de Yi, PI par 10-5 PPI et P2 par 10-1 PP2, les deux
méthodes convergent ( tableau na 4-6) Ceci laisse supposer que la méthode des sentinelles est
très sensible à l' échelle de mesure des paramètres, alors que la méthode de continuation l'est
moms

Algorithme flfIl flP2 vi (1) Niter
'''<pli

continuation () 471)7 () 2591 (l 5 19.8158

sentinelles 0.4982 (1.1228 0 8 2·U&51

tableau n° 4-6

On remarque également, que la méthode de continuation donne les mêmes résultats que
précédemment et que ces derniers sont meilleurs que ceux obtenus avec la méthode des
sentinelles.

D'ailleurs les valeurs numériques des paramètres obtenus par la méthode de continuation, sont
très proches de ceux obtenus par la méthode des B-splines, dans le chapitre 2.
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fig. n04-3-a: Courbes obtenues après identification par la méthode des sentinelles
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15
t
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t
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o
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25
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o

40

45------------ý----ý----------ý--ý-
40

20
y1

15

20
y1

fig. n04-3-b: Courbes obtenues après identification par la méthode de continuation

98



y; = PIYI - PÛ'j.V2

y; -= P2YIY2 - P1Y2

C e problème a également été traité dans le chapitre 2, avec des données légèrement différentes de
celle que l'on a utilisées ici, et qui sont représentées dans le tableau nO(4-7).

Le nombre de paramètres à identifier dans ce cas, est plus important que dans les exemples
précédents (PI, Pl. p3,)·

1 0 0.5 I 15 2 2.5 1 1.S ý ý.5 5

Y I (1) I 1.1 I 2 Il (JI) 07 06 0.6 0.7 0.8 I

y2(t) 0.2 0.25 Oý 05 05 <HS <US 0.3 (US 0.25 o 3

tableau n° 4-7

Les résultats obtenus, avec chacune des deux méthodes (tableau n04-8) sont pratiquement les
mêmes. Les écarts quadratiques correspondant sont également assez proches

Algorithme PI P2 P3 YI(O) yý(O) Niter
IIIQ'II

méthode de 0.8066 2.2652 19573 I 0.2 3 O.O30ý
continuation

méthode des 0.8071 22662 I 951)8 I 02 3 O.031ý
sentinelles

tableau n° 4-8

En comparaison, avec les résultats obtenus avec les B-splines, on remarque que les valeurs des
paramètres sont très voisins de ceux obtenus avec Inoeud (position 3).

Les figures (4-4) et (4-5) montrent les courbes YI (1) et Yo? (1) obtenues par identification avec
chacune des deux méthodes et leur représentation par rapport aux données.
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t

0.6

0.55

0.5

0.45

0.4
y2

0.35

0.3

0.25

O.

0.15
0 1 2 3 4 5

t

IGO

ldenufication des paramètres par III méthode des sentinelles

y1

fig. n04-4-a: yl(t) obtenue après identification par la méthode de continuation en comparaison avec
les données

fig. n04-4-b : y2(t) obtenue après identification par la méthode de continuation en comparaison avec
les données
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1.2.----ýf-----r-----...------...--------,

y1

1.1

0.9

0.8

0.7

fig, n04-5-a : yl(t) obtenue après identification par la méthode des sentinelles en comparaison
avec les données

t

54321

0.15L.......----'---___,J----'-------'------I
o 1 2 3 4 5

O.6ý-----r----.----,.-------r---....,

0.6L..-__ ----L --L.. ..... _4-_..L.- __ -l

o

y2

"
t

fig. n04-5-b : y2(t) obtenue après identification par la méthode des sentinelles en comparaison
avec les données
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IX- Identification des paramètres par application successive des algorithmes
Lorsque le problème d'identification porte sur un système, modélisé par un système d'équations
différentielles de la forme:

y; (1)= .t;(/,y,À)

yý (1)= !,,(I.Y.À)

Les conditions initiales {Y I ( 0), Y 2 ( 0), , Y n (O)} peuvent être considérées comme :

- égales aux mesures Zd(tI), prises à t=tI . Ce cas peut être envisagé lorsque que les données sont
très fiables et représentent parfaitement le modèle.

- ou alors inconnues. Là on est sur d'avoir des résultats plus exacts ý le temps de calcul sera plus
long puisque, le nombre de paramètres à identifier est plus important.
En réalité, il est très rare que l'on connaisse, à l'avance, la part de l'erreur sur la mesure Par
conséquent, la formulation du problème, en considérant systématiquement les conditions initiales
comme inconnues, entraîne des calculs supplémentaires qui ne sont peut être pas nécessaires,
alors que dans le cas contraire les résultats peuvent être incohérents du fait de l'erreur sur la
mesure

L'alternative pour résoudre ce problème, serait de procéder à une identification en deux étapes
dans un premier temps, on identifie seulement les paramètres À = {À" À

2 ' """ , À rV. }, les
conditions initiales sont prises égales à Zdü.); ensuite, les conditions initiales sont supposées
inconnues et l'identification est reprise pour déterminer aussi bien À = {À l' À 2'" " , À rV.} que

{y,(O),yz(O), ...... ,y,,(O)} Si les données sont fortement bruitées, les paramètres obtenus lors de

la première étape sont alors corrigés.

Dans ce qui suit, nous mettons en évidence l'intérêt d'une identification en deux étapes, lorsque le
système est modélisé par des équations différentielles en comparant les performances des
méthodes de continuation et des sentinelles. Pour cela, on a repris l'identification des paramètres
pour les problèmes précédents:

1°_ en considérant au départ, que les conditions initiales sont inconnues
2° - en procédant en deux étapes

Les résultats obtenus sont présentés dans ce qui suit. On désignera par MC I l'algorithme de
continuation pour le premier cas (conditions initiales inconnues du départ) et par Me2 le même
algorithme pour le deuxième cas (identification en deux étapes) .

De même, nous noterons l'algorithme des sentineJles par SENTI pour l'identification des
conditions initiales du départ, et par SENT2 pour l'identification en deux étapes.
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Problème n02:

Pour les données du tableau n04-3 et en prenant comme valeur initiale tO = 0 5, on obtient les
resultats représentés dans le tableau suivant "

Algorithme I; yl(O) y2(0) Niter
IlqJý

méthode de
MCI 00805 1.8372 ()'o279 ý () 036ý

continuation MC2 0.0793 1.8375 0.0282 (3)+2 00360

méthode des
SENTI o 0802 18296 0028 5 00365

sentinelles SENT2 o 080 I 18298 0(128 0)+1 () 0365

Les résultats obtenus avec les deux méthodes sont comparables. Les paramètres obtenus, en
considérant du départ les conditions initiales comme inconnues, sont très proches de ceux obtenus
avec une identification en deux étapes. Le plus petit écart quadratique est tout de même obtenu
avec l'algorithme MC2.

1.5

1

0.5

y1 0

-0.5

-1

-1.5
0 1 2 3 4 5

t

fig. 4-5-a: yl(t) obtenue après identification en comparaison avec les données.
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fig. 4-5-b : y2(t) obtenue après identification en comparaison avec les données.
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Les courbes en bleu, des figure (4-5-a) et (4-5-b), sont celles obtenues en considérant les
conditions initiales égales aux premières mesuresý alors que celles qui sont en traits pleins
correspondent aux résultats des algorithmes MC 1 et SENT 1. Ces dernières sont confondues av ec
les courbes obtenues en faisant l'identification en deux étapes ( MC2 et SENT2) Les donnees
sont représentées par des (* ) sur les figures

Problème nO 3:

Comme précisé précédemment la méthode des sentinelles diverge pour ce problème. si on

considère directement Pl et P2 La méthode de continuation pour sa part. donne les résultats
suivants

Algorithme Pl P2 yl(1) Niter
1119111

méthode de MeI 0.5216 lO-5 0.3-'93 10-3 -2.1379 (, 10.310-'

continuation Me2 0.5210 10-5 0.3482 10-3 -2.1179 (5)+ 3 10.3730

tableau n04-1 0
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tableau n'A-I I

_5ý-----L------ý-----L------ý----ý----ý
o

Algorithme ['1'1 ['['2 \ I( l, Nuer
mq>11

méthode de
MCI 0521(, () 1-t91 -2 1."P9 6 IOlXl-t

continuation
f\.1('2 05210 (I l-tX2 -2 1179 (S)+ 1 101710

méthode des SENTI () 51-tX 01951 -2 "PS9 I) Il 62-tO
sentinelles

SENT2 o 51-t1) (I 195-t -217-t7 (X)+1 Il (,516

fig. n04-5-a : Courbes obtenues après identification par la méthode des sentinelles

L'écart quadratique le plus faible est obtenu avec l'algorithme Me2, et les résultats obtenus dans
ce cas (valeurs des paramètres et condition initiales), sont plus précis que ceux obtenus par la

méthode des B-splines.

Par contre. lorsqu'on remplace, PI par I (Y' l'PI et 1'2 par 10-11'1'2, on obtient

On remarque que la méthode de continuation donne de meilleures résultats et le fait de considerer
les conditions initiales inconnues permet d'affiner la qualité de l'identification
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tableau n04-12

fig. n04-6-b : Courbes obtenues après identification par la méthode de continuation
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-5ý----------ý----------ý------ý----ý----ýý-----ý
o

Algorithme PI P2 p ..... ý dO) HO) Niter
111./1

méthode de
MCI o 90ÔX 2 5-' 7() 212B o Xx ..... X o I ()l)X ý (I 02 ..... ()

continuation MC2 () X-'62 2 -'270 2 O(J()l) o 91-'5 o 17-'6 (1)+ ..... o Oll()

méthode des
SENTI 0.8627 2.-'687 2.0917 0.9191 0.1738 -' 00210

sentinelles SENT2 0.8627 2.-'688 2.0917 0.9191 0.1738 (1)+2 0.0210

Problème 0°4

L'examen des résultats obtenus. avec chaque méthode ( tableau n° 4-12) fait ressortir une légere
différence entre les paramètres obtenus avec les algorithmes MC 1 et SENT 1 alors que les écarts
quadratiques correspondant sont assez proches Les autres résultats sont assez proches

L'écart quadratique le plus faible. comme pour les exemples précédents, correspond à l'algorithme
en deux étapes MC2
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fig. n04-7-b. Courbe y2(t) obtenue après identification par la méthode de continuation ell
comparaison avec les données
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fig n04-7-a. Courbe yl(t) obtenue après identification par la méthode de continuation en
comparaison avec les données
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fig n04-8-a : Courbe yI (t) obtenue après identification par la méthode des sentinelles en
corn araison avec les données
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fig. n04-8-b: Courbe y2(t) obtenue après identification par la méthode des sentinelles en
comparaison avec les données
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Les courbes en rouge et en vert, des figures (4- 7 -a) et (4- 7 -b) représentent Y, (I) et y_, (I) obten Ill' -,

par identification avec chacune des deux algorithmes MC I et MC2

Pour les algorithmes SFI\,iT I et SFl\T2, ces deux courbes sont confondues, elles ýI Hll

representees en rouge sur les figures (4-8-a) et (4-8-b)

Joutes les courbes sont représentées par rapport aux données et aux courbes obtenues l'Il

considerant les conditions initiales connues (courbes en bleu)

On remarque que la courbe _l' (I) est beaucoup plus proche des données, que la courbe Y.' (I) el

ceci quelque soit la méthode ou la formulation utilisée

Fn conclusion. on peut dire que la methode des sentinelles est très performante pour
l'Identification des parametres dans les problemes de moindres carrés, lorsque le modele est 1I1ll'

equation non lineaires Par contre lorsqu'on a a faire a un système d'équations différentiellc-.
ordinaires la methode de conunuat Ion et la méthodes des sentinelles ont des performances t TC"

proches (a l'exception du premier cas de l'exemple T) On remarquera tout de même que l'écart
quadratique le plus faible est dans les trois cas obtenu avec l'algorithme MC2, c'est a dire l'Il

faisant une identification par étapes et en utilisant la méthode de continuation

De plus, le nombre d'itérations nécessaires pour une identification en deux étapes n'est pa"
heaucoup plus élevé que dans le cas d'une formulation directe La première étape nécessite la

majorité des itérations, cette étape est justement celle qui manipule le moins de paramètres, donc
la moins coùteuse en temps calcul
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CONCLUSION GENERALE
l.e travail développe dans cette these comporte plusieurs panics qui gravirent toutes aui».»

des problèmes d'Identification Pour chacune d'elles, on a etudie les aspects algorithmique" l't

numenques des differentes methodes que l'on propose d'utiliser Ces methodes generales peux cut
être utilisees pour la resolution d-un grand nombre problèmes didentification. relatifs a tiL'"
domaines différents files ont l'avantage oc ne pas être compliquées du point de \ uv
algorithmique et d'être en même temps efficaces Elles peuvent fonctionner avec des mm l'Th

informatiques de capacite moyenne, car l'espace memoire requrs par la rnajorite des algorithme"
presentes est relativement faible Les temps de calcul necessaires sont également reduits, meme
lorsqu'on procede par étapes ou par application successive des algorithmes

La methode des moindres carres est la formulation la plus courante d'un problcmc
didentification Les méthodes presentees dans cette these representent les differentes approche"
que l'on peut utiliser pour resoudre ce type de problèmes

Les méthodes de résolution du type gradient. sont les plus connues et les plus ancienne-,
Nous avons montré que d'une part, l'algorithme de Marquardt était le plus performant et le plu"
Indique pour ces problèmes et que d'autre part, le problème du choix des valeurs initiales de tout
algorithme iteratif peut ètre resolu, en combinant l'algorithme utilise a une methode dl'
cout i nuat Ion

L'interpolation des données par des fonction') B-splines cubiques, est également UTlL'

methode que l'on peut utiliser pour identifier aussi bien les paramètres inconnus que les condit ron-.
initiales d'un système Toutefois, il n'existe pas de technique rigoureuse susceptible de donne la
meilleure interpolation Plusieurs essais sont souvent nécessaires, avant de taire un choix (l'

dernier se base, essentiellement sur l'appréciation visuelle des différentes courbes obtenues l ,I

determination, de la position des noeuds ainsi que leur nombre en utilisant une procedure
d'optimisation, donne de mauvais résultats, sur-out lorsque les donnees sont bruitées

La méthode de continuation est une autre methode que l'ont peut utiliser pou:
lideruification des parametres puisque comme nous l'avons montre, un hen existe t'Il! I l'

l'optimisation d'un systeme et la continuation de ses solutions Cette methode tres interessante
permet d'obtenir avec precision le comportement d'un systeme en fonction des paramctrc-,
inconnus On peut également procede par continuation successive Cette technique permet un
suici de l'evolution de la solution ainsi qu'un gain en temps de calcul La methode de continuation
ne s'applique pas seulement aux problèmes de moindres carres La diversite des problemc-,
presentes dans cette thèse, montrent que les applications sont nombreuses

En fin, la methode des sentinelles presente l'interèt d'une méthode qui necessite un seul
calcul des sentinelles pour un problème donné et pour différents jeux de données Ces sentinelles
permettent de mesurer la sensibilite de chaque paramètre au bruit dont sont entachees les donnee-
Toutefois, pour l' applicat ion de cette méthode, on doit obligatoirement vérifier les condition s Li l'

bijection et de régularité énoncées.
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RESUME I
Le travail présenté dans cette thèse porte sur l'étude de différentes approches possibles, pour résoud: l' Il'1

problème d'identification des paramètres dans le cas non lineaire I

I

I

I

I

IOn traitera également des problèmes doptuuisation des systèmes, en utilisant un algontlun, le'

contrnuanon Cet algorithme permet le SUIVI de révolution de la solution du point de vue traIC({(illl' l'I

stabilité Il permet la détection des points smguliers, tels que les pornts de retournement et de blful,::lll'.'11
Pour cela, les différentes méthodes de calcul du pas de dép lacement ct des direct lOllS de rechere Ih' :.0111

successive

La méthode des moindres carres est la méthode la plus couramment unhsée pour formuler un P" ,I.I._. I u,:
d'identification On verra qU'II existe plusieurs possibilite pour nunimiser un cratère quadratique el qu ' h

mise au pomt d'algorithmes efficaces pour sa résolution revêt toujours une grande unportau.. 1:1

combinaison d'algorithmes déjà connus POllI- leurs performances, avec d'autres methodes alll'_'),,'I"
encore plus, leur efficacité CCCI permet de développer des a lgonth mes fonctionnant par app I kýil i \ 'Il

Chacune des méthodes présentées, est étudiée aussi bien du pomt de vue algorithmique que nunl,:rlil'l"
Les performances, les avantages et les inconvénients possibles, sont mis en évidence grâce a (IL-

nombreux exemples en relation avec des domaines multiples

I

I

On the other hand when the system is modelled with differentiel equations "Vith unknown 1.'1 badlv

Idefined initial conditions, it is shown that it would be more interesting to consider the identificatrou \, Illl

successive applications of the proposed algorithms. This gives finer results and decreases the run time

I

I

I

Mots clés: B-splines, Identification, Non linéaire, Paramètres, Sentinelles,
f

ABSTRACT

In this work different approaches for non linear parameters identification are introduced and analysed Fer

Ithat, Numerical and algorithrnic analysis are presented. TIle pcrfonnances, advantages and possrblc
shortcomings are highlighted by applying the approaches to a variety of test examples
TIte least squares method has been widely used III system identification Various efficient algorttluns f<)r

Iminimising a quadratic cost are reviewed and analysed It IS shown that a combination of these algornluus
with other methods can Improve their cfficrcncy 11l1s leads to the so-called class of SllCl'(,ýSI\<.'
applications algorithms

We also consider system optimisation using a continuation algonthm This algcntluu allows us to t:JLI-, I
the solution in terms of trajectory and stability At the same tunc It can detect singular pomts such as 1111lI!

and bifurcation points. Different methods for computing the direction of search and the drsplaccmcnt step Iarc proposed.

proposees

Lorsque le problème se rapporte à des systèmes modélises par des equations différentielles ,H cc I
, conditions initiales inconnues ou mal définies, on montrera qu'il serait plus intéressant de procede: a une

identification par étapes ou par application successive des algorithmes proposés Ceci permet d'a- ou d\'ý' Irésultats d'une plus grande finesse et de gagner en temps de calcul

"


