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Introduction

9ETUDE DES PROBLEMES AUX LIMITES pour des équations différentielles ordinaires est
une branche trés importante des mathématiques qu’on peut rencontrer dans les diffé-
rents domaines des sciences physiques et des mathématiques appliquées. Dans certains de ces
problémes, les conditions aux limites sont imposées localement alors que dans d’autres cas elles
sont non-locales. Il est souvent préférable d’imposer des conditions non-locales puisque les me-
sures nécessaires a un tel type de conditions peut étre plus précis que la mesure donnée par une
condition locale, par exemple [26-28|
L’objectif de ce travail est ’étude de quelques problémes du type Sturm-Liouville avec des
conditions aux limites et des conditions de transmission en un ou plusieurs points de discon-
tinuité. Les résultats présentés dans ce travail sont illustrés et complétés par des estimations
quantitatives, basées essentiellement sur la théorie des inégalités intégrales, en appliquant la
dite théorie, nous montrons I’estimation des solutions de quelques problémes aux limites.
Ce travail utilise beaucoup d’outils d’analyse, en particulier la théorie spectrale, les équations
différentielles et la théorie des inégalités. ( par exemple voir [1, 3, 10]).
Les techniques d’estimations intégrales utilisées dans ce travail s’inspirent beaucoup de travaux
ayant trait a I’étude des problémes de transmission de type Sturm-Liouville et des inégalités
intégrales généralisées, on cite a titre indicatif les travaux récents développés dans |3, 10-12].
Cette thése est constituée de trois chapitres : Le premier chapitre est consacré a la pré-
sentation de quelques résultats classiques sur les problémes de Sturm-Liouville réguliers ou le
parameétre spectral figure non seulement dans 1’équation, mais aussi dans les conditions aux
limites et dans les conditions de transmission. Dans la premiére partie on a présenté les travaux
de Mukhtarov et Kadakal [18] ou le paramétre spectral apparait dans I’équation différentielle
ainsi que dans I'une des conditions aux limites. Les résultats présentés dans la deuxiémes partie
sont basés essentiellement sur le travail [9]. Dans la troisiéme partie on considére le cas ou le
parametre spectral apparait dans les deux conditions aux limites et I'une des conditions de trans-
mission [4]. Finalement par certaines modifications des techniques développées dans|7, 24, 25|,

nous obtenons des formules asymptotiques pour les valeurs propres et les fonctions propres



Introduction générale

normalisées de ce probléme.

Le deuxiéme chapitre contient deux parties, dont I'une est consacrée a I’étude de problémes de
type Sturm-Liouville avec les conditions aux limites et les conditions de transmission en deux
points de discontinuité, et l'autre est dédiée a 1’étude du méme probléme avec plusieurs points
de discontinuité. Notons que ces résultats vont étre améliorés dans une prochaine publication.
Les méthodes utilisées dans ce chapitre s’inspirent beaucoup de travaux ayant trait a 1’étude
des problémes de transmission a un ou plusieurs points de discontinuité |2, 7, 14, 20].

Le troisiéme chapitre est consacré a la présentation et a la discussion des résultats obtenus
a l'issue de I’étude quantitative de certains problémes, en appliquant la théorie des inégalités
intégrales, nous montrons l'estimation des solutions de quelques problémes aux limites abordés.
Ces résultats ont fait 'objet d’une publication internationale dans le journal AJMAA [23] et
une autre sera soumise pour publication.

Enfin, nous avons mentionné les références les plus importantes sur lesquelles ce travail est basé.
Beaucoup de travaux restent ouverts dans ce domaine, comme la présence du paramétre dans

I’équation et toutes les conditions aux limites et les conditions de transmissions.
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Chapitre 1. Etude de Quelques Problémes de Transmission

Nous consacrerons ce chapitre a la présentation de quelques résultats sur les problemes
de Sturm-Liouville ou le parameétre spectral figure non seulement dans ’équation, mais aussi
dans les conditions aux limites et dans les conditions de transmission. Nous nous concentrerons
davantage sur la présentation des résultats sans aborder les preuves.

Dans la premiére partie on va citer les travaux de Mukhtarov et Kadakal [18] ot le paramétre
spectral apparait dans 1’équation différentielle ainsi que dans I'une des conditions aux limites.

L’équation différentielle dans la deuxiéme partie et les conditions de transmissions sont plus
généralisées, c’est le travail de Kadakal et Mukhtarov [9].

Dans la troisiéme partie, le paramétre spectral apparait dans les deux conditions aux limites

et 'une des condition de transmission, voir Demirci, Akdogan et Mokhtarov [4].

1 Etude des valeurs propres et des vecteur propres d’un

probléme de transmission
On considére ’équation différentielle suivante

Tu=—u"+q(x)u= Iz e[-1,00U]0,1], (1.1)

avec les conditions aux limites

Ly (u) = aqu (—1) + agu’ (1) =0, (1.2)

Ly (u) = A(Bru (1) — Byu’ (1)) + (Bru (1) — fov’ (1)) = 0, (1.3)

et les conditions de transmission

Ls (u) = u(—0) — ou (+0) =0, (1.4)

Ly (u) = o/ (—0) — 8u/ (+0) = 0. (1.5)

A Est un parameétre complexe, la fonction ¢ () est une fonction réelle continue dans [—1, 0[U]0, 1]

et les limites
lim ¢ (z) = q(£0).

z—0%t
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existent et sont finies, «;, 5;, 9, (i = 1,2) sont des nombres réels tels que :
|| + [a| # 0,0 # 0,

on suppose que
p =B~ B3 > 0.
1.1 Formulation opératorielle dans un espace de Hilbert

Nous introduisons un produit scalaire dans I'espace de Hilbert
H=1Ly(-1,0)® Ly (—1,1) ® C,

et un operateur symétrique
A:H—H

tel que le probléme (1.1)-(1.5) peut étre considéré comme probléme aux valeurs propres de cet
opérateur.

Dans l'espace de Hilbert H nous définissons le produit scalaire suivant

(F.G) = / f (2) g @)da + 8 / f () g @de + i:flg—l, (16)
o ( f (@) ))G: (g(m) ) o
f1 g1
On note

Ry(u) = Bu(l) = pu' (1),
Ry(u) = Bu(l)—pyu'(1).

La fonction f (x) est continue dans [—1,0[ U ]0, 1] et a des limites finies

lim f(z)= f(£0).

z—0%
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Dans l'espace de Hibert H, considérons 'opérateur A de domaine de définition

D(A) = {F = ( f/ (@) > , [ et f’ sont absolument continues dans [—1,0[U]0, 1]
By (f)

et ont des limites finies quand x — £0,7f € Lo [-1,1], L1 f = l3f = Ly f = 0},

AF = T/ .
()

a présent on peut écrire le prbléme (1.1)-(1.5) sous la forme
AU = \U,

ou

U=(u(z), R (u)).

Remarque 1.1 Les valeurs propres et les vecteurs propres du probleme (1.1)-(1.5) coincident

avec les valeurs et les vecteurs propres de l'opérateur A.

Théoréme 1.1 L’opérateur A est symétrique.

Démonstration. Pour montrer que A est un opérateur symétrique il suffit de montrer que
(AF,G) = (F, AG).

on intégre deux fois par parties puis on applique les conditions de transmission.

Corollaire 1.1 Les valeurs propres du probleme (1.1)-(1.5) sont réelles.

Nous pouvons supposer maintenant que toutes les fonctions propres du probléme (1.1)-(1.5)

sont réelles.

1.2 Quelques propriétés de base pour les valeurs et les vecteurs propres

Considérons le probléme aux valeurs initiales suivant

—u" () + q(z)u(z) = Mu(x),x € [-1,0],
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u(=1) = ag, v/ (—1) = —y.

d’aprés le théoréme 1.5 dans [21] ce probléme a une solution unique u = &4 (z,\), est une
fonction entiére en A pour chaque x fixé dans l'intervalle [—1,0] .
De méme, en employant la méme méthode que dans la preuve de théoréme 1.5 dans [21],

on voit que le probléme
—u"(2) +q(z)u(z) = Mu(z),z €[0,1]

u(l) = oA+ Bo, ' (1) = BiA + B

a une solution unique u = x5 (x,\), est une fonction entiére en A pour chaque x fixé dans
intervalle [0, 1].

Nous définirons les fonctions ®q (2, A) et x; (x,\) en utilisant les fonctions ®; (z,A) et
X2 (z, A), respectivement. En modifiant la méthode de preuve du théoréme 1.5 dans [21], nous

pouvons prouver que le probléme aux valeurs initiales de type spécial,
—u"(2) +q(z)u(z) = M (z), 2 €[0,1],

u(0) = 61y (0,A),u (0) =6 1®, (0,\),

a une solution unique u = ®5 (x, \). De méme, le probléme suivant a aussi une solution unique

u=x1(z,\):
—u" (z) +q(z)u(z) = du(z) 2 € [-1,0],
u(0) =dx1 (0,A),u (0) =dx7 (0, \).

Lemme 1.1 L’égalité
w1 ()\) = 52'11}2 ()\)

est vérifie pour chaque A € C. Ou
wy ()\) =W (®1 (ZL’, /\) » X1 (I’, )‘)) y W2 ()‘) =W (@2 (.’L’, )‘) » X2 (,I, )‘)) .

Corollaire 1.2 Les zéros des fonctions wy (A) et wy (A) coincident.



Chapitre 1. Etude de Quelques Problémes de Transmission

Construisons deux solutions de base de I’équation (1.1)

) @iz, A), 2 € [-1,0] IR ¢ (x,\),x € [-1,0]
Q@Ay_{dhwjpxemﬂ]’X(Ay_{;mwjpxemﬂ]'

Corollaire 1.3 le Wronskien des fonctions ® (x, \) et x (x,\) est indépendant de la variable x
sur l'ensemble [—1,0[ U0, 1].

Théoréme 1.2 Les valeurs propres du probleme aux limites (1.1)-(1.5) coincident avec les

zéros de la fonction w (\), ow
w(N) =W (® (2, A), x (1, 1)).

Théoréme 1.3 Soit
\=s2s=0+it.

Alors, les égalités asymptotiques suivantes sont valables pour |\| — oo :

1) Si (&%) # O,
2 (@.3) = O sl e1) k=01,
of (@A) = O(Jsl ") k= 0,1,
2) Si as =0,

o (@A) = O(Js] ") k= 0,1,

of (@, 0) = O(Js| ") k= 0,1,
De plus, chacune de ces égalités est uniformément valable pour x.

Théoréme 1.4 Soit
\=s%s=0+it.

Alors, les formules asymptotiques suivantes sont valables pour les valeurs propres du probléme

de transmission (1.1)-(1.5) :
Cas 1 : B4 #0,as # 0,
1 1
Sp ==+ O (—) ,
2 n
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Cas 2 : By # 0,09 =0,
Cas 3 : 5 =0,a9 # 0,

Cas 4 : B =0,a9 =0,

Théoréme 1.5 les formules asymptotiques suivantes sont valables pour les fonctions propres
® (z,\) du probleme (1.1)-(1.5) :
Cas 1 :B5# 0,09 # 0,

@(m,A):{ oy cos (3mn (z+ 1)),z € [-1,0] +O(l),

aztcos (Arn (z 4+ 1)),z €]0,1] n

Cas 2 : By # 0,09 =0,

Cas 4 : B =0,as =0,

q)(x’»:{ —201 & sin (dan (z + 1)),z € [-1,0] +O<1)_

—2a15 = sin (370 (z + 1)),z €0, 1]

Toutes ces formules asymptotiques sont uniformément valables pour x.
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1.3 Formules asymptotiques pour les normes des fonctions propres

Dans cette sous-section, nous obtiendrons les normes des éléments propres

o
(I)n:< , (%, An) ),n:O,l,Q,...,
Ry (@ (z,\n))

sont les fonctions propres de 'opérateur A correspondant aux valeurs propres A,. Pour n # m,
(P, ®) =0,n,m=0,1,2, ...,

puisque 'opérateur A est symétrique. On note :

D (z,\,)

W, (z) = i tn)
@) = a1,

on voit facilement que les fonctions propres

U, = ( U () ) n=0,1,2, ...
Ry (Y, ()

sont orthonormeées.

Lemme 1.2 Les égalités asymptotiques suivantes ont lieu :
1) pour g # 0,

R} (® (5, \)) = O (1) ,

n

2) pour as = 0,

R’1(<I>(x7/\n)):0(1>.

n2

Théoréme 1.6 Les formules asymptotiques suivantes sont valables pour les normes || Q|| 5 des
fonctions propre ®,, :

Cas 1 :B5# 0,09 # 0,

‘042’ 52—|—1 1
Ol ==y ——+0 (=),
|| ||H |5| 9 + n

1 [02 41 1
d =2|— —
|90l 5 |—au] 7T(n— %) 9 +0 <n2)’

Cas 2 : By # 0,09 =0,

10
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Cas 3 : By =0,a9 # 0,

|OK2| (52—{—1 1
(I) = —_— _— j—

1 02 +1 1
Dl =2|—ay| — — ).
[ully = 21-anl —/ +0(n2)

1.4 Formules asymptotiques pour les fonctions propres normalisées

Cas 4 : B =0,09 =0,

Théoréme 1.7 Les premiéres composantes des fonction s propres normalisés WV, (x) ont la

représentation asymptotique suivante pour n — oo :

Cas 1 :B5# 0,09 # 0,

Cas 2 : By # 0,09 =0,

Cas 3 : By =0,a9 # 0,

Cas 4 : By =0,as =0,

¥, (2) = sgn (—ay) \/%sin (3mn(z+1)),2 € [-1,0] 0 (l) |

Lsgn (—aq) \/ 525 sin (370 (z + 1)),z €]0,1]

6241

2 Comportement asymptotique des solutions d’un probléme

de Strum-Liouville

Nous étudierons le probléme aux limites suivant :

11
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Tu=—p(x)u" +q(x)u= Iz e [-1,00U]0,1], (1.7)

avec les conditions aux limites

Ly (u) = A(Byu (1) = Byu’ (1)) + (Bru (1) — B’ (1)) = 0, (1.9)

et les conditions de transmission

Ls (u) = y1u (—0) — d1u (+0) = 0, (1.10)

Ly (u) = yu' (—=0) — dou’ (+0) = 0. (1.11)
Dans 'espace de Hilbert Ly (—1,0) & Ly (0, 1), ou
p%wr S [_170[
p(r) = :

p3,x €]0,1]

p1, p2 sont des nombres réels strictement positifs, A est un paramétre complexe, la fonction

q (x) est une fonction réelle continue dans [—1,0[U]0, 1] et

lim ¢ (z) = ¢q(£0).

z—0%t

existent et sont finies, «;, 53, d;, Vi, (i = 1,2) sont des nombres réels tels que :

| + Ja| # 0,
|’71| + |51| 7& 0, :=12
72| + |02] # 0,
181 4 1B2] + | Bl 4 B2] # 0,0 =1,2

on suppose que

p = BB — ByB1 > 0.

12
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2.1 Formulation opératorielle dans un espace de Hilbert

Nous introduisons un produit scalaire dans ’espace de Hilbert
H=L[-1,1&C,

et un opérateur symétrique
A:H—H

tel que le probléme (1.7)-(1.11) peut étre considéré comme probléme aux valeur propres de cet
opérateur.

Dans I'espace de Hilbert nous définission le produit scalaire suivant

(F,G)y p /f( dx+—/f dw+ flgla (1.12)

avec

On note

Ri(u) = fiu(l) — B’ (1),
Ri(u) = Bu(l)—pu'(1).

La fonction f (x) est continue dans [—1,0[ U ]0, 1] et a des limites finies

lim f(x)=f(£0).

z—0%t

Dans l'espace de Hibert H considérons 'opérateur A de domaine de définition

D(A) = {F = ( Zf;l((x}) > , [ et f" sont absolument continues dans [—1,0[U]0, 1]

et ont des limites finies quand x — +0,7f € Ly (—1,0) ® Ly (0,1), Ly f = Isf = Lyf = O},

AF = Tt .
()

13
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a présent on peut écrire le probléme (1.7)-(1.11) sous la forme
AU = MU,

U = (u(), R} (u)).

Remarque 2.1 Les valeurs propres et les vecteurs propres du probléeme(1.7)-(1.11) coincident

avec les valeurs et les vecteurs propres de 'opérateur A.

Théoréme 1.8 Soit
Y1Y2 = 0102.

Alor Doperateur A est symétrique,c’est a dire que

(AF,G) = (F, AG).

Corollaire 1.4 Les valeurs propres du prbleme(1.7)-(1.11) sont réelles.

2.2 Comportement asymptotique des valeurs propres

Considérons le probléme aux valeurs initiales
—p2u”" (z) + q(z)u(z) = Mu(2),z € [-1,0],

u(—=1) = ag,t/ (—1) = —y.

D’aprés le théoréme 1.5 dans [10] ce probléme a une solution unique u = ®; (2, A), c’est une
fonction entiére en A pour chaque x fixé dans I'intervalle [—1,0] .
De méme, en utilisant la méme méthode que dans la preuve de théoréme 1.5 dans [10], on
voit que le probléme
R () + g (2) u(z) = Mu(e),z € [0,1]

u(1) = By + fo,u (1) = BLA + B

a une solution unique u = xo (x,A), c’est une fonction entiére en \ pour chaque x fixé dans
Iintervalle [0, 1].

14
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Nous définirons les fonctions ®q (2, A) et x; (x,\) en utilisant les fonctions ®; (z,A) et
X2 (x, A), respectivement. En modifiant la méthode de preuve du théoréme, nous pouvons prou-

ver que le probléme aux valeurs initiales de type spécial,
—pu" () + q(z)u(z) = M (x),z €[0,1],

wngﬁmmAmwm%=§¢um»,

qui contient les fonctions entiéres du paramétre A dans le membre de droite est équivalent a

I’équation intégrale

T

1 _
u(z) = ﬂq)l (0, A) cos s + %(I)'I (0, A) sin sz + — [ sin Mq (y) u(y) dy,

01 D2 P2 P28 / D2

et posséde une solution unique u = ®5 (z, A). De méme, le probléme suivant a aussi une solution

unique u = x1 (z, A) :

—piu’ (z) +q () u(z) = du(2), z € [-1,0],

wmz%m@»numzémmA»

V2

Lemme 1.3 Si la condition
est satisfaite, alors on a l’égalité

pour chaque A € C. Ou
w1 ()\) =W ((bl (ZL’, )‘) » X1 (l’, )‘)) , W2 ()\) =W ((IDQ (ZL’, /\) » X2 (':Ea )‘)) :
Corollaire 1.5 Les zéros des fonctions wy (A) et wy (X) coincident.

Construisons deux solutions de base de I'équation (1.1)

) @i (N, e [=1,0] IR ¢ (x,\),x € [-1,0]
@(x’A)_{ Dy (z,)),x €]0,1] X ’A)_{ X (2,0),2 €]0,1]

Corollaire 1.6 Le Wronskien des fonctions ® (z,\) et x (x,\) est indépendant de la variable

15



Chapitre 1. Etude de Quelques Problémes de Transmission

z sur l’ensemble [—1,0[ U |0, 1].

Théoréme 1.9 Les valeurs propres de (1.7)-(1.11) coincident avec les zéros de la fonction
w (), ot
w(A) = WP (z,A), x (x, 1))

Théoréme 1.10 Soient
p>0,7%#0,6#0,(i=1,2) et \=5*5=0+it

Alors, les égalités asymptotiques suivantes sont valables pour |\| — oo :

1) Si (6%] 7£ O,
[t](z+1)
o (,0) = 0(lsle ) k=01,
[tl(p12z+p2)
o) (,0) = O (Isl’“e ) k=0,1,
2) Si Qg = O,

[t](z+1)

oM (z,)) = O(|s|_1+ke " ),k;:O,l,

[tl(p1z+P2)
oY (z,)) = 0(Is|1*ke ﬁpz”)wzo,l,

De plus, chacune de ces égalités est uniformément valable pour tout x.

Théoréme 1.11 On note
A= s=0+it.

Et supposons que les conditions
p>0,0102 — 1172 > 0,p17102 — p2y2d1 = 0

sont satisfaites. Alors, les formules asymptotiques suivantes sont wvalables pour les wvaleurs

propres du probléeme de transmission (1.7)-(1.11) :

Cas 1 : B4 # 0,09 # 0,
Sp = Pip2 7r(n—1)+0<%),

CpL D

1 1
e o)
D1+ P2 2 n

Cas 2 : By # 0,09 =0,
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1 1
e o)
1+ P2 2 n

1
Sp = P12 ™ + O (—) )

Cas 3 : By =0,a9 # 0,

Cas 4 : B =0,as =0,

CpLt e n

Théoréme 1.12 Supposons que les conditions

p > 0,010 — 7172 > 0,p17102 — pay2d1 = 0

sont satisfaites. Alors, les formules asymptotiques suivantes sont valables pour les fonctions
propres ® (z,\) du probleme (1.7)-(1.11) :
Cas 1 :B5# 0,09 # 0,

B (v COS (pll_’fpzw(n —1)(z+ 1)) ,x € [—1,0] 1
O (z,)) = | —1—0( ),

Q25 COS (plipﬂ (n—1) (prz +p2)> ,x€]0,1

n

Cas 2 : By # 0,09 =0,

CI)(J},/\) - + 12 . 1 1
_alﬁpl_m—l)sm( 7T(7L—§) (p1x+p2)>,x6]0,1

01 p2 7r(n——

o B L i (pjjgmn (n—1) @@+ 1)) € [—1,0] » ( . ) |
]

Cas 3 : By =0,a9 # 0,

O (z,\) =

g COS (plzjfmﬂ(n—%) (ZL‘+1)> , T € [—1,0[] +O(1),

r cos (s (n = 3) (i + ) 2 € 10,1

Cas 4 : B =0,as =0,

pitpe 1 s P B
O (z,\) = o 1192 *am SI (m-ﬁpzﬁn (z + 1)) ,x € [—1,0] L0 (i)
Y . 5 ]
—« g_imptm W_ln Si plim ™ (plx —|—p2)> , T € ]07 1] n

Toutes ces formules asymptotiques sont uniformément valables pour tout x.
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2.3 Formules asymptotiques pour les normes des fonctions propres

Dans cette sous-section, nous obtiendrons les normes des fonctions propres

o
(I)n:< , (%, An) ),n:O,l,Q,...,
Ry (@ (z,\n))

qui sont les fonctions propres de 'opérateur A correspondant aux valeurs propres A,. Pour

n #m,
(P, P) =0,n,m=0,1,2, ...,

puisque l'opérateur A est symétrique. On note :

O (2, \,)

U, () = ——
) = a1,

on voit facilement que les fonctions propres
v, = ) n=0,1,2, ..,
Ry (¥, (7))

Lemme 1.4 Supposons que les conditions

sont orthonormées.

p > 0,010 — 7172 > 0,p17102 — pay2d1 = 0

sont satisfaites. Alors, les égalités asymptotiques suivantes ont lieu :

1) pour ag # 0,

Ry (® (2,),)) = O (1) |

n
2) pour ag =0,

R’l(@(x,/\n)):()(l>.

n2

Théoréme 1.13 Supposons que les conditions

p>0,0100 — 7172 > 0,p17102 — pay2d1 =0

sont satisfaites. Alors, les formules asymptotiques suivantes ont liew pour les normes ||®,||

des fonctions propres ®,, :
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Cas 1 :B5# 0,09 # 0,

lag| 1 \/(p251)2 + (p171)2 <1)
o, +0(~),
Il = |01] p1p2 2 n

Cas 2 : By # 0,09 =0,

p1 + o 1 1 (P251)2 + (p1’71)2 1
[P0l = [—au] : \/ +0 (=),
P2 T (n — 5) D1D2 2

Cas 3 : By =0,a9 # 0,

1 2 2 1
||(I)n||H _ |CY2| \/(p251) —{2_ (p1’71) +0 <_) 7

|51| P1P2 n

Cas 4 : B =0,as =0,

11 5,) 1

TN p1P2 n?

2.4 Formules asymptotiques pour les fonctions propres normalisées

Théoréme 1.14 Les premiéres composantes des fonctions propres normalisées W, (x) ont la

représentation asymptotique suivante pour n — oo :

Cas 1 : B4 # 0,09 # 0,

2p1p2 D2 — -
v, (IE) d15gn < ) (p261)* Pl’Yl) o8 <p1+p27T (n 1) (x ' 1)> e [ ) O[ 0 (1) ’

5 1
o 2
Y18gn ( ) —P251)pj‘IZI271'}/1) cos <plip2w (n—1)(z+ 1)) ,x €]0,1] n

Cas 2 : By # 0,09 =0,

2 2,2 .
v = (=) it sin (57 (0 = ) (o + D)) o € (=10 +0 (l)
n - 2922 . )
g—isgn (—ay) (mél)gpf(';m)Q sin <pl}rp27r (n — —) (x + 1)) €10,1] n
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Cas 3 : By =0,a9 # 0,

o 2 2,2
U, (z) = Sisgn () ) sty <0 (727 (1= 1) (0 + 1)) o € [-1,0 +0 <1>
A a 2p3p} 1 1 n)’
Yisgn (%) oot (o2 C08 <p1+p27r n—1)(z+ 1)> ,x €10,1] n
Cas 4 : By =0,as =0,
_ 203 - ( P2 ) _
¥, (z) = sgn (—aq) (m(sl)zzgzj;)g sin p1+pi7m (x+1)),z€[-1,0] o (l) |
g—isgn (—Oél) m 1mn ple’ﬂ'n (x + 1)) , T € ]0, 1] n

3 Etude estimative des problémes aux limites

Dans cette étude, nous considérons un probléme aux valeurs propres discontinues qui consiste

en I’équation de Sturm-Liouville ci-dessous
Tu=—p(@)u" +q(x)u=Au;x € [a,c[U]e,b], (1.13)
avec les conditions aux limites

Ly (u) = XN(qu (a) — ayu’ (a)) — (aqu(a) — agu’ (a)) = 0, (1.14)

Ly (u) = A (Byu (b) = Byu’ (b)) + (Bru (b) — Bau (b)) = 0, (1.15)

et les conditions de transmission

Ly(u)=u(c+0)—u(c—0)=0, (1.16)
Ly(u) =u'(c+0)—u (c—0)+ X =0. (1.17)
Ou
B pi%,ﬁe[a,c[
p(fE)—{ pi%,ZL‘G]C,b] )

A est un parameétre complexe, la fonction ¢ (x) est une fonction réelle continue dans [a, c[U]c, b]

et les limites
lim ¢ (x) =¢q(c+0).

r—cT
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existent et sont finies, p;, o}, ay, B;, 8L, (1 = 1,2) sont des nombres réels, on suppose que : § > 0
et

p1 = P12 — By > 0.py = ajay — ayay > 0.
Les problémes aux valeurs limites avec condition de transmission sont rencontrés dans la théorie
du transfert de chaleur et de masse et dans un assortiment varié de problémes de transfert

physique (voir par exemple [20]). Notons que certains problémes discontinus avec les conditions

de transmission ont été étudiés dans [4, 9, 18, 19].

3.1 Formulation opératorielle dans un espace de Hilbert

Nous introduisons un produit scalaire dans ’espace de Hilbert
H = Ly[a,b) ® C?,

et un opérateur symétrique
A:H—H

tel que le probléme (1.13)-(1.17) peut étre considéré comme probléme aux valeurs propres de
cet opérateur.

dans I'espace de Hilbert nous définissions le produit scalaire suivant

c b
(F.G)y =1 / f (@) g (x)dz + p} / f (@) g (@)dw + pilf@ + éf@+ (R

C

avec

F= (f(x>7f1af27f3)7G: (9(90),91,92,93) € H.

On note

B, (u) = oqu(a) — agu' (a),
B, (u) = odju(a)— a5 (a),
By(u) = Buu(b)— fol (5),
B(w) = Blu(b)— Bl (),
T.(u) = u(c+0)—u (c—0),
T (u) = —du(c)
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La fonction f (x) est continue dans [a, c[U ]c, b] et & des limites finies

lim f(x)=f(c£0).

x—0E
Dans l'espace de Hibert H, considérons 'opérateur A de domaine de définition

)

F = ( f/(x) ) , f est absolument continue dans |[a,b] et f’
Ry (f)

D(A) = est absolument continue dans [a, c[U |c, b]

et ont des limites finies quand x — £0,7f € Ly [a,b],

\fl:B(/z<f)7f2:Bl/)(f)7f3:Tc/(f) Y,

AF:(TfaBa(f>7Bb(f>7Tc(f))

A présent on peut écrire le probléme (1.13)-(1.17) sous la forme
AF = \F,

Remarque 3.1 Les valeurs propres et les vecteurs propres du probléme (1.13)-(1.17) coincident

avec les valeurs et les vecteurs propres de 'opérateur A.
Théoréme 1.15 L’opérateur A est symétrique.
Corollaire 1.7 Les valeurs propres du probléme (1.13)-(1.17) sont réelles.

Corollaire 1.8 Soient A\ et \y deux valeurs propres différentes du probléme (1.13)-(1.17).
Alors les fonctions propres correspondantes uy et uy de ce probléeme sont orthogonales au sens
du produit scalaire
r / 1 1 1
p%/ul () uz () dxﬂ??/ul () u2 (z) d«'Eer—Bé (u1) B, (U2)+p—Bé (w1) By (uz)+5T¢ (u) T (uz) = 0
1 2

a c

3.2 Comportement asymptotique des valeurs propres

Considérons le probléme aux valeurs initiales

—p(z)u" (2) + ¢ () u(r) = Au(z), € [a, ],

u(a) = —as + Aay, u' (a) = —ay + Ao
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D’aprés le théoréme 1.5 dans [10], ce probléme a une solution unique u = ®; (x,\), c’est une
fonction entiére en A pour chaque z fixé dans Uintervalle [a, c] .

De méme, on voit que le probléme
—p(z)u" () +q(x)u(x) = Au(z),z € [c, 1]

u(b) = BpA+ Ba, v (b) = BIA + B

a une solution unique u = y2 (z, ), c’est une fonction entiére en A pour chaque z fixé dans
'intervalle [c, b].

Nous définirons les fonctions ®q (2, A) et x; (x,\) en utilisant les fonctions ®; (z,A) et
X2 (x, A), respectivement. En modifiant la méthode de la preuve du théoréme, nous pouvons

prouver que le prochain probléme aux valeurs initiales de type spécial,
—p(x)u" () + q(x)u(x) = Au(x),z € [c,b],

u(c) =@y (c,\),u (¢) =@ (¢, \) — Au(c),
a une solution unique u = ®, (z, A). De méme, le probléme suivant a aussi une solution unique
u=x1(z,\):
—p (@) u" (z) + q (@) u () = Au(z), 2 € [a, ],
u(c) =x1(c,A) v () = xi (e, A) + Au(c) .

On a 'égalité
wi (A) = w2 (A)

pour chaque A € C. Ou
wy (A) =W (@1 (2, A), x1 (2, A)) ;w2 (A) = W (D2 (2, M), x2 (7, 4)) -

Corollaire 1.9 Les zéros des fonctions wy (A) et wy (X) coincident.

Théoréme 1.16 Les valeurs propres du probléme (1.13)-(1.17) coincident avec les zéros de la
fonction
w () = W (@ (2, 0), x (£ 1)

et
w (N) + Adxz2 (x, A) Pg (2, N)
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Lemme 1.5 Soit
A= s=0+it.

Alors, l’équation intégrale suivante est valable pour k =0 et k = 1.

k k
- —®1 (z,)) = (—ay+sah) —— SR €08 (p1s (z —a))
1 5\ d¥
_]E (—oq + s°a)) S Sin (p1s(z —a))
dk
+; o s (ps (2 =) 4 (y) 21y, A) dy.
k k
@@2 (x,\) = P1(c,\) — 7ok €08 (p2s (z — ¢))

1, d*
o () (e, ) + 5%3%y (¢, A)) = sin (pas (= )

p [ &
+—1 2 Sin (p2s (2 =) ¢ (y) D2 (y, A) dy.

Théoréme 1.17 Soit
A= s=0+it.

Alors, les égalités asymptotiques suivantes sont valables pour |\| — oo,k = 0,1 :

1) o #0,

d* d* k+1
— (z,\) = 520/2w cos (p1s(x —a)) + O (|s| + e|t|p1(x—a)) ’

daxk
d* .0 &
%QDQ (x,\) = —s a2p—2 cos (p1s(c—a)) g Sin (p2s (z — ¢))

O (Jsff elpatemermie=an)
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2) oy =0,
dF 1 dk
%q)l (z,\) = _8;1 Tk sin (p1s(z —a)) + O <]3|k e‘”pl(z—a)) ,
1
dF s2aly d
w@z (x,\) = s cos (p1s(c—a)) o Sin (p2s (x — ¢))

[tl(p12+P2)
—1+k
+0 (’5‘ e nn ) )
De plus, chacune de ces égalités est uniformément valable en x.

Théoréme 1.18 Le probléme de transmission des valeurs auz limites (1.13)-(1.17) a un nombre
dénombrable de valeurs propres réelles, dont le comportement peut étre exprimé par deux suites

(s1) et (sr) satisfaisant les formules asymptotiques suivantes quand n — oo :

n n

Cas 1 : B4 #0,ah # 0,

Cas 2 : By #0,0h =0,

Cas 3 : By =0,ab # 0,

Cas 4 : B =0,0b =0,
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3.3 Formules d’approximation asymptotique pour les fonctions propres

Théoréme 1.19 On a les formules asymptotiques suivantes pour les fonctions propres ® (x, \)
du probléeme (1.13)-(1.17) :
Cas 1 :B5# 0,09 # 0,

a L% (n_g)rcos <7r (7;—%) <1T>)>) +0(n),z € a,c|
P (z,N,) = —p%o/zé Lﬁ (n— g)} cos (7r (n—3) (Z;Ez:‘?))) sin (7r (n—3) (%))

+0 (n?),x €]c, b

CID(x,)\;fL) = { O/Q [Pl(:—a) <n+ %):|2COS (W (TL + %) (%)) + O (n) » L € [a>c[ )
O (n?)

, T € e, bl

Cas 2 : By # 0,09 =0,

¥ (e.0) = { 3504 [gai (n2)] 3 (= (2 ) (365)) + 0w e e
o Laid | (n+ )| sin (7 (4 4) (52) + O (n?) @ € e,

O (z,\!

)

){ pllo/1 [m(n—Z)] si3n (7?(71—2) ;;E“g:‘;;))—l—O(l),xG [a, c[
—10/15 |:+(TL—2)] sin (7 (n — 2) (22)) + O (n?) ,x € ]c, b]

p1(c—a)

Cas 3 : B4 =0,a9 # 0,

B - { o [ﬁ (n_g)rcos (W(n—2) (%)) +O0(),z€lad,
o s [pl(g_a) (n—2)]3cos(7r(n—2)(”If:i’))sin(ﬂ(n—Q) (2=2)) + O (n?) ,x € ]c, b]

)) +0(n),z € [a,c,

x € e, b] ’

N

B - { . S

Cas 4 : By =0,as =0,

- [PZ(Z;C) (n — 2)} ’ sin (77 (n—2) <£;EZ:‘Z))>> +0(n),x € la, (]

D (2, X,) = o [ = 2)| cos (7 (n— 2) (2= ) ) sin (r (n — 2) (22))
+0 (n?), T €], b].
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2
—y |:p1(7gia):| Si;l <7m (;7;((2:?))) + 0O (n), z € [a,
_pi2a15 [plgia)] sin <7m (;;Ez:?))) +On?),x€le,b].

Toutes ces formules asymptotiques sont uniformément valables pour x.

® (,A) =
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Dans ce chapitre, nous présenterons les résultats obtenus par généralisation des études
précédentes [4, 9, 18] ot on suppose qu'il y a deux ou plusieurs points de discontinuité.

Ce chapitre contient deux parties, dont I'une est consacrée a I’étude de probléme de type
Sturm-Liouville avec les conditions aux limites et les conditions de transmission en deux points
de discontinuité, et 'autre est dédiée a 1’étude du méme probléme avec plusieurs points de
discontinuité.

Nous présenterons les résultats avec des preuves, parfois détaillées et d’autres fois bréves.

Notons que ces résultats vont étre améliorés pour une prochaine et nouvelle publication.

1 Probléme de transmission avec deux points de disconti-
nuité

On considére dans cette section le probléme de Sturm-Liouville avec ’existence du paramétre
A dans ’équation différentielle et dans I'une des conditions aux limites et I'une des conditions
de transmission, sur un intervalle avec deux points de discontinuité.

Donc nous étudierons 1’équation différentielle
Tu=—p(x)u" +q(x)u=Au;z € [a,c[U]e,d[U]d, 1], (2.1)
Avec la condition aux limites en z = a,
Ly (u) = aqu (a) + agu' (a) =0, (2.2)
et la condition aux limites en x = b,
Ly (u) = A (Byu (b) = Byu’ (b)) + (Bru (b) — Bau (b)) = 0, (2.3)
Les conditions de transmission au point de discontinuité x = c :

Ls; (u) =u(c—0) —du(c+0) =0, (2.4)

Ly (w) =u' (¢ —0) — dou’ (¢ +0) =0, (2.5)

29



Chapitre 2. Etude de Deux Problémes de Transmission Généralisés

et les conditions de transmission au point de discontinuité x = d,

Ls(u) =u(d—0)—ou(d+0) =0, (2.6)
Ls(u)=u'(d—0)—u (d+0) — Au(d—0) = 0. (2.7)
Ou
pi%;xe[a,c[
p(x) = pil;xe]c,d[
pig;xe]d,b].

A est un paramétre spectral complexe. La fonction ¢ (x) est une fonction & valeurs réelles

continue dans [a, c[U]e,d[U]d, b] et a des limites finies

q(c£+0) = lim g (z);q(d+0)= lim g (z);

r—ct r—d*t

o et oy, B, i, 9, (1 =1,2) sont des nombres réels; et nous supposons que

| + |aa| # 0,[B1] + [B2] #0,0; # 0, (i = 1,2),
o # 0,p=p1f2— PPy >0.

1.1 Formulation opératorielle du probléme
Nous introduisons 'espace Hilbert
H = Lya,b @ C?

et un opérateur linéaire symétrique
A:H — H,

tel que le probléme (2.1)-(2.7) peut étre considéré comme le probléme aux valeurs propres de

cet opérateur.
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Dans cet espace de Hilbert H nous définissons un produit scalaire par

c—0 d—0 b
(F,G) = p?/f(w)g(w)dw+5152p§/f(fv)g(flf)dx+51620p§/f(x)g(l‘)dw
a c+0 d+0
010
- 20f1§+5152f2ﬁ7

pour

F= (f(x)>f17f2>7G: (g<$>,g1,g2) €H.

Par commodité, nous utiliserons les notations :

) = Biu(b) — Bau' (b),

) = Bu(b) — By’ (b),

u) = u'(d—0)—u(d+0),
) = u(d—0).

Dans l'espace de Hilbert H, on considére I'opérateur A avec le domaine de définition

F=(f(x), f1,f2): o fet f sont absolument continues dans
la,c[U]e,d[U]d,b], et ont des limites finies quand
r—d+0, z—=ct0,i=1,2),7f € Lyfa,b], f1 =R (f), fo=T(f),
Li(f)=0,:(i=1,34,5).

D(A) =

AF = (vf,=R(f), T (f)).

On peut maintenant considérer le probléme (2.1)-(2.7) sous forme opératorielle :

AF = \F,

F=(f(x),R(f),T'(f)) € D(A).

Les valeurs propres et les fonctions propres du probléme (2.1)-(2.7) sont définis comme les
valeurs propres et les premiéres composantes des vecteurs propres correspondants a l’opérateur

A respectivement.

Théoréme 2.1 L’opérateur A est symétrique.
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Démonstration. Soient F,G € D (A). On intégre deux fois par parties on obtient

(AF,G) = (F,AG)+W (f,g,¢—0) =W (f,g,a) — 510,W (f,g,c+0) (2.8)
+51(52 (f g, d 0) + (51520’W ( g O) — (51(520'W (f, g, b)
2% (G R () - R @ R()
+0102 (T" (@) T (f) =T () T"(f)) -

Ou, comme d’habitude, on note par W (f, g, x) le Wronskien des fonctions f et g :

W(f.g,x)=f(z)g (x) = f'(x) g (x).

puisque f et g vérifient les conditions auz limites (2.2) et (2.3), et les conditions de transmission
(2.4)-(2.7), on a

W(f.g,a) = 0 (2.9)
W (f,g,c—=0) = 0.6W (f,g,c+0)
R R (f)-R (G R() = —oW(f.3,0b)
T'"@T(H)-T@T () = oW (f,g,d+0)—-W(f,g.d=0).

finalement substitutions (2.9) dans (2.8). Nous avons
(AF,G) = (F,AG), F,G € D(A),
donc A et symétrique.

Corollaire 2.1 Toutes les valeurs propres du probléme(2.1)-(2.7) sont réelles.

On peut supposer que toutes les fonctions propres du probléme (2.1)-(2.7) ont des valeurs

réelles.

1.2 Approximations asymptotiques des solutions fondamentales

Lemme 2.1 Soit la fonction a valeur réelle q (x) continue dans [a,b] et f(N),g(\) sont des

fonctions entieres. Alors pour tout A € C [’équation :

Tu=—p(x)u" +q(x)u=\u;z € [a,b],
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a une solution unique u (x,\) satisfaisant auz conditions initiales

ula) = f(A), v (a) =g ()
ol

u(b) = f(A),u (b) =g(A).
Pour chaque x € |a,b] fizé, est une fonction entiére de .

Considérons le probléme aux valeurs initiales suivant

TU:—p(-T)UH‘{‘Q(x)U/:)\uaIE [G,C],

u(a) = ag,u (a) = as. (2.10)

Ce probléme a une solution unique @4 (z, A) .
Aprés avoir défini cette solution, nous pouvons définir la solution @, (z, A) de 1’équation

(2.1) dans l'intervalle [c, d] par les conditions initiales
u(c) =671 @, (¢, \),u' (c) = 05 '®1 (¢, \) ;. (2.11)

Nous définirons la fonction @3 (x, \) on utilisant @, (z, A).

Nous pouvons prouver que le probléme aux valeurs initiales suivant

Tu = —p@)u” +q(x)u=u;z € [d, b (2.12)
u(d) = o '®y(d,N),
u (d) = (I)/Z (d7 )‘> - Aq)Q <d7 )‘) )

a une solution unique @3 (z, \).
Soit W3 (z, \) la solution de I'équation (2.1) dans 'intervalle [d, b], satisfaisant aux conditions
initiales
u(b) = Ba + \B5,u' (b) = 1 + A\Bj. (2.13)
Soit Wy (x, A) la solution de I’équation (2.1) dans l'intervalle [c, d], satisfaisant aux conditions
initiales

w(d) = oWs (d,\) o (d) = T, (d, \) + M (d). (2.14)

Aprés avoir défini cette solution, nous pouvons définir la solution ¥, (z, \) de I’équation (2.1)
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dans U'intervalle [c, d], satisfaisant aux conditions initiales
u(c) = 61Wa (¢, \),u' (¢) = 025 (¢, ). (2.15)
Considérons les Wronskiens
Wi (\) =W (®; (x,\),¥; (x,)) = D; (z,\) .V (2, ) — DL (2, \) . V; (2, \) ;2 € Q0 =1,2,3,
qui sont indépendants de x € €2, et sont des fonctions entiéres de A, ou
Oy =a, ], =[c,d], Q3 = [d,b].
Lemme 2.2 Pour chaque A € C on a l’égalité
wy (A) = 0100ws () = d102w3 () ;.

Prenant en compte des équations (2.11), (2.12), (2.14) et (2.15), un simple calcul donne
immédiatement

w1 (/\) = 5152102 ()\) = 61520103 ()\) .
Corollaire 2.2 Les zéros des fonctions w; (A) i = 1,2,3 coincident.
Construisons deux solutions de base de I’équation (2.1) comme

Oy (z,\);x € [a, |
Q(x,\) =< Py(x,)\);2 €le,d],
@31 (33,)\),37 E]d,b]

Uy (z,A) ;2 € [a,c]

U(x,\) = U, (x,\);z € e, d],
Vo (z,A) ;2 €]d,b).

Notons par W (A) le Wronskien des fonctions ® (z, A) et ¥ (z, A),
WA =W (®(z,\),¥(z,)).

Théoréme 2.2 Les valeurs propres du probléme (2.1)-(2.7) sont constituées des zéros de la

fonction W ().
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Démonstration. Soit W (A\g) = 0. Nous allons montrer que V (x, \g) est une fonction propre.
Par définition de cette solution, W (z, ) satisfait la condition aux limites (2.3). De plus,

W (Xo) =0, les fonctions 1 (x, \g) et Wy (x, \g) sont linéairement dépendantes, i.e.
Oy (2, M) = k¥ (2, N), 2 € [a, ],

pour k # 0. Par conséquent, la fonction U (z, \g) satisfait aussi la condition auz limites (2.2).
Rappelons que cette solution WV (x, o) satisfait les deux conditions de transmission (2.4)-(2.7),
on a ¥ (x, ) est une fonction propre du probléeme (2.1)-(2.7) correspondant a la valeur propre
Ao-

Maintenant, soit ug (x) la fonction propre correspondant a la valeur propre Ao avec W (A\g) # 0.

Alors la fonction ug (z) peut étre représentée sous la forme

Clq)l (ZL’, )\0) + 02\111 (l’, /\0) - € [CL, Cl[,
ug () = ¢ e3Pa (w, o) + caVWs (2, X0); @ € |ci, Ciga,
C5(I)3 (.1', )\0) —|—06\113 (l’, )\0) - € ]Cn,b] s

ol au moins une des constantes c¢;, (z :m) n’est pas nul. L’application des conditions de

transmission (2.4) et (2.5) a cette représentation de ugy (x) donne

up (z) = { (c1 —c3) Py (x, M) + (2 — cq) Uy (2, Ng) = 0,
(c1 —e3) @) (2, No) + (€2 — cq) U (2, M) =

Considérant ces égalités comme un systéme homogéne d’équations linéaires des variables c; — c3
et cg — c4, MOUS AVONS

C1 = C3,Cy = (4.

Appliquons les conditions de transmission (2.6) et (2.7) a cette représentation de ug(x), on

obtient

up (z) = { (3 —c5) Ps (2, No) + (€4 — c6) Vs (2, Ag) =0,
(c3 —cs5) @5 (2, Ao) + (€4 — v6) V3 (2, Ag) = 0.

En considérant ces égalités comme un systéme homogene d’équations linéaires des variables
cs — ¢y et ¢y — cg Nous avons

C3 = C5,Cq4 = Cg.

Donc

€1 = C5 = C3,C0 = Cg = C,
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Par conséquent la fonction propre ug (x) est représentée sous la forme
ug (1) = 1@ (2, No) + 2V (2, N\) , 3 + ¢ # 0.
Maintenant, en appliquant les conditions aux limites (2.2) et (2.3) a cette représentation, on a

Ly (ug () = cowi(Ao) =
Ly (up (z)) = cws (o) =

Par conséquent, co = 0 et ¢ = 0. Ainsi on obtient la contradiction ¢; = ¢5 = ¢3 = ¢3 = ¢g =

cy = 0, ce qui achéve la preuve.

Lemme 2.3 Soit A\ = s2. Alors les équations intégrales suivantes sont valables pour k = 0 et

k=1.

d* d* ay d
%Ql (x,\) = Qg €08 [sp1 (x — a)] — P sin [sp; (z — a)] (2.16)

+p1 / dd - sin [sp1 (7 — y)] g (y) @1 (y, A) dy,

a

k dk
|
%@2 (x,\) = 6] D1(c,\)— 7ok €08 [spa (x — )] (2.17)
5/ 1 , k )
—i-@fbl (ciy ) - Sin [spa (x — ¢)]
+% oo Sin [sp2 (2 = y)] a (y) @2 (y, A) dy;
k X k
dxkq) s(z,\) = 0Py (d,\) — e [sps (x — d)] (2.18)
1, ds
o (D5 (d, \) — Dy (d, \)] )\W sin [sps (x — d)]

+B / dd - sin [sps (v — )] ¢ (y) 3 (y, A) dy;

a

Démonstration. 1l suffit de substituer s*®; (y,\) + p(y) ®/ (y,\) (i =1,2,3) a la place de
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q(y) i (y,A) (i =1,2,3) dans les termes intégrauz de la (2.16), (2.17) et (2.18) respectivement

et intégrer deux fois par parties.
Pour la prochaine considération, nous supposons que d;p; = dapa.

Lemme 2.4 Soit A = s2,Sms = t. Alors, les égalités asymptotiques suivantes sont valables
pour |\ = oo :
1) Pour as # 0,

d* d*

- — oy —— — k=1 _|t|p1(z—a)

dxk(l)l (x,\) = ay ok €08 [sp1 (x —a)] + O <|s| e ) : (2.19)
d* .
ﬂq)g (,\) = @] TR 008 [s(p2 (x —¢) +p1(c — a;))] (2.20)

+0 <|S|k_1 e\tl(p2(x—c)+p1(c_ai))> ;

%cpg (2, 0) = —35;30‘2 cos [s (p2 (d — ¢) + py (c — a))] % sin [sp; (z — d)]  (2.21)

10 (‘3|k—1 e|t|<(p2(dfc>+p1<cfa>>+p3(x—d>>> .

2) Pour as =0,
dk (07] dk . k=2 |t|pi(z—a
@(I)l (x,\) = ~ o doF sin [spy (x — a)] + O <|s| eltpa )> (2.22)
d* a6t dF
wi& (x,\) = — ;p; Z Sin [s(p1(c—a)+ pa2(xz —c))] (2.23)
0 (,S,M e|t\(p1(cfa>+p2(xfc>>> :
d* a0yt dv .
W(I)g (x,\) = ﬁ sin [s (pa (d —¢) + p1 (¢ — a))] g Sin [sps (z — ¢)] (2.24)

10 (|S|k71 €|t|<p2(d—c>+p1(c—a>+p3<x—c>>) _
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Démonstration. Soit ay # 0, en remplacant (2.20) dans (2.18) (pour k=10), on a

O3 (x,)) = o ' agcos[s(pi (d—¢) + pa(c — a))] cos [sps (z — d)] (2.25)
—i—zéflag sin [s (p1 (d — ¢) + pa (¢ — a))] sin [sps (x — d)]
=202 o sy (0 )+ (e — o)) s spa & — )

x

B / sin [sps (= — )] ¢ (y) s (y, ) dy

d
10 (Jo ! M= eme-arsto—)

En multipliant par [|s\_1 ellp2d=cytpi(c=altps@=eD] et en posant
F(z,\) = ®3 (2, \) [|S|*1 6\tl(pz(d—c)ﬂm(c—a)+p3(w—c))] ,

On a l’équation intégrale asymptotique suivante

151
F(z,\) = # cos [s (p1 (d — ¢) + pa (c — a))] cos [sps (z — d)] [eIP2ld=Fprcma)tpa(e=e))]
_S%éflag sin[s (p1 (d — ¢) + pa (c — a))] sin [sps (x — d)] [el!lP2(d=O+Pre=a)+pa(a=0))]
3
571
_ 1p 2 cos [s (1 (d — ¢) + py (¢ — a))] sin [sps (z — d)] [eldP2ld=rpr(ema)tpala=a)]
3
p3 f . 1
T /Sm [sps (x = )] q (y) F (y,A) dy + O (H)
d

+0 (|s|*1 elt\(pz(d—0)+p1(C—a)+p3($—0))) .

On note
M (N = F(x, A
() = max |F (z.)
de la derniere équation on obtient,
~1
< |22,
D3 ||

pour un certain My. Par conséquent

M (X)) =0(1) quand |\ — oo,
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donc

En remplacant dans (2.25), on obtient (2.21) pour k = 0. le cas k =1 de (2.21) en appliquant

la méme procédure que dans le cas k = 0. La preuve de (2.24) est similaire a celle de (2.21)

1.3 Formules asymptotiques pour les valeurs propres

Théoréme 2.3 Soit A = 52, Ims = t. Alors, les formules asymptotiques suivantes s ’appliquent

auz valeurs propres du probléme de transmission et aux valeurs limites (2.1)-(2.7).

1) By #0 et ag # 0, alors

{ sn= (1= 3) mEainea TO () (2.26)
0= (0= 3) i + O ()

2) B #0 et as =0, alors

{ s.= (0= 1) e + 0 (7)) (2.27)
sn=(n=3) maa TOG)-

3) By =0 et ay # 0, alors

{%:(n—%)W’MW(%)’ (2.28)
ngnm""o(%)'

4) B =0 et ag =0, alors

! s 1
{ sp=n=1) paaimea 106 (2.29)
T 1 :
sn=nmag +0(5)

Démonstration. Considérons le cas 1 uniquement. En mettant x = b dans
w (A) = 51520 (@3 ($, )‘> ‘Ijé (.Z', )‘) - (I)é (l‘, )‘) Uy (l’, A)) :

puis en remplagant

W3 (b, A) = Ba + ABy, U3 (b, N) = B1 + ABy,
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on a la représentation suivante pour w ()
w (X) = 01020 (D3 (b, X) (B1 + ABY) — @5 (x,A) (B2 + ABY)) (2.30)
Maintenant, en mettant x = b dans (2.21) puis en remplacant dans (2.30) nous dérivons

W) = Bhoasstcosls (A=) +prle—a)coslsps (A=) (231)
+0 (|3|3 €|t|(p2(d—c)+p1(C—a)+p3(d_b))) ‘

Désignant par wy (X) et wy (X) le premier et le second terme de (2.31). Nous appliquerons le
théoreme bien connu de Rouche qui affirme que si f (s) et g (s) sont analytiques a lintérieur et
sur un contour fermé T, et |f (s)| > |g (s)| surT, alors f (s) et f(s)+g(s) ont le méme nombre
de zéros a lintérieur de I', a condition que chaque zéro soit compté selon sa multiplicité. Il est

facile de montrer que wy (s) > wy (s) sur

r r . ’ 7T(TL—|-1) , 7r(n—{—1)

o = =i S e S T e |
m(n+1) |,,|<7r(n+1)}

ps(d—0b)’ “ps(d—0b) )’

]_—\;; — {S// — O_// ‘l’ Z't/// |0,//| S

pour n suffisamment grand.
Soient
Ap SN SN < et A <N <A<

sont des zéros de w (s), et

P12 NI 2
Ay = S0 Ay = Sy

n»’'n

Alors en appliquant le théoreme de Rouche on a

s = (n - §) i + 1,5
" 2) ppd=c)+pr(c—a) ™
1 s
S G e R
ol
=0 (1)1, =0(1),
plus précisément

S =g rpe—ay M=

.| .
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pour n suffisamment grand. En remplagant dans (2.31) nous pouvons déduire que

n,=0(1), nh=0(1).

Cette preuve est terminée pour le cas 1. Les preuves pour les autres cas sont similaires.

1.4 Formules d’approximations asymptotiques pour les fonctions propres

Théoréme 2.4 Les formules asymptotiques suivantes des fonctions propres ® (z,\) du pro-
bleme (2.1)-(2.7).
1) Si By #0 et ay # 0, alors

(z—a) .

ozzcos[(n—E) mﬂ} +0(;): T € [a,c]

O (z,N) =1 a6, " cos [(n—g) %ﬂ'] +0(4); zeled,

O(1); x € d,b].
ogcos[(n—% 7;13(953 } x € [a, (]
D (2, N) = cndyeos [(n— ) 2L ﬁﬂvc ]+o<> v € leyd],

e 5;1 nfl m c— . r— .

—t B cos (0= 3) EEmeda] sin [(n - ) 4] + O (1): = eld,b).

2) 8i By # 0 et ag =0, alors

ay p2(d=c)+pi(c—a) (z=a)
— oL PR T sin [("—1)m }JFO( 2
@) | 4

N — 18] " pa(d—c)+pi(c—a) (z—c)+p1(c 1
o (-T, )\) — P2 (n,1p)17r Sin (n — ].) W O (—2) ;T E ]C, d[
O(3); €ld, b
a b—d r—a
g?g;anhw—ag&cz}+o<> r € fac]
Oél(Sfl b—d) T—c 1(c—a)
(0, X) = § S P in [(n - ) BEGRIRA] 10 () v €led,
1\ p2(d—c)+pi(c—a) : 1\ z—d 1).
Plpn+1 Z];[ 07 sin [( — 5) b ps(bf’cn) 7Ti| sin [(n — 5) m] + 0 (5) ; x€ld].
3) 8i gy =0 et ag # 0, alors
Qv9 COS [(n — %) p—g(dftgi;fgc a)w] +0 (%) : x € |a, |
D (z,N) =1 o 1cos[( —%)% }—1—0(%); x € e, d|,
b

O(1); x €]d,b].
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(g COS [n%ﬁ} +0(1); x € [a, (]
P (z,\") =< by cos [n%w] +0(%); x € e, d],
—;ﬁi gy COS [n’%ﬂ%c—“)w} sin [ng=4] + O (1); =z €]d,b].
4) Si =0 etay =0, alors
’ I (n—1)m S1n [(” —1) mﬂ'} + O (ﬁ) ;ox € led|,
O(2); x €]d,bl.
ol gin [ntb=dr| +0 (%) v € o
O (z,\") = —%W sin [np—Q(mg%:fé)(c_a)ﬁ] +0 (5); x € e, d[,
S oin [P i (0 1) $24] 1 O (2); €]

Démonstration. Considérons le cas 1 uniquement.
En substituant (2.26) dans (2.19), (2.20) et (2.21), nous obtenons les résultats immédiatement.

La preuve pour les autres cas est similaire.

2 Probléme de transmission avec n points de discontinuité

Cette section est similaire a la section précédente avec une légére différence : cette section
est basée sur ’étude du probléme de type Sturm-Liouville en présence de plusieurs points de
discontinuité.

Nous étudierons I'équation différentielle

n—1
Tu=—p(x)u" +q(x)u=I; x€ U [a, e[ U]e, civa[Ulen, b], (2.32)
i=1

Avec les conductions aux limites en = a et x = b,

Ly (u) = aqu (a) + agu’ (a) = 0, (2.33)

Ly (u) = A (Biu (b) — Byu’ (b)) + (Bru (b) — Bau (b)) =0, (2.34)
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Conditions de transmission aux points de discontinuités r = ¢;;0 = 1,n — 1,

Ls; (u) = u(c; —0) — d;u(c; +0) =0, (2.35)

Ly; (u) =o' (¢; — 0) — 0u’ (¢; + 0) = 0, (2.36)

Conditions de transmission au point de discontinuité x = cn,

Ls (u) =u(c, —0) —ou(e, +0) =0, (2.37)

Ls (u) =u (¢, — 0) —u' (¢, + 0) — Au (¢, — 0) = 0. (2.38)

pi%;x € [a,cq
1

Piy1

Zﬁ;x € len, ).

p(x): ;ZCG]Ci,Ci+1[;i:1,n—1

A est un paramétre spectral complexe. La fonction ¢ (z) est continue & valeurs réelles dans
n—1

U [a,c1[U]es, cip1[U]en, b et a des limites finies

i=1

q(ci£0) = limg(x);i=1,n,

T—rC;

o et aj,B34,0;,9; (j =1,2;i=1,n— 1) sont des nombres réels ; nous supposons que

|OZ1|+|O!2| 7& 07|51|+|52|7AO7
g 7& 07;0 = ﬁiﬂQ - Blﬁé > 0.

2.1 Formulation opératorielle du probléme

Nous introduisons 'espace Hilbert

H = Lya,b ® C?

43



Chapitre 2. Etude de Deux Problémes de Transmission Généralisés

et 'opérateur linéaire
A:H— H,

tel que le probléme (2.32)-(2.38) peut étre considéré comme un probléme aux valeurs propres
de cet opérateur.

Dans cet espace de Hilbert H, nous définissons un produit scalaire par

c14+1—0

(F. /f dHZ(H )pz+1 | i@

c1+0

Héiél’-a
<H56> OPn+1 / f(x dw—l— =1 f1g1+H55f2927

cn+0

pour

F= (f(x)7f17f2)7G: (g<x>791792> € H.

Par commodité, nous utiliserons les notations :

R(u) = Bfru(b) — Pau’ (),
R'(u) = Pu(b) — pyu’ (b),

Tw) = u(c,—0)—u(c, +0),
T (u) = u(c,—0).

Dans l'espace de Hilbert H, considérons I'opérateur A avec le domaine de définition

\
= (f(z), f1, f2) : ou f et f' sont absolument continues dans
n—1

Y [a,c1[U]ei, civ1[ Ulen, bl , et ont des limites finies quand

I%Ciioa(zz1an)7Tf€L2[aab]7f1:Rl(f)vaZT/(f)7
Ly =0,Ls=0,L3;=0,Lyy =0: (i =1,n—1).

AF = (vf,=R(f), T (f)).

On peut maintenant réécrire le probléme considéré (2.32)-(2.38) sous forme opératorielle comme

AF = \F,
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F=(f(x),R(f),T'(f)) € D(A).

Les valeurs propres et les fonctions propres du probléme (2.32)-(2.38) sont définis comme les
valeurs propres et les premiéres composantes des vecteurs propres correspondants de I’opérateur

A respectivement.
Théoréme 2.5 L’opérateur A est symétrique.

Démonstration. Soient F,G € D (A). Par deux intégrations partielles on obtient

(AF,G) = (F,AG)+W (f,g,c1 —0) — W (f,9,a) — ; <H55’> (f.9. ¢ + 002.39)

i=1

n—1 7 n—1
+ <H5J5/> (f,g,cl — (H (515;> oW (f,ﬁ,cn+0)
=1

Ou, W (f,g,x) le Wronskian des fonctions f et g :

W(f.g,x)=f(z)g (x) = f'(x)g(x).

Comme f et g satisfont les conditions auz limites (2.33)-(2.34), et les conditions de transmission
(2.35)-(2.38) on a

W(f.g.a) = 0 (2.40)
(f gacl _0) = 5163W(f,§,01+0)

+1
(Haa’ (f,g.¢; —0) = (H(S(S’) (f,G.c;i+0);i=2n—1

R(g) R (f) - R (9 R(f) = —oW(f.7,b)
T"@T () -T@T(f) = oW (f,g,ca+0)=W(f,g.cn—0).
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Substituant enfin (2.40) dans (2.39) on obtient
(AF,G) = (F,AG);F,Ge D(A),
donc A et symétrique.
Corollaire 2.3 Toutes les valeurs propres du probléme (2.32)-(2.38) sont réelles.

On peut supposer que toutes les fonctions propres du probléme (2.32)-(2.38) ont des valeurs

réelles.

2.2 Approximations asymptotiques des solutions fondamentales

Lemme 2.5 Soit la fonction & valeur réelle q (x) continue dans [a,b] et f(N),g(N) des fonc-

tions entiéres. Alors pour tout A € C ’equation
Tu=—p(z)u" +q@)u=Au; z€la,b|,

a une solution unique u (x, \) satisfaisant les conditions initiales

ou

Pour chaque x € |a,b], fize, est une fonction entiére de A.

Considérons le probléeme aux valeurs initiales suivant

Tu=—p(@)u" +q(x)u=Iu; z € [a,c]

u(a) = ag,u (a) = as. (2.41)

Ce probléme a une solution unique @4 (z, A) .
Apreés avoir défini cette solution, nous pouvons définir les solutions ®;,; (z, A) de I'équation

(2.32) dans les intervalles [¢;, ;1] (i = 1,n — 1) avec les conditions initiales

u (Cl) = 5i_lq)i+1 (Cia )\) ,U/ (Cl) - 5;_1(1)724-1 (Ci7 >\) ; 1= ]-7 n— 1. (242>
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Nous définirons la fonction @41 (2, A) en utilisant ®,, (z, A).

Nous pouvons prouver que le probléme aux valeurs initiales de type spécial suivant

Tu=—p(x)u" +q(x)u=Au;x € [cy, b]

ulc,) = o '@, (cy, N, (2.43)
u(cn) = D (cnyA) — AP, (e, N,

a une solution unique @, (x, \).
Soit W, 11 (z, A) la solution de I'équation (2.32) dans intervalle [¢,, b], satisfaisant aux condi-

tions initiales

u (b) = Ba+ ABy, ' (b) = Br + ABy. (2.44)

Soit ¥, (z, A) la solution de ’équation (2.32) dans l'intervalle [¢,_1, ¢,], satisfaisant aux condi-
tions initiales
U (cn) = oWy (Cny A) U (6) = U5 (Cn, A) — A (cy) - (2.45)

Soient W; (z,A) les solutions de I’équation (2.32) dans les intervalles [¢;_1,¢], (z =1,n— 1),

satisfaisant aux conditions initiales
w(c;) =0,V (ciy N), 0 (¢;) = 6 W4 (¢, M) (2.46)
Considérons les Wronskiens
Wi(A) =W (®; (2, ), 9, (z,N) = D (x,\) .V, (2, \) — D (2, \) .U, (z,\) ;o € Qi =1,n
qui sont indépendants en x € €2, et sont des fonctions entiéres de A, ou
Q= [a,a], Qs = [ci, civa]; (2 = m) Q= [cn, b].

Lemme 2.6 On a l’égalité

% n+1
W) =W (A) = [[6:0Wia (\) = [[0:6l0 Wi (V) ;i =T,n — 1.
7j=1

i=1

pour chaque \ € C.

En prenant en compte les équations (2.42), (2.43), (2.45) et (2.46), un simple calcul donne
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immeédiatement.

i—1 n
W) =W;(A) =[] 6:0Wi (A) = [[6:6i0Wosa (V)i =T,n— 1.
j=1

i=1
Lemme 2.7 Les zéros des fonctions W; (\) i = 1,n coincident.

Construisons deux solutions de base de 1'équation (2.32), on a

;

D, (2.)): € lac]
Q(x,\) =< @;(x,\); x € e, el i=1,n—1
[ Pog1 (2, A); @ € e, b].

U (e ): e laal
U(z,\)=4q U;(x,\); x€le, ], i=1n—1
\Dn+1 (l’,)\) ;T E ]Crwb] :

\

Notons W () le Wronskien des fonctions @ (z,\) et W (x, \),
W(A) = WD (2,4), ¥ (x,A)).

Théoréme 2.6 Les valeurs propres du probleme (2.32)-(2.38) sont constitués des zéros de la
fonction W ().

Démonstration. Soit W (A\g) = 0. Nous allons montrer que V (x, \g) est une fonction propre.
par définition de cette solution, W (x,\o) satisfait la condition aux limites (2.34). De plus,

W (Xo) =0, les fonctions 1 (z, Ng) et Wy (z, Ng) sont linéairement dépendants, i.e.
Oy (2, M) = kY (2, M), € [a, 1],

pour k # 0.

Par conséquent, la fonction V (x, \) satisfait aussi la condition auz limites (2.33).

Rappelons que cette solution V (x, \g) satisfait les deuz conditions de transmission (2.35)-(2.38),
U (x,\g) est la fonction propre du probléme (2.32)-(2.38) correspondant a la valeur propre \g.

Maintenant, soit ug () la fonction propre correspondante & la valeur propre \g, avec W (o) #
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0. Alors la fonction ug (z) peut étre représentée sous la forme

d1®y (2, Ao) + da Wy (2, Ao) ; z € la,af,
ug (r) = ¢ d3;®; (z, o) + dai Vs (@, Ao) ; r € le,ciml,i=1,n—1,
d5q)n+1 (l’, )‘0) =+ dG\Dn+1 (iC, >\O) - € ]Cm b] )

ol au moins une des constantes dq, ds, ds, dg, ds;, da;; (z =1,n-— 1) n’est pas nulle. L’application

des conditions de transmission (2.35) et (2.36) a cette représentation de ug (x),nous donne

(z) = (dy — ds;) @1 (7, Xo) + (da — dui) W1 (z, X0) = 0,
ST () B (2 M) + (da — i) W (2, 2g) = 0

En considérant ces égalités comme un systéme homogene d’équations linéaires des variables

di — ds; et dy — dy;, nous avons
dy = dzi, dy = dy;, (Z =Ln-— 1) .

Par application des conditions de transmission (2.37) et (2.38) a cette représentation de ug (z),

on a
o () = (d3i — d5) @3 (2, Ao) + (dag — ds) V3 (2, Ag) =0,
0 =
<d3i — d5) (I)g (I‘, )\0) + (d4l — d@) ‘Ifg (.’13‘, )\0) = O

En considérant ces égalités comme un systéme homogene d’équations linéaires des variables
dgi — d5 et d4i — d6 on a
dgl' = d5,d4i = d6, (Z = 1,n — 1) .

Donc
dy = ds :d3i7d2:d6:d4i>(i: 1771—1)

Par conséquent la fonction propre ug (x) est représentée sous la forme
Ug (IL‘) = dlq) (l’, /\0) + dQ\II (I, /\0) ,d% + dg 7é 0.

Maintenant, en appliquant les conditions aux limites (2.33) et (2.34) a cette représentation, on

a

Ly (ug () = d2Wi (o)
Ly (ug (x)) = diWs(\o)

0,
0
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Par conséquent, dy = 0 et di = 0. Ainsi on obtient la contradiction dy = ds = d3; = dy = dg =

dy; =0, (z =1n— 1), ce qui acheve la preuve.

Lemme 2.8 Soit A = s2. Alors les équations intégrales suivantes sont valables pour k = 0 et

kE=1.
d* d* a; db
@q}l (x,\) = Qg €08 [sp1 (x — a)] — o sin [sp; (z — a)] (2.47)
po[
+ [ psin[spr (= )] (4) @1 (v, A) dy,
d* X d*
W(I)Hl (x,\) = 6, D;(ci, N T €08 [spit1 (z — a)] (2.48)
1—1 dk
+s];+1 @5 (ci, A) 2k Sin [spit1 (z — ¢i)]

Di [ ' S
+ ;rl /@ sin [spi1 (z — y)] ¢ (y) Piv (v, A) dy; (z =T,n— 1)

" "
%q)n—&-l (I, /\) = O'_lq)n (Cn, )\) w COS [Spn—‘,-l (ZE - CL)] (249)
L (e ) = (e VA sin [spaas (& — )]
SPnt1 n \tny n \tny d&?k Pn+1 n

Pn r d* :
+ H/ﬁSm [sPnt1 (x — ¥)] ¢ (Y) Pt (¥, A) dy;

a

Démonstration. Pour la preuve, il suffit de substituer s*®; (y, \)+p (y) ®7 (y, \) (z =1,n+ 1)
a la place de q (y) @; (y,\) (i =1,n+1) dans les termes intégrauz de la formule (2.47), (2.48)

et (2.49) respectivement et intégrer deux fois par parties.
Pour la prochaine considération, nous supposons que d;p; = 0;p;+1 (z =1n-— 1).

Lemme 2.9 Soit A\ = s?, Sms = t. Alors, les égalités asymptotiques suivantes sont valables
pour |\ — oo :
1) Pour as # 0,

d* d*

wq)l (x,\) = Qg cos [sp1 (x —a)] + O (\s|k_1 e'“pl(x*a)) : (2.50)
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dk
wd)zﬂ T, ) = OéQH d —— COS [s (Zp] —¢j_1) + pip1 (x — CJ)] (2.51)
[¢] (Z p] — Cj— 1 + Pi+1 (x - Cl))

+O | |s|" e (i=T,n—1)
d* d*
wq)nﬂ (x,\) = an 9 H ;1 cos |s sz Ci — Ci_1 ﬂ sin [spp41 (x — ¢,)](2.52)
Il (Z p'L Ci — Ci— 1 + Pn+1 (':C - Cn))
+0 | |s/" e
2) Pour ay =0,
d* ap db - a
W(I)l (x,\) = —S—pllw sin [spy (x — a)] + O <|s|k 2 eltlpi(@ )> (2.53)

%‘Piﬂ (x,\) = H —— sin [s <ij —¢j1) + pit1 (v — cﬁ)] (2.54)

3p+1 1

It (Z —Gj-1 ) + Diy1 (z — CZ>)

;(izl,n—l)

d* d*
%QDHH (x,\) = H5 sin [3 Zpl Ci — Ci_1 ] e sin [spp11 (z — ¢,)] (2.55)

plpn+1
i (sz- (ci —cic1) + ppy1 (v — cn)>
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2.3 Formules asymptotiques pour les valeurs propres

Théoréme 2.7 Soit A = 52, Sms = t. Alors, les formules asymptotiques suivantes sont valables

pour les valeurs propres du probleme de transmission et auz limites (2.32)-(2.38).

1) Si By #0 et ag # 0, alors

;z _ _ 5 _ s + O 1 ’
i e 1;1 pi(ci—ci—1) ( )
Sp = (n - %) pn+1(7;;70n) +0 (l)

2) 8i By # 0 et ag =0, alors

3) St 5y =0 et ag # 0, alors

k3

ngnﬁ—l—O(%).

Pn+1(

pi(ci—ci—1)
1

4) Si By =0 etay=0, alors

sh=Mn—-1)—"——+4+0(2),

pi(ci—ci—1)

o

(3

1
sh=n—7"—+40(1).

Pr+t1(b—cn)

2.4 Formules d’approximation asymptotique pour les fonctions propres

Théoréme 2.8 On a les formules asymptotiques suivantes pour les fonctions propres ® (x, \)

du probleme (2.32)-(2.38).
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1) Si By #0 et ay # 0, alors
(

azcos | (n—3) %ﬂ' +0 (1); T € [a, e
i=1

P (I7 /\,) = ¢ i pji(cj—cj—1)+pit1(z—ci)
oy T 65 cos | (n—2) S 7| +01); zelaanl, (i=Tn—1)
Jj=1 _glpi(ci—ci—l)
\Ol>; JIE]Cmb].
( (z—a
Qg COS [(n_%)ppjl(b c) ]+O( ) T € la,c
i (nff) ijl(cjicj 1)+pz+1(x Cz)
a2 1:11 5]_1 cos Prt1(b—cn) T +0 (%) ) LS ]Civ Ci+1[7
DX =4 (=TT
i=1n—
1 n
as TT s-1 (”*l) (n7§)i§ pii(¢j=ci-1) . (n )(:1: cn)
_pnil Z];[l 5 pn+1(bicn) cos pn+11 (b*Cn) n S —Cn + O( ) x 6 ]Cn7 b]
\
2) Si By # 0 et ag =0, alors
( n
Zpi(cz szl)
—u=E o sin |(n— 1) w2 1| +0(L); z € [a,c
" i ( ) glpi(ci—ci—l) (nz) [ 1[
i 5 pilci—cio1) ipgi(c]'fc]'q)eriH(rfcz')
Pz, \N)=¢ _a Sl in [(n—1) = | +0(%); x € e, i
P1 jl;ll (n=1)m ( ) glpi(cz'*cz'q) (n2) J ) Cit
(i=T1,n—1)
O(z); € |en, b
n b—cn) - r—a
gl in | (n — §) G| 40 (h) v € la,c
Zn: ii(cj—cj—1)+pitr1(x—cs)
o H _lpn(_l(b )cn) sin | (n — 3) = - n] : | +0(%); = €la, cinl,
=1 n—§ ™ S piilej—ci_1)
(D(ZL'y >\”) = i:lp] It ( . 1)
i=1,n—
ijz(cj Cj— 1)
1 : 1\ z—cn 1.
p1pn+1 Zl;[ 0; " sin (n - 5) an(b oy | sm [(n — 5) —b,Cn] +0 (;) ;x € e, b,
\
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3) 8i By =0 et ag # 0, alors
(

azcos | (n—32) %ﬂ' +0 (1); T € [a, e
i=1

o (I, /\,) = i i pji(cj—cj—1)+pit1(z—c;)
oy T 65 cos | (n—3) S 7| +01); zelaanl, (i=Tn—1)
Jj=1 _glpi(ci—ci—l)
\Ol>; JIE]Cmb].
(i cos [nppl(fb_ac)n)ﬂ +0(3); x € [a,
i o _ilpji(cjfcj—l)‘i’pﬂrl(x*ci) .
Qg 'H1 05 cos [n*= P | +0 (;) ; x € i, ¢l
]:
O (z,\") =
(z =1,n-— 1)
" nl ipgi(Cj*Cj 1)
— o2 }31 0 5riten €08 | NS pey T | Sin [ } +0(1); z€]ley,bl.
\
4) St 85 =0 et ay =0, alors
( n
> pi(ei—ci—1)
_aji=1 sin | (n—1 npl(mfa) | -0 (& : x € |a, ¢
P (n=1)m ( ) glpi(ci—ci—l) (nz)
i 5 pilci—cio1) i pji(cj—ci—1)+pit1(z—c;)
Q(x,N)=¢ —aq[slE " gin|(n-1)= | +0(&%); x€lacip]
P1 jl;ll (n=1)m ( ) glpi(cz'*cz'q) (n2) J ) Cit
(i=1,n—1)
O(2); x € |ey, b
( _%pnﬂél:cn) sin [ _pl(:fb e T ] + O( ) T € la, e
i Z pji(ci—cj—1)+pit1(z—ci)
H 1’Msin n=t ’ n] ’ T —i—O(#); x € i, el
o ( )\//) J=1 _leji(cj_cj—l)
x, = i=
(z =1,n— 1)
i pji(cj—cj—1) ) .,
plpn+1 Zl:[ 5 sin nz*;n-o-l(b—cn) | s |:(n - %) b—c::| + O (%) ;T E ]CTH b] .
\
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Les inégalités intégrales qui fournissent des limites explicites sur les fonctions inconnues ont
joué un roéle fondamental dans le développement de la théorie des équations différentielles et in-
tégrales [21, 22|, et peuvent étre utilisés comme des outils pratiques dans I’ étude de I’existence,
de la borne, de I'unicité, de la stabilité et d’autres propriétés qualitatives des solutions d’équa-
tions différentielles et intégrales. Au fil des ans, de nombreuses inégalités de Gronwall-Bellman
a retard non linéaires ont été discutées par plusieurs auteurs, qui les ont, soit reprouvées, soit

généralisées de différentes maniéres (voir [3, 10, 15, 16]).

1 Préliminaires

Dans son étude de la borne des solutions des équations différentielles linéaires du second

ordre, Pachpatte [21] a établi I'inégalité intégrale non linéaire suivante.

t
ut) <at [ fsululo)ds (3.1)
to
ol @ > 0 est une constante. Remplacement ¢ par une fonction b(¢) dans (3.1), Lipovan [16] a
étudié 'inégalité de Gronwall-Bellman a retard :
b(t)

u(t) <a +/t f(s)w(u(s))ds + /b(t ) g(s)w(u(s))ds.

Ces inégalités ont été généralisées a plus d’une variable, voir par exemple [3, 5, 12, 13]. En 2005,

Zhao et Meng [29] ont étudié la nouvelle inégalité intégrale a retard non linéaire suivante :

Lemme 3.1 Soit ¢ € C(R,,R,) une fonction croissante avec p(c0) = 0o. Let v € C(R,R,)
une fonction non décroissante et soit ¢ une constante non négative. Let « € C*(R,,Ry) non
décroissant avec at) >t on Ry. Siu, f € (R, R,) et

wmmSc+/iﬂ@www%,teRﬁ (3.2)

alors pour 0 < T <t < o0,

u(t) < ot (G—l {G(C) + /az f(s)dsD : (3.3)

Ou G(Z):fzzm, z >z > 0.
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Il a également établi le résultat principal suivant :

o0

p(u(t)) <c+ /(t) [f (s)u(s)¥(uls)) + g(s)u(s)] ds. (3.4)
a

Semblable a (3.4), en 2016, Hunng et Wang [8] ont établi de nouvelles inégalités intégrales a
retard en deux variables indépendantes (Lemme 2.1 et 2.2). Cependant, dans certaines situa-
tions, il est souhaitable d’étudier certaines inégalités du type ci-dessus ou une constante c est
remplacée par une fonction ¢(z) et le terme linéaire g(s)u(t) en fonctions intégrales dans (3.4)
est remplacé par le cas non linéaire ® (u(t)) w(u(x)).

Dans ce travail, nos résultats concernent les inégalités intégrales impliquant une intégrale infinie
pour les fonctions avec une telle fonction f;(x) terme en dehors des intégrales, ce qui nous donne
une autre généralisation sous une forme différente dans le cas des variables n—indépendantes
comme nous le verrons dans le lemme 3.3, le théoréme 3.3 et le théoréme 3.4 dans la section 3.
Motivé par les inégalités (3.2) et (3.4) de Zhao et Meng dans [29] et par les travaux de Hunng
-Wang et Lipovan présentés dans [8, 17|, notre objectif principal ici est d’établir des inégalités
intégrales a retard non linéaires impliquant des intégrales infinies & plusieurs variables. Ainsi,
dans ce travail, nous discutons des formes plus générales de I'inégalité intégrale suivante :

ni oo

plul@) < o)+ D5 [ a0 @)
j=1 aj()
n2 =
+3 o) /N b, ) (u(t)) w(u(t)dt, w,t € R, (3.5)

k=1 B ()
ot ¢(x) > 0 est une fonction dans C(R%},Ry), f;(z) et gi(z) sont des fonctions conti-
nues non décroissantes pour tout & € R} et a;(z) = (aj1(z1), ajo(x2),. .., ajn(xn)) € RY,
gk(a:) = (Br(21), Bra(w2), ..., Ben(zn)) € R} pour j = 1,2,...,np et k = 1,2,...,n9, ol
0, ® € C(Ry, Ry ).
De plus, nous montrons que certains résultats de [8, 16, 29] peuvent étre déduits de nos résul-
tats dans certains cas particuliers. Comme applications, motivés par les travaux en [8, 16|, nous

donnons la borne des solutions de 1’équation intégrale de Volterra-Fredholm & retard .

2 Inégalités intégrales a deux variables

Dans cette section, nous énoncons et prouvons quelques nouvelles inégalités intégrales a

retard non linéaires de type Gronwall-Bellman, qui sont des généralisations supplémentaires
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pour certains résultats connus dans le cas de deux variables indépendantes. Dans toute la
présente section, toutes les fonctions qui apparaissent dans les inégalités sont supposées étre

des valeurs réelles de deux variables indépendantes non négatives et continues.

Lemme 3.2 Soitc € C(R},Ry), w e C(Ry,Ry) une fonction non-décroissante avec w(u) > 0
sur (0,00) et soit aj(z,y,s,t) € C(RL xR, Ry) des fonctions non-décroissantes en (x,y) pour
tout (s,t) fixés pour tout j =1,...,ny. Soit o, B; € C*(Ry,Ry) une fonction non-décroissante
avec oj(x) > x ,Bi(y) > y sur Ry for j =1,2,...,ny . Soit p € C(R_,R) une fonction
strictement croissante avec limgy_, op(x) = +o00. Siu € C(R},Ry) et

i (

o(u(z,y)) < clz,y) + Z </ )/T)aj(x, ,y,s,t)w(u(s,t))dsdt) , (3.6)

xT

alors pour tout (x,y)E]Ri avec 0 <z*<r<ooetl <y <y<oo, ona

u(z) < ot (G—l G(e(x,y)) + 21/0: ) /O: | aj(z, ,y,s,t)dsdt]) . (3.7)

ot

G(z) = / m, 650, z€(0,400), (3.8)
et =1, G sont, respectivement, linverse de p et G, a condition que G(+00) = 400 , et les
nombres réels (v*,y*) € RZ, son choisis tels que G(c(z,y))+> "L, :j(w) f:;(x) aj(x,,y,s,t)dsdt €
Dom(G™1)
et G71 [G(c(:l:,y)) +>00 ;;(x) f;:(y) aj(x,,y,s,t)dsdt] € Dom(p™") pour tout (z,y) € [x*,00)x
ly*, 00) .

Remarque 2.1 On peut considérer le lemme 3.2 comme une forme généralisée d’une inégalité
de Gronwall-Bellman (3.1) avec argument avancé en deux variables indépendants et intégration
nfinie.

Remarque 2.2 I est intéressant de noter que dans le cas particulier ot c(x) = c¢ (positif
constant), ny = j =1 et ay(x,y,s,t) = f(x) pour tout x € Ry alors l'inégalité (3.6) se réduit
a celle dans le travail de Zhao et Meng [29, Lemme 2.1].

Remarque 2.3 Puisque les preuves se ressemblent, nous donnons les détails pour le lemme
3.3, le théoréeme 3.2 et le théoreme 3.4 seulement, les preuves du reste des inégalités peuvent

étre complétées en suivant les preuves des inégalités en variables n-indépendantes (voir section

3).
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Théoréme 3.1 Soit c € C(RZ,R.), wi,ws € C(Ry,Ry) des fonctions non décroissantes avec

wl(u)a
wi(u) > 0 sur (0,00) et soit aj(z,y,s,t) et bp(z,y,s,t) € C(RL x R2,R,) des fonctions
non décroissantes dans (z,y) pour chaque (s,t) firze et j =1,2,...,ny, k=1,2,...,ny. Soit

aji, Bri € CHR4,Ry) des fonctions non décroissantes avec aji(x) > x et Bri(y) >y on Ry
pouri=1,2, j=1,2,....n1, k=1,2,... . nyVo,y € R,. Soit p € C(Ry,Ry) une fonction

strictement croissante avec limg, ,oo@(x) = 00. i v e C(RY,Ry) et
ni o) fe')
pluey) < o)+ Y [ [ amps uus s
j=1 Y (@) Jaja(y)

"‘Z/ / bk(x,y,s,t)wz(u(s,t))dsdt, (39>
k=1 7 Br1(z) / Bra(y)

alors pour tout (x,y) € ]Ri avec 0 < G <zr<ooetl< <y <oo.
(a) Dans le cas wo(u) < wi(u) , pour tout (z,y) € R™ , il existe ((1,¢2) € R2, de sorte que
pour tout 0 < (1 <x < oo et < (o <y < o0, nous avons

Gi(c(x)) + Z/ / a;j(z,y,s,t)dsdt
j=1 ) aj2(y)

aj1(x

n2 00 0o
+Z/ / b(x,y, s, t)dsdt| | . (3.10)
k=1 Y Br1(z) J Br2(v)

(b) Dansje cas wy(u) > wy (zi), pour tout (x,y) € R, il existe (C1, ) € R2, de sorte que pour
tout 0 < (1 <rx<owet0<((<y<oo, ona

Go(c(x)) + Z/ / a;j(z,y,s, t)dsdt
j=1 ) Jajo(y)

aj1(x

n2 [e%¢) [e'e)
+ Z/ / be(z, v, s,t)dsdt]> : (3.11)
k=1 Y Br1(z) v Br2(y)

u(e) < ¢ <G2_1

N ds
GT(Z) = LO m, z > z9 >0, (T = 1,2)7 (312)

et o~ 7, G-~ sont respectivement [ inverse ae Y € -, a conartron que G (+00) = +00, et les
t ot G-t sont ti t i de o et G., a conditi G, (+0) tl
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nombres réels (;, ET € R, sont choisis de sorte que

+Z/ / a]xy,stdsdt~|—2/ / bi(x,y, s,t)dsdt € Dom(G.1)
j1(z) Jaja(y) Bra(z) J Bra(y

pour tout x € [C-,00) et y € [Cr,00) pour (1 =1,2) respectzvement.

De nombreux corollaires intéressants peuvent également étre obtenus & partir des résultats

ci-dessus

Corollaire 3.1 (inégalité de Gronwall-Bellman & deux variables) Soit c¢(x,y) € C(RZ,Ry),
et soit a(z,y,s,t) etb(z,y,s,t) € C(RLxR2,R;) des fonctions non décroissantes en x,y pour
chaque s,t firé. Ou aj;, Bri € CH (R4, Ry) sont des fonctions non-décroissantes avec aj;(t;) > t;
et Bri(t;)) > t; sur Ry pouri = 1,2, j = 1,2,...,ny et k = 1,2,...,ny. Soient p,q des
constantes positives (p > q > 0). Si v e C(RT,R,)

infime
u(z,y)? < c(z,y) / / (x,y,s,t)ul(s,t)dsdt
(e %) CVJQ

—i—Z/ / be(x,,y, s, t)ul(s,t)dsdt, (3.13)
k=1 Y Br1(z) J Br2(y)

alors pour tout (x,y) € R3, il existe (z*,y*) € R, de sorte que pour tout 0 < z* < x < 0o et

0 <y* <y < oo, nous avons

G(c(z,y)) + i/oo /:0 aj(z,y, s, t))dt

=1 alphaji(z) Joj2(y)

no 00 00 1/p
+ Z / / be(z,y, s, t)dsdt , (3.14)
k=1 Y Br1(z) J Bra(y)

u(z,y) < (Gl

avec
“ ds

Ou G est linverse de G, a condition que G(+00) = 400, et les nombres réels (z*,y*) € R

sont choisis de sorte que G(c(x,y)) + Z/ / (x,y,s,t))dt
aji(z) Jaja(y

/ / (z,y,s,t)dsdt € Dom(G™') pour tout = € [x*,00) ety € [y*, 00).
Br1(x)  Brz(y
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Remarque 2.4 [l est intéressant de noter que dans le cas particulier ouny, = j =1 et Bj(x) =
x (x € Ry) alors l'inégalité donnée dans Corollaire 3.1 se réduit au résultat El-Owaidy [6]

dans le cas d’intégration infinie.

Remarque 2.5 Le cas particulier (j = 1)lorsque c(z,y) = ug (constante positive), ai(x,y, s, t) =
g(s,t), bi(x,y,s,t) = h(s,t), for all x,y € Ry alors linégalité (3.16) se réduit au théoréme

2.2 dans [1] dans le cas d’une intégration infinie.

3 Autres généralisations

Dans cette section, nous énoncons et prouvons quelques nouvelles inégalités intégrales non-
linéaires retardées de type Gronwall-Bellman, qui sont des généralisations supplémentaires pour
certains résultats connus dans le cas de n variables indépendantes, ces inégalités peuvent étre
utilisées dans ’analyse de divers problémes de la théorie des équations différentielles non-
linéaires retardées.

Dans toute la présente section, toutes les fonctions qui apparaissent dans les inégalités
sont supposées étre a valeurs réelles de n—variables non négatives et continues. Toutes les
intégrales sont supposées exister sur leurs domaines de définitions. Pour z = (21, xs,...,2,), t =

(t1,t2,...,ty) € R et 00 = (+00,400,...,+00), nous désignons

T L
a;(z) aj1(z1) Jaje(r2) ajn(w2)
[ dt = / / / dtndtl, /{Z:]_,...,ng,
B (= Br1(z1) J Bra(z2) Brn(x2)

avec ni,ny € N*. Pourz, ¢ € R}, nous écrirons v < ¢ < oo chaque fois que x; < t; < +o00,

avect=1,2,...,n

On note D = DDy ---D,,, ou D; = 8%1_ pour ¢ = 1,2,...,n. On utilise la convention habi-
tuelle d’écriture ) 4 u(s) = 0 Si @ est un ensemble vide. o (z) = (a1 (21), aje(T2), . . ., fn(Tn)) €
R7 pour 7 =1,2,...,nq,

Br(w) = (B (@1), Bra@a), -, Bn () € R pour k = 1,2,
Nos principaux résultats sont décrits comme suit.

Lemme 3.3 Soit c € C(R"},R}), et soit w e C(R;,Ry) soit une fonction non décroissante
avec w(u) > 0 sur (0,00) et soit aj(x,t) € C(RT x R}, R,) des fonctions non décroissantes

en x pour chaque t fizé et pour tout j = 1,2,...,ny . Soit a; € CH R4, R,) des fonctions
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non décroissantes avec ay;(t;) > t; sur Ry pour i =1,2,....n etj=1,2,...,n5. Soit p €

C(R4,Ry) une fonction strictement croissante avec limg_,cp(x) = +00.5i u € C(R},R,)

plu(e)) < ) + Y / 0, yw(u(t))dt, tER, (3.16)

alors pour tout x € R}, alors il existe x* € R, avec 0 < x* < x < 00, nous avons

u(z) < pt (G—l G(c(x)) + Z/ﬁ: | cg(x,t)dt]) . (3.17)

o1

# ds
G(z):/c >0 se(0.4w) (3.18)

et o1, Gt sont respectivement linverse de p et G, a condition que G(+00) = 400 , et les
ni 00

nombres réels v* € R}, sont choisis de sorte que G(c(x)) + Z/ a;(x,t)dt € Dom(G™")
j=1 7 ()

et G71 | G(c(x)) + Z/OO

j=1 7 ;@)

aj(:c,t)dt] € Dom(p™") pour tous les x € [x*,00) .

Démonstration. 1) Sic(x) > 0 pour tout x € R}y, Fizant arbitrairement y = (y1,...,yn) €

R? avec 0 < 2* <y < x < 00, nous définissons sur [y,o0) une fonction z(x) par
@)=+ Y [ at oo 3.19)
j=1 [e2A%4

alors z(x) est une fonction positive et non croissante dans chaque variablex; € |y;, +00), et
u(@) < (2(2)), z € [y;09). (3.20)
nous savons que différencier (3.19) et en utilisant (3.20) et la monotonie de ¢ et w, on en

déduit que

ni
’ ’ ’

DDy Dypz(x) = (—=1)" Z aj(y, &(x))w(“(&j(x)))ajlaﬂ Qi

j=1

pour tout j = 1,2,...,n;.
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1) Sin est pair et puisque o (t;) > t; sur Ry pour i=1,2,....n etj=1,2,...,ny, Nous

avons z(a;(z)) < z(z), alors

/ ’ ’

DDy Dpz(x) = — Z a(y, aj@))ww(aj(x)))%l%z Qg

’ / /

> - Z a;(y, a;(x))w(e™" (z(aj()))) a0 -y,

’ ’ /

ni
> - Z a;(y, &j(x))w(@il (Z(x)))ajlajz Qi (3.21)
j=1
pour tout x € [y,00) et j =1,2,...,ny . Depuis

w(e™ (2(2))) = w(p™ (2(9))) = wle™ (c(y) > 0. (3.22)

Utilisant (3.21) et (3.22), nous avons

DDy - Dyz(x) _ S I N N S
w(p~t(z(2))) = ; iy, a;(x)) j1%52 jn (3.23)

utilisant [DyDy - - - Dy_12(2)] X Dyz(z) < 0 et (o71) > 0,w' > 0 et (3.23), Nous avons

D1D2 cee Dn_lz(x) D1D2 cee DnZ(ZE)
Y ( w(p~! (2(x))) ) SCRIEE)

ny
> - Z a;(y, &j(x))ajlajz T Qg
j=1
Fizant ©1,xs,, ..., Ty_1, paramétre x, = t, et intégrant (3.14) de x, a oo, on obtient

DDy D, 12() | [ oo (). o I
w(gp*l (Z($))) > Z [/ajn(xn) (yw Jl( 1)? Jl( 2)7"'7 ]n—l( n—1)7tn)

i=1

/

Xa;1<xl)a;2(x2) s 0 (T )dit
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En utilisant la méme méthode ci-dessus, on obtient

Dy z(x)
w(p~! (2(2)))

ni 00 00
Z _Z (/ / a(y7&j1($1)7t27-'~7tn17tn>a;1(x1)dtn“'dt2> .

j=1 j2(2) jn(Tn)

(-1t

Comme n est pair, on a

D;z(x)
w(p™ (2(2)))

ni [e%e] o)
Z —Z (/ / a(y,ozﬂ(xl),tg,...,tn_l,tn)a;l(xl)dtn---dt2> s (324)
j=1 @

aja(w2) jn(Tn)

pour tous x € [y,00). En intégrant (3.24) de x1 & +00, on obtient

Gl2(+00, 2, 72)) — G(2(x)) > — YZ‘; /j) a(y,1)dt,
j=1"8
pour tous x € [y,00), ce qui implique que
G(=(a)) < Glely)) + Z / i) . 1),

j=1"

Nous avons o~
2(y) <G |Glely) + Zl/;;) aj(y,t)dt] : (3.25)
j=1"8;

pour tout nombre arbitraire y € R, avec x* <y et G est défini par (3.18). De (3.25) et (3.10)

on obtient linégalité suivante

u(y) < ¢! (Gl

G(c(y)) +i/j)aj(y,t)dt]> :

Puisque y sont des nombres arbitraires avec x* <y, on obtient le résultat (3.17).

ii)Dans le cas ot n est impair, en utilisant la méme méthode en (i) avec n est impair, on
obtient le résultat du lemme 3.3, nous omettons les détails ici.

2) If c¢(x) > 0, nous effectuons la procédure ci-dessus en (i) et (ii) avec c(x) + € a la place

de c(x), ot € > 0 est une petite constante arbitraire, et passe ensuite & la limite comme € — 0
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obtenir (3.17). Ceci achéve la démonstration.

Remarque 3.1 Sous la méme hypothése que dans le lemme précédent, et s
) < c(x +Z/ w(p ™ u(t))dt, t e R", (3.26)

ou c(z) € C(RY,Ry), alors Uinégalité (5.17) est satisfaite. En fait, on peut observer que dans
le cas particulier (n = 2 et j = 1) Uinégalité (3.26) se réduit aux principaur résultats dans [8,

Lemme 2.1] sans la condition de monotonie sur H(z,y).

Remarque 3.2 On peut aussi considérer le lemme 3.3 comme une forme généralisée d’une

inégalité de Gronwall (3.6) avec argument avancé a n-variables indépendants.

Remarque 3.3 Il est intéressant de noter que dans le cas particulier ou c(x) = ¢ (constante
positive), n = 1,7 =1 et ay(z,t) = f(z) pour tout x € Ry alors linégalité (3.16) se réduit au
résultat de Zhao et Meng dans [29, Lemme 2.1].

Théoréme 3.2 Soit c € C(RY,Ry), w,

wy € C(R4,Ry) des fonctions non décroissantes avec wy(u), wi(u) > 0 sur (0,00) et soit
aj(x,t)et by(z,t) € C(R} x R, Ry) des fonctions non décroissantes en x pour chaque t fizé
pour j = 1,2,...,ny et k = 1,2,...,ny. Soit aj;, Bri € C* (R, R,) des fonctions non dé-
croissantes avec o(t;) > t; et [i(t;) > t; sur Ry pouri = 1,2,...,n, 7 = 1,2,...,n; et
k=1,2,...,ny. Soit p € C(Ry,Ry) une fonction strictement croissante avec xh_)rgo o(x) = o0.
St ue C(RY,R,) et

o(u(@) < ca) + 3 / T (e ()t + Y /5 T bl Dws(u(D)dt,  (3.27)
17/« k=1

= Jai) k(@)

alors pour tout x € RY} avec 0 < ¢ < o < o0,
a) Dans le cas wo(u) < wyi(u) , pour tout x € RY , il ewiste ¢; € R}, de sorte que pour tous
_l’_

0< G <x< oo, nous avons

u(z) < ot (G +Z/ xtdt—i—Z/( (x tdt]) (3.28)

b) Dans le cas wo(u) > wi(u our tout x € RY} , il existe (; € R , de sorte que pour tous
» D + que p
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0< (G <x< oo, nous avons

u(z) < ¢! (G;l Ga(c(z)) + ) [ N a;(z, t)dt + /~ Oo)bk(:n,t)dt]). (3.29)

j=1 a;(z) k=1 Y Br(z
Ou
G (2) / ds > 2050, (r=1,2) (3.30)
%) = TN 2220 ) T=1,4), .
2o Wr(p~' ()
et =1, G=1 sont respectivement linverse de ¢ et G, a condition que G (+oo) 400, et
le les nombres reels ¢; € R sont choisis de sorte que G( ) + Z/ (x,t)dt +

Z/~ br(x,t)dt € Dom(G; ') et
()

G!

+Z/ (z, t)dt+> 72 fﬁ L (x,1) dt] € Dom(p™') pour tout x € [(;,00) pour

(t1=1,2) respectwement

Démonstration. Sic(x) > 0 pour tous x € R, Fizant arbitrairement y = (y1,...,yn) € R}

avec 0 < (; <y <z <oo (1 =1,2), nous définissons sur |y,o0) une fonction z(z) par

)+ Z / (u(t))dt + Z /B " by, Hun(u(n)dt, (3.31)

J(x) k()

alors z(x) est une fonction positive et non croissante en chaque variable x; € [y;, 00), et
u(z) < 7' (2(2)), T € [y;00). (3.32)

Nous savons que différencier (3.31) et en utilisant (3.32) et la monotonie de ¢ et w, on en

déduit que

/ I

DiDy--Doa(w) = (=1)" ) a;(y, &(@))wn(u(@;(2))ajag, - a;

m

H=D™S by, Br(@))wa (w(Be(2))) Bt Bia - Bin-
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dans le cas ot n est pair, alors

ni
’ ’ 1

DDy Dpz(x) > — Z a;i(y, &j(l’))w1(g0_1 (Z(I)))Oéﬂajg e ay,

Jj=1

=3 by, Bule)wa(e ™ () BuBla - B

(a) Quand wo(u) < wi(u), on en déduit que

! ! ’

DDy Dpz(x) > — Z a;(y, &j(m))wl(gofl (2(2))aj s -l

=Yy @)™ @) B B (333)
k=1
por tout x € [y,0),
wi(e ™ (2(2))) = wilp™" (2(9))) = wi(e ™ (c(y))) > 0. (3.34)

Utilisant (3.33) et (3.34), Nous avons

DDy---D,, n1 _ ., ) no _ o /
1;1(;—1 (Z(.fﬁz)()‘?) = ; aj(y’ aj(x))ajlan TGy Z bk<y7 Bk(x))ﬁklﬁkz cee Bkn

k=1

En utilisant des procédures similaires & partir de (3.10) a (3.25) dans la preuve du lemme
3.3 (i) et (i), nous pouvons obtenir la borne souhaitée de u(x) dans (3.28). Par continuité,

(3.28) vaut aussi pour le cas c(x) > 0.

Remarque 3.4 Dans le cas particulier (n = 1,7 = 1 et k = 1) lorsque c(x) = uy (constante

positive), a(x,t) = g(x), b(z,t) = h(z), B(z) =z, a(x) = a(z) pour tout x € Ry alors

Uinégalité (3.16) se réduit au théoréme 2.2 in [1] dans le cas d’intégration infinie.

Théoréme 3.3 Soit les fonctions u, c, a, b, wi, wy, aj; et By; soit défint comme dans le théoréme

3.2. De plus, soit p,q des constantes non négatives (p > q > 0).
(A) Si uwe C(RY,R;) et
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u(z)? < e(x) + ; /a . aj(z, t)ul(t)dt + ; /E :@ bi(z, t)ud (t)wy (u(t))dt, (3.35)

n

alors pour tout x,t € RY} , il existe x* € R , de sorte que pour tout 0 < z* < x < 00, nous

avons
_ no = p/(p_q)
u(z) < (xp;l U (p(a)) + 243 [ bk(x,t)dt]> . (3.36)
p k=1 Br(z)
Ou
p(z) = P9/p () + LI / a;(z, t)dt, (3.37)
P 3= Ja(@)
w6 = [ 9 5> >0 3.38
1()—5W7 > 0o > U. (3.38)

Ici Ut est Uinverse de Wy, a condition que W1 (400) = 400, et les nombres reels x* € R?  sont
choisis de sorte que Wy(p(x))+ P2 Py f,g:(x) br(x,t)dt € Dom(¥") et pour tout x € [z¥, 00).
(Ay) Si ue C(R},R,) et

w(z) < c(as)+z /~ T)aj(m,t)uq(t)wl(u(t))dt

+3 [ et (330

(i) Dans le cas wo(u) < wyi(u), pour tout v € R%, il existe (; € R}, de sorte que pour tout

0< ¢ <x< oo, avec on a

u(z) < (\112_1 [\112 (c(p_q)/p(x)) + e(x)])l/(pfq) ) (3.40)

(it) Dans le cas wa(u) > wi(u) , pour tout x € RY | il existe ¢, € RY , de sorte que pour tout

0< (< x< oo, nous avons

u(z) < (\Iffl [\Ill (c(p’q)/p(x)) + e(:c)}) /(=9 (3.41)
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Avec
p—q ni o) n2 o
d@:‘_‘Z/ me+2ﬁ be(z, t)dt| (3.42)
p =1 aj(x) k=1 Y Br()
0
ds
v.(0) = | ———, 7=12 3.43
() Awwmm T (343)
Ou V- sont les inverses WV, (1 = 1,2), a condition que ¥, (+00) = 400, et les nombres

réels (- € R%  sont choisis de sorte que (U; (c"~9/7(z)) +e(z)) € Dom(¥;") pour tout

x € [(r,00) for (T =1,2) respectivement.

Démonstration. (A1) Sic(x) > 0 pour tout x € R}, Fizant arbitrairement y = (y1,...,yn) €

R% avec 0 < * <y < x < 00, nous définissons sur [y,00) une fonction z(x) par
ni 0
2(z) = cly) + Z/~ ( )aj(y,t)uq(t)dt

+i/m%%mwmwww (3.44)

k=1 Ek ()

alors z(x) est une fonction positive et non croissante dans chaque variable x; € [y;, 00), et

u(z) < z(z)V?, x € [y;0). (3.45)

nous savons que différencier (3.44) et en utilisant (3.45) et la monotonie de ¢ et w et dans le

cas ou n est paire, alors on en déduit que

’ !/ /

DiDy---Dpz(z) = = a;(y, a;(@)ud(@(x))aja5 - a,
j=1

= by, Bel@))u (B(@) yws (u(Br(2))) Bia B -+ Bin
k=1

> 209(5) |~ 3 a4yl By -l
7=1
> ey, Br(@)wi (2 (@) BB -+ B | (3.46)
k=1
pour tout x € [y, 00)
21P(z) > 29P(30) = 297 (c(y)) > 0. (3.47)
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utilisant (3.46) et (3.47), on a

D1D2 cee DnZ(l') = ~ ’ ’ ’

24/7(x) = le a;(y, O‘j(x))oéjlozjg C
B Z —bi(y, B (@) wr (2177 (2)) B Biz -+ B
k=1

utilisant des procédures similaires a celles du lemme 3.3 (i), on obtient

(_1)n—1 Dlz(‘r)
2Pl ()
= _Z/ ( / )/ y’ 0@1(1’1) t27'"atnflatn)a;l(xl)dtn"'dtQ
aja(z2) Qjn—1(xn-1) J ajn(

n2 [e'e) [e'e)
S / 0. Bia (1), far - 1)
k=1 Y Br2(z2) Bin—1(@n—1) 7 Brn(z

xwi (2P (Brr (1), ta, - taor,t ))Bm(xl)d -+ dta,
puisque n est paire, on obtient

D;z(x)

Zp/q(x)

ni o) o] oo
_Z/ / / aj(y, ajl(xl),tz,...,tn_l,tn)ajl(:vl)dtn---dtQ
i—1 aj2(1'2) ajn_l(a:nfl) Q5 (Zn)

j= o

n2 [e’e] [e’e] [ee]
_Z/ / / bk(yuﬁlﬂ(xl);t%-"7tn717tn>
Bra(z2) Brn—1(®n-1) Y Brn(zn)

k=1
XUJl(Zl/p(ﬁkl(ZEl), tg, e atn—h ))Bkl(l'l)d dtz, (348)

(-1t

v

pour tout x € [y, 00).
En intégrant (3.48) de x1 a +00, on obtient

ni =
P _v-ap P oo /
z y) — z xr) > — a;(y,t)dt
T e 2 =3 [ et
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pour tout x € [y, 00), nous avons

n2
+2—4 Z/ be(y, we (27 (1)) dt. (3.49)
Définissons r1(x) comme ri(x) = z2P=D/P(x),(3.49) peut étre réécrite comme

ri(z) < ply) + Z% > /B . bi(y, )wy (ry/ P~ (t)) (3.50)
k=1 Y PrlZ

ot p(y) est défini par (3.37). On applique le lemme 3.3 & (3.50), on obtient

ri(z) < Ut

o) + 0 [ t)dt] |

De (3.49) et pour tout y quelconque, on obtient

o om & p/(p—q)
2(y) <O |y (p(y)) +u2/ bk(yi)dt] :

p k=1 gk (v)

Puisque y sont des nombres arbitraires x* <y, la limite souhaitée pour u(z) apparait dans

(3.36) directement. Par continuité, (3.56) est aussi satisfaite pour le cas c(x) > 0 et n est un

nombre impair.
(A2) Sic(x) > 0 pour tous x € R, fizant arbitrairement y = (y1,...,yn) € R} avec 0 < (G <

y < x < 00, nous définissons sur [y,o0) une fonction z(zx) par
ni 0
2z) = cy)+ ) / a; (y, t)ud (t)ws (u(t))dt (3.51)
j=1 7 ;@)

alors z(x) est une fonction positive et non croissante en chaque variable x; € [y;,00), et

u(z) < z(z)V?, x € [y;0). (3.52)
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nous savons que différencier (3.51) et en utilisant (3.52) et la monotonie de z'/? et w,, on en

déduit que
m%w%W)ZPW@NUWWMMMwW%%Md

n

Zm 2))u (B() ywa (w( B () Bir Bz - B

(i) Lorsque wy(u) < wi(u) et sin est pair, alors
DDy Dyz(z) = _Zaj (y, & (2))u? (@ (z) )wr (w(@;(x)) gy, - - o

an

—Zmym D) u (B () Jws (u(B(2))) Ber By -+ - B

> 27(x) | =Y ay(y, @ (x))wa (2P (@) jyay - -
j=1
by, O (@) wa(2? (1) B By -+ B | (3.53)
k=1
pour tout x € [y, Q)
2UP(z) > 29P(30) = 297 (c(y)) > 0. (3.54)
Utilisant (3.53) et (3.54), on a
DD, D, S ~ ;o :
11M@m)z—;%wwmmﬂ%m%~mn

be(y, Be())ws (2P (1)) Bia B - - By

k=1

en utilisant des procédures similaires a celles du lemme 3.3, pour tout x € [y,00) on obtient

L0l (z) < c<p*q>/1’(y)+uz / ~ a;(y, tyw (277 (1)) dt

+_§:/~°° bi(y, tyws(="/7(t))dt. (3.59)
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on pose r1(z) = 2P~D/P(z),(3.55) peut étre réécrit comme
ni 0
r(z) < C(p*t})/p(y) + Z%Z/ aj(y,t)wg(ri/(pfq)(t))dt
7j=1 ~j($)
n9 0
e S L G O (3.56)

Appliquant maintenant le théoréeme 3.2 a (3.56), et puisque y sont des nombres arbitraires
G <y, la limite souhaitée pour u(x) apparait dans (3.40) directement. Par continuité, (3.40)

vaut aussi pour le cas c(x) > 0.

Remarque 3.5 Le théoreme 3.3 se réduit a [17, théoréme 2.2] dans le cas d’une variable (avec

une limite d’intégration infinie) , lorsque bp(x,t) =0, wi(t) =1, j=1etn=1.

Théoréme 3.4 Soit les fonctions u,c,a,b,w, o, et Ek (j=1,2,....n1, k=1,2,...,ny) soit
défini comme dans le théoreme 3.3. De plus , Soit ¢ € C(Ry,R,) une fonction strictement
croissante avec lim,_op(z) = 00, et & € C(Ry,Ry) une fonction non décroissante avec
®(x) >0 pour tout v € R Soient dj(x) et ly(x) des fonctions continues non décroissantes
en tout v € RY. Siue C(RY,R;) et

+> g.(2) / be(, 1)@ (u(t)) wu(t))dt, (3.57)
alors pour tout x,t € R , il existe x* € R, tel que pour tout 0 < x* < x < 00, nous avons

u(z) < ¢! (G—l Q! (Ql (n(x)) + ng (x) /~<><> ) be(z, t)dt)]) : (3.58)

k=1 Br(z
Ou . -
1) = Gl + 1) [ et (3.59)
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b ds

G((S) = /50 W, 0> dg >0, (360)
b ds

0 (5) = /5 ey e (3.61)

Ici Q7 est Uinverse de Qy, a condition que Q1 (+00) = 400, et les nombres réels z* € R sont

choisis de sorte que € (77(91:))+fﬁ§(.;) b(x,t)dt € Dom(Q;1), Q;F <Ql (n(x)) + f/g,g(.;) b(m,t)dt) €
Dom(G™') et G71 [Ql_l (Ql (n(x)) + fg(i) b(a:,t)dt)] € Dom(p™1) pour tout x € [z*,00) .

Démonstration. Sic(x) > 0 por tout x € RY, Fizant arbitrairement y = (y1,...,yn) € R

avec 0 < z* <y < x < 00, nous définissons sur [y, o0) une fonction z(x) par

@) =)+ S0 [ aly 0RO+ 0.0 [ b ) we)r
) - (3.62)

alors z(x) est une fonction positive et non croissante en chaque variable x; € [y;, +00), et

u(@) < o~ (2(z)), z € [y;00). (3.63)

Nous différencions (3.62) et en utilisant (3.63) et la monotonie de ¢ , ¢ et w, on en déduit que
DyDy - Dy2(x) = ny y)aj(y, & (x))@(u(@;(@))ajag, - aj,
ng (2))® (B (@) )w (w( B () B Bz -~ B

dans le cas ou n est pair, et puisque &j(x),gk(:v) > x pour tous j = 1,2,...,ny et j =
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1,2,....n9, on a 2(a;(z)) < 2(z) et 2(Bi(x)) < 2(x), alors
DDy Dyz(z) = —Zf] y)a;(y, &; ()@ (u(@;(2)))a; 0, - - aj,
—ng ) ((Br(2)))w (u(Be(x))) B Bl - B
> o ij y)a;(y, a;(z))a as - o, (3.64)
kz ey, Br(@)w(e™" (2(2)) BB B |

pour tout x € [y,00) et j=1,2,....,np et k=1,2,... no

@ (o7 (2(2) > @ (¢ (2(5)) = D(c(y)) > 0. (3.65)

Utilisant (3.64) et (3.65), on obtient

DD, -- D z(x o /
O (e~ (x) ij y)a;(y, a(x )ajlaﬁ"'ajn

- Z 9, W)bi(y, Be(@))w(e ™ (2(2))) B Bra - * Bin

en utilisant des procédures similaires a celles de la preuve du lemme 3.3, on obtient

Glely) - G ny / XL

—;gk(y)/gz) (y, Br(2)w(p™ (2())dt,
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ot G est défini dans (3.60), pour tout x € [y,0), on a

Q
—
BN
&
IN

a;(y)

Glew) + Yo 5i0) [ aslw. (3.60
j=1
#3000 [ duBlo)ule (o) (367
Br ()
On pose ri(z) = G(z(x)),(3.67) peut étre réécrit comme
) <)+ Y [ b Al (o) (3.68)
Ou n est défini dans (3.59) . Appliquant maintenant le théoreme 3.2 a (3.68), on a

2 (n(y)) + /ﬂ : by, t)dt] ) |

Puisque y sont des nombres arbitraires v* < y, la limite souhaitée pour u(x) apparait dans

2(y) <G (Qfl

(3.58) directement. Par continuité, (3.58) vaut aussi pour le cas c(x) > 0.

Remarque 3.6 Sous la méme hypothése que dans le théoréeme précédent, on obtient facilement

I’estimation de ["inégalité suivante

+> g.(2) / b (i, 1) (u(t)) wo(u(t))dt, (3.69)

pour tout x,t € R’}. Les détails sont omis ici.

Remarque 3.7 Comme on peut le voir, les résultats établis ci-dessus traitent principalement
des inégalités intégrales de type Gronwall-Bellman impliquant une intégrale infinie pour les
fonctions a n variables indépendantes. Et ils sont différents des principaux résultats présentés
dans [29]. Il est intéressant de noter que dans le cas particulier n = 1(Ry) et j =k =1
lorsque c(xq, . ..,x,) = ¢ (constante positive), et ay(z1, ..., Ty, t1,t2, ... t,) = f(z),

bi(z1,... &, t1,te, ... 1) = g(x) et (aji(z1),...,050(xn)) = Ba(z1), ..., Bei(z,)) = ax),
pour tout © € Ry et ® (u) = u alors linégalité (3.57) se réduit au résultat principal de Zhao
et Meng dans [29, Théoréme 3.1] (Inégalité (3.4) dans le cas d’une variable) .
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Remarque 3.8 Comme dans le corollaires 3.1, d’autres nouvelles inégalités intégrales de type
Gronwall-Bellman de wune et deux variables peuvent étre obtenues a partir des théorémes3.3 et

3.4 en choisissant les fonctions appropriées pour p,w et ®. Les détails sont omis ici.

4 Une application

Dans cette section, motivé par les travaux en [8, 13|, nous donnons la bornitude des solutions

de I’équation intégrale de Volterra-Fredholm avec retard et la borne supérieure a I'infini

o0 [e.9]

o) = clo)+ [ K.y, 5,1, u(s, £)dsdt

ai(z) Jaz(y)

+/ Ks(z,y, s, t,u(s,t)dsdt. (3.70)
Bi(z) J B2(x)

Ou u(z,y), c(z,y) € C(RZL,R), avec oy, B € C'(Ry, R;) sont des fonctions non décroissantes
telles que o (z) > =, a;(+00) = +oo (Bi(x) >z, Bi(+00) = +0) et K; € C(R2 xR% xR, R)

pour 7 = 1, 2.

Proposition 3.1 Supposons que wu(z,y) soit une solution de (3.70) et les fonctions K; €

C(R% x RZ x R,R), i = 1,2 vérifient les conditions suivantes

[S]4S7

[ (2, y, 8,8, uls, )] < filz,y,s,t) [u(s, 1)
[Ks(x,y,8,8,uls, )] < falw,y,s,t) [u(s, 1)

(M|

|
| (3.72)

Ou fi € C(RT x R:,Ry) i = 1,2, sont des fonctions non décroissantes en x,y pour chaque

s,t. Nous avons

1 o0 o0
u(z,y)l < AV Ie@g)] + 2 / / Fi(.y, 5, t)dsdt
2 a2(y)

a1 (z)

1 [ 00 %
+ _/ fQ(xay787t)det} ) (373>
2 Jb1@) Jatw)

Démonstration. Par les conditions (3.71) et (3.72) , de (3.70) on a

ua)l = lee.p)l+ [ fi(@y,s,8) lu(s, P dsdt

ai(z) Jaz(y)

+ / fol,y, 5,8) [u(s, 2 dsd, (3.74)
Bi(z) J Ba(x)
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une application appropriée du corollaire 3.1 (avec q = %) de (3.74) donne

el < (67 |Gleten + [ ey, 5. )dsdi
ai(z) J az(y)
) [e’e] 1/P
+ / fg(q:,y,s,t)dsdt}> ) (3.75)
B1(z) J B2(y)
avec
? ds
G(Z) = m = 2\/—— 2\/2_0, ¥4 Z Z0 > 0, (376)
20
9 2
Gl(z) = (%) 2> 2> 0. (3.77)

De (3.75), (3.76) et (3.77) , on obtient l’estimation suivante

{G(C(Iv y)) + faolo(x) f:z(y) fl(x, Y, s, t)det

2

<
o) < :
2
N Jor) Jony f2(@,y, s, t)dsdt + 2z |
2
< {2 c(z,y) — 2¢/z0 + faof(x) faoz(y) fi(z,y, s,t)dsdt

2
+ @) Jaty T2(w: 95 5, ) dsdt + 2\/2’_0}”
2 )

C’est l'estimation souhaitée (3.73).

Remarque 4.1 FEn utilisant le théoréme 3.3, nous pouvons obtenir une estimation des solutions

de [Uéquation intégrale de Volterra-Fredholm (3.70) dans R}.
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Conclusion générale et perspectives

Cette étude s’inscrit dans la démarche de ...
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Résumeé

Le présent travail est consacré, d’'une part, a I'étude de quelques
problemes de transmission et consiste principalement a I’étude d’une
équation différentielle dans un domaine qui contient un ou plusieurs
points discontinuités, avec la présence du parametre spectral dans
I'équation différentielle et également dans au moins une des
conditions initiales et I'une des conditions de transmissions. Nous
avons obtenu des résultats importants sur le comportement
asymptotique des valeurs propres et des vecteurs propres et méme
le comportement asymptotique de la norme de la fonction propre.
D’autre part, nous avons présenté certaines inégalités du type

intégrales.



The present work is devoted on the one hand, to the
study of some transmission problems and it consists
mainly in the study a differential equation in a domain
that contains one or more discontinuity points, with
the presence of the spectral parameter in the
differential equation and also in at least one of the
initial conditions and one of the transmission
conditions. We obtained important results on the
asymptotic behavior of eigenvalues and eigenvectors
and even the asymptotic behavior of the norm of the
Eigen function. On the other hand, we present some

inequalities of the integral type.



	Introduction
	1 Étude de Quelques Problèmes de Transmission
	1 Étude des valeurs propres et des vecteur propres d'un problème de transmission
	1.1 Formulation opératorielle dans un espace de Hilbert
	1.2 Quelques propriétés de base pour les valeurs et les vecteurs propres
	1.3 Formules asymptotiques pour les normes des fonctions propres
	1.4 Formules asymptotiques pour les fonctions propres normalisées

	2 Comportement asymptotique des solutions d'un problème de Strum-Liouville
	2.1 Formulation opératorielle dans un espace de Hilbert
	2.2 Comportement asymptotique des valeurs propres
	2.3 Formules asymptotiques pour les normes des fonctions propres
	2.4 Formules asymptotiques pour les fonctions propres normalisées

	3 Étude estimative des problèmes aux limites
	3.1 Formulation opératorielle dans un espace de Hilbert
	3.2 Comportement asymptotique des valeurs propres
	3.3 Formules d'approximation asymptotique pour les fonctions propres


	2 Étude de Deux Problèmes de Transmission Généralisés
	1 Problème de transmission avec deux points de discontinuité
	1.1 Formulation opératorielle du problème
	1.2 Approximations asymptotiques des solutions fondamentales
	1.3 Formules asymptotiques pour les valeurs propres
	1.4 Formules d'approximations asymptotiques pour les fonctions propres

	2 Problème de transmission avec n points de discontinuité
	2.1 Formulation opératorielle du problème
	2.2 Approximations asymptotiques des solutions fondamentales
	2.3 Formules asymptotiques pour les valeurs propres
	2.4 Formules d'approximation asymptotique pour les fonctions propres


	3 Estimations de Quelques Problèmes pour Équations Intégrales
	1 Préliminaires
	2 Inégalités intégrales à deux variables
	3 Autres généralisations
	4 Une application

	Conclusion générale et perspectives
	Bibliographie



