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Introduction générale

Les systémes dynamiques jouent un role important dans 1’histoire des sciences.
A Torigine, c’était une branche de la physique et c’est ainsi que le physicien
Newton fut le premier a I’étudier. Par la suite, des générations de mathémati-
ciens et de physiciens ont essayé d’étendre la portée des méthodes analytiques
de Newton pour faciliter le probléme des trois corps (tels que le soleil, la terre
et la lune)[1]. Cela a également été évoqué par le scientifique russe Lyapunov,
jusqu’a ce qu’en 1963, le météorologue Edward Lorenz, essayant de détermi-
ner les conditions météorologiques futures a partir de données brutes sur son
ordinateur, découvre qu’un petit changement dans les données brutes conduit
a des résultats radicalement différents [2]. Les systémes dynamiques sont la
transformation de phénomeénes physiques dont 1’état change avec le temps en
systémes mathématiques avec des équations différentielles qui évoluent avec le
temps. Les systémes dynamiques sont divisés en deux parties, a savoir, discrets
et continus. Cette thése s’intéresse a ’application des systémes dynamiques dis-
crets & 'optimisation. Le chaos est une sorte de caractéristique de ces systémes
dans le cas non linéaire qui étudie leur comportement lorsqu’ils suivent des lois
déterministes mais qui apparaissent aléatoires et imprévisibles. La théorie du
chaos est définie comme 1’étude des systémes dynamiques non-linéaires com-
plexes qui s’expriment par des récurrences et des algorithmes mathématiques
dynamiques (non-constants) et non périodiques. Elle inclut I’étude qualitative
et quantitative d’'un comportement instable non périodique et aléatoire des

systémes. Depuis son évolution, elle a trouvé des applications dans divers do-
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maines importants tels que 'ingénierie, la médecine, la biologie, I’économie et
bien d’autres domaines. L’application de la stratégie de recherche chaotique
en ingénierie a connu son apogée de popularité pendant les derniéres années
en raison de plusieurs caractéristiques dynamiques importantes du chaos, a
savoir : la sensibilité aux conditions initiales, ergodicité, le pseudo-aléatoire et
attracteur étrange avec une dimension fractale[1]. Revenons au mot optimisa-
tion qui est le deuxiéme axe de cette thése. L'un des algorithmes d’optimisation
modernes est I'optimisation basée sur le chaos.

Cette thése s’articule autour de la résolution des problémes d’optimisation
nécessitant en premier lieu une définition des paramétres, des variables, de
I’espace de recherche ainsi que des fonctions a optimiser. Une fois le probléme
modélisé et bien formulé, une méthode adaptée pour la résolution du probléme
posé sera choisie. C’est ainsi que la conception optimale, appelée aussi optimi-
sation de formes devient un outil indispensable dans presque tout les domaines.
L’optimisation chaotique en tant que nouvelle méthode d’optimisation globale
a attiré beaucoup d’attention dans les domaines non linéaires. L’algorithme
d’optimisation chaotique COA est un outil efficace pour résoudre les pro-
blémes d’optimisation d’une fonction multimodale non linéaire avec contraints
de frontiére. Du fait de la non-répétition du chaos, il peut effectuer des re-
cherches globales a des vitesses plus élevées que les recherches stochastiques,
qui dépendent des probabilités. L’application de séquences chaotiques au lieu
de séquences aléatoires dans le COA est une stratégie puissante pour amélio-
rer les performances de COA en empéchant la convergence prématurée vers les
minima locaux.

Dans cette thése, un algorithme robuste d’optimisation chaotique est appliqué
pour résoudre efficacement le probléme d’optimisation d’une fonction multimo-
dale non linéaire. Dans la plupart des algorithmes d’optimisation chaotique,
les variables chaotiques sont générées par des applications logistiques, seule-

ment, la distribution uniforme affaiblira I'ergodicité des variables chaotique.



A ce niveau, différents modéles peuvent étre choisies et utilisées pour obte-
nir des solutions optimales. Pour surmonter ce probléme, nous choisissons 5
modeéles bidimensionnelles différentes et remplagons le générateur de variables
chaotiques dans I'un des COA existants par ces derniers, puis nous faisons une
étude comparative découvrir le générateur le plus efficace. La suite de cette
thése est organisée comme suit :

Le premier chapitre est une présentation théorique des systémes dynamiques
chaotiques.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’optimisation et les méthodes d’optimisa-
tions locals et globales. Il aborde aussi les définitions générales des méthodes
d’optimisation qui se divisent en deux volets déterministes et non détermi-
nistes. Les modéles des algorithmes d’optimisation chaotiques sont aussi pré-
sentés.

Le chapitre trois présente un algorithme d’optimisation chaotique efficace basé
sur les 5 modéles choisis. Les expériences et les résultats de simulation y sont
aussi présentés. Nous y donnons enfin un état de I'art sur les différentes tech-
niques de COA en utilisant le chaos. Enfin, la conclusion présente le bilan du

travail réalisé.
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Chapitre 1

Systéme dynamique et chaos

1.1 Introduction

La théorie du chaos a commencé a se former dans la seconde moitié du XXe
siécle et a été utilisée dans de nombreuses applications et sciences telles que
le mathématique, pysique, l'ingénierie, la biologie, I’économie et la robotique
[2]. La théorie du chaos est basée sur la théorie des systémes dynamiques. En
1963, Edward Lorenz a étudié le comportement d'un systéme dynamique non
linéaire et a souligné que dans les systémes non linéaires, de légéres différences
dans les conditions initiales générent a long terme complétement différents sys-
témes, ou en d’autres termes, des systémes chaotiques.

Dans ce chapitre, nous introduisons les principaux éléments d’'une compréhen-
sion simple de la théorie des systémes dynamique et de la théorie du chaos,

par une méthode plus simple que possible.|[1, 3, 4]

1.2 Systémes dynamiques

la majeure partie de la these portera sur les systémes dynamiques discrets,
c’est-a-dire les modéles traitées, mais nous commencerons par examiner les

systémes dynamiques au temps continu, les équations différentielles ordinaires
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(EDO).

Définition 1. un systéme dynamique au temps continu sur R* (premier ordre)
est défini par :
T T,
_ fi(z,y) (1.1)
y f2 (.17, y)
fii fo 1 R2 — R, on peut défini le vecteurs sur R.i.e on propose un vecteur

fi(z,y)
f2($,y>

@ chaque point (x,y) € R2.

Définition 2. (L’orbite(trajectoire))
Résoudre une EDO avec la condition initiale (z(0),y(0)) alors il suffit de trou-
ver un chemin (x(t),y(t)) avec x(0) = zo,y(0) = yo et qui a

T x,
_ fi(z,y) (1.2)
y f2 (.17, y)
N . . 5 .. . fl (Z’, y)
a chaque point du chemin c’est-d-dire il a comme vecteur tangent
f2 (.CC, y)
en chaque point.
Le chemin s’appelle Uorbite(trajectoire) de point initial (zo,yo).
Définition 3. (Point d’équilibre)
Soit f: R? — R?,
fl (.CC, y)
fla,y) =
f2 (I’, y)
.51 (2o, y0) € R? a une propriété qui f(xo,yo) = (0,0) donc = donc
Y 0
z(t T
Y Z () w0
y(t) Yo

On appelle (xg,yo) un point d’équilibre
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Exemple 1. i) Soit (z,y) € R? on a :

le point d’équilibre est (0,0)

ce qu’il se passe quand (xg,yo) # (0,0) 2

y(t) Yoe'
Théoréme 1. existence et unicité des solution des équations différentielles.
sotent f : R" — R"™ et xq tel que
i) [ est différentiable en x et % est continue en x,Vr € R"™.
i) f(xo) # 0.
Alors léquation & = f(x) a une solution unique x(t) avec condition initiale x

sur un certain intervalle t € [0,T],T >0

Exemple 2. ii) Soit (z,y) € R* on a :

T —x -1 0 x
Y —y 0 =1/ \y
Tr(A)=-2
Det(A)=1
-1 0
Tel que A =
0 -1

Le point d’équilibre est(0,0) voir figure 1.1

i) Soit (z,y) € R? on a :
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0 est un attractif

FIGURE 1.1 — 0 est point attractif

Tr(A)=0 et Det(A)=1

0 —
tel que A = tel que si
1 0
a b
A=
c d
,Tr=a+d et D =ad— bc
le point d’équilibre est(0,0)
w) Soit (z,y) € R* on a :
T Y 01
Y x 10
01
Tr(A) = 0, Det(A) = -1 tel que A =
10

les valeurs propres sont :

14



- ——— — -
1 e B .
_-’"'f-' "'“-m |
v . .
) / T . .
/ - -
naf- -
L - H\.‘ W
Loy / : N, |
" In' ! T LY l'll
o i ! \'.I |-
= | a
| ]
o b, g ]
4 | !
(NS
Lo ™, ! !
el " \x d =
. R ’
e o
. L
- [ S -
| i | . i P P PR |
=1 ] o L 1

FIGURE 1.2 — le centre d’équilibre neutre
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point de selle

FIGURE 1.3 — Point de selle

Autres possibilités On peux résumé tout les cas dans cette figure :
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FIGURE 1.4 — Autres possibilités

1.2.1 Systémes dynamiques continus

un systéme dynamique au temps continu sur R est une équation différen-

tielle ordinaire
i = f(z) (1.3)
si f est différentiable avec dérivée continue ( f € C’) alors pour chaque point

initial zo (tel que f(xg) # 0) il existe une solution unique pour un certain

intervalle de temps (théoréme d’existance et d’unicité).

Exemple 3. Soit x € R on a

& =qz (¢ >0)

solution
Ona®=qgr = [ldo= [qdt

=Ilnr=qt+c

= 1 = el = ke
t=0,2 = 202(0) =29 = ke® =29 = k = 9

Donc x(t) = xoe®
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x(t) ¢

x0

- Y

FIGURE 1.5 — Le point 0 est répulsif

Exemple 4. Soit x € R on a

T =2x(1—x)

0 est un répulsif
1 est un attractif

Solution
Ona:%=ux(l-ux) :>fx(+dx:fdt

—$)
= [(2 4 =)de = [dt
=her—-In(l—-z)=t+c

= elnx—ln(l—m) — eCet

x  __ cpt
:>—17I—€€

o
1—x0

c

conditions initiales t = 0, 2(0) = zo = =e
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—z0) = (1 — )€’

1
1 — 1) = ze' — xpet

z(

x(

= 2(1 — zg) + x(zoe") = xpe’
= 2(1 — zg + x0€') = xpe’

x(

t) — xoe

roet+1—xo

/,

\

FIGURE 1.6 — Le point 1 est attractif et le point 0 est répulsif

en général, étant donné une EDO bien qu’il existe une solution, il n’y aura
pas de formule explicite mais on peut dessiner le portrait de phase et servir les

caractéristiques quantitatives du systéme

Remarque 1. Soit f: R — R

point d’équilibre ot f(x) =0
fleche a droite ou f(x) >0



fleche a gauche ou f(x) <0
Donc il y a deuz types de fleches et quatre types d’équilibres.
Nous allons trouver un comportement plus compliqué avec des systémes dyna-

miques discrets sur R.

Définition 4. un systéme dynamique est constitué d’un ensemble d’états (point
dans R ou R?) et d’une régle d’évolution dans le temps. pour le temps discret,

t €Z out € NU{0}, la régle d’évolution a la forme

Tir1 = f(x) (1.4)

(en fait on écrit normalement T, = f(x,)).

Pour le temps continu, t € R ou t € la régle d’évolution a la forme

dx
azf(x)

1.2.2 Systémes dynamiques discrets

Comme on I’a présenté dans la définition précédante, le systéme dynamique
discret est donné par :

Soit f: R — R tel que :
Tpt1 = f(Tn) (1.5)

avec r < 1.

Exemple 5. On a : f(x) =2? i.e. 1,01 = 22.

Donc xg — 1 = f(xg) = 25 — 19 = f(x1) = 27 = 73..

les point fives f(z) =r = 2’ =z =12=0,z=1

o0 =0— f(0)=0=2; — 25=0
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FIGURE 1.7 — La courbe de la fonction f(z) = 22 et son points fixes

ro=1—a1=f(1)=1as=1

0 est un point fixe.

1 est un point fize.

oxy =09 — x; = f(z9) = 0.81 — x5 = f(x1) = 0.6561 — x5 = f(xq) =
0.43...,24 = 0.185..., x5 = 0.034...

x, tend vers 0. xg = 2 — x1 = f(x9) = 4,15 = 16, ...

x, tend vers linfini

0 est un point fixe attractif.

- 51 |xo| < 1 donc lorbite de xy tend vers le point fixre 0. 1 est un point fize
répulsif.

- 81 |xo| > 1 donc Uorbite de xy tend vers linfini.

0 est un point fize.

Tout les points initiales xo € [0, 1] ont orbites tend vers le point fize.

I'une des familles d’exemples que nous allons examiner est de modéle logis-

tique 41 = px,(1 — x,) pour différentes valeurs du paramétre p.
Exemple 6. On définit la suite logistique de =1 par
Tpa1 = Tp(1 — )

20



y=x

£(x0)
‘ (x0) | »q

%0 est attractif

x0 x0 est répulsif
®0

F(x0) | <1

FIGURE 1.8 — les orbites de point x
i.e.Tpy1 = f(zn) ou f(z) = z(1 — x).

1-
09
LK g
n7r

yit)

05
04 r

03 -

o x
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L1} @1 02 03 04 05 06 OF 0% 09 1

xt)

FIGURE 1.9 — La courbe de la suite logistique avec p =1

flry)=rx=22-21=0x=2"=2=0=0,2= % Pour quel point initial

xg € [0, 1] les orbites tend vers le point fize attractif %

Exemple 7. On définit la suite logistique avec p = 2 par
Tpa1 = 2x,(1 — )

i.eXni1 = f(zn) ot f(x)=2z(1—ux).
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FIGURE 1.10 — La courbe de la suite logistique avec p = 2

Notation 1. l'orbite positive de xq est :

O™ (o) = {0, f(20), f*(20), f*(20), -} (1.6)
ot f"(xg) dénote f(f(f...f(z0)...)).

si [ est inversible, [’orbite negative de xq est :

O~ (o) = {wo, [ (x0), [ *(20), [ > (20), ..} (1.7)

Définition 5. (Le point fize et le point périodique)
Un point xy est dit fixe si
f(xo) = o (1.8)

Un point xy est dit périodique avec la période n si

Exemple 8. Soit la fonction f(x) = —x

ona:xg=1—Dx1=—1—29=1—"23=-—1

Définition 6. soit m le plus petit entier possible avec f™(x¢) = xo. alors m

est appelé la période minimal de x.
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Remarque 2. Dans l'ezemple xo = —1 a une période minimal ( mais a des
périodes 2,4,6,8, ...etc).

A=) =2P(-1) = £2(-1) = -1

Soit Fix(f) = {xo € R: f(z0) = x0}

Per,(f) ={zo0 € R: fu(zo) = zo} = Fiz(f")

On note que Fixz(f) C Per™(f) pour tout n.

Lemme 1. étant donné x € Per,(f) et x a une période minimal k alors k/n :

Preuve 1. étant donné n et k, par algorithme de division, il existe q et r avec
0<r<ktel que :n=qk+r
On a

x € Per,(f) = foulx) =2 = fpur(z) =2 = fi(frofro.. fr) () =z = fr(z) =x=71r=0

(puisque k est l’entier le moins positif t.q. fr(x) = x) Donc k/n comme de-
mandé.

Par conséquent Per,(f) = U{point de f de la période minimal k}.

Exemple 9. Soit le fonction

f(z) = =z
l'orbite d’un point de la période minimal k est appelé un k-cycle.

Définition 7. Soit : f : R — R

e 1y est un point fizé pour [ si f(xg) = xo.

e 1 est un point périodique pour f si f,(xo) = xo.

L’orbite d’un point de la période minimal k est appelé un k-cycle.

1l est également possible que le point xo ne soit pas périodique moins que son

orbite atteint finalement sur un cycle.

Définition 8. nous disons que ['orbite de xy est finalement périodique ou que

xo est pré-périodique de la période n si AK > 0 tel que : Vk > K,

frH (@) = f* (o) (1.10)
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Lemme 2. si f est inversible, alors chaque point pré-périodique est réellement

pértodique.

Preuve 2. si xy est un point pré-périodique pour f, alors 3k, n tel que xp,, =

xg pour certains k = K | pour chaque K > 0 i.e.

FE () = f*(xo)

. En appliquant f=! des deux cotés, k-fois, nous déduisons

(FHF (o) = (fF7H)* M (w0) = (o) = 2o
. Donc xq est périodique. Nous serons intéressés par les orbites de f qui bien

que non périodique, tendent a des points périodiques.

Définition 9. soit p un point fixe de f . La bassin d’attraction, ou ensemble

stable de p, est [’ensemble des points

We(p) = {zo € R: lim f"(xo) = p} (1.11)
Nous disons aussi que O (xq) est asymptotique a p.
Plus généralement, soit p une période minimale k sous f.
Le bassin d’attraction, ou ensemble stable du k-cycle {p, f(p), ..., f¥1(p)} est
[’ensemble des points
W (p, f(p), -, fFHD) = Up=d" Hzo € R : limysyoo g"(0) = f(p),g =
I} ={zo € R:lim, 00 [ (x0) = f7(p), pour certains 0 < r < k}.

Exemple 10. i) Soit f(z) = z*

Le point fize f(z) =0v = 1’ =z =—=2=0,z =1

Le point x = —1 est prépériodique si x > 1 ou x < —1 alors OT(x) tend vers
+00

st —1 <z <1 alors x € W*(0).

i) f(x) =2 -1, f'(z) =2z
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-1, +1,1 -1,
Ensemble de départ |u| |u H—I:l

Image

FIGURE 1.11 — La courbe de la fonction f(x) = z* avec les point fixe z = 1

etx =0

\ /
\ /|
\ /-
N\ ]
i\ ' 71
L) —A |l
2,5 2 -1,5 'ﬁ ]’ ‘ 05 1 15 2 2,5

FIGURE 1.12 - la courbe de fonction f(z) = x? — 1 avec les points fixes
1£v5

r = 2

Le point fize :
f@)=z=2>-1=2=2—2-1=0= 2= (125
0%5 est un point répulsif car Hf’(%g) =1++5>1.

57> est un point répulsif car ||f’(%5) =1-+5>1.

fPa)=r= f(f(z) == (*-1)P°-1=0r =2y - 22 +1-1=2=

5

z(x? =22 —1)=0
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r=0— f(0)=—-1
P-2r—1=0=23+22-2?-22-1=0=2%(x+1)— (z+1)? =0 =
(x+1)(2*—2-1)=0

Porbite positive de tout x € (—1,0) est asymptotique au 2-cycle.

Exemple 11. f(z) = 2>+ ¢

Les points fizes répulsifs %5 Le basin d’attraction de (— 1+2‘/5, 1_2*/5)U(1_2\/5, 1+2\/5)
les points dans (—oo, —%g) U (%5,4—00) ont des orbites asymptotiques a

+o00.

Remarque 3. le comportement de la fonction f(x) = x*+c devient plus com-
pliqué lorsque ¢ diminue. Par exemple quand ¢ = —2 ; nous obtenons (chaos)

(plus tard dans la thése).

e Calcul topologique

1) f : R — R est appelée bijective s’il est injective et surjective (un a
un, et sure). Si f est bijective alors f est inversible. Nous définissons f~1(y) =
v flz) =y
2) f: R — R est continue si lim, — x¢f(z) = f(x¢) pour chaque z, € R.

3) f: R — R est appelée un homéomorphisme si son bijective et les deux f
et f~! sont continues.
si f et f~! sont tous deux de classe C" (c’est-a-dire r-finis différentiables, avec

e

dérivée re™¢ continue), alors f est appelé un C”-difféomorphisme (donc un

homéomorphisme est un (’C°-difféomorphisme’).

Exemple 12. f : R — R définie par f(x) = x° est un homéomorphisme

mais n’est pas un Ct-difféomorphisme f=1 n’est pas différentiable a 0.

4) Soit S C R nous disons qu’'un point 2 € R est une limite de z, si 3 une

séquence x,, € S avec lim,, ., z, = .
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FIGURE 1.13 — Les graphes de fonctions f(x) = 22 et =

Exemple 13. z =1 est un point limite de lintervalle ouvert(0, 1).
5) S C R est appelé fermé si a contient tous ses points limites.

Exemple 14. [0,1] = 2 € R,0<x <1 est fermé. [0,1] =z € R,0<z < 1

n'est pas fermé. [0,1] =z € R,0 < x < 1 n'est pas fermé.

6) S C R est appelé ouvert si pour chaque point x € S, 3 un intervalle
d’opan [, avec I, C S.
7)Si S C R est fermé, alors R\S est ouvert.
8) Si S C R alors l'intérieur de s est le plus grand ensemble ouvert contenu

dans S. dénote par int(95).

Exemple 15. L’intérieur de [0,1) est (0,1). la fermeture de S, est le plus petit

ensemble fermé contient S. dénote par d(S).

Exemple 16. [0,1) est [0,1]. La limite de S consiste en tous les les points

de la fermeture de S qui me sont pas a lintérieur de s. Dénote par 0S =

c(S) —int(S).
9) A un ensemble S est dense en F' si cl(S) = F.

Exemple 17. i) L’ensemble du nombre rationnel Q est dense en R.
L’ensemble des entiers Z n’est pas dense en R.
i) Soit f map f(x) = x? sur le cercle unité S dans le plan compleze C. Alors

le point périodique de S est dense en S.
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10) La composition go f de la fonction est définie par (go f)(x) = g(f(z)) et
pour que cela soit défini, il faut que I'image de f soit contenue dans le domaine
de g.

11) (g0 fY(x) = ¢'(f(x)).F'(x) régle de la chaine. (f2)(z) = (f o )(x) =
F'(f (@) f'(x) st =

(f*) (xo) = f'(w1).f"(z0)

(f*) (o) = f'(w2)-f"(1).f (o)

(f") (o) = f'(@n—1).f (@n—2)...f"(21).f' (o)

Ainsi, en particulier, pour un cycle, la dérivée de la fonction composite autour

Zo

du cycle n’est que le produit des dérivées aux points du cycle.
12)Théoréme de la valeur moyenne
Si f:[a,b] — Rest de C', 3c € (a,b) avec

f(b) = f(a)

floy =1

LYY

FIGURE 1.14 — Théoréme de la valeur moyenne

13)Théoréme de la valeur intermédiaire
Si f :]a,b] — R est continue f(a) = u, f(b) = v,u < v alors w € (u,v),
dc € (a,b) avec f(c) = w.

28



f(b)

f(&)

FIGURE 1.15 — Théoréme de la valeur intermédiaire

Lemme 3. [ = [a,b] C R et f: J — I soient continus. Alors f a un point

fixe.

Preuve 3. f(zg) = o

On considére g(z) = f(x) —x. Donc g est continue alors g(a) = f(a) —a >0
puisque f(a) € [a,b] et g(b) = f(b) —b < 0 puisque f(b) € |a,b].

Donc par U'TVI, 3¢ € (a,b) avec g(c) =0 = f(c) = c.

14)L’image d’un intervalle fermé sous une map continue est un intervalle fermé.

e les points fixes attractifs et répulsifs

Définition 10. Soit p un point fixe de la fonction continue f : R — R.
e p est appelé point attractif s’il existe un intervalle centré a p(i.e.d = (p —

d,p+9), pour chaque § > 0) tel que I C W?*(p).i.e. pour x € I

limpy s ioof"(x) =p (1.12)

e p est applé point répulsif s’il existe un intervalle centré sur p (i.e. I =

(p—0,p+ ), pour chaque 6 > 0)tel que Vx € I — p il existe un nombre entier
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k>0 avec f¥(x) ¢ I.
Il existe des définitions analogues d’attirer et de repousser pour les points pé-

riodiques.

Exemple 18. i) f(x) = a.x, a est constant # +1, 0 alors 0 est le point fize
unique de f. C’est un attracteur si |a| < 1.

i) f(x) =ax +b ie.f est affine, a est constant # £1 0.

Alors x = ﬁ est le point five unique pour f, c’est un attractif si |a| < 1 et

répulsif si |a] > 1.

Définition 11. si f est un Cl-difféomorphisme f : R — R, nous disons

qu’un point fixe p est hyperbolique si |f'(p)| # 1.

Théoréme 2. Si p est un point fize hyperbolique d’un C!-difféomorphisme
f:R — R, alors p est un attractif si |f'(p)| < 1, et un répulsif si |f'(p)| > 1.

FIGURE 1.16 — Les points attractifs et répulsifs

Preuve 4. par le théoreme de la valeur moyenne, pour chaque x € R.

f(@) = f(p) = f'(E)(x —p) (1.13)

(p,z) siz>p
pour certains § €

(x,p) stz <p
i) 1f'(p) <1

nous montrerons que p attire, c’est-a-dire que 3 centré sur p tel que Yx €
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L im0 f"(x) = p
dk < tel que |f'(p)] < k < 1 comme f' est continue, il existe un intervalle
I=(p—06,p+9) tel que |f'(p)| < kVx € I.

Donc pour xy € I,
par (1.2)
|f(x0) — f(p)| < klzo — pl = |21 — p| < klzo — p| < |20 — P

Donc xq est ausst dans I.

(1) = f(p)| < k|21 — p| = |wo — p| < k|1 — p| < k?|ag — pl
répétant le méme raisonnement, nous déduisons que pour tout n, nous avons
|z, —p| < k™|zo—p| mais k < 1 nous savons que lim,,_,., k" = 0. Par conséquent

lim x, =p

n—o0
i) Si|f'(p)| > 1
Jk > 1 tel que |f'(p)] > k > 1, et par la continuité de f', 3 un intervalle I
centré en p(i.e.l = (p—d,p+0), pour certains § < 0) tel que

Ve e L |f (z) >k >1
Donc, pour tout xg € I, en appliquant (1.2), comme ci-dessus, nous avons cela
|f(z0) = f(p)| > klzo — p| = |21 — p| > klzg — p > |20 — p

Maintenant soit x1 ¢ I, ouxy € I et nous pouvons appliquer le méme argument

a xy, pour déduire que
|f(z1) = fF(p)] > ko1 — p| = |22 — p| > K|z — p > K|z — p|

Nous pouvons répéter le méme argument et si x,_1 € I, nous déduisons que

|20 — p| < K"|x0 — P

k <1 donc lim,_,o k™ = +00 donc finalement xq doit se trouver a [’extérieur

de I.
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Définition 12. si p est une orbite périodique de la période minimal n pour la

fonction C* f: R — R, on dit que l'orbite de p est hyperbolique si

(/) (p) #1

Nous appelons
(f")(po) = f'(po)-f'(p1).--f' (Pn-1) (1.14)

Le multiplication du n-cycle pg, p1, ..., Pn_1-

Corollaire 1. un cycle périodique est attractif si son multiplicateur a un mo-

dule inférieur a 1 et répulsif st son multiplicateur a un module supérieur a

1.
Preuve 5. appliquer le théoréme a f*, ou k est le période principale de cycle.

Exemple 19. f(z) =2% -1
Le cycle 0, —1 attire, depuis son multiplicateur |f'(0).f(=1)|=0x2=0<1

Théoréme 3. Sip est un point fize hyperbolique d’une Ct-fonction f : R — R,
alors p est un attractif si |f'(p)| <1 et un répulsif si |f'(p)| > 1.
Multiplicateur d’un k-cycle {po, p1, .., Dr—1}

(fk)/(po) = f/(po)'f/(pl)---f/(pk—l) (1.15)

Une généralisation évidente du théoréme montre que pg,p1, ..., Prk—1 €St un k-

cycle attractif si |(f*) (po)| < 1 et un k-cycle répulsif si

|(f*) (po)| < 1

Exemple 20. f(z) = 2* — 1 point fire v = —1i2‘/5. |f’(1+2‘/5)| =1++v5>1
1+v5

2
1F/(55) = V6 — 1> 1 done 155 est attractif.
{=1,0) est un 2-cycle.

[(f2)(0)] = f'(=1).f(0)] = 0 < 1 de sorte que le —1,0 2-cycle attractif.

donc est répulsif.
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Point fixes et cycle non-hyperboliques
Quand un point fixe a un multiplicateur de module 1, nous devons exami-
ner des termes plus élevés dans 'extension Taylor de f pour déterminer le

comportement du point fixe.

Exemple 21. a) f(z) = z + 2*

b) f(z) =2+ 23

c) flx) =2 —a°

Toutes ces fonctions ont f(0) =0 et f'(0) = 1 ils sont donc tous les points fize

non-hyperboliques.

Difféomorphismes sur R
par difféomorphisme, nous voulons dire ’c-difféomorphisme’ c’est-a-dire f :
R — R est bijective et a la fois f et f~! sont dérivables et le premier dériver
continu.
L’inverse g d'un difféeomorphisme f : R — R est défini par g(y) = x ou,
f(z) =y dons g(f(x)) = z.
Différenciation
J(f(x).f'(z) =1 = ¢(y) = ﬁ, ou y = f(x). Donc si f est un difféo-
morphisme (et que g est différentiable) alors f/(x) n’est jamais nul. Donc soit

f'(x) <0,V € R, ou f'(x) < 0,Vz € R.

Lemme 4. Si f est un difféomorphisme de R, alors soit f est [’ordre préservant
(x < ') = f(z) > f(2')) ou f est Uinversion de lordre (x < 2’ = f(x) >

f&')).

Preuve 6. Si f'(x) > 0,Vz € R, alors f est l’ordre préservant par le théoréme
de la valeur moyenne.
Si f'(x) < 0 alors f est linversion de l'ordre par le théoréme de la valeur

moyenne.

Notation 2. Ce lemme est également vrai pour [’homéomorphisme de R.

Les points fizes de difféomorphisme de R.
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Proposition 1. Si f : R — R est un ordre inversant difféo, alors f a

exactement un point fixe.
Preuve 7. f est bijective et l'ordre inversant ainsi.

Supposons maintenant que ¢ et d sont des points fixes avec ¢ < d, alors,
puisque f est 'ordre inverse f(c) > f(d) mais, f(c) = ¢, f(d) = d. Donc cela
donne ¢ > d qui est une contradiction. donc le point fixe est unique.

Si f est un ordre conservant le difféomorphisme de R, alors f ne peut avoir
aucun point fixe, ni aucun nombre de points fixes.
Tout ce que nous pouvons dire sur les points fixes d’'un ordre conservant dif-

féomorphisme de R, c’est qu’il y a 4 types

Exemple 22. f(z) =z + 1sin(z)
f est une difféo de R
f est différentiable, avec f'(x) =1+ %cos(as) > 0,Vx € R,donc par T.V.M

Ty > 11 — f(22) > f(71)

en particulier f est injective). Donc f est surjective. Tout C-bijective avec
] ]
I’ nombre zéro, a automatiquement f~1 aussi C*.

Les points fizes :

1
x+§sin(x):x—>sin(x):O—>x:n7r,nEZ

f'(nm) =1+ %cos(mr) =

N

n méme—> point five est répulsif

n ajouter— point fixe est attractif

N

Les points de n période de difféomorphisme sur R.

Proposition 2. Si f est un ordre présorvant le difféomorphisme de R alors il

n’a pas de pointde période primaire n avec n > 1.
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Preuve 8. Soit x; désigne f(xg), xo désigne f*(xo), etc. si wg nest pas un
point fize, alors

i) xo < 1 nous avons cela, f(xg) < f(z1) = 71 < X9

De méme f(x1) < f(xg) = x9 < 3

Par conséquent xo < 11 < x5 < 23 < ...

Donc pour tout n > 1, nous avons x,, # xy.

ii) Par le méme raisonnement que dans le cas (i), nous obtenons cela xo >
xT1,To > T1 > To > x3 > ... Donc pour tout n > 1, nous avons x, # xg.

Quelle le point de période n pouvons-nous avoir dans [’ordre inverse ¢ nous

pouvons avoir n(importe quel lorbite de la période minimale 2 .

Proposition 3. si f est un difféomorphisme de orbite de orbite inversant de

R etn <2, n’y apas d’orbites de période minimale n.

Preuve 9. f est un difféomorphisme avec f'(z) < 0,Vz € R. f? est aussi un
difféomorphisme avec (f*)'(x) = f'(f(x)).f'(x) > 0,V € R => f? n'a pas de
point m minimale pour m > 1 = [ € R, (f})™(x) = x,m > 1] = f n’a pas
point des orbites de période 2m avec m > 1.

f n’a pas point de orbites de période n avec n > 2.

Pour n-ajouter : f est un difféo avec f'(x) < OVx € R, donc f™ est un difféo-
morphisme avec, (f")(z) < 0,V € R = f" a un point five unique (puisque
f™ est un orbite inversé difféo)=—> 3 un point unique x € R tel que f"(z) = x.
mais f est un difféomorphisme de orbite inversant, donc il a précisément un
point fize, qui satisfait aussi f™(x) = s. ainsi, le seul point fize de f™ est en fait

le point fixe de f = il n’y a pas orbites de période principale n pour f,n > 2.

Sommaire 1. Pour un difféomorphisme f : R — R, nous avons :
La situation n’est pas compliqués pour un modeéle non réversible R — R (méme

si on augmente la dimension RY — RY).

par conséquent, des cycles périodiques de toutes tailles peuvent se pro-

duire. un théoréme remarquable qui indique la complexité de la situation est
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le suivant :

e Théoréme de Sharkovskii

Ordonner les entiers positifs par :
350 7>9>...523>250270...522302250227> .. 02"3 > 250
2" > .. 22 e 2852220 1,
Si f:I— 1, ICR estcontinue et a une orbite de période principal m, alors
elle a une orbite de période principal n, pour tout n avec m > n.
un inverse au théoréme de sharkouskii dit que si m>n est ’ordre, alors on peut
trouver une fonction continue f qui a un point de période principal n, mais

qui -n’a pas de points de période principal m.

Exemple 23. i) supposons que f a une orbite de période de période 4 alors,
il est garanti que f a aussi une orbite de période 2 et un point fize.

ii) supposons que f a une orbite de période de premier 10 alors f a une orbite
de période m de premier pour tout m la méme, un point drow-éventuellement
6. les coses m = 6 et m impair ne sont pas impliqués par sharkovskii sont donc
indécis.

iii) f(x) = 4dz(l — x)

F0) = 1, £(3) =1, f(1) = 0.

Le théoréeme de sharkovskii implique que puisque f a une orbite de période 3,
alors il a une orbite de période m pour tout m € N.

L’équation logistique

f(z) =42(1 — x)

f a 2 orbites de période de point 3 = f(x) = 4x(1 — x) a k-cycle pour
tous k € N.
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FIGURE 1.17 — Le bifurcation de la suite logistique

est une équation continue de R — R.

Avant que ce résultat soit connu, une version plus simple a été découverte
indépendamment par Li et yorke ("la période trois implique le chaos", I'amé-

rique avec le mois), nous allons démontrer le théoréme de Li et youke.

Proposition 4. Si f : R — R est continue et posséde une orbite de la période

2, puwis il a un point fize.

Preuve 10. soit {a,b} un orbite de période 2, avec a < b.
fla) =0 et f(b) = a. Soit g(x) = f(x) — x alors
g(a)=f(a) —a=b—a>0.

gb)=f(b)—b=a—-0b<0.

par le T.V.I 3c € (a,b) avec g(c) =0 .i.e f(c) = c.

pour le théoréme de Li et Yorke, nous aurons besoin de deux lemmes.

Lemme 5. Soit I = [a,b], ] = [c,d]
depuis f(I) 2 J, 3 des points r et s € I tel que f(r) = c et f(x) = d par le
T.V.I

Preuve 11. I' C I, f(I') = J.
Parma les possibles r et s choisissent alors qu’il n’y a pas d’autre candidat

entre eux. supposons v < s (le cas r < s est traité de la méme fagon), puis

I'=r,s].cel” et f(I') = J.
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Lemme 6. si f est continue et I est un intervalle fermé tel que f(I) O I

salors fa un point fize dans I.

Preuve 12. soit I = [a,b]. Puisque f(I) 2 I il existe deuz points ¢,d € I avec
fle)=a et f(d) =b (parle T.V.I) soit g(x) = f(x) — x alors

9(c) = f(c) —c=a—c<0

gd)=f(d)—d=b—d>0

par le T.V.I.3x entre ¢ et d tel que g(x) = 0= f(z) ==z

e Théoréme ( Li et Yorke)

si f: R — R est continu et qu’il a une orbite de période 3, alors il a des
orbites de période n pour tous les entiers positifs n. soit I'orbite de la période
3 soit a < b < c avec f(a) =b, f(b) = ¢, f(c) = a(la seule autre possibilité est
a<b<cavee f(a) =0, f(b) = ¢, f(c) = a et la preuve est similaire)
soit Jy = [b, ] soit n > 4 nous avons que f(Jy) 2 [a,c] D Jo.
donc par le lemme 5, 3 J; C Jy tel que f(J;) = Jy 2 J1.
maintenant f(J;) O J; donc par le lemme 5, 3J, C J; tel que f(Jy) = Ji.
répéter le méme raisonnement 3.J3 C Jo tel que f(J3) = Jp

inductive-ment, cela nous donne des intervalles

2 (Jnme) = P (f(Ju2)) = [ (Juma) = o = f2(Ja) = f(Dh) = Jo = [b,d]
Cest-a-dire
[P (Jua) = Jo = [b,d]
appliquer
FI N (Tam2) = f(Jo) 2 [a.¢] 2 [a, ]
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appliquer lemme 5 (& f*1!)
dJ,-1 C J,_o tel que
fr 7 (Jnm1) = las ]
appliquer
F1" (1) = f(la,0]) 2 [b, ] = Jo
mais Jy 2 J,_1

Alors par lemme 6 applique que f™;dzg € J,_1 tel que

fn(xo) = o

c-a- dire il existe un point n périodique pour f.
ou se trouve 'orbite xg, x1,..., 2,1 7
xo € Jp1 C J
x1 = f(2o) € f(Jn-2)
z2 = f(21) € f(Jn-3)

Jn73
Jn—4

Tna = f(tn;) € f() =Jo=[b(]

alors xg, 1, ...x, 2 € [b, ]

nous avons montré f"~1(J, 1) = [a, b] mais x¢ € J,_; alors
J" o) € [a,b])zn—1 € [a, 0]

donc n est en effet la période minimal de x.

1.2.3 La suite Logistique

La premiére fois & utiliser le terme logistique par Frangois Verhulst en 1845

dans son livre, I’a appelé la courbe qui prend en compte le calcul de la popula-

tion finie, ot Francois Verhulst suppose que 'augmentation de la population z

a la quantité z(M — z). Le modeéle logistique de Frangois Verhulst demeure a

ce jour.Le biologiste Robert May a généralisé en 1976 la chronologie des com-

portements pouvant découler d’une simple relation non linéaire la perfection
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des preuves pour la logistique.

R.May intéressés aux fluctuations du systéme discrétisé de population d’in-
sectes d'un E.D.O. qui est utilis¢é pour modéliser la population et ce qui
se passe quand la population devient trop grande pour étre soutenue par
I'environnement. |1, 2|

En mathématique une suite logistique est une suite simple, mais dont la récur-

rence n’est pas linéaire. Sa relation de récurrence est

fulw) = pr(1 — )

Les dérivé de f sont

fi(x) = p—2px

fi(x) = —2u(< 0)

— observer que f a un maximum a

1
fia)=0)= 2=
et la valeur max est
N
fu(g) =7

le graphique de la suite logistique f, est somme-trique sur la voie x = % depuis

ful@) = fu(1 =)

donc si p € [0,4], la fonction f, est appliqué I'intervalle fermé [0, 1] en lui-
méme, c¢’est-a-dire f,([0,1]) C [0, 1]. Bien que la suite logistique semble simple
au premier abord, elle peut, suivant les valeurs de pu, avoir un comportement

trés étrange, et méme mener au chaos.

Les points fixes

Les points fixes de f, sont donnés par fu@)=z=px(l—2z)=2 =z2=0
1

—_

= — #_pl g1
oupu—pur=0=z=0o0uzx" = p =1 .
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FIGURE 1.18 — la courbe de la suite logistique et ses points fixes

Stabilité des points fixes

Soit (fy(x) = p — 2ux)
En suite, nous calculons la dérivée de f, aux points fixes f'1(0) =y, 0 attractif
1 <1 et répulsif > 1
*\ __ -1 _ -1 _
ful@) = filbm =p—2pt- =2 —p.
donc x* = 1—% est un attractif lorsque |f} (v*) <1 = [2—p| <1,-1 <2—p <

1= 1< p <3 et un répulsif lorsque f)(2*) > 1= 2 —p|<1=p>3

chaque point de [0, 1] est dans le bassin d’attraction du point fixe z = 0 (pas

d’autres orbites périodiques d’une période quelconque)
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FIGURE 1.19 — La courbe de la suite logistique 0 < p <1
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FIGURE 1.20 — La courbe de la suite logistique 1 < p <3

on peut montrer que chaque point de [0, 1] se trouve dans le bassin d’attraction

des*r=1-1
m

09 ~
08
071
06| .

05

Xn+1

0.4

03

0.2 F

(1] 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Xn

FIGURE 1.21 — La courbe de la suite logistique 1 < u < 3
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donc pour 0 < p < 3, il ne peut y avoir de points périodiques de période

principale > 1.

La périodicité

En faisant varier le parameétre p, plusieurs comportements sont possibles :
o0 <p<l1,
La suite (z,,) est décroissante et converge vers 0. La population d’éteint.
ol < pu <3,
La suite (z,,) est converge vers ;%1 La population finit par se stabiliser. On
peut distinguer deux cas
a) 1 < p < 2. La suite est monotone et majorée a partir du rang 1. Elle
converge rapidement.
b) 2 < u < 3. La suite n’est plus monotone et oscille autour de sa limite.
La convergence est de plus en plus lente, elle devient extrémement faible pour
= 3.
03 < pu < 3,57,
La suite ne converge plus. Cependant les termes d’ordre pair o, tendent vers
une certaine limite, ceux d’ordre impair s, vers une autre. On dit qu’on
a un cycle d’ordre 2. Puis si y augmente encore, les termes convergent vers
4 valeurs distinctes. On a désormais un cycle d’ordre 4. Lorsque u croA@t
encore un peu, on voit apparaitre des cycles d’ordre 8 . . . et ainsi de suite. La
suite oscille donc entre 2 puis 4, puis 8, . . . (puissance de 2) points attracteurs.
La population oscille entre 2,4, 8, ... valeurs.
Ce passage d’'un cycle de longueur 2 & un cycle de longueur 4, puis d’un cycle
de longueur 4 4 un cycle de longueur 8, etc. porte le nom de bifurcation.
a) 3 < pu <146~ 3,449490, cycle d’ordre 2
b) 3,449490 < p < 3,544090, cycle d’ordre 4
c) 3,544090 < pu < 3,564407, cycle d’ordre 8
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d) 3,564007 < pu < 3,568750, cycle d’ordre 16

e) ...
03,57 < k64.

Lorsque u s’approche de 4, plus rien n’est prévisible, la suite admet tantot des
cycles d’ordre qui semblent arbitraires, tantot pas de cycles du tout! C’est le
chaos .

Un diagramme de bifurcation permet de résumer graphiquement les différents

cas :

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

28 ) 32

FIGURE 1.22 — Diagramme de bifurcation pour la famille de suite logistique

Bifurcation

Dans le paragraphe précédent, la formule de récurrence de la forme z,,; =
f(x,) a permis d’obtenir les premiers attracteurs en cherchant une limite éven-
tuelle conforme a ’équation x = f(x).

Lorsque p devient supérieur a 3, il faut chercher une solution a I’équation

r = f(f(z)). Cela conduit & une équation du quatriéme degré qui posséde

naturellement les racines déja connues 0,1 — i & mais ce ne sont plus des

attracteurs a et la paire de nouvelles racines
1 1+p 1
—(——+ —\/p? —2pu—3) (1.16)
20 p It
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Il n’y a plus de convergence : un cycle-limite apparait. Le résultat de l'itération
bascule alternativement de 1'une des deux derniéres racines a l'autre : z,,1 =
Tn—1 tandis que z,.0 = x,. Pour p = 3.4, les valeurs approchées successives
0.84, 0.45, 0.84, 0.45, 0.84.... apparaissent. Au-dela de la limite de stabilité de
ce cycle, v/6 + 1, deux nouvelles bifurcations se produisent, qui dépendent des
solutions de = = f(f(f(f(x)))). Pour u = 3.47, les valeurs successives sont de
I'ordre de 0.47, 0.86, 0.40, 0.84, 0.47...

p=3.40 p=3.47

Xn+l Xn+l
[ [

FIGURE 1.23 — Les courbes de la suite logistique z¢y = 3.40 et xq = 3.47

Taux de Feigenbaum.

dans les années 1980, une " théorie de la renormalisation " a été développée
expliquant 'existence de cette constante, et les conjectures de Feigenbavum ont
été prouvées en utilisant des méthodes assistées par ordinateur. A la fin des
années 1980, D. sullivan a produit une preuve mathématique pure, en utilisant
des idées issues d’une analyse complexe et d'une géométrie hyperbolique.
d’autres preuves ont été développées par mcmullen et par Lyubich dans les

années 1990.
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le chaos

De bifurcation en bifurcation, les évolutions deviennent de plus en plus
complexes. Le processus aboutit, pour p > 3.57 environ, a des systémes qui
ne présentent généralement plus d’attracteurs visibles. Les graphiques repré-

sentent alors une évolution "chaotique" au sens usuel du terme.

Définition 13. Comportement chaotique

La suite est attirée par un attracteur étrange géométriquement trés complexe
(objet fractal) et I’évolution de la suite vers cet attracteur a un comportement
erratique imprévisible. De plus, [’évolution est tres sensible a la condition ini-
tiale : d’infime modification de x¢ provoque une évolution trés différente de la
suite vers Uattracteur. On dit que le comportement de la suite est chaotique.
Ce chaos qui reflete le manque d’information sur lattracteur et sur l’évolu-
tion de la suite est néanmoins déterministe puisque engendré par une suite

parfaitement connu. On appelle parfois ce phénomene l'effet papillon.

Exemple 24. Cependant, dans le langage des mathématiciens, le mot chaos
représente une forte sensibilité aux conditions initiales. Les deux graphiques
correspondant a p = 3.9 avec des valeurs initiales xo = 0.100 et 0.101 montrent
que les trajectoires s’éloignent ['une de l'autre jusqu’a devenir rapidement dis-
tinctes. Dans un probléme concret les conditions initiales ne sont jamais connues
exactement : au bout d’un certain temps, un phénomeéne chaotique est devenu

imprévisible alors méme que la loi qui le définit est parfaitement déterministe.
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n=3.90 Xo=0.100 =390 Xo=0101

Xn+l Xn+l
[ I

Xn Xn

FIGURE 1.24 — Les courbes de la suite logistique tel que zy = 3.90

1.3 Théorie du chaos

1.3.1 Définition et compréhension

De nombreux chercheurs ont longuement discuté du systéme chaotique,
mais jusqu’a présent, il n’y a pas de définition de ce qu’est ce systéme. Il
est basé sur des systémes non linéaires et étudie leur comportement par leur
extréme sensibilité aux conditions initiales, ce qui signifie que leur comporte-
ment futur est entiérement déterminé par leurs conditions initiales, sans aucun
élément aléatoire obtenue. Le systéme chaotique est un systéme déterministe,

mais avec des résultats imprévisibles.

Définition 14. Soit E un ensemble. L’application f : E — E est dite chao-
tique sur E st

1. f posséde une sensibilité aux conditions initiales,

2. f est topologiquement transitive,

3. les points périodiques sont denses dans E .

Définition 15. f : J — J est dite topologiquement transitive si pour toute

paire d’ensembles ouverts F, EJ il existe k > 0 tel que f*(F)NE # .

Définition 16. f: J — J a une sensibilité aux conditions initiales s’il existe
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0 > 0 tel que, pour tout x € J et tout voisinage N, de x, il existe y € N, et
n >0 tels que | f™(x) f™(y)| > 0.

1.3.2 Chaos déterministe

On dit qu’un systéme est chaotique lorsque son évolution dans le temps est
trés sensible aux conditions initiales que ’on ne peut prédire exactement dans
quel état il va se trouver si l'on attend trop longtemps.

Une solution chaotique est un comportement asymptotique borné qui n’est ni
un point d’équilibre, ni une solution périodique ou quasi - périodique, ni une
solution s’échappant vers un infini (c’est - & - dire on reste dans un borne).
Le chaos peut donc étre défini par défaut des autres types de solutions sa-
chant qu’il n’existe pas de définition a la fois formelle et générale du chaos
déterministe. Pratiquement, une dynamique chaotique déterministe peut étre
identifiée, en premiére analyse, par la reconnaissance de propriétés caracté-
ristiques : trajectoires typiques, attracteurs étranges, spectres, sensibilité aux

conditions initiales.

1.3.3 Propriétés caractéristiques du chaos
e Sensibilité aux conditions initiales

L’une des caractéristiques les plus importantes de la théorie du chaos est
la sensibilité aux conditions initiales, également appelées "papillon", ce qui
signifie que deux conditions initiales arbitrairement proches évoluent selon des
chemins (trajectoire) différents et significativement différents, et sur cette base,

I’évolution ne peut pas étre prévu a long terme.
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FIGURE 1.25 — Sensibilité a la condition initiale SCI de la logistique pour deux

condition
Non périodicité

Un systéme présentant un comportement chaotique évolue dans une orbite
qui ne se répéte jamais sur elle-méme. C’est & dire, les orbites ne sont jamais

périodiques.[3]

e La non-linéarité

Un systéme linéaire admet toujours des solutions, les effets sont prévisibles
et proportionnels aux causes qui les ont engendrés. On peut le décomposer
en sous-ensembles ou le composer avec d’autres systémes sans qu’il perd ses
propriétés. Mais un systéme non-linéaire, n’est pas en général soluble, plus on

tente de le décomposer, plus la complexité interne se révéle.

e La structure fractale

Le comportement d'un systéme chaotique se reproduit de maniére auto-

similaire & des échelles différentes. Plus on le regarde de prés, plus on découvre
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de nouveaux étails comparables a ceux qu’on observait aux échelles supérieures.
Sa représentation géométrique ne s’intégre pas dans un espace de dimension
entiére, mais de dimension fractionnaire (une courbe, n’est plus tout a fait une

courbe, mais elle n’est pas devenue une surface).

e L’attracteur étrange

On détermine 'attracteur par la définition suivante :

Définition 17. Soit U D RY un ouvert et soit l’application f : U — U. Un
ensemble fermé et borné A C U est un attracteur si f(A) = A et s’il existe

r >0 tel que d(zo, A) < r implique que lim,,_, ., d(x,, A) = 0.

Les attracteur jouent un role fondamental dans I’étude du comportement
a long terme d’un systéme dynamique. L’attracteur étrange est un type d’at-
tracteur plus important dans le théorie du chaos que I'orbite périodique (un

ensemble fini des points), point fixe et tout autre types d’attracteur.

Définition 18. Etant donné un attracteur A, nous appelons le bassin d’at-
traction de A l’ensemble de toutes les conditions initiales xq, telles que

lim,, o d(z,, A) = 0.

L’attracteur étrange est caractérisé par|2] :
- La dimension d de 'attracteur est fractale.
- L’attracteur a un volume nul sur un espace de phase.
- une séparation exponentiellement rapide de trajectoires initialement proches
(Sensibilités aux conditions initiales) :
On a deux types exemplaire d’'un attracteur étrange, le premier est de sys-
téme continu par example systéme de Lorenz et ’autre de systéme discret par

exemple systéme de Fold.[1, 3|
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Le systéme de Lorenz est décrit par les équations suivantes
11 = o(za(t)z1(t))
iy = o(t)(prs(D)aa(t) (1.17)
i‘g = xl(t)xg(t)ﬂl’g(t)

Ou x = [z1, 9, w3]T € R? est le vecteur d’état du systéme et o , p et 3 sont

les parameétres du systéme.

FIGURE 1.26 — L’attracteur étrange de Lorenz

La figure (1.27) présente Iattracteur de syséme de Lozi défini par :

yi(k) =1 —al(yi(k — 1)) + by(k — 1)

y(k) = yi(k —1)

(1.18)

Ou [z129]7 € R? est le vecteur d’état et a,b sont deux paramétres constants.
Pour les valeurs ¢ = 10,= 28 et § = g, le systéeme de Lorenz présente un
comportement chaotique. La figure 1.3 illustre 'attracteur chaotique étrange
obtenu en plan de phase des états x; et x5 en considérant les conditions initiales
(1(0), 25(0), 23(0)) = (0.1,0.1,0.1). Le systéme discret de Lozi tel que a =
1.7,b = 0.5.
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FIGURE 1.27 — Attracteur de Lozi
1.3.4 Exposants de Lyapunov

Alexandre Lyapunov a développé une quantité permettant de mesurer la
divergence des trajectoires qui sont voisines au départ, cette quantité est ap-
pelée " exposant de Lyapunov " qui est souvent utilisée pour déterminer si un
systéme est chaotique ou non.Pour deux états initiaux légérement différents xq

et xo+ ¢, leur divergence aprés n itérations peut-étre caractérisée comme suit :
n n ___nd(zo)
/" (w0 + €)f"(xo)| = ec

d’ou

lOg |fn(x0 +:)fn<x0)| _ n5($0),

En faisant € tendre vers zéro, on trouve :

dfn(xo) |

5(550) = l09| dr

Finalement, en faisant tendre n vers I'infini et en utilisant la régle de dérivation

en chaine,
d n—1
d—fn(%) = g [ ()
on obtient : .
. 1 < :
6(wg) = lzmn—H-ooE ;lOQU (z:)] (1.19)

0 est appelé exposant de Lyapunov. Par sa définition, I'exposant de Lyapunov

caractérise la stabilité d'une orbite O(z). Sid > 0'orbite O(zy) est instable. Si
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0 < 0, elle est stable. La figure donne 'exposant de Lyapunov de ’application

logistique pour 3 < p < 4.

Tpt1 = pp(l — ). (1.20)

0.5 cif
b
[ | g 3
i
059
157

FIGURE 1.28 — Exposants de Lyapunov de la fonction logistique

oy

"y

Les conditions suivantes sont nécessaires pour ’apparition du chaos dans un
systéme dynamique.

- Au moins I'un des exposants de Lyapunov est positif pour expliquer la diver-
gence des trajectoires.

- Au moins 'un des exposants de Lyapunov est négatif pour justifier le replie-
ment des trajectoires.

- La somme de tous les exposants est négative pour indiquer qu’un systéme

chaotique est dissipatif, ¢’est-a-dire qu’il perd en énergie.
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Cas d’une application continue multidimensionnelle

Pour un systéme différentiel de dimension n défini par f tel que :
' = f(z(t))tel que: t € R, z(t) € R™ L’exposant de Lyapunov dans la direction

i est donné par :|2]

5= Jim | (121
Exposants de Lyapunov pour différents attracteurs
Attracteur Exposants de Lyapunov
Point d’équilibre 0>6>--->0,
Cycle limite 01=0,0>060>--->9,
Tore d’ordre 2 200 =0,=0,0>093>--->0,
Tore d’ordre k koy = =0, =0,0> 041 >--- >0,
Attracteur chaotique 61 >0,>0,6,<0

Attracteur hyper-chaotique d; > 0,05 > 0,> " 6; <0

L’algorithme de Wolf

Cet algorithme permet de calculer les exposants de Lyapunov a partir du
calcul effectif de la divergence de deux trajectoires aprés ¢ pas de temps par
rapport a la perturbation introduite parallélement, et ce au sein d'un attrac-
teur, les étapes de 'algorithme sont :

- Etape 1 : Changement du paramétre de controle.

- Etape 2 : Choix aléatoire d’une condition initiale.

- Etape 3 : Création d’une nouvelle trajectoire a partir de la trajectoire cou-
rante a laquelle on ajoute une petite perturbation.

- Etape 4 : Evolution dans l'attracteur de ces deux trajectoires voisines et
calcul de la moyenne de la divergence renormalisée entre ces deux trajectoires.
- Etape 5 : Réajustement de I'écart, permettant ainsi a chaque pas de temps
de I’évolution du point précédent le calcul d’'une moyenne de la divergence.

- Etape 6 : Retour a étape 5 effectué selon un nombre donné.

- Etape 7 : Retour au étape 1.
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- Etape 8 : Représentation du plus grand exposant de Lyapunov en fonction

du parameétre de controle donné.

Caractérisation d’un attracteur par le signe des exposants de Lya-

punov

Un exposant de Lyapunov positif indique que selon la direction qu’il repré-
sente la divergence entre deux trajectoires voisines augmente exponentielle-
ment avec le temps. Il s’agit donc bien 1a d’une caractérisation d’un attracteur
étrange. Les différents types d’attracteurs d’un systéme de dimension n en
fonction des signes des exposants de Lyapunov sont représentés dans le ta-
bleau ci-dessous.

Utilisation des exposants de Lyapunov au calcul de dimension de I’attracteur.
Le terme de dimension est souvent implicitement associé a celui de coordonnée,
c’est a dire de variable nécessaire pour décrire la position d’un élément d’un
ensemble.

- La dimension par définition est un nombre entier.

- le point est une attracteur de dimension 0.

- la dimension d’une courbe fermé ou une ligne est 1.

Il y a un lien, entre les exposants de Lyapunov et la dimension de 'attracteur,
si tous les exposants sont positifs la sphére de conditions initiales va remplir
tout I'espace, mais s’il sont tous négatifs la sphére va se contracter en un point.
(a) Dimension de Mori.

Soit mg le nombre des exposants de Lyapunov qui sont nuls, m le nombre
d’exposants positifs, A, la moyenne des exposants positifs et A_ celle des ex-
posants négatifs. La dimension de mori est donnée par la relation suivante :
(b) Dimension de Kaplan et Yorke.

Soit jp un entier positif tel que : La dimension de Kaplan et Yorke est donnée
par la relation suivante : Il existe aussi d’autres dimensions fractales comme

la dimension de Lyapunov, la dimension de Hausdorff, la dimension de corré-
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lation.

1.3.5 Routes vers le chaos

Un systéme dynamique posséde en général un ou plusieurs parameétres dit
"de controle", qui agissent sur les caractéristiques de la fonction de transition.
Selon la valeur du paramétre de controle, les mémes conditions initiales ménent
a des trajectoires correspondant a des régimes dynamiques qualitativement dif-
férents. La modification continue du parameétre de controle conduit dans bien
des cas a une complexification progressive du régime dynamique développé par
le systeme.

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point fixe au chaos.
On constate dans tous les cas que I’évolution du point fixe vers le chaos n’est
pas progressive, mais marquée par des changements discontinus qu’on appelle
"bifurcations". Une bifurcation marque le passage soudain d’un régime dyna-
mique a un autre, qualitativement différent. On peut citer trois scénarios de

transition vers le chaos :

e L’intermittence vers le chaos

un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bouffées de turbu-
lence. Lorsqu’on augmente le paramétre de controle, les bouffées de turbulence

deviennent de plus en plus fréquentes, et finalement, la turbulence domine.

e Le doublement de période

qui est caractérisé par une succession de bifurcations fourches. A mesure
que la contrainte augmente, la période d’'un systéme forcé est multipliée par
deux, puis par quatre, puis par huit, ..., etc; ces doublements de période sont
de plus en plus rapprochés; lorsque la période est infinie, le systéme devient

chaotique. La turbulence dans les fluides peut apparaitre suivant ce scénario.
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FIGURE 1.29 — Les trajectoires qui partent de différents points devient orbite

périodique rapproche

e La quasi-périodicité

Le scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux
théoriques de Ruelle et Takens (1971) illustré par exemple sur le modéle de Lo-
renz (1963). Ce scénario a été confirmé par de nombreuses expériences dont les
plus célebres se trouvent en thermo-hydrodynamique - convection de Rayleigh-
Bénard dans une petite boite -et en chimie - réaction de Bélousov-Zabotinsky -
entre autres. cette route vers le chaos résulte de la "concurrence" de différentes
fréquences dans le systéme dynamique. Dans un systéme a comportement pé-
riodique & une seule fréquence, si nous changeons un parameétre alors il apparait
une deuxime fréquence. Si le rapport entre les deux fréquences est rationnelle,
le comportement est périodique. Mais, si le rapport est irrationnel, le compor-
tement est quasi périodique. Dans ce cas, les trajectoires couvrent la superficie
d’un tore Alors, on change de nouveau le paramétre et il apparait une troisiéme

fréquence, et ainsi de suite jusqu’au chaos.

1.3.6 L’attracteur de Hénon

Michel Hénon est astronome a l’observatoire de Nice. Pendant de longues
années, notamment dans les années soixante,il a étudie la dynamique des étoiles

se déplacant autour des galaxies, s’aidant des ordinateurs pour comprendre la
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stabilité de leur mouvement.

La propriété principale de ces systémes est la constance de 1'énergie de leur
mouvement. En conséquence de quoi leurs mouvements chaotiques ne sont pas
décrits par de simple attracteurs mais par des objets plus difficiles a analyser
et visualiser, existant sur des surfaces "d’énergie" en trois ou plus dimension.
Il a découvert en 1970 une surface construite a l'aide d’une simple chaine
d’itération qui révéle un attracteur chaotique et qui lui permet de faire un lien

direct entre le chaos déterministe et les fractals. Il porte son nom.

Les différentes sortes d’attracteurs

Il en existe de 4 sortes, le type est explicite , I'attracteur de Hénon se

trouvant dans la catégorie 4 (étrange attracteur).

1) 2)

L’attracteur de Hénon : présentation

L’attracteur de Hénon est un exemple de systéme simple qui révele un
étrange comportement. L’orbite décrite a une forme de banane. Les equations

générant ces étranges phénomeénes sont

yi(k) =1—a(pn(k—1))*+by(k —1)

y(k) =y (k—1)

(1.22)
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ou a et b sont des constantes initialement a 1.4 et 0.3 Pour toute valeur initiale,
les points issus de l'itération sont attires par la banane.

Quand on le dessine, il semble se matérialiser de nulle part. La forme ne se
construit pas de maniére continue, toutes les valeurs qui converge vers cette
structure le font d’'une maniére différente. L’attracteur de Hénon montre aussi
une infinité de fines structures, a mesure que on effectue des grossissements

successifs. La forme la plus classique : En faisant varier les parametres a et b

04

w3

02

15

on obtient d’autres formes interessantes :

Equilibre
L’étude de I'équilibre étant complexe, nous nous sommes limités au cas

b =1, qui conditionne la conservation de 'aire du systéme et on recherche les
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points fixes. Notre but principal est de montrer mathématiquement la cascade
de bifurcations (période doubling) qui se produit. Aprés une transformation
du systeme d’équation, et on recherche les points fixes de I’application et de sa
composée sur elle-méme pour faire apparaitre des point attracteurs de période
deux , ayant un critére de convergence différent et traduisant le début du

phénomeéne de "period doubling".

Stabilité des points fixes

Certains sont stables, d’autres non. On a pu montre notamment la stabilité
des points fixes pour a < 4, concernant les attracteurs de période 1. L’étude
trouvée dans la littérature est reproduite ci-dessous.

Visualisation

On a pu se rendre compte que les conditions initiales influaient sur la fagon

dont se forme la banane, mais pas sur la forme finale.

-1.255828 10150000

0.250000 0.750000 -

1.755828 1.350000

-1.555828 -0.050000 1.455A26° 1.900000 2.450000

FIGURE 1.30 — Attracteur et bifurcation de Hénon

Autres bifurcations
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1.4 Conclusion

Ce chapitre nous y répertorions quelques notions essentielles sur les sys-
témes dynamiques. Ensuite, Nous avons présenté un état de I'art sur la théorie
du chaos, nous avons donné quelques exemples de systéme chaotique et dans
le dernier chapitre, nous proposons 5 modéles chaotiques pour utiliser dans le

COA.
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Chapitre 2

Les différentes méthodes et

approches d’optimisation

2.1 Introduction

Le probléeme d’optimisation occupent a notre époque une place prépondé-
rante : 'optimisation étant nécessaire dans différents domaines de production,
du transport, de la logistique, etc.

La résolution de tels problémes a fait I’'objet de nombreux travaux en utilisant
diverses méthodes d’optimisation. De nos jours l'optimisation est devenue un
domaine indispensable pour résoudre plusieurs problémes que se soit dans I'in-
dustrie ou d’autres secteurs. Les algorithmes d’optimisation utilisés dans le fil-
trage adaptatif présentent plusieurs difficultés liées aux besoins de I'utilisateur
(recherche d’une solution globale, fiabilité et précision de la solution, temps de
calculs disponible,...), aux caractéristiques du probléme traité (non linéarité,
interférence, bruit,...) et aux temps de calculs importants. Nous aborderons
dans ce chapitre les définitions générales des méthodes d’optimisation qui se
divisent en deux grandes classes : les méthodes déterministes et les méthodes

non déterministes.
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2.2 Définition de 'optimisation

Les premiéres méthodes d’optimisation ont été inspirées a ’origine par les
travaux de Lagrange et Hamilton sur plusieurs méthodes de calcul itératives,
étudiées a ’époque par Newton et Gauss. En est fait, nous avons assisté ces
derniéres années a une croissance trés rapide du travail utilisant des méthodes
d’optimisation, alors qu’est-ce que 'optimisation 7. L’optimisation est un terme
fréquemment et largement utilisé pour décrire et gérer les processus de concep-
tion pour développer des produits. Il s’agit d’améliorer la conception en termes
d’un ou plusieurs aspects. Mathématiquement, l'optimisation est une partie des
mathématiques qui concerne l'identification d’une solution globale parmi un
ensemble des solutions candidates qui constituent 1’espace de recherche d’un
probléme étudié[6]. L’optimisation a été utilisée dans de nombreux domaines
scientifiques dans le cadre de la conception optimale de dispositifs d’ingénierie,
etc. A travers ce qui précéde, le but de 'optimisation est d’atteindre la solu-
tion optimale & un probléme spécifique appelé fonction objective linéaire ou
non linéaire. L’optimisation peut étre définie comme le processus de recherche
des conditions donnant la valeur maximale ou minimale d’une fonction. Un

probléme d’optimisation peut étre énoncé comme suit.
TrouverX = (x1, %2, ..., ;)" qui minimise f(X),

sous réserve des contraintes

ot X est un vecteur a n dimension appelée vecteur de conception, f(X) est
appelée fonction objective et g;(X) et [;(X) sont respectivement contraintes
d’inégalité et d’égalité. Certains problémes d’optimisation n’imposent aucune

contrainte et peuvent étre définis comme suit :
Trouver X = (21,3, ...,x,) qui minimise f(X),
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Ce genre de problémes sont appelés problémes d’optimisation sans contrainte.
Nous nous intéressons dans ce qui suit aux problémes d’optimisation sans

contrainte.

2.3 Classification des problémes d’optimisation

On peut conclure que la difficulté d’un probléme d’optimisation peut s’avére
plus ou moins compliquée selon la nature des éléments suivants :
e la nature des variables (discrétes ou continus),
e la nature des contraintes (linéaires ou non-linéaires),
e la nature de la fonction de cotit ( linéaire, quadratique, convexe, etc ... ), le
nombre de fonctions objectives a optimiser (mono objective, multi objectives).
En fonction de la nature du probléme, on distingue deux types d’optimisation.
1. L’optimisation statique pour laquelle la fonction objective ne dépend que
des valeurs des variables a un instant donne.
2. L’optimisation dynamique pour laquelle la fonction objective dépend des
décisions prises antérieurement aussi bien que de 1’état actuel du systéme élec-
trique et qui est a réaliser sur un intervalle de temps donne.
En revanche des méthodes conventionnelles, les Méta-heuristiques ne besoin
pas des informations mathématiques de la fonction traitée, elles sont encore ca-
pable de résoudre les problémes non linaires ou encore les problémes dénommes
difficiles, les méthodes classiques restent incapables de traiter les problémes dis-
continus et certains problémes non convexes, elles s’adaptent uniquement pour
les problémes linaires et continus convexes qui se caractérisent par un seul op-
timum local et qui est global, contrairement au problémes non convexes ces
derniers se trouvent piéger dans un des minimums locaux, on peut regrouper
les méthodes conventionnelles dans 04 sous groupes principaux suivants et qui
dépendent de la nature des contraintes et des objectifs a optimiser :
- La programmation linéaire (Linear Programming) qui traite une fonction ob-

jective linéaire et des contraintes linéaires.
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- La programmation linéaire en nombres entiers mixtes (Mixed-Integer Pro-
gramming) pour laquelle toutes les variables prennent des valeurs entiéres.

- La programmation quadratique (Quadratic Programming) dont la fonction
objective comporte des termes quadratiques, et les contraintes restant linéaires.
- La programmation non linéaire (Non-linear Programming) qui considére des
termes non-linéaires dans 'objectif ou les contraintes.

Cependant les méthodes globales sont basées sur un aspect de recherche sto-
chastique aléatoire commencant par une population de solution de taille fixe
aux cours des générations en quéte de la solution optimale globale et qui
ne donne pas importance ni a la nature de la fonction a optimisée ni a ses
contraintes a respecter, on peut palper maintenant clairement I’avantage qu’elles
nous offrent en matiére d’optimisation des problémes marquant par une diffi-

culté grandissante.

2.4 Ordre d’une méthode de résolution

Les méthodes de résolution peuvent étre classées a partir de leur ordre
selon qu’elles nécessitent ou non le calcul des dérivées de la fonction objectif
et des fonctions contraintes par rapport aux parameétres. Une méthode est dite
d’ordre zéro si elle utilise uniquement la connaissance de la fonction elle-méme.
Elle est d’ordre un si elle requiert le calcul des dérivées premiére et d’ordre deux
s’il lui faut aussi accéder aux dérivées secondes.

Les méthodes d’ordre zéro sont en général peu précises et convergent plus
lentement vers 'optimum. En revanche, elles offrent I’avantage d’éviter le calcul
du gradient, ce qui est intéressant lorsque la fonction n’est pas différentiable
ou que le calcul de son gradient représente un cout important.

Les méthodes d’ordre un permettent d’accélérer la localisation de 'optimum,
puisque le gradient donne 'information sur la direction de I’amélioration. Par
contre elles sont applicables seulement aux problémes ot les fonctions objectif

sont continument différentiables.
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2.5 Opérateurs de recherche fondamentaux

La recherche de I'optimum d’une fonction est généralement réalisée a ’aide
de deux opérateurs fondamentaux : I’exploration et I'exploitation.
- L’exploration est la capacité de ’algorithme a explorer le domaine des va-
riables pour rechercher la meilleur vallée, c’est-a-dire celle qui contient 'opti-
mum global.
- L’exploitation est la capacité de ’algorithme a converger rapidement vers le
minimum d’une vallée donnée a partir d’'un point de départ.
Le succés et lefficacité d’'une technique de résolution dépendent la plupart du
temps d'un compromis entre 1’exploration et ’exploitation.
Tout algorithme d’optimisation doit utiliser ces deux stratégies pour trouver
I'optimum global : I'exploration pour la recherche de régions inexplorées de
I’espace de recherche et ’exploitation pour exploiter la connaissance acquise
aux points déja visités et ainsi trouver des points meilleurs. Ces deux exi-
gences peuvent paraitre contradictoires mais un bon algorithme de recherche
doit trouver le bon compromis entre les deux. Une recherche purement aléa-
toire est bonne pour l'exploration mais pas pour ’exploitation alors que la
recherche dans le voisinage est une bonne méthode d’exploitation mais pas
d’exploration.
Certaines méthodes toutefois n'utilisent qu'un seul de ces opérateurs pour par-
venir & 'optimum. Ainsi, les méthodes déterministes, exploitant les dérivées
de la fonction objectif pour atteindre rapidement et précisément le minimum
local le plus proche du point de départ, privilégient I'exploitation au détriment

de 'exploration.

2.6 Optimum local et optimum global

Lorsque 'on veut résoudre un probléme d’optimisation, on recherche la

meilleure solution possible a ce probléme, c’est-a-dire 'optimum global. Ce-
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pendant, il peut exister des solutions intermédiaires, qui sont également des
optimums, mais uniquement pour un sous-espace restreint de 1’espace de re-
cherche : on parle alors d’optimums locaux. Cette notion est illustrée dans la
figure 2.1 . Soit un probléme d’optimisation, avec C I’ensemble des solutions
admissibles du probléme :

Si 'on peut prouver que , Vaz € C, f(z,) < f(z) alors on dira que z, est
I'optimum (minimum) global du probléme; - S’il existe un ensemble V' C C,
contenant , z; tel que , Vo € V| f(x;) < f(x) avec , x # x; alors on dira que z;

est un optimum (minimum) local du probléme.

A0

05 1

-0.51 -

1 -

Minimum local
Minimum local

[1} 05 1 15 2 25 3

Minimum global

FIGURE 2.1 — Différence entre un optimum global et des optima locaux

2.6.1 Les méthodes d’optimisation locale

la recherche locale est une méthode utilisée pour résoudre des problémes

d’optimisation difficiles. La recherche locale peut étre utilisée sur des problémes
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de recherche d’une solution maximisant un critére parmi un ensemble de so-
lutions candidates. Les algorithmes de recherche locale passent d’une solution
a une autre dans l'espace des solutions candidates (I’espace de recherche) jus-
qu’a ce qu’une solution considérée comme optimale soit trouvée ou que le temps
imparti soit dépassé. En revanche optimiser localement, c¢’est chercher une so-
lution & un probléme qui soit proche d’'une solution de départ (optimisation
locale), mais qui soit meilleure en terme de cott (fonction objectif). Pour cela,
nous recherchons une meilleure solution par itérations successives, cette classe
de méthodes peut étre déterministe ou non-déterministe.

Optimisation déterministe|5]

Lorsque I’évolution de la méthode de résolution est prévisible et ne laisse au-
cune place au hasard, celle-ci est qualifiée de déterministe.

Bien que l'optimisation locale ne soit pas le théme essentiel de notre travail.
Nous en présentons les grandes lignes. En effet, comme nous le verrons plus loin
beaucoup d’algorithmes d’optimisation globale utilisent des codes d’optimisa-
tion locale comme sous-programmes. Donc l'efficacité de ces derniers affecte
celle des premiers.

1- Rappels sur optimisation locale déterministe

Cadre général

-Position du probléme

Soit f : R? — R une fonction continue, la formulation du probléme d’optimi-

sation locale s’écrit :

(

Trouver(zloc, floc) € C x R,ofloc = f(xloc),

telque
(Ploc) (2.1)

Ve eV, f(zloc) < f(x)

\01‘1 V' est un voisinage de zloc

69



Nous nous intéressons ici a l'aspect numérique de la résolution de Ploc. Pour
ce faire, on va construire itérativement une suite x1, o, ..., T,, ... de facon a
trouver un point zloc solution de (Ploc).

La valeur zloc qui minimise f(x) peut ainsi étre caractérisee de 2 maniéres :
i) Vo # xlocf(x) > f(xloc)

ii) v f(zloc) =0 et H(f(x))/s=zioc €St une matrice définie positive

La condition (i) a donne naissance a deux familles de méthodes dites d’in-
terpolation et de recherche directe :[5]

Les méthodes d’interpolation : elles sont utiles lorsque la fonction objectif
est non définie en certains points de ’espace. Cette famille est composée de mé-
thodes tentant de construire un modéle de la fonction a optimiser. Ce modéle
est souvent un pélynome interpolant f, construit a partir d’'un échantillonnage
de points ou f & déja été évaluée. Le modéle est ensuite lui méme optimise.
Les méthodes sans dérivées, ou "sampling methods". Dans cette famille. Il
existe des méthodes qui tentent d’approcher les gradients de f, et d’utiliser
cette information afin de déterminer quels sont les points prometteurs ot f est
évaluée.

Les méthodes de recherche directe (direct search) : Le terme de re-
cherche directe est utilise pour décrire une méthode de recherche utilisant
différents essais de solution possible en comparant chaque essai au meilleur
résultat obtenu jusqu’a présent, combine a une stratégie permettant de déter-
miner quelle est la prochaine solution a tester.

Cette famille de méthodes ne tente pas d’approcher le gradients ni de construire
un modele de f, des approximations de gradients sont utilisées pour ordonner
les directions de recherche, elle se base principalement sur le calcul de la fonc-
tion objectif. Des extensions de cet algorithme ont été proposées par Nelder et
Mead, plusieurs variantes existent en ajoutant d’autres mouvements : en plus
de la réflexion, ils proposent la contraction, la réduction et I’étirement. Il y a

aussi l'algorithme de Hooke et Jeeves , 'algorithme DIRECT la recherche par
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coordonnées, etc.

L’algorithme général des méthodes de recherche directe est le suivant :

Algorithme général des méthodes de recherche directe

Etape 1 : Initialisation
o,
Etape 2 : Affectation
Zopt < Zo,
Etape 3 : Itération
Tant que test d’arrét n’est pas vérifié faire
Mise & jour de xy
St f(xr) < f(@opt)
Topt £ Tk,
Fin Si
Fin du Tant que

En principe la mise & jour se fait selon une direction de recherche dj par

le processus itératif suivant

Tri1 = Tk + Adg (2.2)

avec A est un pas de déplacement et xy,; est 'approximation de xloc a 'ité-
ration k + 1.

Parmi les méthodes directes, ils existent des méthodes dont les algorithmes
n’obéissent pas vraiment au schéma de l'algorithme général, c’est-a-dire dont
les directions de recherche ne sont pas choisies de la fagon définie ci-dessus.
En effet, dans la recherche de Fibonacci 'algorithme commence par un inter-
valle contenant xloc, puis cet intervalle est réduit successivement en se basant
seulement sur les évaluations de la fonction en ces bornes jusqu’a obtenir un in-
tervalle suffisamment petit, ainsi, le minimum de la fonction peut étre obtenu
au centre de cette intervalle. Aussi, le "polytope mouvant" de Nelder et Mead

ou partant de N + 1 points (pour le cas N- dimensionnel), nous effectuons des
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opérations géométriques sur ces points et nous remplagons au fur et & mesure
les points inutiles (points de trés grande valeur), jusqu’a la convergence. Cette
liste n’est pas exhaustive et elle n’a pas pour objectif de ’étre mais plutot de
mettre en évidence les caractéristiques de chaque famille.

La condition (ii) donne naissance a une famille de méthodes dite de type
gradients :

Les méthodes de type gradients : Elles utilisent les gradients et/ou les
Hessiens de f (ou leurs approximations) pour choisir des dj et A appropries,
de facon que la direction choisie soit une direction de descente, elles sont appelé
aussi méthodes géométriques.

direction de descente

Soit f : R™ — R, une fonction continiiment différentiable, et x un vecteur
de R"™. Le vecteur d € R" est appelé direction de descente de f en z ssi
v f(z)Td <.

Le principe général est le suivant : x; donné, nous construisons un processus

x satisfaisant

f(r) < f(an)

avec Ty, = T+ Ady, ol dy, est une direction de descente et Ay, minimise f(zx.1)
dans la direction dj.
Finalement l’algorithme général qui sert & résoudre le probléme Ploc peut

s’écrire comme suit :

Algorithme général des méthodes de descente.

Initialisation

To, Ao, do

Itération

Tant que test d’arrét n’est pas vérifié faire
Try1 = Tp + Apdy

Fin du tant que

Pour calculer dj et g, I'algorithme peut utiliser des informations sur les va-
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leurs du gradient (voire du Hessien) de f au point zj courant. Le choix de
la direction de descente conduit a attacher a l'algorithme général des noms
particuliers, tels qu’on le verra juste apres.

Optimisation stochastique

L’optimisation stochastique est une méthode qui génére et utilise des variables
aléatoires. Ces variables aléatoires apparaissent dans la formulation du pro-
bléme d’optimisation lui-méme, qui impliquent des fonctions objectif aléatoires
ou des contraintes aléatoires, par exemple. Certaines méthodes d’optimisation
stochastiques aléatoires itérées sont utilisées pour résoudre des problémes sto-
chastiques, en combinant les deux significations de I'optimisation stochastique.
En effet les méthodes d’optimisation stochastique généralisent les méthodes dé-
terministes pour les problémes déterministes. De plus, une demande croissante
existe pour la résolution de problémes d’optimisation issus du monde réel, pour
lesquels les données ou les fonctions objectif sont souvent incertaines, et ou il
s’avére parfois nécessaire de trouver des solutions robustes a des modifications
ultérieures susceptibles de survenir sur les variables de décision. C’est la prise
en compte de ces incertitudes dans le processus d’optimisation qui a donné
naissance a ’optimisation stochastique.

Autrement dit, 'optimisation stochastique est un domaine de la programma-
tion mathématique classique qui tient compte de 'incertitude du probléme. La
notion d’incertitude dans la programmation mathématique est apparue pour
la premiére fois dans les années cinquante. Elle a rencontré depuis un dévelop-
pement rapide.

Les avancées récentes ont ouvert de nouvelles perspectives qui devraient étre
fructueuses tant d’'un point de vue théorique que pratique.

L’optimisation stochastique n’est pas une famille de problémes, de modéles et
d’outils différents des autres domaines d’optimisation (programmation linéaire,
non-linéaire, dynamique); au contraire, elle constitue un complément de ces

familles lorsque la notion d’incertitude intervient. Dans ce cas nous parlerons
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de programmation stochastique linéaire, non-linéaire ou bien de programma-
tion stochastique dynamique. En effet, le but qui se fixe dans un probléme
d’optimisation stochastique est de prendre la meilleure décision vis a vis des
situations qui comportent de I'incertitude.

Les limites des méthodes d’optimisation locale

Dans la catégorie de problémes que nous avons présentés en haut, les méthodes
cherchent le minimum d’une fonction en se basant sur la connaissance d’une
direction de recherche. Bien str, ces méthodes seront toujours applicables et
méme recommandées lorsque la solution cherchée est réputée proche de la
solution connue (point de départ) ou si la fonction objectif est convexe, en
particulier, si le calcul n’est pas cotiteux.

Toutefois, elles ne sont pas indiquées pour les problémes multimodale ou le
risque de rester bloqué dans un optimum local est fort probable, cela suffit
pour illustrer ’enjeu des problémes d’autres types : L’optimisation globale.
Quand un utilisateur se rend compte qu’il trouve des minimums locaux diffé-
rents en exécutant son code d’optimisation (locale), il est tout a fait légitime
qu’il songe a un code qui serait capable d’en tenir compte et de donner le
meilleur de tous.

C’est ce genré de problémes que optimisation globale propose de résoudre,

ci aprés, un état de 'art des méthodes d’optimisation globale.

2.6.2 Les méthodes d’optimisation globale

Durant ces derniéres années, I'optimisation globale a fait 1'objet de plu-
sieurs études grace a des résultats théoriques nouveaux, une forte demande
dans plusieurs domaines incluant des applications industrielles, et au dévelop-
pement des moyens de calcul.

Contrairement a ce que I’on pourrait étre tenté de croire, l'optimisation globale

numérique n’a pas hérité (du moins pas systématiquement 3) des facilités des
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techniques numériques d’optimisation locale. En effet, ces derniéres utilisent
pour la plupart des directions de descentes (conditionnées par des calculs de
gradients ou de leurs approximations) comme nous avons vu, ce qui permet de
converger naturellement vers un point de minimum local. Or, justement, ’op-
timisation globale évite de rester en de tels points. Il lui faudrait, au contraire,
en échapper.

C’est pourquoi beaucoup d’approches ont été utilisées dans la tentative de ré-
soudre le probléme. Il s’agit, de trouver un état de minimum et de ne s’arréter
que 8'il est le meilleur (Poptimum global). Pour illustration de cette diversité,
nous citons dans la suite les méthodes les plus utilisées d’entre elles ainsi que
les diférents principes sur lesquels elles se basent.

En dépit de I'abondance des méthodes proposées, nous pouvons leur trou-
ver des traits caractéristiques suivant leurs approches. Ainsi nous donnons la
classification suivante : On distingue deux types d’approches selon qu’elles in-
cluent ou non des processus probabilistes : Les méthodes déterministes et les
méthodes non-déterministes. Les méthodes déterministes

Ces méthodes ont tout d’abord été introduites pour résoudre de maniére exacte
des problémes particuliers comme par exemple les problémes continus et li-
néaires sous contraintes linéaires (algorithme du simplexe de Dantzig); ces
méthodes ont aussi été élargies aux cas discrets et mixtes mais uniquement
dans le cas linéaire.

La principale qualité des méthodes globales déterministes est qu’elles ne né-
cessitent pas de point de départ. Ces méthodes permettent de bien gérer les
contraintes, contrairement aux méthodes stochastiques et peuvent s’appliquer
aux problémes mixtes (variables réelles, entiéres et de catégories). Elles ga-
rantissent I'obtention de la solution globale du probléme. Cependant, il faut
savoir que les méthodes déterministes globales restent utilisables tant que le
nombre de variables ne devient pas trop important. Au dela d’une vingtaine

de variables, elles atteignent leurs limites.
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Ces méthodes permettent d’obtenir, & la convergence, la solution éxacte du
probléme d’optimisation considéré avec une garantie absolue : en utilisant
Parithmétique d’intervalles arrondie. Aucune erreur numérique insidieuse ne
peut écarter de tels algorithmes de la solution optimale, il sera dans le pire des
cas seulement ralenti. Ces algorithmes sont appelés : algorithmes de Branch-
and-Bound par intervalles . Les plus intéressantes d’entre elles sont :

- Méthodes a Recherche par Quadrillage (Grid Search Methods) .

- Méthodes des Trajectoires (Trajectory Methods);

- Méthodes de séparation-évaluation (Branch-and-Bound).

Les méthodes Evolutionnaires et les méthodes non déterministes
Ces méthodes non-déterministes font appel & des tirages de nombres aléatoires.
Elles permettent d’explorer ’espace de recherche plus efficacement. Dans la
suite on s’intéressera plus particulierement aux métaheuristiques.

Le mot méta heuristique est dérivé de la composition de deux mots grecs :

- heuristique qui vient du verbe heuriskein (euriskein) et qui signifie trouver ;
- méta qui est un suffixe signifiant au-dela, dans un niveau supérieur.

Les premiéres méta heuristiques datent des années 1980. Elles sont utilisées
généralement quand les méthodes classiques échouent. Le terme méta heuris-
tique est utilisé par opposition aux heuristiques. En effet, les méta heuristiques
peuvent étre utilisées pour plusieurs types de probémes, tandis qu'une heu-
ristique est adaptée a un probléme donné. Les méta heuristiques ont comme
caractéristiques communes de part leurs caractéres stochastiques, c.a.d. qu’'une
partie de la recherche est conduite de fagon aléatoire, elles sont inspirées d’ana-
logies avec la réalité : physique (recuit simulé,...), biologie (algorithmes évolu-
tionnaires, recherche tabou,...) ou éthologie (colonies de fourmis,...). En plus
de cette base stochastique, les méta heuristiques sont généralement itératives,
c-a-d qu'un méme schéma de recherche est appliqué plusieurs fois au cours
de l'optimisation, et directes, c-a-d qu’elles n’utilisent pas l'information du

gradient de la fonction objectif. Elles tirent en particulier leur intérét de leur

76



/////

fonction objectif au cours de leur progression, soit en utilisant une popula-
tion de points comme méthode de recherche. Du fait du foisonnement de la
recherche dans ce domaine, un grand nombre de méthodes de ce type existent.
Dans la suite, nous verrons comment plusieurs concepts théoriques, notam-
ment d’inspiration biologique, peuvent aider a la conception de nouvelles méta
heuristiques.

e Les méthodes inspirées des principes physiques

Le recuit simulé : l'origine de cette méthode vient de I'analogie avec la mé-
tallurgie, elle consiste & monter la température du solide a des valeurs élevées
pour atteindre des états de basse énergie d’un solide. Lorsque le solide est a
une forte température, chaque particule posséde une trés grande énergie et
peut effectuer de grands déplacements aléatoires dans la matiére. Au fur et &
mesure que la température est abaissée, chaque particule perd de I’énergie et
sa capacité de déplacement se réduit. Les différents états transitoires de re-
froidissement permettent d’obtenir des matériaux trés homogénes et de bonne
qualité. Ce processus est appelé recuit.

L’idée de base est la suivante : a des paliers de températures décroissantes, 1’al-
gorithme utilise la procédure itérative , pour atteindre un état de quasiéquilibre
thermodynamique. Cette procédure permet de sortir des minima locaux avec
une probabilité d’autant plus grande que la température est élevée. Quand
I’algorithme atteint les trés basses températures, les états les plus probables

constituent en principe d’excellentes solutions au probléme d’optimisation.
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Algorithme général de recuit simulé

Initialisation
Affectation
Tant que le critére d’arrét de la température n’est pas satisfait faire
Tant que (Répétition < Palierge;emperature) faire
Choisir s,, dans le Voisinage de s
Calculer DF + F(s,,)F(s)
Si DF < 0 alors
Sp S
Si F(s,) < F(sopt) alors
Sopt < Sn
Fopt < F(sp)
Fin Si
Sinon
s <— s, avec une probabilité de P(T, s, Spew)
Fin Si
Fin du tant que
Mis a jour de la température T

Fin du tant que

Au début du processus on initialise 'algorithme & une température élevée puis
des mouvements aléatoires (voisinage) sont réalisées pour chaque paramétre
d’optimisation. Pour chacun de ces mouvements, la fonction objectif est éva-
luée et comparée avec la valeur antérieure. S’il y a un gain, les valeurs courantes
des paramétres sont acceptées. Sinon, ils peuvent I’étre quand méme, avec une
certaine probabilité dite de Bolztmann P(T, s, Spew) = exp( A E/kgT), ot AE
est la différence entre les valeurs courantes et précédentes de la fonction objec-
tif et T est le parameétre qui simule la température. Pour la suite on utilisera
la loi classique c.a.d T, = o1}, tel que a est appelé coefficient de refroidisse-

ment. Ce processus est répété pendant un nombre fixé Palier-de-temprature,
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puis la température est réactualisée. La séquence des points générés converge
normalement vers le minimum global.

En général, on choisit une température initiale suffisamment élevée qui donne
une plus grande liberté pour I'exploration de I’espace de recherche. Puis, petit
a petit, la température décroit jusqu’a atteindre une valeur proche de 0, ce qui
signifie que la méthode n’acceptera plus de détériorer la solution.

e Les méthodes inspirées par des comportements biologiques

Les méthodes évolutionnaires ont un point commun puisque leurs itérations
tendent & 'amélioration d’une solution unique. En effet, & partir d’une pre-
miére solution, les approches décrites tentent de I’améliorer en fonction des
contraintes du probléme. Les méthodes auxquelles nous nous intéressons désor-
mais considérent la solution comme étant une population formée de plusieurs
individus capables de répondre au probléme.

a) L’algorithme de colonie de fourmis

Le premier algorithme d’optimisation par colonies de fourmis (Ant colony op-
timization, ACO) a été propose par Dorigo. vers le début des années quatre
vingt dix. Aussi appelé Ant System (AS), a été développé spécialement pour
résoudre le probléme du voyageur de commerce. Depuis, cette approche a connu
des variantes importantes et le nombre de travaux publiés augmente d’une an-
née a 'autre.

Le principe de la méthode provient ana-logiquement avec les comportements
collectifs des insectes, les algorithmes de colonies de fourmis sont nés d’une
constatation simple : les insectes sociaux, et en particulier les fourmis, résolvent
naturellement des problémes complexes. Un tel comportement est possible car
les fourmis communiquent entre elles de maniére indirecte par le dépot de sub-
stances chimiques, appelées phéromones, sur le sol et le suivi de pistes observés
dans les colonies de fourmis et construisent ainsi une solution a un probléme
en tenant compte de leur expérience collective. Au fait, elles adoptent pour la

recherche de la solution la notion du plus court chemin.
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D’une maniére simplifiée, les fourmis commencent par se déplacer au hasard.
Puis, lorsqu’elles trouvent de la nourriture, elles retournent vers leur colonie, en
marquant leur chemin a l’aide de phéromone. Si d’autres fourmis rencontrent
ce chemin, il y a de fortes chances qu’elles arrétent leurs déplacements aléa-
toires et qu’elles rejoignent le chemin marqué, en renforcant le marquage a
leur retour, s’il méne bien vers la nourriture. Par conséquent, le chemin le
plus court sera davantage parcouru, et donc plus renforcé et plus attractif. Par
conséquent, le nombre de fourmis suivant cette trajectoire augmente. Au fil du
temps, la quantité de phénomeénes déposée sur le plus long chemin diminue et
finit par disparaitre. Toutes les fourmis suivent alors le chemin le plus court.

L’algorithme de colonies de fourmis a été principalement utilisé pour produire
des solutions quasi-optimales au probléme du voyageur de commerce, puis,
plus généralement, aux problémes d’optimisation combinatoire. Récemment,
son emploi se généralise a plusieurs domaines, depuis 'optimisation continue

jusqu’a la classification, ou encore le traitement d’image.

Algorithme général de colonie de fourmis

Etape 1 : Initialisation

Initialiser les pistes de phéromone

Etape 2 : Construction de la solution

Pour chaque fourmi répéter

Construction de la solution en utilisant les pistes de phéromone
Etape 3 : Mise a jour des pistes de phéromone

Jusqu’a atteindre la condition d’arrét

b) Les algorithmes génétiques

Le concept d’algorithme génétique (de fagon plus générale : algorithmes
d’évolution) a été proposé par Holland en 1975 pour décrie les systémes adap-
tatifs.

Les algorithmes génétiques, également appelés algorithmes évolutionnaires,
sont inspirés du concept de sélection naturelle proposée par Charles Darwin. Le

vocabulaire employé est directement calqué sur celui de la théorie de I’évolution
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et de la génétique. Nous parlerons donc ici d'individus (solutions potentielles),
de populations, de génes (variables), de chromosomes, de parents, de descen-
dants, de reproductions, etc. Les points de I'espace de recherche sont alors les
individus d’une population et la fonction & optimiser correspond a leur adap-
tation. Ces algorithmes font évoluer une population de maniére itérative.
Certains individus se reproduisent, d’autres mutent ou encore disparaissent et
seuls les individus les mieux adaptés sont supposés survivre. L’héritage géné-
tique des générations doit permettre a la population d’étre de mieux en mieux
adapté et donc de mieux répondre au critére d’optimisation.

Les principales étapes d’un algorithme génétique sont :

Les différentes étapes des algorithmes génétiques

Etape 1 : Génération de la population initiale

Etape 2 : Constitution d’une nouvelle population

- Mesure de ’adaptation de chacun des individus

- Reproduction des individus en fonction de leur adaptation.
Les plus performantes se reproduisent en priorité.

- Croisement de paires de séquences choisies aléatoirement

- Mutation de séquences tirées de maniére aléatoire.

Etape 3 : Critére d’arrét

- Il peut étre défini en fonction du nombre de

En vue de sa généralisation et de son utilité dans plusieurs domaines indus-
triels.

c) La méthode des essaims particulaires

L’optimisation par essaim particulaire (OEP) est une méta-heuristique d’opti-
misation née en 1995 aux Etats-Unis sous le nom de "Particle Swarm Optimiza-
tion (PSO)". Elle a été inventée par Russel Eberhart (ingénieur en électricité)
et James Kennedy (socio-psychologue). Initialement, ces deux concepteurs,
cherchaient & modéliser des interactions sociales entre des "agents" devant at-
teindre un objectif donné dans un espace de recherche commun, chaque agent

ayant une certaine capacité de mémorisation et de traitement de 'information.
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La régle de base était qu’il ne devait y avoir aucun chef d’orchestre, ni méme
aucune connaissance par les agents de I’ensemble des informations, seulement
des connaissances locales. Un modéle simple fut alors élaboré.

Des les premiéres simulations, le comportement collectif de ces agents évoquait
celui d’un essaim d’étres vivants convergeant parfois en plusieurs sous-essaims
vers des sites intéressants. Ce comportement se retrouve dans bien d’autres
modéles, explicitement inspirés des sysémes naturels. Ici, la métaphore la plus
pertinente est probablement celle de 'essaim d’abeilles, particuliérement du
fait qu’une abeille ayant trouvé un site prometteur sait en informer certaines
de ses consoeurs et que celles-ci vont tenir compte de cette information pour
leur prochain déplacement. Finalement, le modéle s’est révélé étre trop simple
pour vraiment simuler un comportement social, mais par contre tres efficace
en tant qu’outille d’optimisation.

Les différentes étapes de I'algorithme sont présentées ci dessous :

Les différentes étapes de la méthode des essaims particuliaires

1 - Initialiser la population de particules avec des positions et vitesses aléatoires.
2 - Evaluer la fonction objectif pour chaque particule et calculer g.

3 - Pour chaque individu 7, L; est initialisée a P; .

4 - Répéter jusqu’au critére d’arrét

4.1 - Mettre a jour les vitesses et les positions des particules.

4.2 - Evaluer la fonction objectif pour chaque individu.

4.3 - Calculer les nouveaux L; et g.

5 - Afficher le meilleur état rencontré au cours de la recherche.

L’algorithme commence avec une initialisation aléatoire de ’essaim de parti-
cules dans ’espace de recherche. Chaque particule est modélisée par sa position
dans ’espace de recherche et par sa vitesse. A chaque instant, toutes les par-
ticules ajustent leurs positions et vitesses, donc leurs trajectoires, par rapport
a leurs meilleures positions, a la particule ayant la meilleure position dans
I’essaim et a leur position actuelle. En réalité, chaque particule est influencée,

non seulement par sa propre expérience, mais aussi par celle des autres parti-
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cules. La position et la vitesse d’une particule dans un espace de recherche a
N dimensions sont définies par : P, = (p;, 1,....,p;, N) et V; = (v, 1,...,v;, N),
respectivement. Chaque particule est caractérisée par sa meilleure position
L; = (l;,1,...,1;, N) al'itération t. La meilleure position qu’atteint ’essaim est
sauvegardée dans le vecteur G = (g, ...,gn) - La vitesse de chaque particule

est mise a jour selon I'expression suivante :
’Uij(t + 1) = K[wvw(t) + Cl-rl-(lijvij(t)) + CQ.TQ.(ng — ’l](t))]

et

W 2
12— —/¥? — 4y

ol ¢ =c; +cy et p>4.

les auteurs suggerent les valeurs suivantes j = 1,..., N,w est une constante
appelée facteur d’inertie, ¢; et ¢y sont des constantes appelées coefficients d’ac-
célération, 1 et ro sont des nombres aléatoires uniformément distribués dans
I'intervalle [01].

Si la vitesse calculée fait sortir une particule de I'espace de recherche, sa fitness
n’est pas calculée. Compte tenu de la nouvelle vitesse, obtenue a partir de (a)

et (b), la position a I'itération ¢ + 1 est alors calculée :

pij(t+1) = pi;(t) +vi;(t+1),5=1,...,N.

Les limites des méthodes d’optimisation globale Les algorithmes d’op-
timisation globale sont particulierement efficaces lorsque la fonction est mul-
timodale. Leur gros désavantage est que leur cotit augmente, dans le pire des
cas, exponentiellement avec la complexité du probléme. Bellman a décrit ce
concept en tant que malédiction dimensionnelle curse of dimensionality.
Bellman nous indique que si 'on veut trouver le minimum global d’une fonc-
tion de na variables avec une erreur relative sur les variables inférieure a &,
alors il faudra effectuer ng,q = O((2)") évaluations.

3
Par exemple, sur un probléme de dimension n, = 10, si 'on veut localiser &
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10% prés les variables optimales, il faut ne,q = (ﬁ)lo évaluations. Méme pour
une fonction évaluée en seulement 0.1 seconde, il faut plus de 10000 jours pour

obtenir la solution.

2.7 Sensibilité et robustesse d’'une méthode d’op-
timisation

L’efficacité d’'une méthode d’optimisation est liée a la sensibilité et a la
robustesse par rapport aux parameétres de controle et aux conditions initiales
(valeur initiales des variables de conception, valeur initiales des paramétres de
controle). Lorsque les variables de conception doivent prendre une valeur bien
précise pour que la méthode de résolution converge vers ’optimum d’une fonc-
tion donnée, la méthode est dite sensible aux conditions initiales. Une méthode
d’optimisation est robuste si pour une méme valeur des paramétres de controle
et des conditions initiales, elle est capable de trouver 'optimum de fonctions
trés différentes.

Une méthode parfaite devrait étre totalement insensible aux conditions ini-
tiales et aux variables de conception et converger vers 'optimum quelles que

soient la fonction objectif et les contraintes.

2.8 Les algorithmes de recherche chaotiques.

On a traité dans la section précédente une classe des approches probabi-
listes bases sur 1'observation. Parmi ces méthodes, 1’algorithme de recherche
aléatoire est probablement le plus robuste, le plus simple et n’est pas limité par
le dimensionnement de 'espace de recherche, ce pendant il est probablement
le moins efficace. Les algorithmes de recherche aléatoire peuvent étre utilises
d’une maniére intelligente, de maniére a ce que leur efficacité puisse étre amé-

liorée et leurs avantages restent valables en méme temps. L’idée principale est
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de construire des algorithmes de recherche chaotique qui explorent ’espace de
recherche d’une maniére chaotique. Les algorithmes d’optimisation chaotiques
comme une méthode émergente de 'optimisation globale ont attiré beaucoup
d’attention dans les applications d’ingénierie. Leurs bonnes performances ont
été soulignées. Dans le cadre d’algorithmes évolutionnaires, 1'utilisation de sé-
quences chaotiques au lieu de celles é a été introduite par Caponetto et al.
[7, 8]. Depuis leur travail original, la littérature sur 'optimisation chaotique
est florissante. Ils sont utilissé dans le cadre de la méthode de réglage pour
déterminer les parameétres du PID d’un régulateur de tension automatique, ou
également pour l'optimisation de la conception technique et dans beaucoup

d’autres problémes physiques, céonomiques et biologiques.

2.8.1 Principes et étapes du COA basée sur 2-D modéle.

Beaucoup de problémes d’optimisation sans contrainte avec des variables
continues peuvent étre formulés comme des problémes d’optimisation de la

maniére suivante :
p

minx f(x),

telque
(2.3)

X = [z1, 29, ..., ]

(7 € [Li,Ui], i =1,...,n,

La f est appelée fonction objectif, X représente le vecteur des variables d’op-
timisation la procédure de recherche chaotique basée sur le modeéle 2-D (Lozi)
peut étre illustrée comme suit|9] :

Entrées :

M, :le nombre maximal d’itérations de la recherche globale chaotiques.

M, :le nombre maximum d’itérations de la recherche locale chaotiques.

M, + M, : le critere d’arrét de la méthode d’optimisation chaotique.

A : le pas de la recherche locale chaotique.

Sorties : X : la meilleure solution d’exécution en cours de recherche chaotique.
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f : la meilleure fonction objectif.

Le processus de base de COA comporte généralement deux phases principales
définir un générateur de séquences chaotiques basées sur une application chao-
tique (ici 2 — D chaotique map).

puis on génére un point candidat xc dans la région de recherche [L,U]; l'op-
timum z, est le point candidat ayant obtenu la plus petite valeur de f(xc).
Le processus est schématisé par I'algorithme de la page suivante, les points zc
sont générés dans le domaine [L, U] au moyen du vecteur chaotique z. Dans
cet algorithme , nous supposons que les composantes de z sont restreintes &
I'intervalle [0, 1].

A chaque itération, un nouveau vecteur de séquences chaotiques est généré en

utilisant le modéle chaotique.
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Algorithm : COLM

1 -Step 1 : Initialize the number M,, M; of chaotic search and initialization of variables
and initial conditions Set k£ = 1, y(0), y1(0),a = 1.7 and b = 0.5 of Lozi map.
Set the initial best objective function f = +oo
2 -Step 2 : algorithm of chaotic global search :
while k < M, do z;(k) = L; + 2(k).(U; — L;)

if f(X(k)) < f then

X = X(k); f = f(x(k))

end if

E=Fk+1
end while

Step 3 : algorithm of chaotic local search :
while k£ < (M, + M;) do
if r < 0.5 then

xi(k) = &; + Az (k). [(U; — Ly)|
else

zi(k) = ; — Azi(k).|(U; — Li))|
end if
if f(X(k)) < f then

X = X(k); [ = f(a(k))
end if
E=k+1

end while

On obtient un nouvel optimum local z. L’étape deux de cet algorithme de
la recherche chaotique globale est similaire & la technique d’optimisation de
Monte-Carlo qui converge lentement et obtient I'optimum global avec une faible
probabilité. La premiére étape de cet algorithme est utilisée pour obtenir un
bon optimum pour I'étape de raffinage ou la recherche chaotique locale.z est

toujours le modéle chaotique et A est un paramétre scalaire lié au rayon de la

87



recherche autour de x. Les optima locaux sont mis a jour chaque fois qu’'un
point est trouvé de mieux telle que la procédure se poursuit pour la recherche

au voisinage du nouveau point optimal.

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fourni une définition générale de I'optimisation
et abordé quelques méthodes d’optimisation, ott nous nous sommes concentrés
sur 'optimisation globale et locale a la fois déterministe et stochastique. Parmi
les méthodes déterministes, les méthodes de recouvrement qui ont la réputation
d’étre efficaces en dimension 1. Contrairement aux méthodes déterministes, les
méthodes stochastiques ont 'avantage d’étre facilement exécutables sur ma-
chine. Cependant, ces méthodes ne sont pas efficaces mais elles sont utilisées
lorsqu’il n’est pas possible de résoudre le probléme avec une méthode déter-
ministe. Dans ce chapitre aussi, nous avons également fourni un exemple des
algorithmes d’optimisation chaotique, dont nous présenterons une application

sur ces algorithmes dans le prochain chapitre.
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Chapitre 3

Application de I’algorithme
COLM basée sur les modéles
chaotiques 2 — D

3.1 Introduction

Les systémes non linéaires avec dynamique complexe ont récemment fait
I'objet d’intenses recherches et exploration, conduit a la naissance de la théorie
du chaos. Les systémes chaotiques sont des systémes déterministes qui pré-
sentent un comportement irrégulier et une dépendance sensible aux conditions
initiales. La théorie du chaos étudie le comportement de systémes qui suivent
des lois déterministes mais qui semblent aléatoires et imprévisibles, ¢’est-a-dire
des systémes dynamiques. Les variables chaotiques peuvent passer par tous les
états dans certaines gammes selon leur propre régularité sans répétition.
Dans ce chapitre nous propose cinq modeéles chaotique et nous avons utilisé
pour compare ’algorithme d’optimisation chaotique.Par la suite, nous conclu-

rons le générateur le plus efficace.
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3.2 Modéles en deux dimensions

Un modéle chaotique est un modéle qui présente un certain type de com-
portement chaotique. Dans ce travail, nous avons appliqué cinq modéles chao-
tiques différentes qui sont courantes dans la littérature, & savoir : le modéle de
Hénon, le modéle de Lozi, le modéle de Gingebreadman et le modéle Zeraou-
lia. La forme mathématique d’'un modéle bidimensionnelle chaotique lequel le
modele de carré de 'unité est I x I, ou I = [0, 1] sur lui-méme.

Plus tard, nous utiliserons ces modéles dans les recherches chaotiques.

3.2.1 Modéle de Hénon

L’application Hénon est un systéme dynamique au temps discret [10]. C’est
I'un des exemples les plus étudiés de systémes dynamiques qui présentent un

comportement chaotique.

yi(k) =1—a(y(k —1))? +by(k — 1)
y(k) = yi(k — 1)

Ou k est le numéro d’itération.
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FIGURE 3.1 — Attracteur Hénon et histogramme de distribution des séquences

chaotiques générées par le modele de Hénon
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3.2.2 Modéle de Lozi

Modele de Lozi [11, 12] qui est une simplification linéaire par morceaux de

modele de Hénon et qui admet des attracteurs étranges. Il est donné par

yi(k) =1 —al(yi(k — 1)) +by(k — 1)

y(k) =k —1)

(3.2)
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FIGURE 3.2 — Attracteur de Lozi et histogramme de distribution des séquences

chaotiques générées par le modéle de Lozi

3.2.3 Modéle de Duffing

(aussi appelé "Holmes map’) [13] est un systéme dynamique en temps dis-
cret. C’est un exemple de systéme dynamique qui présente un comportement

chaotique. Le modéle de Duffing est donné par :

yi(k) = y(k —1)

y(k) = =by(k — 1) + ay(k — 1) —y(k — 1)°

(3.3)

Le modéle dépend des deux constantes a et b. Ceux-ci sont généralement définis
sur a = 2,75 et b = 0,2 pour produire un comportement chaotique. C’est une

version discréte de I’équation de Duffing.
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FIGURE 3.3 — Attracteur de Duffing et histogramme de distribution des sé-

quences chaotiques générées par le modéle de Duffing

3.2.4 Modéle de Gingerbreadman

Dans la théorie des systémes dynamiques, le modéle de Gingerbreadman
[14] est un modeéle bidimensionnelle chaotique. Elle est donnée par la transfor-

mation linéaire par morceaux

yi(k) =1—y(k —1) + [ya(k — 1)

(3.4)

FIGURE 3.4 — Attracteur Gingerbreaman et histogramme de distribution des

séquences chaotiques générées par le modele Gingerbreaman
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3.2.5 Modéle de Zeraoulia

En théorie des systémes dynamiques, I'application de Zeraoulia [15] est une
application chaotique & deux dimensions. Elle est donnée par la transformation

linéaire par morceaux :

y1(k) =1 —asin(y1(k — 1)) +y(k — 1)

y(k) = by (k — 1)

(3.5)

Le choix du terme sin(z) a un réle important en ce qu’il borne les solutions
pour les valeurs de b telles que |b| < 1, et toutes les valeurs de a, tant qu’elles
sont illimité pour |b| > 1. Les valeurs des paramétres choisis sont a = 4 et

b = 0,9 comme suggéré dans [15]. Pour cela valorise 'attracteur observé.
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FIGURE 3.5 — Attracteur de Zeraoulia et histogramme de distribution des

séquences chaotiques générées par le modéle de Zeraoulia.

3.3 Recherche d’optimisation chaotique

[’étude du chaos s’est rapidement développée et a attiré une grande atten-
tion en raison d’une variété d’applications scientifiques et technologiques, par
ex. optimisation globale basée sur le chaos. Les systémes chaotiques peuvent

également étre classés en systémes de haute et basse dimensions. Les systémes
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chaotiques de faible dimension ont une efficacité élevée et une faible consom-
mation de ressources. Les systémes de faible dimension les plus couramment
utilisés sont le modéle logistique |16, 17]. Le comportement chaotique de ces
systémes est fortement dégénéré. Il est difficile de s’assurer que la séquence de
sortie a une grande période. En revanche, les systémes chaotiques de grande
dimension ont un comportement dynamique non linéaire plus complexe.

La périodicité de la séquence de sortie d’'un modéle chaotique numérique bidi-
mensionnelle est évidemment plus grande que celle de la séquence de sortie d’un
modéle chaotique numérique unidimensionnelle, et son caractére aléatoire est
également meilleur. L’algorithme d’optimisation chaotique COA est 'un des
sujets briilants au cours des derniéres années. COA est une méthode efficace
pour résoudre le probléme d’optimisation d’une fonction multimodale non li-
néaire avec contrainte aux limites. Les algorithmes d’optimisation chaotique
(COA) utilisent généralement différentes modéles unidimensionnelles (logis-
tique, tente, Chebyshev, Circle, ...) comme générateur de variables chaotiques
dans les problémes d’optimisation non linéaire. Le principal défaut de cette mé-
thode est que la distribution des séquences chaotiques produites par les modéles
choisissé est non uniforme et leur densité peu élevée au voisinage du point op-
timal global conduisant & la constringence lente.Cela a donné naissance a I'idée
sur laquelle nous travaillons; Qui stipule que nous recherchons et choisissons
les modeéles qui ont un bon comportement chaotique et une densité adéquate
en ¢levant la dimension des modéles utilisées dans 1’algorithme d’optimisation
a la dimension 2. De nombreuses stratégies chaotiques dans COA comprennent
généralement deux étapes principales [18, 19, 20] : la phase globale et la phase
locale. Tout d’abord, pendant la phase globale, des points chaotiques sont ex-
traits du domaine de recherche [L, U] selon un certain modeéle chaotique 2-D.
Ensuite, la fonction objectif est évaluée en ces points et choisit le point avec la
fonction objectif minimale comme optimum actuel. Deuxiémement, pendant la

phase locale, 'optimum courant est supposé étre proche de 'optimum global
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aprés certaines itérations et il est considéré comme le centre avec une petite
perturbation chaotique et 'optimum global est obtenu par la recherche fine.
Considérons le probléme d’optimisation suivant sur le minimum de fonctions, si
la fonction cible f(x;) est continue et différentiable, le probléme objet & optimi-
ser est présenté dans : Trouver z; & minimiser f(xz;);z; € [L;, Ui =1,2,...,n.
Les principales procédures de cet algorithme sont présentées comme suit :
Entrées :

M, : nombre maximum d’itérations de la recherche globale.

M, : nombre maximal d’itérations de la recherche locale.

M+ M, : critére d’arrét de la méthode d’optimisation chaotique en itérations
A : taille de pas dans la recherche locale chaotique

Sorties :

X* : meilleure solution de I’exécution actuelle de la recherche chaotique.

f* : meilleure fonction objectif (probléme de minimisation).

— Etape 1 : initialisation des nombres M,, M; d’¢tapes de recherche chao-
tique et initialisation des paramétres ~ et conditions initiales. Soient
k= 1,9(0),y1(0),a = 1.4 et b = 0.3 de modéle de Hénon, a = 1.7 et
b = 0.5 de modeéle de Lozi, a = 2.75 et b = 0.2 de modéle de Duffing,
a=4et b=0.9 de modéle de Zeraoulia. Définit la fonction initiale du

meilleur objectif f* = in fini.

— Etape 2 : algorithme de recherche globale chaotique :

(wi(k)—Ls)

W—Lo) dans les variables d’opti-

soient les variables chaotiques z;(k) =
misation z;(k) par 'équation suivante dans la fonction de modéle chao-

tique :

Oni=12,..n.
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Il est déterminé par la phase des séquences chaotiques générées par
chaque modle chaotique pour sélectionner quelle équation. Comme les
séquences chaotiques générées par les modeéles chaotiques sont l'inter-
valle (0,1), elles peuvent appliquer (0,1) dans U'intervalle (L,U) pour

les variables d’optimisation.

Etape 3 : calculez la valeur de la fonction f(z(k)). Si f(z(k)) < f*
alors f* = f(z(k)) et la solution optimale z* = x(k)

Etape 4 : utilise une fonction de modéle chaotique pour générer les

prochaines variables chaotiques z;(k + 1).

Etape 5 : k=k+1.Si k < M, passez a I’étape 2, sinon terminez la

premiére étape de recherche.

Etape 6 : algorithme de recherche locale chaotique :

Sir < 0.5 alors (ou r est un aléatoire uniformément distribué)
Appliquer les variables chaotiques z;(k) dans les variables d’optimisa-
tion z;(k) par 'une des équations suivantes de la fonction de modéle

chaotique :

zi(k+1) =] + A\zi(k).|U; — Lf|

Oui=1,2,..,n.

Etape 7 : On calcule la valeur de la fonction f(2(k;)), f(z(k2)) . Prenez
la valeur minimale dans les deux comme f(x(k)). Si f(z(k1)) < f(x(k2))
alors £(k) = a(ky), f(z(k)) = f(a(ky)); sinon 2(k) = w(ky), F(x(k)) =
f(x(k2)). Comparez f(x(ki)) avec la valeur optimale jusqu'ici f*. Si
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f(z(k)) < f* alors f* = f(x(k)) et la solution optimale z* = x(k).

— Etape 8 : utilise une fonction de modéle chaotique pour générer les

prochaines variables chaotiques z;(k + 1).

— Etape 9:k=k+1.Sik< M, + M, passez a I'étape 6, sinon terminez

la deuxiéme étape de recherche.

3.4 Reésultats de la simulation

En mathématiques appliquées, les fonctions de test sont utiles pour évaluer

les caractéristiques des algorithmes d’optimisation. La nature, la complexité
et les autres propriétés de ces fonctions de référence peuvent étre facilement
obtenues a partir de leurs définitions. Les niveaux de difficulté de la plupart des
fonctions de réérence sont réglables en définissant leurs paramétres. A partir de
I’ensemble standard de problémes de référence disponibles dans la littérature,
deux fonctions importantes (une contenant de nombreux optima locaux, mais
un seul optimal global) sont considérées pour tester U'efficacité de I’algorithme
proposé. Le tableau I Figure (6, 7) montre les principales propriétés des fonc-
tions de référence choisissée utilisées dans les expériences, ou Opt représente
I'optimum réel. . Tous les programmes ont été exécutés sur un processeur Pen-
tium IV 2 GHz avec 2 Go de mémoire vive dans le MATLAB.
L’algorithme utilisé pour la comparaison est un algorithme d’optimisation
chaotique en deux étapes avec cinq modéle chaotiques. L’algorithme a été
exécuté avec 50 exécutions; M,=1000, M;—=400. Et différentes valeurs pour la
taille de pas A (telles que A = 0.01 , A = 0.001 et A €]0.001, 0.01]). Les tableaux
(2,3,4) montrent la meilleure solution, la moyenne de la solution et I’écart type.
D’aprés le tableau 2.3.4, toutes les meilleures solutions sont exactement égales
a la solution exacte de la fonction 2.

D’aprés le tableau 3.4, le modéle de Hénon et le modéle de Zeraoulia ont les
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meilleures solutions pour A = 0.001 et A €]0.001,0.01[de la fonction 1 que les
autres modeles. Le modéle Hénon, le modéle de Zeraoulia et le modéle Gin-
gerbreadman ont les meilleures solutions pour A = 0.001 et A €]0.001,0.01[ de

la fonction 2 que les autres modéles .

TABLE 3.1 — Propriétés des fonctions de référence

Function Expression bounds Opt | Modality

name

(sin( (z%+:p2)z)70.5) .
The Scheffer Fi(xy,29) = —0.5 (HO.OOl(x;H%)Q) [—100,100] | -1 | Multimodal

The Easom Fy(xy,x9) = [ —20,20] -1 unimodal

cos(xy)cos(xa)exp(—(xy — )2 — (29 — 7)?)

FIGURE 3.7 — Plot of F,
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TABLE 3.2 — COA a basé sur les cinq recherches chaotiques de sorte que

M, = 1000, M; = 400, pour 50 itérations

A=0.01
Function Maps Best fit (Xbest,Ybest) Mean fit | standard fit(%)
Hénon -0.9897 (3.1331,0.4282) -0.9897 | 1.0e-15x11.21
Lozi -0.8304 | (5.7743,10.8775) | -0.8304 | 1.0e-14 x 10.09
F Duffing -0.9398 (0.4017,-6.1062) -0.9398 | 1.0e-14 x 2.24
Gingerbreadman | -0.8217 | (-11.7448,-11.7448) | -0.8217 0.0000
Zeraoulia -0.9870 | (3.1432,-0.5825) -0.9870 | 1.0e-15x 67.29
Hénon -0.9961 (3.1739 ,3.1812) -09960 1.0e-03x4.52
Lozi -0.9859 (3.0529,3.1054) -0.9818 0.21
Ey Duffing -0.9963 (3.1819,3.1128) -0.9961 0.02
Gingerbreadman | -0.9918 | (3.0893,3.0893) -0.9918 | 1.0e-15x 44.86
Zeraoulia -0.9961 (3.1006,3.1736) -0.9960 1.0e-03x 7.18

TABLE 3.3 — COA a basé sur les cinq recherches chaotiques de sorte que

M, = 1000, M; = 400, pour 50 itérations

A=0.001
Function Maps Best fit (Xbest, Ybest) Mean fit | standard fit(%)
Hénon -0.9899 (3.1432,0.4698) -0.9899 1.0e-14x 3.36
Lozi -0.8727 | (5.4511 ,11.0601) -08726 0.01
F Duffing -0.9628 (0.2366,-6.2706) -0.9627 0.01
Gingerbreadman | -0.8218 | (-11.4213,-11.4217) | -0.8214 0.04
Zeraoulia -0.9903 | (3.0870,-0.6231) -0.9902 0.01
Hénon -1 (3.0706,3.0244) -0.9983 0.53
Lozi -0.9999 (3.1335,3.1428) -0.9999 0.1
Ey Duffing -1 (3.1393,3.1363) -1 0.0000
Gingerbreadman -1 (3.0303,3.030) -0.9971 0.72
Zeraoulia -1 (3.1421,3.1388) -1 1.0e-0.3x 0.20
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TABLE 3.4 — COA a basé sur les cing recherches chaotiques de sorte que

M, = 1000, M; = 400, pour 50 itérations

A between 0.01 and 0.001

Function Maps Best fit (Xbest, Ybest) Mean fit | standard fit(%)
Hénon -0.9899 (3.0829,0.4698) -0.9899 | 1.0e-14x 3.36
Lozi -0.8727 | (5.4511 ,11.0601) -0.8726 0.01
F Duffing -0.9628 (0.2366,-6.2706) -0.9627 0.01
Gingerbreadman | -0.8218 | (-11.4213,-11.4217) | -0.8214 0.04
Zeraoulia -0.9903 (3.0870,-0.6231) -0.9902 0.01
Hénon -1 (3.0706,3.0244) -0.9984 0.53
Lozi -0.9999 (3.1303,3.1385) -0.9999 0.01
F Duffing -1 (3.1399,3.1363) -1 0.0000
Gingerbreadman -1 (2.9741,2.9741) -0.9931 1.79
Zeraoulia -1 (3.1424,3.1388) -1 1.0e-03x0.20
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FIGURE 3.8 — Comparaison des performances sur la fonction F; Schaffer et la

fonction F5 Easom.
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Conclusion

L’objectif de ce travail est comparé des performances de I'algorithme d’opti-
misation basé sur certains modéles chaotiques. Nous avons proposé des modéles
bidimensionnelles qui peuvent étre utilisées comme générateur de recherche
dans l'algorithme d’optimisation chaotique. Nous utilisons cinqg modéles de re-
cherches chaotiques. Notre conclusion principale est que comparer différentes
recherches de générateur basées sur les résultats de simulation numérique. Nous
avons exposé les séquences chaotiques générées et les meilleures séquences chao-
tiques obtenues. L’étude permet de conclure que 'utilisation des algorithmes
chaotiques avec l'approche proposée, représente une technique d’optimisation
globale efficace.

Cependant, des recherches supplémentaires sont nécessaires pour gagner en
confiance et mieux comprendre la méthodologie proposée. Il est nécessaire
d’évaluer I'algorithme proposé pour un grand nombre de fonctions de test de
grande dimension ; analyser le comportement de notre approche lorsqu’elle est
appliquée a des problémes du monde réel et prouver ’algorithme avec d’autres

types des modeéles chaotiques de grande dimension.
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Annexes

COA : Algorithme d’optimisation chaotique.
EDO : Equation différentielle ordinaire.

Tr(A) : la trace d’une matrice carrée A.

Det(A) : determinant de d’une matrice carrée A.
Best fit : la meilleure solution de 50 itérations.
(Xbest,Ybest) : la meilleure point de 50 itération.
Mean fit : la moyenne solution de 50 itération.

Standard fit : erreur standard ou erreur quadratique moyenne height
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Abstract

In this work we presented the performances of a new class of evolutionary
algorithms called chaotic optimization algorithm (COA). Proposed to solve
nonlinear optimization problems with bounded variables by Caponetto et al.
Chaotic optimization is a new stochastic optimization algorithm, which directly
uses chaotic variables to find the optimal solution. Different chaotic maps have
been considered, combined with several working strategies. We propose five
different 2D chaotic maps in an optimization algorithm using a two-step chao-
tic optimization method and compare them. This study reviews and compares
chaotic optimization algorithms from the literature. Moreover, the two-phase
strategy is a commonly used technique in a COA to refine the solution and
help escape local optima. A performance study is conducted to understand

their impact on a chaotic optimization algorithm.

Keywords :Chaotic optimization algorithm- Dynamic system- Chaos- Op-

timisation.
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Résumé

Dans ce travail on a présenté les performances d’une nouvelle classe d’algo-
rithmes évolutionnaires appelés algorithme d’optimisation chaotique (COA).
Proposé pour résoudre des problémes d’optimisation non linéaire avec des va-
riables bornées par Caponetto et al. 7, 8]. L’optimisation chaotique est un
nouveau algorithme d’optimisation stochastique, qui utilise directement les
variables chaotiques pour rechercher la solution optimale. Différents modéles
chaotiques ont été envisagés, combinées a plusieurs stratégies de travail. Nous
proposons cing modéles chaotiques 2D différents dans un algorithme d’optimi-
sation utilisant une méthode d’optimisation chaotique en deux phases et les
comparons.

Cette étude passe en revue et compare les algorithmes d’optimisation chao-
tique de la littérature. De plus, la stratégie en deux phases est une technique
couramment utilisée dans un COA pour affiner la solution et aider a échapper
aux optimums locaux. Une étude de performance est menée pour comprendre

leur impact sur un algorithme d’optimisation chaotique.

Mots clés :Algorithme d’optimisation chaotique- Systéme dynamique- Chaos-

Optimisation.
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